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Resumo

Neste trabalho, o problema de redu¢@o de modelos € re-estudado e formulado através de
programagio convexa restrita por desigualdades matriciais lineares. As normas #5 e #, sa0
utilizadas como critério de comparag@o entre o modelo original e o modelo de ordem re-
duzida, tendo como ponto de partida os resultados atuais em filtragem para tempo continuo.
Uma restri¢cdo de posto em certas varidveis, trabalhada apropriadamente, faz com que mode-
los parcialmente observaveis sejam obtidos, gerando uma fun¢do de transferéncia de ordem
reduzida que aproxima o sistema inicial.

A validacdo desse método € feita através de comparacOes entre os resultados obtidos
aqui e aqueles advindos do procedimento de truncamento balanceado, ji4 bem conhecido na
literatura. Tal comparagdo € feita utilizando sistemas gerados estatisticamente.

Por fim, duas estruturas flexiveis sdo estudadas, resultando em aproximacdes validas para

sistemas de grande ordem obtidas através do método aqui desenvolvido.

Abstract

In this work the model reduction problem is revisited and formulated through convex
programming constrained by linear matrix inequalities. The #4 and 4, norms are used as
comparison criteria between the original and reduced order models, having as starting point
the present continuous-time filtering results. A rank constraint in some variables, suitably
developed, results in partially observable state space equations, generating a transfer function
of reduced order that approximates the original system.

This method is validated by comparisons between the results obtained herein and the
ones provided by the well known balanced truncation procedure. Such comparison is done
by using statistically generated systems.

Finally, two flexible structures are studied, leading to valid approximations for systems of

high order derived from the method developed here.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacdo de mestrado trata do problema de reducdo de ordem em modelos lineares continuos
e invariantes no tempo e que possam ser descritos através de equacdes em espago de estados de dimensao
finita, ou seja, que possuam funcio de transferéncia racional.

O problema de reducido de modelos pode ser formulado como o da obtengao de uma funcao de trans-
feréncia P,(s) de ordem r que aproxima uma funcédo de transferéncia P(s) de ordem n, onde r < n. Tal
aproximacdo deve ser avaliada por critérios de desempenho, sendo aqui utilizadas as normas %5 e #L, do
erro de aproximagao P(s) — P,(s).

Essa formulacdo é bastante genérica e pode, portanto, ser abordada de diversas formas. Aqui, esse
problema é resolvido por programacio convexa restrita por LMIs (Desigualdades Matriciais Lineares').
O estudo parte dos resultados ja bem conhecidos em filtragem, adicionando-se uma importante restricao
de posto em uma combinacdo de varidveis.

Para fins de comparacio e validagao de resultados, um método classico para redugdo de modelos € es-
tudado, o truncamento balanceado. Ambos procedimentos sdo executados para inimeros sistemas obtidos
estatisticamente, sem nenhuma conotacdo fisica. Por fim, estruturas flexiveis sao estudadas, aplicando-se

a modelos de grande ordem, onde o método proposto pode ser avaliado.
1.1 Apresentacao dos capitulos

Os assuntos relacionados acima estdo dispostos na seguinte estrutura de capitulos:

Capitulo 2: Nesse capitulo sdo discutidos os principais fundamentos matematicos e resultados existentes
na literatura necessarios para os desenvolvimentos subseqiientes. Sao definidos e estudados mais a
fundo os conceitos de normas #5 e #. e LMIs, sendo os mesmos aplicados ao cdlculo de normas

por otimizacdo convexa restrita por LMIs e a resolucdo do problema de filtragem. Supde-se que o

'Do inglés Linear Matrix Inequalities.
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leitor tenha conhecimentos de sistemas e dlgebra linear, de forma que os mesmos nao sao detalhados
nesse capitulo. Tépicos importantes nessas dreas sdo eventualmente tratados ao longo dos outros

capitulos.

Capitulo 3: E nesse capitulo que formulacdes baseadas em LMIs para reducdo de modelos sio desen-
volvidas. Os conceitos e resultados estudados sdo estendidos para esta aplicacao particular, os quais,
em conjunto com outras inovacdes, geram os resultados que representam a principal contribuicao

deste trabalho. Apenas tdpicos tedricos sdo tratados, sem envolver exemplos ou simulagdes.

Capitulo 4: Por fim, valida-se os resultados teéricos obtidos através de compara¢des com o método de

truncamento balanceado e através de exemplos praticos envolvendo estruturas flexiveis.

1.2 Notacao

A notacao utilizada no texto é padrao, podendo ser destacado o seguinte:

AeA matrizes A e A (letras latinas ou gregas maitdsculas);

X vetor x (letras latinas minusculas);

x(s) vetor x no dominio de Laplace;

b derivada do vetor x no tempo;

Y escalar y (letras gregas minudsculas);

A matriz A transposta;

A>00uA >0 A € definida ou semi-definida positiva, sendo A simétrica;
A<OouA<0 A € definida ou semi-definida negativa, sendo A simétrica;
Oel matrizes nula e identidade de dimensdes apropriadas;
Tr(A) Traco de A, sendo A uma matriz quadrada;

i-ésimo maior autovalor ou maximo autovalor da matriz A;

idem para valores singulares;

forma compacta para uma fung¢do de transferéncia a partir de suas

matrizes em espago de estados, sendo H(s) = C(sI—A)~'B+D;
termo simétrico de uma matriz;

funcdo de Bessel de primeiro tipo e ordem i;



Capitulo 2

Fundamentos Matematicos

Neste capitulo sdo introduzidos os conceitos matemadticos necessarios para o entendimento da formu-
lacdo do problema de reducdo de modelos através de LMIs. Primeiramente, um estudo sobre normas é
realizado, uma vez que serdo elas o critério para avaliagdo da qualidade dos modelos reduzidos. As normas
para sistemas a serem estudadas sdo a 75 e a #.. A seguir, o conceito de desigualdade matricial linear é
abordado, inicialmente a partir de sua defini¢do, passando por suas principais propriedades e chegando a
alguns exemplos ilustrativos. Isso posto, chega-se a uma formulagdo para o célculo das normas %5 e #.,
através de LMIs, inicialmente apenas para fins de andlise. A seguir a mesma € estendida para a sintese de

filtros, minimizando-se a norma do erro de estimagao.

2.1 Normas

Ao avaliar o desempenho de um sistema, um critério torna-se necessario. Algumas vezes deseja-se
que a resposta ao impulso de um sistema tenha a menor energia possivel, dentro de alguns requisitos.
Em outras, € necessério apenas garantir sua estabilidade. Independentemente do critério a ser utilizado, é
importante para anélises quantitativas que o mesmo seja objetivo de forma que dois sistemas possam ser
comparados sem deixar margem a dividas ou subjetividades.

Dentre inlimeros possiveis critérios de desempenho, um dos mais apropriados para comparacdo de
resultados obtidos através de otimizagdao € a norma. Quando aplicado aos espagos R", o conceito de
norma retoma a no¢do de distincia, especialmente porque os seguintes requisitos devem ser atendidos

para que um critério de comparacio seja definido como norma

x| =0

Ix[=0=x=0
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[lowe| = fou ]

eyl < il + 1yl

onde x e y s@o vetores, isto é, elementos de um determinado espago vetorial.

Voltando ao conceito de distincia, a primeira condi¢do garante que a mesma seja sempre positiva.
Mais ainda, a distancia entre dois vetores s6 serd nula se eles forem o mesmo elemento do espaco vetorial,
como mostra a segunda condi¢do. A terceira mostra que se dois vetores sdo multiplos um do outro, entdo
suas distancias a origem também o serdo. Repare que o contrdrio raramente ocorre, indmeros vetores
podem ter a mesma distancia a origem e apenas dois deles serem multiplos de um outro vetor dado. Esse
resultado € ratificado pela dltima condi¢@o: a soma das distancias de dois vetores a origem € sempre maior
ou igual a distincia a origem da soma desses vetores.

Isso posto, serdo estudadas as normas #, e #L,, aplicdveis ao espaco das fungdes de transferéncia
racionais de ordem finita. Seja entdo o sistema linear invariante e continuo no tempo descrito pelas

equagoes

x=Ax+Bu; x(0)=0 (2.1a)
y=Cx+Du (2.1b)

ondexc R:, ue R"eyecRPeA, B, Ce D possuem dimensdes apropriadas. Aplicando a transformada

de Laplace a (2.1), obtém-se

sX(s) = AX(s) + Bi(s) (2.2a)
$(s) = Cx(s) + Dii(s) (2.2b)

que, resolvendo-se em £(s), resulta na fungdo de transferéncia
H(s)2C(sI—A)"'B+D (2.3)

2.1.1 Norma %,

A norma 75 de (2.3) é definida como
2 1 ° / . .
1) =57 [ T (—jo)H(j) do 4

Para que (2.4) seja finita, é necessdrio que a func@o de tranferéncia H(s) seja assintoticamente estavel e

estritamente propria, implicando em que a matriz A tenha todos os seus autovalores com parte real negativa
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e a matriz D seja nula.

Essa norma pode ser interpretada da seguinte forma. Para um sistema com apenas uma entrada e uma
saida, a integral presente na definicdo da norma #, corresponde a integral do quadrado do médulo da
resposta em freqiiéncia de (2.1). Logo sua norma #4 corresponde a uma medida da resposta ao impulso
de um sistema em que todas as componentes frequenciais sdo igualmente ponderadas. Para muiltiplas

entradas e saidas, todas as possiveis combina¢des entrada-saida sdo somadas no calculo da norma.

De fato, (2.4) se relaciona com a resposta ao impulso do referido sistema através do teorema de

Parseval, resultando numa forma temporal para o cdlculo da norma #5 de (2.3):

| Hs) | = /0 e (K (0h()) di 2.5)

onde h(t) é a matriz de resposta ao impulso de (2.1), calculada a partir da transformada de Laplace inversa
de (2.3). Desenvolvendo (2.5), obtém-se:

1H(s) |2 = / Tr (B'exp(A't)C'Cexp(Ar)B) dt
0

=Tr <B’ (/w exp(A't)C’Cexp(At)dt) B) (2.0)
0

=Tr (B'P,B)

onde P, £ [;"exp(A’t)C'Cexp(At)dt é o gramiano de observabilidade de (2.1). Pela propriedade de que

Tr(AB) = Tr(BA), é possivel deduzir uma expressao andloga utilizando o gramiano de controlabilidade:
1H(s) |2 = / Tr (Cexp(At) BB 'exp(A'1)C') d1
0

=Tr <c ( / ) exp(At)BB’exp(A’t)dt) C’) 2.7
0

=Tr (CP.C')

onde P. = [ exp(At)BB'exp(At)dt é o gramiano de controlabilidade de (2.1). Perceba que as integrais
que definem os dois gramianos sdo finitas se, e somente se, 0s argumentos das exponenciais possuirem

seus autovalores com parte real negativa, ou seja, se A for assintoticamente estavel.

2.1.2 Norma %,
A norma . de (2.3) é definida como:

IH (5)]|.. = sup & (H (jo)) (2.8)



2.1. NORMAS 6

Para que (2.8) seja finita, é necessdrio que a funcdo de tranferéncia H(s) seja assintoticamente estdvel,
implicando em que a matriz A tenha todos os seus autovalores com parte real negativa. Aplicando-se o

teorema de Parseval, essa defini¢do torna-se equivalente a

ly®)l13
|H(s)|Z= sup =22 2.9
(o0 1u(@)]3

onde u(t) e y(t) sdo a entrada e a saida, respectivamente, de (2.1) e ||u(t)[|3 = [5"u(t) u(t)dt < .

A norma 7L, pode ser interpretada de forma similar & norma #54. Para sistemas com apenas uma en-
trada e uma saida, G (H(j®)) = |H(j®)| e portanto a norma H., de H (s) serd o maximo do médulo da res-
posta em freqiiéncia de (2.1). Repare que enquanto a norma %, pondera igualmente todas as freqiiéncias

da resposta ao impulso do sistema, a norma #,, captura o valor maximo do seu médulo.

No caso de multiplas entradas e saidas, um estudo mais elaborado do valor singular de uma matriz

deve ser feito. Uma matriz A sempre pode ser expressa como
A=U0xV'

onde U e V sdo matrizes ortogonais e X é diagonal e contém os valores singulares de A em ordem decres-
cente. Assim, a primeira coluna de U e a primeira de V, vetores de norma 2 unitéria, estdo diretamente

associadas ao valor singular maximo de A. Entendendo A como um operador entrada-saida, tem-se que
y=Aw

onde w € a entrada e y a saida. Para fins de controle, essa saida podera ser ponderada por uma matriz ou,

sem perda de generalidade, por um vetor ¢ como em
/ /
cy=cAw

Se u; e v sdo a primeira coluna de U e V, respectivamente, entdo a entrada v; e a ponderacdo da saida
u1, normalizadas, serdo aquelas que geram maior ganho no operador A. Quando trata-se de uma funcdo
de transferéncia, a anélise continua valida, mas agora dependente em freqiiéncia. Assim, a norma #,
de H(s) serd o ganho maximo do sistema dentre todas as ponderagdes de entrada e saida normalizadas e

todas as freqiiéncias.
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2.2 Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

Como definido em [2], uma Desigualdade Matricial Linear (LMI) é uma funcdo afim positiva ou

estritamente positiva de matrizes simétricas reais, como mostra (2.10)

m
A
F(x)=FR+) xF>0 (2.10)
i=1
onde x representa o vetor de varidveis do problema e F;, com i € 1...m, sdo matrizes simétricas reais
constantes. O significado da expressdo matricial F(x) > 0 é equivalente a u'F (x)u > 0 para qualquer vetor

u real nio identicamente nulo.

2.2.1 Caracterizacao

Da definicao (2.10) tém-se algumas propriedades e equivaléncias. A primeira delas, fundamental para
uma compreensdo mais profunda sobre LMIs estd relacionada com os autovalores de F(x). Como F(x) é
simétrica, sempre é possivel diagonalizd-la na forma F(x) = T (x)'D(x)T (x), com D(x) diagonal e T (x)
ortogonal. Logo, para qualquer g = T'(x)u é possivel obter u satisfazendo g'D(x)g = u'F (x)u > 0. Assim,
conclui-se que dizer que F(x) > 0 é equivalente a dizer que os autovalores de F(x) sdo positivos.

Uma segunda propriedade fundamental no estudo de LMIs é o complemento de Schur, como mostra
o Teorema 2.1. Para deixar a notacdo mais clara, todas as matrizes sdo consideradas dependentes de x.

Logo a notag@o F(x) serd substituida simplesmente por F deste ponto em diante.

Teorema 2.1 (Complemento de Schur) A LMI

S/
¢ >0
N R]

com Q=0Q eR=R, évdlida se, ¢ somente se, R>0e Q> SR'S.

Prova: Sem perda de generalidade, podemos escrever

!Q ON BN

S R |
I SRV ][0 & I 0]

R —
(N | S R||-R'S T

O—SR'S 0]
0 R |

> 0 (2.11)
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Assim, cada bloco da diagonal da LMI (2.11) deve ser definido positivo. Logo o teorema procede. [ |

Finalizando, os Lemas 2.2 e 2.3 a seguir permitem a simplificacdo de problemas restritos por LMIs.

Lema 2.2 (Separacao de LMIs) A LMI

X1 (o)
X,—Y X3

>0 (2.12)

com X| = X| e X3 = Xj pode ser simplificada em X; > 0 e X3 > 0 num problema de otimizagdo restrito
por LMIs se Y ndo estiver presente em outras restricoes. Nesse caso, Y = X é uma possivel solucdo, sem

perda de generalidade.

A prova do Lema 2.2 encontra-se em [10].

Lema 2.3 (Extensao da separacdo de LMIs) A LMI

X, X3 (e) | >0 (2.13)
X—Y X5 X

com X = X{, X3 = X3 e Xo = X{ pode ser simplificada em

X1 (o)
X, X3

X5 (o)
Xs Xo

>0

num problema de otimizagdo restrito por LMIs se Y ndo estiver presente em outras restri¢des. Nesse caso,
Y =X4 — Xs5X5 X5 é uma possivel solucdo, sem perda de generalidade.

Prova: Aplicando o complemento de Schur em relagdo a X3, obtém-se:

X, —X)X; ' X (o)

| | >0
X4 —XsX5 ' Xo0—Y Xo—XsX5 XSI

de onde aplica-se o Lema 2.2. A prova é concluida reaplicando o complemento de Schur em relagdo a X3

nos blocos diagonais dessa matriz. [ ]
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2.2.2 Exemplos

Para ilustrar as defini¢des e propriedades de LMIs alguns exemplos s@o estudados. Primeiramente,

considere a desigualdade x~! < 1, com x > 0. Aplicando diretamente o complemento de Schur, tem-se

11
>0

Perceba, entretanto, que a desigualdade x~! > 1 ndio pode ser transformada em LMI aplicando-se

que

diretamente o complemento de Schur. De fato:

1 1 -1 1
X >l=-—x <-1= >0
1 —x

Vé-se que, apesar da desigualdade inicial ser valida, a LMI obtida aplicando-se o complemento de Schur
ndo possui nenhum x que a torne verdadeira. Para aplicar corretamente 0 mesmo, o termo ‘inverso’ deve
estar no lado ‘menor’ da desigualdade.

Uma outra abordagem para transformar tal desigualdade em LMI € a de multiplicar os dois lados por
x > 0, resultando em 1 > x. Repare que o sentido da desigualdade s6 € preservado para valores positivos
de x e que a desigualdade obtida ja € uma LMI de dimensao um. Ainda assim, € possivel expandi-la da
seguinte forma:
(o)

X X

1>x<:>1>xx1x<:>[ >0

Um segundo exemplo de LMI € a linearizagio da desigualdade x> < 1. Enxergando-a como x(1~!)x <

1 e aplicando diretamente o complemento de Schur, tem-se:

1 (o) >0
x 1

Seguem agora alguns exemplos matriciais, na varidvel X = X’ > 0 € R"*", Para a desigualdade
AX '+ X 'A4C'C <0, pré e pés multiplica-se as mesmas por X e entdo aplica-se o complemento
de Schur em relagéo a XC'CX:

Ax'yx-la+Ccc<o0

& XA +AX +XC'CX <0
& — (XA +AX) > XC'cX
—(XA'+AX) (o)
CcX I
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Um segundo exemplo matricial seria A’X~'A — X + Q < 0, que pode ser transformado em LMI

amplicando-se o complemento de Schur em A’X ~'A. Obtém-se:

X-0Q (o)
A X

>0

Por fim, pode-se analisar a desigualdade A’X ~'A — X! +C'C < 0, a qual deseja-se transformar numa
LMI na varidvel X = X’. Inicialmente, aplica-se o complemento de Schur em relagdo a X na parcela
A'XTTA:

X1-C'C (o)

A X

>0

Para eliminar o termo X ~!, multiplica-se a primeira linha e coluna dessa desigualdade por X, levando a:

X —XC'CX (o)
AX X

>0

Isolando a parcela XC'CX e aplicando o complemento de Schur novamente, tem-se que:

X (o)

o Mx 0}

2.2.3 Meétodos de solucao

Pelo fato da func¢ao objetivo ser linear e das LMIs formarem um conjunto convexo, os problemas de
otimizagdo restritos através de LMIs sdo convexos, o que garante que qualquer ponto de minimo seja

minimo global.

O LMISolver [5], por exemplo, utiliza métodos bastante eficientes de pontos interiores com progra-
macao ndo-linear restrita por barreira. Vale ressaltar que, além de possuirem os algoritmos de otimizacdo
implementados, esse, como outros pacotes para resolu¢do de problemas com LMIs, desempenham um
importante papel na interface com o usudrio, permitindo utilizar fun¢des de alto nivel e sem a necessidade
de definir as LMIs como uma combinacdo afim de matrizes, como em (2.10). Varidveis matriciais com

vérios formatos, podendo ser utilizadas diretamente nas LMIs, economizam bastante trabalho.
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2.3 Calculo de normas através de LMIs

Nesta secdo as normas definidas em 2.1 calculadas via otimiza¢do com fung@o objetivo linear e

restri¢oes do tipo LMI.

2.3.1 Norma %,

A partir do teorema de Parseval, a norma #4 do sistema (2.1) foi computada a partir de seus gramianos
de observabilidade ou de controlabilidade. Entretanto, para P, e P, definidos em (2.6) e (2.7), as seguintes

equacgdes matriciais sao validas:

AP, +PA+CC=0 (2.14)
AP.+PA +BB =0 (2.15)

Para obter um problema de otimizac¢do para o cdlculo da norma %, de um sistema, o Lema 2.4 sera

aplicado.

Lema 2.4 Sejam o sistema (2.1) com A assintoticamente estdvel, P = P' e P, = P, tais que

A'P+PA+C'C<0 (2.16)
A'P,+PA+C'C=0 (2.17)

Entdao P > P, > 0. Mais ainda, P, > 0 se, e somente se, (2.1) for observdvel.

Prova: Subtraindo a segunda equagio da primeira, obtém-se:
A(P—P,)+(P—P,)A<O0

ou, sem perda de generalidade
A(P—P)+(P-P)A+0=0

com Q = Q' >0 Como A ¢ assintoticamente estdvel, tal equa¢do de Lyapunov terd solu¢do somente se
P — P, > 0. Da mesma forma, A assintoticamente estdvel garante P, > 0 em (2.17).

Por outro lado, (2.1) s6 serd observavel se, para qualquer estado inicial xy # 0, a saida ndo for identi-

camente nula. Para que isso ocorra, a saida
y(t) = Cexg

ndo pode ser identicamente nula para todo ¢ > 0, fazendo com que a integral da norma 2 de y(¢) no tempo
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seja necessariamente maior que zero. Mas

* AT 2 /

/o |Ce™ xol|3dT = xpPoxo

o que faz com que P, > 0. Da mesma forma, se P, ndo possui posto completo, entdo existe xo 7 0 tal que

/ 1Cexo|2dT = 0

0
Pelos axiomas de norma, isso s6 ocorrerd se
At
Ce'xg=0, V>0

ou seja, se o sistema ndo for observavel. [ |

O Lema 2.4 ¢ diretamente extensivel para (2.15) e para o conceito de controlabilidade, uma vez que A
estavel implica em A’ estavel. Um estudo mais profundo sobre observabilidade e controlabilidade € feito

por Kailath em [17].

Esse resultado mostra que P satisfazendo (2.16) é um limitante superior para P,. Minimizar esse
limitante superior através da fungio objetivo Tr(B'PB) leva a norma #, de (2.1). Portanto, tal norma pode

ser calculada através dos seguintes problemas de otimizagdo na variavel P = P’

| H(s) |3 = min Tr(B'PB) (2.18a)
saa. AAP+PA+C'C<0 (2.18b)
P=P >0 (2.18¢)

Da mesma forma, a minimizag@o de Tr(CPC’) com P > P, também leva & norma %4 do sistema em estudo:

| H(s) |5 =min Tr(CPC’) (2.19a)
s.a. AP+PA'4+BB <0 (2.19b)
P=P >0 (2.19¢)

E importante ressaltar que (2.18) e (2.19) fornecem valores aproximados e arbitrariamente préximos
da norma %4 de (2.1). O grau de aproximagio depende da precisdo, definida pelo usudrio, com que as

solugdes dos problemas citados sejam calculadas.
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2.3.2 Norma %,
Primeiramente, define-se uma fun¢do de Lyapunov para (2.1)
V(x(t)) = x(t)'Px(t) (2.20)
onde P = P’ > 0. Para estabelecer uma rela¢do entre entrada e saida, impde-se que

/V(x(t))dt<—/ y’ydt+y/ u' udt (2.21)
0 0 0

Mas
V(x(t)) = ¥ Px+x'Px = (Ax+ Bu)'Px + x'P(Ax + Bu) (2.22)

Supondo A estdvel, x(0) = 0 e uma entrada finita, entao

/0 TV (x(0))dt = lim V (x(t)) — V (x(0)) = 0 (2.23)

[—o0

Logo Y é um limitante superior para a norma #., de H(s) , ji que

1113

<y (2.24)
Jull3

A minimizacdo de Y no espaco de todas as entradas de energia finita e suas respectivas saidas resultard no

quadrado da norma #,. do sistema em estudo. Mais ainda, minimizando-se Y tendo como restri¢des

(Ax+ Bu)' Px+x'P(Ax + Bu) < —(Cx+ Du)'(Cx+ Du) +yu'u (2.25)
P>0 (2.26)

surtird o mesmo efeito uma vez que a integracdo de (2.25) resulta em (2.21). Reestruturando (2.25),

xl
u/

que pode ser facilmente estendida numa LMI. Dessa forma, um programa de otimizacao para calculo da
norma ., de (2.1) é

obtém-se
A'P+PA+C'C PB+CD

{ X u } <0 2.27)
BP+DC  DD—1I

|H ()2 =min v (2.28a)
A'P+PA+C'C (o)

<0 (2.28b)
BP+DC DD-YI

P>0 (2.28¢)
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— sistema y

filtro f

Figura 2.1: Problema genérico de filtragem

Novamente o mesmo programa de otimizag@o pode ser escrito para o sistema dual a (2.1), baseado no fato

de que uma matriz e sua transposta possuem o mesmo valor singular maximo. Logo

|H(s)||2 = min (2.292)

AP+ PA + BB'
S0 A S (2.29b)
CP+DB DD -y

P>0 (2.29¢)

2.4 Resultados em Filtragem

O problema de filtragem consiste em, a partir de uma saida de um sistema estdvel, estimar uma outra,
de forma que o erro de estimagao, definido como sendo a diferenca entre o sinal de referéncia e o esti-
mado, seja o menor possivel segundo alguma norma. Esse problema ja foi bastante estudado através de
abordagens por LMI e possui intimeras aplica¢des [10, 19, 4, 7].

Inicialmente, seja o sistema linear continuo e invariante no tempo com duas saidas, uma de medida e

outra de referéncia

x=Ax+Bu, x(0)=0 (2.30a)
y=Cx+Dyu (2.30b)
7=Cx+D,u (2.30¢)

onde x € R", u € R", y € RY, z € R e as matrizes A, B, C,, Dy, C; e D, possuem dimensdes apropriadas.

Para esse sistema, o seguinte filtro deverd ser projetado:

Xf=Apxs+Bry, x7(0)=0 (2.31a)
zf = Cyxy+Dyy (2.31b)

onde xy € R", zy € R? e Ay, By, Cy € Dy possuem dimensoes apropriadas.

Conectando (2.30) e (2.31) de acordo com a Figura 2.1, uma equacio em espaco de estados pode ser
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obtida para o sinal de erro:

~ [ X ~
X= ; x(0)=0 (2.32a)
Xf
A 0] B
X = u (2.32b)
| ByCy Ay B¢D,
e=[ C.-Dse, —¢; |F+(D.~ DDy (2.32¢)
As matrizes de (2.32) serao nomeadas como
o~ ~ A 0 B
415 B/C A B¢D (2.33)
C|D Sy f Sy .

C.—~DyCy, —Cy|D,—DyD,

Isso posto, deve-se minimizar a norma do erro de filtragem (2.32c), o que serd feito partindo dos

programas de otimizac¢do (2.18) para a norma 4 e (2.28) para a norma #L,.

2.4.1 Norma %,

Retomando (2.18) para o problema de filtragem em norma %, obtém-se:

IH(s) |2 =min Tr (E’PE) (2.34a)
sa. AP+PA+CC<0 (2.34b)
P=P>0 (2.34¢)

D=0 (2.34d)

onde sdo varidveis P = P', Ay, By, Cr e Dy. A restri¢do de igualdade (2.34d) garante que a norma %, de
(2.32) seja finita. O problema € ainda matricialmente ndo-linear pelo fato de haver produto de varidveis

tanto na fungao objetivo quanto nas desigualdades matriciais.

Para linearizar a fung@o objetivo, adiciona-se uma varidvel auxiliar W que funciona como seu limi-
tante superior. O trago de W é minimizado e adiciona-se a restricio W > B'PB, sob a qual aplica-se o

complemento de Schur. Isso também € feito na LMI (2.34b), o que serd util posteriormente. Dessa forma,
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deduz-se:

min Tr(W) (2.35a)
W (o)
s.a. - >0 (2.35b)
| PB P
[ A'P+PA
tPA )y (2.35¢)
I C —I
De acordo com [10], define-se:
X U 1 Yy v/ Y 1
pP— . pl= A T = (2.36a)
U X Vv Y vV 0

onde X, X, Y e Y sdo matrizes simétricas de dimensdo n X n, resultando nos seguintes produtos de matrizes:

- YA' YAX+YC.B,U+V'AU
oY, - yeof f
TART=1 A'X +C|B,U (2360
CT=| CY DY —Cv C.-DG, | (2.36¢)
_ B
T'PB — v (2.36d)
XB,, +U'B;Dy,

, Y I
T'PT = I (2.36e)

X

Vale lembrar que, no cilculo desses produtos, houve varias simplificacdes devido ao fato de P~'P = L.
Isso também sé foi possivel porque todas as matrizes que definem P e P~! sdo quadradas e podem ser
invertidas sem maiores problemas. O mesmo nao ocorreria se um filtro de ordem reduzida fosse definido
em (2.31). Se ordem do filtro fosse r < n, U e V ndo seriam quadradas, tornando impossivel isolar Az, By,
Cre Dyem (2.36).

O proximo passo € obter LMIs que contenham as expressdes de (2.36), o que pode ser feito pré e pos
multiplicando (2.35b) por diag(I, T') e diag(I, T), e (2.35c) por diag(7”, I) e diag(T, I). Obtém-se, entdo,
(2.37) e (2.38).

4 (¢) (o)
B Y () | >0 (2.37)
XB+U'B;D, 1 X
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YA’ +AY (o) (o)
A'+XAY +U'B;C\Y +U'AsV  A'X +XA+C\BU+U'BsC, (o) | <0 (2.38)
C.Y —DsC)Y —C;V C.—DsCy —1

Finalmente, sdo definidas as varidveis Z=Y !, L= —U'By, F = CfVY_1 ,K=DreM= —U’AfVY_l,
e pré e p6s multiplica-se (2.37) por diag(I, Z, I) e (2.38) por diag(Z, I, I), obtendo-se o problema de

otimizagao escrito em termos de LMIs (2.39).

min  Tr(W) (2.39a)
w (o) (o)
s.a. ZB Z (e | >0 (2.39b)
XB—LD, Z X
[ AZ+z4 (o) (o)
AZ+XA—LCy—M A'X+XA—CL'—LC, (o) | <0 (2.39¢)
C.—KC,—F C.— KC, 1
D.— KDy =0 (2.39d)

onde sdo varidveis W =W/, Z=Z7'X=X'M,L, F e K.

Os parametros do filtro sdo obtidos via:
Ap==U""'"MzZ"'Vv', B;=—U""'L, C;=FZ'v7', D;=K

onde U e V sdo matrizes invertiveis e arbitrarias satisfazendo XZ~! + U’V =1, sendo que sua escolha
interfere apenas na realizacdo do sistema. De fato, as equagdes do filtro podem ser escritas sem tais

matrizes:

Hy(s) = Cr(sI—Ay) 'By+K
—1y,—1 =1 I
—_Fzlv (sI+U MZ'v ) UL+ K

= —F(SUVZ+M) 'L+K
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De (2.36a) e da defini¢io Z =Y ~!, tem-se que UVZ = Z — X. Logo

He(s)=F (s(X —Z)—M)'L+K
—F(I-(X-2)"'M)" (Xx-2) 'L+K
[@x-zM|x-2'L
B F | K

(2.40)

Perceba que a invertibilidade de X — Z é garantida pela LMI (2.39b).

2.4.2 Norma %,

Devido as semelhangas nas LMIs, o desenvolvimento do problema de filtragem em norma #£, € bas-

tante andlogo ao caso #5. Retomando (2.28), obtém-se:

I H(s) |2 =min 7y (2.41a)
A'P+PA+C'C
s.a. ~+ j~ - E.) <0 (2.41b)
BP+DC DD-1l

P=P >0 (2.41c)
onde sdo varidveis Y, P=P', Ay, By, Cy e Dy.

Como no caso anterior, as desigualdades matriciais ainda precisam ser linearizadas. Reestruturando

(2.41b), pode-se aplicar o complemento de Schur imediatamente:

- (Z’P+PX) —PB - .
N > || -¢ -p] (2.42)
-B'P Y1 -D'
A'P+PA (o) (o)
= BP  —yI (o) | <0 (2.43)

C D -1

Aproveitando as mesmas defini¢des e produtos de varidveis de (2.36), pré e pés multiplica-se a LMI
(2.43) por diag(T’, I, I) e diag(T, I, I), resultando em

[ YA' + AY () (o) (o) |
A +XAY +U'B;C,Y +U'AfV A'X +XA+CB.U~+UB/C,
7Cy f VB 7Cy (o) (o) <0 (44
B BX +D,B,U A (o)
_ C.Y —D;C,Y —CiV C.— DG, D.~DD, I |
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Da mesma forma, 7'PT > 0 equivale a
Y (o)
I X

>0 (2.45)

Finalmente, sdo definidas as varidveis Z=Y !, L=—U'B;, F=C;VY ', K=Dse M= —U'A;VY !,
e pré e p6s multiplica-se (2.44) por diag(Z, I, I, I) e (2.45) por diag(Z, I), obtendo-se o problema de

otimizagdo escrito em termos de LMIs (2.46).

min Y (2.46a)
[ AZ47A (o) (o) (o)
AZ4XA—LC,—M A'X+XA—C'L' —IC,
s.a. + ) + y O O (2.46b)
B'Z BX DL/ AL (o)
C.—KC,—F C.—KC, D.—KD, -1
[ Z (o)
>0 (2.46¢)
z X

Como no caso H,, os pardmetros do filtro sdo dados por

(X-2)"'"M | (X-2)"'L
F | K

Hy(s) = (2.47)

Sdo varidveis do problema o escalar y e as matrizes de dimensdes apropriadas Z=27' X =X',F,G,M e

K. Note ainda que a invertibilidade de X — Z € garantida por (2.46¢) que implicaX >0e X —Z > 0.



Capitulo 3
Reducao de Modelos Lineares

O problema de redu¢do de ordem de modelos lineares consiste em, dado um sistema estavel de ordem
n com fungdo de transferéncia H(s), obter um modelo H,(s) de ordem r, r < n, tal que a norma do erro de
aproximacao |H (s) — H,(s)|| seja minima.

Exceto pela restri¢ao de ordem, esse problema se assemelha bastante ao de filtragem como mostra a
Figura 3.1. Escolhendo y = u, ou seja, impondo que Cy = 0 e D, = I em (2.30), o problema de filtragem
estd pronto para ser convertido no de reducgdo. O sistema a ser reduzido € descrito por (2.1) e possui func¢io

de transferéncia H (s) dada por (2.3). O modelo reduzido a ser obtido é portanto descrito por

X, =Ax,+Byu (3.1a)
zr =Cx,+D,u (3.1b)

onde x, € R", u € R™, z, € R? e as matrizes A,, B, C, e D, possuem dimensdes apropriadas. Sua funcio

de transferéncia H,(s) é dada por
H,(s) =C.(sI—A,)"'B, +D, (3.2)

Dessa forma o problema de reduc¢do de modelos serd estudado primeiramente para a norma 75 e

posteriormente para a norma H.

3.1 Norma %,

O Teorema 3.1 a seguir faz as devidas simplifica¢cdes no problema de filtragem em norma #.

Teorema 3.1 O conjunto de todas as funcées de transferéncia H,(s) de ordem r = n tais que a restri¢ao

20
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H,(s)

Figura 3.1: Problema genérico de reducido de modelos

de norma ||H(s) — H,(s)||5 < u se verifica é dado por

X-2)"'M|(xX-2)'L

H,(s) = (3.3)
F | D
emqueW =W, X =X',Z=7, M, L eF satisfazem as LMIs
Tr(W) <pu (3.4)
W (o) (o)
ZB 7 (e) | >0 (3.5)
XB-L Z X
A'Z+Z7ZA (o) (o)
AZYXA—M AX+XA (o) | <O (3.6)
C—-F C —1

Prova: Escolhe-se inicialmente C; = C, D, = D, C, = 0 ¢ D, = I em (2.30), para simplificacdo do
problema de filtragem no de aproximacao. A substituicdo dessas matrizes nas LMIs de (2.39) resulta em
(3.5), (3.6) e Dy = D, além dos pardmetros de H,(s) como em (2.40). Como Tr(W) ¢ um limitante superior

para ||H(s) — H,(s)|)5, entdo (3.4) garante que u também o ser, finalizando a prova do teorema. ]

As LMIs (3.5) e (3.6) podem ser simplificadas levando-se em conta que M, F e L aparecem apenas

uma vez nas mesmas. Nesse sentido, o Lema 3.2 € extensao direta do Teorema 3.1.

Lema 3.2 AsIMIs X >Z7 >0,
AX+XA+CC<0 3.7)
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AZ+7A <0 (3.8)

e a fungdo de transferéncia
(X—2)\(AZ+XA) | B
c D

H(s) = (3.9)

garantem que ||H(s) — H,(s)||3 < Tr(B'ZB).
Prova: Aplicando o Lema 2.2 a (3.6) obtém-se M = A’Z+ XA, F =C, (3.8) e

AX+XA (o)
C -

que, por complemento de Schur, pode ser diretamente convertida em (3.7). O Lema 2.3 € aplicavel a (3.5),
resultandoem L = (X —Z)B, X > Z > 0 ¢ Tr(W) > Tr(B'ZB), ap6s simples complementos de Schur. A
minimizac@o de Tr(W) nas varidveis X e Z com as restri¢oes do enunciado deste lema resulta no quadrado
da norma #, do erro de aproximagdo. Assim, Tr(B'ZB) serd sempre um limitante superior para a norma
desse erro. A substituicdo de M, L e F em (3.3) leva a (3.9). [ ]

Até agora, nenhuma restricdo de ordem foi imposta e os modelos aproximados H,(s) sempre foram
escolhidos tendo ordem r = n. Para inclusdo de uma restricao de ordem, retoma-se (3.9) e analisa-se uma
possivel dependénciaentre X e Z. Se Z = X, com 0 < B < 1,as LMIs X > Z >0, (3.7) e (3.8) continuam
vdlidas de acordo com o Lema 2.4. Quando B — 0, (3.9) faz com que H,(s) = H(s), anulando o erro de
aproximacdo. Esse € o caso em que ndo hé reducdo de ordem, permitindo que o modelo aproximado seja

igual ao original.

O caso mais interessante, entretanto, é aquele em que 3 — 1. Nessa situagdo, (X —Z) — 07 e faz
com que (X —Z)~'(A’Z +XA) seja uma matriz com todos seus autovalores com parte real negativa e
localizados arbitrariamente a esquerda no plano compexo. Entretanto essa € a matriz dindmica do mod-
elo aproximado, cujos polos, autovalores dessa matriz, sdo arbitrariamente rdpidos, correspondendo a
freqiiéncias de corte altissimas no respectivo diagrama de Bode. Logo H,(s) = D, um modelo aproximado

estatico, de ordem 0. Nessa situagao, o erro de aproximacao € dado por
H(s)—H,(s) =C(sI—A)"'B

e sua norma é um limitante superior para a norma do erro de redugdo para ordem 0 < r < n. De fato, é f4cil
concluir que se X — Z, ao invés de se aproximar a matriz nula, possuir alguns de seus autovalores muito

proximos e 0, entdo o modelo serd de ordem reduzida. J4 que X — Z ¢ simétrica, torna-se conveniente
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decompo-la como:

X—Z:[V J} ‘J/:] Sé[v J] Slé[z] (3.10)

X 0
0 O(e)

onde X é simétrica e possui dimens@o r, § é uma matriz ndo singular particionada apropriadamente e O(€)

é tal que O(g) — 0" quando € — 0. Dessa forma, quando € — 0, X — Z torna-se uma matriz de posto r.
Utilizando S também como uma transformagio de similaridade para A’Z + XA, obtém-se
VI

-/

J

Q Q

AZ 4+ XA = [ vV oJ }
o QO

onde Q1, Q, Q3 e Q4 sdo matrizes de dimensdes apropriadas. Isso leva a

r-! 0
0 Oe)!

Q Q

(X-2)"'(WZ+xA)= [V 7| o o
3 Q4

V/

7 ]
[y, 0, V'

] ’ G.11)

| 0(e)7'Q3 O(e)'Qy

I
<
~|

Fica evidente que a matriz acima é mal condicionada, ou seja, possui blocos com ordens de grandeza

muito diferentes, quando € — 0. De fato, essa anélise se tornaria bem mais simples se feita sobre a matriz

V/
[ ‘7/

onde ¥, ¥, W3 e W4 sdo matrizes de dimensdes apropriadas. Agora, tem-se que

V/
J/

sendo essa uma matriz que possui claramente posto r, garantindo que (3.11) tenha n — r autovalores

inversa. Redefine-se, entdo, A’Z + XA como

Y, ¥

(A'Z+XA)"' = [ vV J } [ w. v
3 4

(A'Z+XA) ' (X-2) = [ vV oJ } [ FIZ ¥20(¢) ]

¥,y P,0(e)

localizados no semiplano complexo esquerdo bem longe do eixo imagindrio.

A mesma andlise feita sob o ponto de vista da matriz dindmica de (3.1) pode ser estendida para a

1

fungdo de transferéncia H,(s) como um todo através de um mapeamento { = s~ '. Esse mapeamento,

ilustrado na Figura 3.2, é formalmente definido pelo Lema 3.3 a seguir.

Lema 3.3 Sejam o sistema (2.1) com A ndo singular e sua fun¢do de transferéncia H(s) definida em
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Ims Im §

Res G=s"' @Rel

Figura 3.2: Mapeamento { = s~ !

(2.3). A funcdo de transferéncia G({) resultado do mapeamento { = s~ sobre H(s) é dada por:

A A7'B
G(g) = - ‘ — (3.12)
—CA™' | D—CA'B
Prova: Substituindo s = {~' em H(s) e desenvolvendo a expressio resultante, obtém-se que:
GQLHE ") =C({'T-A)'B+D
=(C(I-CA) 'B+D
= —LCcAT' (¢1-A) 'B+D
— ca™! <I+ (CI—A)’U\”) B+D
=—CA ' (C1-A)'A"'B+D—-CA"'B
que pode ser diretamente convertida na forma (3.12). [ |

Torna-se possivel, agora, eliminar os modos rapidos em H,(s). Primeiramente, aplica-se o Lema 3.3

em (3.9), obtendo-se a fun¢io de transferéncia mapeada G,({):

_ MY(X-2) MY (X-2Z)B
G, Q) =H (") = - | - (3.13)
~CM~'(X~2) | D-CM~'(X ~2Z)B
onde M = A’Z + XA. Fazendo € — 0 em (3.10) e substiutindo em (3.13), obtém-se
M7'vzv' | M'VEV'B
G, (C) = — / — / (3.14)
~CM~'VEV' | D—CM~'VEV'B
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Perceba que (3.14) é ndo-observavel! e, portanto, um modelo reduzido pode ser diretamente obtido, ainda

1

no mapeamento { = s~ ', como mostra o Lema 3.4.

Lema 3.4 O sistema néo observavel G,(C) de (3.14) pode ser reduzido para

V'M-VE \ V'M-VEV'B

SO= v | D-cM'viv'B G
Prova: Retomando a descrigio de (3.14) em espacgo de estados, tem-se que
%, =M 'WEV'x, + M 'VIV'Bu (3.162)
zr=—CM 'VEV'x, + (D—CM 'VEV'B)u (3.16b)
Define-se a transformacao de similaridade
=V 7]e
que, substituida em (3.16), leva a
. 1’4 14
= [ ” ]M_IVZ[ V'V V'] ]§+ p ]M—‘VZV’Bu (3.17a)
G =-CM'VE| VV VT |E+ (D-CMTVEV'B)u (3.17b)

De (3.10), V'V =1e V'J = 0 e portanto (3.17) separa exatamente os modos observdveis dos ndo-observaveis.

Te
g_[%]

com &, € R”, chega-se a conclusio de que apenas &, é necessario para expressar a relagio entrada-saida
H,(s). Logo

Particionando & em

& =V'M'VEE, +V'M~'VIV'Bu (3.18a)
zr=—CM VI, + (D—CM'VIV'B)u (3.18b)
concluindo a prova do lema. [ |

ITsso justifica o zero superposto ao pélo na origem no plano complexo { da Figura 3.2.
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Basta agora reaplicar o Lema 3.3 a (3.15) de forma a mapear de volta os pélos do plano  para o plano

s. Portanto obtém-se |
TN vMlv) T V'B
H,(s) = ( ) ’

lemvvutv)T | b

(3.19)

Obtida uma expressao fechada para H,(s), uma outra questdo vem a tona. Até agora ndo se discutiu a
origem das matrizes V e ¥ quando escreve-se X —Z = VXV’. Idealmente, desejaria-se que tanto V quanto
¥ fizessem parte do problema de otimizacdo para obtencdo do modelo reduzido. Entretanto, tal igualdade

€ nao-linear e, mais ainda, ndo convexa, como mostra o Lema 3.5.

Lema 3.5 Num problema de otimizagdo, a restrig¢do de igualdade
X—-z=vzv' (3.20)

nas varidveis X = X' e R"", Z =7 e R™" L =% e R e V € R"™ de posto completo serd convexa
somente se for linear, ou seja, se ao menos V for mantida constante.
Prova: A prova do lema é imediata, pois para que um conjunto de varidveis regido por uma igualdade

seja convexo € necessario que tal igualdade seja linear nas varidveis do conjunto. [ |

O Lema 3.5 pode ser interpretado da seguinte forma. Sejam
Pr={X\,Z;, Vi, 51} e P={X, 2%V, 5}

elementos do conjunto P das varidveis X, Z, V e X que satisfazem (3.20). Para que tal conjunto seja
convexo € necessario que, para quaisquer P; e P, dados, P3 combinagdo convexa de P; e P, também

pertenca ao conjunto.

E facil deduzir que P contém todas e somente as combinacdes de matrizes X, Z, V e X tais que X — Z

tenha posto r. Entretanto a combinac¢do convexa
X3 —7Z3 = OC(Xl —Zl) + (l — OC)(XZ —Zz)

com 0 < a0 < 1 terd posto r se, € somente se, as matrizes X; — Z; e Xp — Z, possuirem 0s mesmos espagos

linha e coluna, ou seja, se V| e V, possuirem o mesmo espago coluna.

Por outro lado, se V| e V, devem possuir o mesmo espago coluna entdo existe uma matriz Q € R™"

invertivel de forma que V, = V1 Q e portanto

X, — 7, =V1Q5,Q'V]



3.1. NORMA #, 27

X1 —Z =vi\V{

sendo ambas restri¢des lineares e, conseqiientemente, convexas. Como Q € invertivel e X € uma varidvel do
problema, entdo QY,Q' pode ser substituida por X, sem perda de generalidade.E fécil concluir, portanto,
que os espacos linha e coluna de X — Z, de dimensao r, podem ser fixados por quaisquer matrizes V que

possuam o mesmo espaco coluna.

Para tornar (3.20) convexa € necessario, entdo, restringir as matrizes V que compdem os elementos de
P aquelas cujas colunas geram um subespago de R" de dimensdo r. Perceba que isso corresponde a uma
grande perda de generalidade, uma vez que existem indmeras possiveis escolhas de subespacos de R" de

dimensao r e essa escolha deve ser feita a priori.

Feita a escolha desse subespaco, é possivel representa-lo por apenas uma matriz V fixa, uma vez que
todas as outras matrizes V que possuem o mesmo espago coluna podem ser mapeadas através de ¥ em

(3.20), variavel do problema de otimizacao.

Seja entdo o problema de otimizagdo obtido a partir do Lema 3.2

min Tr(QZ) (3.21a)
sa AX+XA+CC<0 (3.21b)
AZ+7ZA <0 (3.21¢)
X—Z=vyV' (3.21d)
Z>0,2>0 (3.21e)

onde Q = Q' é uma matriz tal que Q > BB', escolhida antecipadamente, bem como V. Dessa forma,
Tr(QZ) > Tr(B'ZB) e a minimizagdo de Tr(QZ) serd um limitante superior para a norma %4 do erro de

reducgdo. Seja também a fatoragdo

Ay 0

P,=SS SQS=A=
0 A

(3.22)

em que P, é o gramiano de observabilidade de (2.1), S é definida como em (3.10) e A é uma matriz
diagonal, juntamente com suas particdes Ay e A; de tamanho r e n — r. A matriz S pode ser calculada a

- [
partir da base de autovetores S que diagonaliza P; QF; :

S
SAS' = P} QP;

%%}
l

S3.-
9%
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Recorrendo ao Lema 2.4, em relagdo as varidveis do problema (3.21), obtém-se uma dependéncia

entre QZ e aescolhade V

1 1 1 [I_Z 0] /AL
027202 > Q02§ S'Q2 (3.23)

A partir da propriedade de que Tr(AB) = Tr(BA), tem-se que

</ [I_Z OD
Tr(QZ) > Tr | S'0S
0 I

Tr(QZ) > Tr(V'QV(I—-X)) +Tr(J'QJ) (3.24)

Assim, a minimizagdo de Tr(QZ) é limitada pelo lado direito de (3.24). Como J'QJ = A,, conforme
a definicdo (3.22), entdo o lado direito de (3.24) serd melhor minimizado se A; contiver os menores
elementos de A. Assim, V deve ter suas colunas associadas aos maiores elementos de A. Note que assim
procedendo a parcela de (3.24) dependente de ¥ serd simultanealmente maximizada. Como essa é uma
varidvel do problema de otimizac¢do no intervalo 0 < £ < I, a parcela maximizada terd o maior impacto

possivel na norma do erro de reducio.

Resta ainda a escolha de Q. Pela forma como o problema foi desenvolvido, pareceria razoavel es-
colher Q = BB/, ja que isso resultaria na minimizag@o de Tr(B'ZB) e conseqiientemente da norma %, do
erro de redugdo. Contudo, BB’ é, em geral, uma matriz de posto bastante deficiente, fazendo com que
a decomposi¢do (3.22) resulte em muitos autovalores nulos e, conseqiientemente, sua ordenacio fique

prejudicada. A restrigdo Q > BB’ também é atendida pela classe de matrizes
[ .
Q=Y ABB' (A" (3.25)
i=0

a qual inclui Q = C(C’ quando k = n— 1, sendo C a matriz de controlabilidade de (2.1).

Outra classe de matrizes Q pode ser obtida da seguinte forma. Seja P. o gramiano de controlabilidade

do sistema (2.1). Segundo as hipdteses iniciais, esse sistema deve ser estavel e controlavel, fazendo com
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que P. sempre exista e seja definido positivo, satisfazendo portanto a desigualdade matricial
(M+A)P.(M+A) >0

sendo A a prépria matriz dinimica de (2.1) e A um escalar positivo. Expandindo essa expressdo, tem-se
que
A2P.+MAP.4+P.A") +AP.A' >0

Uma vez que AP, + P.A’ + BB = 0 e ap6s simples manipulag¢des, chega-se a
Q=AP.+A'AP.A’ > BB (3.26)

Qualquer A > 0 torna possivel a obtengdo de Q satisfazendo (3.26). Entretanto, a escolha desse
parAmetro influencia a qualidade do limitante superior obtido para BB’. Quando A é pequeno, Q tende
a A !AP.A’ e tal matriz pode ser escolhida igual a AP.A’, uma vez que a minimizagio de Tr(QZ) e de
Tr(A~'QZ) leva aos mesmos resultados. Raciocinio andlogo pode ser feito quando A é grande, equival-
endo a escolha de Q = P,. A otimizagdo de A através de busca unidimensional levaria ao melhor limitante
superior de BB’ segundo um critério a ser definido. Tal estudo ndo € realizado aqui, sendo sugerido como

continuagdo para esta dissertacao.

3.2 Norma .,

O Teorema 3.6 a seguir faz as devidas simplificagdes no problema de filtragem #..

Teorema 3.6 O conjunto de fungées de transferéncia H,(s) de ordem r = n tais que ||H(s) — H,(s)||2 <y

é dado por
() = X-2)"'M|(xX-2)'L -
F | D
emqueW =W ,X=X',Z=7,M, L, F eD, satisfazem as LMIs X >Z7Z >0 ¢
[ AzZ+zA (o) (o) (o)
Bz R (*) E'; <0 (3.28)

AZ+XA-M XB—L AX+XA
C—F D.—D, C .

Prova: Escolhe-se inicialmente C, =C, D, =D, C, =0, D, =1e Dy = D, em (2.30), para simplificagio
do problema de filtragem no de aproximacdo. A substitui¢ao dessas matrizes em (2.46b) e a permutacio

das linhas e colunas 2 e 3 resulta em (3.28). Ao mesmo tempo, (2.46¢) equivale a X > Z > 0 por comple-
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mento de Schur. Os pardmetros de H,(s) sdo obtidos diretamente por (2.47). [

A LMI (3.28) pode ser simplificada levando-se em conta que M, L, F' e D, aparecem apenas uma vez

na mesma. Nesse sentido, o Lema 3.7 € extensao direta do Teorema 3.6.

Lema 3.7 As IMIs X >Z7Z >0,

AX+XA+C'C<0 (3.29)

A'Z+ZA
)1 o (3.30)

BZ —yI
e a fungdo de transferéncia
X-2)"YA'Z+XA) | (X-2)"'XB
H - | XD )| (x-2) i
C | D

garantem que ||H(s) — H,(s)||% <.
Prova: Aplicando o Lema 2.2 a (3.28) obtém-se M = A’Z+XA,L=XB,F =Ce D, =D, (3.30) e

AX+XA (o)
C -1

que, por complemento de Schur, pode ser diretamente convertida em (3.29). A substituicdo de M, L, F e
D, em (3.27) leva a (3.31). [ ]

Perceba que (3.31) e (3.9) possuem a mesma matriz dindmica. Logo a restricdo de ordem no caso
H,, também dependerd de uma restricdo de posto em X —Z. O procedimento é andlago ao caso #5.

Primeiramente aplica-se o Lema 3.3, mapeando-se o plano complexo s no plano { = s~'.

A seguir,
elimina-se os modos nido-observaveis na equagdo em espago de estados mapeada em {. Por fim, obtém-se

a funcdo de transferéncia do modelo reduzido novamente no plano s. A partir de (3.31), tem-se que

B M~ (X -2Z) M~'XB
G () £H ()= - | — (3.32)
~CM~'(X~2) | D—~CM~'XB
onde M = A’Z + XA. Fazendo € — 0 em (3.10) e substiutindo em (3.32), obtém-se
M7'VEV' | M'XB
G (§) = — — (3.33)
—CM~'VIV' | D—CM'XB
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1

Novamente chegou-se a um sistema néo-observével no plano { = s~*. Os modos ndo-observaveis

podem ser reduzidos de acordo com o Lema 3.8.

Lema 3.8 O sistema ndo observdvel G,({) de (3.33) pode ser reduzido em

VM-Vy \ V'M-'XB

G, (€)=
©) —cMVy \ D—CM~'XB

(3.34)

Prova: O modelo G,({) nao-observével no caso #,. tem matrizes em espaco de estados muito semelhan-

tes as de (3.14) no caso #5. A prova deste lema é idéntica & do Lema 3.4 e serd omitida. ]

Basta agora reaplicar o Lema 3.3 a (3.34) de forma a mapear os p6los do plano { de volta para o plano

s. Obtém-se, entdo

YW'm-1xB

lV’M—l) XB

My My
et (M) D—emt (1= (VM)

-

Hy(s) = (3.35)

Como no caso H,, a restri¢do (3.10) ndo é convexa quando V é livre. Seja entdo o problema de

otimizacdo obtido a partir do Lema 3.7

min Y (3.36a)
sa AX+XA+CC<0 (3.36b)
A’ZI;LZZA E'Y)I ] <0 (3.36¢)
X-Z=vzV’ (3.36d)
Z>0 (3.36¢)

onde V € escolhida a priori. Aplicando o complemento de Schur em (3.36¢), tem-se que

A'Z+ZA+vy 'ZBB'Z <0
Z'A+AZ7 ' vy 'BB <0
vZ'A"+AyZ '+ BB <0

Por uma extensdo direta do Lema 2.4, chega-se a conclusdo de que yZ~! > Q, onde Q é o gramiano de
controlabilidade de (2.1). Assim

Y>MQZ)
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e portanto a minimizagao de 'y causard, indiretamente, a minimizacdo do autovalor maximo de QZ. Con-

seqilientemente, a definicdo de S como em (3.22) continua conveniente. De fato, (3.23) continua vélida e

A(0iz0%) =7 (Qis [ I_OZ (I) ] S’Q5>

Como A (Q%ZQ%) = X(QZ), a minimizagao do autovalor mdximo de QZ é melhor realizada se o auto-

assim

‘o 1 1 . . . ..
valor méaximo de Q2JJ'Q? for minimo, ou equivalentemente se o autovalor méaximo de J'QJ for minimo.
Novamente isso ocorre quando V é o conjunto de colunas de S associadas aos maiores elementos de A em

(3.22) para Q igual ao gramiano de controlabilidade do sistema a ser reduzido.



Capitulo 4
Comparacoes e exemplos

Neste capitulo as formula¢des obtidas para redugdo de modelos lineares em norma 5 e #.. através
de desigualdades matriciais lineares sdo aplicadas. Para fins de comparacdo, um método cldssico de
reducdo de modelos é estudado, o truncamento balanceado. Tal método prové modelos reduzidos de
grande qualidade e portanto serve como bom pardmetro de comparacao.

A redugdo de modelos € aplicada de duas formas. Primeiramente, sistemas gerados estatisticamente,
com diversas ordens, sdo submetidos a todas as reducdes de ordem possiveis, gerando uma ampla gama
de resultados que s@o analisados através de graficos estatisticos. A seguir, exemplos praticos de estruturas
flexiveis s@o estudados. Tais estruturas possuem modelos de ordem arbitrariamente alta, onde a reducdo

torna-se imprescindivel.

4.1 Truncamento Balanceado

Seja H(s) a fungdo de transferéncia do sistema (2.1). Sua norma %, desconsiderando sua matriz de

transmisséo direta D!, pode ser calculada da seguinte forma:
|H (s)|3 = Tx(B'P,B) = Tr(CP.C')

onde P, e P. sdo os gramianos de observabilidade e controlabilidade, respectivamente, e podem ser calcu-
lados através das equacdes:
A'P,+P,A+C'C=0

AP.+P.A'+BB =0

Quando o critério de comparagio entre o sistema original e o reduzido é a norma %5, é fundamental que ambos tenham a
mesma matriz de transmissdo direta. Dessa forma, D sempre pode ser considerada nula para obten¢do do modelo reduzido, cuja
matriz de transmissdo direta deverd ser imposta igual a D.

33
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E bem sabido que um sistema descrito por uma func¢do de transferéncia racional H(s) possui intimeras
realizacdes em espaco de estados. Dessa forma, a mudanga de realizagdo de um sistema altera seus

gramianos, como mostra o Lema 4.1.

Lema 4.1 (Mudanca de realizagdo de um sistema) Seja o sistema descrito pelas equacdes em es-

paco de estados (2.1) e T uma matriz quadrada ndo singular com dimensdo igual a ordem do referido

A|B
C|D

possui a mesma fungdo de transferéncia que o sistema na realizacdo original. Os gramianos dessa nova

sistema. A realizacdo

T-1AT \ T-1B
- 4.1)

B CT‘D

realizacdo passam a ser
P,=T'P,T 4.2)

P.=T7'P(T7"Y (4.3)

onde P, e P, sdo os gramianos na realizacdo original.

Prova: A funcio de transferéncia H (s) do sistema na nova realizacdo ¢ dada por:

H(s)=C(sI—A)"'B+D

'7-1B4D

—1

=CT (sI-T 'AT)~
(
(

(sT—A) 'B+D=H(s)

T7'B+D

7)) (T—T'AT)

C
—C(T(A-T'AT)T ") ' B+D
c

Calculando os gramianos, obtém-se:

= T'A(TYT'P,T+T'P,TT'AT +T'C'CT =0
=A'P,+P,A+C'C=0

Da mesma forma,
AP.+PA +BB =0
=T 'ATT 'P.(T ) + T 'P(T""YT'A(T™"Y +T'BB(T"") =0

= AP.+P.A'+BB =0
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concluindo a prova do lema proposto. [ |

O procedimento de truncamento consiste em encontrar uma realizagdo para o sistema dado que ex-
plicite alguma propriedade de interesse e, a partir disso, eliminar parte da dindmica existente, resultando

em um modelo de ordem menor.

Um estudo interessante nesse sentido pode ser feito através da norma #4. Considerando que ela seja
formada pela soma de diversas componentes com diferentes custos, um método bastante interessante de
truncamento consistiria em desacoplar tais custos de forma a preservar no modelo reduzido apenas as
parcelas de maior influéncia na norma #5. Uma realizagdo é considerada com componentes de custos
desacopladas se a norma %4 do sistema puder ser calculada como uma simples soma de escalares. Como

€ mostrado em [20], isso ocorrera se 136 E&’ 6 13(, ou E,EE’ for diagonal.

Se (2.1) for uma realizagdo minima de H(s) ou, equivalentemente, se P, e P, forem ndo singulares, é
possivel obter uma realizagao tal que ambos gramianos P, eP. sejam iguais e diagonais. Tal realizacdo
¢ chamada balanceada e pode ser obtida calculando-se as matrizes F' ndo singular, U ortogonal e £ > 0
diagonal tais que

P.=F'F;  FPF =UXU'

e definindo-se a transformacao de similaridade
T=FUS

Dessa forma, a realizac@o definida em (4.1) é balanceada, o que pode ser facilmente verificado através de
4.2)e (4.3):

1

P, =Y 1U'FP,F'UL & =¥2

P.=XiU'(FYYPF Ui =%

D=

A partir da realizagdo balanceada, uma boa estratégia de truncamento consiste em desconsiderar os
elementos de ¥ de menor influéncia nos gramianos. Particionando ¥ em dois blocos de tamanho n, e

n— n,, preservando os n, maiores autovalores de FP,F’ 2 obtém-se:

o0 ||y

FP,F = [ U, U }
0 % || u

2Tais autovalores sio conhecidos como valores de singulares de Hankel.
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O mesmo deve ser feito a AV, BeC:

- [ A, A _
i | An An : o
Ay Axp

Dessa forma, o sistema reduzido

5’3]; c-[é 6]

Xip ZAv]]x,b —i—glu (4.4a)
Lp = C 1% -+ Du (4.4b)

preservard os n, maiores valores singulares de Hankel de (2.1).

Lembrando que
1 1 1
T= |: F/U1214 F/U2224 ]; T =

obtém-se os parametros de (4.4):

1 _1 1
Xip =X U{(FYAF'UE, " x + 21U (F~1) Bu (4.5a)

_1
zp = CF'UL, *Xip+ Du (4.5b)

4.2 Simulacoes

O procedimento de simulacdo consistiu na geragdo de modelos aleatérios de diversas ordens e sua
redugdo para todas possiveis ordens através dos métodos desenvolvidos neste trabalho e do truncamento

balanceado e a comparacao dos resultados através de graficos.

A geracdo de modelos foi feita da seguinte forma. Decidiu-se por sistemas com apenas uma entrada
e uma saida de ordem variando de 2 a 20. Os elementos das matrizes B ¢ C em (2.1) foram escolhidos
segundo uma distribui¢do gaussiana de média nula e variancia unitdria. Todos os elementos eram indepen-
dentes entre si. A matriz D foi escolhida nula, sem perda de generalidade. Uma matriz D qualquer poderia
ter sido escolhida, mas isso ndo acarretaria mudanca alguma no erro de aproximacdo, como mostram as

equagoes (3.19) para o caso #, e (3.35) para o caso H..

A matriz dindmica de (2.1) foi obtida de forma mais detalhada. Devido a simetria da distribuicdo
gaussiana em relag@o a origem, mostrou-se mais conveniente gerar uma matriz A, da mesma forma como
B e C foram obtidas, normalizando-a de forma a manter todos seus autovalores dentro de um circulo de

raio 5/6 centrado na origem. A seguir, os autovalores de A,, presentes num plano complexo z, foram
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mapeados para o semi-plano complexo esquerdo de s segundo a transformacao bilinear

s
Cl—s

Z (4.6)
Assim, seja a funcdo de transferéncia no plano z com n entradas e n saidas

Fi(2) = (d-A)"
a qual possui seus pélos com médulo menor que 1. Substituindo z como em (4.6), tem-se que

o2 (1) = (1))

onde Fi(s) é uma funcdo de transferéncia com todos os p6los no semi-plano complexo esquerdo de s.

Desenvolvendo, tem-se que

Fy(s) = (1—s) (1 +5)I—(1—5)A;) "
= (1—5)(s(A,+1) — (A, —1)) "
=(1—s5)(T— (A, +D) "4 — 1)) (A, +D)! 4.7)

Perceba que os pélos de (4.7) sdo definidos pelos autovalores de (A, +1)~!(A, —I). Sendo Fi(s) uma

funcdo de transferéncia com seus pélos no lado esquerdo do plano complexo, entdo
AE(AA+D) A -T) 4.8)

terd todos seus autovalores no semi-plano complexo esquerdo desde que A, tenha os seus dentro do circulo
unitdrio. Foi essa a transformacao utilizada para obtencao da matriz dindmica de (2.1).

Agora os casos 75 e H,. sdo simulados separadamente.

4.2.1 Norma %,

Gerados os sistemas aleatérios em tempo continuo, aplicou-se o programa de otimizagdo (3.21) sendo
Q escolhida como BB', C(C' e P.+AP.A’, onde P. é o gramiano de controlabilidade e C é a matriz de
controlabilidade de (2.1). Repare que as duas primeiras escolhas fazem parte da classe de matrizes definida
em (3.25) e a terceira da classe (3.26), no caso em que A = 1. A matriz V € escolhida como as colunas
de § associadas aos maiores elementos de A em (3.22). Paralelamente a redugdo através da formulacio
proposta, o truncamento balanceado foi aplicado ao mesmo sistema, permitindo comparar as normas dos
erros de aproximacao.

Como os sistemas gerados estatisticamente possuem normas 75 muito distintas, a compara¢do dos
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100 : 10
0 . . 1 9 1
80~ ’ B 8! B
70 ' . . q 7% i
60 - 6 -
~ o . ~
U 50% . 14 V5 4
40k, * - 4i 4
301 1 3 1
208 ’ R 2« R
il
10“- 1 1t ]
% 10 20 s 40 55 e 70 8 9 10 o 1 2 s 4 5 6 7 8 95 10
€ €

Figura 4.2: Redugdo de modelos em norma #, com Q = CC’

resultados é melhor realizada através dos indices de desempenho

_[1H(s) -~ H)I3

_|H(s) —~HE)[3
EDIE

(4.9)
1 ()13

r t

onde H,(s) é calculada como em (3.19), H;(s) a partir de (4.5) e H(s) é a fungdo de transferéncia do
sistema original (2.1).

Os resultados das simulagdes para as trés escolhas da matriz Q encontram-se nas Figuras 4.1, 4.2 e
4.3.

Algumas conclusdes podem ser tiradas a partir dos trés casos simulados. Quando Q = BB’, o que nas
simulacdes realizadas corresponde a uma matriz de posto unitario, A em (3.22) é uma matriz diagonal
com apenas um elemento ndo-nulo e portanto a escolha de V como as colunas de S associadas aos maiores

elementos de A torna-se mal condicionada dada a grande quantidade de zeros ndo ordendveis, tornando
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Figura 4.3: Redug¢do de modelos em norma %, com Q igual a P. +AP.A’.

o limitante superior da norma %, muito folgado e prejudicando o desempenho do método. Isso ficou
bastante evidente nos graficos da Figura 4.1, em que, salvas rarissimas exce¢des, o desempenho ficou

comprometido quando comparado ao truncamento balanceado.

Da mesma forma, a escolha de Q = CC’ mostrou-se ruim na obten¢do de um limitante superior do
erro da norma #64 na redugdo do modelo original. A Figura 4.2 mostra que os resultados obtidos através
do truncamento balanceado foram muito melhores que aqueles obtidos através de otimizagdo restrita por
LMIs. Isso mostra que a escolha de Q tem peso fundamental na qualidade do modelo reduzido obtido.
Apesar da classe (3.25) satisfazer a restri¢io Q > BB’, os dois casos estudados através dela ndo mostram

resultados satisfatorios.

Por fim, tem-se o caso em que Q = P. +AP.A’. Para essa escolha da matriz Q os resultados foram
muito bons, uma vez que a norma do erro de reducdo utilizando otimizagado restrita por LMIs foi, na
maioria dos casos, menor que aquela obtida através do truncamento balanceado, como mostra a Figura
4.3.

4.2.2 Norma %,

Para o caso #, o0 mesmo procedimento para geracdo de modelos aleatdrios foi utilizado. A redugio
de modelos através de LMIs (3.36) e o truncamento balanceado foram aplicados a cada modelo gerado de

ordem n, com todas as reducdes para ordens no intervalo 1 <r < n.

Ao contrério do caso #,, aqui a matriz D, do modelo reduzido (3.1) ndo precisa ser igual & matriz
D do modelo original (2.1). Como o truncamento balanceado independe de D, entdo o resultado desse

procedimento pode ser otimizado de forma a diminuir a norma %4, do erro de aproximagdo. Define-se,
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Figura 4.4: Redug¢do de modelos em norma #£, sem otimizac¢do em D, (caso I)

entdo, o sistema concatenado da Figura 3.1 dado por

A 0 B
—|o 4 | B (4.10)
C —Q‘D—Q

sendo o sistema concatenado de ordem n + r. Recorre-se entdo ao procedimento para cdlculo da norma
.., minimizando-se ¥ sujeito a (2.43), sendo varidveis adicionais do problema P = P’ € R"""™"t" e D,

Numa primeira situagao (caso I), a matriz D; ndo € otimizada e os indices de desempenho sdo andlogos
a0 caso h:
CE) -HEIE Hs) ~H )R

e €t
' 1H (s)]|2 1H (s)]|2

(4.11)

onde H,(s) é o modelo reduzido através de LMIs, H;(s) é o modelo reduzido através do truncamento
balanceado e H(s) € o modelo original. A Figura 4.4 mostra a comparacdo desses dois indices quando
ndo h4 otimizacdo sobre D, para todas as reducdes de ordem efetuadas.

Quando ha otimizac¢do em D; (caso II), os indices de desempenho sao melhor definidos como

_ =) —H(s)]2 _ minp, {||H,(s) — H(s) — Di|12}
minp{||H(s) — D|2} ' minp{||H(s) — D2}

r

(4.12)

Como no caso I, a Figura 4.5 mostra tais indices de desempenho para as redugdes de ordem efetuadas.
Os resultados obtidos podem ser analisados como segue. Durante o desenvolvimento tedrico do pro-
cedimento de redugdo de modelos em norma #£, por otimizagdo restrita através de LMIs, chegou-se a
uma expressdo que vincula a fun¢do objetivo y do problema (3.36) a escolha de Q = P. através da relacio
7> MQZ). Ao escolher V igual as colunas de S associadas aos menores elementos de A em (3.22), A(QZ)

¢ minimizado, levando a redugdo do valor da funcdo objetivo no problema de otimizacao (3.36). Isso faz
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Figura 4.5: Redug¢do de modelos em norma #£, com otimizac¢do em D, (caso II)

com que o valor de y obtido seja muito préximo ao valor 6timo, explicando o fato da otimizacao restrita
por LMISs ter tido desempenho significativamente melhor que o truncamento balanceado, mesmo quando
a matriz D; do modelo reduzido através do segundo método € otimizada.

A diferenca entre os resultados das Figuras 4.4 e 4.5 € sensivel, uma vez que apenas o procedimento
de truncamento balanceado foi “melhorado”. Entretanto, a otimizacdo em D, possui alto custo computa-
cional, uma vez que trabalha-se com o sistema concatenado de ordem 7+ r, enquanto a otimizacao restrita
por LMIs utiliza as matrizes de ordem n nos célculos. Dessa forma, os resultados apresentados levam a
conclusdo de que é mais eficaz utilizar a otimizacao através de LMISs a realizar o truncamento balanceado

e posteriormente otimizar D;.

4.3 Exemplos Praticos

Os procedimentos de reducdo de modelos formulados neste trabalho sdo aplicados a modelos de es-
truturas flexiveis, oriundos de equacdes diferenciais parciais lineares que descrevem o comportamento
dindmico do sistema no tempo e no espago. Para a resolucdo de tais equacdes desacopla-se as solucdes
temporal e espacial, o que, para uma posi¢do de observagdo fixa, resulta numa série infinita de equagdes
diferenciais ordindrias ou, equivalentemente, a uma equacao diferencial de ordem infinita.

A andlise de tais estruturas torna-se bastante dificultada, quando nao inviabilizada, sob tais condi¢des.
A identificag¢do de parametros, a geracao de leis de controle, enfim, a modelagem de sistemas regidos por
equacdes desse tipo exigem que essa série infinita de equacdes diferenciais seja truncada, sendo tdo melhor
a aproximacao quanto mais termos da série forem mantidos. Em contrapartida, o custo computacional
envolvido na anélise e controle de tais estruturas pode ser restritivo quando o nimero de termos na série
€ muito alto, e mais ainda quando estdo envolvidos sistemas de controle embarcados, com limitacdes

maiores de processamento € memoria.
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Nesse contexto, percebe-se que a complexidade dos modelos utilizados para as estruturas flexiveis
deve ser compativel com suas aplicagdes. Um controlador embarcado ndo pode ter ordem muito elevada
e, portanto, um modelo mais simples que captura os aspectos mais relevantes para o desempenho do
sistema deve ser utilizado. Por outro lado, a validagdo de uma lei de controle exige um modelo bastante
fiel a realidade, requerendo um modelo de ordem mais elevada.

A obtencdo de modelos reduzidos para uma dada estrutura pode seguir varios caminhos distintos.
Nesta dissertagio tais modelos sdo obtidos através dos métodos de reducdo de modelos em norma %4 e
H.. aqui desenvolvidos e através do truncamento balanceado.

Essa questdo é abordada sobre dois tipos de estruturas, uma viga que sofre flexdo quando exposta a
forcas transversais concentradas e uma barra que se deforma axialmente quando for¢as concentradas sio

aplicadas em sua dimensdo longitudinal.

4.3.1 Modelagem de estruturas flexiveis

A modelagem de estruturas dindmicas flexiveis pode ser feita através de equagdes diferenciais parciais
que, segundo [6], possuem a forma genérica

2
Lip.] +M(0) 2220 — (.1 @.13)

onde z(p,t) representa o comportamento dindmico de interesse numa posi¢do p de um dominio D, L[-] é
um operador linear, simétrico, semidefinido positivo, contendo apenas derivadas em p; M(p) representa a
distribui¢do de massa do sistema e F(p,t) é uma forga distribuida. Sem perda de generalidade no estudo
do comportamento dindmico de tais estruturas, supde-se que as mesmas estdo inicialmente em repouso,
com z(p,0) = z(p,0) = 0. Além disso, existem condi¢des de contorno independentes do tempo, fungdes
da geometria, vinculos estéticos e tipo de estrutura em analise.

Equacdes diferenciais parciais escritas como em (4.13) podem ser resolvidas através da separacdo das

varidveis de tempo e de posi¢do em z(p, 1)
2(p:1) =) ou(p)xe(t) (4.14)
k=1

em que ¢x(p) com k € [0,00[ formam um espago vetorial de fun¢des M-ortogonais segundo o produto

escalar definido como

0(p).0(p)) 2 [ olp)o(p)dp @.15)

ou seja,
1, sei=j;

(0i(p),M(p)oj(p)) = /@ ¢i(p)M(p)¢j(p)dp={ 0 seict i (4.16)
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Supondo inicialmente F(p,t) = 0 para obten¢do dos modos de vibragdo, substituindo (4.14) em (4.13)

e considerando a linearidade do operador L[-], obtém-se

Y (LI0u(p)]x(e) + M(p)ox(p)ie(r)) = O “.17)
k=1

Para que o somatoério presente em (4.17) seja nulo para todo p € D e t > 0 € necessario que cada

parcela do mesmo seja nula, levando a

G(r) _ Liok(p)] (4.18)

() M(p)or(p)

Como os lados esquerdo e direito de (4.18) sdo dependentes de varidveis diferentes, entdo ambos devem
ser iguais a uma constante independente tanto do tempo quanto da posi¢do na estrutura, definida como

—0)%. Dessa forma, chega-se a duas equagdes diferenciais ndo parciais

% (1) + 0x(t) = 0 (4.19)

L{ok(p)] = 0z M (p)di(p) (4.20)

A solucdo de (4.20), respeitando as condi¢cdes de contorno do sistema, resulta em @ e, mais ainda, nas

fungdes O (p).

O préximo passo consiste em introduzir a forga distribuida F(p,t). Da mesma forma como (4.18) foi

obtida, torna-se interessante projetar F(p,t) sobre cada modo espacial 0y (p)
F(0) £ (F(p.1),0p) = [ ou(p)F(p1)dp @21

Analogamente a obtencao de (4.18), mas levando em consideracdo o termo forcado, a projecao dos

dois lados de (4.13) sobre ¢y (p) resulta, para todo k, em
(1) + @fx(f) = Fi(1) (4.22)

cuja solucdo € bastante simples, devendo respeitar as condi¢des iniciais da barra.

Para os fins deste trabalho, deseja-se modelar o efeito de m perturbagdes concentradas em pontos p,,
da estrutura sobre g pontos de observagdo p;;, sendo u; a i-ésima perturbag@o e z; 0 j-€simo ponto de

observagao. Ou seja, um sistema linear serd obtido tendo como vetores de entrada e saida

w0 = w@ -~ wo) ]
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de forma que

sendo u;(t) os sinais no tempo representando as perturbagdes espacialmente concentradas. Nessas condi¢oes,

as vibracdes na estrutura em estudo podem ser descritas como

on

Il
—_

5 () +F0fxi(t) = Y O(pu)ui(t), x(0) =0, % (0) =0 Vk>1 (4.23a)

2(py;st) = Z (p2)x(t), Vji=1l.q (4.23b)

Repare que (4.23) representa um sistema linear de ordem infinita, cuja saida pode ser aproximada
truncando-se a série infinita em n termos, resultando num sistema linear de ordem 2n cuja representacao

em espaco de estados é dada por

, 0 I 0
(= o 0 C+ o, u(r) (4.24a)
y(1) = [ @, 0 }C (4.24b)
onde
01(pu) -+ 01(Pu,,) 01(pzy) - 0i(py,)
Q =diag(my,...,0,) D, = : : P, = : :
On(Puy) -+ On(Puy) On(Pz) -+ On (qu)

Para tornar o modelo da estrutura mais realista e também assintoticamente estdvel, é importante que
algum tipo de amortecimento seja introduzido. Uma maneira de se introduzir tal amortecimento € através
da realimentacdo da velocidade na posicdo de cada atuador através de uma matriz de ganho R. Assim as

equacdes em espaco de estados (4.24) ficam na forma

. 0 I 0
- 4.25

g 0 ok, G+ o, u(r) (4.252)

y(t)z[cb; O}C (4.25b)

Assim, (4.25) é suficiente para a modelagem das estruturas a serem estudadas nas préximas secdes:

vigas e barras.
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perturbacdes observacdes

Figura 4.6: Viga simplesmente apoiada.

4.3.2 Viga com secao transversal constante

A primeira estrutura a ser estudada é uma viga simplesmente apoiada, com massa uniforme, secio
transversal constante, comprimento /, duas perturbagdes e dois pontos de observagdo, como mostra a
Figura 4.6.

Sob a hipétese de flexdo pura, ou seja, de que os esforcos normal e cortante sejam despreziveis perante
o esfor¢o fletor, o comportamento dinamico da viga € regido pela equacgéo diferencial parcial
d*z(p,t) *z(p,t)

o Mg = LA () (4.26)

El

onde z(p,t) representa a vibrag@o transversal ao longo da viga (m), u;(t) séo as m for¢as concentradas nas
posicdes p,, da barra (N), E é o médulo de elasticidade ou de Young (N/m?), I é o momento de inércia da
area da secdo transversal da viga (m*) e M é densidade de massa por unidade de comprimento (kg/m). Os
apoios fazem com que o deslocamento transversal nos extremos da barra seja nulo, bem como 0 momento

fletor. Dessa forma, obtém-se as condi¢des de contorno do problema

0%z(0,1)  9%*z(1,1)

2(0,1) = z(l,1) = 0; a2 o2

=0 (4.27)
Aplicando o procedimento de separacdo de varidveis a (4.27) como em (4.20), obtém-se a equacio

diferencial ordinaria .
d*or(p)

2 _

EI A O;Mor(p) =0 (4.28)
que, sob as condicdes de contorno (4.27), impde que as freqii€ncias @y e a solugdo espacial sejam dadas
por

EI
o = (k)34 [~ 4.29
2 k
0c(p) =/ 775en(=-) (430)

Obtidas as freqiiéncias naturais de vibracdo e a solucdo espacial de (4.26), é possivel fazer anédlises
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Tabela 4.1: Normas do modelo original e dos erros de aproximagao nos modelos reduzidos da viga.

Norma %5 Norma .
Truncamento Truncamento

Ordem viaLMI balanceado viaLMI  balanceado

2 1,654 1,354 5,455 6,199

4 0,5611 0,4561 1,390 1,393

6 0,5246 0,2756 0,6382 0,7212

8 0,5231 0,2672 0,5061 0,6013
original 6,098 34,46

numéricas utilizando um nimero finito de modos e utilizando a descri¢do em espaco de estados (4.25).
Seja entdo uma viga com [ = 10 m, M = 1 kg/m, EI = 1 Nm?, p,, = 3,5 m, py, =5,5m, p,, =3,5me

Dz, = 6,5 m. A matriz de realimentacio de velocidade R € escolhida como

0,4995 —0,0444
—0,0444  0,5087

Utilizou-se um modelo de ordem 30, com 15 modos, para geracdo dos modelos reduzidos e para
comparagio do erro da norma #54, considerando-o fiel o suficiente as equagdes diferenciais originais, de
ordem infinita. Entretanto, como ja discutido anteriormente, em aplicacdes embarcadas necessita-se de
controladores de ordem bastante reduzida, devido principalmente a restricdes computacionais (através de
modelos discretizados). No caso de realimentagao de saida utilizando um filtro de Kalman [18], necessita-
se de um modelo para a estrutura com a mesma ordem desejada para o controlador. Para comparar os
procedimentos de reducdo de modelos utilizados e verificar a concordancia entre os modelos reduzido e

de ordem 30, é realizada a redugdo de (4.30) para ordens 2, 4, 6 e 8.

Para o critério de erro de redugio ponderado através da norma 75, as redugdes de ordem sdo realizadas
através do problema de otimizagdo restrito por LMIs (3.21) com Q = P.+AP.A’, uma vez que essa escolha
foi a que apresentou os melhores resultados durante as simulacdes; e também através do truncamento
balanceado, cujo modelo reduzido é descrito por (4.5). Para a norma %, o procedimento é bastante
semelhante, utilizando-se o programa de otimizacao (3.36) e o truncamento balanceado com otimizacao
na matriz D,, de acordo com o critério definido em (4.12).

A Tabela 4.1 mostra as normas %5 e 7L, dos erros de redu¢do do modelo da viga de ordem 30 para os
métodos desenvolvidos aqui e para o truncamento balanceado.

Para a norma 5, percebe-se que os resultados do truncamento balanceado foram superiores aos da
formulagcdo proposta aqui, mas ainda de acordo com os resultados estatisticos da Figura 4.2. Para a

norma #£, os resultados obtidos por otimizag@o restrita por LMI sdo melhores que os obtidos através do
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Figura 4.7: Modelos original (linha continua forte) e reduzidos de ordem 6 em norma %, via LMI
(continua fraca) e truncamento balanceado (tracejada fraca) para uma viga de sec@o constante.

truncamento balanceado, o que também ¢ evidenciado pelos resultados obtidos por simulacdo presentes
na Figura 4.5. Para reducg@o para ordem 6 esses resultados também sdo apresentados através da resposta
ao impulso dos modelos original e reduzidos, para a norma %5, e pelo grifico dos valores singulares das
fungoes de transferéncia dos erros de reducéo ao longo da freqiiéncia, para norma #... Tais gréficos estdo
presentes nas Figuras 4.7 e 4.8

Na Figura 4.7 percebe-se que a resposta ao impulso do modelo reduzido obtido através do truncamento
balanceado se aproxima mais ao longo do tempo daquela do sistema original que a obtida através de
otimizag@o restrita por LMI, o que torna a integral do erro quadrético (dai a norma #4) maior para o
segundo caso. A Figura 4.8 mostra, por sua vez, que a norma #,., do erro de aproximacdo é maior quando

o modelo reduzido € obtido através do truncamento balanceado (linha tracejada).

4.3.3 Barra com secao transversal variavel

Seja a barra engastada com sec¢ao transversal varidvel da Figura 4.9. Sua vibracdo axial é regida pela

equacdo diferencial parcial [6]

ad

92(p,1) P(p.t)
a (EA(p)7> —M(p)—5 7= = Y. 8(p = pu)uilt) (4.31)

ap i=1

onde z(p,t) representa a vibragdo axial da barra (m), u;(¢) sdo as forcas concentradas nas posicdes p,, da

barra (N), E é 0 médulo de elasticidade ou de Young (N /m?) e A(p) e M(p) sdo a drea da segio transversal
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Figura 4.8: Valores singulares das fun¢des de transferéncia dos erros de reducdo para ordem 6 em norma

H.. via LMI (linhas continuas) e truncamento balanceado (linhas pontilhadas) para a viga de se¢do
transversal constante.

observacdes

perturbacdes
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Figura 4.9: Barra engastada de sec@o transversal varidvel.
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(m?) e a densidade linear (kg/m) da barra na posicio p. Considerando que a 4rea e a densidade por
unidade de comprimento variam linearmente com o comprimento, entdo A(p) = 2Ao(1 — p/1) e M(p) =
2My(1 — p/1) onde Ap e My sdo a drea da secdo transversal e a densidade por unidade de comprimento

médias da barra e [ o comprimento da mesma. As condi¢des de contorno do problema sao dadas por

dz(1,1)
dap

200,0)=0;  EA(l) =0 (4.32)

Expandindo (4.31) e aplicando o procedimento de separagdo de varidveis como em (4.20), chega-se a

d*¢u(p)  ddi(p) Mo

20, (p) —
dp? dp EA, LT P)0(p) =0 (4.33)

(I-p)

Mapeando p e ¢x(p) (4.33) em 6 e yi(6y) definidos como

A M EA, 0
6 =\ par (= p), wk(ek):¢k(l—\/7;w—’;> (4.34)

obtém-se a equacdo de Bessel de primeiro tipo e ordem zero

Ay (8y) dyi(6y)
02 0
e % aey

+ 00wk (6r) =0 (4.35)

As condigdes de contorno (4.32) também devem ser mapeadas em 0y e Wi (6;). A primeira delas corres-

M
Wi (y/E—;Olwk> =0 (4.36)

que permite o cdlculo de ®; a partir dos zeros da funcdo de Bessel de primeiro tipo e ordem zero. A

ponde a

segunda condi¢@o de contorno de (4.32) é sempre satisfeita, uma vez que A(l) é sempre igual a zero.

E necessario garantir que os modos ¢x(p) sejam M-ortogonais, ou seja

/@ M(p)o3(p)dp =1, Y k> 1 437)

[ M)p)0y(P)ap =0, ¥ i # ] (438)
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Tabela 4.2: Normas do modelo original e dos erros de aproximacao nos modelos reduzidos da barra.

Norma %5 Norma .
Truncamento Truncamento

Ordem viaLMI balanceado viaLMI  balanceado

2 57,13 48,09 5744 622,2

4 22,92 20,51 202,1 2044

6 21,04 17,64 139,1 195,6

8 12,05 8,527 111,2 113,3
original 3325 9248

A condigdo (4.37) € satisfeita através de um fator de normalizacdo cy tal que

Ok(p) = o (\/EEAOO(Z — p)mk>
BEUCEll) (4.39)

VMol ( EM—/ﬁ)lwk>

J4a (4.38) é sempre satisfeita pela ortogonalidade das fungdes de Bessel que definem ¢ (p).

Obtidas as freqiiéncias de oscilagdo ®y e as solugdes espaciais O (p), pode-se utilizar a equagdo em
espaco de estados (4.25). O procedimento de andlise foi o mesmo utilizado no estudo da viga anterior,
com os valores numéricos My = 1 kg/m?, EAg = 1000 N, [ =10 m, p,, = 3,5m, p., =5,5m, p,, =3,5m
ep, =063m.

O procedimento de reducdo de modelos adotado para a barra de se¢do transversal varidvel é andlogo
ao adotado para a viga da Secdo 4.3.2. A equagdo em espago de estados (4.25) € escrita com 15 modos,
resultando num sistema de ordem 30. Tal modelo, considerado fiel o suficiente do modelo original da
barra, € reduzido para ordens 2, 4, 6 e 8 através de otimizacéo restrita por LMIs em norma #, e #.. €
através do truncamento balanceado. Novamente este Gltimo € otimizado para o caso H,. através de sua
matriz D,. A Tabela 4.2 mostra as normas dos erros de redugdo para as diversas situagdes consideradas.

Pela Tabela 4.2 percebe-se que os resultados obtidos para a barra de secio varidavel foram semelhantes
aos obtidos no caso da viga da Sec@o 4.3.2. Para o caso %5 vale ressaltar, entretanto, que a norma dos
erros de reducdo para o método desenvolvido aqui € muito mais préxima a do truncamento balanceado
que para a viga. Isso pode ser visto também pelas respostas ao impulso dos modelos de ordem 30 e
reduzidos para ordem 6, presentes na Figura 4.10. No caso #., a redugdo via otimizagdo restrita por
LMIs continuou sendo mais eficiente, mesmo apds a otimizacdo em D; no modelo reduzido obtido por

truncamento balanceado, como mostra a Figura 4.11.
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Figura 4.10: Modelos original (linha continua forte) e reduzidos de ordem 6 em norma #4 via LMI
(continua fraca) e truncamento balanceado (tracejada fraca) para uma barra de secio variavel.
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Figura 4.11: Valores singulares das fun¢des de transferéncia dos erros de reducdo para ordem 6 em
norma #,, via LMI (linhas continuas) e truncamento balanceado (linhas pontilhadas) para a barra de
secdo varidvel.
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Conclusoes

Neste trabalho, o problema de redu¢ao de modelos em tempo continuo foi estudado e uma formulacio
baseada em otimiza¢@o convexa restrita por desigualdades matriciais lineares proposta.

Tal formulag@o foi construida a partir dos resultados atuais em filtragem também utilizando LMIs.
Esse problema é convexo e as formulacdes existentes permitem que 6timos globais sejam encontrados
quando ndo existem incertezas envolvidas nos parametros do sistema em andlise.

O problema de reducio de modelos pode ser entendido como a busca do modelo que mais aproxima
um sistema dado segundo um critério (norma) sob a restri¢do de que o modelo reduzido tenha ordem r < n,
sendo n a norma do sistema dado. Tal restri¢do se reflete no problema de filtragem como uma restri¢do de
posto altamente ndo convexa, resultando na subotimalidade dos modelos reduzidos obtidos. Verificou-se,
entretanto, que o grau de subotimalidade envolvido € bastante pequeno devido a escolha a priori adequada
de uma base de autovetores. Os resultados obtidos foram equivalentes para a norma % e superiores para
anorma H,. aqueles obtidos pelo consagrado método de truncamento balanceado.

Como propostas para a continuacio deste trabalho, propde-se a aplica¢do ou a extensdo de resultados
existentes em programacdo convexa restrita por LMIs no problema de redu¢do de modelos. Isso inclui a
reducdo de modelos com incertezas paramétricas, o que ja existe em filtragem [10] e a obtengdo de filtros
e controladores de ordem reduzida. Mais ainda, isso permitiria o projeto integrado de controladores, ja
considerando aspectos como a incerteza introduzida no modelo global pelo uso de sistemas de ordem
reduzida e suas implica¢des em desempenho e estabilidade.

Além disso, o estudo de novas classes de matrizes Q para (3.22) seria de grande valia para encontrar
limitantes superiores mais precisos para a norma 74 do erro de redugdo para a formulagdo através de
LMIs. Para a classe (3.26), sugere-se algum tipo de otimizagdo em A. Neste trabalho, apenas A = 1 foi

considerado.
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