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Resumo

Esta tese trata do projeto de controladores dinamicos Hsy ou H, via realimentacao de saida para
sistemas lineares com comutacgao continuos e discretos no tempo. Inicialmente, apresentamos a
sintese via realimentacao de estado de forma a colocar em evidéncia as principais dificuldades
para a obtencao da solucao do problema de projeto mais realista, correspondente ao controle
via realimentacao dinamica de saida. As condicGes obtidas sdo necessarias e suficientes para
a existéncia de solugao com uma estrutura particular para as chamadas desigualdades de Lya-
punov ou Riccati-Metzler. Tratamos também da sintese via realimentacao de estado de sistemas
sujeitos a incertezas limitadas em norma e politépicas. No que diz respeito as incertezas limita-
das em norma, as condi¢oes sao validas inclusive se as mesmas apresentarem estrutura do tipo
linear fraciondria (LFT). No caso de incertezas politépicas, as condigoes podem ser empregadas
como uma alternativa para o projeto de controle de sistemas com parametros lineares variantes
no tempo (LPV). Aplicamos os resultados tedricos para a solugao de trés problemas de cunho
essencialmente praticos, a saber, a regulagao da tensao de saida de conversores de poténcia CC-
CC, a estimacao da aceleracao vertical de uma suspensao automotiva e o controle do angulo de

rolamento de uma aeronave.

Palavras-chave: Sistemas de controle por realimentacgao, sistemas lineares, sistemas com

comutagao.

Abstract

This thesis is concerned to the output feedback Hy or H,, control design for continuous-time
and discrete-time switched linear systems. Initially, we present the state feedback synthesis in
order to put in evidence the main difficulties we have to face towards the solution of the more
realistic output feedback control design problem. The conditions are necessary and sufficient
regarding the existence of a structured solution of the Lypunov or Riccati-Metzler inequalities.
We also treat the state feedback synthesis for switched linear systems subject to norm bounded or
polytopic uncertainties. In the former case, the conditions hold even if the uncertainty presents
the linear fractional structure (LFT), and in the latter one, the conditions can be used as an
alternative to the linear parameter varying control (LPV). The theoretical results are applied
to three practical problems, namely, the output voltage regulation of DC-DC converters, the

vertical stroke estimation in automotive suspensions and aircraft roll angle control.

Keywords: Feedback control systems, linear systems, switched systems.
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Capitulo 1

Introducao

Nos anos 50, o estudo de sistemas praticos de engenharia contendo relés e/ou histerese repercu-
tiu no aparecimento de sistemas complexos exibindo comportamentos extremamente nao lineares
e caracterizados pela interacao de dinamicas continuas e discretas. Estes sistemas, denomina-
dos hibridos, s6 atrairam a atencao da comunidade cientifica a partir de meados dos anos 90,
devido ao desenvolvimento e a implementacao dos microcontroladores digitais, [Lin, Zhai &
Antsaklis, 2006]. Particularmente, uma subclasse especial composta pelos denominados sistemas
com comutacao foi colocada em destaque gracas a sua grande aplicagao em vérias areas da en-
genharia tais como: controle de sistemas mecanicos, controle de processos, sistemas de poténcia,
controle de aeronaves, industria automotiva, eletronica de poténcia, dentre outras. Sendo que as
trés ultimas aplicacoes sao ilustradas nesta tese através do controle do angulo de uma aeronave,
da estimagao da aceleracao vertical de uma suspensao semi-ativa automotiva e da regulacao da
tensao de saida de conversores de poténcia classicos (boost, buck e buck-boost), respectivamente.
Veja também [DeCarlo, Branicky, Pettersson & Lennartson, 2000], [Sun & Ge, 2005] para mais

exemplos de aplicacao.

Basicamente, os sistemas com comutacao sao constituidos de varios subsistemas e uma regra
que seleciona em cada instante de tempo qual deles deve ser ativado para compor a trajetéria
do sistema global. Eles exibem propriedades bastante interessantes que colocam em evidéncia a
sua complexidade indicando a necessidade de um cuidado especial na sua modelagem e analise
matematica. Por exemplo, mesmo que todos os seus subsistemas sejam estaveis, um sistema
com comutacao pode apresentar trajetérias divergentes. Por outro lado, a comutacao adequada
de subsistemas instaveis pode gerar trajetérias estaveis. Tendo em vista estes dois importantes
comportamentos, podemos concluir que a estabilidade depende nao somente da dinamica dos
subsistemas mas também das propriedades da regra de comutagao, [Lin & Antsaklis, 2009].

Além disso, podemos separar o estudo deste tema em dois importantes grupos a depender desta
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regra. No primeiro, a regra é arbitraria e as condigoes obtidas devem garantir estabilidade e
desempenho do sistema global para a mesma atuando como perturbacao. No segundo, a regra
é um sinal de controle que deve ser projetado de forma a atingir os mesmos objetivos. Ambos
os grupos sao tratados e formalmente definidos nesta tese, entretanto, damos mais destaque ao
segundo. As referéncias [DeCarlo et al., 2000], [Liberzon & Morse, 1999], [Shorten, Wirth, Mason,
Wulff & King, 2007] e [Lin & Antsaklis, 2009], e os livros [Liberzon, 2003] e [Sun & Ge, 2005
sao bastante adequados para dar inicio ao estudo do tema.

Para a funcao de comutacao atuando como controle, a literatura apresenta varias condi¢oes
suficientes para a estabilidade global, obtidas a partir da adocao de diferentes fungoes de Lya-
punov, tais como, fungdes de Lyapunov quadréticas, [Feron, 1996], [Ji, Wang & Xie, 20050
e [Skafidas, Evans, Savkin & Petersen, 1999], multiplas, [Branicky, 1998|, [Ji, Guo, Wang &
Xie, 2006] e [Zhao & Hill, 2008], poliedrais, [Lin & Antsaklis, 2004] e quadrética por partes,
[Geromel & Colaneri, 20064|, [Geromel & Colaneri, 2006b] ¢ [Hu, Ma & Lin, 2006]. As condigdes
obtidas diferem principalmente no grau de conservadorismo, na resolubilidade numérica e na
possibilidade de generalizagao para o tratamento de problemas de sintese de controle.

No que diz respeito ao projeto via realimentacao de estado para sistemas a tempo continuo,
podemos citar as referéncias [Skafidas et al., 1999], [Xie & Wang, 2005] e [Ji et al., 2006]. A
primeira propoe uma regra de comutacao para selecionar um ganho adequado, dentre um con-
junto de ganhos dados, de forma a assegurar a estabilidade assintética global do sistema em
malha fechada. Nas demais, a proposta é mais abrangente uma vez que elas tratam do projeto
simultaneo de uma regra de comutacao e de um conjunto de ganhos de realimentacao de es-
tado que asseguram a estabilidade e também, no caso da ltima referéncia, um custo garantido
Ho de desempenho. Embora [Ji et al., 2006] apresente condigdes menos conservadoras do que
as quadraticas propostas nas duas primeiras referéncias, elas nao sao expressas em termos de
desigualdades matriciais lineares (LMIs') o que torna o problema muito dificil de ser resolvido
numericamente. Mais recentemente, [Zhao & Hill, 2008] fornece condigoes para o problema de
controle H,, de sistemas nao-lineares. Para sistemas a tempo discreto, existem poucos resulta-
dos na literatura sobre o assunto, veja por exemplo [Lin & Antsaklis, 2008]. Sobre o controle
com comutagao de sistemas robustos podemos citar [Zhai, Lin & Antsaklis, 2003 que trata da
estabilizabilidade quadratica de sistemas politépicos para ambos os dominios de tempo. Entre-
tanto, as condigoes obtidas sao restritas a dois subsistemas e, além disso, os casos mais gerais
representados pelos projetos via realimentacao de estado e de saida nao sao tratados.

Para o projeto via realimentacao de saida, sao raros os trabalhos encontrados na literatura.

Podemos citar, por exemplo, o artigo [Ji et al., 2005b] onde um controlador com comutagao e

!do inglés Linear Matrix Inequalities



estrutura de observador foi projetado para sistemas a tempo discreto de tal forma a assegurar
a estabilidade do sistema em malha fechada através da adogao de condigoes de estabilidade
quadraticas. Baseando-se em condigbes menos conservadoras obtidas a partir de uma funcao
de Lyapunov quadratica por partes, destacamos o artigo [Geromel, Colaneri & Bolzern, 2008],
que fornece condigoes para o projeto de uma regra de comutacao dependentes apenas da saida
medida, para sistemas continuos e discretos no tempo, assegurando um custo garantido Hy de

desempenho.

Dando continuidade aos estudos realizados na dissertagdo de mestrado [Deaecto, 2007], que
trata basicamente da andlise e da sintese de controle H, via realimentacao de estado de sistemas
lineares com comutacao continuos no tempo, esta tese propoe solugoes trataveis numericamente
para resolver o problema de projeto de controle Hs e H., via realimentacao de estado e de saida
para ambos os dominios de tempo. Basicamente, o objetivo principal é o projeto conjunto de
duas estruturas de controle, a saber, uma regra de comutacao e um controlador (dinamico, de
ordem completa, no caso de realimentacao de saida ou estatico no caso de realimentagao de
estado) assegurando estabilidade e desempenho. Principalmente no caso de realimentagao de
saida, nao encontramos na literatura nenhum trabalho que trata deste problema. E importante
mencionar que as condigoes obtidas sao necessarias e suficientes para que as desigualdades de
Lyapunov-Metzler ou de Riccati-Metzler tenham uma solucao com uma estrutura desejada. Esta
tese também trata do controle robusto via realimentagao de estado para incertezas do tipo li-
mitadas em norma e politopicas. Como aspectos importantes, podemos mencionar que, para
o primeiro tipo de incertezas, as condigoes sao validas mesmo se elas apresentarem estrutura
linear fraciondria (LFT?). Para o segundo tipo, as condigoes obtidas podem ser utilizadas como
uma alternativa para o controle de sistemas cujos parametros sao lineares e variantes no tempo
(LPV?). Para sistemas politépicos, a solu¢io do problema de controle s6 foi encontrada para
tempo continuo e baseia-se na ado¢ao de uma estrutura especial dependente de parametros para
a matriz de Metzler. Infelizmente, esta estrutura so foi determinada para o caso continuo e,

portanto, a solucao do problema continua em aberto para o caso discreto.

E importante mencionar que em todos os casos aqui tratados as solugoes obtidas permitem
a generalizacao para condicoes alternativas mais simples que podem ser resolvidas com uma
busca unidimensional acoplada a solu¢ao de um conjunto de LMIs, [Boyd, Ghaoui, Feron &
Balakrishnan, 1994]. Estas condigbes sao baseadas nas desigualdades de Lyapunov-Metzler
definidas pela primeira vez em [Geromel & Colaneri, 20064 e [Geromel & Colaneri, 2006b] para

sistemas continuos e discretos no tempo, respectivamente. Por fim, apresentamos solugoes para

2do inglés Linear Fractional Transformation
3do inglés Linear Parameter Varying
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os problemas de aplicacao ja mencionados anteriormente. Para tais, tratamos da estabilidade
de sistemas afins com comutagao que sao mais dificeis de lidar do que os sistemas lineares pois
envolvem varios pontos de equilibrio. Os resultados correspondentes sao utilizados na regulacao
da tensao de saida de conversores classicos CC-CC, e a sua validade é comprovada através de
resultados de simulagoes numéricas e de uma implementagao pratica. Considerando que a regra
de comutacgao é arbitraria mas que pode ser medida em cada instante de tempo, desenvolvemos
um filtro com comutacao dependente da regra, para ser utilizado na estimacao da aceleracao
vertical de uma suspensao automotiva. Por iltimo, estritamente para podermos comparar os
resultados, projetamos o controle com comutacao do angulo de rolamento de uma aeronave com

o modelo proposto em [Hespanha & Morse, 2002].

Muito embora a lista de simbolos fornecida anteriormente contenha as principais notagoes
utilizadas, devemos ressaltar os seguintes aspectos que facilitam a leitura deste trabalho. O

conjunto
N
A:{)\GRN : Ajzo,ZAj:1} (1.1)
j=1

denominado simplex unitario, permite determinar combinacoes convexas de matrizes, ou seja,

N
Uy =Y _NUj (1.2)
j=1
em que U; para j € {1,--- ,N} sdo matrizes de mesmas dimensoes. Em particular, considerando
{P1, -+ ,Py} matrizes simétricas definidas positivas, a sua combinagao P\ terd esta mesma ca-

racteristica para todo A € A.

Uma matriz quadrada IT = {m;;} € RV com todos os seus elementos fora da diagonal
principal nao-negativos é denominada matriz de Metzler, [Luenberger, 1979]. Para N dado,
todas as matrizes de Metzler de mesma dimensao constituem o conjunto M. Dois subconjuntos
sao utilizados no estudo dos sistemas dinamicos com comutacao a tempo continuo e a tempo
discreto. No primeiro caso, o subconjunto M. é formado pelas matrizes de Metzler que satisfazem

as condigoes adicionais
N
T4 S O, E i = 0 (13)
j=1

enquanto que no segundo caso M, é formado pelas matrizes de Metzler que satisfazem

N
mi >0, Y mi=1 (1.4)
j=1



As matrizes de Metzler apresentam intimeras propriedades importantes e uteis. Como sempre
existe um escalar ¢ > 0 de tal forma que I1+4 ¢/ seja uma matriz com todos os seus elementos nao-
negativos, entao pode-se aplicar a matriz Il € M uma generalizagao do Teorema de Frobenius-
Perron, [Luenberger, 1979]. Ficara claro em seguida, que as classes M. e M, de matrizes de

Metzler sao fundamentais para o nosso trabalho. Por este motivo, adotamos as notacoes especiais

N
Pu = Y miP
=1
N
Pu = Y mP} (1.5)
j=1

sendo que P; > 0 para todo j € {1,--- N}, Il = {n;;} € M. no caso do estudo de sistemas a
tempo continuo e II = {7;;} € M, no caso do estudo de sistemas a tempo discreto. De forma

coerente, as desigualdades

AP, + P A; + Py

<0,ieK (1.6)
E; —I

com P; > 0, foram denominadas desigualdades de Lyapunov-Metzler em [Geromel & Colaneri,

2006a]. Neste mesmo sentido, as desigualdades

AP+ PA + P, e °
H!P, —pl e | <0,7€eK (1.7)

com P; > 0, receberam a denominacgao de desigualdades de Riccati-Metzler em [Geromel &
Deaecto, 2009]. De fato, ambas as desigualdades (1.6) e (1.7) diferem das cldssicas de Lyapunov e
de Riccati, ver [Boyd et al., 1994], apenas devido ao termo P,;, essencial no estudo de sistemas com
comutagao. As versoes para o tempo discreto de (1.6) e (1.7) receberam as mesmas denominagoes.

Esta tese esta dividida em sete capitulos organizados como segue:

e Cap. 1: Introduz o tema a ser tratado apresentando o estado da arte e a organizacao da

tese.

e Cap. 2: Apresenta os conceitos fundamentais necessarios para os desenvolvimentos dos
capitulos seguintes, como o estudo de estabilidade e as defini¢oes dos critérios de desem-
penho adotados, para a regra de comutagao atuando como perturbagao e como controle,

para ambos os dominios de tempo.



1. Introducao

Cap. 3: Apresenta o projeto de controle Hs via realimentacao de estado e de saida para

ambos os dominios de tempo.

Cap. 4: Apresenta o projeto de controle H., via realimentagao de estado e de saida
para ambos os dominios de tempo. No caso da sintese via realimentacao de saida para
tempo continuo, apresentamos duas propostas de solucao baseadas em dois métodos de

linearizacao diferentes.

Cap. 5: Apresenta condigoes para o projeto de controle robusto via realimentacao de
estado de sistemas com incertezas limitadas em norma e sistemas politopicos. Para os

ultimos as condicoes obtidas contemplam apenas o dominio do tempo continuo.
Cap. 6: Apresentamos trés aplicacoes praticas para sistemas com comutacao.
Cap. 7: Conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros sao apresentadas.

Apéndice: Contém alguns tépicos importantes para a derivagao dos resultados ao longo

da tese.



Capitulo 2
Conceitos Fundamentais

Neste capitulo, apresentamos resultados preliminares, alguns ja disponiveis na literatura, que
sao fundamentais no decorrer desta tese, como por exemplo, o estudo da estabilidade e a defini¢ao
de alguns critérios de desempenho para sistemas com comutacao. Estes sistemas, representados
por G,, sdo variantes no tempo e caracterizados por possuirem uma fungao de comutagao o(t) que
seleciona em cada instante de tempo um dos N subsistemas disponiveis. A Figura 2.1 apresenta
dois esquemas ilustrativos considerando as duas situagoes distintas da regra de comutagao o(-).
No da esquerda, a regra o(-) é uma perturbacao e o objetivo de controle é garantir a estabilidade
e o desempenho de G, para qualquer ¢ € Y. No da direita, a regra o(-) é uma funcao de
controle dependente do estado que deve ser determinada de forma a atingir os mesmos objetivos.
Mais especificamente, vamos considerar um sistema linear variante no tempo G, descrito pelas

equagoes no espago de estado

ho x(t) = Ag(t)m(t) + Ho(t)w(t), 35(0) =0 (2.1)
2(t) = Eowmz(t) + Gomw(t) (2.2)

sendo que a notagao h o x(t) denota o operador diferencial hoxz(t) = &(t) para o tempo continuo
e o operador um passo a frente h o x(t) = z(t + 1) para o tempo discreto. O vetor z € R"*
¢ o estado, suposto disponivel para realimentagao, w € R™ é a entrada exdégena, z € R ¢é
a saida controlada e o(t) : t > 0 — K é a fungao de comutagao. Esta fungao seleciona em
cada instante de tempo um subsistema G; = (A;,H;,FE;,G;), i € K dentre os N disponiveis, com
matrizes (A;,H;,E;,G;) de dimensoes compativeis e pode representar, como mencionado acima,

duas situacgoes distintas, a saber:

e Perturbacao: A fungao de comutagao o(t) : t > 0 — K é uma fungao arbitraria, constante

por partes. Neste caso, o objetivo do controle é preservar estabilidade e desempenho do

7
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Figura 2.1: Sistemas com comutacao

sistema em consideracao. Geralmente, impoe-se um tempo de permanéncia! 7' > 0 a esta
fungao o(t). A determinagao do minimo valor de 7" > 0 necesséario para atingir este objetivo
corresponde a uma linha de pesquisa bastante explorada na literatura, [Liberzon, 2003].

Definindo o conjunto de func¢oes de comutacao factiveis
DT:{O'(') DTk — Tk ZTVKGN}

sendo t; e t;,1 instantes onde ocorrem comutagoes sucessivas, dois casos extremos devem
ser colocados em evidéncia. Se T" — oo, a funcao de comutagao é constante em relagao ao

tempo. Por outro lado, se T'— 07, a funcao de comutacao é arbitraria o € 3.

e Controle: A regra de comutacao é da forma o(z(t)) sendo o(-) : R™ — K uma fungao
de realimentagao de estado a ser determinada. Neste caso, o objetivo principal do controle
é projetar o(-) de forma a assegurar estabilidade e garantir um bom desempenho para o

sistema em malha fechada.

Nesta tese focamos nossa atengdo no segundo item, ou seja, quando o(-) é uma fungao
de controle, mas também apresentamos alguns resultados referentes ao primeiro item quando
T — 0%, caracterizando uma perturbagao o(-) arbitraria. Discutimos condigoes de estabilidade
baseadas em fungoes de Lyapunov quadratica v(z) = 2’ Px e quadratica por partes do tipo mi-
nimo v(x) = min;cg ' P;x. Como uma consequéncia natural, cabe aqui questionar a possibilidade
de utilizar a fungao de Lyapunov do tipo méximo V' (z) = max;cx 2’ P;x no estudo da estabilidade
de sistemas com comutagao. Entretanto, de acordo com o que foi mostrado em [Liberzon, 2003],

[Deaecto, 2007] e [Deaecto & Geromel, 2008] nao é possivel garantir estabilidade a partir de

'do inglés dwell time
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condicoes baseadas em funcoes de Lyapunov deste tipo. Devido as vantagens referentes ao grau
de conservadorismo, a resolubilidade numérica e a possibilidade de generalizacao para o trata-
mento de problemas de projeto com realimentacao de estado e de saida, a técnica que utilizamos
nesta tese é baseada em uma funcao de Lyapunov do tipo minimo. Ademais, os dois critérios
a serem definidos para a certificagao do desempenho de um sistema com comutagao se igualam,
respectivamente, ao quadrado das normas Hs e H,, de sistemas lineares invariantes no tempo
(LTT?) quando a regra de comutagao ¢é fixa, ou seja, o(-) = i € K para todo t > 0. Vale ressaltar
que os resultados referentes a regra de comutagao o(-) arbitraria que apresentamos em seguida

sao inéditos.

2.1 Estabilidade

Consideramos um sistema linear com a realizacao no espaco de estado

hox(t) = A,px(t), ©(0) =z (2.3)
2(t) = Eowz(t) (2.4)

Nosso objetivo é estabelecer condigoes sob as quais a origem = = 0 de (2.3)-(2.4) seja um ponto
de equilibrio globalmente assintoticamente estavel. Tendo em vista esta finalidade iniciamos
o estudo utilizando a técnica de andlise mais simples baseada em uma funcao de Lyapunov
quadratica v(z) = 2’ Px com P > 0. Neste caso, a regra o(-) atua como perturbac¢ao com 7" — 0
sendo, portanto, arbitraria. Como ficara claro em seguida, esta funcao de Lyapunov fornece
condicoes muito conservadoras e, por este motivo, propomos na proxima subsecao condig¢oes
mais abrangentes baseadas em uma funcao de Lyapunov do tipo minimo, nao-convexa, mais
elaborada do que a quadrética. Utilizando a fungao v(x) = 2/Pz, as seguintes desigualdades
matriciais lineares

AP+ PA,+ EIE; <0,i e K (2.5)

para o tempo continuo ou

para o tempo discreto, se satisfeitas garantem a estabilidade do sistema em questao para qualquer
regra de comutagao arbitréria e satisfazem a desigualdade ||z||3 < zPxo. De fato, para o tempo

continuo, levando em conta a LMI (2.5) e que para algum instante ¢ > 0 a regra é dada por

2do inglés Linear Time Invariant
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o(t) =i € K, a derivada de v(z(t)) em relagao a uma trajetoria qualquer do sistema resulta em

0(z(t)) = z(t)' (AP + PA;)x(t)

—2(t) 2(t)

<
< 0 (2.7)

o que garante a estabilidade assintética global para qualquer regra o € Y. Integrando ambos os

lados da primeira desigualdade de (2.7) de t =0 a t — oo, temos

122 = / L) ()t

< —/Oooi)(x(t))dt
< v(2(0)) = v(x(o0))
< xyPxg (2.8)

sendo a tltima desigualdade consequéncia do fato de v(z(c0)) = 0, pois o sistema é globalmente
assintoticamente estavel. Por outro lado, para o tempo discreto, considerando a LMI (2.6) e uma

trajetéria qualquer do sistema, temos

v(z(t+1)) —v(z(t)) = =z(t)(APA; — P)x(t)

< —z(t)'2(t)
< 0 (2.9)

o que garante a estabilidade assintética global de (2.3)-(2.4). Ademais, somando ambos os lados

da primeira desigualdade de (2.9) de t =0 a t — oo segue

23 = > =()'=(t)

zoPxq (2.10)

pois a estabilidade assintética implica que v(z(o0)) = 0. Portanto, do que foi exposto, as LMIs

(2.5) e (2.6), conhecidas como condigbes de estabilidade quadraticas, garantem a estabilidade
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assintotica global do sistema (2.3)-(2.4) satisfazendo a desigualdade ||z||3 < v(zo) = zyPxo. No
entanto, como podemos notar, elas exigem a existéncia de uma tunica matriz definida positiva
P satisfazendo todas as N desigualdades simultaneamente e, portanto, constituem resultados
bastante conservadores.

Nesta tese, com o intuito de obter condicoes mais gerais do que as quadraticas, para ambas
as situagoes descritas anteriormente de o(-), utilizamos uma técnica baseada na seguinte fungao

de Lyapunov quadratica por partes

v(z) = Izrgél ¥’ P = I/{IGIIIXI ' Py (2.11)
com P; > 0 para todo i € K, a qual como sera discutido em seguida, fornece condicoes bastante
favoraveis sob o ponto de vista de andlise e projeto de controle. Devemos atentar que o emprego
desta funcao requer algum cuidado, pois ela é nao-convexa e nao-diferenciavel nos pontos x €
R™ onde o minimo indicado nao é unico. Na literatura, temos observado que a utilizacao de
fungoes nao-convexas na andlise da estabilizabilidade de sistemas com comutagao pode gerar
condicoes cada vez menos conservadoras do que as existentes, como as necessarias e suficientes
propostas em [Lin & Antsaklis, 2004] e [Zhao & Hill, 2008], baseadas em fungoes de Lyapunov
poliedrais e fungoes de Lyapunov multiplas generalizadas, respectivamente. Tendo em vista a
sua grande aplicacao no estudo de sistemas com comutacgao, estas funcoes tornaram-se tema de
estudo para a referéncia [Blanchini & Savorgnan, 2008]. Entretanto, o desafio aqui é propor nao
somente condi¢oes pouco conservadoras, mas que sejam tratdveis numericamente e permitam
a generalizacao para a sintese de controladores via realimentagao de estado e de saida. Os
resultados desta tese mostram que a fungao (2.11) cumpre estas exigéncias. A seguir, vamos
apresentar condigoes de estabilidade derivadas da fun¢ao de Lyapunov (2.11) considerando as

duas situagoes da regra de comutacao, isto é, o(-) como perturbacao e como controle.

2.1.1 o - perturbacao

Nesta subsegao, consideramos que a regra de comutacdo o(t) é arbitraria. Vale ressaltar
que os resultados aqui apresentados sao inéditos e contém como casos particulares as condi¢oes
de estabilidade quadraticas discutidas anteriormente. Na verdade, para o tempo discreto eles
representam uma melhoria significativa em relacao aos resultados preliminares apresentados no
artigo [Deaecto, Geromel & Daafouz, 2010¢| que serviram de base para o projeto de um filtro
otimo dependente da trajetoéria. Este projeto é visto em detalhes no Capitulo 6, mas desde ja
destacamos que a estrutura utilizada referente as posigoes relativas das variaveis matriciais P; e

P; foi crucial para o éxito dos resultados de [Deaecto, Geromel & Daafouz, 2010¢].
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Vamos supor que a funcao de comutacao o : t > 0 — K seja arbitraria. O préximo teorema
fornece as condigoes de estabilidade para o sistema (2.3)-(2.4), obtidas a partir da fungao de

Lyapunov (2.11).

Teorema 2.1 O sistema linear com comutagio (2.3)-(2.4) € globalmente assintoticamente es-
tdvel e a desigualdade ||z||3 < minex 2y Pizo € vdlida para todo o € X se as sequintes afirmagoes

forem satisfeitas:

1. Tempo continuo:  Existirem matrizes P; > 0 para todo v € K e um escalar v > 0 satis-

fazendo as desigualdades

AF BB =B el ek xK (2.12)
E; —1
2. Tempo discreto: FExistirem matrizes P; > 0 para todo i € K e um escalar~y > 0 satisfazendo
as desigualdades
Pi+~y(P—F) o e
P4 P

ol >0,ijeKxK (2.13)
E; 0 I

Prova: Consideramos a func¢ao de Lyapunov (2.11) e assumimos que em algum instante genérico
t > 0 a regra de comutagao é dada por o(t) =i € K. Para a prova da primeira parte, aplicamos
o complemento de Schur em relacao a ultima linha e coluna de (2.12) de forma a obter A/P; +
P;A; + v(P; — Pj) + E!E; < 0. Definindo o conjunto I(z) = {j € K: v(x) = 2’ Pz}, a derivada
direcional & direita de uma trajetéria qualquer do sistema é dada por®

DYv(z(t)) = min z(t) (AP, + P A;)x(t)
Cel(x(t)

x(t) (AP + PyA;)x(t)

v (t) (P — P)x(t) — x(t) B Ex(t)

—2(t)'2(t)

0 (2.14)

NN A

o que prova a estabilidade assintotica global da origem. Podemos notar que a primeira desigual-
dade segue de (2.12) e a segunda é uma consequéncia do fato de x(t)'Pix(t) > z(t)' Pjz(t) pois
j € I(x(t)) ei € K. Agora, integrando ambos os lados da segunda desigualdade de (2.14) de

3A derivada DT v(z(t)) pode ser calculada através da aplicacio do Teorema de Danskin, [Lasdon, 1970]. Para
maiores detalhes ver [Geromel & Colaneri, 2006a] ¢ mais recentemente [Deaecto & Geromel, 2008].
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t=0at — oo e, tendo em vista que v(z(c0)) = 0, pois o sistema é assintoticamente estavel,
obtemos a desigualdade ||z]|3 < v(zo) = minex vy Pirg que é vélida para todo o € ¥. A prova
da segunda parte é obtida de maneira similar. O complemento de Schur aplicado em relagao as
duas tltimas linhas e colunas de (2.13) fornece A;P,A; — P; + (P, — P;) + E/E; < 0. Logo, para

uma trajetoria qualquer do sistema temos

v(z(t+1)) —v(x(t)) min x(t)' (A, P, A; — Pj)x(t)

LeK

< a(t)(AiRA — Py)x(t)

< () (P — P)a(t) — 2(t) B (1)

< —z(t)'z(t)

<0 (2.15)

provando a estabilidade assintética global. Em (2.15), a segunda desigualdade vem de (2.13) e a
terceira deve-se ao fato de x(t)' Px(t) > x(t)' Pjz(t), para quaisquer i € Ke j € I(z(t)). Somando
ambos os lados da terceira desigualdade de (2.15) de t = 0 a t — oo, obtemos ||z]|3 < v(xg) =
min;eg 2 Pyxo vélida para todo o € ¥, pois a estabilidade assintética implica que v(x(o0)) = 0.

Assim, a prova estd concluida. [ |

Podemos notar que uma condigao necessaria para a factibilidade das desigualdades (2.12) e
(2.13) é que cada matriz do conjunto { Ay, - - - ,Ax} seja estavel. Esta restri¢ao é obtida parai = j
e concorda com os demais resultados encontrados na literatura para a regra de comutagao o(t)
arbitraria. Além disso, fazendo P, = P; = P para todo i,j € K x K, obtemos exatamente (2.5)
e (2.6) para os casos de tempo continuo e de tempo discreto, respectivamente, evidenciando que
as desigualdades do Teorema 2.1 contém as condicoes de estabilidade quadraticas. O exemplo
seguinte, inspirado em um dos exemplos de [Shorten et al., 2007], ilustra este fato através do
célculo da regiao de factibilidade de cada método (caso quadratico e primeira parte do Teorema
2.1) para dois subsistemas a tempo continuo cada qual com um parametro que faremos variar

em um conjunto pré-estabelecido.

Exemplo 2.1 Seja o sistema linear com comutagao a tempo continuo (2.3)-(2.4) com

: 1] o [ 0 1] 216)
-2 « —-10 g

e By = Ey = I, inspiradas no exemplo de [Shorten et al., 2007]. Variamos os parametros « e [3

Alz

nos intervalos de [—2, 0] e [—5, 0], respectivamente. Para cada variagao aplicamos a condigao
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Figura 2.2: Regiao de factibilidade

de estabilidade quadrética (2.5) e a condi¢do (2.12) da primeira parte do Teorema 2.1 para
~v = 10, analisando a factibilidade das mesmas para cada par («, §). A Figura 2.2 apresenta
as regioes de factibilidade de ambos os métodos, sendo que a area abaixo da curva mais interna
refere-se a condic@o (2.5) e aquela abaixo da curva mais externa refere-se a condicao (2.12).
Podemos notar que a regiao correspondente a (2.12) excede aquela obtida utilizando (2.5) em
uma faixa consideravel que esta em destaque na figura. Esta faixa poderia ser ainda maior com
a determinacao adequada do escalar . Este exemplo ilustra que (2.12) contém a desigualdade
(2.5) e nos fornece um bom indicativo do grau de suficiéncia de um método em relagao ao outro.

Para analisar a influéncia do escalar  em (2.12), resolvemos o seguinte problema de otimizagao

0(y) = mi inf Pirg (212 2.17
() =min _inf {zoPwo = (2.12)} (2.17)
com zy = [1 1]' e as matrizes dadas em (2.16) com o« = —1 e f = —3, que segundo ilustrado
na Figura 2.2 sao factiveis somente para as condi¢oes do Teorema 2.1. A solugao de (2.17) foi
obtida fixando-se o valor de v e minimizando o custo §(y) em relagdo as demais varidveis. Para
este caso, a factibilidade ocorre para v > 0,63. A Figura 2.3 apresenta o comportamento de 6(7)

em relagao a v o que nos permite determinar 0* = 27,99 correspondente a v* = 6,7. [ |

Vale ressaltar que no caso continuo a condigao (2.12) do Teorema 2.1 para v = 0 é equivalente
a condicao de estabilidade quadratica (2.5). De fato, para cada P;, j € K as N desigualdades

de (2.12), uma para cada subsistema A;, i € K, devem ser satisfeitas simultaneamente. No caso
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Figura 2.3: Custo garantido § em fungao de ~

discreto isto nao é observado, pois em cada desigualdade, as variaveis P; e P; estao relacionadas
entre si, mesmo para 7 = 0. Ademais, quando este escalar é nulo notamos que as restrigoes
sao similares as obtidas em [Daafouz, Riedinger & Iung, 2002] e [Lin & Antsaklis, 2009], sendo
que a unica diferenca ¢ que as matrizes P; e P; estao permutadas. Veremos no Capitulo 6 que
a posicao relativa destas varidveis é importante para o tratamento de observadores lineares e
problemas de filtragem. Quanto a resolubilidade numérica, vale ressaltar que a solucao destas
condicoes é obtida facilmente através de uma busca unidimensional em relagao ao escalar v > 0
e a solugao de um conjunto de LMIs. A seguir, vamos considerar ¢ como controle e determinar
sob quais condicoes esta regra conduz a origem do sistema para a estabilidade assintética global

assegurando um custo garantido de desempenho.

2.1.2 o0 - controle

Primeiramente, devemos mencionar que os resultados desta subsecao ja foram estudados em
[Geromel & Colaneri, 20064 e [Geromel & Colaneri, 2006b] para os tempos continuo e discreto,
respectivamente. Entretanto, eles sao essenciais devido a sua grande importancia como base
tedrica para os capitulos seguintes. A regra de comutacao foi escolhida a partir da funcao de
Lyapunov (2.11) e é dada por

o(z(t)) = arg I%I? x(t) Pix(t) (2.18)
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sendo que nos pontos z(t) onde o minimo indicado em (2.11) ocorrer para mais de um indice,
esta regra seleciona um deles arbitrariamente. Neste contexto, o objetivo de controle se atém em
obter condigoes para que o(-) seja estabilizante, isto é, faga da origem = = 0 do sistema (2.3)-(2.4)
um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel. As condicoes de estabilidade sao

dadas no teorema a seguir.

Teorema 2.2 Para o sistema (2.3)-(2.4), a regra de comutacao (2.18) € globalmente estabi-
lizante e a desigualdade ||z||3 < minex 2fPiwg € vdlida se as sequintes afirmacoes forem satis-

feitas:

1. Tempo continuo: FExistirem matrizes P; > 0 para todo ¢ € K e uma matriz de Metzler

IT € M, satisfazendo as desigualdades de Lyapunov-Metzler

AP+ PA; + Py |
ERAES 0 ek (2.19)
E; —1
2. Tempo discreto: Fxistirem matrizes P; > 0 para todo i € K e uma matriz de Metzler

IT € M, satisfazendo as desigualdades de Lyapunov-Metzler

P e o
E; 0 I

Prova: A prova da primeira parte pode ser encontrada em [Geromel & Colaneri, 20064] e a prova

da segunda em [Geromel & Colaneri, 20065 ]

Como ja discutido na referéncia [Geromel & Colaneri, 20064], a factibilidade da desigualdade
(2.19) depende da existéncia de uma combinagao convexa estavel de A € co{4;,--- ,Ax}. No
entanto, para ambos os dominios de tempo, nenhuma propriedade de estabilidade é exigida das
matrizes {A,--- , Ay} consideradas individualmente. De fato, uma condigdo necesséaria para
que a desigualdade (2.19) seja factivel é que cada matriz (A; + (7m;;/2)1), i € K seja estavel,
mas como 7; < 0 pois II € M., a matriz A; nao precisa ser Hurwitz?. De forma equivalente
para o tempo discreto, uma condigao necessaria para a factibilidade de (2.20) é que cada matriz
Vi, i € K seja estdvel, mas como 0 < m; < 1 pois II € My, a matriz A; nao precisa ser

Schur®. Além disso, o resultado do Teorema 2.2 continua vélido inclusive na eventual existéncia

4Uma matriz Hurwitz é aquela cujos autovalores tém parte real negativa.
®Uma matriz Schur é aquela cujos autovalores tém médulo menor do que 1.
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de modos deslizantes, o que é uma propriedade importante que resulta da escolha de uma fungao
de Lyapunov do tipo minimo, [Geromel & Colaneri, 2006a]. Em [Deaecto, 2007] e [Deaecto
& Geromel, 2008] foi mostrado que esta propriedade nao é garantida quando uma funcao de
Lyapunov do tipo maximo ¢é utilizada, para maiores detalhes veja também [Liberzon, 2003].
Embora as propriedades adquiridas com a utilizacao das desigualdades de Lyapunov-Metzler
sejam interessantes, as condi¢oes do Teorema 2.2 sao bastante dificeis de resolver devido ao pro-
duto de variaveis {II,P;,--- ,Py}, o que torna as desigualdades (2.19) e (2.20) nao-convexas.
No entanto, como mencionado em [Geromel & Colaneri, 2006a] e [Geromel & Colaneri, 20060,
estas desigualdades permitem a obtencao de condi¢oes mais simples, embora mais conservado-
ras baseadas em uma subclasse de matrizes de Metzler com os mesmos elementos na diagonal
principal. Neste caso, as condicoes tornam-se LMIs quando um escalar é fixado e podem ser
resolvidas sem grandes dificuldades. Para a obtencao de melhores resultados fazemos uma busca

unidimensional em relacao ao referido escalar. O proximo coroldrio apresenta estas condigoes.

Corolario 2.1 As condigoes do Teorema 2.2 continuam vdlidas se as sequintes afirmacgoes forem

satisfeitas:

1. Tempo continuo: Existirem matrizes P; > 0 para todo i € K e um escalary > 0 satisfazendo

as desigualdades modificadas de Lyapunov-Metzler

AP, + PiA; +(P; — P,

it PAEAE=F) el ek XK (2.21)
E; -1

2. Tempo discreto: Exzistirem matrizes P; > 0 para todo i € K e um escalar 0 < ~v < 1

satisfazendo as desigualdades modificadas de Lyapunov-Metzler

P; e o
RijA; R;j e >0,i#jeKxK (2.22)
E; 0 I

com Ri; =P, + (1 —7)P;.

Prova: Veja as referéncias [Geromel & Colaneri, 20064a] para a prova da primeira parte e [Geromel

& Colaneri, 2006b] para a prova da segunda. [

As condigoes do Corolario 2.1 sao LMIs quando o escalar v > 0 é fixado. Logo, elas podem ser
resolvidas facilmente com qualquer rotina disponivel na literatura para a solucao de LMIs e uma

busca unidimensional. Ademais, elas mantém intactas as mesmas caracteristicas presentes nas
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condicoes do Teorema 2.2, ou seja, nenhuma propriedade de estabilidade é exigida de cada matriz
A; € {Ay,--- ,An} isolada. De fato, uma condigao necessdria para a factibilidade de (2.21) e
(2.22) é que A; — (v/2)1 seja Hurwitz e que /7 A; seja Schur para todo i € K, respectivamente.

Adicionalmente, as condicoes de estabilidade apresentadas no Teorema 2.2 e no Corolario 2.1
generalizam os conceitos de estabilidade quadratica e de custo garantido para sistemas lineares
com comutagao sujeitos a regra o(-) arbitraria. De fato, impondo as restri¢oes adicionais P; = P
para todo i € K temos, para o tempo continuo, que Zjvzl 7P, =0, Vie Key(Pj—PF;) =0,Vi #
j € KxKem (2.19) e (2.21), respectivamente. Para o tempo discreto, Z;VZI ;P =P, ieK
evPi+(1—~)P; =P, i#j€KxKem (2.20) e (2.22), respectivamente. Em ambos os casos,
para as restricoes P; = P, Vi € K a regra de comutacao torna-se naturalmente arbitraria. A

seguir, vamos definir os critérios de desempenho que utilizamos no decorrer desta tese.

2.2 Critérios de Desempenho

Quando lidamos com problemas de projeto de controladores ou filtros é importante definir
uma medida, geralmente uma norma, para a certificagao da qualidade do projeto realizado.
Via de regra o valor desta norma ¢ minimizada de forma a assegurar o melhor desempenho do
sistema. Para sistemas lineares e invariantes no tempo duas medidas sao comumente utilizadas
na literatura, a saber, as normas Hs e H,, que sao calculadas a partir de suas funcoes de
transferéncia. Infelizmente, elas nao podem ser definidas da mesma forma para os sistemas com
comutagao, uma vez que os mesmos sao lineares porém variantes no tempo. Por este motivo, faz-
se necessaria a definicao de novos indices de desempenho para quantificar a qualidade do projeto
realizado. Estes indices denominados custos funcionais Hs € Hoo sao definidos levando em conta
o sistema (2.1)-(2.2) de tal forma que sem comutagao, ou seja, para o(t) = i € K para todo ¢t > 0,
eles sejam iguais, respectivamente, ao quadrado das normas Hy e Ho, validas sob a condigao
de invariancia no tempo. Ademais, eles sao dificeis de calcular devido a natureza da fungao
de comutacao considerada e, portanto, um limitante superior para cada um deles é geralmente

proposto, o que viabiliza a determinagao do sinal de controle através da sua minimizacao.

2.2.1 Custo funcional H,

Uma vez que, no tempo continuo, a norma Hs so é definida para sistemas LTIs estritamente
préprios, assumimos que G; = 0 para todo i € K em (2.1)-(2.2). Basicamente, este indice
fornece uma medida da distancia relativa do estado em relagao ao seu ponto de equilibrio dada

uma condicao inicial de tal forma que a sua minimizacao implica geralmente no aumento da
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velocidade de convergéncia para este ponto. Aplicando sucessivamente entradas impulsivas do
tipo w(t) = d(t)e, sendo e € R™ a k-ésima coluna da matriz identidade de dimensao n,, X n,,

as saidas correspondentes z(t) permitem definir o seguinte custo funcional H,

Naw

T(0) = 3 sl + kGl G (223)
k=1

Note que G, (g) = 0 para sistemas continuos no tempo. Por outro lado, na auséncia de comutacao,
ou seja, quando o(t) =i € K para todo ¢ > 0, o valor deste custo se iguala ao quadrado da norma
Ho da fungao de transferéncia do subsistema G; = (A;,H;,E;,G;) da entrada w para a saida z.
Como ja foi dito, quando a fun¢ao de comutagao é variante no tempo, o célculo do custo (2.23)
torna-se bastante dificil e, portanto, determinamos um limitante superior do mesmo utilizando os
resultados de estabilidade da se¢ao anterior. Tanto para o tempo continuo como para o discreto,
o ponto crucial para a utilizagao daqueles resultados é perceber que o sistema (2.1)-(2.2) pode

ser escrito de forma equivalente aquele tratado na Secao 2.1.

De fato, para o tempo continuo podemos notar que (2.1)-(2.2) com condigdes iniciais nulas e
entrada exégena w(t) = 0(t)ey é equivalente as mesmas equagoes sujeitas a condigao inicial 2o =
H,er, e entrada w(t) = 0. Esta equivaléncia pode ser comprovada considerando w(t) = (t)ey

na equagao (2.1) e integrando-a de ambos os lados entre os instantes de tempo 0 e ¢, ou seja

() — 2(0) = /0 Ayoye(r)dr + Hygpen (2.24)

Como a condigao inicial antes da aplicagao do impulso é z(0) = 0 e, imediatamente apés, o
estado salta para z(0%) = H,g)ex, concluimos que o sistema (2.1)-(2.2) pode ser alternativamente

representado por (2.3)-(2.4) com a condicao inicial zg = Hy(g)ey-

Para o tempo discreto, temos que (2.1)-(2.2) com o impulso aplicado em ¢t = —1, isto é,
w(t) = 6(t + 1)eg, e com z(—1) =0 e o(—1) = of

condigao inicial g = H,)ex. De fato, para (2.1)-(2.2), temos

0) é equivalente ao sistema (2.3)-(2.4) com a

x(—l) = 0 — Zk<—1) = G(,(O)ek

z(0) = Hyoexr - z%(0) = EyoHso)ek

v(1) = AsoHoerk = z(l) = Eyq)Aso)Hoer

x(2) = As)Aso) Hoo)ek = (2) = Esxede)Aso)Hoer
—
—

x(t) = Asp-1) - As)Ho)ek () = EowAsi—1) - Aco)Ho)ek
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que é valida paratodot € Ne k =1,--- n,. Por outro lado, podemos notar que para (2.3)-(2.4)
com a condicao inicial especificada, obtemos os mesmos termos anteriores com excecao daquele
correspondente a t = —1. Logo, se desejarmos calcular o custo funcional Hy para o sistema (2.1)-
(2.2) utilizando a representacao alternativa (2.3)-(2.4) com x¢ = H,()ex, devemos acrescentar o
termo referente a t = —1, isto é, zp(—1)"zx(—1) = e%Gg(O)GU(O)ek como um fator de correcao na
definicao (2.23).

Assim, do que foi exposto anteriormente, podemos utilizar os resultados da secao anterior
para assegurar a estabilidade do sistema com comuta¢ao mais geral (2.1)-(2.2) e, baseado no
custo garantido daquela segao, calcular um limitante superior para (2.23). Vamos realizar este
calculo utilizando primeiramente condi¢oes mais simples obtidas a partir da fungao de Lyapunov

v(z) = o' Px. Assim, se existir P > 0 satisfazendo as condigoes (2.5) ou (2.6) para o tempo

continuo ou discreto, respectivamente, entao a desigualdade |z|3 < z{Pzy com g = Hy(p)ex

permite a determinacao do custo garantido

Jo(o) < Z exHy 0P Ho(0)ex + €1,Gh0)Go(0)Ck
k=1

com G, = 0 para sistemas continuos no tempo, valido para todo o € 3. Desejamos relembrar
que as condigoes (2.5) e (2.6) constituem resultados bastante conservadores pois exigem a existén-
cia de uma tunica variavel P > 0 satisfazendo as N desigualdades simultaneamente. Condicoes

menos conservadoras sao apresentadas a seguir.

o - perturbacao

Considerando a regra o(t) arbitrdria, podemos recorrer as condigdes menos conservadoras
obtidas a partir da fungao de Lyapunov (2.11), as quais fornecem um custo garantido menor do

que o obtido no caso quadratico. O proximo teorema apresenta estas condigoes.

Teorema 2.3 O sistema linear com comutagio (2.1)-(2.2) € globalmente assintoticamente es-

tavel e a desigualdade

JQ(U) < Ilrgél tr(Hé_(O)PZHO-(O) ‘l‘ G,U(O)GU(O)) (226)
com Ggoy = 0 no caso de tempo continuo, € vdlida se as condigoes do Teorema 2.1 forem

satisfeitas.

Prova: Como o sistema (2.1)-(2.2) pode ser escrito na forma equivalente (2.3)-(2.4) com a

condi¢ao inicial g = Hy(g)ey, a prova segue diretamente dos resultados de estabilidade do Teo-
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rema 2.1 que satisfazem a desigualdade ||2;||3 < min;ex ) Pizg. Logo,

Jo(o) < meek PH(O)ek+ekG' Go(0)€k

< Tlféllél e%Hé(o)PiHa(O)@k + BZG;(O)GJ(O)%
k=1
< min tr(Hg ) PiHoo) + Go(0)Go(0) (2.27)
0 que prova o teorema proposto. [ ]

Podemos notar que a determinagao do limitante (2.26) exige que o projetista fornega o valor
de (0). Entretanto, veremos em seguida, outras propostas de custo garantido s, onde este dado
adicional nao é obrigatorio. A seguir, vamos apresentar o cdlculo de um custo garantido para

(2.23) levando em conta o(-) atuando como sinal de controle.

o - controle

Para problemas onde o(+) atua como sinal de controle, o objetivo principal é determinar uma
regra de comutagao através da minimizacdo de um limitante superior de (2.23) que assegure
um custo garantido Hs de desempenho. Geralmente, tendo em vista a dificuldade no calculo
analitico do custo verdadeiro J5(0), a qualidade do projeto é analisada através da determinagao
de um limitante inferior. Neste caso, quanto menor a distancia entre os limitantes, melhor é a
qualidade do resultado obtido, pois menor é a distancia entre o custo garantido e o verdadeiro.
Esta técnica de analise nao sera abordada nesta tese, mas foi utilizada em varios trabalhos da
literatura, veja por exemplo [Deaecto, 2007], [Deaecto & Geromel, 2008] e [Geromel et al., 2008].
Nosso foco aqui é o projeto de uma estratégia de comutacao sub-6tima que estabiliza o sistema

(2.1)-(2.2). As condigoes obtidas estao apresentadas no préximo teorema.

Teorema 2.4 Para o sistema (2.1)-(2.2), a regra de comutacao (2.18) € globalmente estabi-

lizante e a desigualdade

JQ(U) < r}é}él tr(H;.(O)PrLHO-(O) + G;—(O)GU(O)) (228)
com Ggoy = 0 no caso de tempo continuo, € vdlida se as condigoes do Teorema 2.2 forem

satisfeitas.



22 2. Conceitos Fundamentais

Prova: A prova é idéntica a realizada no Teorema 2.3 sendo, portanto, omitida. n

O custo garantido do Teorema 2.4 também pode ser obtido considerando as condigoes alter-
nativas do Corolario 2.1. E importante notar que o valor do limitante apresentado nos teoremas
anteriores depende explicitamente do valor de ¢(0) = /. E possivel determinar um custo garan-
tido que seja valido para qualquer que seja ¢ € K. Neste caso, basta verificar que as seguintes

desigualdades

Jo(o) < I?G%X%%ltf(HéﬂHz‘i‘GlgGe)

< I?aKXtI"(HéPgHg + G,Gy)
€
< Inain{e c tr(H{PH; + GiG;) <0, i€ K} (2.29)

sao validas e determinam a condicao inicial de pior caso. Alternativamente, tendo em vista que
a condic¢ao o(0) = ¢ é fixada pelo projetista, ele pode escolher aquela que fornece o menor valor

possivel do custo garantido. Neste caso, o limitante superior é dado por
J < minmin tr(H,P;H, + G,G 2.30
2(0) < minmin tr(Hy P He + GyGy) (2.30)
o qual fornece valores menores ou iguais aos obtidos em (2.29), mas é mais dificil de resolver,

uma vez que o problema de otimizagao envolvido deve considerar a minimizac¢ao conjunta em

relacao a dois indices independentes. Entretanto, as seguintes desigualdades

. . / !
Jo(o) < rl;élﬂgriré%ltr(HéRngLGgGg)

< Igll}él tl“(HéPgHg + GQGK) (2.31)
S

propoem um novo limitante mais simples do que o étimo fornecido em (2.30), pois depende apenas
de um indice e, além disso, constitui um resultado menos conservador do que (2.29). Neste caso,

o problema de otimizagao envolvido é dado por

min inf tr(H; P H; + GiG;) (2.32)

v>0,i€K {Pl,“' 7PN}6<I>('Y)
sendo ®(y) o conjunto convexo formado por todas as solugoes factiveis do Teorema 2.1 para o(-)
arbitrario ou do Corolario 2.1 para o(-) dependente do estado, com v > 0 fixado. A solugao é
simples pois o problema de otimizagao depende de um tnico indice e as condi¢oes sao descritas em

termos de LMIs sendo, portanto, facilmente resolvidas. Posteriormente, é realizada uma busca
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unidimensional em relagao ao escalar v, o que nos fornece o menor valor do custo em relacao a
todas as varidveis do problema {v,P;,--- ,Py}. Veremos nos préximos capitulos que esta serd a

escolha adotada tendo em vista a simplicidade de solucao e a qualidade do resultado obtido.

2.2.2 Custo funcional H.,

Nosso objetivo é definir um indice de desempenho que como a norma H,, estabeleca um
limitante para a influéncia da perturbacao de pior caso w na saida z do sistema. Neste caso,
vamos considerar (2.1)-(2.2) excitado por entradas exégenas w(t) € R™ com normas finitas, ou
seja, w € Ly. O vetor de saida z(t) € R"= obtido como a resposta a estas entradas permite-nos

definir o seguinte custo funcional H,

12113

Jso(0) := sup (2.33)

weLo HIUH%
Vale ressaltar que quando a regra de comutagao é fixa o(t) = i € K para todo ¢ > 0, o indice
(2.33) se iguala ao quadrado da norma H,, da funcao de transferéncia do subsistema G;, i € K
da entrada w para a saida z. Entretanto, quando a funcao de comutagao o(-) é variante no
tempo o custo (2.33) torna-se bastante dificil de calcular e, por este motivo, a ideia consiste em

determinar um limitante superior do mesmo, ou seja,

12113

sup <p (2.34)

2

wely ||lwlf3
e certificar o desempenho do sistema através da minimizacao deste limitante. Para o caso em
que a funcgao de Lyapunov é quadratica v(x) = 2’ Px, temos que, dado p > 0, se existir P > 0

satisfazendo as seguintes LMIs

AP+ PA, + EE;
AT * <0,icK (2.35)
H!P + GFE; —pl + GG,
para sistemas a tempo continuo ou
AlPA;, — P+ E/E; . ,
<0,7eK (2.36)

para sistemas a tempo discreto, entao a desigualdade (2.34) vale para qualquer o € ¥. Ademais,
podemos notar que as desigualdades (2.35) e (2.36) sao mais restritas do que (2.5) e (2.6), res-

pectivamente, sendo estas tltimas obtidas das primeiras fazendo p — oo. Assim, se as condigoes
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(2.35) ou (2.36) forem satisfeitas, entdo de acordo com os resultados de estabilidade quadrética
da secao anterior, o sistema ¢é globalmente assintoticamente estavel. Para o tempo continuo,
considerando a fun¢ao de Lyapunov v(z) = 2’Pxz, P > 0 e que para algum t > 0 a regra de
comutagao é dada por o(t) = i € K, a derivada relativa a uma trajetéria qualquer do sistema
(2.1)-(2.2) satisfaz

o(z(t) = (Aw(t) + Huw(t)) Pa(t) + 2(t) P(Ai(t) + Hiw(t))
< —2(t)2(t) + pwt)w(t) (2.37)

sendo a desigualdade obtida multiplicando a esquerda de (2.35) pelo vetor [z(t)" w(t)'] e a direita
pelo seu transposto e, posteriormente, rearranjando os termos. Logo, integrando ambos os lados
de (2.37) det =0 a t — oo, temos

/0 N (z(t)'z(t)— pw(t)’w(t))dt < - /O " o))t
< v(z(0)) — v(z(c0))

pois devido a estabilidade assintética do sistema e a condicao inicial z(0) = 0 verificamos que
v(z(00)) = v(z(0)) = 0. Portanto, ||z]|3 — p|lw||3 < 0 para qualquer w € L, e, consequentemente,

a desigualdade (2.34) vale. Analogamente para o caso discreto, temos

v(z(t+1)) —v(x(®) = (Ax(t)+ Hw(t)) P(Az(t) + Huw(t)) — x(t) Px(t)
< —z2(t)'2(t) + pw(t) w(t) (2.39)

sendo a desigualdade obtida multiplicando a esquerda de (2.36) pelo vetor [z(t)" w(t)'] e a direita
pelo seu transposto e, posteriormente, rearranjando os termos. Agora, somando ambos os lados
de (2.39) det =0 a t — oo, temos

> (2020 - putYw(®) < 3 (@) - v((t+1))
< v(2(0)) = v(z(0))
< 0 (2.40)

pois a estabilidade do sistema e a condigao inicial z(0) = 0 garantem v(z(00)) = v(x(0)) =
0. Desta forma, [|z||3 — p||lw||3 < 0 também ¢ satisfeita para qualquer w € Ly e fungao de

comutacao o(-) arbitrdria, o que implica na validade da desigualdade (2.34). Podemos obter o
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menor limitante superior de J (o) satisfazendo (2.35) para o caso continuo ou (2.36) para o caso
discreto através da minimizacao do escalar p. Para a obtencao de um valor de custo garantido
H., menor do que o quadratico, recorremos as condigoes resultantes da funcao de Lyapunov
(2.11). Os teoremas a seguir apresentam estas condigdes considerando as duas situagdes para
o(+). Vale ressaltar que para o caso da regra o(-) ser arbitraria, os resultados que apresentaremos
a seguir sao inéditos. Entretanto, aqueles referentes a regra o(-) como sinal de controle ja foram

apresentados em [Deaecto, Geromel & Daafouz, 20100].

o - perturbagao

O teorema a seguir fornece um procedimento para o célculo de (2.34) considerando as condigoes
de estabilidade do Teorema 2.1 obtidas a partir da escolha da fungao de Lyapunov (2.11). A ideia
central adotada para o estudo de estabilidade é generalizada para levar em conta a existéncia da

perturbacao exégena de pior caso w € L.

Teorema 2.5 Para p > 0 dado, se existirem matrizes P; > 0 para todo i € K e um escalar v > 0

satisfazendo as desigualdades:

1. Tempo continuo:

AP+ PiAi+ (P —F;) o o
H!P, ol e | <0,ijeKxK (2.41)

2. Tempo discreto:

Pi+~(P;—PF) e o

0 I
Pl ® ®1 20 ijekKxK (2.42)

P A; P,H; P

E; G, 0 I

entdo o sistema (2.1)-(2.2) é globalmente assintoticamente estdvel para qualquer regra de comu-
tagdo o € X e (2.34) vale.

Prova: Para arealizacao desta prova, consideramos que as condigoes (2.41) e (2.42) sao satisfeitas
e supomos que para algum instante ¢ > 0 a regra de comutacao é dada por o(t) =i € K. De
acordo com a primeira parte do Teorema 2.1, a estabilidade assintética do sistema esta garantida,

pois o primeiro bloco diagonal de (2.41) é negativo. Aplicando o complemento de Schur em relagao
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a ultima linha e coluna de (2.41) e rearranjando os termos, temos

e 0 5 al-

WP =P e ] (2.43)
0 —pl

Agora, definindo o conjunto I(z) = {j € K : v(z) = 2’'P;x}, a derivada direcional de uma

trajetéria qualquer do sistema é dada por, [Geromel & Colaneri, 20064]

Du(x(t) = min [5’3(” IELER [l"(t)]
eeI(o(0) |w(t) mpr, o [w)
B [x(t) AP+ PA; e [x(t)
w(t) H!P; 0] |w(t)
—z(t)'2(t) + pw(t) w(t) +y2(t)' (P; — Pi)x(t)
—2(t) 2(t) + pw(t) w(t) (2.44)

sendo que a primeira desigualdade segue de (2.43) multiplicando a esquerda pelo vetor [z ()" w(t)']
e a direita pelo seu transposto e a segunda vem do fato de que z(t)'Pz(t) > x(t)' Pjx(t) pois
j € 1(z(t)) ei € K. A estabilidade assintética do sistema e a condicao inicial 2(0) = 0 implicam
que v(xz(o0)) = v(x(0)) = 0. Assim, integrando ambos os lados de (2.44) de t = 0 a t — oo,
concluimos que a desigualdade ||z]|3 — p|lw||3 < 0 ¢ verificada para todo o € X e todo w € Ly e,

portanto, a (2.34) também se verifica.

A prova da parte discreta é feita de maneira andloga. Aplicando o complemento de Schur
em relagao as duas tltimas linhas e colunas de (2.42) e rearranjando os termos de maneira

conveniente, obtemos

: J * - [Ez Gi:| + USE ) e (2.45)
HP;A; H;P;H,; G 0 pl
Ademais, para uma trajetéria qualquer do sistema, segue
/
t ALPA; — P; t
v(z(t+ 1)) —v(z(t)) = min z(t) it ! * z(t)
ek | w(t) H!P,A,; H!P,H;| |w(t)
o o] [ara-PB e 2
- |w(t) H!PA,; H!P,H;| |w(t)
—2(t)"2(t) + pw(t)w(t) + v (t) (P — P (t)
—2(t)2(t) + pw(t)w(t) (2.46)
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com a segunda desigualdade obtida de (2.45) multiplicando a esquerda pelo vetor [x(f)" w(t)']
e a direita pelo seu transposto e a terceira desigualdade obtida do fato de que z(t)'Px(t) >
z(t) P;x(t) pois j € I(z(t)) e i € K. Da estabilidade assintética do sistema, garantida pela
condigao (2.13) do Teorema 2.1, e de x(0) = 0, temos que v(z(c0)) = v(x(0)) = 0. Somando
ambos os lados de t = 0 a t — 0o, concluimos que a desigualdade ||z||2 — pljw|]3 < 0 é vdlida

para todo o € ¥ e w € Ly, levando a validade de (2.34), o que prova o teorema proposto. [ |

Como ja discutido anteriormente, a técnica baseada em uma funcao de Lyapunov do tipo mi-
nimo fornece resultados menos conservadores do que os obtidos utilizando a funcao de Lyapunov
v(z) = 2’ Px. Isto é, assegurando a factibilidade das condi¢oes do Teorema 2.5, o valor corres-
pondente de p certamente serd menor ou igual aquele que assegura a factibilidade das condigoes
de estabilidade quadrética. A seguir, apresentamos o célculo de (2.34) considerando o(-) como

sinal de controle.

o - controle

Neste caso, a obtengao de um custo garantido (2.34) é baseada na fungao de Lyapunov (2.11),
na regra (2.18) e nas versoes a tempo continuo e a tempo discreto de um conjunto de desigualdades

matriciais denominadas desigualdades de Riccati-Metzler.

Teorema 2.6 Para p > 0 dado, a regra de comutac¢ao (2.18) € globalmente estabilizante e o

sistema linear (2.1)-(2.2) satisfaz a restricao (2.34) se as sequintes afirmagoes forem satisfeitas:

1. Tempo continuo:  Existirem matrizes P; > 0 para todo i € K e uma matriz de Metzler

IT € M, satisfazendo as desigualdades de Riccati-Metzler

H!P, —pl e | <0,ieK (2.47)
E; G, -1

2. Tempo discreto:  Existirem matrizes P; > 0 para todo v+ € K e uma matriz de Metzler
IT € My satisfazendo as desigualdades de Riccati-Metzler

>0,ie€K (2.48)

5
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Prova: A prova é uma consequéncia imediata das desigualdades do Teorema 2.2, da estabilidade
global do ponto de equilibrio x = 0 e da fungao de Lyapunov (2.11). Para o tempo continuo,
aplicando o complemento de Schur em relacao a ultima linha e coluna de (2.47) e rearranjando
os termos, temos

B
e

ALP + PA; e
HP, 0

= G-

Py
i ® (2.49)
0 —pl

Da primeira parte do Teorema 2.2, a estabilidade do sistema ¢ garantida pois o primeiro bloco
diagonal de (2.47) é negativo. Considerando o conjunto I(z) = {i € K : v(z) = 2’Px} e que
para algum instante de tempo t > 0 a regra é dada por o(z(t)) = i € I(x(t)), multiplicando
a esquerda de (2.49) pelo vetor [z(t)" w(t)'] e a direita pelo seu transposto, temos, [Geromel &
Colaneri, 20064]

A/Pg + PgA ® I’(t)
H/Pg 0 w(t)

[ z(t)|
w(t)|

, z(t)
min
tel(@(®) |w(t)

AP+ PA;

Du(x(t)) =

IN
1
8
=

w(t) H!P,
< —z(t)z(t) + pw(t Zwﬂx
< —z(t)'z(t) + pw(t)w(t) (2.50)

sendo que a segunda desigualdade decorre diretamente de (2.49) e a tltima vem do fato de que
o' Pz < 2/ P;x como uma consequéncia de i € I(z(t)), j € Ke 3.7
IT e M., temos

i1 T (t) Pyjx(t) > 0, pois com

N

Sty Palt) = Y mualt) Pa(t) + maa(t) Par(t)

j;ﬁz‘—l

> Z mx(t) P (t) + mw(t) Pa(t)

J#i=1

> (fjm)w)'ma)

=1

> 0 (2.51)

Logo, integrando ambos os lados de (2.50) de t = 0 a t — oo, como v(z(c0)) = v(x(0)) = 0,

pois o sistema é assintoticamente estavel e a condi¢ao inicial é dada por x(0) = 0, a desigualdade
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(2.34) é satisfeita para todo w € L,, inclusive para aquele de pior caso. A prova da segunda
parte segue o mesmo padrao. Aplicando o complemento de Schur sucessivamente em relacao as

duas ultimas linhas e colunas de (2.48) e rearranjando os termos, temos

F&GJ+E/j (2.52)

/

G

(2

A;szAz - R [
H!P,A;,  H/P,H,

sendo que, de acordo com o Teorema 2.2, a estabilidade é garantida pois, fazendo-se p — oo em

(2.48), obtemos exatamente as condigoes (2.20).

Além disso, levando em conta que i € I(z(t)) e que II € My, ou seja, [my; -+ mai] € A,
podemos observar que a funcao de Lyapunov associada a uma trajetéria qualquer do sistema

satisfaz

[A'P,A; — P,
v(z(t+1)) —v(z(t)) = min ) it *
LekK _w t) i HZ/P@AZ H{PgHZ
)
)

[A'P\A, — P, e
11 H!P\A; H!P\H,
A;szAz - PZ [

2(
< —z(t)"2(t) + pw(t) w(t) (2.53)

IN
| r——
8
=
~ 7

onde a primeira desigualdade é devido ao fato de Il € M, e a segunda vem de (2.52). Finalmente,
somando ambos os lados de (2.53) det = 0 at — oo e, tendo em vista que v(x(c0)) = v(z(0)) = 0,

a desigualdade (2.34) é valida para todo w € L5, 0 que prova o teorema. [ |

No caso do sistema a tempo continuo, a derivada DT v(z(t)) calculada em (2.50) admite uma
interpretagao simples e interessante, sobretudo quando a funcao v(x(t)) nao for diferencidvel, isto
é, quando I(z(t)) for composto por mais de um elemento. As fungoes quadréticas v;(z) = 2’ Pix
que obviamente sao continuas e diferencidveis definem como indicado em (2.11) a funcao de Lya-
punov v(z) = min;eg v;(x) e a regra de comutacao o(z(t)) = arg min;ek v;(z(t)). Considerando
que em um determinado instante de tempo o conjunto I(z(t)) contenha mais de um elemento,

temos que o(x(t)) =i € I(x(t)) e podemos determinar a derivada

bu(a(t)) = [“"“)

/

A;PK+PKAZ [ ]

w(t) H!P, 0 |w(t)

llit)] Ve I(x(t) (2.54)
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a qual, tendo em vista (2.49), para ¢ = i satisfaz 0;(z(t)) < —z(t)'2(t) + pw(t) w(t). Entretanto,
como v;(z(t)) = ve(x(t)), V¢ € I(x(t)), apenas ocorrerd comutacao de i para ¢ # i se Uy(z(t)) <
0;(z(t)) para algum ¢ € I(x(t)) implicando em que 9y(z(t)) admita o mesmo limitante superior
que v;(z(t)). Por outro lado, com a mesma regra de comutagao, em ¢t > t arbitrariamente

préximos temos v(z(t1)) = v;(z(tT)) em que

j = arg Zer}%i%)) Ve(x(t)) (2.55)
fazendo com que D*v(z(t)) coincida com a derivada v;(z(¢)). Com w(t) = 0, esta mesma
interpretacao pode ser adotada para as condicoes de estabilidade®.

O mesmo comentario realizado anteriormente permanece valido. As desigualdades do Teo-
rema 2.6 podem ser dificeis de resolver devido ao produto de variaveis {II,P;,--- ,Py}. Entre-
tanto, se o sistema possuir apenas dois subsistemas, a matriz de Metzler II € R?*? contém apenas
dois escalares desconhecidos e a solucao pode ser obtida através de buscas unidimensionais en-
volvendo dois escalares e um conjunto de LMIs. Este procedimento torna-se inviavel a medida
que o numero de subsistemas aumenta.

O corolario a seguir apresenta condigoes alternativas mais simples baseadas em matrizes
de Metzler com elementos iguais na diagonal principal. Para esta subclasse, desenvolvemos
desigualdades matriciais alternativas dependentes somente dos elementos da diagonal principal
7, sendo o escalar v dado por v = —m; > 0 para o tempo continuo e 0 < v = 7; < 1 para o
tempo discreto. Estas condigcoes representam uma generalizacao dos resultados apresentados em
[Geromel & Colaneri, 2006a] e [Geromel & Colaneri, 2006b] para o tempo continuo e discreto,
respectivamente, e sao mais conservadoras do que aquelas obtidas no teorema anterior, mas
podem ser facilmente resolvidas por uma busca unidimensional em relagao a v e por qualquer

rotina disponivel na literatura para a solucao de LMIs.

Corolario 2.2 Para p > 0 dado, as condi¢oes do Teorema 2.6 continuam vdlidas se as sequintes

afirmacoes forem verdadeiras:

1. Tempo continuo: FExistirem matrizes P; > 0 para todo 1 € K e um escalar vy > 0 satisfazendo

as desigualdades modificadas de Riccati-Metzler

AP+ PA +v(P;—P) o o
H!P, —pl e | <0, itjeKxK (2.56)
E; G, -1

6Da mesma forma, a estabilidade global é garantida inclusive diante da ocorréncia de modos deslizantes. De
fato, para maiores detalhes ver [Geromel & Colaneri, 2006a], [Deaecto & Geromel, 2008] e [Liberzon, 2003].
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2. Tempo discreto: FExistirem matrizes P; > 0 para todo i € K e um escalar 0 < v < 1

satisfazendo as desigualdades modificadas de Riccati-Metzler

P ° e o
0 I
Pl s0i4jekKxK (2.57)
Rz]Az RUHl Rij ®
E; G 0 I
com Ri; =P, + (1 —7)P;.
Prova: Inicialmente, consideramos v = —m; > 0 e como II € M., entdao v+ Z;\;izl T o= 1

para todo ¢ € K. Multiplicando (2.56) por 7;;, somando para todo j # ¢ € K e, finalmente,

multiplicando o resultado por v~ obtemos (2.47), pois
N
Py = Y mib
j=1

N
= Z 7sz‘Pj—’YPz‘

j#i=1
N
= 7' > min(P - P) (2.58)
j#i=1

provando a primeira parte do corolario. Para a segunda parte, consideramos 0 < v =m; < 1 e
como IT € M, entdo (1 —~71) Z;'\;i:1 7;; = 1. Multiplicando (2.57) por 7;;, somando para todo
j # 1 € K e depois multiplicando o resultado por (1 —v)~!, obtemos (2.48), pois

N
Py = Y miP
j=1

N
= P+ Zﬂ'jipj

j#i=1
N
= (1= iRy (2.59)
j#i=1
concluindo a prova do corolario em decorréncia do Teorema 2.6. ]

Para o(-) atuando como controle, a possibilidade de obter condigoes trataveis numericamente

para ambos os dominios de tempo, permite-nos afirmar que os resultados baseados na funcao de
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Lyapunov (2.11) sao melhores quando comparados com muitos métodos existentes na literatura.
Por este motivo, a restricao da variavel II a uma subclasse de matrizes de Metzler com elementos
iguais na diagonal principal serd uma estratégia bastante explorada nos demais capitulos desta
tese. Em termos numéricos, o Teorema 2.5 e o Corolario 2.2 fornecem condigoes que podem ser

resolvidas sem grandes dificuldades através do seguinte problema de programacao convexa

= inf 2.60

P = o ? (2.60)

com ®() sendo o conjunto de todas as solugoes factiveis do Teorema 2.5 referente a regra o(-)
arbitraria ou do Corolario 2.2 quando entao o(-) é uma fungao dependente do estado. Sempre
que o escalar v é fixado, o conjunto ®(7) é definido por LMIs e, consequentemente, o problema

(2.60) é resolvido facilmente. Isto torna possivel determinar, por uma busca unidimensional, o

valor de v* tal que p(v*) = inf, - p(7).

2.3 Consideracoes finais

Neste capitulo, fornecemos alguns resultados preliminares que sao utilizados como base tedrica
para o desenvolvimento dos problemas de projeto de controle ou de filtragem a serem tratados
nos capitulos seguintes. Basicamente, apresentamos condicoes para a estabilidade assintética
global de sistemas com comutagao, considerando a regra o(-) atuando como uma perturbagao
e, posteriormente, como controle e definimos dois critérios para a analise do seu desempenho,
denominados custos funcionais Ho € Hoo. E importante ressaltar que na auséncia de comutagao,
isto é, para o(t) = i € K para todo t > 0, estes critérios se igualam aos quadrados das normas
Ho e Hoo do subsistema LTI correspondente. As condigoes obtidas sao baseadas em uma funcao
de Lyapunov do tipo quadratica por partes. Ela permite a obtencao de resultados satisfatorios
sob o ponto de vista do grau de conservadorismo e da resolubilidade numérica. Ademais, para
a regra de comutacao arbitraria os resultados obtidos sao inéditos e contém as condicoes de
estabilidade quadréticas disponiveis na literatura. Um exemplo simples inspirado em [Shorten
et al., 2007] ilustrou este fato e nos forneceu uma ideia do grau de conservadorismo do método
proposto. Quanto aos resultados referentes a regra o(-) como um sinal de controle, destacamos
que eles nao exigem nenhuma propriedade de estabilidade de cada subsistema isolado e, além
disso, permitem a obtencao de condigoes que podem ser facilmente resolvidas através de uma
busca unidimensional e rotinas disponiveis para a solucao de LMIs. Como veremos nos proximos
capitulos, uma outra vantagem da técnica utilizada é a possibilidade de generalizacao para o

tratamento de problemas de projeto de controle com realimentacao linear de estado e de saida.



Capitulo 3

Projeto de Controle H»

De posse de toda a base tedrica desenvolvida no capitulo anterior, estamos em condicoes de
tratar problemas mais gerais como os de sintese de controle para o(-) atuando como uma variavel
de decisao. Este é o assunto deste capitulo, que aborda o projeto de controle H, via realimentacgao
de estado e de saida para ambos os dominios de tempo. Considerando primeiramente que o
estado esta disponivel para realimentacao, o objetivo é o projeto simultaneo de uma regra de
comutacao e de um conjunto de ganhos matriciais de realimentacao de estado, que garantam a
estabilidade do sistema assegurando um custo garantido H, de desempenho. Este problema ja
foi abordado em [Deaecto, 2007] e [Deaecto & Geromel, 2008] para o tempo continuo e coloca
em evidéncia as principais dificuldades a serem superadas no tratamento do problema mais geral
e mais realista, correspondente ao projeto de controle dinamico Hs via realimentacao de saida.
Este projeto ja foi realizado em [Geromel et al., 2008], mas considerando somente a sintese da
funcao de comutacao. Na verdade, esta referéncia propoe condi¢oes necessarias e suficientes
para a existéncia de uma solucao com uma estrutura particular das desigualdades de Lyapunov-
Metzler. Estas condigoes visam a sintese de um filtro dinamico de ordem completa, cujo objetivo
é fornecer as informacoes necessarias para construir a regra de comutacgao. Neste capitulo, nosso
objetivo é mais abrangente uma vez que desejamos projetar simultaneamente duas estruturas
de controle, a saber, uma regra de comutagao e um controlador dinamico de ordem completa.
Ambas as estruturas sao dependentes apenas da saida medida, de forma a atingir os mesmos
objetivos tragados no caso de realimentacao de estado, isto €, estabilidade e custo garantido H..
Como no caso mais simples tratado em [Geromel et al., 2008], a solu¢ao é obtida através de
condigoes necessarias e suficientes resultantes de uma mudanca de variaveis adequada. Ademais,
vale ressaltar que estas condigoes permitem a derivagao para outras mais simples que podem ser
resolvidas através de uma busca unidimensional e rotinas disponiveis para a solucao de LMIs. A

validade e eficacia dos resultados tedricos propostos sao ilustrados através de exemplos.

33
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3.1 Formulacao do problema

Vamos considerar um sistema linear com comutacao descrito pelas equagoes no espago de

estado

houw(t) = Aswz(t) + Bowul(t) + Homw(t), £(0) =0 (3.1)
y(t) = Copz(t) + Dogyuw(t) (3.2)
2(t) = Esupa(t) + Fopu(t) (3.3)

com os vetores x € R™ v € R™, w € R™, 2z € R™ e y € R™ sendo o estado, a entrada
de controle, a entrada exdgena, a saida controlada e a saida medida, respectivamente. Como
anteriormente, a funcdo de comutagao o(t) : t > 0 — K = {1,--- ]N} seleciona, em cada

instante de tempo, um determinado subsistema dentre os N disponiveis definidos por

G=1C, 0 D;|,ieK (3.4)
E, F, 0

sendo as matrizes de cada realizacao no espago de estado G; de dimensoes compativeis.

Neste contexto, nosso objetivo principal consiste em projetar simultaneamente um controlador
C,, com uma estrutura a ser definida, e uma regra de comutacao o(-) de forma a fazer com que
a origem = = 0 do sistema (3.1)-(3.3) seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estavel. Ademais, assumindo que a entrada w é do tipo impulsiva, isto é, w(t) = §(t)ey, com
er € R™ representando a k-ésima coluna da matriz identidade n,, X n,,, desejamos assegurar um

limitante superior para o custo funcional Hs definido em (2.23) e dado por

Bo) =3 [l (3.5)

em que z; ¢ a saida correspondente a um impulso unitario aplicado no k-ésimo canal.
Basicamente, dois esquemas de controle sao levados em consideragao. No primeiro, o estado
x € suposto disponivel para a realimentagao, isto é C; = I e D; = 0 para todo ¢+ € K, levando
a um controlador com comutagao caracterizado por u(t) = K,u@)z(t), em que o conjunto
{Ki,- -+ ,Ky}, composto por ganhos matriciais de realimentacao de estado, deve ser determinado
juntamente com a regra de comutagao o(-). Podemos observar que neste caso, o controlador C,
é completamente definido pelas matrizes de ganho K,. No segundo esquema, somente a saida

medida y ¢ suposta disponivel, o que leva a um controlador dinamico com realimentacao de saida
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Figura 3.1: Esquema de controle

C, caracterizado por u(t) = Ky, ) *y(t), sendo K;(t) para cada i € K a resposta ao impulso do
controlador linear C; que deve ser determinada em conjunto com a regra de comutagao o(yjy),
onde ypq € a trajetéria y(7), V7 € [0,t]. Alternativamente, a resposta ao impulso K, (t) para

cada 0 =1 € K é descrita pela seguinte realizacao no espago de estado

hoi(t) = Axwa(t) + Bowy(t), #(0) =0 (3.6)

A

u(t) = Cowi(t) (3.7)

na qual z € R™ é a variavel de estado do controlador e as matrizes (/Ali,Bi, C’Z) para todo 7 € K
o definem. Esta representacao é obrigatoria para o projeto de controle proposto, uma vez que
necessitamos da varidvel interna & para a implementacao de o(-). De fato, consideramos que em
cada instante de tempo, a funcao de comutacao depende exclusivamente da variavel de estado

do controlador Z, ou seja, ela é expressa na forma o(2(t)) como ilustra a Figura 3.1.

Os resultados referentes ao projeto de controle Hy que serao aqui apresentados sao baseados
nas condigoes do Teorema 2.2, mais especificamente nas desigualdades (2.19) ou (2.20) para o
tempo continuo ou discreto, respectivamente. Entretanto, podemos notar que estas condicoes
sao mais indicadas para a analise e inadequadas para a sintese de controle. A dificuldade reside
nos produtos P;A; em (2.19) e P, A; em (2.20), os quais nao permitem a linearizagao direta dos
ganhos de matrizes devido a pré-multiplicagao de A; (e nao pés-multiplicacao) pelas varidveis P;
e P,;, respectivamente. Além disso, para o tempo discreto, podemos notar que para cada 7 € K, o

termo P,;A; depende de todos os P; para j € K. O préximo coroldrio apresenta uma versao dual
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das condigoes do Teorema 2.4 que é mais indicada para o tratamento de problemas de projeto

de controle.

Corolario 3.1 Para o sistema (2.1)-(2.2), a regra de comutacdo (2.18) com P = S;' > 0 é

globalmente estabilizante e a desigualdade
J2(0) < m%ltr<Hé(0)S;1Hﬂ(0)) (3.8)
1€
¢ valida se as sequintes afirmacoes forem satisfeitas:

1. Tempo continuo: Fxistirem matrizes S; > 0 para todo i € K e uma matriz de Metzler

IT € M, satisfazendo as desigualdades duais de Lyapunov-Metzler

A;S; + S A} + 5:5,S; ,

MR I PS¢ (3.9)
E;S; —I

2. Tempo discreto: Existirem matrizes S; > 0 para todo v € K e uma matriz de Metzler

I € M, satisfazendo as desigualdades duais de Lyapunov-Metzler

S; e o
AiS; St e >0,i€K (3.10)
ES; 0 1

Prova: A prova de ambas as partes é bastante simples e sera feita simultaneamente. Lembrando
que S; 1 = P, e, portanto, Sqi = P para todo ¢ € K, temos na primeira parte que, multiplicando
(3.9) de ambos os lados por diag{S; *,I} obtemos (2.19). Na segunda parte, multiplicando ambos
os lados de (3.10) por diag{S; ",S,,I}, obtemos (2.20), o que prova o coroldrio proposto. m

Como ja mencionado, a pés-multiplicacao das matrizes A; pelas varidveis S; para todo 1 € K
torna as condicoes do corolario anterior mais adequadas para o tratamento de problemas de
projeto de controle. Entretanto, podemos observar o aparecimento dos termos nao lineares S;5,;5;
e S; na diagonal principal das desigualdades (3.9) e (3.10), respectivamente, cuja linearizagao

representa o principal desafio para resolver o problema de projeto previamente estabelecido.

3.2 Realimentacao de estado

Nesta se¢ao, nosso objetivo é tratar o problema de projeto de controle com realimentacao de

estado. Vamos supor que z(t) € R™ pode ser medido para todo ¢ > 0, ou seja, que o sistema
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(3.1)-(3.3) com C; = I e D; = 0 para todo ¢ € K pode ser reduzido para a seguinte realizagdo no

espago de estado

ho x(t) = Ag(t)m(t) + Bg(t)u(t) + Ho(t)w(t), 35(0) =0 (3.11)
Z(lf) = Eo(t)x(t) + Fg(t)u(t) (3.12)

Desejamos generalizar as condigoes propostas no Corolario 3.1 de forma a calcular um conjunto
de ganhos {K, -+ ,Kx} e uma funcao de comutacao o(x) : R™ — K tal que o sistema em
malha fechada (3.11)-(3.12) com a entrada de controle

u(t) = Koa(t) (3.13)

seja globalmente assintoticamente estavel, assegurando um limitante superior para (3.5). Apli-
cando o controle com realimentagao de estado (3.13) no sistema com comutacao (3.11)-(3.12),

obtemos o seguinte sistema em malha fechada

houw(t) = (Aot + BoyKow)r(t) + Homw(t), 2(0) =0 (3.14)
2(t) = (Eow + Loy Kow)x(t) (3.15)

que apresenta a mesma estrutura do sistema (2.1)-(2.2) estudado no capitulo anterior. Entre-
tanto, como ja discutido, as condi¢oes do Teorema 2.2 nao podem ser diretamente aplicadas
devido a posicao das variaveis Ky, --- ,Ky, o que impossibilita a linearizacao. Por este motivo,

vamos utilizar as condigoes duais propostas no Corolario 3.1.

3.2.1 Tempo continuo

O préoximo teorema fornece condicoes que permitem a determinacao de ganhos de realimenta-
¢ao K, i € K e uma regra de comutacao o(x) responsaveis por garantir a estabilidade assintética
global do sistema em malha fechada (3.14)-(3.15) e assegurar um custo garantido Hy de desem-

penho.

Teorema 3.1 Se existirem matrizes simétricas S;, Ti;, matrizes Y; para j # i € K x K e uma

matriz de Metzler 11 € M. satisfazendo as desigualdades de Lyapunov-Metzler

He{AiSi + BiYi} + X0y 75Ty @

<0,ieK (3.16)
E;S; + F}Y; —I
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Tij + Si o,
IR 0 i £ e K xK (3.17)
A
entao a regra de comuta¢ao
o(z(t)) = arg miﬂgx(t)’S{lx(t) (3.18)
1€

e os ganhos de realimentacao de estado K; = Y}S{l para todo i € K fazem com que a origem
r = 0 do sistema em malha fechada (3.14)-(53.15) seja um ponto de equilibrio globalmente as-
sintoticamente estdvel. Ademais, a desigualdade Jy(0) < min;eg tr(Q;) € satisfeita sempre que
existirem matrizes QQ; para todo © € K tais que as sequintes LMIs

Qo) o iek (3.19)
Hy) Si

sejam validas.

Prova: Como Il € M_, aplicando o complemento de Schur em relacao a ultima linha e coluna
de (3.17), obtemos T;; > SiSj_lSi —S; que multiplicado de ambos os lados por 7;; e somado para
todo j # 1 € K x K fornece

N N
Somily > Y w88 - 85iS1S)
J#i=1 j#i=1
N
> Z?T]ZSzSJ_ISZ
j=1

> 58,45, 1€K (3.20)

Assim, usando (3.20) obtemos (3.9) com as matrizes (A4;, E;) substituidas pelas de malha fechada
(A; + B;K;, E; + F;K;). Além disso, aplicando o complemento de Schur em (3.19), obtemos
Q; > H[’T(O)Si_lHa(o) e, portanto, o limitante (3.8) vale. A prova segue do Corolério 3.1. [

Vale ressaltar que o resultado do teorema anterior foi obtido sem a introducao de qualquer
conservadorismo nas condigoes do Corolario 3.1. De fato, podemos observar na desigualdade
(3.20) que escolhendo T;; = S,-SJ-_IS,- —S;+el, j#1i€KxKcom e > 0 arbitrariamente pequeno

temos

N N N
Z 7Tji,—rij = Z W]ZSZSJ_ISZ -+ Z €7Tj2'I
Jj#i=1 j=1 J#i=1
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o que evidencia que as condigoes do Corolario 3.1 sao recuperadas sem a introducao de conser-
vadorismo. Ademais, é importante notar que o termo Zj\;izl 7j;1;; nao possui sinal definido
pois mj; > 0 para todo j # i € K x K e o complemento de Schur aplicado em (3.17) fornece
T > S,-Sj_lS,- —5;, com S; > 0 para j # i € K x K. Isto nos permite concluir que as condi¢oes
do presente teorema nao exigem a existéncia de ganhos de realimentagao de estado Kj;, tais que
as matrizes de malha fechada A; + B;K; sejam Hurwitz para todo ¢ € K. Em outras palavras,
mesmo que todos os subsistemas sejam individualmente nao controlaveis, as condigoes do Teo-
rema 3.1 garantem a estabilidade global do sistema em malha fechada (3.14)-(3.15) gracas a regra
de comutagao. Estas propriedades sao ilustradas no Exemplo 3.1.

Entretanto, no que diz respeito a resolubilidade numérica, a desigualdade (3.16) é nao-convexa
devido ao produto de varidveis (II,7T;;) para todo i # j € K x K, tornando uma vez mais as
condigoes do Teorema 3.1 muito dificeis de serem resolvidas. Desta forma, como realizado no
capitulo anterior, contornamos esta dificuldade utilizando condigoes alternativas mais simples,
obtidas restringindo as matrizes de Metzler a uma subclasse com os mesmos elementos na diagonal

principal. Obviamente, estas condi¢oes sao mais conservadoras.

Corolario 3.2 Para qualquer escalar~ > 0, o resultado do Teorema 3.1 permanece valido sempre
que as desigualdades (3.16) e (3.17) forem substituidas por

He{AiSi + BJ/;} — ’)/SZ ° ®
E;S; + FY; I e | <0 (3.22)
’}/SZ 0 —’}/Sj

para todo © # j € K x K.

Prova: A prova segue o mesmo padrao daquela apresentada em [Geromel & Colaneri, 2006a].
Consideramos uma matriz de Metzler I € M, com os mesmos elementos na diagonal principal,
isto é, v = —m; = Zj.\;i:l m; > 0 o que implica em 77! Z;.\;izl mj; = 1 para todo i € K.
Aplicando o complemento de Schur em relagao a tultima linha e coluna de (3.22), multiplicando
o resultado por 7;;, somando para todo j # i € K x K e, finalmente, multiplicando por v~ 1,
obtemos

H{AiSi + BY:} + 30 mi( S8 S — S;) o

<0,ieK (3.23)
E;S; + F}Y; —I

Entao, escolhendo T;; arbitrariamente proximo de 5;5; 1S, — S; para todo i # j € K x K, como
por exemplo, Tj; = 5;5; 1S; — S; + el com € > 0 arbitrariamente pequeno, a desigualdade (3.17)

é satisfeita e (3.23) reduz-se a (3.16). Isto prova o coroldrio proposto como consequéncia do
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Teorema 3.1. =

Para cada escalar v > 0 fixado, as condigoes apresentadas no Coroldrio 3.2 sao LMIs e
podem ser resolvidas em tempo polinomial com a ajuda de qualquer rotina disponivel para esta
finalidade. Posteriormente, uma busca unidimensional é realizada para otimizar o resultado com
relacao ao escalar v. Ademais, podemos destacar que como no caso do Teorema 3.1, as condigoes
do coroldrio nao exigem que cada subsistema individual seja controlavel. Este aspecto pode
ser facilmente notado observando que uma condi¢ao necesséaria para a factibilidade de (3.22) é
que Ho{(A; + B;K; —v/21)S;} < 0. Logo, as matrizes (A; + B;K; — v/21) devem ser Hurwitz
para todo ¢ € K. Entretanto, como v > 0, a estabilidade de cada matriz em malha fechada
A+ B;K;, i € Knao é exigida. A seguir, vamos apresentar as condicoes de projeto para sistemas

a tempo discreto.

3.2.2 Tempo discreto

O proximo teorema permite determinar ganhos de realimentacao de estado K;, i € K e uma
regra de comutagao o(x) responsaveis por garantir a estabilidade assintética global do sistema
(3.14)-(3.15) para o tempo discreto, assegurando um custo garantido Hy de desempenho. Vale
lembrar que, neste contexto, os resultados sao inéditos. Veremos que como no caso continuo, eles

possuem natureza nao-convexa, mas podem ser significativamente simplificados.

Teorema 3.2 Se existirem matrizes simétricas S;, Tij, matrizes J;, Y; para i,j € K x K e uma

matriz de Metzler 11 € My satisfazendo as desigualdades de Lyapunov-Metzler

Si [ ] [
ES +FY, 0 I

j”l. .

>0,i,j e KxK (3.25)
Ji Sj

N . .
comV; = J; + J — Zj:1 7;i1;;, entdo a regra de comutagdo

o(z(t)) = arg riréiﬂgx(t)’S[lx(t) (3.26)

e os ganhos de realimentacdo de estado K; = Y;S; ! para todo i € K fazem com que a origem

x = 0 do sistema em malha fechada (3.14)-(3.15) seja um ponto de equilibrio globalmente as-
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sintoticamente estdvel. Ademais, a desigualdade Jy(0) < min;eg tr(Q;) € satisfeita sempre que

existirem matrizes QQ; para todo v € K tais que as sequintes LMIs

Qe ek (3.27)
Hy0) Si

sejam validas.

Prova: Suponha que (3.24) e (3.25) sao satisfeitas. Do Lema A.1 disponivel no apéndice, temos

N -1 N
(Z wjisj—1> > Ji+J =] <Z wjiS]fl) J;
j=1

j=1
N
j=1

onde a segunda desigualdade foi obtida aplicando o complemento de Schur em relagao a ultima

linha e coluna de (3.25). Consequentemente, se (3.24) vale entao

S; o o
ES;+FY, 0 1

também vale. Logo, obtemos a condigao (3.10) substituindo as matrizes (A;,F;) pelas de malha
fechada (A; + B;K;, E; + F;K;) para todo i € K. A prova decorre do Corolario 3.1, pois de (3.27)
temos que @Q; > H(I,(O)Slea(o) o que garante a validade de (3.8). n

Como pode ser verificado, as escolhas factiveis J; = S(; e 1y = S;Sj_lS; + €l com e > 0
arbitrariamente pequeno fornecem V; = S&l —el = SC;l. Isto significa que, para este caso em
particular, o Lema A.1 foi aplicado sem a introducao de qualquer conservadorismo. Por outro
lado, as condig¢oes do Teorema 3.2 mantém as mesmas dificuldades de implementagao verificadas
anteriormente devido ao produto de variaveis (II, 7;;) para todo i,j € Kx K. O coroldrio a seguir

apresenta as condicoes alternativas mais simples de resolver.

Corolario 3.3 Para qualquer escalar 0 < v < 1, o resultado do Teorema 3.2 permanece vdlido

sempre que existirem matrizes simétricas T; para todo i € K e as desigualdades (3.24) e (3.25)
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forem substituidas, respectivamente, por

S; ° °
E;S; + F}Y; 0 1
T; e .
>0,4,j e KxK (3.31)
J; Sj

com R;; =~T; + (1 — )T}, para todo i # j € K x K.

Prova: A prova segue o mesmo padrao daquela apresentada em [Geromel & Colaneri, 20065]
e baseia-se no fato de que adotando uma matriz de Metzler I € M, com 7; = 7, a igualdade
(1— 7)_1Zgéi:1 miRi; = Z;VZI 7;;T; vale para todo i € K. Assim, multiplicando (3.30) por
7 > 0, somando para todo j # i € Kx K e, finalmente, multiplicando o resultado por (1—v)~*,
obtemos (3.24) com 7;; = T} para todo 4,j € K x K. Ademais, adotando 7;; = 7} para todo
i,j € K x K, temos que as desigualdades (3.31) reduzem-se a (3.25), o que prova o corolério

proposto. ]

Como no caso continuo, as condi¢oes do Teorema 3.2 e do Corolério 3.3 nao exigem a existéncia
de ganhos de realimentacao de estado K;, para todo ¢ € K, de forma que as matrizes de malha
fechada A;+ B; K; sejam Schur para todo 7 € K. Embora as condi¢ées do Corolario 3.3 sejam mais
conservadoras do que as do Teorema 3.2, esta caracteristica permanece intacta, indicando que
elas mantém as mesmas propriedades intrinsecas, mas sao mais faceis de resolver. Além disso, o
numero de varidveis matriciais é consideravelmente menor pela imposicao de 7T;; = T para todo
1,7 € KxK. Isto certamente aumenta o conservadorismo, mas facilita a implementacao numérica.
O Exemplo 3.2 ilustra este fato e mostra a importancia do compromisso entre a qualidade do

resultado e a facilidade de implementacao.

Como discutido no capitulo anterior, o fato de o(0) ser arbitrario e escolhido pelo projetista,
permite-nos tratar o problema de sintese fazendo o(0) = ¢ no limitante apresentado em (3.8).
Logo, o projeto com realimentagao de estado pode ser realizado resolvendo-se o seguinte problema
de otimizacao

| It o, @ 3.32
vg&}irelK{{si,nﬁ}@m H(@)} (3.32)

com ®(v) sendo o conjunto de solugoes factiveis do Coroldrio 3.2 para o tempo continuo ou do

Corolério 3.3 para o tempo discreto (considerando também a otimizagao com relagao a T; e J;)

com o(0) = ¢ nas LMIs (3.19) ou (3.27). A solucao deste problema é simples e a otimizagao em
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v pode ser realizada por uma busca unidimensional como sera ilustrado no Exemplo 3.2.

3.3 Realimentacao de saida

Nesta se¢ao, nosso objetivo principal é tratar o problema de projeto de controle Hs com reali-
mentacao de saida. Mais especificamente, desejamos projetar simultaneamente um controlador

dinamico de ordem completa com a realizacao no espaco de estado

hod(t) = Ayma(t)+ Bowyl(t), 2(0) =0 (3.33)
u(t) = Copi(t) (3.34)

=>

e uma regra de comutagao o (yjo,q) para o sistema (3.1)-(3.3), dependentes apenas da saida medida
y, de forma a garantir estabilidade assintética assegurando um limitante superior para o custo
funcional H, apresentado em (3.5). Conectando o sistema (3.1)-(3.3) e o controlador dinamico

(3.33)-(3.34), obtemos um sistema aumentado em malha fechada dado por

h o i’(t) = Ag(t)i@) + f[o(t)w(t) (3.35)

2(t) = Erwz(t) (3.36)

sendo Z(t) = [z(t) 2(t)'] € R*= e

N /
~ Az BZCZ ~ Hz ~ E'
A=lpe i T ap | B |ep (3:37)

Desejamos determinar as matrizes (Al,Bl,C’Z) e uma fungao de comutagao o(-) tal que o sistema
em malha fechada satisfaca as condi¢oes do Corolario 3.1. Em outras palavras, as desigualdades
(3.9) ou (3.10) com (A;,H;,E;) substituidas por (A;,H; E;) para todo i € K devem ser satisfeitas

para alguma matriz definida positiva S; € R2%*2% com a estrutura particular

Y V

~

V'Y,

St

, det(V) # 0 (3.38)

a qual assegura que a estratégia de comutacao é dependente somente da saida medida. De fato,

a regra de comutacao do Corolario 3.1 é tal que

o~ o—1~ . A/"'A: A
arg min S, = arg min & Yit = o(2) (3.39)
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o que coloca em evidéncia a sua dependéncia somente da medida y(t) através da varidvel de
estado do controlador #(t). Portanto, a estrutura (3.38) é obrigatéria sempre que queremos
impor uma fungao de comutacao dependente exclusivamente das medidas de saida do sistema.
Além disso, é importante observar que o fato de S; ' possuir trés blocos de matrizes constantes

nao implica no mesmo para a matriz 5;. Isto estd claro no lema a seguir.

Lema 3.1 Seja V' uma matriz nao-singular dada. Para quaisquer matrizes simétricas Y e X;

para todo @ € K de dimensoes compativeis que satisfazem

Y e

>0 (3.40)
I X;

€ possivel determinar matrizes nao singulares U; e matrizes simétricas Y; e X;,Vi € K, tais que

>0 (3.41)

U X,

Prova: Das trés condigoes X;Y + U,V = I, X;V + UY;, =0e UlY + X,V = 0, obtemos
U=I-XY)V 1Y, =V(Y-X"")""WeX =V I(YX;Y —Y)V''. Ademais, como pode

ser observado, estas matrizes verificam a quarta condicao U/V + X;Y; = I. Com efeito,

UV o+ XY, = v (([ VX)) + (YXY - Y)Y — X;l)*)v
— V—1<(I—YX) (VX — D) - XYY" )v
— oyt ((1 VXD (VX — DX — Y‘l)‘lXi)V
— y-! ((1 VX)) Y (X — YY) (X, — Y‘l)‘lXi>V
= I (3.42)
Por outro lado, com a matriz de posto completo
~ Y I
(3.43)
V0
e realizagao de alguns produtos simples indicam que
% .
"SI = >0,ieK (3.44)
I X;
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o que deixa claro que a desigualdade (3.40) implica S; > 0 e, assim, a prova estd concluida. m

Uma consequéncia importante e, de certa forma inesperada, apresentada na prova deste lema
é que ele assegura a existéncia de uma matriz I' constante (independente do indice i € K)
que lineariza o produto I'S,I',Vi € K. Na verdade, veremos a seguir, que esta propriedade é
essencial para a determinacao de condigoes necessarias e suficientes para o problema de projeto
de controle com realimentacao de saida associadas a existéncia de solucao das desigualdades de
Lyapunov-Metzler com a estrutura (3.38).

Embora o problema de projeto de controle H,; com realimentacao de saida ja tenha sido
tratado em [Geromel et al., 2008], sua proposta é diferente da que acabamos de apresentar, pois
se resume a sintese de um filtro de ordem completa que permite construir a regra de comutacgao
desejada. Portanto, esta referéncia trata de um problema mais simples que leva em conta apenas
o projeto da funcao de comutacao, pois considera u = 0. Para este caso em particular, utilizando
uma estrutura diferente da adotada nesta tese, [Geromel et al., 2008] fornece resultados baseados
em condigoes necessarias e suficientes para ambos os dominios de tempo. Nossa proposta é mais
abrangente, uma vez que desejamos projetar uma regra de comutacao junto com um controlador
dinamico de ordem completa (u # 0). Portanto, o sistema apresenta uma realimentagao linear
adicional entre u e y a ser determinada em conjunto com a fungao de comutagao. Como ficara
claro em seguida, mesmo tratando-se de um problema mais geral do que o abordado em [Geromel
et al., 2008], as condigoes de Lyapunov-Metzler obtidas também sao necessarias e suficientes para

ambos os dominios de tempo gracas a linearizacao introduzida pela matriz I'.

3.3.1 Tempo continuo

Tendo em vista os resultados apresentados em [Geromel et al., 2008] os quais, como ja men-
cionado, abordam um problema mais simples do que o especificado aqui, uma consequéncia
natural é utilizar a mesma estratégia de linearizacao e generalizar os resultados para tratar um
problema mais amplo que corresponde ao projeto conjunto de uma regra de comutacao e de
um controlador dinamico de ordem completa. Isto foi realizado para o caso H., em [Deaecto &
Geromel, 2010] levando em conta apenas sistemas a tempo continuo, mas a solugao considerando
a estratégia proposta em [Geromel et al., 2008] sé foi possivel com a introducao de algum con-
servadorismo.

Nossa proposta nesta subsecao é de propor condi¢oes necessarias e suficientes para assegurar
a factibilidade das desigualdades (3.9) com as matrizes (A;,H;,E;) substituidas por (A;,H;, E;)
para todo i € K, impondo que as matrizes S; tenham a estrutura particular (3.38). O préximo

teorema apresenta este resultado.
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Teorema 3.3 Considerando o sistema (3.35)-(3.56), existem matrizes A;, B; e C; para todo
i € K tais que as desigualdades (3.9) sejam satisfeitas, com S; > 0 tendo a estrutura particular
(3.38), se e somente se existirem matrizes simétricas Y, X; e T;;, matrizes M;, L;, W; para todo

i # 7 € KxK e uma matriz de Metzler 11 € M, satisfazendo as desigualdades matriciais

He{YAZ’ + chz} [ ] [ ]
A+ M! H{AX;+ BWil+Y 0, mT; o | <0,ieK (3.45)

Ti;+X; e o
X, X, | >0,i#£jeKxK (3.46)
1 I Y
Ademais, assumindo que as desigualdades (3.45) e (3.46) sejam satisfeitas, a func¢ao de comu-
tacao definida por
o(z) = arg r%g FVI(Y - XYWV (3.47)

e o controlador dinamico de ordem completa com a realizagdo no espago de estado (3.33)-(3.54)

definido pelas matrizes

A, = VUM, —YAX, —YBW, — LiC;X;))(I - YX,)"'V (3.48)
B, = V7L (3.49)
%= Wil -YX)TW (3.50)

em que V € uma matriz arbitrdria nao-singular, fazem com que a origem x = 0 do sistema em
malha fechada seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel, satisfazendo a
desigualdade Jo(0) < mineg tr(Q;), sempre que existirem matrizes QQ; para todo i € K tais que
as LMIs

Qi e o
YHJ(O) -+ LO—(O)DO—(O) Y e >0,7€6K (351)
H o) I X,

sejam validas.

Prova: Para a suficiéncia, assumimos que as desigualdades (3.45) e (3.46) sao satisfeitas. Do
Lema 3.1 e utilizando a matriz de posto completo (3.43), as seguintes identidades sao verdadeiras

'Sl = (3.52)

I X,
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pagh < |YATHG M (3.53)
A; A X; + B;W,;
EST =B EX +EW)] (3.54)
- Y H; + L;D;
e (3.55)

Para obté-las utilizamos as mudancas de varidveis (3.48)-(3.50) e o Lema 3.1 que fornece U} =

VYT — Y X;). Por outro lado, observamos que

[(5:5;15, = S)r = T (( S5 — 55) + (S = 5)5;71(Si — 5j)) r
_ PG SO+ DS, SR80S, 50
0 e
- [OH],Z';&]'EKXK (3.56)
*:‘ij

com =;; = (X; — X;) + (X; — X;)(X; = Y1)} X; — X;), onde a terceira igualdade foi obtida uti-
lizando o Lema A.2 para calcular (f’ gjf‘)_l. Aplicando o complemento de Schur sucessivamente

em relagao as duas iltimas linhas e colunas de (3.46), obtemos

Ty > Y =X, +(X, -V X, -y H (X, —-Y )
> E,,i#j€eKxK (3.57)

sendo que a tltima desigualdade segue da primeira escrevendo X; —Y ' = (X; — X;)+ (X; —Y 1)
e realizando os produtos indicados. Consequentemente, levando em conta que I € M., obtemos

N

MS.5uSE = TS ( Y 7Sy ) ST

VAN

(3.58)

[O .
N
0 > isjm il

Assim, das manipulagoes algébricas realizadas, estamos em condigoes de concluir que (3.45)
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implica nas desigualdades

He{f‘/glle;f‘} + f‘lglngng °
EST ~1I

] <0,ieK (3.59)

e, portanto, (3.9) vale uma vez que [ € R2=*2n= & ngo singular. Além disso, podemos verificar

que as LMIs (3.51) implicam nas desigualdades

Qi b
- - - ~~| >0 (3.60)
F/HU(O) I’s,r

Logo, aplicando o complemento de Schur em rela¢do a tltima linha e coluna de (3.60), obtemos
Q; > I:I(’T(O)gi_lﬁa(o). Isto indica que a desigualdade Jy(0) < minek tr(Q;) implica no custo
garantido (3.8) do Corolério 3.1, concluindo a prova da suficiéncia. Para provar a necessidade,
vamos supor que o sistema em malha fechada satisfaz a primeira parte do Corolario 3.1 para
alguma matriz S; > 0 tal que gi_ L'> 0 tenha a estrutura dada em (3.41). Particionando S; em
quatro blocos como indicado em (3.41), definindo I' como em (3.43) e realizando o produto I'S;T,
obtemos (3.52), o que nos permite concluir que [’S;' > 0 implica em X; > Y ! > 0 para todo
i € K. Assim, de (3.57) escolhendo T;; arbitrariamente préximo de Z;; para todo ¢ # j € K x K,
como por exemplo, T;; = =Z;; + el com € > 0 arbitrariamente pequeno, a desigualdade (3.46) é
satisfeita. Ademais, esta escolha particular das varidveis de matrizes T;;, ¢ # j € K x K implica
que (3.59) vale pois

0 °

0 Yo Ty

ou seja, (3.45) também se verifica. Da mesma maneira, escolhendo @Q; = ﬁ;(o)gjlﬁa(o) + el

com € > () arbitrariamente pequeno, a desigualdade (3.60) é verdadeira e, portanto, o custo (3.8)
também é verificado. Finalmente, de acordo com o Lema 3.1 que fornece Y; = V’ Y -XxX;Hv

com det(V') # 0 obtemos a fungao de comutacao (3.39). A prova estd concluida. ]

Eliminando a influéncia da entrada de controle u no sistema, as condi¢oes do Teorema 3.3 sao
equivalentes as apresentadas no Teorema 5 de [Geromel et al., 2008], pois ambas sao necessarias
e suficientes. De fato, impondo W; = 0 para todo i € K, o que equivale a fazer u(t) = 0 para

todo t > 0, e utilizando o Lema A.4 disponivel no apéndice nas desigualdades (3.45), temos

N
H{AX;} + Y mily + XiEjEX; <0,i €K (3.62)
jAi=1
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He{YAi + chz} + E;El < 0,1 € K (363)

para M; = — Al — E!E; X;, i € K. Por outro lado, aplicando o complemento de Schur em (3.46)

em relagao a X, obtemos

T+ Xi — X X; X, .
I - XX, Y — X!

]>Qi%jerK (3.64)

o qual multiplicado de ambos os lados por diag{X; ',I} e definindo X; ' = Z; fornece

Z; — 7, Y — Z;

J

>0,i#jeKxK (3.65)

Multiplicando a desigualdade (3.62) de ambos os lados por X; ' = Z;, considerando (3.63) e

(3.65), realizando as seguintes associagoes Y — X e Z,T;,Z; — R;;— R;; e lembrando que II € M,

permite escrever ZZ]\LI iR = Zé\;i:l Wji(Rij — Rii), obtemos as seguintes desigualdades

N
H{Z A+ miRy + E{E; < 0,i € K (3.66)
j=1
H{XA; + L,C;} + E/E; < 0,i € K (3.67)
Ry - Z, Ri—2; 0|
e A LitjeKxK (3.68)
Zi— 7, X -2, 0

que juntamente com (3.51), multiplicado de ambos os lados por diag(/,/,X; ") e permutando a
segunda e terceira linhas e colunas, sao equivalentes as condicoes de projeto apresentadas em
[Geromel et al., 2008]. De fato, a partir das condi¢oes do Teorema 3.3, fazendo R;; = Z; — el
com € > 0 arbitrariamente pequeno, obtemos aquelas de [Geromel et al., 2008]. Inversamente,
assumindo que as condigoes de [Geromel et al., 2008] sao satisfeitas, o lado esquerdo da desigual-
dade (3.68) é definido positivo enquanto que o seu lado direito é definido negativo, fazendo com

que as condic¢oes do Teorema 3.3 sejam validas.

Um comentario interessante sobre o resultado do Teorema 3.3 é que as desigualdades matri-
ciais (3.45) sao nao lineares devido ao produto de variaveis (II,7};), i # j € K x K, II € M..
Embora, a nao linearidade esteja somente no segundo bloco da diagonal principal, a dificuldade
de linearizagao ¢ grande, pois além do produto de varidveis mencionado, as matrizes 7T;; para
todo i # 7 € K x K nao sao definidas positivas. Geralmente, elas nao possuem sinal definido pois

como X; > 0, a desigualdade (3.46) nao impoe 7;; > 0. Entretanto, esta desvantagem, vista sob
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o ponto de vista da factibilidade, torna-se um ponto positivo pois nao exige, como uma condigao
necessaria, que o par (A;,B;) seja Hurwitz para todo i € K. Felizmente, considerando nova-
mente uma subclasse de matrizes de Metzler com os mesmos elementos na diagonal principal,
obtemos condigoes alternativas que sao mais conservadoras, mas mais simples de resolver pois
sao descritas em termos de LMIs quando um escalar v > 0 é fixado. Além disso, elas preservam
as mesmas propriedades intrinsecas das condigoes do teorema que acabamos de apresentar. O

préximo corolario apresenta estas condigoes.

Corolario 3.4 Para qualquer escalar v > 0, o resultado do Teorema 3.3 continua vdlido sempre
que existirem matrizes simétricas T; para todo i € K e as desigualdades (3.45) e (3.46) forem

substituidas, respectivamente, por

HAY A; + L,C;} ° °
A; + M| HA{AX; + BW;} +~1; o | <0 (3.69)
E; Ei X+ EW; -1
T, +X; e e
X; X; o| >0 (3.70)
I 1Y

para todo © # j € K x K.

Prova: A prova segue o mesmo padrao daquela apresentada no Corolario 3.2. Considerando
uma matriz de Metzler Il € M, com v = —m; > 0, multiplicando as desigualdades (3.69)
por 7j;, somando para todo j # i € K x K e, posteriormente, multiplicando por 7!, obtemos
exatamente as condicoes do Teorema 3.3, se considerarmos as restri¢oes adicionais 7;; = T} para

todo 7 #1 € K x K, o que prova o corolario pela validade do Teorema 3.3. ]

Sobre este resultado, dois pontos merecem destaque. O primeiro é que as variaveis de matrizes
T;; foram substituidas por 7T}, o que claramente introduz conservadorismo, mas reduz significa-
tivamente o nimero de varidveis matriciais, contribuindo para a eficiéncia numérica. O segundo
ponto refere-se ao primeiro bloco diagonal de (3.69). De fato, podemos observar que a presenca
de uma matriz constante ¥ > 0 na sua diagonal principal exige, como uma condi¢ao necessaria
para a sua factibilidade, a existéncia de ganhos de realimentacdo B; tais que as matrizes em
malha fechada A; + BZ-C’Z- para todo i € K sejam Hurwitz e ainda admitam uma tnica funcao de
Lyapunov. Embora esta condi¢ao seja necesséria, ela nao é uma restricao tao dificil de satisfazer

pois os ganhos B; sao dependentes do modo. Além disso, a estabilizabilidade dos pares (A;,B;)
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nao é exigida pois 7; nao possui sinal definido, como observado na LMI (3.70). Novamente,
vale ressaltar que as condicoes sao resolvidas facilmente por uma busca unidimensional e rotinas
disponiveis para a solucao de LMIs sendo, portanto, mais interessantes do que as do Teorema

3.3 sob o ponto de vista numérico.

3.3.2 Tempo discreto

Para sistemas a tempo discreto, nosso objetivo principal é fornecer condicoes para a factibili-
dade de (3.10) com as matrizes (A;,H;,E;) substituidas por aquelas em malha fechada (A;,H;, E;)
para todo i € K, considerando S; com a estrutura particular dada em (3.38). Este problema
¢ mais dificil de resolver do que aquele do caso continuo tendo em vista, por exemplo, a mul-
tiplicagao de variaveis matriciais de ambos os lados por matrizes constantes. Nossa principal
dificuldade é determinar condigoes expressas em termos de LMIs, que assegurem a validade das

seguintes desigualdades matriciais nao lineares

Y+ <§: i (X5 — Y‘1)1> >V (3.71)

=1

comIl e My, X; >Y 1 >0eV,=J,+J — Z;VZI 7;:T;; > 0. Em outras palavras, o desafio
a ser superado para a obtencao de condigoes que sejam numericamente trataveis, referentes ao
projeto de controle dinamico com realimentacao de saida, é determinar um limitante inferior
para a nao linearidade apresentada no lado esquerdo da desigualdade (3.71). Este limitante deve
ser expresso em termos das mesmas variaveis matriciais usadas para determinar o controlador e
a regra de comutacao. O préximo lema apresenta as condigoes para o calculo deste limitante e

mostra que isto é realizado sem a introducao de nenhum conservadorismo.

Lema 3.2 Se existirem matrizes simétricas Y, X;, Ti; e matrizes J; tais que V; > 0 e que
satisfacam as LMIs
T;; e e
Ji X; | >0,1,e KxK (3.72)
I 1Y

entao, para qualquer 11 € My, a desigualdade (3.71) vale para todo i € K.

Prova: Assumindo que V; > 0 e que a LMI (3.72) é satisfeita, denotando J; = J; — Y ! e

aplicando o complemento de Schur sucessivamente em relagao as duas ultimas linhas e colunas
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de (3.72), temos
N
Vi = JZ -+ JZI — Zﬂjiﬂj
j=1

N
< J1+J'L/_‘7'L,<Z7TJ1 (Xj_Y_1)1> _’i_Y_l

j=1

N
< Y—1+£+ﬂ—ﬂ<2wji (Xj—y—l)‘1> 2

j=1

< Y4 (fj mi (X - Y—l)‘1> (3.73)

=1

em que a ultima desigualdade é uma consequéncia do Lema A.1. [

Vale destacar que o Lema 3.2 nao introduz qualquer conservadorismo para a obtencao da
desigualdade (3.71). De fato, escolhendo as varidveis matriciais factiveis .J;, i € K como iguais
as nao linearidades do lado esquerdo de (3.71) e Tj; = Y ' + J/(X; =YY" J, + €I, com
e > 0 arbitrariamente pequeno, a desigualdade em (3.71) se aproxima arbitrariamente de uma
igualdade. Esta verificacao é o ponto chave para a prova da necessidade do préximo teorema.
Em outras palavras, o lema anterior fornece uma representacao exata mais simples de uma
nao linearidade bastante intrincada e dificil de trabalhar. De fato, impor um limitante inferior
para a expressao nao linear que aparece no lado esquerdo de (3.71) equivale a impor o mesmo
limitante para a funcao V;. Isto representa um grande avango uma vez que esta funcao depende
linearmente de todas as variaveis matriciais envolvidas, sendo nao linear somente com relagao ao
produto (II,T};), i,j € K x K. Entretanto, o preo a ser pago nesta operagao ¢ o aumento do
nimero de variaveis matriciais, cujo impacto serd avaliado posteriormente através de um exemplo
ilustrativo.

Outro resultado importante e fundamental para a obtencao das condicoes de projeto desejadas
estd disponivel no lema seguinte. Ele é baseado nos Lemas A.2 e A.3, disponiveis no apéndice, e
no fato de que I € M.

Lema 3.3 Se ezistirem matrizes simétricas Y, X; satisfazendo (3.40) e uma matriz de Metzler

IT € My, entao para

N -1
Q=YY"+ <Z i (X5 — Y‘1)1> ,ieK (3.74)

j=1
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as sequintes igualdades

LieK (3.75)

sao verdadeiras.
Prova: Calculando a inversa de ambos os lados de (3.75) e utilizando os Lemas A.2 e A.3, temos

(Y —X-ﬁl)_l °
(I-YX;)™" (X;=y H)!

(Y- .
(I-YQ)™t -y 1H!

(3.76)

para todo ¢ € K. As igualdades correspondentes aos elementos (2,1) e (2,2) seguem imediata-

mente de (3.74), enquanto aquela correspondente ao elemento (1,1) é decorrente das identidades

(Y — XJ»*l)*1 = Y'+y (X, -y H iy (3.77)
Y-t = yl+y -y Hly ! (3.78)
que podem ser verificadas facilmente através do Lema A.3, e da hipdétese de que II € M,. [

O ponto fundamental para a obtencao da igualdade (3.75) é que m;; > 0 para todo ¢,j € KxK
e que Z;VZI 7j; = 1. Logo, o Lema 3.3 é um resultado especifico para o caso discreto e de grande
importancia para a obtencao das condicoes de projeto desejadas. De fato, as nao-linearidades
do lado esquerdo de (3.75) ficam concentradas apenas no elemento (2,2) do lado direito. Logo, o
problema de projeto é simplificado e se resume em encontrar um limitante adequado para a nao

linearidade presente em (2,2).

Teorema 3.4 Considerando o sistema (3.35)-(3.36), existem matrizes A;, B; e C; para todo
i € K tais que as desigualdades (3.10) sejam satisfeitas, com S; > 0 tendo a estrutura particular
(3.38), se e somente se existirem matrizes simétricas Y, X; e T;;, matrizes M;, J;, L;, W; para

todo 1,7 € K x K e uma matriz de Metzler I € My satisfazendo as desigualdades matriciais

Y ° e o o
1 X; e o o

YA, + L;C; M; Y e o >0,7€K (3.79)
A; A;X;+BW;, IV

i E; EXi+FEW;, 0 0 1]
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T;; e e
Ji X; | >0,4,j e KXxK (3.80)
I 1Y

comV; = J;+ J] — Z;VZI m;; 1. Ademais, assumindo que as desigualdades (3.79) e (3.80) sejam
satisfeitas, a funcdao de comutac¢do definida por
o(%) = argmin 2'V'(Y — XYW (3.81)
1€
e o controlador dinamico de ordem completa com a realizagcdo no espago de estado (3.33)-(3.54)
definido pelas matrizes dadas em (3.48)-(3.50) fazem com que a origem x = 0 do sistema em

malha fechada seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel, satisfazendo a

desigualdade Jo(0) < min;eg tr(Q;) sempre que existirem matrizes Q; para todo i € K tais que

as LMIs

Qi e o
YHy0)+ LoyDooy Y o] >0,i€K (3.82)
H o) I X,

sejam validas.

Prova: Para provar a suficiéncia, assumimos que as desigualdades (3.79) e (3.80) sao vélidas e
verificamos que as identidades (3.52)-(3.55) sao verdadeiras, utilizando as mudancas de varidveis
(3.48)-(3.50) e U/ = V(I — Y X;) obtido do Lema 3.1. Paralelamente, definindo

N -1
Q=Y+ (Z i (X — Y—l)‘1> ,i €K (3.83)

J=1

e para I dado em (3.43), temos que as expressoes
N -1
st =1 (Z wj,-sj-l) r
j=1
N -1
j=1

Y o
I I Qi_
]

> 3.84
Iy (3.84)
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sao verificadas. Note que a ultima igualdade é obtida da substituicao direta de (3.52) e do
resultado do Lema 3.3, e a desigualdade segue do Lema 3.2. As manipulagoes algébricas indicadas

acima nos colocam em condicoes de afirmar que as desigualdades

’jz
%8
=
[ ]
[ ]

>0,1€eK (3.85)

sao vélidas. Isto garante que as desigualdades (3.10) também valem, pois I 6 ndo singular. Além

disso, as LMIs (3.82) implicam nas desigualdades
@ * ] >0 (3.86)

Logo, aplicando o complemento de Schur em rela¢do a ultima linha e coluna de (3.86), obtemos
Q; > ]:[;(O)gi_llrla(o), indicando que Jo(0o) < min;ek tr(Q;) equivale ao custo garantido (3.8). A

prova da suficiéncia decorre do Corolério 3.1.

Para provar a necessidade, vamos supor que o sistema em malha fechada satisfaz (3.10) para
alguma matriz S; > 0, tal que 5’;1 > 0 tenha a estrutura (3.38). O produto de matrizes IS,
dado em (3.52) permite-nos concluir que X; > Y1 > 0 para todo i € K. Logo, escolhendo as

variaveis matriciais J; = €2; e T;; dada por
E] = Yil + (Qz - Yﬁl)(XJ - Yﬁl)il(QZ’ - Yﬁl) + el (387)

para todo i,j € K x K com € > 0 arbitrariamente pequeno, a desigualdade (3.80) é satisfeita.
Ademais, levando em conta que II € My, depois de algumas manipulagoes algébricas, verificamos
que as matrizes (); podem ser reproduzidas a partir das varidveis anteriores (considerando um

erro da ordem de €), ou seja
N
V, = Ji+J =Y mily
j=1
N
— 20, Y- YY) ( 3 (X - Y—l)—1> (YY) —el
i=1

N
-1
= QQZ — Y_l - <Z7T]Z(XJ - Y_l)_1> — el
i=1

= QO —el (3.88)
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para todo i € K. Logo, com esta escolha particular de J; e T;;, a desigualdade (3.85) ¢ satisfeita,
o que implica que (3.79) também vale. Escolhendo Q; = H (;(O)SYZ-_ 1]:1(,(0) +¢€l, com € > 0 arbi-
trariamente pequeno, a desigualdade (3.86) vale e o custo (3.8) ¢ verificado. Ademais, utilizando
novamente o Lema 3.1, a fungao de comutagao dada em (3.81) foi obtida considerando a identi-
dade Y; = V(Y — X7 1)~V como em (3.39), para uma matriz arbitréria nao singular V. Desta

forma, concluimos a prova do teorema proposto. |

O resultado apresentado é importante por varios motivos. Primeiramente, o projeto com
realimentacao de saida é um assunto raramente tratado na literatura, principalmente utilizando
uma técnica diferente daquela baseada em uma funcao de Lyapunov quadratica, que como ja
discutido anteriormente fornece resultados muito conservadores, como por exemplo [Ji et al.,
2005b]. As desigualdades de Lyapunov-Metzler amenizam significativamente esta desvantagem,
mas por serem nao-convexas sao mais complicadas de resolver. Entretanto, como observado no
caso continuo, a exigéncia de uma matriz de Lyapunov comum para todo 7 € K ainda persiste.
De fato, eliminando-se todas as linhas e colunas a menos da primeira e da terceira, uma condicao
necessdria para a factibilidade de (3.79) é a existéncia de ganhos de realimentacao de estado B
tais que o conjunto de matrizes A; + B;C; admita uma tnica matriz de Lyapunov Y > 0 para todo
1 € K. Entretanto, os ganhos B, sdo dependentes do modo para todo i € K, o que contribui para
a reducao do conservadorismo. Ademais, a estabilizabilidade dos pares (A;,B;) nao é exigida. A
nao-convexidade das condicoes que acabamos de obter é um tema que merece nossa atencao e,

por este motivo, o préximo corolario fornece condicoes alternativas mais simples de resolver.

Corolario 3.5 Para qualquer escalar 0 < v < 1, o resultado do Teorema 3.4 permanece vdlido
sempre que V; = J; + J! — R;;, com R;; = ~vT; + (1 — )T} para todo i # j € Kx K, e T;; = T;
para todo 1,5 € K x K.

Prova: A prova é idéntica a realizada no Corolario 3.3 e, portanto, serda omitida. n

Do ponto de vista numérico, os Corolarios 3.4 e 3.5 fornecem condigoes que podem ser resolvi-
das sem grandes dificuldades através de rotinas disponiveis para a solucao de LMIs e uma busca
unidimensional. Retomando a discussao realizada no primeiro capitulo. Uma vez que a condigao
inicial o(0) = ¢ pode ser livremente escolhida pelo projetista, podemos realizar o projeto com

realimentacao de saida resolvendo o seguinte problema de otimizacao

min inf tr(Q:) } (3.89)

v>0,4€K * {Y, X4, T;,Li, Wi, M;,Qi P (v)
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sendo que ®() denota o conjunto de solugdes factiveis do Corolario 3.4 para o tempo continuo
ou do Coroléario 3.5 para o tempo discreto (considerando também a otimizagdo em relagao a
variavel J;, i € K) para ¢(0) = i em (3.51) e (3.82). Para o escalar v fixado, as condi¢bes sao
LMIs e, portanto, o problema (3.89) é resolvido sem dificuldade. Posteriormente, é realizada
uma busca unidimensional para encontrar o valor de v* que fornece o menor custo garantido Ho.
Ademais, das equagoes (3.48)-(3.50) o controlador dinamico de ordem completa é determinado.
Do Lema 3.1, obtemos Y, =V’ (Y — Xi_l)_IV, 0 que torna possivel a implementacao da regra de

comutagao.

3.4 Exemplos

Nesta secao, apresentamos dois exemplos para ilustrar os resultados tedricos obtidos. O
primeiro foi inspirado em um dos exemplos de [Xie & Wang, 2005] e trata do controle com co-
mutacao de dois subsistemas em tempo continuo, individualmente instaveis e nao-controlaveis.
Como ficard claro em seguida, a estabilizabilidade ocorre somente com a atuacao conjunta
da regra de comutacao e do controlador C,. O segundo ilustra os resultados teéricos referen-
tes ao tempo discreto e foi inspirado em um sistema massa-mola apresentado em [Geromel &
Deaecto, 2009], que corresponde a uma representacao simplificada de estruturas flexiveis, [Wie
& Berstein, 1992]. Calculamos os custos garantidos, utilizando as condigdes dos Teoremas 3.2
e 3.4 e os comparamos com aqueles obtidos a partir dos Corolarios 3.3 e 3.5, respectivamente.
Esta comparacao foi feita para analisar o grau de conservadorismo introduzido pela escolha de
condicoes alternativas mais simples de resolver. Para ambos os exemplos, ilustramos o controle

‘H, via realimentacao de estado e de saida.

Exemplo 3.1 Consideramos o sistema com comutacao (3.1) inspirado em um dos exemplos de

[Xie & Wang, 2005] e definido pelas matrizes
0 2 1
H, = Hy = 3.90

Alz v 7A2: ; 0 731: !
0 8 0 -2 0
2 0 0 4 0 2
By = Fy = Fy = 3.91

e saida controlada (3.3) dada por
E importante notar que ambos os subsistemas sao instaveis, nao-controlaveis e que uma regra de

732:

by =

comutagao o(-) com u = 0 capaz de estabilizar o sistema com comutagao nao é conhecida.
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1.5

05 -3

4

Figura 3.2: Trajetérias do sistema em malha fechada (Realimentacao de estado)

Realimentacao de estado

Adotando a hipdtese de que o estado esta disponivel para a realimentacao, resolvemos o
problema (3.32) utilizando as condigoes do Coroldrio 3.2. Para v = 200, obtivemos as matrizes

definidas positivas

063 0 065 0
P o—S-1_— ’  Py= St = ’ 3.92
P [ 0 586 ] S [ 0 539 ] (3:92)

importantes para a implementagao de o(+), e os seguintes ganhos matriciais de realimentagao de

estado
Ky=[-063 0], K= [0 —470) (3.93)

0s quais junto com a regra de comutacao (3.18) garantem a estabilidade do sistema em malha
fechada. Isto pode ser observado na Figura 3.2 que mostra no lado esquerdo as trajetorias do
sistema e no lado direito o esforco de controle. A condicao inicial utilizada foi de g = H, () = Ha,
sendo ¢(0) igual ao indice 6timo i = 2 obtido resolvendo-se o problema (3.32). Tendo em vista
as trajetorias apresentadas na Figura 3.2, podemos concluir que a interacao conjunta de ambos
os sinais de controle o(z(t)) e u(x(t)) foi essencial para garantir a estabilidade assintética do
sistema em malha fechada. Vale ressaltar que as condicoes do corolario sao factiveis apenas para
v > 16 e que o valor v = 200 utilizado na obtenc¢ao da solucao acima foi obtido através de busca
unidimensional aproximada. O custo garantido resolvendo-se (3.32) foi de 6,04. Com a atuagao

da politica de comutagao (3.18) calculamos via simulagao numérica o valor do custo verdadeiro
Jo(0) = 2,73 < 6,04.
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25 3 3.5 4

Figura 3.3: Trajetorias do sistema em malha fechada (Realimentacao de saida)

Realimentacao de saida
Agora, considerando que apenas a saida medida (3.2) definida pelas matrizes
¢r=[o 1], =1 o], Di=D,=1 (3.94)

esteja disponivel, utilizamos as condigoes do Corolario 3.4 e resolvemos o problema (3.89) para
~v = 200, calculado através de busca unidimensional aproximada. Também neste caso a factibili-
dade ocorre somente para 7 > 16. Obtivemos como solucao as seguintes fungoes de transferéncia

para os controladores dinamicos de ordem completa

21,64(s + 0,42)
(s + 12,41)(s + 1,10)

—0,80(s — 41,87)
(s —0,92)(s + 22,74)

Ki(s) = , Ko(s) = (3.95)
que obviamente nao dependem da escolha particular da matriz nao singular V' € R?*2. Entre-
tanto, para a implementagao da regra de comutacao, é obrigatéria a utilizagao da realizacao no
espaco de estado (3.33)-(3.34) de forma a obter a varidvel interna do controlador Z(t), essencial
para a determinacao da regra de comutacao o(z(t)) em cada instante de tempo. Certamente,
podemos obter diferentes realizagoes para cada fungao de transferéncia que dependem de uma

escolha adequada da matriz de transformacao de similaridade V. Utilizando a realizacao no
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espaco de estado (3.33)-(3.34) e adotando V' = I, determinamos as seguintes matrizes

o g | 11455 —20.30 (3.96)
T ~9930 829 ‘

A Figura 3.3 mostra na parte superior as trajetérias do estado x(t) e do controlador z(t) para

o g | 11T62 3025
! 23025 858

as condigoes iniciais

1 R A A —45.,34
Ty = HO'(O) =H; = [ ] , Lo = Ba(o)Da(o) =By = [—161 08] (397)

e na inferior o esforco de controle em funcao do tempo. O custo garantido obtido resolvendo-se
(3.89) foi de 20,89. Como realizado anteriormente, calculamos numericamente o custo verdadeiro
Jo(o) = 2,33 < 20,89.

Comparando com o valor do limitante superior para o caso de realimentacao de estado,
podemos observar que este é bem maior, o que ja era esperado tendo em vista a abrangéncia
e complexidade dos problemas com realimentacao de saida. Entretanto, este exemplo coloca
em evidencia o carater sub-6timo das solugoes propostas, pois o custo verdadeiro do controle
via realimentagao de saida (2,33) é ligeiramente menor do que o custo verdadeiro do controle
via realimentagao de estado (2,73). Mais uma vez, confirma-se que a minimizac¢ao do custo
garantido, geralmente nao corresponde a minimizacao do custo verdadeiro. Este exemplo mostra
a importancia da atuagdo conjunta de ambos os sinais de controle, a entrada u(-) e a regra de
comutagao o(-) que foram essenciais para garantir a estabilidade global do sistema em malha

fechada. [ ]

O proximo exemplo corresponde a uma possivel aplicacao pratica dos resultados tedricos
envolvendo sistemas a tempo discreto. Mais especificamente, nosso objetivo é ilustrar nao so-
mente a validade dos resultados obtidos, como também analisar a influéncia da utilizacao de uma
subclasse de matrizes de Metzler com os mesmos elementos na diagonal principal, bem como o
efeito da reducao do nimero de varidveis fazendo T;; = T} para todo ¢,j € K x K nas condigoes
dos Teoremas 3.2 e 3.4. Estas foram as duas principais fontes de conservadorismo introduzidas
para a obtencao das condi¢oes mais simples apresentadas no Corolario 3.3, para o controle via

realimentacao de estado, ou no Corolario 3.5, para o controle via realimentacao de saida.

Exemplo 3.2 Consideramos um sistema massa-mola LTI, utilizado geralmente como uma re-
presentacao simplificada de fendomenos essenciais encontrados em estruturas flexiveis, e definimos
dois critérios conflitantes associados a saida controlada z. A ideia deste exemplo foi baseada

na referéncia [Geromel & Deaecto, 2007] que trata do controle Hs multi-objetivo utilizando a
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técnica de comutacao. Nosso objetivo é determinar um conjunto de controladores e uma regra
de comutacao que garantam a estabilidade do sistema assegurando um custo garantido Hsy de
desempenho. Para a aplicacao direta dos resultados deste capitulo consideramos A; = Ay = A,
Bi=By,=B,H =Hy,=H,C,=0Cy=C¢eD; =Dy =D. O modelo é linear dado em tempo

continuo com equagoes no espacgo de estado definidas pelas seguintes matrizes

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
A= , B= , H = (3.98)
—k/my  k/my  —f/my  f/m 1/my 0,2
k’/mg —k/mg f/m2 —f/m2 0 0

com m; =mg = 0,5, k =1e f=0,0025 em unidades compativeis. A saida medida correspon-

dente a posicao da massa é dada por
C:[O 10 o],D:o,1 (3.99)

Este sistema foi discretizado com um periodo de amostragem T, = 1 e os critérios conflitantes

associados com a saida controlada z foram definidos pelas matrizes
0500 0100

) E2 = ) Fl =
0000 0000

O primeiro critério (Ey,F}) indica penalidade em relagao ao estado do sistema e o segundo (Ey, F)

0

E, —
! 1

7F2:

0
5] (3.100)

indica penalidade em relagao a entrada de controle. Como discutido anteriormente, as condigoes
dos Corolarios 3.3 e 3.5 sao faceis de resolver através de LMIs e uma busca unidimensional
com relacao ao escalar 0 < v < 1. Ademais, para este exemplo em particular, as condigoes
dos Teoremas 3.2 e 3.4 também sao numericamente simples de resolver realizando duas buscas
unidimensionais envolvendo dois escalares. De fato, podemos notar que como a comutacao ocorre
entre dois controladores, o niimero de subsistemas envolvidos se iguala a dois (N = 2). Logo, os
elementos 7;; da matriz II € R**? presentes nos Teoremas 3.2 e 3.4 podem ser parametrizados
por dois escalares 0 < p <1 e 0 < g < 1 que obedecem as propriedades das matrizes de Metzler

N
mi; > 0e ) m; =1com

I = (3.101)

p (-9
(I-p) ¢
As solugoes dos problemas foram obtidas através da minimizagao de um custo garantido Hs

que denotamos d(-). Na Figura 3.4, as duas curvas no lado esquerdo apresentam a evolucao de
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0

2.65

255
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2.35

Figura 3.4: Minimizacao de 9

0 em relagao a v e os graficos 3D no lado direito apresentam a evolugao de d em relacao aos
escalares p e ¢, sendo os graficos superiores relacionados aos resultados para realimentacao de
estado e os inferiores para realimentagao de saida. A Tabela 3.1 fornece os valores dos custos
garantidos minimos para cada situagao, sendo ¢, o valor obtido por busca unidimensional e érr o

valor considerando a busca de dois parametros p e q.

realimentagao | 9, onp
estado 0,47 | 0,11
saida 2,28 | 0,66

Tabela 3.1: Custo garantido H,

Podemos observar que os custos sao significativamente menores quando todas as variaveis de
estado podem ser utilizadas na realimentacao, indicando que o desempenho do sistema é melhor
do que o obtido medindo-se apenas a posicao da massa . Ademais, sempre que forem possiveis
de implementar, as condigoes dos Teoremas 3.2 e 3.4 sao mais adequadas uma vez que oferecem
resultados melhores do que as versoes alternativas apresentadas nos Corolarios 3.3 e 3.5. Isto
pode ser verificado pela comparagao dos valores dos custos 0, e dr;. A seguir, vamos comprovar

a validade da teoria utilizando os resultados mais conservadores obtidos pelos corolérios.
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Figura 3.5: Trajetorias do sistema em malha fechada (Realimentacao de estado)

Realimentacao de estado

Considerando, primeiramente, que o estado esta disponivel para realimentacao, resolvemos
as condicoes do Coroléario 3.3 para v* = 0,25, obtendo um custo garantido 6timo de 6* = 0,47,

as matrizes definidas positivas

16,84 —532 6,70 7,46
~532 31,17 —244 0,17
6,70 —244 346 183
746 017 1,83 7.63

P =5"= (3.102)

30,98 —1,72 16,40 2291
Py 71— ~1,72 9,10 2,31 4,52 (3109
16,40 2,31 16,49 15,36

2291 452 15,36 23,77

utilizadas para a implementagao da regra de comutacao, e os seguintes ganhos de realimentacao

de estado
K, = [—0,18 0,18 —0,66 —0,41} (3.104)

Ky = [—0,40 024 —0,72 —0,60} (3.105)

que junto com o(-) garantem a estabilidade assintética global do sistema em malha fechada. A
Figura 3.5 apresenta no lado esquerdo a trajetéria da posigao da massa xs(t) e no lado direito

o esforgo de controle u em func¢ao do tempo para x5(0) = 0,015. Nesta situagao, obtivemos via
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Figura 3.6: Trajetérias do sistema em malha fechada (Realimentagao de saida)

simulagao numérica o custo verdadeiro Jo(o) = 0,18 < 0,47, o que mostra a validade da teoria

desenvolvida e a qualidade do resultado proposto para o projeto via realimentacao de estado.

Realimentacao de saida

Considerando agora que apenas a posi¢ao da massa pode ser medida, utilizamos as condicoes
do Corolario 3.5 para v* = 0,45, calculado por busca unidimensional, obtendo um custo garantido

otimo de 0" = 2,28 e os seguintes compensadores dinamicos

—1,28(2 — 0,80)(22 + 0,715 + 0,95)
(z + 0,69)(z + 0,13)(22 + 0,65z + 1,51)

Ki(z) = (3.106)

—0,87(z — 0,72)(22 + 0,65z + 0,88)
(22 4 0,59z + 0,15)(22 + 0,28z + 1,10)

Adotando V' = I, usando a representagao no espaco de estado (3.33)-(3.34), obrigatéria para a

Ko(z) = (3.107)

obtencao de z, determinamos as matrizes

0,87 1,26 0,20 0,67
1,26 2,13 0,19 0,88
0,20 0,19 0,40 0,24
0,67 0,88 0,24 0,95

Y, = 1072 (3.108)
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0,75 1,01 0,23 0,64
1,01 1,64 022 0,78
0,23 0,22 0,43 0,30
0,64 0,78 0,30 0,98

~

Y, = 1072 (3.109)

que definem a regra de comutagao (3.47). A Figura 3.6 apresenta na parte superior esquerda
a evolucao de x5(t) para x5(0) = 0,015 e no lado direito Z(t) para Z2(0) = 24,01, bem como
o esforco de controle u(t) na parte inferior. O custo verdadeiro obtido por simulagdo numérica
foi de Jo(o) = 1,28 < 2,28. Os resultados apresentados ilustram a validade e a eficicia da
teoria proposta bem como nos dé uma ideia do grau de conservadorismo envolvido na escolha de

condicoes alternativas mais simples de resolver. [ |

3.5 Consideracoes finais

Neste capitulo, tratamos do projeto de controle Hs para sistemas com comutacao. Apresen-
tamos como passo preliminar o controle via realimentacao de estado, ja tratado no caso de tempo
continuo em [Deaecto, 2007] e [Deaecto & Geromel, 2008], com o objetivo de colocar em evidéncia
as principais dificuldades a serem superadas na solugao do problema mais geral correspondente
ao controle dinamico via realimentagao de saida. Mais especificamente, tratamos do projeto con-
junto de uma regra de comutacao e de um controlador dinamico de ordem completa, dependentes
somente da saida medida, responsaveis por assegurar estabilidade e um custo garantido Hy de
desempenho. Nao encontramos na literatura nenhum trabalho que trata deste problema. Ade-
mais, utilizando uma estratégia de linearizacao adequada, mostramos que as condigoes obtidas
para ambos os dominios de tempo sao necesséarias e suficientes para assegurar a existéncia de
uma solucao com estrutura especial das desigualdades de Lyapunov-Metzler. Elas equivalem as
condigbes propostas em [Geromel et al., 2008] quando a influéncia da entrada de controle u é
eliminada. Apresentamos também condigoes alternativas que embora sejam mais conservadoras
sao mais simples de resolver através de uma busca unidimensional e rotinas disponiveis para a
solucao de LMIs. Dois exemplos ilustraram a validade e a eficiéncia da teoria proposta, con-
siderando tanto o projeto via realimentacao de estado quanto via realimentacao de saida. O
primeiro coloca em evidéncia a importancia da interagao conjunta de ambas as estruturas de
controle em consideragao, a saber, a regra de comutacao o(-) e o controlador C,. O segundo
analisa a influéncia da utilizacao de condigoes mais conservadoras na qualidade do resultado
obtido, o que coloca em evidéncia um compromisso entre qualidade do resultado e dificuldade
na solucao. Em ambos os casos, é aparente a determinacao de solucoes sub-6timas, sobretudo

quando condig¢oes mais simples do ponto de vista numérico sao resolvidas.



Capitulo 4
Projeto de Controle H

Neste capitulo, vamos tratar o problema de projeto de controle H,, para sistemas com comu-
tagao continuos e discretos no tempo. Mais especificamente, nosso objetivo principal é a sintese
simultanea de uma regra de comutagao o(+) e um controlador C, que garanta estabilidade assin-
totica global do sistema em malha fechada impondo um limitante superior para o ganho £, entre
a entrada exogena e a saida controlada. Como no capitulo anterior, apresentamos o controle
via realimentacao de estado como passo preliminar para a solucao do problema mais geral que
corresponde ao projeto de controle via realimentacao de saida. Para a sintese via realimentagao
de estado, a literatura apresenta alguns trabalhos, como as referéncias [Ji et al., 2006] e [Lin &
Antsaklis, 2008] para o tempo continuo e discreto, respectivamente, que tratam do problema em
consideragao propondo condigoes baseadas em func¢oes de Lyapunov multiplas. Estas condigoes
nao sao descritas em termos de LMIs e, por este motivo, tornam a solucao do problema ex-
tremamente dificil. Por outro lado, no que se refere ao controle H, via realimentacao de saida,
sao raros os trabalhos disponiveis. Sobre este tema, destacamos [Deaecto & Geromel, 2010]
e [Deaecto & Geromel, 2009a] que tratam do problema de projeto conjunto de uma regra de
comutacao e de um controlador dinamico de ordem completa para sistemas a tempo continuo,
baseando-se na mesma estratégia de linearizagao proposta em [Geromel et al., 2008]. Também
podemos destacar a referéncia [Deaecto, Geromel & Daafouz, 20105] que resolve o mesmo pro-
blema de projeto para ambos os dominios de tempo, mas adotando uma matriz de transformacao
diferente, que permite a obtencao de condigoes necessarias e suficientes para a solucao das de-
sigualdades de Riccati-Metzler definidas em [Geromel & Deaecto, 2009]. Os resultados que apre-
sentamos a seguir também estao disponiveis nas referéncias [Deaecto & Geromel, 2010], [Deaecto
& Geromel, 20094], [Deaecto, Geromel & Daafouz, 20100], [Deaecto, Geromel & Daafouz, 2010¢],
[Deaecto, Geromel & Daafouz, 2010d] e [Deaecto, Geromel & Daafouz, 20104a]. Todas fornecem

condicoes alternativas trataveis numericamente.

67
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4.1 Formulacao do problema

Consideramos um sistema linear com comutagao com a realizagao no espacgo de estado

howx(t) = Aswz(t) + Bowu(t) + Hewyw(t), ©(0) =0 (4.1)
y(t) = Comz(t) + Doyw(t) (4.2)
2(t) = Eyma(t) + Fomu(t) + Gopmw(t) (4.3)

sendo os vetores x € R"™ u € R™, w € R™, 2z € R" e y € R™ o estado, a entrada de controle,
a entrada exdgena tal que w € L, a saida controlada e a saida medida, respectivamente. A
funcao de comutagao o(t) : t > 0 — K = {1,--- ,N} seleciona a cada instante de tempo um

determinado subsistema dentre os N disponiveis definidos por

G=1|C 0 Di|,ieK (4.4)
E; F; G

sendo que as matrizes de cada realizacao no espaco de estado G; possuem dimensoes compativeis.
Nosso objetivo principal consiste em projetar simultaneamente um controlador C, e uma regra
de comutagao o(+) de forma a fazer da origem = = 0 do sistema (4.1)-(4.3) um ponto de equilibrio

globalmente assintoticamente estavel assegurando que a desigualdade

53§2||2||§—p||w||3 <0 (4.5)
seja satisfeita para um escalar p dado. E importante notar que para uma regra de comutacao
fixada, ou seja, o(t) =i € K para todo ¢ > 0, a quantidade p se iguala ao quadrado da norma
H, da fungao de transferéncia do i-ésimo subsistema em malha fechada da entrada w para a
saida z. As estruturas dos controladores abordadas neste capitulo sao as mesmas consideradas
no capitulo anterior.

Basicamente, vamos generalizar os resultados do Teorema 2.6 para tratar o problema de
sintese de controle via realimentacao de estado e de saida. Podemos notar que nas desigualdades
(2.47) e (2.48) os produtos P;A; e P, A; ndo permitem a linearizagdo direta das matrizes de
ganho devido a pré-multiplicacao pelas varidveis P; e P,. Desta forma, o préximo corolério

fornece condigoes duais mais indicadas para problemas de sintese.

Corolario 4.1 Para p > 0 dado, a regra de comutacio (2.18) com Py = St > 0 € globalmente

estabilizante e o sistema linear (2.1)-(2.2) satisfaz a restricao (4.5) se as sequintes afirmagoes
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forem satisfeitas:

1. Tempo continuo: Fxistirem matrizes S; > 0 para todo © € K e uma matriz de Metzler

IT € M, satisfazendo as desigualdades duais de Riccati-Metzler

He{AzSz} + SquzSz ° °
H! —pl e | <0,i€K (4.6)
E;S; G, -1

2. Tempo discreto: Fxistirem matrizes S; > 0 para todo v € K e uma matriz de Metzler
IT € My satisfazendo as desigualdades duais de Riccati-Metzler

S; ° o o
0 I
Pt s0ieK (4.7)
A’LSZ HZ Sqi ®

Prova: A prova decorre do Teorema 2.6 multiplicando ambos os lados das desigualdades (4.6)
e (4.7) por diag{S; ', I,I} e diag{S;',1,S,,I}, respectivamente, e lembrando que S; ' = P, e
Sqi = P, para todo ¢ € K. [

Por serem mais adequadas para o projeto de controle devido a posicao das variaveis S; na
multiplicagao A;S; em ambas as desigualdades (4.6) e (4.7), elas serao utilizadas nas proximas
secoes. Obviamente, a principal dificuldade no problema de sintese é a linearizacao dos ter-
mos nao lineares S;5,5; e S; que aparecem na diagonal principal das condigoes (4.6) e (4.7),

respectivamente.

4.2 Realimentacao de estado

Os resultados que apresentamos em seguida, referentes ao tempo continuo foram retirados
de [Deaecto & Geromel, 2010] e aqueles referentes ao tempo discreto sao inéditos. Supondo que
o estado esteja disponivel para realimentagao e considerando uma entrada de controle u(t) =
K,@x(t) conectada ao sistema (4.1)-(4.3), obtemos a seguinte realizacdo no espaco de estado

para o sistema em malha fechada

ho :L'(Zf) = (Ag(t) + Bo(t)Ka(t))x(t) + Hg(t)’w(t), :L’(O) =0 (4.8)
2(t) = (Eow + FoiyKow)z(t) + Gopyw(t) (4.9)
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Neste caso, como ja mencionado, desejamos determinar simultaneamente a regra de comutacao
o(x) e os ganhos K1, --- Ky de forma a garantir a estabilidade assintética global do sistema e

assegurar que a desigualdade (4.5) seja satisfeita.

4.2.1 Tempo continuo

As condicoes de projeto sao obtidas a partir do resultado apresentado no Corolario 4.1 e estao

apresentadas no teorema a seguir.

Teorema 4.1 Para p > 0 dado, se existirem matrizes simétricas S;, T;;, matrizes Y; para j #

1 € K x K e uma matriz de Metzler 11 € M, satisfazendo as desigualdades de Riccati-Metzler

He{AiSi + Bl}/;} + Z;\;izl W]zﬂ] o b

H] —pl e | <0,7€K (4.10)
E;S; + F}Y; G, -1
Ty +S; e .,
>0,i4jcKxK 411
s Sj] #J (4.11)
entao a regra de comuta¢ao
o(z(t)) = arg miﬂgx(t)'S[lx(t) (4.12)
1€

e 0s ganhos de realimentacdo de estado K; = Y;S; " para todo i € K fazem com que a origem x = 0
do sistema em malha fechada (4.8)-(4.9) seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente

estdvel satisfazendo a desigualdade (4.5).

Prova: A prova segue os mesmos passos daquela apresentada no Teorema 3.1 e sera, portanto,
apenas apresentada em linhas gerais. Consideramos que as desigualdades (4.10) e (4.11) sao
validas. Aplicando o complemento de Schur em relagao a ultima linha e coluna de (4.11), obtemos
a desigualdade T;; > SZ-S]-_ 1S, — S;. Multiplicando-a de ambos os lados por 7j; € somando para
todo j # i € K x K temos, como mostrado em (3.20), que Zé\;i:l mjili; > S;SqS; vale para todo
i € K. Isto nos permite concluir que as desigualdades (4.6) com as matrizes (A;, ;) substituidas
por aquelas de malha fechada (A; + B;K;,E; + F;K;) sao satisfeitas. Logo, a prova decorre do

Corolario 4.1. -

Podemos observar que as condigoes de projeto via realimentacao de estado sao obtidas sem
que nenhum conservadorismo seja introduzido nas condigoes do Corolario 4.1. Isto é facil de

verificar escolhendo T;; = 5,5} 1S, —S;+el, j #i €K xK com e > 0 arbitrariamente pequeno.
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Com esta escolha, foi mostrado em (3.21) que i Wil = S:S4iSi e, portanto, as condicoes
do Corolério 4.1 sao recuperadas. Ademais, o Teorema 4.1 nao exige a existéncia de ganhos
matriciais de realimentagao de estado K; tais que as matrizes A; + B;K; sejam Hurwitz para
todo 7 € K, o que torna possivel a estabilizabilidade do sistema com comutagao mesmo que todos
os subsistemas individuais sejam nao controlaveis. Esta propriedade s6 é possivel pois o termo
Z;'\;si:l 7;iT;; que aparece na diagonal principal de (4.10) nao possui sinal definido, pois m;; > 0
para todo j # i € Kx K e o complemento de Schur aplicado em (4.11) fornece 7;; > SiSj_lSi —S;
com S; > 0 para j # i € K x K. Como as condigoes do Teorema sao nao lineares devido ao
produto (II,T;;) para todo i # j € K x K, o préximo coroldrio apresenta condigoes alternativas

mais simples.

Corolario 4.2 Para qualquer escalary > 0, o resultado do Teorema 4.1 permanece valido sempre
as desigualdades (4.10) e (4.11) forem substituidas por

He{AiSi + BZK} - ’)/SZ [ ] [} [

H] —pl o °
<0 (4.13)
para todo i # 7 € K x K.
Prova: A prova é idéntica a realizada no Corolario 3.2 e, portanto, sera omitida. [

Note que as condig¢oes do corolario sao mais conservadoras do que aquelas do Teorema 4.1. En-
tretanto, elas podem ser resolvidas através de rotinas computacionais disponiveis para a solugao
de LMIs e uma busca unidimensional com relagao ao escalar v > 0. Assim como no Teorema 4.1,
elas garantem a estabilidade do sistema com comutagao. Devemos ressaltar que a factibilidade
das condigoes (4.13) nao requer que as matrizes A; + B; K; sejam Hurwitz para todo i € K. O
Exemplo 4.1 composto por dois subsistemas instaveis e nao controlaveis, ja utilizado no capitulo

anterior, ilustra a validade do Corolério 4.2.

4.2.2 Tempo discreto
O préximo teorema apresenta condicoes de projeto via realimentacao de estado para sistemas
a tempo discreto baseadas no Corolario 4.1.

Teorema 4.2 Para p > 0 dado, se existirem matrizes simétricas S;, T;;, matrizes J;, Y; para

YR
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1,7 € Kx K e uma matriz de Metzler 11 € My satisfazendo as desigualdades de Riccati-Metzler

Si [ ] [ ] [
0 I
PP % s0iek (4.14)
ASi+ BY, Hi Vi
ESi+FY, G 0 I
Ti; e .
>0,4,] e KxK (4.15)
JZ' Sj

comV; = J; + J] — Z;VZI 7;i1i;, entao a regra de comutagdo
o(z(t)) = arg miﬂgaz(t)'S[lx(t) (4.16)
1€

e 0s ganhos de realimentacdo de estado K; = Y;S;* para todoi € K fazem com que a origem x = 0
do sistema em malha fechada (4.8)-(4.9) seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente

estdvel satisfazendo a desigualdade (4.5).

Prova: Segue o mesmo procedimento utilizado na prova do Teorema 3.2. Considerando que as
desigualdades (4.14) e (4.15) sao satisfeitas temos, como mostrado em (3.28), que a utilizagao
do Lema A.1 e o fato de T}; > J{Sj’lJi, obtido aplicando o complemento de Schur em relacao a

ultima linha e coluna de (4.15), fornece

N -1
j=1

Logo a desigualdade (4.14) com S; no lugar de V; é satisfeita e, portanto, as condigoes do
Corolério 4.1 sao atendidas para as matrizes (A;,E;) substituidas por (A4; 4+ B; K;, E; + F;K;) para

todo 7 € K, concluindo, assim, a prova do teorema. [

Note que a generalizagao do Corolario 4.1 para tratar do problema de projeto via realimen-
tacao de estado foi realizada sem a introducao de conservadorismo. De fato, como discutido no
capitulo anterior, as escolhas particulares J; = S; el = S;Sj_ 15(;1 + €l com € > 0 arbi-
trariamente pequeno fornecem V; = S(; —el = S;. O tnico inconveniente deste resultado é a
dificuldade na solucéo numérica devido ao produto de varidveis (I, T};) para todo ,j € K x K.

O proéximo corolédrio apresenta condigoes alternativas mais simples de resolver.

Corolario 4.3 Para qualquer escalar 0 < v < 1, o resultado do Teorema 4.2 permanece vdlido
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sempre que existirem matrizes simétricas T; para todo i € K e as desigualdades (4.14) e (4.15)

forem substituidas, respectivamente, por

S; ° ° °
0 1
P * | >0, i4jeKxK (4.18)
ES,+FY, G 0 I
>0,i,j € KxK (4.19)
Ji Sj

sendo R;; = vT; + (1 — )1 para todo i # j € K x K.

Prova: A prova é idéntica aquela apresentada no Corolario 3.3 e, portanto, serda omitida. [

Assim como no caso continuo, os resultados do Teorema 4.2 e do Corolario 4.3 nao exigem
a existéncia de ganhos de realimentacao de estado K; de tal forma que cada matriz em malha
fechada A; 4+ B; K; seja Schur. De fato, levando em conta a discussao anterior a qual nos permitiu
concluir que S&l > )); e, aplicando o complemento de Schur em relagao a terceira linha e coluna
de (4.14), obtemos as desigualdades

ES; + FY, G I

Multiplicando de ambos os lados por diag{S;*,I,I}, temos que o primeiro elemento da diagonal
principal torna-se (A; + B;K;)'P,i(A; + B;K;) — P; < 0 que é uma condigdo necessaria para a
factibilidade de (4.14). Uma vez que II € My, concluimos que as matrizes (A4; + B;K;) nao
precisam ser estaveis. Raciocinio andlogo pode ser adotado para o resultado do Corolério 4.3.
Como pode ser verificado, as condi¢oes propostas pelos Corolarios 4.2 e 4.3 reduzem-se a LMIs
sempre que o parametro 7 > 0 ¢ fixado. Logo a determinagao da solugao 6tima global pode ser

obtida resolvendo-se o problema de programacao convexa

= inf 4.21

p(7) {p.Si,Yi}ed(y) g ( )
com ®(v) sendo o conjunto de solugoes factiveis do Coroldrio 4.2 para o tempo continuo ou do
Corolério 4.3 para o tempo discreto (neste caso considerando também a otimizagao com relagao a

T; e J;), o que nos permite determinar, por busca unidimensional v* tal que p(v*) = inf,~o p(7).
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4.3 Realimentacao de saida

Nesta secao, supomos que apenas a saida medida y esteja disponivel para realimentacao.
Nosso objetivo principal é a sintese simultanea de uma regra de comutacao o () e um controlador

dinamico de ordem completa com a realizacao no espaco de estado

hod(t) = Aymi(t) + Bywy(t), #(0) =0 (4.22)
u(t) = Comi(t) (4.23)

com z sendo o estado do controlador, de forma a garantir estabilidade assegurando que a de-
sigualdade (4.5) seja satisfeita. Conectando o controlador (4.22)-(4.23) em (4.1)-(4.3), obtemos

o sistema aumentado

ho i’(t) = Ag(t)i(t) + Ho(t)w(t) 4 24)
) = Foilt) + oot (4.25)
sendo z(t) = [z(t)" 2(t)'] € R*= ¢
~ /
~ Az Bzcz ~ Hz ~ Ez/ -
Slee AT | BT em ] GG (4.26)

com as varidveis (AZ,El,C'Z) a serem determinadas juntamente com a fungao de comutagao o(-).
Desejamos que as condigoes do Coroldrio 4.1 sejam satisfeitas para as matrizes (A4;,H;,E;,G;)
substituidas por aquelas de malha fechada (Ai,ﬁi,ﬁi,éi) para alguma matriz definida positiva

S; € R?m=X2nz com g estrutura particular

Y V

vy ,det(V) £0 (4.27)

a qual assegura que a estratégia de comutagao depende somente da saida medida através da

variavel de estado do controlador z(t). De fato, temos

argmin #'S;7'F = argmin 'Y
ieK ieK
= o(2) (4.28)

E importante destacar que como demonstrado no Lema 3.1, a presenca de trés blocos de matrizes

constantes em S, ! nao implica no mesmo para a matriz S;. Ademais, a existéncia de uma matriz



4.3 Realimentacao de saida 75

constante

Y I
Vo0

I = (4.29)

que lineariza o produto I"S,T, Vi € K é o ponto chave para a obtencao das condigoes necessérias

e suficientes que serao apresentadas em seguida.

Uma outra abordagem, também tratada neste capitulo, foi apresentada em [Deaecto &
Geromel, 2010] e [Deaecto & Geromel, 2009a] e é baseada na estratégia adotada em |[Geromel
et al., 2008]. Ela nao leva em conta o resultado disponivel no Lema 3.1 e, portanto, fornece
condigoes de projeto mais conservadoras. Ademais, estas condi¢oes foram obtidas somente para
o dominio do tempo continuo. Para o tempo discreto, o produto de variaveis matriciais de am-
bos os lados por matrizes constantes dificulta o processo de linearizagao, o que impossibilita a

determinacao de resultados trataveis numericamente.

4.3.1 Tempo continuo

Para destacar as principais dificuldades encontradas na solu¢ao do problema de controle com
realimentacao de saida, apresentamos primeiramente as condi¢oes de projeto mais conservadoras,
ja disponiveis nas referéncias [Deaecto & Geromel, 2010] e [Deaecto & Geromel, 20094]. Posteri-
ormente, resolvemos o mesmo problema utilizando uma estratégia de linearizacao diferente a qual
nos permitiu obter condicoes necessérias e suficientes. Para ambos os casos, o objetivo principal
é assegurar a factibilidade das condigbes (2.47) do Teorema 2.6 com as matrizes (A;,H;, E;,G;)
substituidas por (Ai,ﬁi,@,éi) para todo ¢ € K.

Teorema 4.3 Seja p > 0 dado. Considerando o sistema (4.24)-(4.25), existem matrizes A,
B; e C; para todo i € K tais que as desigualdades (2.47) sejam satisfeitas com P, > 0 tendo a
estrutura particular (4.27) se existirem matrizes simétricas Y, X; e T;;, matrizes L;, W; para

todo 1 # j € K x K e uma matriz de Metzler Il € M, satisfazendo as desigualdades matriciais

H{AX; + B;W;} + Zj'\;éizl mili; e e
H! —pl e | <0,7€K (4.30)

(2

B X + B W; G, —I

He{YAi —|— LZCZ} [ ] [ )
HY +DLi  —pl e | <0, icK (4.31)
E; G; -1
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,—Tz]_'_Xz ® [ J [ ]

Xi— X, X
IR % S0 i4jeKxK (4.32)
X, 0 X, e
0o I 0 Y

Ademais, assumindo que as desigualdades (4.30), (4.31) e (4.32) sejam satisfeitas, a func¢do de

comutagao o(t) definida por

o(z) = arg min FVI(Y - X;H) W (4.33)
1€

e o controlador dinamico de ordem completa com a realizagao em espago de estado (4.22)-(4.23)

definido pelas matrizes

A, = VIIMZ(Y — Z)7'WV (4.34)
B, = V7L (4.35)
D = —WiZy(Y — Z)7'V (4.36)

sendo Z; = X; ', a matriz V arbitrdria ndo-singular e

my +on) [ pr —c

H!

(4.37)
E;X; + F,W,

fazem com que a origem x = 0 do sistema em malha fechada seja um ponto de equilibrio global-

mente assintoticamente estdvel satisfazendo a desigualdade (4.5).

Prova: Assumindo que as desigualdades (4.30) e (4.31) sao satisfeitas. As matrizes M; apresen-

tadas em (4.37) foram calculadas de forma a assegurar que as desigualdades

H{AX; + B;W;} + Z;’Zéi:l mjil3 ° ° ¢
A+ Y AKX+ YBWi+ LOX = My HYA+ LG} o o] .

! HY 4 DL, ol o

EX; + FW, E, G-I

para todo ¢ € K também sejam satisfeitas. De fato, aplicando o complemento de Schur em
relagdo a ultima linha e coluna de (4.38) e utilizando o Lema da Eliminagao A.4 apresentado
no apéndice, obtemos M; dado em (4.37) e as duas desigualdades resultantes correspondem ao

complemento de Schur de (4.30) e (4.31) em relacdo a ultima linha e coluna.
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Por outro lado, aplicando o complemento de Schur em relagao as duas tltimas linhas e colunas
de (4.32), temos
Ty + X — Xin_lXi X — X

>0 (4.39)
X, — X, X; -y

Multiplicando esta desigualdade de ambos os lados por diag{X{l,X ;1} e lembrando que Z; =

X; ', obtemos

2T 7+ 2 — Z;  Z;— 7

>0 (4.40)
Z; — Z; Z;— Z,Y 7

Agora, levando em conta que a matriz Y € R"=*"= ¢ definida positiva e Z; € R™"*"= é simétrica,
e utilizando o resultado do Lema A.1 segue que Z;Y ~'Z; > 27;—Y . Desta forma, a desigualdade
(4.40) implica que

212+ 2; — Z; Z;—Z;

>0 (4.41)
Z;— 7 Y - Z;

vale para todo i # j € K x K. Consequentemente, ¥ > Z; > 0 para todo i € K. Do
complemento de Schur em relagao a tltima linha e coluna de (4.41), levando em conta que

IT € M, e multiplicando ambos os lados por X;, temos

N N
Z Wjiﬂj > Z ﬂjiXi (Zj — ZZ + (Zj — ZZ)(Y — Zj)_1<Zj — Zz)>Xz (442)
jAi=1 jAi=1

Paralelamente, considerando qualquer matriz nao singular V'€ R"*" e que Y > Z; > 0
para todo i € K, podemos determinar Y; = V(Y —Z;)"'V > 0de Z; := Y = VY, "'V = X' > 0
de forma que as matrizes P, € R?"+*2% para todo i € K particionadas como indicado em (4.27)

sao definidas positivas. Certamente, definindo as matrizes nao singulares U; € R?*"=*2% como

- 1 I{1X; O
U, = < (4.43)
=YV 0 0 I
temos que
o~ X, 1
Z'/PiUi = (4.44)
Y

o que deixa claro que a positividade de P; é assegurada se e somente se Y > Z; > 0 para todo
i € K. Agora, definindo Q;; = (Y — Z,))(Y — Z;)""(Y — Z;) — (Y — Z,;) e utilizando o fato de que
Y, = V(Y — Z)"'V, temos

~

VYUY = Y)YV =y (4.45)
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que junto com a matriz de transformacao U; nos permitem obter o seguinte limitante

N N
j=1

J#i=1
_ Z;\;z 17TjiXinng 0
I 0 0
N
< Z#ié il g (4.46)

A desigualdade foi obtida escrevendo (Y — Z;) = (Z; — Z;) + (Y — Z,) e realizando os produtos
indicados na matriz ;. Assim, obtemos Q;; = (Z; — Z;) + (Z; — Z)(Y — Z;)"Y(Z; — Z;) para
todo i # j € K x K, e a desigualdade indicada em (4.46) segue de (4.42).

Adicionalmente, considerando o conjunto de varidveis obtidas de (4.34)-(4.36), ou seja

M, = VAY WX, (4.47)
L; = VB, (4.48)
W, = —CYW'X, (4.49)

para todo i € K, é simples verificar que o conjunto (M;, L;, W;) define de forma tinica as matrizes
(fli, Bi, CAZ'Z) para todo i € K e vice-versa. Uma importante consequéncia deste fato é que as ma-
trizes do controlador com realimentacao de saida determinadas desta forma, junto com a matriz

definida positiva P; apresentada em (4.27) permitem-nos concluir que as seguintes identidades

D AT A X; + B;W, A;
IBAT; = N (4.50)
R ;7
PH; = (4.51)
Y H; + L; D,
. | X,E! + W!F!
o i Wity (4.52)
E;

sao verdadeiras. Utilizando estas identidades concluimos que a matriz aumentada P; > 0 satisfaz
as desigualdades
HA AP} + 300 7P e o
H!P, —pl e | <0 (4.53)
E; Gy —I
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para todo ¢ € K multiplicadas pela direita pela matriz diag{Ui,[ I} e pela esquerda por sua
transposta. Logo, do Teorema 2.6 o controlador dinamico de ordem completa com a realizagao
definida pelas matrizes (A;, B, C;) para todo i € K e a regra de comutacio o(#) asseguram
a estabilidade assintética global, satisfazendo a desigualdade (4.5). Desta forma, concluimos a

prova deste teorema. [ |

Analisando o resultado do Teorema 4.3, verificamos que uma condi¢ao necessaria para a
factibilidade de (4.31) é que H{Y A; + L;C;} < 0 para todo i € K. Isto s é possivel se
existirem ganhos dependentes dos modos B; tais que as matrizes A; + B;C; para todo + € K
sejam quadraticamente estaveis. A presenca da matriz de Metzler no primeiro bloco da diagonal
principal de (4.30) com o fato de 7}; ndo possuir sinal definido nao exigem que H.{ A, X;+B;W,} <
0, o que certamente reduz o conservadorismo. O préximo corolario apresenta uma versao mais

simples de resolver.

Corolario 4.4 Para qualquer escalar v > 0, o resultado do Teorema 4.3 continua vdlido sempre
que existirem matrizes simétricas T; para todo i € K e as desigualdades (4.30) e (4.32) forem

substituidas, respectivamente, por

He{AiXZ‘ + Bsz} + ’}/T'] [ J ®

H! —pl e | <0 (4.54)
E X+ EW; G -1
T, +X; o e o
X, — X X;
R A I (4.55)
X; 0 X; e
0 I 0 Y
para todo i # 7 € K x K.
Prova: A prova é idéntica aquela apresentada no Corolario 3.4. [ |

Estas condi¢oes podem ser resolvidas sem grandes dificuldades através de uma busca unidi-
mensional com relagao ao escalar v > 0 e a solugao de um conjunto de LMIs. Como verificado na
prova do teorema anterior, a obtencao das condicoes de projeto sé foi possivel gracas a introdugao
do limitante superior Z;Y "'Z; > 2Z; — Y nas desigualdades (4.40). O préximo teorema, apre-
senta uma outra solugao para o mesmo problema, sem a necessidade de recorrer a utilizagao de

limitantes. Utilizando a matriz de transformacao r independente dos indices dos modos, definida
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em (4.29), podemos linearizar o produto IS, e obter condigoes necessdrias e suficientes para a

existéncia de solucao das desigualdades de Riccati-Metzler com a estrutura (4.27).

Teorema 4.4 Seja p > 0 dado. Considerando o sistema (4.24)-(4.25), existem matrizes Ai, B;e
C; para todo i € K tais que as desigualdades (4.6) sejam satisfeitas com S; > 0 tendo a estrutura
particular (4.27) se e somente se existirem matrizes simétricas Y, X; e T;;, matrizes M;, L;,
W; para todo i # j € K x K e uma matriz de Metzler 11 € M. satisfazendo as desigualdades

matricials
H{Y A; + L;C;} ° ° .
A; + M} H{A;X; + BW, N miTy
LR AKXt BWS + 2 i mily ¢ 0 g ek (456)
H!Y + DL H! —pl e
E; B X + B W; G, —1

EJ + XZ (] [ ]
X; X; o| >0,i#jeKxK (4.57)

1 I Y
Ademais, assumindo que as desigualdades (4.56) e (4.57) sao satisfeitas, a fun¢ao de comutagao
dada em (4.33) e o controlador dinamico de ordem completa com a realizagdo em espago de

estado (4.22)-(4.23) definido pelas matrizes

Ay = VY M, = YAX, - YBW, — LiC; X)) (I - YX,)7'V (4.58)
B, = V'L (4.59)
i = Wil -YX,)7'V (4.60)

sendo V' uma matriz arbitrdria nao-singular, fazem com que a origem x = 0 do sistema em malha

fechada seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel satisfazendo (4.5).

Prova: A prova é idéntica aquela do Teorema 3.3. Vamos iniciar pela suficiéncia. Consideramos
que as desigualdades (4.56) e (4.57) sdo satisfeitas. Utilizando (4.29) e U; = (I — X;Y)V'!
dado no Lema 3.1, verificamos que as identidades (3.52)-(3.55) s@o verdadeiras. Por outro lado,

seguindo os procedimentos apresentados em (3.56), (3.57) e (3.58), obtemos o seguinte limitante

0 °

N (4.61)
0 Zi;ﬁj:l Tjil5;

58,50 < [

sendo que nenhum conservadorismo foi introduzido para a sua obtencao.
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Destes resultados parciais, podemos concluir que (4.56) implica nas desigualdades

He{flng/P} + f/glgqlglf ° [}
H'T —pl e | <0,i€cK (4.62)

e, portanto, a desigualdade (4.6) vale uma vez que [ € R2=x2n: ¢ njo singular, o que conclui
a prova da suficiéncia em decorréncia do Corolédrio 4.1. Para provar a necessidade, vamos supor
que (4.6) é satisfeita para alguma matriz S; > 0 com a estrutura (4.27). Realizando o produto
I['S;T, obtemos (3.52) e, portanto, X; > Y ' > 0 para todo i € K. Logo, de (3.57), escolhemos
T;; arbitrariamente préximo de Z;; para todo i # j € K x K, como por exemplo, T;; = =Z;; + €/
com € > ( arbitrariamente pequeno e Z;; = Y ! — X; + (X; — Y " )(X; - Y H7Y(X;, - Y1),
Desta escolha temos que a desigualdade (4.57) é satisfeita. Para esta verificagdo basta aplicar
o complemento de Schur sucessivamente em relacao as duas tltimas linhas e colunas de (4.57).
Ademais, de (3.56) e da escolha de Tj;, escrevendo X; —Y ! = (X; — X;)+(X; —Y 1) e realizando
os produtos indicados em Z;;, temos que (4.62) vale, ou seja, (4.56) também vale, o que conclui

a prova do teorema. n

As condigoes que acabamos de apresentar possuem as mesmas caracteristicas daquelas forneci-
das no Teorema 4.3. De fato, as mesmas desigualdades H.{Y A; + L,C;} < 0 e H{A;X; +
B,W;} + Z;.\;i:l 7;;T;; < 0 aparecem como condi¢Oes necessarias para a factibilidade de (4.56).
Como ja mencionado, a exigéncia da condicao de estabilidade quadratica presente na primeira
desigualdade é atenuada pelo fato dos ganhos Bz das matrizes de malha fechada A; + BZC} serem
dependentes do modo. Além disso, o termo Z;.\;izl 7 1;; da segunda desigualdade contribui
para a redugao do conservadorismo uma vez que o par (A;,B;) ndo precisa ser Hurwitz. O ponto
essencial deste resultado €, sem duvida, resolver o problema de projeto via realimentacao de saida

sem a introducao de conservadorismo nas condi¢oes do Corolario 4.1.

Corolario 4.5 Para qualquer escalar v > 0, o resultado do Teorema 4.4 continua vdlido sempre
que existirem matrizes simétricas T; para todo i € K e as desigualdades (4.56) e (4.57) forem

substituidas, respectivamente, por

H{Y A, + L;C;} ° ° °
A; + M! H{A; X; + B;W; T;
M AKX+ BV} 0T 00 (4.63)
H}Y + DiL; H; —pl o

E; E:X; + FEW; G, —1
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,ij + )(Z [ ] [ ]
X; X; o| >0 (4.64)
I 1Y
para todo i # 7 € K x K.
Prova: A prova é idéntica a apresentada no Corolario 3.4 sendo, portanto, omitida. [

Observamos que embora sejam condi¢oes mais conservadoras do que as apresentadas no Teo-
rema 4.4, elas mantém intactas as mesmas caracteristicas intrinsecas. De fato, como no teorema
anterior nenhuma propriedade de estabilidade é exigida das matrizes de malha fechada represen-
tadas pelo par (A;,B;), uma vez que a matriz T; nao possui sinal definido de acordo com (4.64),
pois X; > 0 para todo 7 € K. Ademais, este coroldario permite obter as condigoes de projeto

através da solucao do seguinte problema de programacao convexa

= inf 4.65
p(’Y) {P7Y7Xi7T¢,L1¢I,1W¢7M¢}E‘I’(’Y) P ( )
sendo ®(y) o conjunto de solugoes factiveis do Corolario 4.4 ou 4.5 para v > 0 fixado. O valor

de 7* pode ser obtido por busca unidimensional, isto é p(v*) = inf,~o p(7).

4.3.2 Tempo discreto

Para o tempo discreto, a principal dificuldade na solucao do problema em questao é a obtencao
de condigoes expressas em termos de LMIs assegurando que as desigualdades matriciais nao
lineares N .

Y4 <Z i (X5 — Y‘1)1> >V (4.66)

j=1

comIl e My, X; >Y 1 >0eV,=J+J — Zj\[:l 7 1;; > 0 sejam satisfeitas para todo ¢ € K.
O Lema 3.2 mostra que isto é possivel, ou seja, podemos determinar um limitante inferior para a
nao linearidade do lado esquerdo de (4.66) expresso em termos das mesmas varidveis matriciais
usadas na implementacao do controlador dinamico e da regra de comutacao. Ademais, como
discutido no capitulo anterior, este limitante é obtido sem a introdugao de conservadorismo, o
que configura um resultado bastante importante uma vez que o lado direito da desigualdade (4.66)
¢ mais simples de lidar, j& que ele é nao linear somente em relacao ao produto (I1,7};), i,j € KxK.

Analogamente aos casos anteriores, nosso objetivo é fornecer condigoes para a factibilidade de
(4.7) com as matrizes (A;,H;,E;,G;) substituidas por (Ai,ﬁi,Ei,@,-) para todo i € K.
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Teorema 4.5 Seja p > 0 dado. Considerando o sistema (4.24)-(4.25), existem matrizes A;, B; e
C; para todo i € K tais que as desiqualdades (4.7) sejam satisfeitas com S; > 0 tendo a estrutura
particular (4.27) se e somente se existirem matrizes simétricas Y, X; e T;;, matrizes M;, Lj,

Ji, Wi para todo 1,7 € K X K e uma matriz de Metzler 11 € My satisfazendo as desigualdades

matricials
[ ° ° ¢ o o
1 X; ° e o o
0 0 1
P ** % s0,iek (4.67)
A; A X + B;W; H; IV
E; E X, + F;W; G, 0 O
T;; e e
Ji X; e| > 0,4, e KxK (4.68)
I 1Y

comV; = J; + J — ZN 7;: 1. Ademais, assumindo que as desigualdades (4.67) e (4.68) sao

Jj=1
satisfeitas, a funcao de comutacdo

o(%) = argmina'V'(Y" — X H Wi (4.69)
1€

e o controlador dinamico de ordem completa com a realiza¢ao em espago de estado (4.22)-(4.23)
definido pelas matrizes dadas em (4.58)-(4.60) fazem com que a origem x = 0 do sistema em
malha fechada seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel satisfazendo a

desigualdade (4.5).

Prova: A prova é idéntica aquela do Teorema 3.4. Iniciaremos pela suficiéncia assumindo que
as desigualdades (4.67) e (4.68) sao validas. Além disso, utilizando o Lema 3.1 e a matriz de
posto completo (4.29) verificamos que as identidades (3.52)-(3.55) sao verdadeiras. Por outro
lado, utilizando os Lemas 3.2 e 3.3 e a identidade (3.52) obtemos, como mostrado em (3.84), que

o seguinte limitante

> ;] (4.70)
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vale para todo i € K, com (2, igual ao lado esquerdo da desigualdade (4.66). Logo, as identidades
(3.52)-(3.55) e a desigualdade (4.70) nos permitem concluir que

F’Slf [ ] [ J [ ]
0 I
o 2 s0iek (4.71)
F/AZSZ P/ 7 P/ q_z I' e
EST G, 0 I

também vale para todo ¢ € K. A prova da suficiéncia segue em decorréncia do Coroléario 4.1
pois T’ é nao singular. A prova da necessidade é obtida assumindo que as desigualdades (4.7)
sao validas para alguma matriz S, com a estrutura (4.27). O produto 'S, > 0 implica que

X; > Yt > 0 para todo i € K. Logo, escolhendo as varidveis matriciais .J; = €); e
Ty =Y '+ (=Y DX, - Y ) -V el (4.72)

para todo 7,j € K x K, temos que a desigualdade (4.68) é satisfeita. Ademais, com esta escolha
particular e levando em conta que II € M, temos, como mostrado em (3.88), que V; = Q;—el para
todo i € K. Isto significa que a desigualdade (4.70) se aproxima arbitrariamente de uma igualdade
o que implica na validade de (4.71) e, como consequéncia (4.67) também vale. Finalmente, a
funcdo de comutacio é dada em (4.69) com a matriz Y; = V(Y — X7 1)~V para det(V) # 0

fornecida pelo Lema 3.1. [

Este resultado é importante pois fornece uma solugao expressa em condicoes necessarias e su-
ficientes para a factibilidade das desigualdades de Riccati-Metzler apresentadas no Corolario 4.1,
generalizadas para resolver um problema bastante abrangente e realista. N6s nao encontramos na
literatura nenhuma proposta de solucao para este problema que envolve a determinagao conjunta
de uma regra de comutacao e um controlador dinamico de ordem completa dependentes apenas
da saida medida e que assegura um custo garantido H., de desempenho. Como apresentado
anteriormente, o produto de varidveis (II,7};) para todo i,j € K x K dificulta a resolubilidade
numérica principalmente quando o nimero de subsistemas ¢ maior do que dois. Uma vantagem,
entretanto, das condigoes que acabamos de apresentar é a possibilidade de derivar condicoes
alternativas restringindo as matrizes de Metzler aquelas com os mesmos elementos na diagonal

principal.

Corolario 4.6 Para qualquer escalar 0 < v < 1 o resultado do Teorema 4.5 permanece valido
sempre que V; = J; + J| — R;; com R;; = ~T; + (1 — )T} para todo i # j € Kx K e T;; = T;
para todo 1,5 € K x K.
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Prova: A prova é idéntica ao do Corolario 3.3 e, portanto, serd omitida. [ |

Notamos que com este corolario as condigoes tornam-se mais simples de resolver com uma
busca unidimensional e a solugao de um conjunto de LMIs. O problema de otimizagao envolvido
é o seguinte

_ inf 4.73
P(V) {p,Y,XZ',Ji,Ti,llr/]i-,Wini}eq)('Y)p ( )

sendo ®(y) o conjunto de solugdes factiveis do Coroldrio 4.6 para v > 0 fixado. O valor de 7*

pode ser obtido por busca unidimensional, isto é p(y*) = inf,~ p(7). A seguir apresentamos

alguns exemplos para ilustrar a teoria desenvolvida neste capitulo.

4.4 Exemplos

Nesta secao, apresentamos trés exemplos para ilustrar a teoria desenvolvida. Dois deles
ja foram utilizados no capitulo anterior e sao baseados em proposigoes elaboradas em [Xie &
Wang, 2005] e [Geromel & Deaecto, 2009] e o terceiro foi retirado de [Lin & Antsaklis, 2008].
Mais especificamente, o primeiro consiste de dois subsistemas instaveis e nao-controlaveis em
tempo continuo que deve ser estabilizado considerando a atuacao conjunta do controlador e da
regra de comutacao. No segundo, que ilustra a teoria para o tempo discreto, mostramos e com-
paramos o comportamento do custo garantido H., em fungao de v, utilizando as condi¢oes mais
conservadoras apresentadas nos corolarios e, em funcao dos elementos de II € My, utilizando as
condicoes necessarias e suficientes fornecidas pelos teoremas. Para ambos os exemplos realizamos
o projeto via realimentacao de estado e de saida. No terceiro, comparamos a técnica desenvolvida
neste capitulo com a fornecida em [Lin & Antsaklis, 2008] referente ao projeto via realimentacao

de estado para sistemas em tempo discreto.

Exemplo 4.1 Consideramos o mesmo sistema tratado no Exemplo 3.1 com a equagao (4.1)

definida pelas matrizes (3.90) e a saida controlada (4.3) representada por dois critérios conflitantes

definidos em (3.91), com
1 0
, Gy = 4.74

Primeiramente, supondo que o estado esta disponivel para a realimentacgao, resolvemos o pro-

G, =

Realimentacao de estado

blema (4.21) com as condigoes do Corolario 4.2 e realizando uma busca unidimensional aproxi-

mada com relagao ao parametro . Obtivemos como resultado v* &~ 200, um custo garantido de
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Figura 4.1: Trajetérias do sistema em malha fechada (Realimentacao de estado)

p* =~ 10,92, matrizes definidas positivas

(4.75)

(3T 76|, 4448 T2
716 3929|077 | 724 3278

importantes para a implementacao da regra de comutacao (4.12) e os ganhos de realimentacao
associados
K, = [—22,04 —6,40} Ky = [—4,00 —18,42} (4.76)

A Figura 4.1 apresenta as trajetérias do estado z(t) e da entrada de controle u(t) em fungao do
tempo para w(t) = texp(—0,5t), V ¢t > 0. O custo verdadeiro obtido por simula¢do numérica
foi de ||z||3/||w||3 ~ 4,46 o que é muito menor do que o limitante superior de pior caso p(7*).
De fato, o custo verdadeiro leva em conta uma entrada particular dada e nao a entrada de pior
caso. As trajetorias apresentadas na Figura 4.1 comprovam a eficiéncia da técnica proposta para

o projeto via realimentagao de estado.

Realimentacao de saida

Agora, levando em conta que apenas a saida medida y, definida pelas matrizes (3.94) esta
disponivel para a realimentacao, resolvemos o problema (4.65) com as condigoes do Corolério
4.5. Este problema é bastante simples pois pode ser descrito em termos de LMIs quando v > 0
¢ fixado. Realizando uma busca unidimensional aproximada em relacao ao escalar ~y, obtivemos
como solucao v* ~ 500 que fornece p* ~ 137,09 e as seguintes fungoes de transferéncia para os

controladores dinamicos de ordem completa
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0.5 0
= o0 = 2
g ey
-4
-0.5
-6

15 20

Figura 4.2: Trajetorias do sistema em malha fechada (Realimentacao de saida)

8,74(s — 33,92) 10,48(s — 3,25)
1(s) (s2 4 15,505 + 60,74)’ 2(s) (s +0,80)(s + 43,75) (4.77)

Como ja mencionado, a realizacao no espacgo de estado destas fungoes de transferéncia é obri-

gatoéria tendo em vista a importancia da variavel interna Z(¢) para a determinacao de o(Z(t))
em cada instante de tempo. Logo, para (4.22)-(4.23) e adotando V' = I obtivemos as seguintes

matrizes

L 959 —440
? 440 23,32

essenciais para a implementagao da regra de comutagao (4.33). A Figura 4.2 mostra as trajetorias

(4.78)

o2 | 962 —466] o
! 466 2475 |

do sistema em malha fechada em fungao do tempo para a regra de comutacao o(z), submetidas
a mesma entrada externa do caso anterior. Os graficos da parte superior apresentam a esquerda
o estado do sistema x(t), a direita o estado do controlador Z(¢) e na parte inferior o esfor¢o de
controle u(t). Determinamos também que o custo verdadeiro foi de ||z||3/||w]||3 =~ 9,43 o que,
novamente, é menor do que o limitante superior de pior caso p(y*) mas, como esperado, maior
do que o mesmo indice fornecido pelo controle com realimentacao de estado.

Vale ressaltar que tanto para o projeto via realimentacao de estado como via realimentagao de
saida, as condigoes dos Corolarios 4.2 e 4.5, respectivamente, sao factiveis apenas para v > 16.

Para fins de comparacao, utilizamos as condicoes do Corolario 4.4 cuja busca unidimensional
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fornece o mesmo valor v* ~ 500 o que implica em um limitante superior de p* ~ 168,00, que
¢ maior do que o obtido anteriormente. Para este caso, as trajetérias dos estados x(t) e &(t),
bem como o esforgo de controle v podem ser encontradas em [Deaecto & Geromel, 2010] e sao
ligeiramente diferentes daquelas apresentadas na Figura 4.2. Este exemplo deixa claro a validade

e eficiéncia da teoria proposta. [ |

Outro exemplo que ilustra a validade da técnica proposta no Coroléario 4.5 foi inspirado no
exemplo de [Hespanha & Morse, 2002] e estd apresentado no Capitulo 6. Em linhas gerais ele
trata do controle do angulo de rolamento de uma aeronave obtido através da comutacao entre dois
controladores dinamicos. Desta forma, nosso objetivo é comparar a técnica empirica de [Hespanha
& Morse, 2002] com a apresentada nesta tese. Como serd observado, nosso método exige um
esfor¢o de controle bem inferior ao requisitado com a técnica de [Hespanha & Morse, 2002], além
de utilizar uma regra de comutacao que seleciona automaticamente, em cada instante de tempo,
o controlador mais adequado sem a necessidade de nenhuma interferéncia do projetista. Isto
ficard mais claro no Capitulo 6. A seguir, apresentamos alguns exemplos para ilustrar a validade

da teoria desenvolvida para sistemas a tempo discreto.

Exemplo 4.2 Consideramos o Exemplo 3.2 resolvido no capitulo anterior. Ele consiste em um
sistema LTI massa-mola com dois critérios conflitantes associados a saida controlada z. Logo,
utilizamos o sistema (4.1) definido pelas matrizes (3.98), com saida medida (4.2) definida por
(3.99) e saida controlada (4.3) dada por (3.100) com Gy = G2 = 0 de dimensoes compativeis.
Este sistema foi discretizado considerando um periodo de amostragem de 7y = 1. Como no
capitulo anterior, parametrizamos a matriz Il € M, presente nos Teoremas 4.2 e 4.5 por dois
escalares 0 < p < 1 e 0 < ¢ < 1 dispostos como em (3.101). Para comparar os resultados
obtidos utilizando as condi¢oes alternativas mais simples fornecidas pelos Corolarios 4.3 e 4.6
com os obtidos utilizando as condi¢oes necessarias e suficientes propostas nos Teoremas 4.2 e 4.5,
obtivemos o comportamento de p em relagao ao(s) parametro(s) em questao.

Na Figura 4.3, as duas curvas da esquerda mostram a evolugao de p em relagao ao escalar
~v e os dois graficos 3D da direita mostram o perfil de p em relacao aos escalares p e q. Os
graficos superiores referem-se ao projeto via realimentagao de estado e os inferiores ao projeto

via realimentacgao de saida. Para facilitar a comparacao a Tabela 4.1 fornece os valores dos custos

realimentacao | p, pn
estado 0,75 | 0,44
saida 3,98 | 1,51

Tabela 4.1: Custo garantido H.,

garantidos minimos para cada situacao, sendo p, seu valor obtido por busca unidimensional e
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Figura 4.3: Minimizacao de p

pr o valor fornecido considerando a busca de dois parametros p e ¢q. Analisando os valores da
tabela concluimos, como esperado, que os custos sao bem maiores para o caso de realimentagao
de saida, uma vez que somente a medida da posicao da massa xs(t) esta disponivel para a sintese
do controle dinamico. Comparando, ambas as colunas, chegamos a conclusao de que as condi¢oes
necessarias e suficientes fornecidas pelos teoremas, sempre que forem possiveis de resolver, sao
as mais indicadas. Entretanto, quando o numero de subsistemas aumenta esta tarefa torna-se
bastante dificil e os resultados apresentados nos corolarios, embora mais conservadores, sao os

numericamente viaveis.

Realimentacao de estado

Considerando o resultado do Teorema 4.2, obtivemos os seguintes resultados: matriz II* € M,
definida por p* = 0,15, ¢* = 1,00, um limitante superior de p* = 0,44, as seguintes matrizes
definidas positivas

11,34 —6,24 2,69 3,95

P - —6,24 34,14 —0,08 0,93 (4.79)
2,69 —0,08 4,08 1,90
3,95 093 1,90 7,32
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Figura 4.4: Trajetorias do sistema em malha fechada (Realimentacao de estado)

506 —2.81 253 2,61
—281 508 1,34 147

P= 7 ’ ’ ’ (4.80)
253 1,33 8,57 6,74

2,61 147 6,75 8,70

importantes para a implementacao da regra de comutagao e os ganhos de realimentacao de estado

K, =102 [—5,96 —19,77 —56,26 —47,80} (4.81)

Ky = 1072 [—4,71 1823 —55.16 —48,43} (4.82)

Para uma entrada externa de w(t) = e %%'sin(0,5¢) obtivemos as trajetérias apresentadas na
Figura 4.4. Para esta entrada em particular o custo verdadeiro obtido via simulacao numérica
foi de ||z]|3/||wl|3 ~ 0,35.

Realimentacao de saida

Considerando que apenas a posi¢ao da massa esta disponivel para a realimentacao e utilizando
as condigoes propostas no Teorema 4.5, obtivemos p* = 0, ¢* = 1, um limitante superior de

p* = 1,51 e as seguintes funcoes de transferéncia dos controladores dinamicos

—1,63(z — 0,82)(22 + 0,742 + 1,11)

Ki(2) =
12) = 3059902 + 0.16) (2 0,382 + 2.33)

(4.83)

—0,72(z — 0,82)(22 + 0,78z + 1,00)
(224 0,492 + 0,11)(22 + 0,29z + 1,26)

Ky(z) = (4.84)
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Figura 4.5: Trajetérias do sistema em malha fechada (Realimentagao de saida)

Novamente, lembramos que para fins de implementagao é importante utilizar a realizacao no

espago de estado destas funcoes de transferéncia como indicado em (4.58)-(4.60) de forma a

obter a variavel z que ¢ essencial para calcular a regra de comutagao em cada instante de tempo.

Obviamente, podemos obter diversas realizacoes através de uma escolha adequada da matriz de

transformagao de similaridade V. Assim, utilizando a realizac¢ao no espago de estado (4.58)-(4.60)

e adotando V' = I, determinamos

[2.72
. 3.88
Y, =10% |
1,10
12,56
1,41
. 1,80
Y, =10% |’
0,84
1,60

3,88
5,83
1,20
3,28

1,80
2,59
0,73
1,70

1,10
1,20
1,00
1,56

0,84
0,73
1,05
1,47

2,56
3,28
1,56
3,02

1,60
1,70
1,47

2,42

(4.85)

(4.86)

importantes para implementar o(z). A Figura 4.5 apresenta no topo as trajetérias de xo(t) e

Z5(t) e na parte inferior o esforgo de controle u(t) em fungao do tempo. Utilizando a mesma

entrada externa do caso anterior, obtivemos ||z||3/||w]3 ~ 1,10.
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Vale lembrar que o motivo dos custos verdadeiros serem bem inferiores aos garantidos tanto
para o projeto via realimentacao de estado quanto para o projeto via realimentagao de saida
deve-se ao fato dos custos garantidos levarem em conta a entrada externa de pior caso. Com este

exemplo, ilustramos a validade dos resultados para o dominio do tempo discreto. [ |

Comparando as simulacoes apresentadas neste capitulo com as do capitulo anterior para o
controle H,, notamos que as trajetorias obtidas referentes ao controle H,, apresentam tempo de
estabilizagao mais elevado, mas por outro lado, resultaram em uma magnitude menor da entrada
de controle u. Logo, os indices desempenho definidos no Capitulo 2 produzem o mesmo efeito das
normas Ho e H., para a funcao de transferéncia de um sistema LTI, ou seja, reduzem o tempo
de estabilizacao quando se trata de controle Hs e o esforco de controle no caso de controle H.
A seguir, vamos apresentar um exemplo retirado do artigo recente [Lin & Antsaklis, 2008] que

trata do projeto via realimentacao de estado para sistemas com comutacao em tempo discreto.

Exemplo 4.3 Considere dois subsistemas instaveis em tempo discreto definidos pelas matrizes

0,1166
’ ] (4.87)

o [L10s2 12234 —0,0572
! 0,0286

B C[13499 0 B
0 1,3499] " 71| o1166] 77 {06117 1,1052] 0

com Hy; = Hy = [1 1]’ e saida controlada dada por F; = Fy = [1 0] com F, Fy, G1 e G5 sendo
matrizes nulas de dimensoes compativeis. Aplicando as condigoes do Corolario 4.6 obtivemos

~v* = 0,22, o custo garantido p* = 2,53, as matrizes definidas positivas

287 —0,95 1,02 0,10
P = ' T, Py = (4.88)
—-0,94 0,48 0,10 0,39
e os seguintes ganhos de realimentacao de estado
Ki= (1163 —17.48], K> = |-1116 1.63] (4.89)

Na referéncia [Lin & Antsaklis, 2008] o mesmo problema foi resolvido utilizando um método
baseado em BMIs'. Este método é caracterizado pelo produto de diversas varidveis escalares
e matriciais, cuja solucao é obtida através da discretizacao exaustiva no espago de parametros
definido pelos escalares desconhecidos acoplados a rotinas disponiveis para a solucao de LMIs.
O valor do custo obtido em [Lin & Antsaklis, 2008] foi de p* = 2,73. Nosso problema é mais
simples uma vez que depende da busca unidimensional de apenas um escalar v e a solucao de um

conjunto de LMIs e, além disso, forneceu um custo garantido menor p* = 2,53. Considerando as

!do inglés Bilinear Matrix Inequalities
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condigoes do Teorema 4.5 que envolve a busca de dois escalares (p,q) dispostos como apresentado
em (3.101), obtivemos para p* = 1 e ¢* = 0 um custo garantido de p* = 1,04, que é bem
inferior ao obtido em [Lin & Antsaklis, 2008]. Assim, podemos concluir que para este exemplo
em particular, a técnica proposta, baseada nas condigoes do Corolario 4.6 e do Teorema 4.5,
mostrou-se mais simples de resolver e, além disso, forneceu resultados melhores do que o obtido

utilizando o método proposto em [Lin & Antsaklis, 2008]. u

4.5 Consideracoes finais

Neste capitulo, tratamos da sintese de controle H,, via realimentacao de estado e de saida.
Mais especificamente, nosso objetivo foi desenvolver um procedimento para projetar simultane-
amente uma regra de comutacao e controladores dinamicos de ordem completa (para o caso de
realimentagao de saida) ou estdticos (para o caso de realimentagao de estado) de forma a as-
segurar um limitante superior para o ganho L, entre a entrada exdgena e a saida controlada,
para ambos os dominios de tempo. Tanto para a realimentacao de estado como para a reali-
mentacao de saida, a técnica proposta permitiu a obtencao de condigoes necessarias e suficientes
para impor a factibilidade das desigualdades de Riccati-Metzler. Ademais, no dominio de tempo
continuo para o caso de realimentacao de saida, apresentamos também uma técnica de projeto
baseada na estratégia de lineariza¢ao proposta em [Geromel et al., 2008] que forneceu a solugao
do problema, infelizmente, com a introducao de um certo grau de conservadorismo na estrutura
das desigualdades. Neste contexto, os resultados baseados em condigoes necessarias e suficientes
sa0 a0 nosso ver importantes para a sintese de controle para sistemas com comutacao em tempo
continuo e discreto. Na nossa opiniao, esta afirmacao tem ainda maior impacto no caso de projeto
via realimentacao dinamica de saida pela completa falta de resultados alternativos presentes na
literatura. Tendo em vista a dificuldade na solugao numérica, restringimos as matrizes de Metzler
a uma subclasse composta pelos mesmos elementos na diagonal principal e propusemos condi¢oes
alternativas que podem ser resolvidas através de uma busca unidimensional e a solu¢cao de um
conjunto de LMIs. A validade e a eficiéncia dos resultados propostos foram ilustrados através de
exemplos. Em um deles a técnica apresentada nesta tese foi comparada com a desenvolvida em
[Lin & Antsaklis, 2008], somente para o caso de sintese via realimentagao de estado, e os valores
de custos obtidos mostraram que nosso método é mais simples de resolver bem como fornece

melhores resultados.



Capitulo 5
Projeto de Controle Robusto

Nos capitulos anteriores estabelecemos procedimentos para o projeto de controle via realimen-
tagao de estado ou via realimentagao dinamica de saida para sistemas lineares com comutacao,
assegurando um custo garantido Hs ou H., de desempenho. Neste capitulo, nosso objetivo con-
templa apenas o controle H, via realimentacao de estado, mas considerando sistemas sujeitos a
incertezas paramétricas que podem ser de dois tipos, a saber, limitadas em norma ou politopicas.

Basicamente, vamos generalizar os resultados de estabilidade do Capitulo 2 para tratar o
projeto de controle robusto para sistemas com comutacao e estendé-los de forma a obter a sintese
conjunta via realimentacao de estado de uma regra de comutacao e de ganhos matriciais que
assegurem a estabilidade e um custo garantido H, de desempenho. Para sistemas com incertezas
limitadas em norma, estas condicoes sao obtidas para ambos os dominios de tempo e, como
serd discutido posteriormente, sao validas mesmo se a estrutura do parametro incerto possuir
representacao do tipo linear fraciondria LFT!.

Para sistemas politopicos nao encontramos na literatura nenhuma solucao para o problema
de projeto aqui proposto. Considerando apenas o estudo de estabilidade, a referéncia [Zhai
et al., 2003] propoe uma regra de comutagao estabilizante para sistemas a tempo continuo e
a tempo discreto. Entretanto, esta regra é baseada em condicoes de estabilidade quadraticas,
nao leva em conta nenhum critério de desempenho e limita-se a sistemas contendo apenas dois
subsistemas (N = 2). Utilizando os conceitos preliminares apresentados no Capitulo 2, esta-
belecemos condi¢oes menos conservadoras validas para um numero arbitrario de subsistemas.
Estes resultados sé foram possiveis gracas ao emprego de matrizes de Metzler dependentes de
parametros que possuem uma estrutura especial a ser definida posteriormente. Infelizmente, para
o tempo discreto nao encontramos uma estrutura adequada para estas matrizes e, portanto, a

sintese de controle robusto com comutacao para o tempo discreto permanece um problema em

Do inglés Linear Fractional Transformation
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aberto. Uma importante caracteristica dos resultados obtidos é a possibilidade de trabalhar com
sistemas politdopicos variantes no tempo. Neste contexto, a técnica proposta pode ser utilizada
como alternativa para o projeto de controle de sistemas LPV?, mas com a vantagem de nao exigir
que o parametro incerto seja medido a cada instante de tempo.

Como anteriormente, as condicoes obtidas sao baseadas nas desigualdades de Lyapunov-
Metzler que podem ser descritas em termos de LMIs e um escalar positivo. Os resultados deste

capitulo também estao disponiveis em [Geromel & Deaecto, 2009] e [Deaecto & Geromel, 20095].

5.1 Formulacao do problema

Nesta se¢ao, vamos especificar o problema a ser resolvido para o controle de sistemas lineares
sujeitos a incertezas paramétricas. Ou seja, vamos mostrar como é possivel projetar um controle
com comutacao que tenha um desempenho melhor do que o controle robusto classico definido a
partir de um tnico ganho de realimentacao. A especificacao serd realizada considerando as duas
classes de incertezas mencionadas anteriormente, isto é, as incertezas limitadas em norma e as

incertezas politopicas.

5.1.1 Incertezas limitadas em norma

Considere um sistema linear sujeito a incertezas limitadas em norma com a seguinte realizagao

no espaco de estado

hox(t) = Ax(t)+ Byg(t) + Bu(t) + Hw(t), (0) =0 (5.1)
v(t) = Cux(t) + Dyg(t) + Dyu(t) (5.2)
2(t) = FEuxz(t) + Fu(t) (5.3)
g(t) = Awv(t),AeA (5.4)

sendo x € R™ o estado, u € R™ o controle, w € R"™ a entrada externa e z € R"* a saida
controlada. Os vetores v(t) e g(t) sdo varidveis internas de dimensoes compativeis. A matriz A

corresponde a incerteza paramétrica e pertence ao conjunto A definido por
A = {A g REm@xdim) A, < 1} (5.5)

O sistema (5.1)-(5.4) com A € A representa um modelo cldssico de projeto de controle robusto.

De fato, para xz(t) disponivel para a realimentagao, a literatura propoe alguns métodos para

2Do inglés Linear Parameter Varying
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resolver o problema de sintese de controle, como por exemplo, aqueles baseados na determinacgao
de um unico ganho de realimentagao de estado cujo objetivo é estabilizar o sistema em malha
fechada e assegurar um custo garantido valido para todo A € A. Uma outra possibilidade
foi proposta nos artigos [Skafidas et al., 1999], [Savkin, Sakafidas & Evans, 1999] e consiste na
determinacao de uma regra de comutagao de tal forma que ao atuar em um conjunto de ganhos de
realimentacao de estado dados assegura a estabilidade assintética do sistema em malha fechada.
Entretanto, o fato dos ganhos de realimentacao de estado serem dados a priori dificulta e limita
o projeto da fungdo de comutagdo o(-). Além disso, naquelas referéncias nenhum critério de
desempenho é adotado. O projeto conjunto de uma regra de comutacao e de um conjunto de
ganhos de realimentagao de estado foi tratado em [Ji, Wang & Xie, 2005a] mas, assim como nas

duas referéncias anteriores, utilizando apenas condigoes baseadas em estabilidade quadratica.

Nosso objetivo é fornecer condigoes menos conservadoras para ambos os dominios de tempo
que nos permitam determinar uma regra de comutagao o(-) : + € R™ — K e um conjunto de
ganhos de realimentagao de estado { K7, -+ ,Ky} que minimizem um limitante superior do custo

funcional H, definido por

JZ(Kla'“ 7KN7J) :IAneai(;HZk@)H% (56)

sendo zi(t) a saida correspondente a um impulso aplicado no k-ésimo canal de entrada externa,
ou seja w(t) = d(t)ex (caso continuo) ou w(t) = d(t + 1)e, (caso discreto) com ey representando

a k-ésima coluna da matriz identidade n,, x n,,. A lei de controle é expressa na forma
u(t) = Ko@w)x(t) (5.7)

e deve ainda assegurar a estabilidade assintética global do sistema em malha fechada. Podemos
notar que para um sinal de comutacao arbitrario mas constante o(t) = i para todo t > 0 o
indice (5.6) se iguala ao méximo com relagdo a A € A do quadrado da norma H, da fungao
de transferéncia do subsistema i € K, da entrada w para a saida z. Ademais, particionando as

matrizes
/

/
E:[E{ EH,F:[F{ Ry (5.8)
a saida z passa a ser definida por N pares de matrizes (E;,F;), Vi € K que podem ser utilizados
para definir critérios diferentes e possivelmente conflitantes. Assim, o problema em questao
esquematizado na Figura 5.1 pode ser interpretado como um problema de controle H, multi-
objetivo. A seguir, apresentamos a modelagem e formulagao do problema no contexto de sistemas

politopicos.
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Sistema

w Incerto T

Ky N

Figura 5.1: Esquema de controle

5.1.2 Incertezas politépicas

Vamos considerar um sistema politopico descrito pela seguinte equacao no espaco de estado
&(t) = Axz(t) + Bau(t), z(0) = xg (5.9)

sendo z € R™ o estado e u € R™ a entrada de controle. O par de matrizes (Ay, B)) de dimensoes

compativeis sao tais que
N

(Ax,By) =Y _\i(4;, By) (5.10)

j=1
sendo os que pares (A;, B;) para todo j € K sdo matrizes conhecidas e o vetor de incertezas

A=A, ,An] € RY pertencente ao simplex unitério A definido por

N
A:{)\GRN:)\jZO,Z)\jzl} (5.11)
j=1

No contexto de sistemas LPV', veja [Apkarian & Gahinet, 1995] para maiores detalhes, é impor-
tante destacar que o parametro A em (5.10) é variante no tempo, ou seja, A = A(t) € A para todo
t > 0. Neste caso, o objetivo é determinar um ganho de realimentacao de estado K de forma

que utilizando a entrada de controle u(t) = Kyyx(t), o sistema em malha fechada

#(t) = (Ao + BawFaw)x(t) (5.12)
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seja globalmente assintoticamente estavel. De posse dos resultados disponiveis em [Geromel &

Korogui, 2006] o seguinte lema pode ser provado.

Lema 5.1 Se existir uma matriz simétrica definida positiva S € R™ ™  matrizes simétricas

Q; € R"*" ¢ matrizes Y; € R™*™ para todo i € K satisfazendo

para todo i,j € KxK, entdo o ganho LPV dado por K, = YS! torna o sistema (5.9) globalmente

assintoticamente estavel.

Prova: Multiplicando (5.13) sucessivamente por A; > 0, A; > 0 e somando para todo i € K e
j € K, obtemos
A\S+ B\Y\+ SA, + Y, B, <0 (5.14)

valido para todo A € A. Logo, multiplicando ambos os lados de (5.14) por S~ = P e rearranjando

0s termos vem

(A)\—FB)\K)\)/p—i—P(A)\—i—B)\K)\) <0 (515)

Portanto, a prova segue da fungao de Lyapunov quadratica v(x) = 2’ Pz pois 0(x) < 0 para todo
x#0¢eR"™. [
Dois pontos devem ser levados em consideracao. O primeiro é que as matrizes (1, - -+ ,QQ y po-

dem ser interpretadas como variaveis de folga e sao importantes para reduzir o conservadorismo.
O segundo ¢é que a implementacao do controle LPV expresso por u(t) = Kypx(t) exige que o
parametro \(¢) seja medido em cada instante de tempo. Isto nem sempre é possivel, o que reduz
a aplicabilidade desta técnica. Além disso, a matriz P nao pode ser dependente de parametro, a
menos que a sua derivada em relacio ao tempo P(\(t)) seja incluida nas condicoes de estabilidade.

Por exemplo, substituindo (5.13) por
A;Si+ ByY; + SiA, +Y/B 4+ Q; — Q; < 0 (5.16)
com S; > 0 para todo i,j € K x K, depois de algumas manipulagoes algébricas, obtemos
(Ax + BAK(A\))'P(A) + P(M\)(Ay + BAK(\) <0 (5.17)

sendo que K = YAS/\_1 e P(\) = S;l dependem nao linearmente do parametro incerto A € A.

Entretanto, a estabilidade assintdtica nao pode ser assegurada pois a desigualdade (5.17) nao
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implica que a derivada no tempo de v(x) = 2/P(A(t))z seja negativa. A inclusao do termo
dependente de P(\(t)) naturalmente impde alguma limitacao sobre || A(¢)|| e, geralmente, implica

que P(\) = P para todo A € A sempre que |[A(t)]| é ilimitada.

Desta forma, mostramos em seguida que as condigoes (5.16) com as restrigoes adicionais

Qi —Qi=v (SiSj_lSi -5 (5.18)

para todo i¢,j € K x K e v > 0, as quais novamente podem ser escritas em termos de LMIs,
asseguram a existéncia de um conjunto de ganhos de realimentacao de estado e uma regra de

comutagao o(t) com as seguintes propriedades:

e O sistema em malha fechada variante no tempo é globalmente assintoticamente estavel sem

que nenhuma exigéncia seja feita sobre a magnitude da derivada no tempo de A(t) € A.

e A entrada de controle u(t) = K,z (t) ndo depende explicitamente do parametro A(t) € A,

0 que permite a sua implementacao sem a necessidade de medi-lo.

O esquema de controle é idéntico ao especificado no caso anterior e esta apresentado na Figura

5.1. Ele leva em conta um modelo mais geral do que aquele apresentado em (5.9), ou seja

: — B+ P (5.20)

com entrada externa dada por w(t) = d(t)ey € R™ e z(t) € R"™ sendo a saida controlada.
Também neste caso, nosso objetivo principal é determinar uma regra de comutacdo o(-) : = €
R™ — K e um conjunto de ganhos de realimentacao de estado {K7,--- ,Ky} de tal forma a

minimizar um limitante superior do custo

Jo(Ky,---  Ky,o) = max > |lz(0)]3 (5:21)
k=1

A(t)eA

sendo z; a saida correspondente a aplicacao do impulso no k-ésimo canal. Podemos observar que
para A(t) = A € A e 0 = i € K constantes para todo ¢t > 0, o custo (5.21) se iguala ao maximo
com relagao a A € A do quadrado da norma H, da funcao de transferéncia da entrada w para a

saida controlada z.
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5.2 Sistemas sujeitos a incertezas limitadas em norma

Nesta secao, aplicamos os resultados de estabilidade propostos no Capitulo 2 para tratar
do controle robusto de sistemas com comutacao sujeitos a incertezas limitadas em norma e,
posteriormente, generalizamos estes resultados para resolver o problema de sintese de controle

levando em conta ambos os dominios de tempo.

5.2.1 Controle robusto

Considere um sistema com comutacao sujeito a incertezas limitadas em norma descrito pelas

seguintes equacoes no espago de estado

t
t
t
t

hox(t) = A,wx(t)+ Byowg(t), x(0) = xo (5.22)
) = t)ﬂf(t) + Dyo)9(t) (5.23)
) = Eowz(t) (5.24)
) = Au(t),AeA (5.25)

1

I

(
(
(
9(
onde as matrizes (A;, By, Ci, Dgi, E;),i € K possuem dimensoes compativeis e sao conhecidas.

Podemos notar que por simples manipulagoes algébricas as varidveis internas (v,g) podem ser

eliminadas fazendo com que o sistema (5.22)-(5.25) possa ser representado alternativamente por

hox(t) = (A, + By(I —AD,) 'AC,)z, 2(0) = 29, A € A (5.26)
2(t) = Esmz(t) (5.27)

o que evidencia a dependéncia fracional da realizacao no espago de estado em relagao a A € A,

sempre que Dy; # 0 para algum ¢ € K.

Teorema 5.1 Para o sistema (5.22)-(5.25), a regra de comutacdo o(x) = arg mineg 2’ Pix é
globalmente estabilizante e a desigualdade ||z||3 < min;ex 24Py € vdlida se as sequintes afir-

magoes forem satisfeitas:

1. Tempo continuo: FExistirem matrizes P; > 0 para todo 1 € K e uma matriz de Metzler
IT € M, satisfazendo as desigualdades de Riccati-Metzler

AP, +PA +PFP,, e o o
B, P; —1 e o
C; Dy —1 e

E; 0O 0 =1

<0,ieK (5.28)
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2. Tempo discreto: FExistirem matrizes P; > 0 para todo v € K e uma matriz de Metzler
IT € My satisfazendo as desigualdades de Riccati-Metzler

P, ° e o o
0 1 e o o
P,A; P,B, P, e e | >0,i€K (5.29)
C; Dy 0 [ e
E; 0 0 0 I ]

Prova: Utilizando a fungao de Lyapunov quadratica por partes v(x) = min;ex ' Pz, definimos o
conjunto I(x) = {i € K : 2/Px = v(z)} e consideramos que para algum instante de tempo ¢ > 0
a regra de comutagao é dada por o(t) =i € I(x(t)). Iniciando pela prova da parte continua,

temos que a derivada de uma trajetéria qualquer do sistema satisfaz, [Geromel & Colaneri, 20064

DYo(z(t)) = éerlr(lgicr(lt))x(t)’ (ALPy + P A;) x(t) + 2x(t) PiByig(t)
[x(t) [ AP+ PA; o x(t)] 5.30)
o) B.p ol g '

Por outro lado, levando em conta que v(t) = C;z(t) + Dyig(t), a condicao A’A < I permite-nos

obter as seguintes desigualdades

5ol
g9(t)

Logo, aplicando o complemento de Schur sucessivamente em relacao as duas ultimas linhas e

CiCi * ] [ z(?) ] >0 (5.31)

colunas de (5.28) e rearranjando os termos temos

BP0

C{CZ [

Ppi —i-EZZ?Z [
0 0

(5.32)

Multiplicando (5.32) de ambos os lados, pela esquerda pelo vetor [z(t)" g(t)'] e pela direita
pelo seu transposto, de (5.30) e (5.31) podemos concluir que DTw(x(t)) < —=z(t)'z(t) pois
Z;.Vzl mj;x(t) Pjx(t) > 0 como uma consequéncia de i € I(x(t)), e II € M.. Integrando esta
desigualdade de ambos os lados de t = 0 a t — oo, levando em conta que v(z(c0)) = 0 pois o
sistema ¢ assintoticamente estavel e que ele evolui de uma condicao inicial z(0) = zg, verificamos

que a desigualdade ||z||3 < min;ex 2 Piro é satisfeita.
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A prova da parte discreta é similar. Considerando v(x) = min;ex @' P;x = minyep @' Pz e que

IT € My, ou seja, [my; -+ 7| € A, temos que para uma trajetéria qualquer do sistema, as

x(t)]
g(t)

z(t)] (5.33)

seguintes desigualdades sao satisfeitas

!/

x(t)
9(t)
apA B e

B,PyA;  BlPyBy

A;P)\AZ - Pz L]

x(t+1)) —v(z(t)) = min
v(a(t+1)) = v(a(t)) ! [ By P\Ai By P\By;

AEA
[x(t)
g(t)

Por outro lado, aplicando o complemento de Schur sucessivamente em relagao as trés tultimas

g9(t)

linhas e colunas de (5.29), podemos rearranjar os termos da seguinte forma

A;szAz - Pz [ ]

CZICZ [ ]
D,C; D)Dy — 1

E,ZEZ [ ]
0 O

(5.34)

Multiplicando (5.34) de ambos os lados, pela esquerda pelo vetor [z(t)" g(t)'] e pela direita pelo
seu transposto, de (5.31) e (5.33) podemos concluir que v(xz(t + 1)) — v(z(t)) < —z(t)'2(t).
Somando ambos os lados desta desigualdade de ¢t = 0 a t — oo, obtemos ||z]|3 < min;ex 2 Pizo
pois v(z(c0)) = 0, como uma consequéncia da estabilidade assintética do sistema, e v(x(0)) =

min;eg z( Pz, 0 que prova o teorema proposto. [

Parall =0 € M.oull = I € My, as desigualdades de Riccati Metzler admitem uma solugao
P; > 0, i € K se e somente se

| v

para cada ¢ € K. Como ja discutido na Subsec¢ao 2.1.2 nenhuma propriedade de estabilidade é

&

(sI — A;) "By + <1 (5.35)

7
00

exigida de cada matriz A;, ¢ € K como uma condigao necesséaria para a validade do Teorema 5.1.
Ademais, este teorema garante a estabilidade do sistema mesmo em caso de modos deslizantes.
Este fenomeno pode ocorrer sempre que o conjunto [ (x(t)) possuir mais de um elemento.
Outro ponto interessante que podemos destacar é que as condi¢oes obtidas possuem estruturas
idénticas aquelas do capitulo anterior referentes ao projeto de controle H., via realimentacao de
estado para p = 1, mas diferente daquele capitulo, o critério utilizado aqui é do tipo Hs. Desta
forma, podemos dizer que o teorema apresenta uma solu¢ao para um problema misto Ho/H oo .
Além disso, a mesma nao linearidade caracterizada pelo produto de variaveis {II,P;, - -- , Py}, com

a qual tivemos que lidar nos capitulos anteriores, esta também presente nas condicoes do teorema.
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Novamente, seguindo a proposta de [Geromel & Colaneri, 2006a] ¢ [Geromel & Colaneri, 20060
recorremos a condigoes alternativas mais simples obtidas utilizando matrizes de Metzler com os

mesmos elementos na diagonal principal.

Corolario 5.1 As condigoes do Teorema 5.1 continuam vdlidas se as sequintes afirmagcoes forem

verdadeiras:

1. Tempo continuo: Existirem matrizes P; > 0 para todo i € K e um escalary > 0 satisfazendo

as desiqualdades modificadas de Riccati-Metzler

AP+ PA+~P,—P) o o o
B;]iPZ- —1 e °
C; Dy —1 o

E; 0 0 -1

<0,i#£jeKxK (5.36)

2. Tempo discreto: FExistirem matrizes P; > 0 para todo i € K e um escalar 0 < v < 1

satisfazendo as desigualdades modificadas de Riccati-Metzler

P, ° e o o
0 I e o o
R”AZ Ringi Rij e o >0, 1 7é] e KxK (537)
E. 0 0 07|
com R;; =P, + (1 —~)P;.
Prova: Similar aquelas de [Geromel & Colaneri, 2006a] e [Geromel & Colaneri, 20065]. ]

Embora sejam condi¢oes mais conservadoras, elas mantém intactas as mesmas caracteristi-
cas intrinsecas das condicoes do Teorema 5.1, ou seja, asseguram estabilidade e nao exigem que
nenhuma das matrizes dos subsistemas sejam Hurwitz. Por serem mais faceis de resolver nu-
mericamente elas sao utilizadas para a obtencao das condig¢oes de projeto via realimentagao de

estado que apresentamos na proxima subsecao.

5.2.2 Projeto de controle com comutagao

Retomando o problema especificado anteriormente, desejamos projetar uma regra de comu-

tagao junto com um conjunto de ganhos de realimentacao de estado {Kj,--- Ky} de forma a
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assegurar estabilidade e um custo garantido Hy de desempenho. Levando em conta o particiona-
mento proposto em (5.8) e conectando a entrada u(t) = K,u@)x(t) em (5.1)-(5.4), obtemos o

sistema em malha fechada

t
t
t
t

hox(t) = (A+ BK,)x(t)+ Byg(t) + Hu(t), z(0) =0 (5.38)
) = (C+DuJ,)x(t) + Dyg(t) (5.39)
) = (Es+ F,K,)x(t) (5.40)
) (5.41)

= Au(t),Aec A

1

IS

(
(
(
9(
Lembrando que a entrada externa é do tipo impulsiva, isto é, w(t) = 6(t)ex para o caso de tempo
continuo ou w(t) = §(t + 1)ex para o caso de tempo discreto, sendo e, a k-ésima coluna da
matriz identidade n,, X n,, este sistema pode ser representado alternativamente por um outro
equivalente composto pelas mesmas equagoes com w(t) = 0 e condigoes iniciais xg = Heg. Ou em
outras palavras, (5.38)-(5.41) pode ser escrito de forma equivalente a (5.22)-(5.25) e, portanto,
o Teorema 5.1 pode ser generalizado para tratar o problema de sintese em consideracao, mas

levando em conta o custo funcional Hs apresentado em (5.6). O préximo teorema apresenta esta

generalizacao.

Teorema 5.2 A regra de comutacdo o(x(t)) = argminex x(t)'S; 'z (t) e os ganhos de reali-
mentacao de estado K; = Y}S{l para todo i € K fazem com que a origem x = 0 do sistema
em malha fechada (5.38)-(5.41) seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel

satisfazendo
Jo(Ky, - Kn,0) < miﬂgtr(H’S{lH) (5.42)
1€

se as sequintes afirmacoes forem verdadeiras:

1. Tempo continuo: Fxistirem matrizes simétricas S;, matrizes Y; para todo i € K e uma
matriz de Metzler I € M, satisfazendo as desigualdades de Riccati-Metzler

H{AS; + BY;} + 0L, 7Ty o o o

B’ —1 ,
g <0,ieK (5.43)
CSZ + DUY; Dg —1 ®
E;S; + F}Y; 0o 0 -=I
Tij+S; o .,
> 0,1 e K x K 5.44
s Sj] #J (5.44)

2. Tempo discreto: Fxistirem matrizes simétricas S;, matrizes Y; para todo i € K e uma
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matriz de Metzler 11 € My satisfazendo as desigualdades de Riccati-Metzler

S,- ° e o o
0 I e e o
AS;+BY; B, V; e e| >0,icK (5.45)
CS;+D,Y; D, 0 I
| EiSi+FY;, 0 0 0 I}
>0,i,j e Kx K (5.46)
Ji Sj

com V; = J; + J! — Zjvzl iy

Prova: A prova da primeira parte é similar aquela do Teorema 3.1 e, portanto, esta apresentada
aqui apenas em linhas gerais. Assumimos que as desigualdades (5.43) e (5.44) sdo satisfeitas.
Aplicando o complemento de Schur em relacao a ultima linha e coluna de (5.44), obtemos T;; >
SiSj’ 1S, — S;. Multiplicando esta desigualdade de ambos os lados por 7j; e somando para todo
j # 1€ KxK temos .
> miTy > SiSuS: (5.47)
ji=1
pois IT € M.. Utilizando (5.47) concluimos que se (5.43) ¢é satisfeita entdo o mesmo ocorre para
(5.28). Para esta verificagao, basta multiplicar ambos os lados de (5.28) por diag{P;',I,I,I}
com PZ-_1 = S; e P,; = S, substituindo as matrizes (A;,C;,E;) pelas correspondentes em malha
fechada (A + BK;,C + D,K;,E; + F;K;). Desta forma, a prova da primeira parte esté concluida
pois decorre dos resultados a tempo continuo do Teorema 5.1.
A prova da segunda parte segue os mesmos procedimentos realizados na prova do Teorema
3.2. Assumindo que (5.45) e (5.46) sejam factiveis, aplicando o resultado do Lema A.1 e o
complemento de Schur em relagao a ultima linha e coluna de (5.46) temos, como mostrado em

(3.28), que a desigualdade
N
-1
j=1

¢ verificada. Portanto, de (5.48) se as desigualdades (5.45) sao factiveis, o mesmo ocorre com
as desigualdades (5.29). Esta afirmacao pode ser comprovada multiplicando ambos os lados de
(5.29) por diag{ﬂ_l,],ijl,],]} e substituindo as matrizes (A;,C;,E;) pelas matrizes em malha
fechada (A + BK;,C + D,K;,E; + F;K;). Com isto concluimos a prova da segunda parte em

decorréncia dos resultados a tempo discreto do Teorema 5.1. Por tultimo, lembrando que o
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sistema (5.38)-(5.41) pode ser escrito de forma equivalente a (5.22)-(5.25) com xy = Hey, para

todo k=1,--- ,n,, temos

Fo(Kr o Kyv,o) <) max (b3
k=1

< min(Hey) P;(Hey,)
i€K
k=1
< min Y (He) Pi(Hey)
ieK £
< miﬂgtr(H'P,-H) (5.49)
1€

onde a primeira e terceira desigualdades seguem das propriedades dos operadores maximo e

minimo aplicados a soma, e a segunda vem do custo garantido do Teorema 5.1. [

A seguir, apresentamos as condicgoes alternativas mais utilizadas para o projeto de controle

devido a sua maior facilidade de implementacao numérica.

Corolario 5.2 As condigoes do Teorema 5.2 continuam vdlidas se as sequintes afirmacgoes forem

verdadeiras:

1. Tempo continuo: FExistirem matrizes simétricas S;, matrizes Y; para todo i € K e um

escalar v > 0 satisfazendo as desigualdades modificadas de Riccati-Metzler

(H{AS;+BY;} —~S; o e e o |
Bé] —1 e ° °
CS; + D,Y; D, —I o o | <0i#jeKxK (5.50)
E:S; + FY; 0 0 —I e
A vS; 0 0 0 -5

2. Tempo discreto: Existirem matrizes simétricas S;, matrizes Y; para todo i € K e um escalar

0 <~ <1 satisfazendo as desigualdades modificadas de Riccati-Metzler

[ S; ° ° o of
0 I ° ° o
AS;+BY;, B, Ji+J/ —R; e | >0,i#jecKxK (5.51)
¢S, +D,Y; D, 0 I
| ES; +FY; 0 0 0 I
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Tj °

>0,i,j e Kx K (5.52)
Ji Sj

sendo R;; = ~vT; + (1 — v)1; para todo i # j € K x K.

Prova: A prova é idéntica as apresentadas nos Corolarios 3.2 e 3.3 e, portanto, sera omitida. m

O custo garantido minimo pode ser obtido utilizando as condi¢oes do Corolario 5.2. Por

exemplo, para o tempo continuo, podemos resolver o seguinte problema de otimizacao convexa

’yirol,iirelK . ’iSI}Vf}eq)(w) tr(H'S; ' H) (5.53)
sendo ®(7) o conjunto de todas as solugoes factiveis de (5.43) para v > 0 fixado. Posteriormente,
uma busca unidimensional em relagao ao parametro v é realizada para a obtencao de seu valor
6timo. A minimizacao externa é determinada por simples comparacao dos custos correspondentes
para cada i € K. Podemos notar que de acordo com o resultado apresentado, nenhuma dificuldade
adicional surge do fato de D, # 0, indicando que o mesmo ¢ vélido mesmo se as incertezas

possuirem representacao do tipo linear fracionaria.

5.3 Sistemas politépicos

A seguir, apresentamos condi¢oes para o controle robusto de sistemas politépicos com co-
mutacao e as generalizamos para tratar do problema de sintese via realimentacao de estado. O
controle robusto desta classe de sistemas ja foi tratado em [Zhai et al., 2003] para ambos os
dominios de tempo, mas utilizando condigoes baseadas em estabilidade quadratica e restringindo
o nimero de subsistemas a dois. No nosso caso, desejamos obter condi¢oes mais abrangentes
considerando um numero arbitrario de subsistemas (modos). Como veremos, o ponto chave para
a obtencao deste resultado é a utilizacao de uma matriz de Metzler com uma estrutura depende

do parametro A € A.

5.3.1 Controle robusto

Nesta subsec¢ao, nosso objetivo é determinar uma regra de comutagao estabilizante para sis-

temas politopicos descritos pelas seguintes equagoes no espaco de estado

#(t) = Ayz(t), 2(0) = o (5.54)
) = Ea(t) (5.55)
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para algum 0 € K, A € A, E, € {Ey,--- ,En} e matriz A,, dada por
N
Aso =Y NAj, (5.56)
j=1

onde o primeiro sub-indice refere-se ao vértice do politopo e o segundo a regra de comutacao.
Como ja mencionado, o ponto chave para a obtencao das condigoes de estabilidade é utilizar
uma matriz de Metzler dependente do parametro desconhecido, isto é, II(A) : A — R¥*N cujos

elementos sao definidos por

L ’7)‘j ) ]7&@

com 7y > 0. Podemos verificar que eles constituem elementos de uma matriz de Metzler II(\) €
M, para todo A € A. De fato, pela defini¢ao (5.57) todos os elementos fora da diagonal principal

sao nao-negativos e as identidades

domiN) = D +Ni-1)
=1 jAi=1
e
o (5.58)

sao verificadas para cada i € K e todo A € A. Além disso, utilizando II(\) € M. definida em
(5.57), temos que as igualdades

N N
D omiNP = 7 ) NP+ — DE
j=1

ji=1

N
= 7Y NP —P,
j=1
N
= 7Y NP - P) (5.59)
j=1

sao verdadeiras para cada i € K e todo A € A. Este é um resultado fundamental para o projeto de
controle robusto em questao e que tornou possivel a obtencao das condigoes que apresentaremos

no proximo teorema.
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Teorema 5.3 Se existirem matrizes simétricas P; > 0 para todo i € K e um escalar v > 0

satisfazendo as desigualdades de Lyapunov-Metzler

AP+ PAj +v(P— F) e

<0,ijeKxK 5.60
E _I 0] (5.60)

entdo a regra de comutagdo o(x(t)) = argmineg x(t) Pz (t) é globalmente estabilizante e a de-

sigualdade ||z||3 < mineg xf Pixg € vdlida.

Prova: Assuma que as matrizes simétricas P; para todo ¢ € K sao solucoes das desigualdades
(5.60) para algum v > 0. Logo, aplicando o complemento de Schur em rela¢ao a ultima linha
e coluna de (5.60), multiplicando o resultado por A; > 0 e somando para todo j = 1,--- N,
obtemos
N
WP+ PA+7) NP = P) + EE; <0 (5.61)
j=1
Finalmente, uma vez que (5.61) vale para todo A € A, utilizando o resultado apresentado em

(5.59), verificamos que o mesmo ocorre para

N
WP+ PAy + Y (AP + E/E; < 0 (5.62)

j=1
com i € K, II(A) € M, e A € A. Assim sendo, a prova decorre do Teorema 2.2. ]

Um ponto interessante sobre o resultado que acabamos de apresentar ¢ que as desigualdades
(5.60) devem ser satisfeitas para todo 7,j € K x K inclusive para i = j. Isto implica que uma
condi¢ao necessaria para a factibilidade das mesmas é que A;; seja Hurwitz para todo i € K.
Em outras palavras, esta condigao significa que para cada ¢ = 1 € K, deve existir pelo menos
um vetor A € A (no caso A = ¢;) de forma que A,, obtida da combinacao convexa Zjvzl NjAjs
seja estavel, isto é, nenhuma regra de comutacao estabilizante é obtida se para algum o € K a
combinagao convexa Zjvzl AjAj, € instavel para todo A € A. Destacamos que o resultado do
teorema continua valido no caso em que A € A for variante no tempo como uma consequéncia

do fato de que a fungao de Lyapunov utilizada (2.11) nao depende explicitamente de A(t) € A.

5.3.2 Projeto de controle com comutacao

Como realizado para o controle de sistemas sujeitos a incertezas limitadas em norma, nesta

subsecao desejamos resolver o problema especificado na Subsecao 5.1.2, ou seja, determinar uma
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regra de comutacao e um conjunto de ganhos de realimentagao de estado { K1, - -+ , K} de forma a
minimizar um limitante superior do custo (5.21). Conectando a entrada de controle u(t) = K,x(t)

em (5.19)-(5.20) obtemos, o sistema em malha fechada descrito pelas equagoes

() = (Ay+ BaKy)a(t) + Hu(t), 2(0) = 0 (5.63)
2(t) = (Cowy + Doy Kow))z(t) (5.64)

Como a entrada externa é do tipo impulsiva w(t) = J(t)e;, este sistema pode ser alternativamente
representado pelas mesmas equagoes com w(t) = 0 para todo t > 0 e g = Hey. Isto viabiliza a

utilizacao do Teorema 5.3.

Teorema 5.4 Se existirem matrizes simétricas S;, matrizes Y; para todo i € K e um escalar

v > 0 satisfazendo as desigualdades de Lyapunov-Metzler

HA{A;S;+ B;Y;} —vS;, e )
E,S; + FY, I e | <0,ijeKxK (5.65)

entdo a regra de comutacio o(x(t)) = argmingex x(t)'S; 'z (t) e os ganhos de realimentacio de
estado K; = Y;S;" para todo i € K fazem com que a origem x = 0 do sistema em malha fechada

(5.63)-(5.64) seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel satisfazendo
Jo(K, -+ Kv,0) < mintr(H'S H) (5.66)
1€

Prova: Considere P, = S; ! para todo i € K. Aplicando o complemento de Schur em relacio
a tdltima linha e coluna de (5.65), multiplicando o resultado de ambos os lados por diag{S;*,I}
e realizando as seguintes associacoes A;; — (A; + B;K;) e E; — (E; + F,K;) obtemos (5.60).
Ademais, de forma idéntica a realizada em (5.49) temos que a desigualdade (5.66) é verdadeira,

provando o teorema proposto. [ ]

Retomando a discussao realizada na tultima subsecao, lembramos que o resultado deste teo-
rema também pode ser diretamente utilizado para tratar sistemas politépicos variantes no tempo
A(t) € A, tendo em vista que a fungao de Lyapunov adotada nao depende explicitamente do
parametro incerto A € A. Além disso, como no teorema anterior, uma condi¢do necessaria para
a factibilidade de (5.65) é a existéncia de ganhos de realimentacao de estado Kji,--- Ky tais
que as matrizes A;; = A; + B;K; sejam assintoticamente estaveis para todo ¢ € K. Entretanto,

comparando com os resultados disponiveis na literatura, concluimos que esta condicao necessaria
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estd sempre presentes nos resultados obtidos para o controle LPV, como verificamos em (5.13).

Baseado no resultado do Teorema 5.4 o custo garantido associado ao problema de projeto em

consideracgao pode ser formulado como

’yiloljiiIéK {Sh}%}gbm tr(H'S; ' H) (5.67)
sendo ®(y) o conjunto de todas as solugoes factiveis das desigualdades (5.65). O célculo do
infimo pode ser realizado sem grandes dificuldades através de rotinas disponiveis para a solugao
de LMIs e uma busca unidimensional com relacdo ao parametro . A minimizacao é realizada
por simples comparagao dos valores dos custos obtidos para cada i € K. A seguir vamos ilustrar

os resultados tedricos apresentados neste capitulo através de um exemplo.

5.4 Exemplo

Este exemplo foi proposto pela primeira vez em [Skafidas et al., 1999] e consiste de dois carros,
cujas massas nominais sao miy = 1 € mgy = 1, conectados por uma mola de constante nominal
ko = 1,25. Desejamos realizar o projeto conjunto de controladores matriciais reais {K;, Ky} e
de uma regra de comutagao o(z(t)) de tal forma a assegurar estabilidade e um custo garantido
H,. O sistema é continuo no tempo e possui alguns parametros incertos em sua estrutura.
Consideramos duas modelagens diferentes de forma a aplicar os métodos desenvolvidos para os
dois tipos de incertezas em consideragao. Para ambos os modelos, a saida controlada z(t) é a

mesma sendo formada por dois critérios diferentes e conflitantes

1000 0
Ebe=l0010]|,A=]0 (5.68)
0000 0,1
0010 0
Exy=10 0 001]|,R%=1|0 (5.69)
00 0 0

O primeiro penaliza desvios do vetor de estado e admite altas amplitudes da entrada de controle
u(t) de tal forma a fazer com que a primeira massa pare rapidamente. Por outro lado, o segundo
critério penaliza altos valores da entrada u(t) e nao leva em conta os desvios do vetor de estado.
Note que apenas um sinal de controle é utilizado para ambas as massas. A seguir, apresentamos

a modelagem e as simulagoes obtidas para cada tipo de incerteza.
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5.4.1 Incertezas limitadas em norma

Os valores correspondentes ao sistema nominal sao

0 010 0 1
0 001 0 —1

= . B= CH = (5.70)
125 125 0 0 0 0
125 —1,25 0 0 1 0

sendo que H foi escolhido convenientemente de forma a mover o sistema da mesma condicao inicial
proposta em [Skafidas et al., 1999]. A seguir, analisamos dois casos distintos caracterizados pela
incerteza paramétrica na constante da mola e na massa ms, respectivamente.

e Caso 1 - Como em [Skafidas et al., 1999] a constante da mola é um parametro incerto que
satisfaz 0,50 < k < 2,00. Este intervalo de variacao é bem maior do que o utilizado naquela

referéncia de forma que, para leva-lo em consideracao, as demais matrizes do modelo dinamico
sao D, =0, D, =0,

B’g:[o 0 —1 1},0:[0,75 0,75 0 0 (5.71)

Note que como D, = 0, a realizacao no espaco de estado depende linearmente do parametro
incerto. Ademais, para este intervalo de incerteza, o método de [Skafidas et al., 1999] nao
fornece uma regra de comutacao estabilizante para comutar entre um conjunto de ganhos dados.
Desta forma, as condigoes propostas no Corolario 5.2 apresentam uma grande vantagem uma
vez que determinam duas estruturas de controle que atuam conjuntamente de forma a assegurar
estabilidade e desempenho. Resolvendo-se o problema de otimizagao (5.53), verificamos que ele
¢ infactivel para v < 37,20. Para v = 120, obtivemos um custo garantido de 5,46, os ganhos de

realimentacao de estado

Ki = [1780 —6452 —8211 1877 | (5.72)

K, = [019 —070 —089 ~0.20 | (5.73)

e as seguintes matrizes definidas positivas que sao importantes para a implementacao da regra
de comutagao
1,10 -0,71 —-0,35 —0,18
—-0,71 294 4,00 0,65
Pl _ ) ) ) ) (574)
-0,35 4,00 6,57 0,82

-0,18 0,65 0,82 0,19
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6 2
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Figura 5.2: Trajetérias do estado e do controle - Subsecao 5.4.1

1,11 —-0,76 —-0,42 —0,19
—0,76 3,12 423 0,70

P, = ’ ! ’ ’ (5.75)
—0,42 4,23 6,86 0,89

~0,19 0,70 089 0,20

Na Figura 5.2 os dois graficos da esquerda apresentam as simulagoes do sistema em malha
fechada sujeito & incerteza variante no tempo A = sen(10¢) para todo ¢ > 0. As posigoes estao em
linhas continuas e as velocidades em linhas tracejadas. O custo verdadeiro obtido por simulacao
numérica foi de Jo(Kq,K,0) = 3,13 < 5,46, bem inferior ao custo garantido obtido resolvendo
(5.53). As simulagoes apresentadas nos graficos mostram que as trajetérias convergem para o
ponto de equilibrio utilizando-se um esforgo de controle de =~ 20 e, portanto, ilustram a eficiéncia
do projeto realizado, mesmo diante de um grande intervalo de incerteza na constante da mola.

e (Caso 2 - A massa my representa o parametro incerto e permite um intervalo de variacao
de 0,25 < my < 1,75, o que leva a D, = —0,75, D,, = 1,

B = [0 00 _0775},0:[1,25 ~125 0 0 (5.76)

Como D, # 0 a incerteza é do tipo linear fracionaria e, portanto, a realizagao no espaco de estado
do sistema depende nao linearmente do parametro incerto. Para este caso, aplicamos novamente

o resultado do Corolario 5.2 através da resolu¢ao do problema (5.53) para v = 20. Obtivemos
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um custo garantido de 11,39, os ganhos de realimentacao de estado

K, = [—0,20 0,67 —0,24 —2,41] (5.77)

K, = [—0,15 049 —0.17 —1,76] (5.78)
e as matrizes definidas positivas

262 —247 —023 —1,05 ]
9247 386 143 1,93
P, = ’ (5.79)

0,23 143 232 024

1,05 1,93 024 2,43

259 —246 —023 —1,04 ]
—246 3,87 143 195
P, — (5.80)

—023 143 229 0,25

1,04 1,95 025 2,52

utilizadas na implementacao da regra de comutacao. Para a mesma incerteza do caso anterior
A = sen(10t), o custo verdadeiro foi de Jo(Kq,Ko,0) = 4,28 < 11,39 e as trajetérias obtidas
estao apresentadas nos dois graficos do lado direito da Figura 5.2. Verificamos novamente que o
método proposto é valido e eficiente. Além disso como vimos, ele pode ser empregado para tratar
sistemas sujeitos a incertezas do tipo linear fracionaria sem nenhuma dificuldade adicional. A

seguir apresentamos, o mesmo problema de controle no contexto de sistemas politopicos.

5.4.2 Incertezas politépicas

Vamos considerar que a constante da mola é modelada como um parametro incerto variante
no tempo 0,5 < k(t) < 2,0 para todo t > 0 e, desta forma, o sistema com a realiza¢do no espago

de estado (5.9) é definido pelas matrizes

0 010 0 010
0 001 0 001
Al - 5 A2 - (581)
-05 05 00 -2 200
0,0 =0, 0 0 2 =200

By = By, = B e H iguais as da subsecao anterior. Satisfazendo as condi¢oes do Teorema 5.4

através da resolugao do problema (5.67) para v = 0,01, obtivemos um custo garantido de 4,25,
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os ganhos de realimentacao de estado
Ky = [ 505 —35.14 —50.63 —9.16 } Ky = [ 196 —220 0,78 —2.29
e as matrizes definidas positivas

1,81 -0,23 0,72 —0,06
-0,23 1,97 3,07 0,35

P1 -
0,72 3,07 6,68 0,51
-0,06 0,35 0,51 0,09
7,66 —8,07 —0,97 —1,96
=8,07 874 1,63 2,20
P2 — ) ) ) )

0,97 1,63 451 —0,78
~1,06 220 —0,78 2,29

importantes para a implementacao da regra de comutacao. Para propostas de simulacao consi-

deramos A(t) € A dada da seguinte forma

At) =

0,5 — 0,5sin(10¢)
0,5 + 0,5sin(10¢t)

correspondente a k(t) = 1,25 + 0,75sen(10t) para todo t > 0. A Figura 5.3 mostra na parte
superior as trajetérias do sistema em malha aberta (posi¢oes em linhas continuas e velocidades em
linhas tracejadas) apresentando um comportamento bastante oscilatério. Conectando a entrada
de controle u(t), as trajetérias do sistema em malha fechada bem como o esfor¢o de controle
estao apresentados nos graficos da parte inferior da Figure 5.3. Note que no grafico do esforco de
controle foi ilustrado apenas o intervalo de tempo de [1, 5] segundos. A amplitude maxima do
sinal de controle foi de ~ 40 e ocorreu no intervalo de tempo de [0, 1] segundos. O valor do custo
verdadeiro obtido por simulagao foi de Jo(K7,Ks,0) =~ 2,93. Podemos observar que o projeto
realizado mostrou-se bastante eficaz e, além disso, o método proposto forneceu custos menores

quando comparados com aqueles para o caso de incertezas limitadas em norma.

5.5 Consideracoes finais

Neste capitulo apresentamos o projeto de controle via realimentacao de estado para duas

classes de sistemas incertos, a saber, os sistemas sujeitos a incertezas limitadas em normas e os
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t[s] t[s]

Figura 5.3: Trajetérias do estado e do controle - Subsecao 5.4.2

sistemas politépicos. Para a primeira classe, as condi¢oes foram obtidas para ambos os dominios
de tempo e sao validas mesmo se as incertezas apresentarem estrutura do tipo linear fracionaria.
Este caso foi ilustrado por um simples exemplo retirado de [Skafidas et al., 1999] que validou o
método proposto colocando em evidéncia sua eficiéncia mesmo diante de incertezas do tipo LFT.

Para a outra classe de sistemas, as condigoes obtidas s6 foram possiveis gracas a adogao de
uma estrutura especial dependente de parametro para a matriz de Metzler que, infelizmente, s
foi encontrada para o dominio do tempo continuo. A grande vantagem do método proposto é que
ele pode ser utilizado como uma alternativa para abordar sistemas do tipo LPV sem necessitar
que o parametro incerto seja medido a cada instante de tempo. A técnica proposta foi validada
pelo mesmo exemplo utilizado anteriormente que além de comprovar a sua eficiéencia mostrou-
se melhor do que o método anterior, tendo fornecido custos menores. Em ambos os casos, o

problema pode ser resolvido através de uma busca unidimensional e a solugao de um conjunto
de LMIs.



Capitulo 6
Aplicacoes Praticas

Nos capitulos anteriores tratamos do problema de projeto de controle com realimentacao de
estado e de saida de sistemas com comutacao. Basicamente, consideramos a sintese conjunta
de uma regra de comutacao e de um conjunto de controladores visando satisfazer os critérios de
desempenho definidos no Capitulo 2. Também realizamos o controle via realimentacao de estado
de sistemas sujeitos a incertezas limitadas em norma e politopicas buscando assegurar estabilidade
e um custo garantido H, de desempenho. Neste capitulo, apresentamos alguns problemas reais
modelados matematicamente como sistemas com comutagao. Mais especificamente, tratamos
do problema de controle com realimentacao de saida do angulo de rolamento de uma aeronave
[Deaecto, Geromel & Daafouz, 20100], do projeto de um filtro dependente da trajetéria para
estimar a aceleracao vertical de uma suspensao semi-ativa automotiva [Deaecto, Geromel &
Daafouz, 2010¢], e do projeto de uma regra de comutagao para regular a tensao de saida de
conversores de poténcia, cujas tensoes na entrada de alimentacao e na saida para a carga resistiva
sao continuas, sendo por esta razao, denominados conversores CC-CC [Deaecto, Geromel, Garcia
& Pomilio, 2010].

Inicialmente, utilizamos os resultados tedricos desenvolvidos nos Capitulos 3 e 4 para o con-
trole do angulo de rolamento de uma aeronave. Este projeto ja foi realizado em [Hespanha &
Morse, 2002], onde um método de controle empirico que necessita da interferéncia do projetista
durante o processo ¢é utilizado. Com a teoria aqui desenvolvida, o controle é realizado automati-
camente através de uma regra de comutagao o(-) sem a interferéncia do projetista e de forma a
assegurar um custo garantido Hy ou H,, de desempenho.

Para estimar a aceleracao vertical de uma suspensao semi-ativa automotiva, consideramos
que a regra de comutacao ¢é arbitraria ¢ € X mas pode ser medida logo apds a sua ocorréncia.
Desta forma, utilizamos os resultados preliminares apresentados no Capitulo 2 que, como ja

mencionado, possuem uma estrutura adequada para o projeto de filtros e de observadores de
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estado. Utilizando estes resultados, propomos uma solucao para o problema de projeto de um
filtro com comutacao. Em seguida, destacamos que o filtro projetado é 6timo e possui a estrutura
de observador sendo, portanto, simples de implementar.

Por 1ltimo, motivados pela grande importancia dos sistemas afins na area de eletronica de
poténcia, determinamos condigoes para sua estabilidade global, assegurando um custo quadratico
de desempenho. Estes sistemas sao mais elaborados do que os lineares tratados nos capitulos
anteriores, pois possuem varios pontos de equilibrio compondo uma regiao no espaco de estado
e nao somente a origem. Desta forma, utilizamos esta teoria para tratar do problema de re-
gulacao da tensao na saida de um conversor que é bastante comum em eletronica de poténcia.
Consideramos o caso em que o projetista deve fornecer todas as informagoes do ponto de equi-
librio desejado e também, a situacao mais realista, em que somente informacoes parciais deste
ponto sao fornecidas. Aplicamos a técnica desenvolvida para a regulacao da tensao na saida de
trés conversores CC-CC classicos, a saber, boost, buck e buck-boost. O controle proposto para o

conversor boost foi implementado em laboratorio.

6.1 Controle do angulo de rolamento de uma aeronave

Nesta segao, consideramos uma aplicagao pratica desenvolvida em [Hespanha & Morse, 2002]
que trata do controle do angulo de rolamento de uma aeronave. O diagrama de blocos do sistema
em malha fechada, bem como as defini¢oes de todas as variaveis envolvidas encontram-se naquela

referéncia. O modelo é definido pela funcao de transferéncia

—1000
s(s + 0,875)(s + 50)

Hp(s) = (6.1)
O objetivo de [Hespanha & Morse, 2002] é projetar um controle com comutacao que seja rapido
o suficiente e com boas propriedades de rejeicao de ruido. Para esta finalidade dois controladores
LQG! distintos foram determinados. O primeiro com fungao de transferéncia K(s) possui uma
largura de faixa pequena e, portanto, fornece uma resposta lenta, mas com pouca sensibilidade ao
ruido. O outro com funcao de transferéncia K,(s) tem largura de faixa maior sendo, portanto,
mais rapido mas mais sensivel ao ruido. Como indicado em [Hespanha & Morse, 2002], estes

controladores foram calculados minimizando o custo

| (0 + )+ ao)ar (6.2)

'do inglés Linear Quadratic Gaussian
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Figura 6.1: Projeto linear

com p igual a 100 e 0,1 para K;(s) e Ks(s), respectivamente. Além disso, foi considerado que a
entrada de perturbacao d e o ruido de medida v sao processos de ruido branco descorrelacionados

com

E{d' (t)d(t)} = o(t —7), E{V/'()v(t)} = po(t —7)

sendo F{-} o operador esperanga matemética e p igual a 107! e 1071% para K;(s) e Ky(s),
respectivamente. As fungdes de transferéncia dos controladores K (s) e Ks(s) estao disponiveis

em [Hespanha & Morse, 2002] bem como os resultados das simulages obtidas.

Para fins de comparacao simulamos o sistema em malha fechada para uma situacao ligeira-
mente diferente daquela tratada em [Hespanha & Morse, 2002]. Os graficos apresentados na
Figura 6.1 mostram a resposta do sistema em malha fechada para uma entrada de referéncia
re; quadrada, com d(t) = 0 e para um ruido de medida v(t) injetado no sistema no intervalo
t € [18, 40] [s]. O comutador atua selecionando o primeiro controlador Kj(s) no intervalo de
tempo de t € [22, 42] [s] (imediatamente apds o ruido ser detectado) e o controlador Ks(s) nos
outros instantes de tempo. Notamos que, nesta situacgao, o esfor¢o de controle é bastante elevado.
Neste caso, a estabilidade do sistema esta preservada pois em [Hespanha & Morse, 2002] ficou
estabelecido que estes controladores podem comutar com o(-) arbitraria. Desta forma, neste
exemplo, a regra de comutacao foi estabelecida de forma empirica, usando o controlador mais

rapido quando nao hé ruido e o mais lento caso contrario.

A teoria desenvolvida nos Capitulos 3 e 4 permite-nos tratar o mesmo problema sob o ponto
de vista de estabilidade global assegurando um custo garantido Hs ou H., de desempenho. Em
outras palavras, desejamos controlar o angulo de rolamento da aeronave, projetando conjunta-

mente uma regra de comutagao e controladores dinamicos de ordem completa via realimentagao
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de saida. Desta forma, consideramos as equacoes

hox(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Hw(t), z(0) =0 (6.3)
y(t) = Cx(t) + Dypyw(t) (6.4)
Z(t) = EZE(t) + Fg(t)u<t) (65)

sendo as matrizes (A,B,C) obtidas da realiza¢do no espago de estado de H,(s) e as demais

definidas para considerar os critérios quadraticos anteriormente descritos, ou seja

0 0 0 / 0 !
H= 0 o0|,D = . Dy = 6.6
' [0,1] ’ [10—5] (6.6)
—1000 O
1 00 0
E=101 0|, Fi=|0]|.,F=1] 0 (6.7)
0 00 10 0,1

Os projetos de controle Hy e Hoo utilizando a teoria proposta nos capitulos anteriores sao discu-

tidos a seguir.

Iniciando-se pelo controle Hs, resolvemos o problema (3.89) com as condi¢oes do Corolério
3.4 e obtivemos, por uma busca unidimensional aproximada, v* ~ 500, um custo garantido de

d(y*) = 11.79 e as seguintes fungoes de transferéncia dos controladores dinamicos

1287,96(s + 55,27) (s + 1,00)
(s + 9,41)(s2 + 137,605 + 1,17 x 10°)
919191,84(s + 55,31)(s + 1,00)

K — 6.9
2(8) = (55279.40)(s2 + 201,505 + 1.26 x 10°) (6:9)

(6.8)

que nao dependem da escolha da matriz V' € R3**3. Utilizamos a realizacdo no espaco de estado
destas fungoes de transferéncia como indicado em (3.48)-(3.50) com V = I e calculamos as

seguintes matrizes

[ 9,30 x 107° 847 x 1073 1,86

Yy = | 847 x 1073 17,13 119,51
1,86 119,51 3,79 x 10° i

[ 9,01 x 107 7,00 x 1073 1,39
Vo= | 7,00x10"% 16,39 ~117,10 (6.10)
1,39 ~117,10 3,05 x 10° |
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Figura 6.2: Projeto conjunto H, - regra de comutagao e controladores

importantes para a implementacao da regra de comutacao. Os graficos da Figura 6.2 mostram a
resposta em malha fechada para um ruido de medida aplicado ao sistema no intervalo de tempo
de [18, 40] [s], como considerado anteriormente. Comparando as Figuras 6.1 e 6.2 notamos que
a magnitude do sinal de controle resultante das condi¢oes do Coroldrio 3.4 é menor do que a
obtida com o método proposto em [Hespanha & Morse, 2002]. Logo, além de fornecer uma
técnica baseada no controle automatico da regra de comutacao, a teoria do Capitulo 3 mostrou-
se bastante eficaz pois exigiu um esforco de controle bem inferior ao necessario utilizando a
estratégia de [Hespanha & Morse, 2002].

Para o controle H,, resolvemos o problema (4.65) utilizando o Corolario 4.5 e obtivemos
v* &~ 50, um custo garantido de p(7y*) = 15,88 e as seguintes fungdes de transferéncia dos

controladores dinamicos

3,54(s + 0,98) (s + 50,28)
(s +50,27)(s® + 10,515 + 74,45)
22,04 x 10%(s + 0,98)(s + 50,29)

Ky(s) = 6.12
2(s) (s + 46,00)(s2 + 165,405 + 7740,00) (6.12)

Ki(s) (6.11)

A implementacao da técnica proposta foi feita utilizando a realizagao no espaco de estado como

indicado em (4.58)-(4.60) com V = I e as seguintes matrizes

020 144 253 0,13 086 0,74
Vi=| 144 1319 2965 |,Ya=| 086 7,95 1349 (6.13)
2,53 20,65 822,85 0,74 13,49 772,99

que permitem a implementacdo da regra de comutagao (4.33). As trajetérias obtidas estao
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1.2 50
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Figura 6.3: Projeto conjunto H..- regra de comutacao e controladores

apresentadas na Figura 6.3. Como anteriormente, um ruido de medida foi aplicado no sistema
no intervalo de [18, 40] [s]. Novamente, analisando e comparando com as figuras anteriores
comprovamos a eficiéncia do método proposto no Capitulo 4. Podemos notar que neste caso a
magnitude do esfor¢o de controle é ainda muito menor do que a necessaria no projeto linear e no

projeto com comutacao considerando um critério Hs.

6.2 Suspensao semi-ativa automotiva

Nesta secao, retomamos os resultados preliminares apresentados no Capitulo 2 relacionados
a fungao o(-) como perturbagao para o dominio de tempo discreto. Mais especificamente, nosso
objetivo é generaliza-los para tratar do problema de filtragem de sistemas com comutacao cuja
solucao sera posteriormente utilizada para estimar a aceleracao vertical de uma suspensao semi-
ativa automotiva. Este é um assunto raramente tratado na literatura e cuja formulacao pode ser
realizada de duas maneiras diferentes. A primeira considera o caso em que a regra de comutacao
¢ desconhecida e o modo de operacao esta relacionado a um estado discreto a ser simultanea-
mente estimado com o vetor de estado continuo. A segunda, que adotamos aqui, assume que
a regra pode ser medida em tempo real. Neste caso, utilizamos os resultados disponiveis no
Capitulo 2 que, como ja mencionado, sao bastante indicados para tratar do projeto de filtros e
de observadores lineares. Devemos ressaltar que a utilizacao de uma tnica funcao de Lyapunov
v(x) = mingex ¥’ P;x permite a determinacao de um limitante superior para a quantidade [|z[|3, o
que viabiliza a obtencao de custos garantidos relacionados aos critérios de desempenho. Ademais,

o filtro linear com comutacao 6timo projetado possui estrutura de observador.
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6.2.1 Formulacao do problema

Considere um sistema linear com comutacao a tempo discreto com a realizagao

w(t+1) = Aga(t) + Hyguw(t), 2(0) = 0 (6.14)
y(t) = Cowmz(t) + Doyw(t) (6.15)
2(t) = Eomz(t) + Gopw(t) (6.16)

sendo x(t) € R™ o estado, w(t) € R™ a entrada externa, y(t) € R™ a saida medida e z(t) € R"=
a saida controlada. A funcao de comutacao o € ¥ seleciona em cada instante t € N um dos N
subsistemas disponiveis. Nosso objetivo é projetar um filtro com comutacao de ordem completa

da forma

Bt+1) = Aymd(t) + Boy(t), #0) =0 (6.17)
At) = Eoi(t) + Dowyl(t) (6.18)

sendo & o estado do filtro tal que dim () = dim(z), minimizando uma norma do erro de estimacao.
Vamos tratar dos problemas de filtragem H, e H, considerando os funcionais definidos na Segao
2.2. Para ambos os casos podemos calcular um filtro através de condigoes expressas em termos
de LMIs cuja solugao 6tima apresenta a estrutura de um observador de estado. Podemos notar
que os sistemas em consideracao pertencem a classe de problemas de projeto de filtros LPV
ja tratadas e disponiveis na literatura. A novidade é o emprego de condicoes dependentes das

matrizes de Lyapunov associadas aos modos de operagao fornecidos pela regra o(t).

6.2.2 Filtro com comutacao 6timo

Conectando o filtro de ordem completa com condigoes iniciais nulas dado em (6.17)-(6.18) no
sistema com comutacao (6.14)-(6.16), o erro de estimacgao e(t) = z(t) — 2(t) possui a seguinte

realizacao no espaco de estado

B+ 1) = Ayalt) + Hyu(t), 50) = 0 (6.19)
e(t) = Eypi(t) + Gopu(t) (6.20)
com Z(t) = [z(t) #(t)'] € R*"* e matrizes
A 0] H,
N I I - A (6.21)
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E; = [ E;, — D;C; —E; ] , Gy =G; — D;D; (6.22)

para todo ¢ € K. Note que a estrutura (6.19)-(6.20) é idéntica aquela do sistema (2.1)-(2.2)
utilizada no Capitulo 2 para a determinacao de custos garantidos para os funcionais Hy e Hoo
definidos na Secao 2.2. Logo, para o projeto do filtro étimo consideramos as versoes a tempo
discreto apresentadas nos Teoremas 2.3 e 2.5 para v = 0. Basicamente, procedemos da seguinte
maneira. Primeiramente, determinamos o filtro étimo impondo a seguinte estrutura de obser-

vador

A, = A, — B,C;, E; = E; — D;C, (6.23)

para todo ¢ € K e, posteriormente, provamos que esta mesma estrutura é vélida para todos
os filtros lineares de ordem completa em consideracao. Adotando esta estrutura para o filtro,
o teorema a seguir fornece as condi¢oes de projeto, assegurando um custo garantido H, de

desempenho e levando em conta a condicao inicial de pior caso.

Teorema 6.1 Considerando o sistema (6.19)-(6.20) se ezistirem matrizes simétricas Q;, P; e

matrizes L;, K; para todo i € K satisfazendo as LMIs

Qi & o
PH,—L;D; P, | >0 (6.24)
G;—K;D; 0 I]
P; o o
PA; — L;C; P; e| >0 (6.25)
E, - K,C; 0 1]

para todo i, j € K X K, entao solugao do problema de programag¢ao conveza

inf 0 : tr(Q;) <0,vVieK 6.26

@urttacyeet! T Q) <0V 1620

com ® sendo o conjunto de solugoes factiveis de (6.24) e (6.25), permite obter B; = P'L; e
D; = K; para todo i € K que junto com (6.23) constituem as matrizes de um filtro com estrutura

de observador que assequra um custo garantido Ho igual a 6.

Prova: A prova é bastante simples e baseia-se no resultado do Teorema 2.3. Logo, considere um

observador de estado com a seguinte realizagao

=>

Bt+1) = Asi(t) + Bow (y(t) — Copi(t)) (6.27)
2t) = Eoi(t) + Do (y(t) — Cori(1)) (6.28)



6.2 Suspensao semi-ativa automotiva 127

Conectando este observador em (6.14)-(6.16) e considerando (k) = z(k) — z(k) € R™ e
e(t) = z(t) — 2(t), temos que o sistema aumentado resultante possui a representac¢ao no espago de
estado dada em (6.19)-(6.20) com A= A, — [:[iC'i, H;, = H, — EiDi, E,=E; —D;C;eG; =G —
D;D;. Logo, para (6.19)-(6.20), aplicando as condig¢oes do Teorema 2.3, concluimos que as LMIs
(2.13) sao satisfeitas se e somente se as LMIs (6.25) também forem. Ademais, como discutido
na Secao 2.2.1 o custo garantido apresentado no Teorema 2.3 pode ser calculado resolvendo-se
problema (2.29) que é o mesmo proposto em (6.26). De fato, aplicando o complemento de Schur
sucessivamente em relagao as duas ultimas linhas e colunas de (6.24) obtemos @; > H ! Plﬁﬂ—é;él
e escolhendo @); arbitrariamente proximo a expressao do lado direito desta desigualdade, temos
que (2.29) e (6.26) sao equivalentes, o que prova o resultado proposto pela validade do Teorema
2.3. ]

Este resultado deixa claro a importancia das posigoes das matrizes P; e P; nas condigoes (2.13)
que permitem a generalizacao direta do Teorema 2.3 para a obtencao das condigoes de projeto
de um filtro com estrutura de observador. Obviamente, esta generalizacao, sem a introducao de
conservadorismo, nao seria possivel se estas matrizes estivessem em posicoes invertidas como nas
condigoes fornecidas em [Daafouz et al., 2002]. O préximo teorema mostra que este filtro com

estrutura de observador é 6timo.

Teorema 6.2 O filtro linear dependente de o(t) com a estrutura (6.17)-(6.18) que resolve o
problema de projeto Ha proposto em (2.29) associado ao erro de estimagao (6.19)-(6.20) com

matrizes (6.21) e (6.22) € o filtro com estrutura de observador apresentado no Teorema 6.1.

Prova: Denote 6* o valor minimo da fungao objetivo obtido resolvendo-se o problema (6.26)
para o filtro com estrutura de observador. Agora, considere um filtro da forma (6.17)-(6.18) que

produz o erro de estimagao (6.19)-(6.20) e, consequentemente, o custo

inf {0 : tr(Q;) <0,i e K} (6.29)
97{P17' P }
sujeito as restrigoes
[ Qi o o
P, P e >0 (6.30)
Gy 0 ]
_ 153 . o]
PA, P, >0 (6.31)
50
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para todo 7,7 € Kx K. Podemos notar que este problema é convexo sempre que as matrizes da re-
alizagao no espaco de estado do filtro sao fornecidas. Entretanto, a otimizagao conjunta incluindo
as matrizes do filtro é altamente nao convexa. Para contornar esta dificuldade, particionamos as

matrizes P; € R2*2m para todo i € K como

BV

Vi b

Xi Ui
Ul X,

_ p—1 _ _
= , Pl = =

% s La

I T
vix-1 o (6.32)

sendo que todas as matrizes indicadas sdo quadradas de dimensoes n, x n,. Multiplicando (6.30)

a direita pela matriz diag(l T, 1 ) e a esquerda pela sua transposta, temos

Qi e o o
Zsz ZZ e o
>0 (6.33)
PH; — L;D; Z; P, e
Gi—K,D; 0 0 I
para todo ¢ € K, sendo que as mudancas de variaveis Z; = Xi_l, L, = —VZBi e K; = DZ foram

consideradas. Por outro lado, multiplicando (6.31) & direita por diag(7};,7}, 1) e & esquerda pela

sua transposta, temos

[ Xij ° o o o

Vij P; e o o

ZiA; ZiA; Z; e e >0 (6.34)
PA; — L,C; — M; PA —LC; Z;, P, e
| B — K,C =W, E; — K;C; 0 1]

para todo Vi,j € K x K com X;; = P; + V;U/Z; + ZZUi(V}’ + p]UZ’ZZ) e Vij = P; +V;U/Z;, onde
foram consideradas as mudancas de variaveis W; = E,U/Z; e M; = —V;A;U!Z;. Desta forma,
podemos concluir que o custo 6 do filtro de ordem completa em consideracao que corresponde a
solucdo do problema (6.29) satisfaz 6 > 6*, sendo 6* a soluciio do problema (6.26) associado ao
filtro com estrutura de observador. De fato, podemos observar que eliminando a segunda linha
e coluna de (6.33) obtemos (6.24) e, da mesma forma, eliminando a primeira e terceira linhas e
colunas de (6.34) obtemos (6.25). Vamos mostrar que esta eliminac¢ao é possivel, ou seja, que
(6.33) e (6.34) reduzem-se a (6.24) e (6.25), respectivamente, impondo U; = X; para todo i € K.
Logo, de (6.32) temos que ]52 = —VieV; = Z;— P e, consequentemente, Xj; = V;; = Z;. Fazendo
Z; — 0 e impondo M; = P,A; — L;,C; e W; = E; — K;C; para todo i € K as desigualdades (6.33)

e (6.34) aproximam-se arbitrariamente de (6.24) e (6.25). Desta forma, as matrizes do filtro sao
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dadas por
A B B i P'M; P7UL;
5 D) | W K
[ A, —P'LC; P
_ (6.35)
que sao exatamente iguais aquelas obtidas no Teorema 6.1. A prova esta concluida. [ ]

Do que foi exposto, concluimos que o problema de projeto de um filtro 6timo de ordem
completa é muito simples. O ponto central é que embora a parametrizacao de todos os filtros
de ordem completa é muito dificil, o filtro étimo apresenta a forma de um observador de estado
que pode ser calculado através de um problema de programacgao convexa expresso por LMIs.
Ademais, ele é mais simples pois depende apenas de dois ganhos matriciais L, e Ky, sendo
mais adequado para a implementacao préatica. O dois corolarios que apresentamos a seguir

fornecem resultados similares associados ao custo H, proposto no Teorema 2.5 para 7 = 0.

Corolario 6.1 Considerando o sistema (6.19)-(6.20) se existirem matrizes simétricas P; e ma-
trizes L;, K; para todo v € K satisfazendo as LMIs

Pj ° e o
0 I
P * %o (6.36)
PA, —L,C; PH,—LD;, P, e

para todo i, j € K x K, entdo a solu¢ao do problema de programacao convexa

inf p (6.37)

{p,P;,L; K;}c®

com ® sendo o conjunto de solugées factiveis de (6.36), permite obter B; = P 'L e D; = K,
para todo i € K que junto com (6.23) constituem as matrizes de um filtro com estrutura de

observador que assequra um custo Hso tgual a p.

Prova: Identica aquela do Teorema 6.1 e, portanto, serd omitida. [ |

De fato este resultado é obtido substituindo diretamente as matrizes do observador de estado

nas condicoes apresentadas no Teorema 2.5 fazendo v = 0. Ademais, com as mesmas mudancas
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de variaveis utilizadas no Teorema 6.2 e seguindo o mesmo procedimento de andlise, o seguinte

corolario também ¢é verdadeiro.

Corolario 6.2 O filtro linear dependente de o(t) com a estrutura (6.17)-(6.18) que minimiza
p da desigualdade (2.34) associado ao erro de estimagao (6.19)-(6.20) com matrizes (6.21) e

(6.22) € o filtro com estrutura de observador apresentado no Coroldrio 6.1.

O exemplo seguinte coloca em evidéncia alguns aspectos importantes dos resultados apresen-
tados nos Corolérios 6.1 e 6.2 quando comparados com os apresentados em [Daafouz et al., 2002]
e [Dongsheng, Bin, Peng & Zhou, 2007].

Exemplo 6.1 Consideramos o sistema com comutagao (6.14) com matrizes

28 —0,31 2 1
0,28 —0,315 Ay — 0,5 0,77 CH, = Hy—
0,63 —0,84 -0,7 —0,07 0

e saida controlada (6.16)

A1:

Elz[l o],EQZ[o 1},G1:G2=0

O objetivo é calcular o menor valor de p de forma que a desigualdade (2.34) seja verdadeira. A
condi¢ao fornecida pelo Teorema 2 de [Dongsheng et al., 2007] adaptada para tratar sistemas
discretos sem atraso mostrou-se infactivel. O resultado de [Daafouz et al., 2002] forneceu um
custo garantido H., para este sistema igual a p = 1,21 x 10%, idéntico ao obtido utilizando o

Teorema 2.5 com v = 0. Agora, para a saida medida (6.15) definida pelas matrizes
ci=lo1].ca=[1 0], Di=D=0

as condicoes do Corolério 6.1 forneceram os seguintes ganhos

. —40,93 | - 90.81 | R
B, =107 ’ , By =1072 ’ , Dy = —0,3367, Dy = 0,5050
—105,21 —73,51

e um custo garantido H,, do erro de estimagao igual a p* = 3,89. Desta forma, concluimos que

o filtro 6timo com a estrutura de observador proposto é eficiente e simples de implementar. ®

A seguir utilizamos estes resultados para o projeto de um filtro 6timo H, utilizado para

estimar a aceleracao vertical de uma suspensao semi-ativa automotiva.
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6.2.3 Projeto de um filtro para suspensao semi-ativa automotiva

A modelagem que utilizamos foi retirada de [Geromel et al., 2008]. Nesta referéncia a regra
o(t) atua como um sinal de controle no sistema para melhorar o conforto dos passageiros, e
deve ser projetada em conjunto com um filtro de ordem completa que é responsavel por fornecer
as informacgoes necesséarias para o(t) na decisao de comutagao. Nosso objetivo é diferente e se
resume em projetar um filtro para estimar a aceleracao vertical da suspensao semi-ativa de um

automadvel cujo modelo dinamico é dado por

ME(t) = —c(t)(E(t) — &) — k(E(t) — &(t)) + kA, — Mg
m&(t) = c(t)(€(t) — &(t) + k(E(t) — &(t)) — k(&) — &(1)) —
—kAs + kA —mg

é(t) = —Pe(t) + Pein(t)

com £(t) sendo a posigao vertical do corpo com massa M sob a¢do do amortecedor correspondente
a um quarto do automdvel, &(t) a posigao vertical do restante do veiculo como pneus, rodas,
freios, etc que nao sofrem influéncia direta do amortecedor e que compoem a massa m e &.(t) a
posicao do perfil da estrada. Os coeficientes (3, k e k; sao as larguras de faixa do amortecedor
ativo, da rigidez da mola que compoe a suspensao e a rigidez dos pneus, respectivamente. Os
coeficientes Ay e A, sao, respectivamente, os comprimentos da mola da suspensao e do pneu em
uma situagao sem carga. Finalmente, c¢(t) e ¢;,(t) correspondem, respectivamente, aos coeficientes
real e desejado do amortecedor passivo. Para simplificar consideramos que o coeficiente ¢(t) pode

assumir apenas dois valores €, € Cmar @ serem especificados posteriormente.

Com o intuito de adequar este modelo ao contexto de sistemas com comutacao com o(t) €

{1,2}, adotamos as etapas delineadas em [Geromel et al., 2008] para obter o modelo final

i(t) = Aypa(t) + Huw(t), 2(0) =0 (6.38)
y(t) = Coma(t) + Duw(t) (6.39)
2(t) = Eowa(t) (6.40)

com as matrizes dadas por

0 1 0 0 0 1 0 0
_ i _ Cmin ﬁ Cmin _ i _ Cmax i Cmazx
A = M M M M A, = M M M M
1 — 3 2 —
0 0 0 1 0 0 0 1
ﬁ Cmin _ k+k¢ __ Cmin ﬁ Cmax _ k+kt Cmax
m m m m m m m m
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0 00 —% _k

_1 0 O __Cmin _ Cmax

H = By = k;M , By = k;M

000 kb L3

-1 00 Cman Cmas
_ﬁ __Cmin ﬁ Cmin _ﬁ __ Cmax ﬁ Cmazx
Cl — M M M M , 02 — M M M M
0 1 0 -1 0 1 0 -1

Finalmente, a matriz D é considerada da forma

D— 0 1 0
0 0 T9

onde os escalares r; e 1y representam as incertezas nas medidas. Os valores numéricos dos
parametros do sistema sao M = 400 [Kg], m = 50 [Kg], & = 2,0 x 10* [N/m], k = 2,5 x 10°
IN/m], ¢pin = 3,0 x 10 [(N.8)/m], ez = 3,9 x 10 [(N.s)/m], r; = 2,0 e ro = 0,5, sendo estes
dois tultimos sintonizados de forma conveniente. Com estes valores ambas as matrizes A1, Ay sao

estaveis embora apresentem modos oscilantes pouco amortecidos.

Para a utilizacdo dos resultados tedricos desenvolvidos para o sistema (6.14)-(6.16) dis-
cretizamos (6.38)-(6.40) considerando Hy = Hy = H, Dy = Dy = D, um periodo de amostragem
de T"= 0,05 [s] e utilizamos um segurador de ordem zero nas entradas. Aplicando as condigoes
apresentadas no Teorema 6.1 obtivemos 8* = 0,83 e os seguintes ganhos do filtro com estrutura

de observador

—19,69 6,97 —17,64 15,64

- 48,95 497,65 | - —43,04 79,50
By =10"" ’ | By=10"" ’ ’

—1,43 —594 -2,30 2,75

62,73 358,85 123 4,79

151:10’4[949,62 086,52 |, Dy = 107" | 2291,97 —2687,68]

A Figura 6.4 apresenta no grafico da esquerda a trajetéria estimada Z(¢) fornecida pelo filtro
em linhas pontilhadas e em linhas continuas a trajetéria a ser estimada. O filtro é iniciado com
condigoes iniciais nulas e o sistema é excitado por um impulso discreto de amplitude 1/7" aplicado
ao primeiro canal de entrada. Em cada instante ¢ € [0, 60] o sinal de comutagao o(t) € {1,2}
apresentado no grafico da direita foi gerado por um processo estocastico uniforme. Podemos

notar que apés um transitério relativamente pequeno de aproximadamente 10 amostras (=~ 0,5
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-8 0.8
0

Figura 6.4: Simulacao do filtro

[s]), o filtro reproduz o sinal a ser estimado com uma boa precisao.

6.3 Conversores CC-CC

Nesta secao, apresentamos um estudo detalhado sobre os sistemas afins continuos no tempo
tendo como motivacao a sua atuacao em diversas areas da engenharia, em especial em eletronica
de poténcia. Além disso, aplicamos a teoria desenvolvida para tratar do controle de trés dife-
rentes topologias de conversores CC-CC, a saber, boost, buck e buck-boost. Em linhas gerais,

consideramos um sistema afim com a seguinte realizacao no espaco de estado
l‘(t) = Ag(t)x(t) + Hg(t)w<t), .1'(0) =2y (6.41)

sendo z(t) o estado, o(t) a regra de comutagao e w(t) = w uma entrada externa constante no
tempo. Para facilitar a notagao, omitimos a dependéncia do tempo destas varidveis. Podemos
observar que quando w = 0 o sistema, sempre que globalmente assintoticamente estavel, apre-
senta um tunico ponto de equilibrio x = 0. Entretanto, é interessante notar que quando w # 0
o sistema pode ter véarios pontos de equilibrio compondo uma regiao no espaco de estado. Este
aspecto é bastante explorado na solucao de problemas de engenharia.

Nosso objetivo principal é projetar uma regra de comutacao de forma a conduzir qualquer
trajetéria do sistema para um ponto de equilibrio desejado dentro do que denominamos conjunto
de pontos de equilibrio atingiveis a ser precisamente determinado. Este conjunto corresponde a
uma regiao no espacgo de estado composta pelos pontos de equilibrio que podem ser alcancados
por alguma estratégia de controle projetada. Adicionalmente, desejamos cumprir este objetivo,
minimizando um custo garantido quadratico. Este problema é mais complicado do que aquele

especificado no Capitulo 2, uma vez que, agora, dois pontos devem ser levados em consideracao:
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1) encontrar o conjunto de pontos de equilibrio atingiveis e 2) projetar uma regra que conduza
o estado do sistema ao ponto de equilibrio desejado. Primeiramente, vamos realizar o controle
considerando que todas as informacoes do ponto de equilibrio de interesse sao fornecidas pelo
projetista. Em seguida, tratamos e discutimos o caso mais realista onde a regra de comutacao é
implementada utilizando apenas informacgoes parciais do ponto de equilibrio. Levando em conta
as trés topologias mencionadas, mostramos que a técnica proposta € eficiente mesmo no caso em
que os pontos de equilibrio sao parcialmente conhecidos. Ademais, esta técnica foi implementada
em laboratério para o controle de um conversor boost e os resultados também disponiveis em

[Garcia, Pomilio, Deaecto & Geromel, 2009] podem ser considerados bastante satisfatérios.

6.3.1 Formulacao do problema

Considere o sistema afim com comutagao definido por

T = A,x+ Hyw, z(0) =z (6.42)
z = E,x (6.43)

sendo z € R™ o estado, w € R™ a entrada externa suposta constante paratodot > 0e z € R" a
saida controlada. A regra de comutagao o(t) : t > 0 — K seleciona em cada instante de tempo um
subsistema dentre os N disponiveis. O problema de projeto consiste em determinar uma fungao
de comutacao o(z(t)) para todo t > 0 e o conjunto X, de todos os pontos de equilibrio z, € R"*
que podem ser alcangados levando em conta a atuagao de o(-), isto é, x(t) — x. quando t — oc.
Obviamente, gostarfamos de determinar uma regra o(-) que permitisse conduzir uma trajetéria
qualquer do sistema para qualquer ponto arbitrario no espaco de estado, ou seja, x. € R™ com
X. = R". Entretanto, esta regra geralmente nao existe e, portanto, devemos determinar a regiao
X. C R™ dos pontos de equilibrio atingiveis junto com a regra o(-). Idealmente, a regra o(-) é

determinada através da solucao do problema de controle 6timo

min /oo(z — E,z.) (2 — E,xe)dt (6.44)
0

para algum x, € X,. Dada a natureza descontinua de o(t), este problema é muito dificil de

resolver. Logo, como realizado nos capitulos anteriores, a proposta é substitui-lo por um problema

mais simples que corresponde a minimizar um limitante superior da fungao objetivo (6.44). Para

facilitar a notagao denotaremos @); = E/E; > 0 para todo i € K. A técnica utilizada é baseada

em uma funcao de Lyapunov quadrética que permite comparagoes simples com alguns resultados

classicos referentes ao projeto de conversores CC-CC, conhecidos como o método da média das
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variaveis de estado disponivel em [Kislovski, Redl & Sokal, 1991]. O préximo lema fornece um

resultado de [Feron, 1996] bastante conhecido e importante sobre este assunto.

Lema 6.1 Considerando o sistema linear (6.42) com w = 0, se existir A\ € A e uma matriz
P >0 e R"™ "™ tais que
A\P+ PAy <0 (6.45)

entao a regra de comutagio o(x) = argmingex ' PA;x garante a estabilidade assintdtica global

do ponto de equilibrio x. = 0.

A prova deste resultado é simples. Considere a fungao de Lyapunov quadratica v(z) = o' Px

cuja derivada no tempo de uma trajetéria arbitraria do sistema (6.42) com w = 0 fornece

v(z) = 2'(ALP+ PA,)x
= minz' (AP + PA;)z
i€K
— r){leljrg ' (A\P + PA))x
< 0,Vz#£0 (6.46)

sendo que a ultima desigualdade segue da existéncia de A € A satisfazendo (6.45). Ademais
como provado em [Feron, 1996] para N = 2 a necessidade também é vélida. A seguir, vamos
generalizar este resultado em duas diregoes. Inicialmente, consideramos uma entrada externa
constante atuando no sistema, o que permite defini-lo como um modelo afim cujos pontos de
equilibrio descrevem uma curva ou uma regiao no espaco de estado e nao somente a origem.

Posteriormente, introduzimos um custo garantido associado a (6.44) para o projeto de o(-).

6.3.2 Realimentacao de estado

Nesta subsegao nosso objetivo é determinar um conjunto de pontos de equilibrio X, tais que
a igualdade lim;_, ., z(t) = . seja verdadeira para qualquer condi¢ao inicial xy € R"* sempre que

uma regra de comutacao o(z) for aplicada.

Teorema 6.3 Para o sistema afim com comutacao (6.42)-(6.43) com entrada w € R™ constante
para todo t > 0 e o ponto x. € R"™ dado, se existirem A\ € A e P > 0 € R"™*" tais que as

condicoes

A/AP—I—PA,\—FQ)\ < 0 (647)
A,\xe—i—H)\w = 0 (648)
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sejam satisfeitas. Entao a regra de comutagao
o(z) = argmin £'(Qi€ + 2P(Aiz + Hiw)) (6.49)
1€

com & = x — x, garante a estabilidade assintotica global do ponto de equilibrio x, € R™ e admite

o limitante superior
/ (2 — E,x.) (2 — Eyxe)dt < (xg — z.) P(xo — ) (6.50)
0

Prova: Considere a regra de comutacao (6.49) e adote a fun¢ao de Lyapunov v(&) = £’ P¢. Sua
derivada em relagao ao tempo considerando uma trajetéria qualquer do sistema (6.42)-(6.43)

satisfaz

0(&) = FPE+E P
= 20P(A,x + Hyw)
= IZIéIHg §/<QZ§ + QP(AZZL' + sz)) - ngag
= %él (E'(ALP + PA; + Q)& + 26 P(Ajze + Huw)) — £Q,€
= min (§(A\P + PAy + Q))€ + 28 P(Axze + Hyw)) = §'Qut
_£/Q0£
0 (6.51)

sendo que a quarta igualdade segue da terceira fazendo © = £ + z. e a primeira desigualdade
segue das condigoes (6.47) e (6.48). Uma vez que 0(§) < 0 para todo & # 0 € R"*, concluimos
que x. € um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel. Ademais, integrando a
primeira desigualdade de t = 0 a t — oo e levando em conta que v(§(oc0)) = 0, obtemos (6.50),

concluindo a prova do teorema. |

E interessante notar que mesmo no caso particular em que ); = 0, ¢ € K, onde somente a
estabilidade assintética é levada em consideracao, a funcao de comutacao dada no Teorema 6.3 é,
em geral, quadratica em relagao ao estado x € R™*. Outro ponto interessante é que para Q; = )
independente do modo 7 € K e para w = 0 este teorema reduz-se ao resultado do Lema 6.1.
A seguir, propomos uma estratégia de comutacao linear mais simples de implementar que pode
ser obtida utilizando condicoes de estabilidade quadraticas mais conservadoras. Por enquanto,
o resultado do Teorema 6.3 admite algumas consideracoes. A primeira é que para resolver as

condigoes (6.47) e (6.48) precisamos determinar um vetor especifico A € A associado ao ponto de
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equilibrio x.. Devemos notar que a desigualdade (6.47) impoe A, assintoticamente estavel e que

todos os pontos de equilibrio z. que satisfazem (6.48) compoem o conjunto
X, = {—A;lH)\’LU Ay € C, VA e A} (652)

que pode ser numericamente determinado. Somente os pontos z., € X, sao alcancados pela
estratégia de comutacao fornecida pelo Teorema 6.3. Logo, o valor de A associado ao ponto
de equilibrio =, é determinado e, posteriormente, uma solugao factivel da desigualdade (6.47)
é calculada. Uma vez que por construcao temos A, € C, a matriz P > 0, importante para a

implementagao da regra de comutacao (6.49), é obtida de
P= / eNHQn + S)eM dt (6.53)
0

com S > 0 sendo uma matriz arbitraria de dimensoes compativeis.

Outro ponto que merece nossa atengao ¢ a interpretacao das condigoes do Teorema 6.3 sob
o contexto do método da média das variaveis de estado apresentado em [Kislovski et al., 1991].

Para esta finalidade, definimos o sistema dinamico auxiliar

= A+ Hyw, 2(0) = xg (6.54)
¢ = Ewm (6.55)

sendo que, como podemos observar, Ay € C exige que n(t) — z. € X, quando ¢t — oco. Ademais,

alguns calculos simples colocam em evidéncia que

/ (C = Bawo)(C — Byw) dt = / (20 — ) "N By Exe™ (g — ) dt
0 0

< / (20 — xo) e Qre™ (zo — x.) dt
0
< (xog— ) Pz — ) (6.56)

sendo que a primeira desigualdade vem do fato que F{ E\ < @, paratodo A € A e a segunda é uma
consequéncia direta de S > 0 em (6.53). Concluimos, portanto, que sem nenhuma aproximagao,
o sistema afim invariante no tempo (6.54)-(6.55) admite a mesma solucdo em regime permanente
z. € X, e o mesmo custo garantido obtido na transigdo de n(0) = xy para n(co) = z. € X,
do que o sistema afim com comutacao sob consideracao controlado pela regra de comutacgao
dada no Teorema 6.3. Esta equivaléncia permite concluir que a técnica proposta fornece uma

medida precisa e favoravel, principalmente, quando nos referimos ao projeto de controle para os
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conversores CC-CC a serem apresentados em seguida. O proximo teorema apresenta uma regra

de comutagao linear para o problema de projeto em questao.

Teorema 6.4 Para o sistema afim com comutagdo (6.42)-(6.43) com entrada w € R™ constante
para todo t > 0 e o ponto x. € R"™ dado, se existirem X € A e P > 0 € R™*" tais que as

condigoes

AP+ PA+Q; < 0,ieK (6.57)
Az + Hyw = 0 (6.58)

sejam satisfeitas, entdo a regra de comuta¢ao
o(z) = argmin &' P(Aize + Hyw) (6.59)
1€

com & = x — x. garante a estabilidade assintotica global do ponto de equilibrio x. € R™ e admite

o limitante superior (6.50).

Prova: Considerando novamente a fun¢ao de Lyapunov quadratica v(§) = ' P¢, sua derivada
no tempo ao longo de uma trajetéria arbitraria do sistema (6.42)-(6.43) controlada pela regra de

comutagao (6.59), satisfaz

b)) = #PE+E P
= 28'P(A,r + H,w)
= 2'P(A,xe + Hyw) + € (AP + PA,)E
= min (2'P(Aize + Huw)) + &' (AP + PAg)¢
< min (28 P(Asze + Hyw)) = §'Qot
—£'Qo¢
< 0 (6.60)

sendo que a primeira desigualdade segue do fato que A’ P + PA, < —(@Q, para todo o € K
e, como uma consequéncia imediata de (6.57) e de (6.58), a segunda desigualdade é obtida.
Finalmente, por uma simples integragao obtemos a desigualdade (6.50), concluindo, assim, a

prova do teorema. |

Vale ressaltar que quando w = 0 a estabilidade assintotica global é assegurada por uma

regra de comutagao arbitraria. Ademais, comparando com (6.49), a regra de comutagao (6.59)
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é linear e, portanto, mais simples e mais adequada para a implementacao pratica. Entretanto,
as condigdes (6.57) sdo mais conservadoras do que as apresentadas em (6.47) uma vez que esta
ultima exige que apenas uma LMI seja satisfeita enquanto que (6.57) exige que um conjunto de
N LMIs seja factivel. Logo, sob o ponto de vista de implementacao pratica, podemos concluir
que se o Teorema 6.4 admitir uma solucao, ele é mais indicado do que o Teorema 6.3 pois a
implementagao da regra o(-) é mais simples e, além disso, para a obten¢ao da matriz P > 0 nao
é preciso fornecer o valor de A € A associado ao ponto x.. Assim, qualquer ponto de equilibrio
x. € X, selecionado pelo projetista, possui a mesma matriz P > 0 e, consequentemente, a mesma
regra de comutagao (6.59) ¢ utilizada.

Uma propriedade interessante referente aos sistemas afins com comutagao é a convergéncia
quadrética tratada em [Pavlov, Pogromsky, de Wouw & Nijmeijer, 2007]. Apenas para fins de
comparacao, vamos considerar somente sistemas com N = 2 e Q1 = Q2 = 0. A estratégia de

comutacao linear (6.59) permite-nos reescrever o sistema (6.42) como

‘i { A€ +bi, dESO 661)

Azl + b, £ > 0

com § =1 — ., b; = Ajz. + Byw parai = 1,2 e ¢, = P(by — bs). Logo, aplicando as condigoes do
Teorema 6.4 para qualquer z. € X, a existéncia de uma tnica matriz de Lyapunov satisfazendo as
desigualdades (6.57) é suficiente para concluir que a origem £ = 0 é globalmente assintoticamente
estavel. Por outro lado, da condigao necesséria e suficiente dada em ([Pavlov et al., 2007], pag.
1238), nao podemos afirmar que este sistema afim seja quadraticamente convergente a menos
que a condi¢ao adicional A; — Ay = G, também seja satisfeita para algum vetor G € R"=.

Como esperado, o resultado do Teorema 6.4 nao é suficiente para assegurar a convergencia
quadratica, que por definicao impoe um comportamento adequado para a resposta do sistema
sujeito a qualquer entrada limitada e continua por partes em relacao ao tempo.

A préxima subsecao é dedicada a aplicagao dos resultados tedricos para o controle de trés
modelos classicos de conversores CC-CC. Felizmente, todos eles satisfazem as condicoes de projeto

especificadas do Teorema 6.4.

6.3.3 Projeto de conversores CC-CC

Nesta subsecao, estudamos trés topologias classicas de conversores CC-CC, a saber, buck,
boost e buck-boost, sendo cada uma delas modelada como um sistema dinamico com comutacgao
afim com dois subsistemas (N=2) que compartilham as mesmas variaveis de estado. Em cada

instante de tempo a regra de comutagao o(z(t)) € {1,2} seleciona qual dos subsistemas deve ser
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ativado para compor a evolugao do estado x(t). Para todos os conversores, iy, denota a corrente
no indutor e vc a tensao no capacitor e ambos compoem os elementos da varidavel de estado
x = [if vo]. Cada conversor possui duas chaves que operam de forma complementar e cujas
posicoes no circuito definem cada subsistema. Cada um deles depende de cinco parametros os
quais, para fins de simulagao, possuem os valores nominais: w = 100 [V], R = 2 [Q)], L = 500 [pH],
C, =470 [uF] e R, = 50 [Q].

Neste contexto, propomos encontrar um custo garantido associado ao problema de otimizacao

min / R Y ve —ve)? + oR(ig, —i.)* dt (6.62)
7 Jo

" € X, um ponto de equilibrio atingivel. O ponto x. e ¢ > 0 constituem

sendo x, = [i. v.]
parametros que devem ser fornecidos pelo projetista. O custo (6.62) expressa a soma ponderada
do sinal de erro de cada variavel de estado correspondente ao valor que compoe o ponto de
equilibrio escolhido. Verificamos que o parametro nao-negativo o € R desempenha um papel
fundamental no que diz respeito a duragao do transitorio da tensao e ao valor de pico da corrente.
De fato, para o >> 1 o valor de pico da corrente é reduzido, mas a tensao converge muito
lentamente para o valor de equilibrio. Por outro lado, para o << 1 esta convergéncia é rapida
mas o pico da corrente geralmente é muito elevado. Consideramos o caso extremo ¢ = 0 que de

acordo com (6.44) implica em

(6.63)

0 0
o-a- |0

A matriz P > 0 que define a estratégia de comutacao do Teorema 6.4 é obtida através da solugao
do seguinte problema de programacao convexa

]1320{1"() P+ +Q; <0,Vi e K} (6.64)
que pode ser numericamente resolvido através de rotinas disponiveis para a solucao de LMIs. A
funcao objetivo do problema (6.64) corresponde aquela do lado direito de (6.50) assumindo que o
vetor desconhecido xg — z, é uniformemente distribuido em uma esfera unitaria. Ademais, para

os trés modelos CC-CC que analisamos em seguida, verifica-se que o problema (6.62) é sempre

factivel uma vez que a matriz de Lyapunov de energia

R,:[L/2 0 ] (6.65)
0 C,/2

implica que P = eP, satisfaz todas as restricoes para ¢ > 1. Infelizmente, a matriz P, nao
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Figura 6.5: Circuito buck e plano de fase

corresponde & solugao 6tima global do problema de programacgao convexa (6.64).
Como ja mencionado, com excecao do caso em que A; = A, Vi € K, a solucao deste problema
nao ¢ trivial e exige a utilizagao de rotinas numéricas. Para N = 2 a estratégia de comutagao

(6.59) é particularmente simples de implementar. Na verdade ela pode ser escrita na forma

{ 1if d(r—x) <0 (6.66)

2 if d(zx—xz)>0

com ¢, = P((Ay — Ay)x. + (H; — Hy)w). Note que o valor de o(z(t)) é obtido verificando-se a
posicao do estado x(t) em relacdo a reta ¢, (z —x.) = 0 que passa pelo ponto de equilibrio z, € X,
desejado. Vale ressaltar que para a analise dos conversores mencionados nenhum limite é imposto
a frequéncia de comutacao e, consequentemente, quando a trajetéria do sistema evolui sobre uma
superficie deslizante, a comutacao ocorre muito rapidamente, sendo impossivel visualiza-la na
simulacao, motivo pelo qual este sinal é omitido. A seguir apresentamos a aplicacao desta teoria
para os trés conversores mencionados anteriormente, apresentando os resultados das simulacoes

numéricas obtidos.

Conversor Buck

A Figura 6.5 apresenta no topo a estrutura de um conversor buck a qual permite apenas

tensoes v, menores do que a tensao de entrada. Da defini¢ao do estado x = [if, v 0 modelo em
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espaco de estado do sistema com comutagao (6.42)-(6.43) é definido pelas seguintes matrizes

7H1:[1/L],H2=[O] (6.67)
0 0

e o conjunto de pontos de equilibrio atingiveis ¢ calculado como sendo

~R/L  —1/L

Al - Ag -
1/C, —1/R,C,

Xe = {(ie;ve) : ve = Roiic , 0 <iie <w/(R,+ R)} (6.68)

que corresponde a um segmento de reta completamente definido pela carga R, sempre que R <<

R,. A solugao do problema (6.64) forneceu o vetor

1,71
Ce=10"2| 7 w (6.69)
1,28

importante para a implementagao da estratégia de comutacao (6.66). E interessante notar que
para este conversor em particular, o gradiente da reta de comutacao nao depende do ponto
de equilibrio z. € X.. A parte inferior da Figura 6.5 mostra em linhas continuas algumas
trajetérias que partem da origem e chegam aos pontos de equilibrio associados as tensoes v, =
{10, 20,---, 90} [V]. Note que estes valores de tensao pertencem ao conjunto X, que esté
apresentado em pontilhado. A Figura 6.5 ilustra a eficiéncia da estratégia de controle proposta.
Podemos notar que para todos os pontos de equilibrio analisados o periodo transitério foi menor
do que 5 [ms|. Entretanto, os picos das correntes foram bastante elevados, proximos a 40 [A] de

amplitude.

Conversor boost

A Figura 6.6 mostra na parte superior um conversor boost bidirecional alimentando uma carga

resistiva R,. Neste caso, o modelo no espago de estado (6.42)-(6.43) ¢ definido pelas seguintes

matrizes
—R/L 0 —R/L —1/L
A= | B (6.70)
0 -1/R,C, 1/C, -1/R,C,
1/L

e o conjunto de pontos de equilibrio atingiveis é dado por

Xe = {(ic,ve) + w/(R+ R,) <i. <w/R,v.+ (RR,)i: — (Row)i. =0} (6.72)
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Figura 6.6: Circuito boost e plano de fase

A tensao de equilibrio que pode ser alcancada utilizando a regra de comutacao proposta pertence
ao intervalo 0 < v, < (\/m)w Este intervalo é bastante adequado uma vez que na pratica, a
corrente de equilibrio é limitada a regiao w/(R+ R,) < i. < w/2R, o que impoe R,w/(R+R,) <
Ve < (\/m)w Para esta classe de conversores sempre temos @ << R, e consequentemente

ve > w. Da solugao étima do problema (6.64) obtivemos

L —11.82 5726
ce =10 Te (6.73)
~105,06 11,11

usado para a implementagao da regra de comutagao (6.66).

A parte inferior da Figura 6.6 apresenta o plano de fase de varias trajetorias do conversor
boost evoluindo da origem em direcao aos pontos de equilibrio correspondentes aos valores de
tensao v, = {110, 120, --- , 240} [V]. O conjunto X, é mostrado em linhas pontilhadas na Figura
6.6. Para este caso, o periodo transitério foi menor que 60 [ms] mas as correntes apresentaram
picos elevados de aproximadamente 40 [A] de amplitude. A seguir apresentamos as simulagoes

obtidas para o conversor buck-boost.

Conversor buck-boost

A parte superior da Figura 6.7 apresenta a estrutura de um conversor buck-boost alimentando

uma carga resistiva R,. O modelo no espaco de estado do sistema com comutagao é dado pelas
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Figura 6.7: Circuito buck-boost e plano de fase

matrizes
—R/L 0 —R/L —1/L
Al = / ; 2 = / / (674)
0 -1/R,C, 1/C, -1/R,C,
1/L 0

H, = . Hy = 6.75
e o

O conjunto de pontos de equilibrio atingiveis foi calculado como sendo
X, = {(ie,ve) 0 < e < Ryiie , 02 + (RR,)i? — (Row)ie + wv, = 0} (6.76)

onde podemos notar que o intervalo das tensoes é aproximadamente o mesmo obtido para o
conversor boost quando R << R,, ou seja, 0 < v, < (y/R,/4R)w. Ademais, a solu¢ao 6tima do

problema (6.64) é a mesma do que aquela obtida anteriormente resultando em

—11,82 57,26 57,26
c. = 1072 ’ ’ z.+ 1072 ’ w (6.77)
105,06 11,11 11,11

importante para a implementagao da estratégia de comutagao (6.66). Como nos modelos ante-
riores a parte inferior da Figura 6.7 ilustra o plano de fase das trajetorias do sistema evoluindo

da origem para os pontos de equilibrio associados as tensoes v, = {10, 20,---, 190} [V]. Neste
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caso, o regime transitério teve uma duracdo de 60 [ms|, bastante préxima daquela obtida para o
conversor boost, e as correntes de pico apresentaram uma amplitude de aproximadamente 35 [A].

As simulacoes anteriores ilustram que a estratégia de comutacao além de simples de implemen-
tar € eficiente para o controle das trés topologias de conversores CC-CC estudadas anteriormente.
Ela é linear e depende das duas componentes do ponto de equilibrio z, = [i. v.]' € X, que de-
vem ser fornecidas pelo projetista. Entretanto, na pratica, seria interessante controlar o sistema
fornecendo apenas informagoes parciais do ponto de equilibrio, como por exemplo, estabelecendo
somente o valor da tensao v, que desejamos obter na carga, sem nos preocuparmos em disponi-
bilizar o valor da corrente 7.. Desta forma, esta corrente fica livre para se ajustar as possiveis
alteracoes do modelo durante o processo devido a dinamicas nao-modeladas e a desvios nos valo-
res nominais, por exemplo. A seguir, apresentamos os resultados obtidos da implementacao em

laboratoério da técnica aqui proposta para o conversor boost.

6.3.4 Implementacao pratica

Utilizamos a matriz de Lyapunov de energia P, e aquela resultante das condigdes (6.57)
para futura comparagao dos resultados obtidos. Os dados nominais utilizados sado: w = 80 [V],
R =038 [Q], L =48 [mH], C, =470 [uF]| e R, = 189 [€2]. Desejamos regular a tensao de saida
em 150 [V]. Desta forma, utilizando a equagao (6.58) que descreve a regiao X, determinamos
que o ponto de equilibrio a ser fornecido para a implementacao da regra de comutacao é igual
a r. = [1,51 150]". Além disso, consideramos como estado inicial o ponto de equilibrio do
subsistema 2, ou seja, 19 = — A, Bow = [0,42 79,70]', pois ao ligar a tensdo de alimentacdo w é
este o subsistema que esta ativado.

O aparato experimental foi construido utilizando uma placa projetada que utiliza IGBTs
do médulo de poténcia IRAMS10UPGOA da International Rectifier. As tensoes e correntes de
entrada e saida foram medidas utilizando sensores de efeito Hall modelos LV25-P e LA55-P,
respectivamente, ambos da LEM. O algoritmo para a regra de comutacao foi implementado em
um microcontrolador TMS320F28335 da Texas Instruments com interrupgoes periddicas. A cada
interrupc¢ao o controlador 1é o valor atual do estado através dos sinais dos sensores recebidos do
conversor A /D, realiza os calculos aritméticos que definem a regra de comutagao e, finalmente,
executa a decisao de qual subsistema deve ser ativado. Portanto, a frequéncia de comutacao nao
¢ infinita como suposta nos desenvolvimentos tedricos apresentados, mas limitada a um valor
predefinido. Esta limitacao pode provocar uma pequena diferenca entre o valor da tensao de
saida desejada e o obtido.

Utilizando os dados fornecidos, calculamos a matriz de Lyapunov de energia dada em (6.65)

para a implementagao da regra linear (6.59). A Figura 6.8 ilustra a resposta dinamica do sistema.
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Figura 6.9: Resposta do conversor utilizando o Teorema 6.4

O lado esquerdo expressa os resultados experimentais extraidos do osciloscépio e o direito a
simulagao numérica. Observamos que a tensao de saida atinge o valor de regime igual a 149,78
[V] e leva aproximadamente 180 [ms] para atingir 95% deste valor. A corrente nao possui

sobrelevagao.

Utilizando agora as condi¢oes propostas no Teorema 6.4 obtivemos o seguinte resultado

1949,70 55,19
P=10"°¢ ’ ’ (6.78)
55,19 241,60
A Figura 6.9 apresenta a resposta dinamica do sistema obtida com a mesma regra de comutagao

utilizada anteriormente. Novamente o lado esquerdo apresenta valores experimentais e o direito

a simulacao numérica. Neste caso, a tensao de regime permanente é aproximadamente igual a
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150 [V] e o tempo de estabilizacdo é de 50 [ms| . Comparando ambas as figuras observamos
que, como esperado, a convergéencia da tensao é bem mais rapida com a solucao do Teorema
6.4 uma vez que utilizando (6.63) priorizamos a velocidade de convergéncia da tensao, mas em
contrapartida, obtivemos uma corrente de pico de 3,10 [A]. Além disso, é importante notar que
o valor da tensdo na saida é muito préximo, mas nao exatamente igual ao valor de 150 [V]
desejado. Isto ocorre devido a necessidade do fornecimento prévio de todas as informacoes do
ponto de equilibrio z, e da limitacao da frequéncia de comutacao. Na pratica, nao lidamos
com valores exatos dos parametros do sistema e, além disso, o eventual aquecimento durante
o processo pode contribuir para alteragoes nos valores nominais. Desta forma, a solugao ideal
seria fornecer apenas o valor da tensao de forma que a corrente fosse automaticamente corrigida
de acordo com possiveis alteracoes nos componentes do sistema. A proxima secao estabelece o
problema de controle considerando apenas informagoes parciais do ponto de equilibrio e apresenta

uma possivel solucao para este problema.

6.3.5 Informacoes parciais

Como ja mencionado e discutido em [Spiazzi & Mattavelli, 2001] um problema de grande
interesse pratico é a implementacao de uma regra de comutacao baseada apenas em informacoes
parciais, como por exemplo, a tensao de equilibrio v, sem disponibilizar a corrente i.. No contexto
do Teorema 6.3, para o sistema (6.42)-(6.43), a solucao deste problema consiste em fazer o(x)
dada em (6.49) independente da corrente de equilibrio i.. Por simplicidade, consideramos @; =
@ > 0 para todo i € K. A abordagem adotada em [Spiazzi & Mattavelli, 2001] é utilizada para
a obtencao da solugao. A ideia é introduzir um filtro passa baixa com a funcao de transferéncia
F(s) =1/(rs+ 1) de tal forma a estimar o valor da corrente i;, em regime permanente.

Escolhendo 7 = R,C,, as novas variaveis que constituem o estado z sdo = = [if vo %L]/ e
o sistema com comutacao afim aumentado com a realizagdo no espago de estado (6.42)-(6.43) é

definido por

~R/L 0 0 ~R/L  -1/L 0
A=| 0 —1/R,.C, 0 JAy = | 1/C,  —1/R,C, 0 (6.79)
1/R,C, 0 ~1/R,C, 1/R,C, 0 ~1/R,C,
1/L 0
Hi=| 0 |,Ha=1]0 (6.80)
0 0

e @1 = Qo = diag{0,1/R,,0}. O modelo de cada conversor é dado, respectivamente, por
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(A1, Ay, Hy, Hy) = (A2, Az, Hi1, Ho) para o buck, (A1, Ay, Hi, Hy) = (A1, Az, H1, H1) para o boost
e (A, As, Hy, Hy) = (A, As, Hy1, Ho) para o buck-boost. E interessante notar que, neste caso, o
conjunto X, fornecido pelo Teorema 6.3 é composto por pontos da forma x, = [i. v. i.]. Logo,

considerando as restrigoes lineares
JP[AZ- Hi]:V,WeK (6.81)

relacionadas & matriz de Lyapunov P € R**3 & varidvel V € R'™** ¢ J = [1 0 1], temos que a
estratégia de comutagao dada por o(x) = arg min;eg (z — x.) P(A;x + H;w) passa a nao mais de-
pender da corrente de equilibrio i.. De fato, definindo o vetor P(A;z+ Hyw) = [fi(z) gi(z) hi(x)],
multiplicando (6.81) pela direita por [z" w']’, concluimos que f;(x) + h;(x) = V]z" w']’ para todo

1 € K, ou seja, a soma destas fungoes nao depende do indice i € K. Consequentemente, obtemos

o(r) = arg m%l(:c — z.)' P(Aiz + Hyw)
1€

= argmin (ip — i) fi(2) + (ve — ve)gi(2) + (i — ic)hi(2)

= arg I%I? (ip —ip) fi(x) + (vo — ve)gs(x) (6.82)

Notamos que as funcoes f;(z) e g;(x) sao lineares em relagio a # € R3, fazendo com que a
superficie de comutacao seja quadrética. A regra o(-) obtida é globalmente assintoticamente
estavel. Para um valor de tensao v., o Teorema 6.3 assegura que para qualquer condicao inicial,
temos que ve(t) — v, quando t — oo. Ademais, uma vez que somente o erro vo — v, estd presente
na fungao objetivo, a estratégia de comutacao geralmente impoe para o sistema em malha fechada
um transitorio de curta duracao na tensao sobre a carga a custa de um mais longo para o erro

da corrente i;, — iy,.

Do Teorema 6.3 segue que a solucao do problema de programacao convexa apresentado a

seguir esta associado ao ponto de equilibrio desejado z. € X,

{P’i%feg {tr(P) : A\P+ PA,+Q, <0} (6.83)
sendo o conjunto de todos os pares (V,P) com P > 0 que satisfazem as restri¢oes de igual-
dade (6.81) e A € A. A desigualdade em (6.83) nao ¢ estrita como a indicada em (6.47) pois
as restrigoes (6.81) geralmente impoem JPA,J = 0. De fato, pode ser verificado que este é
precisamente o caso dos conversores boost e buck-boost. Como consequéncia, para preservar a fac-
tibilidade de (6.83), devemos impor J@Q;J' = 0 para todo i € K que é verdade para as matrizes

em consideracao. Aplicando o Teorema 6.3, estes aspectos tedricos levam-nos a concluir que a
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Figura 6.10: Conversores operando sob informacoes parciais

derivada em relagao ao tempo da funcao de Lyapunov quadratica v(§) = &' P¢ satisfaz

9(§) < —€'Qu¢ (6.84)

e 0(§) = 0 para £ € R? da forma & = J'a para algum a € R, ou seja, para todos os pontos do
espago de estado & = [if, — i, Vo — Ve i — ie]" tais que i = i =i, + aeve = v,. Por outro
lado, uma vez que a saida do filtro impoe diy, /dt = 0 quando ij, = iL € Uo = Ve, a igualdade
i, =11 = i. 6 verdadeira e a tnica trajetéria tal que 0(§) = 0 é aquela definida pelo ponto de
equilibrio z. € X, escolhido pelo projetista.

A Figura 6.10 mostra da esquerda para a direita, os planos de fase dos conversores buck, boost e
buck-boost, respectivamente, partindo da origem e considerando o caso em que apenas informacgoes
parciais do ponto de equilibrio sao fornecidas. Em todos os casos, o tempo necessario para que
a tensao vc(t) atinja v, foi aproximadamente igual ao obtido anteriormente quando todas as
informacoes de x. eram fornecidas. Os planos de fase apresentados na Figura 6.44 indicam que
todos os pontos de equilibrio foram alcancados colocando em evidéncia a eficiéncia, a qualidade

e o apelo pratico da técnica proposta.

6.4 Consideracoes finais

Neste capitulo realizamos trés projetos de engenharia considerando a teoria de sistemas com
comutacao. No primeiro, tratamos do controle do angulo de rolamento de uma aeronave sujeito
a ruidos de medida. Os resultados das simulacoes apresentados na Figura 6.3 ilustram que o
método desenvolvido no Capitulo 4 é valido, fornece uma solucao baseada no controle automatico
da regra de comutacao e necessita de um esforco de controle bem inferior aquele obtido quando
a proposta empirica de [Hespanha & Morse, 2002] é adotada. No segundo projeto que considera

o(+) como perturbagao, obtivemos condigoes para a sintese de um filtro 6timo com estrutura de
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observador para estimar a aceleracao vertical de uma suspensao semi-ativa automotiva. A Figura
6.4 ilustra que o projeto realizado de acordo com a teoria proposta é valido e eficaz. Por tltimo,
propusemos condigoes para a estabilidade assintotica global de sistemas com comutacao afins,
bastante utilizados na area de eletronica de poténcia, considerando, primeiramente, que todas
as informacoes do ponto de equilibrio sao fornecidas e, posteriormente, que apenas informagoes
parciais a seu respeito sao disponiveis. Aplicamos esta teoria para a regulacao da tensao em trés
conversores classicos CC-CC sendo que o sucesso dos resultados tedricos estao comprovados pela

concordancia das simulacoes numéricas e dos resultados experimentais.



Capitulo 7
Conclusoes e Perspectivas

Finalizamos esta tese destacando suas principais contribuigoes e apresentando algumas linhas
de pesquisa que pretendemos explorar no futuro.

Iniciamos nossa discussao com o capitulo de conceitos fundamentais, que embora contenha na
sua maioria resultados consagrados e ja disponiveis na literatura, apresenta diversos resultados
inéditos importantes. Estes resultados sao referentes a regra de comutagao o(-) atuando como
perturbacao. Neste caso, as condi¢oes obtidas contém aquelas de estabilidade quadréticas tanto
no que se refere a analise de estabilidade quanto ao calculo dos custos funcionais Hs e Ho para
ambos os dominios de tempo.

Em seguida, chegamos aos resultados apresentados nos Capitulos 3 e 4 que tratam do projeto
de controle simultaneo de uma regra de comutagao e de um controlador (dinamico de ordem
completa no caso de realimentacao de saida, ou estdtico no caso de realimentacao de estado)
assegurando estabilidade e um custo garantido Hs ou H., de desempenho. Ressaltamos que o
problema proposto leva em conta uma abordagem diferente daquelas disponiveis na literatura,
principalmente, no que diz respeito ao projeto via realimentacao de saida. Neste caso, o pro-
blema estudado é mais realista e geral pois trata do projeto simultaneo das duas estruturas de
controle mencionadas. Mesmo abordando um problema mais complexo, a solugao foi obtida sem
que nenhum conservadorismo fosse introduzido na estrutura das desigualdades em consideracao,
Lyapunov-Metzler (caso Hs) ou Riccati-Metzler (caso Hoo). Ademais, esta solugdo permite a
derivagao para condigoes alternativas mais simples de resolver através de uma busca unidimen-
sional e um conjunto de LMIs. Os exemplos apresentados ilustram a validade e a eficacia da
teoria desenvolvida.

Supondo agora que o sistema pode apresentar incertezas em sua estrutura, o Capitulo 5
apresenta o projeto de controle robusto com realimentagao de estado para dois tipos de incertezas,

a saber: as incertezas limitadas em norma e as politépicas. Para o primeiro tipo as condicoes

151
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foram obtidas para ambos os dominios de tempo e sao vélidas mesmo no caso destas incertezas
possuirem estrutura LFT. Para o caso politépico as condicoes foram obtidas gracas a adogao
de uma subclasse de matrizes de Metzler dependentes de parametros que sé foi possivel ser
determinada para o caso continuo. Portanto, este problema continua em aberto para o caso
discreto. A grande vantagem deste resultado é que ele pode ser utilizado como alternativa para
o controle de sistemas LPV.

Sobre o capitulo de aplicacoes, podemos ressaltar os resultados tedricos referentes ao estudo
da estabilidade de sistemas afins com comutacao. Embora eles tenham sido bastante satisfatorios
como aplicacao na regulagao da tensao de saida dos conversores classicos CC-CC, o caso mais
realista obtido através do fornecimento de informacoes parciais do ponto de equilibrio pode ser,
em alguns casos, muito conservador. Quanto as demais aplicagoes, ou seja, no que se refere
ao controle do angulo de rolamento de uma aeronave e ao filtro étimo projetado para estimar
a aceleragao da suspensao de um automovel, os resultados obtidos mostraram-se adequados e
realistas como pode ser comprovado pelas simulagoes apresentadas.

Para o futuro, gostariamos de elencar os seguintes temas que serao objeto de nosso esforco

cientifico:

e Controle com comutacao para sistemas sujeitos a saltos markovianos sem o conhecimento do
estado da cadeia. Tendo em vista a similitude das condicoes de projeto com as dos sistemas
com comutacgao, acreditamos que problemas da area de sistemas markovianos possam ser

tratados de forma genérica e resolvidos através de LMIs.

e Aprimoramento dos resultados alcancados para sistemas com comutacao afins para levar
em conta variagoes nos parametros e dinamicas nao modeladas que representam adequada-

mente diversas estratégias de comutacao em eletronica de poténcia.

e Generalizacao dos resultados para tratar sistemas com comutagao com a inclusao de atrasos
e nao linearidades. Em ambos os casos, pretendemos tirar vantagem de que eles possuem

uma parte linear e utilizar o que, em principio viabiliza a adocao do critério de Popov.

Em suma, entendemos que os resultados obtidos até agora no estudo de sistemas lineares com

comutacao formam uma base solida para que estes objetivos possam ser algados.
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Apeéendice A
Resultados Auxiliares

Neste apéndice apresentamos alguns resultados auxiliares importantes nas deducgoes de ex-
pressoes apresentadas ao longo deste trabalho. Vamos iniciar pela apresentacao de um lema
simples mas que é fundamental como ferramenta matematica na determinacao de limitantes
trataveis numericamente de termos nao lineares e dificeis de resolver. Esta ferramenta ja foi

utilizada em [Geromel, Korogui & Bernussou, 2007] e esta apresentada a seguir.

Lema A.1 Para qualquer matriz quadrada G e qualquer matriz definida positiva R de dimensoes

compativeis, a sequinte desigualdade
R'>G+G - GRG (A1)
¢ verdadeira.

Prova: Este resultado segue trivialmente do fato de que (G — R™')'R(G — R™') > 0. [

Uma vez que G é uma matriz quadrada arbitraria, podemos notar que a igualdade ocorre
com a escolha particular de G = R™'. Um outro resultado fundamental para a obtencao dos
resultados referentes ao problema de projeto dinamico com realimentacao de saida apresentados

nos Capitulos 3 e 4 refere-se ao cédlculo da inversa de matrizes particionadas dado a seguir.

Lema A.2 (Inversa de Matrizes) Considere as matrizes X € R™ ™ nao singular e Y € R™*™
Z e R™™ e W € R™™. Entao

Xt 0
0 Al

XY

—1
| —xy
z wl|

0 1

I 0
~ZX! I] (4-2)
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com A=W — ZX7Y sendo o complemento de Schur com relacdo a X .

Prova: A prova segue diretamente da seguinte fatoracao de matrizes

1 0
ZXt I

para X nao singular. Podemos notar que esta fatoracao corresponde ao produto de duas matrizes

I Xy
0 1

X Y
z W

X 0
0 A

(A.3)

bloco triangulares e uma bloco diagonal de forma que a inversa das mesmas é trivial. [

Juntamente com o calculo da inversa segue o Lema da Inversa que também foi muito utilizado

para a obtencao dos resultados desta tese.

Lema A.3 (Inversa)Considere as matrizes X € R™"™ nao singular, Y € R"" ¢ Z € R™"

entao a igualdade
X+Y2)'=X""(X-YUI+zX'V)'Z)x" (A.4)

vale se as inversas indicadas existirem.

Prova: Uma maneira possivel de provar este lema corresponde a solucao do seguinte sistema
(X+YZ)u=1»b (A.5)

considerando a variavel auxiliar v = Zu de modo que a equacao (A.5) pode ser escrita como

b
- o

que nos fornece u = X (b — Yv) e, por consequéncia

XY
Zz —I

u

v=ZXtb-Yv)=I+ZX'Y)'ZX (A.7)

Desta forma a solugao do sistema (A.5) é dada por
u=X"'I-Y{I+ZX'Y)'ZX " (A.8)
o que conclui a prova do lema. [

A seguir apresentamos um resultado auxiliar adaptado de [de Oliveira, 1999], utilizado no

Capitulo 3, em especial na andlise comparativa com os resultados de [Geromel et al., 2008].
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Lema A.4 (Eliminagao) Eriste uma matriz Z de dimensdo compativel tal que

Al . °
Z'— Ay Ay e | >0
Ay Ay Asg
se e somente se A ’
22 @ 1 ®
Ajs Ass AL As .

No caso afirmativo a matriz Z é dada por Z = Ay + A3 Ay Abs.

(A.9)

(A.10)

Prova: A necessidade decorre imediatamente do fato de que as duas matrizes em (A.10) s@o

obtidas de (A.9) eliminando-se a primeira linha e coluna e a segunda linha e coluna, respectiva-

mente. Para a suficiéncia, como Azz > 0 aplicamos o complemento de Schur em relagao a ultima

linha e coluna de cada desigualdade em(A.10) de forma a obter

AH — A13A§31A,13 [ J > O
O AQQ — A23A531A/23
ou, equivalentemente
An i hd

Al Ayy Ass

Finalmente, escolhendo Z tal que Ay3A433 Abs = Z — Ajs, obtemos (A.9).

(A.11)

(A.12)
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