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CAPTTULD 1

INTRODUCAD



0 objetive de presente trnabalho o introduzin fennamentas
matematicas de grande {mportdncia no projefo, anddise e realizacaoc
de um sdistema de transmissdo digital, atraves do cddcudo de sew de
sempenho atraves da probabilidade de cnne.

As dificuldades gue a principic se¢ apresentaram para o
caleulo preciso da probabilidade de ernno de um sdistema de transmis
sa0 digital por modufacac de amplitude de pulsos, na presenca de
intesfenineda intensimbolica e rulde adifive, foram acs poucos sen
do superadas, com a apresentagdo de metedos o algoriimos com cnes
cente grau de precisdo, sem o prefuizo da simplicidade ¢ do Lempo
de computacdc.

0 apanecimento desses metodos, nesenhados no Capifulo 17,
facilitouw a compreensao dos efedtfos da intenfernencia  antersimbold
ca sobre o desempenho deo sdistema, quexn com cu sem coraelagac entae
simbolos, quer na presenga ou ausencia de fifter. Exemples de como
0s metodos podem se toanar Gfeds, aparecem afualmente cem frequen

eda na fifenatfurna {50},

0 estude da transmissao de sdinads digitadis feve com  um
dos seus Lndefadones, H, Nyguia® {3}, um grande Ampufsoc que com ¢
aparecimento do thansistor e auxilfic de Lnumencs clentistas, nesul
tou no sistema P.C.M. {Modufagde por Codige de Pulses), avalizade
pefa Bellf wno inlcic da decada de 60, a parntin de quande muitos au
fores confaibudnam farntfamente para a fecrdia da faansmissac digital,
{1}, {2}, {4}, {5}, {59} a {41}, {43}, ac passc que as fecnicas das
madis diversas sungiram ¢ se disseminaram, dentre as guais as de
resposta parcial {463}, {51}, de medufagac em frequencda ¢ em fase.

No campo especifico do catoeuto de probabifidade de  enno
de sisiemas de transmissdo digitaf em banda basica, a paincipio 80
se dispunham de trnés nttodos Linadequados para esse fim: o mefodo
da probabilidade de pﬁa& caso, da distengdo RMS, e o mefodo exaus
tive {4}, {14}, cada um com suas restricoes ¢ Amprecisoes. Salizbeng
{6} fodi um dos primeiros a sugernin um metodo simples baseado na de
siquatdade de Chennodf, madis precise que o de plon caso ¢ mulfissd
mo wmadis rapide que o metodo exaustive na grande mailoria dos casos.
0 metode de Salizberg 4ed extendido ¢ mellonado pon Lugannani (7},
rnesulfande em um procesdso compuiacionalmente mads sdimples, Zambem
baseado em uma desdguabdade de Cherncjfi. Contudo, o metede de Luga
nnand produz um Limife supendon adinda excessivamente frouxe, o que
genou a necessidade da procuna de metodos mais exatos. Shimbo e



Celebien 110} e Ho e Yeh {11} a {13} apreosentarnam um metodo de cdad
culo da probabilidade de enne, afraves da expansio em  sénies de
Gram-Charlien, com a precdsac desejada, Contfudo, esse mefede frou
xe alguns incovenientes gue Levaram a elaboragae de outros crdde
nigs quasi-exatos de computagdo da p&@babiﬁédadé de exnne {15},{163,
{19}, {27}. Contemporanvamente, se¢ phocurava per metodos aproxima
dos e Limitfes madls simples e compulacionafmente mais breves, Glave

{8} apresentou um Limitfe superior gue vale para o caso de simbofos

cornelacionades, ¢ que ndo vinha sendo possivel para os metodos

apresentados ate entdo. Matthews {9} extendeu os nesuliados de Gla
ve, apresentande Limifes superdores e inferdores para & probabllfd
dade de enro. Outros metodes de Limites que #em aparecido na Edte
ratura sao o8 apresentades em {20}, {23, {24} a {277}, {79}, {30} ,

{32}, {34}, {35}, {38}, {39}, ete. Com o procesao de aéfca?u5®¢ mo
mentos da interfenéncia intersimbolica, para sisfemas com correda
eao de bits, se fLoxancu possiveld utilizan alguns dos processos  qua
si-exaios cue foram o principio usados semente apra ¢ caso de sim
bofos dependentes (31}, {36}, {40}, {41}.

No Capitulo 111 sdc apresentados os algoaitmos wiifeza
dos no presente inabalho, baseados nos mitodos nresenhadus no  Capi
tulo 11. Programas de compufladen digital foram implementados para
vdnios metodos, nde sao desdchlfos neste, mas conmslanto de um  rela

tondo téenico a sern publicado {811},

No Capitufo 1V sdo apresentadas aplicagies desses meto
dos, dentrne as quais o cafeulo proprlamente dilo da probabilidade
de ennc de sdstemas de infenesse, estudo ¢ ofdmizagao de caracte

nisticas de afguns sistemas.

No Capltule V s¢ estudam as consequencdas da presenga de
{itten de fase scbre a probabilidade de enno.

Finafmente, no Capltufo VI sac apresentadas as conclusoes
¢ avaliactes gerais sobre a maténdia ¢ os resulfados obtidos,

Constam ainda do presente trabolho, um apndice com den
sidades eipectrais de potincia de alguns cidigos de £inha, um Indi

ce ¢ uma bibliografia.



CAPTTULO 11

FUNDAMENTOS TEORICOS




7. MODELAGEM DE UM SISTEMA DE TRANSMISSAO DIGITAL LINEAR

EM BANDA RASICA

Um sdistema de thansmissdo digital Linear em banda  basi
ca pode sen caractenizado pon um diagrama de blocos generalizado,
como o da Fig. 2.7.7. 0 modefo do sistema se divide em: fonte de
dinal de informacac, codificadorn de fonie, codificaden de canal,
gLdino de transmissao, canad, {iLtno de necepedo, amostradon/deco
didicaden de sinaf, decodificacdo de necepgac ¢ necepton de sinal
de dinformagdo. Alem disso, existe a inchusdo de um asuido adifivoe

antes do f4€tno de necepodc.

nili,
Chuldo aditivo

%
qonte de | |eodid. de | jeodif. del |4iitno de 1
¥ conai od,

sinal fonte canal

VAR A

; Amostradon/ .#Pf?ﬁfﬂﬁ di
Leing  de decod, de e ‘
: _ 1 Decod. de | | ?{ sanal  de
rELLPCAO Canal, ] ALCRPCA LRAOAMACHO

Fig. 2.1.1

Ideafmente, se¢ ¢ sdstema nde apresentasse lmperdeicies,
a Lnformagde recebdida senda fgual a Fransmiiida. No entanto, exis
tem Amperfediqoes, tals como o nuide introduzide na codificacio de
fonte, o nuido aditive introduzide wo canal, a interfencnoia Lnten
sdmbolica ¢ o jitten Antrnoduzido nas amosthagens Impenfeitfas [ndo

-
sLnchOnLA ],

Neste frnabalho, send somente estudado o trhecho de st
ma compreendido entre a codificagac de canal ¢ a etapa de decisdo
e ameslragem. 08 sdnais digdtais nas entradas e safdas desse sub
sdstema sdo supostes binandios, pedendo sen descnitos pelas seqllén
eLah {&n}g ne 72 {Bn}, noe 2, hespecitivamente., Essas seqilléncias
sd0 esfacionarias ¢ seus elementos peatencem Logicamenie ao nlpa



beto binandio @k, A medida do desempenho de tal sistema scha a pro
babilidade media de eano, definida ponn

P, = 1 - P&gb{ﬂﬂ = gn} 0

0 codificadon de canal Transdformand a seqlléncia {&n}
em um seqlléncda {aﬂf, cujos elementos penfencem a wm wnove alfabe
zafﬁé, Essa nova seqliencda, ndo mais sena constituida  necessandia
mente pen simbofos independentes, mas send mantida ainda a carac
nistica estacionaria por blocos, wna ver que haverd relfacdo unive
ca entre um ghupe de Ny simbolos binanios e N, simbolos codifica

dos foamande uma pafavaa codificada a, = {agé,,.,,,aimaip

0 sinal codificado podexa ser nepreseniade pon:

x{£) = I a A {2 - »n Ty o+ T, {2)

- )

3

onde B(4) ¢ um vedfor cofuna cujo transposto & ET{{} = Lale - T,

§(¢ - 2T), . ..., 8t - N TI1, Ty, = N T ¢ o perlode da palovia codi
fjicada e § um infelno, 1 £ § <N interprnetfado come um faforn  de

a.?
fase da pafavia codificada. (2) € mais comumente escrdla na foama:
() = L aﬁ@(i«nT] = ¥ aﬂé(iwnT} {39
n=-o 7

0 sdatema pode agohra sex hepresentade pelo seu modelo
Einear sdimpliflcado descadlto pele diagrama da Fidg. 2.71.7.

4ibtne de

e s Ltive
HAANSIAASHC canal ;E;fﬁ addtive
i -

x{i!xéaﬂ6{t~nT) 4

T{4) . clg) WMWMWWWW<£}*

filine  de L
KeCepPCao N amosfradon
e
”%ﬁfﬁ(f“HT?+ﬂ{f% { ﬂ}
i : 1/7+Y




Se o nuado adifivo Lntrnoduzido for nit), o auide  apds
§iltny de aecepeac for nlt) e a nesposrta impulsiva de travnsmissdo
glt), valem:

Na salda do amostrnadon texemes a segllencia  xeoebida

{z,}, degindida posr:

2y, = plbT + v + nlkT + ¥ : (&)

onde v £ a fase no aeloglo de amostragem ¢ T & o seu penlodo.

Serk supositc aqui que as amcstfras do nulde aditive serdo
desconnelacionadas e que v ¢ uma vardiavel aleatonia ciefoestacdo

pnania, de pentodo T.

Assdm, {z ! send uma seqlibneia estaciondria, o que peamd
te se analisan o desempenho, na defegav de um parnticufan 2 no
instante &, = RT + v, tendo-se assim a informagdo sovbre toda a se

glencia.
(6) pode sen neescadta comp:
z,, = L oa, ylkT + v - nT] + nlkT + v) {7}
n
4373 ?,éa = i C{.&wn i{ﬁ. + n& = a!:dyﬁ + iifgm + qk . {g}
QHC{Q i‘/’!ﬂ = y‘(,{' - n‘;” + Y) s

I’}fa = Y}{{ZT + YJ e

E' nepresenta i opara n f 0. 0 Leamo g? Y, epresenta a
intenferinela infensdimbolica, que exdiste pelo fafeo de que o pulse
nac se cenrfina ac Lntervalo LRT, (k+1)7], mas se extende possdivel



mende a vardios peniodos em toano do instante de amostragem.

Assim, € Amprescindivel wmindimizar a interfdernincia inten
simbilica no instante de amostragem C,. Se ndo houvesse um  erro
na fase cem nelagdo ac instante de amééf&aﬂém ideat BT, onde pos
sivelmente podea-se-ia ofdimizan yl4), fazendo com que i, - g, n ¥
¢ k, ¢ problema da infenfenincia entre simbofos ndo ccohhendia. Ny
quist estudou as condigoes sob as quais no instante aominaf de a
mostragem, eliminan-se-Lia a intenfenbineia inteasimbolica ¢  enun
ciou virnis prineipios e eniténios que.fevaram seu nome [5).Vamos

nos aten aqud, somente a4os resullados.

Sefam as segqliencdas {xgﬁnTé}, {gl{n?}}, cornnedpondentes
4 sinnis discrefos obiidos pela amosinagem sincrona dos  sdnadlh
continuos nespectivos. Esses sinais discrefos sdo idénticos se @

somente Lo

= " . =3f"' ': o
TX,(§ - a/T) < L v g - wiTl, L4l < 1727, (9]
1 ¥ _

onde x5 P e o vt SR 0.

£ oas aomafonias em (9), cornespondem a fungies  perdadd
cas em jrequbneda, com periedo Lguak A faxa de amoatragem 1/T. As

sim, uma defénigac atif o a fungac equivalente de Nyquist L1}

i Xj[ﬁ - /Ty, T4 I

7l
Xgaq(é) = f10)
0 , AL oy 12T,
ou xgeq(ti & 5 x{nt) sdne {£-nT/1) f1dal
Entdo, segundo o modele da Fig. 2.71.7, temod:
Zeql4) = Veql4) Peglg) +» Neglfi, (111

caractoniza a {funcde de fransfencncda de transmissac da

onde Y{4§}
da poxr (4), Pl§) e a trnansformada de Fowndier de plt]l e Neglfl e
presenta as amestras de auldo de satda. Assim, o modelo pode sex



mais sdimplzsmente representade pelo diagrama de bleces da Fig. 2,
T.3.

lay} ——d  Veqlg) -(1) {z,]

Fig. 2.1.3

Panticulanizande para o Lnsiante de amoslragem t, = L
¢ dedixande de fade o ruide na expressao (11), enuncdiames agona o

cnitenio de Nyquist; como o desejado o que z, = z 8 (6,570,170 ;

# nonl
6@@ = 11, devemos fen, de (10a]:
zeq(t} = Z, sdne [£/T), {12]
ou 20T L4l < 1727
Zogl 8t - ‘ (13}

0, 41 = 1/ET
Em ZLenmos de V{4}, vem:

- = o
Loylg - hITY =y, T, 14] € 1/2T.

04 pulsos ylt) que satisfazem (14] sac chamados de  pud
2045 de Nygudist. Uma possiveld selucde para {(14) & o pufso de banda

Eimitadas

gt o 181 < 1/27
(15)

s

e,

[N
*

o, 4] =1/,

L
4
%

o P sine {&£/T).



Bastante conhecddes tambewm sdo os pulsocs tipo cussens Lo
vantade, descndiios por:

y T , O 4 (Tl J1ET
{17} Yig} = ganﬁiiwéiﬁfwa@EEéiwiifT%}} s li-al/oT<lf]<(T+c /(77
0 k > 141 s Liead /(2T
ou pon:
(18) V1§) =y, sinclt/T) cosant/T / {1 - 4a’2?/7E) ario, 1),

onde o ¢ chamado de fatorn de deslisamento [noll-of4), que dd a
ideda de como a nesposfa em frequéincia de amplitude cai. A dond
vada de Y{t] em 1/2T & invensamente proponcional a4 o.

0s pulsos projetados na prdiica ndo terdo uma cardacte
nistice de Nyggudlst e porntanto sempre haverd uma éﬁiaﬁg%&éﬁaéa Ain
tensimbolica nesidual. ALEm do madis, ©s eraos na amosfragem gquer
sefa pelo desvio estatico de fase, quen sefa pelo jitten dinami
co do nelbgio, assegurardo um aghravamento para esse fato. Torna -
-se assim, dmprescindivel analisan guaf & ¢ detrimento no desempe
nhe do sdistema com relagdo ao cotimo ¢ ao que se guern, Levando-se
em conta no cabeulo da probabilidade de earnc tais fatones. O prin
eipal objetivo deste capltulo ¢ indican vanios métodos de se ana
Lisan tal desempenho, para alguns casos particulaxes, de interes
se pratico. Felizmente, para a maionia defes, ¢ problema se neduz
a caleculan um Lipo padndo de expressac, gue se xsepete ou se exien
de facilmente nos diverscs casos.

Nesta introdugac do capifulo, procurou-se eostfabelecen
uma sende de principios basicesd gue serndo  frequentemente wsados
quer no calcubo da probabilidade de eano, quern na  construcdo  do
diaghama ce olhe de franamissdo.



2. PROBABILIDADE DE ERRC NA PRESENCA DE

INTERFERENCIA INTERSIMBOLICA £ RUTDO ADITIVO,

STMBOLOS INDEPENDENTES

7.0 - Formufacao do Problfema

Se o ruddo aditive n{t) Liver densidade espectfral s, (4)

e ni{t] 4or descadife pon (5], sua densddade espectral sena  defdnd

da pon:

&

, _

S, l4) = sﬂiﬁ} IR{4)|° , [19])
e bud vardianga ponr:

z I g

g = Sﬁ;é} d4 {720}

Vale tambem:

w{ti; = nlt] = ¢ {21}

- De [8), para k=0;
L= ag Y, ¥ X + n, {22}
d = N o= 7 X & ntoa o

gnde Z 7 Zg, M Ty, =y ALY,

Seja o Adstema de Transmissio Digital PAM de L wnlveds 11},
onde a, assume vafores no alfabeto s{-L+1, ..., =3, -1, 1, 3,....

* % & %

L~1}, com neapectivas probabifidades Pps de modo que:

p = Py = Prob {a, - 2iRl-11 , k= 1, ..., L/¢ {23)

05 nespectives nlveds de decdisdo sendo: {QWL+£}gQ, ,,,,,

, wégg, a, ?gg,..,.f fiwfﬁyg}, do © 0. Ponde se conclul gue:

L/z
pg - i;”ifz P{g pﬁﬁé{i}(ﬂ;yné‘;ﬁgggmpigg ?mob{}(‘m.\)gﬁ_% ?wa’.f?“’



ces P&ab{xén<—gé} = ?aa&{§x+n!>gg}~?i52 ProbiX+n>y,}- SVTIREERE

cov Prob{Xen<-yp)d (24)

De (23} vem que a distrnibuicac de prebabifidades de X ¢
par. Supcsta a distaibuicac do ruldo aditive também par, tewmos que
a distribuigac de X, 8 X+n tambem & pan o:

P = 2(2 - Pifz} P&ab{xém>g§} (75}

Chamando de D} a funcao distnibuicae de n, fem-5¢ gque

i

126} P ?&ﬁﬁ{X§>§ﬁ} = Prob{X+n>y,l - E{P&ob{x+a>g§jx = x}}

el

3

E{? - g(ggyxé}?
onde F{-}indica expectancia com nefagae a variavel X, Porntanto:

0 calculo da probabifidade de enno atraves de [27F  fox
na-se extremamente dificil em nazdo do pouco conhecimento sobre a

distnibuicde da intenferincia enire simbolos.

Suponde que o numerno de amcafras {nferferentes seja 2o
made como M, 4isto ¢, fomam-se as amostaas do sinal digital desde

i = “i Tiy ate £ = o T+y, onde Myt oMg = M, femos que a infenfe
néncia inteasdmbilica trumcada e dada pon:
Mg Mg
= y = oot -
XM im»m angm ixvm aﬁyﬂ ’ mA)@, m8>ﬁ’ (28]
A A
nil

e a fungao densidade de probabilidade cornespondente:

{29}

£,
poo
=
4
I
T
P
fo)
B
et
-

onde x sdc o8 valenes assumides porn X, dada wma sequén



. M - . . oy
cdla {aﬂ}f dentrne as L possdveds; ¢ plx.] e a probabilidade de
W . g
geornencia desse segliencia,

;Qm metodo de cafeule de (27), porntantfe, ¢ ¢ exaustivo:
M
P o= 241

i

[ e i ]

ﬁiz~}(?~@§§0—xj)l. (30)

i

Contudo, ¢ numerce de opernagues neafdizadas no cafcuko

tohnam-po proibdtive para seqllencias lLongas, necessdnias ao caleuw
L0 exate quando as amosiras Anftenfenentes de relevdncia sdo muitas,

Assim ¢ necessanio se utilizarem metodes aproximados pa
na ¢ caleulfo de (28) ou [27). Sdo bastante tteis tambem, as apro
ximacoes dadas porn Limites superiones ¢ infendiones da probabilida
de de erno. Vaxrios desses metodes sav descaifos, nas secgoes  que
s¢ beguem.

Cumpre nressaltan que o caleulo de expressoes do tipo de
(26) tambim & necessario em alguns sistemas onde ha dependéncia
sdmbotica. Quando do estudo de fadis casos, poslerivimente, faremos
uso dos metodod que se seguenm.

Afora o me. odo exausiive, ja apontado, existem varios ou
tros, de madion ou menon complexddade, com precdsdo ¢ velcecddade de

computacio fambem varniavel,

Pividem-se em dodis grupes principais: metodos quasi-exa
fos o metodos aproxdimados, como abaixe se cfassdficam:

1} Metodos Quasi-Exatos:

a} Decomposdigao em Sernies de Gram-Charfien Generald
zadas {10}, {17}, {12}, (13}, {15}, {19}, {35}, ([77};

b} Avaliacac pela Regra de Infegragao de Quadratunra
de Gauss 116}, {75};

¢} Outnos metodos de {nfegragdo numerdica;
d} Metedo de HLLL - quasi-exaustive {141},
7) Metodos Aprnoxdimades:

al Limdites de Capago de Momenfos {243}, {87, {9}, {39},



{531, {30}, {34}, {35};
BY Limite de Pion Caso (1}, {2}, {4};
¢) Limites de Cheanogg {6}, 17};

dl Qutros mefodos {25}, {32}, {38},

7.1 - Decomposicdo em Sendies de Gram-Chandien Generalizadas

Seja fxyix,i a funcac densidade de probabilidade de X,.
Suponha-s¢ que possa ser hepresentada pela expansdo em Sendies:

2
d 6 0x ]
® - tgttyg
£y (xy) = fa.ix,) + ¥ LI (31)
X I ¢ =1  m! dx;ﬂ

cnde 5Qix}§ rnepresenta a fungdo densidade de probabifidade bem com
portade ¢ de classe " da varidvet Kﬁ.

Sefam e, ¢ &n os momentos o oa cumufantes de Xy

”ipﬂix) dx . {32}

onde x, ¢ ¢ dominio de Xy, e
Z {e,/nl} = exp [Z{kﬁ/nf}] , {33)

onde I1.} nepresenta a transfonmacao .

Pode-se provar (33) que vy em (31) sde dados pefa expres

adc xecunsdva:

143 -
Y A L T B B DR I A B U PR PSP (34)

onde m, sa0 o4 momenifos de x}.

Vale ainda:



No cafeule de (26), podemes chamarn:

e,

X} = X + 1, (36]
paﬁ = Prob {X%ngﬁ} = Paoh {X?}ggi = i 5X {xg}dxg
179 !
) (371
Substituindo (31} em {37}
?O . j{}iﬁ {l 3 [
(38) Po o= | falx b+ 2 AL 0 1 dx = b fala)de, o+
0 P A R Lo T 1 LA R
0 1 ER
i dﬂ o
PR o £ - o tx bde, = b g0 tdx, o+
a=l  n! { de b0 ° o !
Yo ! Yo
- - n- 1
+ 4L YR pim d e &ﬁgx?; - nﬂmﬁmFtﬁmm ﬁggx}}
n=l nl o e\ dx, " de " ,
xymf i Xy=y
Assim, para o caleulo de [38), deve-se fazer uma  escp
Lha de ﬁgtv), que proponrcione a facilidade de caleufo dos  momen
tos e cumulantfes,
um case de alfc internesse pratico ¢ aguele om que f,{-]
¢ uma 4ungdo densidade de prebabilidade gaussiana, uma vez gue o
nuido adiiive pode, como boa aproxdmacac, na madionda das vezes,sen
tide como gaudssiano.
Por exemplo, entaoc:
§olx,1 = o Tiemy T expt-0,5 1,7y oly, (39)
d" gyt nel. -1/ -n 2
= (-1 (Zn) 1% o expl-x, " /2ot ybx /o




onde:  H (gl = (-1 exply’/2) —S fexpi-g?/2)), (41)

Assim, [38) pode agera sen escnifa como:

Y

Peﬁ = | '“j%““ expi»x??ffwg}dx? + F noo
» Y )] J? Wi el ni Vi
2,1
..... (-1/00" expl-y, /20%) H__ lyylo). (42)

Peba escolha de {39), Zemos adinda de [32}):

e, = 0, n impan (43)

o = 1 [44)
ﬂ./{g N p

¢, * (20%) ()L e yey o pan (45)

Assdm ¢ facdif nofarn em (34} quer

Y, =0, n inmpai [46)
i "
e: Y, ® M, " jig {4 Ci g Yo o 1 {47)
i pan

Qutra possiveld manedra de se encarar ¢ problema ¢ desernd
ta em seguida. Como se sabe,por definigao:

m, Efy . %m x®g 1x) dx (48]
e: ¢ (w) & E {expljux)} = | expljux){, (x) dx (49}

wn XD

X

Expandide exp{fwx) em (49} em sende de poféncias, temed:



¥ (’m}é - { o (jm?i L
{50} ﬂx{&J} = X LI .. - Vox éﬁ{{l}i’ilﬁ = ¥ .. s
«4158 {:f - O} o {=ﬂ {s
e ainda:
sziw} = Cxim} Cn(w} {51}

se X o n forem independentes; onde Cylwl, C tw) e O, {wl sda0  nes
& F X n X i
pectivamente as fungo s caracternisticas de X, n ¢ X?.

i

Se n & uma varidvel gaussiana, segunde as hipoteses (19)

a (21)
. i
¢, fw) = expl-ofolssy §FoAuel (52)
1 Q=0 il *
Temos entdao:
., lw)
@ Xy a 1 ?,, 12
{53} éx (x}} | — priijxg}dm oy ¢ prémxg fZcT) 4
1 - i VTno™®
o : - A
vy 1/Zw axp§~mgﬁgff - jmxg} [ L L) mo] du
A . C 4
o R i=1 A .
Aplicando-se (53} a (37}, obtém-se:
{54} Poo = Qyglol + 2 f_ g? axp(—jmxl}dx;} ThZm exp. ...
J{,-’Q e L é{{}
, ijMB{ m
{wmzsfff) du =
£l
w . ‘
- Qly.jo) + § —= expl-x,l /200
0 . -y I
VT ‘=t
1749
S i 2,5 7
= Qly./o) + L ; i .y JO) expl-y /071
0 fe1 40 fFe b D0 0 .



onde 0 = | e expl-x"r2) dx.

Note-se que m, ¢ nulo guando £ ¢ Amparn, assdim, {54} ¢ a

mesma eguagde deduzdda poa Ho e Veh {11, {91},

AtE agora, wndo se provow que o desenvolvimento em sEnded
sugendido cenvenge. A prova de convengénoia de (54) & dada em {11,
apéndice Al.

Un exemplo de utilizagde do metodo ¢ caloulan a probabi
tidade de enno do sdstema de L-nivedis proposto em Z.0. A equagac
(27) se Lguala a:

<5} m . ?

poo= 2{1-7 , }[Qfg PO T T N T P
L 0 Ll 4! gg%g& L1 i

exafegﬁszﬂ?)}* (55)

Do ponto de visia computacionaf 7 infernessante se nodar
que 80 send possivel se Levar em conta um aumeno finito de Lenmos
N-T.

Ho e Yeh {13} mostraram que o Lruncamento da senie acd

ma se consiitulem um Limife dinfeniorn para 4 probabilidade de enno:

: ?
cev s Hgiw?{gofﬁl axp{wya ffaﬁﬁ {561}

e que se comdtitul em um £imife SUpeAlon G LXPACLSAT:

US| Mo

E : PUOIEPER— ?
p = 2(1-P,,,) {0, /0 [Qﬁg o )+ % T
¢4 L7z i ¢ 1 i=1 (24} J?EG?
Z
Hfimjigﬁjgf} @xpﬁwgg }20? ﬁ, {57}



—
=y

2 | 2

, ' 7 oy, 4
onde: g, = a. = |L'y.
i A A T4

ke-L/Z 3

E ointenessante se caleufan fimifes para o erac de Lruncd
mento na expansdo em seaie. O enro de truncamento de {56} ¢ lo de
{57} & anafogol:

e sew fimite supendica {12}

7
AN @xp{wgﬁ?féa“}é

i F?IE;M
ol < UPryed T

: TSI TEVHIL
N N D , _— . 160]
: INo .

0 cdloulo dos momentos paxes da (nterfertncda intensimbo

Pica & necessdnio aqui como fambem em oufros metodos. Citam-se a
seguin duas venssces de caleulo neecursivo. A primedira detalhadamen
fe desonita em (41} da a expressao:

m
Lo fai-1 i B (n}
{61) mgi = ?% (2“{“?) {-11 m?{if} {?j“?}, % FZ;wf ; maw
=1 nE-my
onde: i _
{""? } - i’ ;f? . j“g
ﬂ‘;n«iy 7 e — {fﬁgf Lo 2py, [ 2k-T] T
s (24-1}). b=l - Pl
{ R L/12 ,
aaaaa {a;’{n} ﬁg } —u-émnw{.».im___m,w g gf é: ?;‘3 i fiﬂ . f E gwg ,
Jress (2! " R .
{62}



Nuando os simbolos sdo Lgualmente provaveds, [(61] e [62)
se neduzem a:

s - . Pir, 84 o
I (S I AER ARSI -
iy,
B ,
EII gﬂzj .
n=-y

onde sz sdo os namencs de Beanoullfi 1801,

0 segundo método fod propostu por Prabhu {18}

Sefa:
1 o L64)

onde n o a enumeracdo’ de todas as amosiras intenfenentes,possivel
menie em ordem decrescente; entdo:

] T (AN 1i-7
Mo = E {YM b= jEQ (2}) E {Vﬁ“;} E {(QHHM} }

#

L= 0, 1,....,N, {(65]

onde:

e )
E {la gy 771 =y it P
nial 1 Sy ;

Embora o método proposio nesfa secgae sejfa macs precdso
do que os da categoria de metodos aproximados, £em o inconvenden
te de que a expansdo em serde se comporta caltlcamente, ou seja ,
fonnece nesultados cacilantes quande a nelacie sdnal/rnuido ou  a
interfenineda intensdimbolica aumentam, o que digiculta ¢ estabele

cimenic do namero de teamos necessdarics d uma precdsac pre-4ixada,



7.7 - Metode da Regra de Infegracde de Quadrature de Gauss

Este metode fornou-8e¢ wudldo madis convendente que ¢ de
expansdo de stndes. Ao mesmo Lempo que centamente mantem 4 canpcte
nistica de poder ten precdisdo pre-fixada, ndo tem mais uma forfte
dependencia da estatistica de nuide, poedendo-se aplicar tanto  a
rnuidos gacssianos, como a outnes, de outro fipo qualquen Alewm dis
40, noe caro de ccorakneda de jifitexn de fase, toana-se muiflo  mads
facifmente adaptaveld para o caleule da probabilidade de erro  pre

vendo essa possibilidade. :

A equacgac {37) pode sen necscadila como:

£y

P = Prob {Xenm>y,d = [

e §y L) f?m96g0~xéi dx. [67)

Pl ]

Em algumas tienicas de infegragao wumerica, Gproxima -
~se o integrando por um polindmdio em wma negido e se procede a in
tegracao exata do mesme. Frequentemente um integrando complicade
como o de [67) pode sen fatonado em uma funcdo pess nao  negaiiva

¢ integrivel wlx) e ocutra fungde 4{x], madis facilmente aproximada

por um polinomdic:

I i
Féif} = EI éx(x}(i-@{ge---x)}d)( - }v'{ wlxl 5{2‘}{}?){ ~
o~ ’L Wy ;-‘;{k:){‘}; L6}
L=]
onde 1 = sup{x} , sobre todas as seqlifncias possivedis;
wix) = § lxl;
e flx) = 1 - Dly,-xi,

Condicoes para a avaﬁiag&gtﬂuméﬁica de 168} sao que wlx]
sefa positiva e integravel e Xff §xE% wixidy sefa definida ¢ §ind
fa, condicoes essas gque sempre sdo satisfeitas no caso da internfe
nencia intensimbolice. Sena apenas exigide no tralamento que  4e

segue gue 4ix) sefa de classe M en (-1,71.



Sefa, entdo, wix) come definida acima, 2 possivel se de
finisa uma seqlléncia de pofdnimios ortonormadis {pi{x)}, L= g, 1,
veve, de graw 4, de moedo que: '

i

1 3| . X = &4k

éz wix] }&\XE ﬁiix) dx LAk {69)

0 polintmic ﬂi(K}, pode sen eschito pa sua foama jatonra
da em teamo de suas nalzes T crdenadas crescentemente com At

p.ix) = &f 7 {x-x.} , k.> 0. {70}

Teorema 1 {75}: Sefa 4ix! = CQN, [-1,11; entac:
1 N L, 4N
Voowlxd flxg dx = I woflw b+ TIEN) b, e
-1 _j::} S i N d«igﬁ
e flx) t7r)
xzé&ﬁ%
ujj. W-f, - EN'FE X}; '“‘"'T""'I;;g“” }N X P R N
2 dx .
XEX

Asaim, a Regra de Quadratfuxra de Gauss {wj, x by ¢ exata

para todos polindmics de graw menon ow igual a ZN-T,

varnios mitodes fonram propostfos para caleulan %mfy x .} N
no entanio, descreve-se agudi somente aauele apresentado pon Golub
e Websh {75}, baseado na deteaminagao de aufo-valores e a  primed
aa componente de autovetones neimafizados de uma mafriz tnidiageo

nal simetrica.

0 conjunto de polinomics ornlogonads {piix}}, i+l, N, aa

tisfaz uma exphressdo de rnecornlncda de frnes Leamos:

p lx) = {éix%féx} ﬁi~?iX} Ly peopxl, =l oo N, ET3)



grde 1

Seja plxl um vetorn coluna cujos elementos sac os poling

miosd oo ixds
;‘&H(

Entdoe [73) pode sen reescndfa na forma matnicial:

xp = Tp + v,
onde: ﬁf = [ ¢ 0 p XY /a8,
..... Py "
e migjé} ?/51 f
uﬁfﬂﬁ *tffﬁf 2;§?
T = 0 e

Assim prxf} -

mios sdo ontogonais. Se T ndo fosse simefnica, poder-se-ia

zan uma transfoamacdo sdngulan, que foinecesse uma matlniz

gonal simétrica J:

onde: W, o=

O x §izf} = T p

iX‘{};
tovalor da matriz trni-diagonal T. T ¢ simeinica quande v

N-1

- #
Tyity

onde x .

¢ oum au
poling
noahi

Ladidia



Segunde {75}, vafe tambem:

W, pixii p{xii 2 B A B {87}

onde pix) agora corresponde av autovelos associade as  autovalon
X ;e Suponha-se agona, gque o autovefones de T sejam calculados de
mode que: %

T, = x, [ TR PR (82)

Se:
—— )
a; = lay o g ey g (£3)
entac de {73] e (81}:
g
Qp ¢ = g Py Xl = v (§4)

demons tranio que 2 suficiente se calcuban o primedro eldemento do

autovelon éz para se fer w,.

vana se resobven o problema, enddo, € necessandic se  de
tenmdnarem 08 coepledientes S0 Uiy ié de {73) a partin des  momen
toa de wlx), chegar @ matniz T, defeamivan seus aufovalores x, ¢
W primeinos elementos dos autovelones normalizados connesponden

Lfes,

Sejam o4 momenfos m, de wix) como definidos em [45):

I

w8 XS wlxy dx L, i 0, ..., 2N, (£5)
£ .
-1
Jja se sabe que Mg = 1 e gque o4 momentod Impares sd4o Ay
fos, devido as propaiedades de X, Sefa M, a matadz {m. .} :
NN
et = # «{,f = g,.,a‘,s’\f} {852

i T Mager



sefa R a matniz trdiangularn que satisfaz:

T

M R'R , {&7)

H

com slementods mij, 4,4i=1,..,N, definides por:

L]
. e 2 ,1/e 7
rg T e T B ! (8]
A1
4 ;};’fi’ij * {mf{,j - !;}Ef ﬁ’hv{: }ikjkzi{&, ¥ A - .!‘ {g?)
Mostrna-se em {73} gue na pquacdo de recorrgncids
XPie1 Bio ﬁ{"g(X} R A Fiix}, L=1,...N, (90]
onde pwl{z} = 0, connelpondentie a [79]):
Wy s &sz&f? s | 16711
Koo n
b L, 4] i-1,4 I S [97)
’ o .
Ay A-1,4-1
¢: €, = i i*!fki A £ T, ..., N-T. {93)

0 processo para obtengao de x. ¢ wy b descrito em I111.2
atnaves de diagramas de blocos {871},

£ necessanio agora be estimanem 05 2ANCS do computacao
gque podem ser de tnos tipos difenentes, dois dos quais Ao devi
doa a eanros de Truncamenfio e um 4 annedondamento. Sena apnresenta

do somente um comentirio sobre ¢b doid pRAMRANOS

0 enno de fruncamente devide ac frnupcamento da  rebpod
ta impubsiva fodi estudade por Shimbo e cetobien {10}.Grossedlramen
te ¢ enno de truncamento 4, da nespusta Ampulsiva do pulso,com k,

amostras o Limitado superdormente pol:



pnde e, sio as amostras ocadenadas doechrescentemente enm modufe, com
i, ¢ o ¢ definido em (70). Esta considesagae 7 vabida para  fodos

vs mitodos desenitos neste frabalho, jd que sempre devead oeoiien

o thuncamento da resposia impubsiva, embora como visto em [94] es

se enno seja desprezived, s¢ 0 valonr de amestras Lruncadas for fam

bem desprezived.

i

0 enno de thuncamento da Regaa de Quadratura R e dado

pon:
ZN
Ry = Liewty ™! Ryt L gta] selenl, (95]
dx i
x =8
M
= o L9351

ande EM = IyEg 0 By como dados em (93]

Seja o case do ruide gausslany, pot exemplo:

e IN ffé
e = otanen ey Beem T G 4T [ expt-xPraohy
N N N
dx Yo~ ¥
expl-y,-6)"/20") |
= Hoo (1 lg,-81 /o {96)
2w kL vzmet S
Entao:
H, .,  Lluy-61/al N+1/2 Ly 1712
(97) [QNI < IN-1 20 A - < K:? £(§N RL%}M WWWWWWW !
(ZN) D Ry Yiro Yl ZNY | k& (207}

onde B 5 1,086435,

Se s¢ Levanr em consddenacar uma aproximagae melhor usan
do a degfinigao de I
"3

I = ! uwmignl : (98}
ﬂ=~mA



172 fMézfi

N (99)
ﬁfgﬁﬁﬁjﬁ

ABLLZN-T) ]
vﬂfN) f k’.,

axp(w{gﬂ~13252$2} , 1< Uy

oude 'A

H

Qutros Metodos de Integracde Numerndica

Nesta seccao descrevem-se o4 meiodos sugerdidos pon  Mun
phy {18} o pon Vanelli e Shenadeh 1271, que se apresentaw como al
tennative para a integragdo pon ROG (Regra de Quadratura de Gauss).

0 primeine métedo consistfe em bse aproximai a exphessdc
da probabifidade de etrne por uma soma finita de fungoes quadrati
camente integrdveds. As funcbes aproximadas devem sen escolhidas
de modo que suas medias scbre todas as seqlléncias possiveis, pos
sam sen faciimente caleuldveds. A profecac da fungac de erro  no
subespaco de poldinimiod,resulia em uma serde rapidamente conven
gente mais do que a expansdo em senies de Taylorn usada em {10}-{13}
e em 2.1. Funghes exponenciais £ém a mesma foruma genal da  fungdo
enro & assim cornespondem a uma hapida ﬁaﬁueﬁgéﬁcia da valon da
probabifidade media do ernao,

Dada uma seqlléncia, aproxima-se a prebabifdidade de enno
de bid pon:

4 Ix1, (160}

¢ a probabifidade de erno media:

N A
P .= £ A TxT. (1071}

A i

0 problema consiste em se aproxdmar & fungas:



5
o
§

- E’(gf}ﬂ} , x £l-1,11. {102}

Sefa o erro de aproxdimagac, o defindide pon:

m
o
i
o
{
L]
[
B
4
-

{103}

E = elx] ={ & [x} Px{x} dx [ 103a)

onde £ {x} & a pante pan de e(x}, o (1&):

4

E<z || E L, (104}
P

onde || IQ derrota a nﬁﬁmafﬂ% no intervale [-1,11.

e {100}

Seja o produte escalan entne fungoes definido pon:

- 1
o 8,0 ° 1 plx) g D) dv (105)

=1 H

Sefam as matnizes €, A e 8, cufos clementos as defdinem:

e} ,
N+l

T
i

e
H

{<g,, 4 >} , {106)
b2 By N+ T, N+T

s = {<P, § >}
b [N+ T

Se 4. sdo funcoes orlogonads Cm Aendo phofecoes m?§ﬁﬁm=%v

senB neercritfa como:

{x} (107}



Uma escolha para

{pP }, onde:
m

{ﬁm} ¢ a sende de polindmios de Legendre

m #1
Pm = L @nx ‘ (108}
n=l
de modo que [100) fica:
N e
P z 2 cC ¢ m ., {108a}
e0 Ly peg MR
onde m, sdo os momenfos de X e:
I
S 1. . b
C, (m+1/2] i; (1-D(y,-x1} P {x} dx, {109])
Se ¢ ruldeo nit) for gaussiano, {709} se reduz @
1 ~K%§Q Mo "
(110} e = (me1/2) 1 Qf—2) B 6, %" dx o= (m o+ 1/7)
i ~1 ] a=0 "
}4+§ﬂ?fa

@ﬁ{wxw+y6}ﬁ adx = (m+l/?] r

ii+ga}fa ne={
Q{ ) i; ?-{Mg)-g(ﬁ} & tjf-“}g H.“g. ;,
pse geo B TR gy xTEe s
m n L - £+
= met/2) LoEH-1) UG 4 gt g, ¢ {;x - 0(x)
n=0 £=0 g o
N . 1| Frueiie
+ ylE/2+1) ,x" /) s
VIg{L+1]

1 4"'9{} V' o

onde ¥[(+) & a funcdo Gama incomplefe 180).

- {'E*'!fg}f@“



Qutra possivel escolha para {f } @:
T

ém[x} = expl-mBx) , {1171}
N Mg
e ngET = 1 ﬁﬂéhmﬁgﬂi (112)
nE-m
A
n#v

0s produtos escalanes <§ ,§,> é'ﬁ?,§m> 540 necessinios

a avaliagac de Cm: ,

; 2T
(ém’é&} _ 2 osdn R{{m+h}BT] ’ (113
{m+k] 8

1

<P,§m> = - [ expl-mBx] (1-Dly,-x}1 dx. {174}

No caso parnticufanr de auide Gaussiano, [114) se neduz a:

ey -1 pr{m?3?w2/2~mﬁg J
<P, § expl-mBx) Qt-xry /o) N 0
B I i
2 ‘1
O {x+mBo ~gg§5w? , : [115])
I
e se determina Cm athaves de:
-1
g = A g, {114}

A probabilidade de ennc & caleulada por:

Mg
¢ i cohhmby [i117]
g i e, "

néf

L S

0 segundo metodo consiste na Regra de Integracas Trape
zoadal, ¢ qual fod proposto por Vanelli o Shenadeh {77}, Fate me



todo mostna-se mads 5 'mples gue os predecestsones, ¢ suficicntemen
te preciso e efdedente para muitos s4stemas ﬁ&giiﬂﬂé. Vanelli e
Shenadeh extenderam o metodo para um canal. com desvanecimento i
po Rayleigh, mas nie se aterd a essa explicagdo neste trabaiho.ld
mitando-se a citfar gue a extensde o quasd imediata.

{37) pode sen neescndta da seguinte manedna:

. ® ééﬁmg§

P = Probi{x+n>y,} = 1/0 - 1/ |} —oem V
ed 0

g m I

b

onde Cy (w] e como em {51},
I
Para ob sisfemas pratices, em [(1718] ovooane o difenenga
de duas quanitidades grandes. Assim, ¢4 ennos aelativoes com zefagdo
a ng, ‘
gatfon ?;(EPEQ}, Ne entanto usando (51], podis o nutdo e o dinterfe

ne cadoubo do fenmo em integuaal sdo mubtiplicadus won  um

nencda intensimbolica sdo Andependentes:

Poo = Por ¥ Toz > (119)
o éinmyﬁ
onde: L A ¢ tw) odw o= 1 - Dleg,t [120)
01 ) . »
53]
o éi%wgg
e Pog = Wm | — S 11 - Cytwll onfw) dw .o (121}
02 ) - X

0s dintegrandos em [118) e {121} difexem de um faton
S%z{w}wf, assim se Cylwl ¢ uma juncde Levemeafe vardavel com w, &

mais inferessante o wso de [119) ac <faves de {[118), pois ¢ proble
ma de pequenas difenencas & evitado o ¢ enno relative no  cdleulo

de P, ¢ o mesmo da integracdo numerica,

g
Como:
mg
Cxiw} = % coswy, {177}
n= -
A
néd

a equacac {121) fica:



o,

oo éiﬂmga B
{123] Pﬁf = I/o ) ——1 - il cosdwy O {wr do.
f} {1 yi = }rm K H
’ :‘ﬁs
ifo

y, em [123) ¢ nos cares pradtices pelo menos algumas  ve
Zeh MEROA GuE . e poriante o teamo em produtonda varda Lenfamen
te em contraste com s4nwy,; e assim Lokaa-se facil aplican a aegra
de integracac Zrapezoidal a (123}, A fonmula do Podsson hfonnect 4

nefacao exata:

(124) Uoglx) dx = 8/2 {0} + A 5 4ldal - 2 T F{Iwd/A)
g i1 {=1
onde: Flwl = f iyl coswydy , (12513
0

que se¢ traduz na regra trapezodidat cow um faton de Connegan .

No madioria dos casos de infenpsse, com & e wum {rhuncamen

to das somaténias em um nimero N adeguados, vale a aproximagao:

t‘i} i
Voglyy d = A2 410} + & 1 4140] f176)
0 4 i

Im (27) 2 apresentado wwm Limile supeadlon draco paia o
erne no caso de auide gaussiano [nde sende, ponem, difieid  exten
den para o caso gerafl:

4g@

f:i 'Y e Q(Lﬁﬁﬁ) (EQ?}
Vo

2.4 - Metodo Quasi-Exaustive de HALL 114)

Neste mitodo se constrnod uma boa aproxdmagac da densida
de de probabifidade da intenfendneic intensimbolica, evdfando o
caleulo exaustivo de {30}, As amosiras 4, sdo dnumeradas em ohdem
decnescente de vaton em modulo. Com o mb}af@ue de se evitanem pro
blemas computacdonads, com o catouwlo de grandes seqtflencdas ,o0 con
junic de M amosfnras, 7 dividide em bloecs de K amositras cujas  Ln

tenferincias corrnespondentes sac dadas por:



K¢
X, = &L a, Y , 4= 1,7, 0 M omed KO {7125)
L ek ke BR ’
M
e _XK’ = L Xy Yy, L= M omoed K#1. {129}

R=MK'-K+1

As vaniavels ap sd30 consideradas binanias, peis o meto
do se extfende 5aa££manta”pa&a o4 demais casos. Por exemplo, no ca
s0 de L wniveds como descrndidlo em .0, ay, pode sex escnilo como uma
combinagdo Linearn de um numero fLnifs 7 de vanidveds afeatdrias
discretas binarias véj), de modo que a internferéncda {ntensimboli
ca senda dada pon: |

K{f} . {130)

ocnde X(j}éeniam varidveds aleatinias discrnefas, correspondentes a

um Aistema binardo.

Para o ciiculo da probabilidade de enno bastaria convol
L
J

-

ver as f4.d.p. das J vandaveds X5

Como X, sa0 variaveis abeatiaias discretas e independen
tes, para se obtern a f.d.p. de X, basta convolvern as nespecitivas
{.d.p.'s obtidas pele mitodo aproximade abaixe descnilo.

Deteamina-se a distorcao de pice pana X,

4l L g ngl , (131}
&aﬁi

onde R nepresenta a i-esima pandicas do conjunte de amostras. X,
o, p 4]

sera particdionade em N; niveis, mancados pelos valores discrnefdiza

=3 “ é .vJ_ El ¥
assumira valores enire m@i&l e ﬁ‘f}, assdim o Anfervalv

dos:

it
L)
i

cau Ny e e 129

a gue sdo assocdados probabilidades @ji , 4 >



M-K{H mod Kﬁ}

{ouw em [130)) sac varudidas as 2K fon 0 soglléncias de

a,, de modo que se tem os valores assumidos por X, pard cada  uma
defas. Procede-se a quantdizagdo da {.d.p. de X, que consiste em

£ -K MBI med K),T .
e Soman a pi ) a parcefa 1 fow 7 et &}3 se assumids um  va

Lon no dntervalo Ety—ﬁi&}ﬁw?ﬂ;?, fj+ﬂ{i3?“zﬁgli, jo= o Ny o
to, 128,17 11 pana § = 0. Assim @ f.d.p. de X, serd dada pot:
N
V3 (4) ()
§ 100 = = ot sty e sttt ) (133)
; 0 ] ]

Pana o calewlo da §.d.p. de X, um metodo simples cunsds
e em gquantizan as expressies que vac sende convelvddas  pon um
processo discreto ndpido, como convolugao pon FFT {76:, de  mode
que no final se Zenha:

(t} = & g [8{t-x.} + at£+2 1], (134
] ¥ L§{t-1,) nE )

= T - ~f ) (-
P qjiif bly, fjs} + [ ﬁ{ﬁﬁ+£j§}i {135]

7.5 - Limites de Espage de Momentos

7.5.0 - Introdugdo

ApGs o apanecimento dos metodes de expapsac  em
sonie de Gram Chandien e do fimite supenrion usando a desd
gualdade de Chernoff, GLave {8} derdvouw wm Cimite supe
nion dada a paobabilidade de enne que se demonstnou mudlo
bom, mas que no entanto 40 eha vafido para uma faixa xes
trnite de nolfagde sinal/ruide o distorngac de pico, embora
para a maion interesse pratico! Nesta derdvacav '\aanéidg
rou ¢ problema de maximizan P=Prob’{{X+m| ?gﬁ}g com aela
cio & varilvef X, com restrigoes X el-1,11 e my < o4, Mafk

k.

thews {9} ja extende os nesultfados de Glave usando dead



guakdades tipo Chebyshev o derivando as distaibudicoes  ex
themas pasra a infernferincda intensimbolica, fevandoem con
sideracao toda a gama de refaqao sinal/ruldo e distorgoes
RMS ou de pico. No entanto esta abordagem o fLevou a  faac

cionan o probfema em vanias fatxas de validade, ja que
. ndo foi possived derndvan uma expressac wniea ¢ geraf. Mg

Lane {83}, atravis da desiguafdade de Jensen obteve um £
mite Anjerdon para a probabilidade de erxro, mas nao  AUPR
now @ qualidade dos Limdies inferdones de Matfhews.

Postenionmente, Vac ¢ Tobin 124} dendivaram um
metodo de avaliacae dos Limifes supeniones e infendiones
usando um feornema de fsomorfisme da feonda de vapagos de
momentos, obtidos a partin dos "envelopes” supertones e
infeniones de um corpo convexo compecto, gerade porn wn con
junto de fungdes nucleares {k 1. Pependendo da escolha des
se confunto num espago bidemensional, obtiveram aloumas
categonias de Dimites. Mais necentemente, Vao e Bigllend
(39}, abordaram o medmo problema pard um casoe especliico,
embora em wn cspago n-dimensional, e com uma sofucao ba
seada nas quatre feamas genadis das nepresentagoes  gerads
de Knedin 184}, ¢ se propusenam a adapfar o mefodo para uma

{orma generalizada de Quadratura de Gauss.

Cumphe nofarn gue o fonmubacar do probfema  aphe
sentado por Yae ¢ Tobin (241 ¢ Yac e Bigliend {39] ¢ bas
fante gentrica, abrangewnde vs cases proposlod anferioamen

te poh Glave, Maithews e Mclane.

2.5.1 - Formulagdo do problema para um espagy n-dimensional

Coma se sabe:

=z E - -y 1 f;‘ £ {9 f i
oo E {1 Ply, X1t £ a§g§gg%xj} s [136)
¢ D, se degine atraves de {[136].

Seja a vanddvel aleatindia H, assumindo ob valo
ek

ho= Glx + yg) , [13ba)



onde G & uma funcde conhecdda, com inversa ﬁﬁyiﬁ}, gntao:

p o= E {6(R)) = | Glh) p,lh) dh o= 0,  [137)

o't

onde: oin) 2D I (138)

g pH{hJ e a 4.d.p. de H, defindda amfﬂé
04 omentos de H sexxam dados pon:

o, - Bt = bty

‘ SR dbh, 4=0,. .. ,n0 [139)

Segue~-se o levrema:

Teonema 2 {24}: Sefa X uma vardavel aleatonia ,
com f.d.p. ﬁxix), definida em [-1,11. Seja {&ééx}} wm con
funto de n fungdes continuas defdnddas em -1,11. 0 momen

to generelizade de X induzdido pon R, [x] 2:

;o7 Bolx) fo0x) dx EIE S IR {140)
£ L1 A X

0 espaco de momentos de ondem n e denctade  pois

(141) M- o, .00

ﬂ)%ﬁ{ﬂﬁ'f@y{ = g{k'{[x}}; {:31 «,.a,}?,}.

Eﬁi&&j%ﬂé um conjunto fechado, Limdtade e conve

X, Sajauquz aprva L = {ag,,*ﬁ,,&“)s com héixézaf i=1,

. e’
" - ; .
.o, n., tracada em R e & o venveltinia" conexa de . En

ra

fag:
¢ -4H. | (147

7.5.2 -~ Espacos bildimens.londais

Vao ¢ Tobdin supuzeram gue o rulde € gaussdano

pods & 0 mais il de ponte de vista pratice e fomaram:



(143) Rylx) = (0 Gy, [x[1/0) + Qllyy-[x])/oliiz

o gue Lmplica que:

P

e

= B {
7" (144]

Aborndaram guafno casded:

{a) fimites Revande em considenacac o valoxr ab

solute de X, onde:

Rylx) = [x|. {145)

P . L .

¢ uma cunva convexa Ulderivada 7% positival
¢ seuenvelfopesuperion ¢ a Linha nefa  que
une i&z{ﬁé! kgfﬁé} a {&?{I}, &Q{EEE, Temoa

ginda:

O E{|x]|} {146]

Do Tecrema 2, &, ¢ um pento do corpo  conve
xﬂﬁﬁaﬁ%,\&&&imﬁﬁf ¢ Pimitade supeniormenie
pon esda weta, funcac Linear de Yy, com in
clinagao §§Q{§gg~1%50} + Qf{gé+f§fo?ﬁ? - 4
(y, /o1 /T e

Pog € {(Q€(g@“1?#ﬁ§ + Q§{g5ﬂ§fﬁ255 ~i§j9/af

@, /1 r Qly,/o) 2B (147}

e
0 momento ©, nae pode de modo gernal sern ex
presso de modo sdimples em fermos das amos
thas Yoo masb comus

N

by o= E{{x]} = gy = [ & o

ohtem-se:

W
%aﬁ



tol

. . 5
0"envelopeingenion de &2 kolx) ¢ pontanto:

Pg > 1QUlyy-0 1 /0y + Qily e, ) /o)l /2 5 By
P1sg)
.‘ 4 ¢ it s o '} “j f! g
Usando {148} ¢ o fato de gue @E? PE{x" H .
o P b (30, 1343, (35}

Limites onde se Leva em considenagar a vari

anca da inferfertneia intensimbolica.
Agud se Lomam:

Z .
fx} = x°/1, {151}

boooome em [143%) ¢ 7 come em (1440 ¢ ase ob
3 ¢ 8
Fem:

[ 2 |
®§ - E{x}éff} . wéwiﬂm.g’gég,
T4

Eases Fimétes sao equivafenfes acs do Glave
¢ Matthews, que sende estudades no Ltem 2.5.4.

Rimites onde se¢ Leva em conta ¢ quarnio  mo

mento.

Agud sao Lomades:

g
i

&? como em (143

=
Lo
e

¢ ??g como em {144

ghiem:



4 4. L1z
o, = Blx") = 02" a.y )"y =2/ w (2,-1)
] P k-1 R

N A po e DTSR Loy Ty
3 { ¢ 3 £ *
i L/? 4 "
= l2/r v (k-1 L-iiliéwi syt
i h=1] 3 e
’ {L4+?wfi§};§; (0 oy, ") " [153a)
A

Nota~se que a dijiculdade analitica de s0 a
plican ¢ Zeorema 7 agui, Sugenre uma solucdo
gragica ou numenica, Na sofucao grafica, tha

cga-se a curva dada pon {&I{xig k}ixji e s

procuna o envolvente.

Lamites exponenciads.

05 Limites para P o obtidos em {a) o [c]sdo
frouxos, enquantc que oi obtidos por  Glave
e Maizhews sa0 mudito bons. Apresenta-se age
ad uma categorda de Limites que apresenta tam

bem mudto bons nesubtades, Tomam-se :

&?ix} = pr{ﬁiyg+x3§ R {154}

&giz} = Qllyyrxl/al [155])

onde o & um numeno rcal a den espend {Lcado.

Consequentemente:

B,os Elexplely,+ ¥7 a.y.)1} = expley,) Elexp. ..

i . A AL



= expled,) I 2/L % cosh

Eﬁﬁwféqgé,

s o (156]
o
Py, (157)
A eacolha feita para &E{x) proporcdona e

caleubo simples pana ¥y, Para Limitar 9, su
perdommente e inferdioamente, procede-se &
analise da curva Ly (xl, &?{xli,ﬁﬂ, gerada
ac s8¢ vardar x ewm seu domindo. Como ky de
pende explicitamente de ¢, a forma de Qi
consequentemente fambem dependend de ¢, Se
¢ & tal que a cuiva resuktante T convexa 0
ou {ul para tode x el-1,T1, as expressoes pa
ra ob Eimitles sao defenminadas de wmodo Aime
diato. Porém, se¢ a cuiva  for cenvexa &0
em subeonjuntos de [-1,1, a geometniade pro
blema nequen um tratamento mais metficufoso.
Para se estudar as propriedades de (L, calouy
Lam-se as expressoes da primedra e sogunda
derdvada de &f com nefacdo a h;‘

-1

wh ‘c;f?3£ '1375!;%; » 7.7

Z
ﬁk? i d
¥

X

ottt T expetyaxt i (58
g2
i, ( dk, ) db, \
e = Jo iy, e @
dégé x Cdby d,

g exp€“£x+y§}25{2wfilfc' caplZely +xi)]
oo {zﬂ # gﬁ}fag
: {159]




Vale alndas

. 2 ‘ _
sign (d2k354k1 jo= AAgH {@Zc oy toxl o,

i

(160}

que send posidive, necessandamendo paia a
condiono:

Z
a“o o+ gﬁ =1, {1&61)
ou negaldve paksa:

Ggﬂ * oYy < -1, {167)

As expressoes [161) e (162} definem dods va
Fones de refentrcda para o

b o2

¢y ® {yg + Ti/o [163)
(2

o, By, -1yt (164)
ey Y g’ o,

respectivamente.

Asadm, para o < c{},éilé@&ﬁ convexa 0 {Fig.
72.5.1al e para ¢ ?-c},quéeaﬁ convexa o [Fig.
7.5.7c). Exisfcem ainda uma negiao ey, Elon
de & ainda ¢ convexa n ¢ uma negido (€, a})
ﬁﬂde,@:é_aaﬁuﬁzaaj; pxiste um 40 ponto de

i3

Luglexap [Fig. 2.5.11.

Um Limite infenton para o < ey e a {inha ne
ta [Fig. Z.5.7a}, que passa pon {&g{wl},..,
,..&21m1§} ¢ (kgif}, hE{EEE» A medida que ¢

aumenta, ndo ¢ madls convexa (Fig. 2.5.1b});
e
mesmo assim, o "enveleope" de & ainda ¢ a &4

L, gnude ¢
B’ B

o valer de o gue faz com gque edsa nefa  tan

whd seta cdtfa, paha ¢, € ¢ C¢ e



ganéiﬁ.Q£Qm b§i1} e ¢ pontante dade pela und
ca sofugao do:

Agﬂg, yg + 1) m{ag, i, yg v 1) = 0,

gude :

A 2., 2 .
A de, e} = expl-e"/lo™ - ce} {Znuc

{is6ba}

vle, d, e) 2 10ily,~dlal - Qle/ol] fexp...

W

colely,md) - exp{aa};“gg (146)

Usando o Teorema Z2: b, = P?g ¢ fimdtada in
ferionmente pela Linha neta, funcace Linear

de. &,

y e portante, pera ¢ % Cp?

o0 ﬁ%F} E®f€a} - ex§{ﬁ{g§%li}i +

+ Qlly,eT) /o) 2 B fel. (167

A geomelrdn d@.Qi;m@ﬁa g £ ¢ % ¢ ¢ mostha
da na Fig. 2.5.1d. Pante do "envelope” dn
fenion € um segments de nefa e a oufra pat
£6 & UM aroo CORNVEeXo dell. vada, o ponto
I
que sepana esias duas regioes, denclade na
4
b R Mg - e BY
w . . e . Z i = < A X 1
Fig. 2.5.1a como [k, k) {?Iix}pﬁﬁimr;lxrx (e)?
ascorne guande ¢ segreunfo de reta ¢ tangen
q 4 gen

te a (L. Abadm, x?ic} e a solfucae de:

( {a,I,yQ4x?iQ}} + A{ﬁ;g@+x;{a}) = § [158)
e exdiste um unico ﬁ? solucao de:

bole, T,y ,tx ia?*éi + A{Q,g3+ngﬂg*§3 = 0,

Z



onde XzfﬁE ¢ definide implicifamonte pon:

bole) = axpic{gﬁ tox,lelt (176}

£

Asadim vafem oa Limifos:

?@ » éﬁfﬁ,g@¢x?(a}} le,le) - ﬁxy{afg9+xg{a}}ii4

Callyg e xglelifo) B aglel,  egeece]

(171

£ mesmo gue para o }Q$3,QE,§ﬁja SEERTAVECE ST A

?Q > Q%[gg + nga}ifuég a? £ o < §. {172}

Pou metodos geométxnicos e analiiices comple
tamente andlogos aus acima, obtem-se os "en
velpes" supendlores ¢ iﬁéaaisﬁeé'@amzﬁﬁ, for
mados por segmentos de nela e arcod CoAvexos
N, chegando-se aos resultados:

wia,f,yg%i}i@g{aémexp(aégﬂ%i}}iﬁ

+QU{y, 1) /0] 2 Byle), para ep € ¢ <05

®;§ﬂ3wexpiafgg*§}li+..

(e}, para C§3g e % Cys

Q{ixéicﬁ%gﬁEﬁc) = Séia}, paaa € £ Qf%’

(173}

ende ¢ g a aaica solucae de:



${¢Tjggy!3 + aif?,ggwlﬁ = 0, {174}

e a andea sclucie de:

§§j€(12€33 "‘Iﬁ gﬁ + thg{}zg} + f\{{‘«g ¥ {g{} + *\{.4({12)}

xs{s) e a sofugao de:

E

&{a,—?,g§+x?{a}j + ﬁ(a}yﬁ+xg{c;} = 0, (176}
e x le) & dada implicitamente por:

@, le) = exploly, + x4€¢§§§, (177}

Yao o Tobin propusenam vardies metodos de o
timizacde de ¢ ¢ enconfraram os valores de
¢ que maximizavam o Limdte infenicr o mind
mizavam o Limitfe supertion, cy © eu,agép&cié
vanente, No capitufe 11T {81}, aprescentfa-se

¢ albgorditmo parng vbtfengdo desses Limdites.

7.5.3 - Una possibilidade de nealizagac do caso muliidimensional

Uma possivel escolha para 60«) em{136aje @ {h)=

£
=4,

0s momentos ¢; entdo podem sen calculades:

! 2 L Y ar
o, = 1 dy,+x] op {xlde = | I A yT ..
N i1 0 X L1 £=0 A
‘g‘ -
i i : 29, 2if-11 m,
. X7 op bxddx = 2 o1y 74 {178]

Vao e Begliend propuzenam o Ldmifes para 7,

stegundo a representacdo principad de momentos de Kaein{sd):
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Teonema 3 {39} ¢ Segam va nel momen{os: Qﬁiﬁﬁ,“
cooon definidos em {178}, Seja a fungac 8(-) como d@ﬁiméda
ew (138), cufa (n+3)-2sdima denivada exisia ﬁm,ziéiigﬁol)f’
(g0+1321. Sefa n um nimexo inteino posdtive Impar , entao

existem unicamente as abscdissas e, ¢ 05 pesos @{,Taié que:

{{net/2}} A~ {iwme3/300

5 4 .

aA {1,} E F‘){As “{fiéﬁ}) i; B & } {,e,ib}“

L= ‘ L=t ‘

@{aém} Loy, (179]
o+ 3

quando: “ggzg““ fx)l » 0 wno subconjunto [a,b] da,ﬂ, e
dy
" . < 1
ﬁg £ 8 % ﬁﬁ . [7182)

) ' an&? ) N ¥ i . u if

guande: e 82} € 0 em {a,bl, subconjunte de B,
dxn¢§

Seia n wn nimere intfeoiny positivo pat, entao exds
il : 2

tem undicamente as abscissas c. € 0b pesos g, ftais gues

[+ 24/ ~ {(n+2 )77 .
Gc & b p%ej G{R{ﬁ}} < 8 g 5 piﬁ} .
0= * ¢ L= ‘
2y, & ;
s 8{5& ) F By » 1181}
ﬁm+3
guando: mgﬁﬁ?%w'a(xi » 0 no subconjento [(a,b) da.gh g
X
6y € 0.5 B, (182}
ﬁﬁ%ﬁ
quando: ————  8{x} & 0, no subconjunto {a,b] d?,ﬁ.



Todeos essed Limetes sae ofdmos, ro  seatdide  de
que ndo existfem Limites melhones dade o mesme conjunto de

clementos Qj, i=0,1, ..., 0.

As abscissas Eg §oas pesod ﬁ{ sae  dades  pefas

tuas nepresentagies paincipads {unicasl:

{3’1‘?’ ;‘}jff {g‘%&} f,{&% j
f ﬁ} C\j o ) }.e ;)15 [ ;f ¥ j = i} » ; ¥ » 1l ¥ ﬁ F 5 3}
L=1 ” ’
{A] [A) : s [A
inde 4 < e s y oy < s em pardicular g
gude a « E,(ﬁ < . < { o 1) _f,f é}, & oem j,}(-i LA SRR tf{;-
ie0, . 0., ne /7 sao0 as solugees Uiw+l) /2 natzes) de pold

nomio:

¢y
dei “:355“ = 0, (184)
X ﬂﬁg
onde gk ={h, ..} w P 11E5)
A ALq (n+1)/2 x {n+3)/2 Al g AT

Obsenva-se que o4

do saistema Linean [1E3).

in+31/12 f .
;E‘ ¢ E:R P
ib) Qj = ¥ “{5} (o 2; L i=0,1, L, 1EG)
L=1 h -
(B {B] (B
onde & = £y < gé Cowee T Brpgayyg T b, {187)
" 7 {8; L / 4y F i 1y S
e em paridicular e, &=E, Llael /7, sae as ln-i)/1 nad
res do poldnomio:
' Eg
dot -5 == = f1EE)
s
ESS
. fpv by /7,
onde bp = (1 &« ..... g'héi;‘"g e
e
1 = {f{ } . b ; ,
B w77 ox (ast) /2 Bi,y
~abe, oo (1§9)



As mesmas consdideracces sdo feditas com  nelagao
a by , dofugoes do sdstema (157},

fn+l1/2 o
(o] e, st e T e, e, 190)
b i=1]
Jal 41
com a4 = s§5}< ,,,,, <i%i:if? < b, Em parfdlcufan ﬁéi) ,
£=7, s, ine? /2 sac as i/2 naizes do volinomic:

det mw%-—i =9, [191)
R
. . f
onde: ¢ = %? £ e as n/ % {197}
= ik b = ~de
¢ K- &j}{ﬂ+ﬁ}fﬁ as2ige K ET T B ET S

onde d = a. pi sao sokucces de [190].

551'?4}]'3 f i
(d] e; e ¢§ﬁ3 TR R AR SR L2}
i=1 :

5 . oy
com a < £y < .. © g;;é = b, ¢ em parnticular gé LAl
in-21/7, sav solugoes de [T90), mas com d = b e, B0
e
solugoes de {1941,

getodos de Glave ¢ Matihews

Como a teoadia desenvolvida pon Matihews {9} en
globa os nesuliados de Glave 1§}, apresentande nesulfados
mais geradis, fema-se agud come refertncda o seu trabalho.
3@5&:

Poe ° 172 Prob{lxsn » ygi = 1/ Ex{&{x}} ,

onde: Qlx} = Q{EX*gﬁ}fﬁi + Q!(gﬁwx}fa}. (196]



A solugdo apresentoeda pon Matthews baseia-se em
um feorema bobre desdguafdades de Chebychev:
Teonema 4 {9} Seja 0+10-) o confunto de  fodoa
e T - i . . .
s poldnomios da foame a+rbx” que Limitam supenicamente|in
feadlommente) G{x] no dnfenvafo [-1,11;

O+ = {a+bxg/a+bx£ 2 o0fx) o, Ix] g I, {197)
e 0- = {a+bx/a+bx® < oix) , |x] € 1}, (195)

Sejam § e 4, hespectivamente, o supremv b Infd

mo de 5x{x), satisfazendo a5 nestricoes:

i .
[ 4o lx)d =1, (199
d X
-1
e m% g ixddx =0t Ly dx b, {200]
ndao: S = Anf a*bggé , (2071]
Q+ '
S = sup larbo,’ (202)
0- .

Nota-se que este feorema pode sen enconade como

um cohobandio do Teorema 7.

;.
Suponha-se que exdistu o poldnomio crdi” o 04 (d-]
que togque a cuava G{x] nes penfos:

3

T = {x cl-1,11/7 erde® = Qlx)} (703)
¢ que existe 4y {x} [éx [x1) satldisfazendo (199) ¢ {200] ,
consistinde -se de concentragoes de prebabifidade nos v%
Pones discnetos de T. Entao pana gualquen polinimee a+bx’
e Q+{0-1+



U tarbxPaix) ) gy Dxddx 2 | lerdxT-gix)l gy (x)dx,

-1 | + -1 ;
1204a}
! 2 ! 2
Polarbx™-a{x}} 4y {xlde <} Jerdx -0{xil 4, (xldx.
-1 . -1 X
. R 7, . e
Segue-ae que Lnfla+be™) = c+do, (gipiarbx’] =
= ﬁ¢d5x€§ g
!
$ =1 alxl 4y fx} dx {205al
- f &
1
s = [ afx) gy lx) dx (2050
-

Pana o deteaminagac dos Ldmites supeniones, de

vo-se enconiran a e b de modo ques

@ ¢ bxl ool , Ix] < 1. (706)

tma escolfha razoavel para 4 ¢ aguela que jorag

ce a igualdade para x=03

a o= G071, [707al

Entdo, b deve safdsfazen:

b o» 6ix) , x| <€ 1, {(207b}

onde 8(-) ¢ a fjungdo par:

A . i
ai{x} = (alx) - @loli/x (208}

cufas propriedades sde mudite impoafantes na deteaminagac
dos Limites (Fig. 2.5.2}). Su« donivada 2 dada pon:



gix) = Zulxl/x” (709}
gide wlxl = x@'{xl /2 - qix]l + 0{0]) {218}
e wilixl = (X" {x} - ' (x)} /2, (211}

As ondmedlras tnes dendvadas de wlx] na  ondigem

480 nulas. A quanta deaivada we cordigem e a pidmeira  nao
wulfa: ;
N T N AR UV LT R IN
[218)
Como %iﬁ wlxl < 0, se gg < V3 o, ulx) tem (i

poameroe par de cruzamentos de zeno, para x > 0 e be gﬁ>fgﬁ,
um nimero imparn. Segunde Matthews (9, Ap.l, se y, =Vio ...
wix) < @, x » 0 e 8'(x) > 0, Lego 9{x] & uma fungac monoto
wicamente dechrescente {x » 01 ;¢ gﬁ>f§¢, wlx) fem um anico

vene dado pon:

' {x,l = 0. (213)

Taso sdgnifica que O(x) tem um maximo om Xg...
(Fig. 2.5.2). Pana 0 < x < x,, © ¢ monotondcamente  chesd
cente @ para x 2 X, & ¢ monotondicamente decrcscente. 3Se

gQ>J3a e oy g Xy < 1, satisfaz-se [207b] tLomando b:ﬁ{x§},

i
de modo que cceorrna a dguatdade nos pontos x=0, x, ¢ -x,
Assdm gy (x] pode sex edornita como:

§X+[x) = e}éix} + xggéixwxg} + S{xrx (214)

s

¢ {205a) fica:

9 = gjggﬁ; ¥ ngﬁixg} = 8(0) + Ty i J
X
0
.0 - Z, Z ‘ Zix ’
= QL0) (1 - o xth o Rkl o ,m L {2T5)



donde:

g assdAm:
£
Péﬁ % 5/7, (217}

Se gﬁmf?ﬁ e I < x,, & curva atingirna o  Aeu
maximo em xmif} assim b ¢ escolhido como 6(1), de modo que
e x=-1
Assim g 1x) pode sen escnita de mede analoge a (Z209) e
(216} onde x, ¢ substituido pox 1:

ccorna a Agualdade em [207b) wos pontos x=0, x=T

p <38/, ' (215

ef

onde: _
1) o+ 1) Oy /i, {219)

que & o nesultado obtido porn Glave {8}.

Para x, < @O nido se pode wsan (214} uma vez
f} X ¥ ?

que £, ¢ £, ndo mais pentencesiam possivelmente av  «nfer
vafo [0,11 . Deve-se pontanic refazer a escolha para a. 0

pandmetno b serd tomado como b = 8lx,). Assdm, Loma-se a

funeao:

olx) = [(a{x)-a) /x° (220)
¢ sua deradvada:

o {x) = 2vix)/x° (221)
onde: vlx)l = wix} + a - Q{0), (222

Obsenva-se gque as denivadas de v Tem as  mesmas
c.ractenisticas gue as de uln). Se gébﬁgs define ~ se  um
ponto x, solucdo de ®'{x] = a {Fig. 2.5.3a}). Adotando



de  modo  que © x; > X, seja um ponte de maximo ¢ Ay
= Oy b = @ix), s undcos pontos gue satisgazenm ¢lgl
e o pix) sdo x = g, x = ~g e poafanio §x+{x} pode hen

gsorlia como:

4

Se yy ¢ Vig X ¢ agabithanio e enfde se  pede
foman 5x%{x§ como em [223) ¢ ¢ Pimite infendon come em. .,

(224]).

Pana a determinacidc dos Limifes inferivncs, de

ve-4¢ encontraxn a e b que safisfagam:

a + bxz < nlxd o, el T

Py
e
(5a)
p—

E visto na Fig. 2.5.7 que se gsyf?m e 1 2 x, ou
se y,< ETE

6{11 < 6{x}. (276)
o gloy + 6{1) x" < fixi, 1277}

onde x, 2 o ponto em que:

(o) = 6§x§i , X, 0 {778}
[4

§olx) gﬁ>¥?ﬁ 4 ooix) y<vV50
2N
5 \" o .

//: 3 .

uf{, 3 - "; - ‘q‘x’\ \\
; % ;i\% - \\w
? ! T e,
! ; ! s x
Yoo Xp *2

{a] {b]

Fig.2.5.2 - A dungav 6{x]



Fig. 2.5.3 - A fungavc ®{x}

A& igualdade oconne em {217} se x = 0, x = 1 ou
X = -1; e de mode analogo ao wtilizado anfendiormente e

conclud gue:

Z

S txh = (-0 hista w0y Pty s ey

+ §lx-T111, [229)

s = (1-0, 0100000 + 0,571 at1) (230
0 P, < 1/15. (231)

Se yg>f?@ e I < y,, ceonne uma sifuagao madis de
Picada. Manten a = QU O} resulfana em s¢ ten a igualdade em
(205} somenie para x= 0. Assim se consdidera a desigualdade:

b g o(x) , lxlg T. [232]

0 pardmetno a pode sen escolhide de modo que ¢
tenha um mindmo refative em Xy, ¢ « Xy o< wb, onde o ¢ o

Gndco zeno posdiiive de w'ix), dade pon:

Q"1 s G w, {235)



Se w, < i« Xy dedesming-se Xy e d de:

b= olx ) = 001} = (a{1) - el /010 gt
{234}
v{x?} = 0, {735]
sendo que a desigualdade em (225} cconrend em x,, -x,, I
e -1. Em tfeamos de Xyt :
a = (i) 17 - it - 1k (236)

& = Zé&:g 52{}:?} 4 ?:&;:f Qiry = {Hbo’x - / 7
I -x
i
LT} -0(x,) 12 047
7 Ty ) T Yy
”Xi -I &;
g gmx ‘
a1l (258)
T17~-%
i
Determinando £p € £yt
E? - GXL
éxnik i B M €§€x+x1§ + S{x-x 1) o+
211 wx?“}
? 4
0y -
e [&{x+7) +« Slx-11) , 1239)

771 u%ﬁ}



e Pog 2 8/7,

Fd
e

s como dado em [238).

£F

Nota-s¢ que em [¥36) ¢, niao mads pendfence ald, 1]

b8 Gy < Xy, assim nde € mads posaivel, sob a resdnicac de
+ e
(799}, que x = -1 e T. Tomam-4¢ entae, somenie os  pontod
+ ’ - 3
x = =0y, A mesma analise vale para o caso 1< wg. fy. L)
¢ dada pon:
g = 0 + &L~ { Py
by x] (8{x+o,] Slx-0, 11712 {247)
s g . 2 f ¥
¢ Pop 2 ﬁfaxiiiu (247

7.6 - Limdte de Pioxn Caso

Usualmente, s¢ tem como pandmeino de meddda de  desempe
nho de um sdistema de Trandmdssdace digital o Limite de pior caso . No
entfanto di uma ideda mudto pessimista da possibilidade de crnne neal,

Como foi visito, a probabifidade de enro ¢ a media  das
probabitidades de exnnc de cada seqliéncia. Temando a seqliencia que
daria a maion probabifdidade de cano como o Limdite supenton para
Poo’

Pg€ 1 - Dlyy = 11, (243)

¢ no caso de rhufdo gaussiano:

P Qlyy - T1/d) (244)

onde I!ga Z o fechamento de pice do olho de Transmissas.

Define-se como pardmetno de fundamentad impostancia  a
abentura do olho, pois o Limite acdima 206 vale para a abentuna de

oLho positiva [isic ¢, olho abertol:

Abentuna do olhe = 1 - ?fggk {245]



Casa nomenclatura sena widilizada madis tande, wo  secgdo
4 deste capitule. 0 diagrama do ofho few mudta {mpontancia, pods
seus paramelnros sac facifmente obidides em um osciloscipic ; wma
abenture de olho peguena significa um Limite de podn caso  ghrande
e uma abeatura grande, um Limife peguenc para a probabifidade de
ennc. No entanto, como esse Limide ¢ bastante {mprecisce ¢ pessd
mista, ndo peamite um estudo refinade de um sistema de  transmis

4o digitad pratico.

Limites de Chennof4

2.7.0 - Introducac

Saltzbeng {6} dendvou um Eimitfe para a ﬁ%ﬁ&&ﬁé
Ridade de erano baseando-se na desigualdade de Cheanoff
apresentando melhoria sobre os metodos de que ae dispunham
atz entdo, que se consisitiam nos Limites do plon casce, de
vaaddnedia ¢ no metodo exaustive. Mals tande, Lugannani es
tendeu os nesulfades de Salfzbeng de modo que sua apresen
tagao se tornou simples e o zesuliado menos complexe com

putfacionalmente.

2.7.1 - Ldindtes de Saltzbenrg

Usando a desdgualdade de Chennodd ¢ posterndon
mente dods outnos fipos de desigualdade, cada um validoe
para um subconjunio do confunio de amostrnas,Salizbeng che
gou a um Limite para a probabilidade de erro que na mado
ndia des casos de Lnferesse na faixa de uma dezena de  ve

zed o seu vafoa neak.
Seja a probabilidade de enno PQg dade pon:

P Probiw > 0}V, {748]

]

gt
onde: wos Xt o- Y. (247

Aplicando-se a desigualdade de Chennofi:



?@6 < E fexplianll , wi > 0, {248)

e: E lexplinl} = E fexp{ix]} axp(»kgﬁi Fof{exp {xnll=
.2 7 .
= exp(A"o"/2) 0 E {expliy.a.l expl-Ay,l =
it0 i ’
.27, .
= gxplA~o™ /2 - Agg} Y, [749)
L/
onde: y = 1 2/L 5. cosh{{26~T)hy . ). {250}
i#0 b=1 3

Tdentifica~-re agora, com cuidado, o Leamo y:

L/2
2/L % cﬂéhifﬁﬁm?}égj} < axp{lié—?}igfé}, (2511
bl : ;

o fambém (6, An.}:

L/2 7.0 1
g/F % coahl{{2b-1Vhy .l < explo "2y " /21, [252)
bl . i i o
onde o 24 {Lg—iijﬁ.

X

gualguen um dos Limites [257) ou [252] podenia sern
usado para guafquen §.Sefu Eﬁc;aaﬁjﬁﬁte de §'4 para gue se
usa o desigualdade {257}, entao {249) podenda sen regschd

Ia como:
P < "af,-gw% PR Y o i ]
el & axpi«kgg ¢ Xt/ AT Bl g ot
jggg !
vo Iatreozn 4t S e, (253)

ji%ﬂ )

¢ pode sen minimizada com nelacao a X:



s
jo
P
{ ot
1
H
e
o
ek
et
]
d
&
P
otandy
Hogorrt
L2
-
T
ht
-t
[
-
Rl
el

o IR R LR ot o» 0. (255])

Porntanilo:

A R A SR T DS LA TR A F gty

mn fg%ﬁ 1

{256)

e como Rm deve sen positive deve-se escolhen o conjunto
3; de modo que fal condigao sefa saidlsfedla. tm particu
Lan ¢ metodo 50 € valide se [ < u,. Assim:

- Z 2 ?

P« oexpl-ly,~(t-1) &' Qg 117/ {007 +e T8 2.,
v 0 ] . - . LT JER RN
‘ iy Ty R

[257)

Embonra [257) sefa am Limiie superdior para gual
guen confjunio ﬁf{dﬁ modo que lm = ), deve-se mindmizan
¢ Pimite com relagdo aohs possiveds &anjuniaa‘%, i maxL

mLzan:

Eo= {x-{L-1} =l |y i?gfis + o R gf?}
I g
{258]
Suponde q&aj§ m&xim{zagi, sejam:
B = x - {L-1) ' ly.l, (759]
;agj J
0 s =of+at (259a)

T IP B
@ j#gﬁ 7

entao:

[T

2

B /S > {§+{é*?}§§fiéf Z



e gyl > ZIL-TISB/ (g "B (L-11°8] (261)
e fambem:
& > ? Fe] . ¥ 2 i F g ? \} . 3 )
Q = BY/3 > B - {L-Fy [17/08 - o "y "1, %mé}?u{ﬁw
(762)
e: Igml < Eli“?léﬁfsoﬁ BY o« [L-1}°8% [763)
de mode que:
e 658 , 88
v {L+TiB " -53(0~118 [P+l B
655 ' :
o e . > ;g j * v i | IEEER
(L#18°#3(1-1)8 f?" 3
vmﬁﬁgu{ﬁ}, {764}
%% um conjunto vazio se:
2 Z 7 ?¢

Z{L-1}0 Exwflfiﬁﬁ (x~-T1°-{L-11"g%) « min {égml}

(265)

_ Um dos possiveds procedimentos para constaugac
ce 31, bascando-se nas expiessces acima, sexnd expusfo Ao
capitulo 111.

2.7.2 - tamdte de lLugannand

Se se¢ fomar em considercoao a expressac:

Paﬁ = P&ob{%%n}gg} = Fhﬁb{X+ﬂ<'U§} » (266]

entao pode-se¢ escreven:



Poo = 112 1 4 {y,-s) i fylx)dxds + 1/2

ed moe X4
o g fp 8-y, ; fylxddxds =
- AE2 &
= 1/7 00 4 ly,eal ] §o0x)dxdas + 172 ..
J 11 g 35‘:1**/5 X
coo b g tsry )T gﬁg fplxddxlds -
i (X<
= 172 0§ ly,-s) ) §o(x)dxds + 172 ..,
g " PARS
cer b g lyrsie- folxtde)ds =
p 0 Kyes X
= 1] g Lygs) - g Rygral) L &
ﬁ ;/\<‘ 3
5X(x]ci>¢;c.£,§ + {; zz?_}ﬁgjé-f“é}fié, (fé?_}

Em (267) o primedinc feame hepresendin a parcela
devida a interferencda indexnsimbolica ¢ o seguado agueda
que gconnerda em sua awsbncia. Ne wio da desigualdade de
Chennoff, o Limife nesultante se tonna fraco para 4 peque
no, 0 que sdlgriflcaxnia qmﬁ.&x;pégx{x}dx senta mencs  pre
cibo. Noe entante, em {Sé?),;nté@amg £§n{ggm¢}»5ﬁ{gg+$}}g
multiplica. Pelo fato desse feamo sex Fambéem peguenc pa

he b pequenc, o eano total ¢ bastante neduzide Fis assim



a melhonia com nelacac av phrocesso de Salizbeng., Usande
a desigualdade de Cheancgd {7, Ap.t:

do:

Lem-48:

:
1Xi>s

gxix}dx < {eoshlis)

2 exp i_lkiég E{cosh{ax]}

0o e
et P

P

Minimizando P, com rnelagac a Ial, ou

oL
mAn’

[X]>s

cosh

t
£
T
2

]

E{coshiin)} «

2 expldais) 1

3{2@“?}gm§§ 2 expl~ [x]s + 2oy

L1

mfl
X. 7

[268)

maxdmizan

[269]

[270a)

[2706)

[271)

E claro que a {nternfenineia L{ntensimbolica ...

(Xt €1, e vale tambim o Limite:

{273)



estabelecendo-se que, apinal:

L P—

§x(x}dx < mini? ﬁxpfmézfﬁgxﬁ}, a1},
X

=4

Se 5 < 1, nos valones & » & valera {277} ¢ pa
ra 8 <4 (273), onde:

S % Oy £nd ‘ (275}

Pana o4 vafornes de s ownde vale {273) ¢ gnde
s > 1, a integral do primeino Lewmo em [267) ¢ nufa, As

s4m, degdninde:

m o= m&ﬂ(?,ém}fﬁx s {276)
M o= maz{l,ém}fﬁx R {2771}
B = Gxﬁfiﬁxg + mf} , [{278&)
7 -1/1
e: v = (1 - BT} [279]

fem-4¢ finalmentfe:

B gw .
?Q £ i in {sids +j footalds
i ggjﬁ-myﬁ ] i glormyl i

' i I AL PLE
* Baxp(gé (1-8
émy*ggﬁﬁw "

. {Mngﬁgiﬁ

s 4 {alds [780]
jMY*ggﬁfﬁ

snde: §o1s) = L7m) oxpl-st/2). (287



2.8 - Qutnos Metodos

7.8.0 - Introducao

Jeng, Liuw e Thomas {75} derdvanam um Limite in
fendon, um fLdmide supendci ¢ uma aproximagae simples pa
na o Bimitfe supeaion, A apnexdimagac do Ldmide supenion ¢
o dobro do Limite injfenios, o que mostra que os Limites
se tornam bem proxdmos, a wedida gue a probabifidade de
erro s Fohna um numerc pequeno, Muaphy {32}, porx  ocutno
Lado, apresentou um mefodo vnde se aproxdma a  expressac
infegral para erfe {{x+ga}f€€§m§2uéaﬂds uma funcde cufa
midia scbre o "ensemble™ sefa facifmente caloufavel. ML
Pewski {38} apresentou Limifes supertiones tambem bastan
fo sdimples. Estes tnes mefodes sende deschadifos a segudn,

finalizande o sccedo 2 deste capitule,

2.8.1 - Limdtes de Jeng, Liu e Thomas

Ja ¢ conhecido ¢ sesuffado:

= Prop{Xen>y, b - [ | F la-xtg lxldads

¥ f
el i }ﬁf{; oo N X
{782}
Sesa ¢ confundo:
tog,l Y
¥ o= U {igiif' , AF0T, [253)
k=1 -

¢ sefa {qg.}, §=1,2,...., a segllencia nao crescente, obifd
da vebfa ordenacdac dos elementos de ¥V em ondem ndo ched

cente:

gy ® maxiy¥l , q, * mﬁx{vw{qg,¢...,qﬂwf}},§€84}

Ep]
A distnibuicac de probabifidade de 0 = W%IQﬁq&y

2 a mesma que o de X.

Seja a seqgllencia {ﬁj} dada pon:




cnde:

onde:

'@ j‘ P: f ¥ \{x?"?pxg‘;»“, {?gg;
4= ]
Enfao:
' f
Probix>By} = Probig:B, ] = EQ {Prob {2 ...
T j:}
. v W, v B,/ &
aja; 8,/ 3, (256)
W, = L a.q. = (257)
R eper 1S
:ﬁf? = {a?,“.,i‘ci:}‘ . [287a)

A equagde [286] pode sen neescnlta como:

P%Gﬁ{%>3%} = ?mh ?ﬁé@{w%>9} toey 19858
2 k&
e, = ‘ZM Probiw, »2q Py nL Pﬁaﬁ{w& »
T I w, m
] 1 i
73 b
> 2lg. o+ g tbor..o.r B cee. B
m 7 _ ]
I 2 My = m%&?
f
?mb{w&‘»z Tog. 1. (289)
S T
RN s
Como ?%Gb{wbnﬁ} = 0,5:
ProblixeB,} = 27 F(27 v ey (290)

o+ s v oo’ k-1 -1 8 :
?&eb{b& <X B e 2 {2 rley, ooy

f291)



onde:

poatando:

onde:

fHif <

Mudande a cadem de iniegracac em [287):

M(m {m ) i o0
pgﬁ ‘} - SX{K} j( éﬂ{g K}dédx - . £X€X}s--»
- j{}
(1 - Dly,-xllde , (292)
Dix) J g, 00 dx, (793)

?»ﬁfgﬁwx} ¢ wna 4uncao nae decrescenfe de x e

éxixédx{i dp.1 < Paﬁ < b?ﬁ .....

B
{( gx{x}dxg Gy, (794)

g??, = ] - D{ggw?ﬁ&? , ko0, gguy = g, (795)
o1 _.Eg z 'a ) C’?
biﬁ ? (f + ghh“f - Qk§§§W} g ?@Q &iﬁ

mhy -1 .

2777 e e,y e, lgy . {296)

Definindo-se:

p oy R, (297
=0

o ket .

by = I 7 (Ze a&%f}gk , {298)
fo={

Ay s L 2”&“?{235 TESE PSR (299)
=0



Vem que:

P/7 + A, S P S P o+ AL (300}

Jeng, Liw e Thomas mostraram que paad 4 maioida

dos sisfemas de inferesse A ¢ peguenc e portants P e uma
boa aproximagae para o Limidle superdlor, av pastso que, pe
Lo gate de que by 20, P/E ¢ um Limite infendicn para oo
Para um sefinamento dos Limites, devem-se cafculan os pa

4

Kimedhos ey -

2.8.2 - Limites de Muaphy

®

A expressdo para P, oem (297) pode sen escndla

para ruldo aditive gaussianc como:

9 172
onde: dlx) = aggaiix%gﬁ}iza } ). 1302}

0 metodo de se aproximar a expresidac acdma 2

baseadoe na aproximacao da expressav dntegral para ${x}

para |x| € T, valida sob as condigoes T < y, ¢ 4, » V1o,

usando:
cosbx » pr(wxié > Eﬁ,xmﬂ, {303])
b ’ 304)
e cosbx = &xpinWB . | {
. - oy I
ou: b = {anceeslexpl-x }fxm . {305)
Seqa:
gix] = ®lx) + d{-x] , (3081
_ -y - [rfe/T o,
entag: Uix) = Zenfcel—>) + 2/4n i Eﬁxp%ﬂs~ggzkn@§}§ .

V' i



axp{»{x+g§fhw§}§%dx} = 2 engelyy/ VIO 4y L,

g, R
Fhood expl-x") éiﬁ{ggxﬁ?fﬁ}dx¥,,
¢

ﬁxp{«gﬁgjiﬁﬁ

- ;g 2l1eVT)
< 2 enfaly AVTal) + 47V expl-y, " /1207]) . ] .
g

ceébx@&nﬂ{ysxﬁffﬁ}&x , {307}

onde b & dado por (305} com x = 1/ladTy.
Se:

. 8 #ﬁyﬁjﬁ + § b: 1308}

ylx) € ?{Q&éﬂ{gﬁffffﬁﬁi 4 /5 axﬁi~g§ IERTe AN Y

R, Heoahixz/tovTl1-1)1/2] (309}
De 3071}
= ! 1 ;
Poo pra e izl [210)
onde E_{+} representa a media com relacdo a Q§+ = A v,

B a; a@g , ¢ ponifanio:

pgﬁ g 172 {aﬁﬁﬂiygf€¥?w§% + ?[J%"gxpg_gﬁéggggig

E+{Rﬁfgaﬁﬁh§xzf(ffﬁj}mz}ggl}} i}



£

= 1/ enfely, /2o e 2/Vn expi~g§£f§2$2§.,k

»
LS

{Rgiiﬁxping%ﬁwii»?}fz]}} =

“fffmz}.,*

co 172 ety /200 ) 2/ exploy,

SRy LU g " oshitze 2/ (e
- age VL &%; coshid L+§}yﬁ4,{wf?}ﬁuiéle,
{3711}
7.8.3 - Limites de M{Lewshd

Sejam:
C l’i§ﬁ§ s [3117)

k ;
C& = J{Mi} 1{?',{:; R Ej?g}

onde o4 ¢, sido as amosfras cadenadas em ondem wndo cnes
cente de valon absolute, e:

¢y T [{2&-&9%{&}%f{LWF§] e hziE,,;,.gij?

{314)
Mostrna, entdeo, Mifewshi que:
L/ | _
. ~ }fi‘ ??’fﬂ?—jf_/f {Imy%é;gv}{}wgc&"gﬁﬁ&smw{j (
Poo 2 {1-Dly,-Cll 0 R
oF fooe 1 ?~ﬁ(g§+f~?€%}
{315]
L/e
t [ I 0 N T S o !
Ffim:%ifil? p’gﬁgfgﬁmﬁ“&h
Pog € {1-Dly,-Cit oo e
" b=l I—ﬁigﬁwC}

(316}



5.

¢ para ruido gaussiane awditive:

/7
§ ;:? ( e .
e ?/J/}- ;j,_:_;“/? »Zi{{fg”*'(f ?ﬁsE7 i {ﬁ,m
Pog 2 Uly,-Cl/ol T SIIELS . S
k=1 0lty,-Cl /o]
{317}
L/7
/ ty ot - 2 0
o0 Tt #x%if Qi,gg c %&}m*k&}fﬁé
?@0 g Q{{gg-C}j(}} i : -
k=1 0ily,-Cl/ol
[318)
3 - CALCULO DA PROBABILIDADE DE ERR(O NA PRESENCA DE
TNTERFERENCIA INTERSIMBOLICA E RUTPO ADITIVO,
STMBOLOS TDEPENPENTES
Introducdo
Com o Antulto de mefhoran as carncfenlsticas de  thans
miéé&a digital, como pon exemple ¢ eispecine de sdnal, ¢ de melhon
épaaua@fﬁmenia das canracteristicas do canal, foram sugencdos 444
temas de transmissdo digital em banda basica com dependencia sim
bolica: {46} a {48%, {51}, {623a {70}, {82}. Entre os picneincs
no cateulo de probabilidade de enno para alguns desses " sistemas,
encontram-se HLLE {143}, Glave 5}, Prabhu e Koan {26}, {29}, su
gerindo metodos de aproximagde ou Limiles para a medma. Ao passo

gque alguns metodos de compufacace enam guasli-exafod, apresentavam
é incoveniente de Zen fempos de compulacde prodbitives, enquanto
éua outnos Limites podiam sen sdmples, mas no entanto fracos. 0O
anitendo sugerdde por Glave e extendide pon Matthews necessdia do
cdbeule do vakor de pice e da varddnede da inferferincda @émh&ii

ca, Bigtieadi {23} apresentou um precesso geaal para o caleulo




desses pardmetros pera ¢ case de sdmbolos dependentes. Benedetfo,
Castelland ¢ de Vicentdidis 117}, propuzenam wm méetodo basecando-se
nos momentos da Anterferéncda Aintensimbofica, Carndofanrc o Pupoelin
[37F, 136}, {40} extendernam-ne ¢ mefhorazam-no.

Alguns sistemas cem simboles dependentes podem se¢n  fa
eddmente descrddos de mode a facilitan o caleuto de probubilida
de de enne atraves dos processcs da secqdo 2, Para aplicacac  da
queles processos alguns pardmetros que eram jfacilmente  cafcula
veis para simbolos independentes deverdo sen Levados om  madlon
considenagdo agqui. Na maloaia dos codegos de interesse pratice o
sdstema pode sen descndiio porn um albabetfo de codige, composto por
L nivedis equidistanies numenados de 1 a L:

a que sdo assoedadas probabilidades p,, de medo que:

A

]

é: & 3 { j . 5 . o~ 4 P
?a ; Py, Prob X+n%a§g§ § E“m’ a&ijﬁ@ ak} R {320

. - z
ande ty, | 1321}

e: v, ® (327]
uon , k=L
ouw: p = 2 Py, P&ab{x+n¢€»gg,gﬁ};ﬁﬁ = a&é - Py Probio. . ...

{X+ngiye,wjfﬂ0 = §3§ - P Pﬁw&{%+ma{wm,~gﬁ}}agx &L}

= L p, Prob{Xen<-y, Eag = &5} v Lop, Probll...

kL ‘ T

g

Wrnzy,la, = @b, | (323)



Cafeulande v momentos da fwnteafenineda intensimbofica
atnnves do processo descadto em 3.7, ¢ wtilizando as feenicas de
expansdo em sexies de Gram-Chanlier ou R.Q.G., obfem-se uma apro
ximacae para {(323).

As modificacoes gue deverac sen feitas nos demadls pro

cessos descaditos parna sistemas onde nao ha dependencda simbolica
sendo tratadas em 3.7.

L

Momentos da Interfentncia Intensimbolica de um Sinal Digital com

Simbolos Dependentes para Caleulo da Probabildidade de Enno

Seguindo a notagde da secgao 1, ¢ codigicaden {%ﬁ,% !,
ali descnito pede sen encarade como uma maguina éﬁqu@wci@&i@}r,.
{éaihﬁﬁ;g, k), onde 35:21{”% ¢ o cenjunfo de palavias  geradas
do aljabeto 5cnie,@§€§§3&& ¢ ¢ conjunto de palavaas de codigo
§§= {ég,...,,éi} I3 0 &6&§%%£6 de estados, g & a fungao de transd

cido de estados e B¢ o vetor de funcues de salda.

Seja {éi, g;} win par estado-palavaa fonde com £=1,..,

I; K & gNa 4 sefa EE; a pakavra codigo coanespondente:
& ) 1 (Nat) . 3 _— g,
. = . e ! = n o{a., o L=1, .00, 3
Liu Eaaa i T u} d ’ I 1524)

entic as KI palavnias do codigo esifac arranfadas nas maliizes:

a. aig%,.,.aéwai
L £u i
A = : = D . ,ousl, oo Ky (395
w - e ey
Cru Tu Ty

completamente especificadas pon RAls ., o l.

Encarando aii) como simbobfos distintos, mesmo que nume
nicamenie Lguadis, hd uma cornespondincda entre (55, %;? 2 H?;,
defininde:



[ 8y, = gls,, w1

e para cada o a matriz quadrada E, Txl, cujos elementos sde da
dos ponr:

T, se ﬁggf.
i b g
(ul &
CLi -

{327)

As matnrizes B especifican ¢ sac especdgicadas
tamente pen g. Cada Linha de E& tem somente um valor unditarndio,

comple

Sefam {ﬁg}, {E;} e {Sﬁ}ﬁ noe 7, as seqllencias de enthra
da, saida e estado; entac as equagoes do codificadon sav

R = g8 , a 132§
n+l fiﬁn’ ! t52¢)
: a_ = h (S, o] 374
g W i {b},ip i"“,é,j E 1?2
A seqliéncia de palavras 4onte & estacionania, podls &
seqlitneia {u”} ¢ estacionasdia e u sdao muluamente independentes,
com probabifdidades:
— 4 e i N
q £ Paob {o, = lel }. o Nalpy g, us1,....K
u # i 1l
{ b
f?i / £ J‘;q'»
A
{350)

0 sinal digital apds o fiLino de necepgao serd o
tucde de x[t), dade pon |
o rudldo nit}:

CONVe
i), com a aesposfa impulsdiva ylil,

ma L
pit) = L a git-nTy #oT) + nif]
n | a

2



onde: ve {l,....N 1, e iwéé, el o, Mg Mg o=y (3371}

e: G117 = Lyta-T), oo, gty T (532)

Suponde que v sefa uma variavel afeatonda wndformemente
distnibuidt, o sinal plz)-nli€] sexnd cicloestacionanioc de pendodo
N T. Suporido que o ruido tenha amosiaas desconnelafas, o compornds
mento de sistema poderd sen analizado, sem penda de generafidade
pelas amoblras:

rgivl B zleg vl = DTG )l 1333)
. S T T . . T o ‘ o
onde: gﬂ{y,u} = lg{y H?ﬁﬁ T o oThoooyly HgMﬁ NT e wT .
[334]

Na somaidohia acima, o anico Teamo que 4ornecs o infoama
(v -

cde € a, } yly) ¢ o nestante € a infenfentncia intexnsdmbotica, de

findda pen:

X(v) & z,(v) - aévﬁ yivl = ; a, v vl [335)
I T T
hd - = o " ‘i E i - 2 3
onde: v, (il = gnf¢,v} 8,0 glv] 1>fx.q..éNavf , (236}

g _
Sefa a mataiz de Lransicdo %ﬁ: {p{j} da magquina seqllen
cdal, cujos elementos Pii sac dados poss

. s ! £ s =&, :
Pij Paob (S, éffﬁw 5£} ) [337]
de modo gue:
13- é . (335)
ue Gy S |



¢ sefa p o= ip;,,.,.,pii o auwto-valon coanespondente ac auto-valon
A= 1, satisfazendo:

1
) p, =l iop, s Prob {Eﬂ - DR {339])

Sefam tambim o confunto de palavras-codige cujo v-simo
digito ¢ Lgual a e:

ngv,e} 4 {a. /a{v} s o0, A=T,. ..., T 5 ou=1,...., K}

{340]
e o corneapondente conjunto 31 dos Indices [4i,ul:

Aiv, e £ (o, a/a, e@tu,e) vet, . n N

A4

Entdo:

Ejiu,e}

[+

Prob {a{gvj = g} , ¢ %?:@.Q , voE 11, . N b=

= ) B.og . (342)
[i,a}aﬂé{v,@} S
K
A a
e 2{e] = IfNa 5o Zlv, el . {342a)
v=l

Seja Pie) o confunto:

P (ey = {v/ v e {?,...‘,Na553§§¥,€3f®}, {343}
entao: Zley = 1/K % Z{v,el 1344)

0s momenios conddedlenals da infenferninedia  intersimbo
Lica sao dades ponr:



m&(a) & T/N mﬁiv}e} . aagiﬁ, k1,0, ..,.,1345])

5
& vﬁ?lfé?

onde:  om (v,e) BE Dx1u Py (346)
Eupuncda-se agora o fecrema:
Teonema 5 {31}:
Seqam:
. {a(“? & P, A k,moe {1 T};
wm B, A ,mt? Trmrlom S
u=l, ..., K ; (347
& L e s s e ek ,(‘
¢ ﬁﬂ(n!v} = diag {aiu v (vl gy vﬂ{v}}, [348)
w=i, , K H:Mﬁ, ,Mg; vl .,Mﬁ;
Seiam ?ﬁ{w;vya3 defindda pon:
K -®
. - P " 7 £ Y .
L Q&Eu€jw§u€ﬂ/v,3 , nfl, n?HB ;
TR
K L)
. B S e v ) ] ,
Fﬂ{wﬁv,g} : &%Tqa epr;uﬁ&iuf‘i] , # Mg ; {349]
p ¢ £ .oexpliwd {a/vi) , n=0;
{L}ulejliv,af (Ul " |
vetliel,
N ; - = 5 ¥ 4 1) v {
2. Gmfwfv,a} %ﬁwgiwfv,@} Fooptwlv,el {350]
onde G_, (w/v,e) & a matriz unitixzia u.
A
Fntao:

-1 = & k]

my (v, e} = Zlv,e) p G (0/v,e} 11, ...,0]1, 13571}



» ’_‘E 3 - 3 B
e 5 Whory,er - I By e e £, M0 e e,
sf2x~ii=’IA,,., ,?vi,{‘;‘ L2577
Note-se gue:
& y {Q){vaxa} = 0, {253])
-H,
o & Mhgre, el =0, £ 5 0 (354)
MA
For sua vez:
K - !1
“izqu 5& @u /v, n#l, nfﬂg E
(k) ., S { oo
Fﬂ {f}f'\’;ﬁ} = u::gqﬂ ?jii f?e?(\}‘; ¥ ?-’ﬂ;é.ﬁ ; {519}
L . g F b &€nfvé =0
§i,u§fﬁhga} uooud *

Com base em [(345) pode-se caleulan atraves dos wmitedos

£ A

descnitos em 2.1 e 2.2 a eguagae (324},

5.2 - Aprnesentacic de (Gdigos ¢ Canacteristicas Refevantes av  Calcuko

da Prcbabitidade de Erno

3.7.0 - Introdugao

Nos desenvolyimentes gue se seguem se1a0  neces
saal04 vaAdios pardmedros, quo em confungde com ob métodos
anternicamende descradftos, nosslbilitarac ¢ cafcule da RO

babilidade de erne para onde ha connelacao entre simbofos,
i



A vardanca da {ntenfenincie inteasimbilica 2 um

anametne fundamental, eninre ciseh:
&? H

) ) my Mg
- - T T - L 1 , =
Gy = E{X"} ) 5, Ela, a by v

m=-m f=-m
A A

B, "o
i E
- by g f . iz
i j:mw R {m &}gn i {356)
?ZA i .Jif\
onde para m > n:
; L i
{3,7) R {m-n} = L w8 4. Paobla =£.fa =¥ tPapbia =0},
& . <y i1 M A H i f i
=1 f=1 :
£ ,ﬁg giﬁﬁ s
I o
= 7 ; u{a,}u{é.}Pka&{émzégfﬁﬂzé,}.
i=1 =1 4 i 1 1
. PrebiS =3 .}
IS ES ) .
o , - n
= L % als als V1P | 0.,
i=1 f=1 I Jatond
- 8 . rp S =p5 /8 s 41 {
com v {Prob {%ﬁ Aj/ i 3{éj{v * {358)
£, 4)
{SXIS
T LR (359)

ﬁ(éj} {ndica ¢ simbofo coanespondente ac esfado
. ramM-R
giJP |

» R ] - L o e N _
cofune de F ; o ofane gue se m < on , entac deve - se

. indica o elemente da j-isima Linha , {-faima

5

peamdtar n ocom m oem [357).



_ Biglieni sugendia fLambeim um processo geral para
o cilowlo do supremo da infexfesencia intensimbifica (23}
contude nao sexrd reproduzido agud, wuma vez gue fowania mui
10 espaco. Ac dnvés désso, para cada caso, sead caleulada
ow estimada poa um Limite superion, a inferfenencia de pL

(TN

A vandanca da intenjenencia simbolica pede, pon
outro Lade, sen caleufada atrnaves da densidade espectrak

de poiincda S${§), do Trem de pulses:

wit) = §7 a, Elt-nT] . [360)
n

de medo que:

S
Tren,
N
el
B
—

0 Codigoe Bipofan convenfe os "I1"'s du seqllencia
binaria de entrada em "1" o "-1", alteanadamente, ¢ o4 "0"
permanecen inaltenados . Apresenta diversas vantfagens, pois
seu espectno de poiénedla ndac tem componente DC, nem compo
nentes de badxa freguéncia signdficatdivas; seus chroullos
de codificacdo e decedificagdo sdo sdimples e pode  haver
monitoracio de ernrc, observando-se as suas viéolagoces. No
entanto, apﬁa&eﬁia a canacterisica de transparencia,cato
£, podendo ten wn nimero qualquen de zeros conseculovos
a extracio de tempo fica prejudicada, e apresenia tamblm

baixa eglodiineda [63%).

Pode sen representado por uma maguing sequencdal,
gue assceda a cada bit de entriada um simbolo teanarniclco
dige 1B-1T), com dods estados I Y 08 alfabetes ¢ con

juntos de estados seado:



de modo gue come vislo em 3.1:

S (36%)
g *vSn A¢ a, I
} 0, N Y T
e P e L LI AL TR YE PR Y
[364]

Pode também sen representado pela cadeis de Max
cov de quatro estades da Fig. 3.7.7.

Para o coddgo bipolan:

1001
X P00 |
P . 12 (365)
0110
0110
e 5T - dy74 1/4 1/ 1740, (366)

0s estados 1 ¢ 3 connespondem ao sdmbelo 0, 2

ao simbolo -1 o 4 ao simbefo 1.




E facil vendfdican que:

177

, Wi
T = rave EX . !4 = i LY
R, lm-n] a.a, Pid o, meneld {3671
{ , omowom=1 o om o » ouel
0 o f = 1/2 n oyt -1/ Y0 (368)
n#l néd, -1

0 caso de codificagac AMT ou bipolan pode  sen
considerade como o de wm sistema de 3 nilveds; com as degd
nicoes {362), (324 se torna:

{369) P, * PUT) ProbiXenc-y,/T/a, = 1} +

Pi-1} Pﬂﬁé{%%nbgﬁf?/&ﬁ = «11 5

PLO) Prob{|Xsenivy,/2/a = 0} =

{ “n

s Prob{|[Xenizy, /7t - pll] ProbiX+nsy

/ "
0 yolola, = 14

- -1} ?iab{X%m<~ggi?/aﬂ = Fi,
Pontanto, vale o Limife supendioi:

P, & ?&obil%+ni>g§fﬁ}w ?&ab{X+n>gQK£} P e

+ Prob {X&ﬁémggff}, {370}

0 segundo membro da desdigualdade [370) pode sen

facilmente caleulads athaves dos métodos ja vistos.

Na seccdo 3.2.7 fan-se-a mais algumas consddena

coes scbre o codigo bipefan.

3.2.7 - Cidigos Duobindnics e Bipofanes Genegralizades

o + .
Nesta secgdo sempie qui ApRACCes - ¢u 4+, o Ad
naf superiorn coraespondend ao caso ducbinardic ¢ o {nferion

ag case bipolai.



05 codigos duobinanics ¢ bipolares ¢stde na  ca
tegonda dos codigos pseudo-ternanios, pods na codificacdo,
0 sdnal binaric de entrada ¢ thansmitido na foxma  de  um
sinal tennanic, obtido atravis da soma lduob.} ou subtna
cao {bip.) de uma vensao atrnasada do sinal a elo meAMmO, CU

me esquematizade na Fig. 3.72.7, de wodo que:

pltl = 5 b gli-alT) + nif} = é}Q glt] iﬁuw alt}

onde: glfl = [h{Z] - hiz-NTY)I/O , [372)

com ﬁn assumdndo os valores +1 ¢ -1,

&(fwﬁi}fﬁ ?q\ﬁit}wn(f} E i“ &ifwﬂiéj? }fwgif}mﬂgzl
+ § L \gi_j' %M

H

i

i

t

i

é

§
A

— i - ] .
Atrasadon . Atnasadon
duchbinaric "1™ bipolar "LT

I

Fig. 3.7.7

Em panticulan, no insfante tﬁ:

ztzﬁ} = [ 4+ Xﬁ +on, {373}
onde: Vo= %6 glivy) + &~M glvy + NTT (374}
X = ¥ b oagly nt) , {3758)
v nid, ~N "
e no= onivi. [376)



Atnibu

{a] s é@

com: V. = h

inde valores bﬁ ¢ b tem-s¢

~ A

=} ¢ b"

Vo= glv) D oglysNTL = hiy) D o1/2ihiv-N
f;‘} ; /
e Lf‘; - }\{:g
(vl ,
L orje Uhiv-NT) + hiveNT})] ;

Come ¥ =

(v} o+ gly+NT] ~{hiy) - 1/2
SV X

v,

“Xep

- b,

i

1 =

GIFa Y] w glyeNT)) B X = by LhiyeNT]

g

b RIy+NTY)
(377)
(378)

{379}

NTH+ by +NT)
{380}
{381}

{387}

0 sistema acdima sexda eguivalente so sisfema:

pltt =

oo aﬂ assumindo
bifidade de enxg

b2 @, RIL-NTY + ot ,
n E

valones @ﬁ?g% = {-1, 0, 1};

de simbofe senia dada pon:

o8

Ak

{385)

proba



P& = Plal P&oﬁ{fkﬁ sy Xﬁ?i <-hiyb/9 4

Plb] P&ab{ixg S XE~3} sehivy) /20

Plel P&abi{xg £ KE§§> hilvl/jo} [356)
Nota-se que:
sup(X/L) = sup Xg 1 sup X o, {387
“ i
pom: aup Xg = L gli-nT) {358)
nél,-N
P
e i?
sup X (549)

F.oA X . A

Oixj0y T 9x. * LRIYINT) = RIy-NT))

No caso duobinario, se naec houver pra-codifica
cto, haverna prepagacdo de ernre na defecao. No eafanto, se

{bn} fon fomada de modo gue:

1

b = o ® b‘ . yzﬂftggy ® des. mﬂiﬁ, iﬁﬂiw?,?}}

[392]
a probabilidade de earo binaria sera dada ponrs
Pvﬁ = Plod Prob{ iXenlehivi/2/c) +

Pbl Prob{ en+thivy) |<hiy)/2/b) +

Plal Probl  Xen-hivyli<hiy)/2/e} , {393}



onde : X = X, ~{b, hiv-NT} + b, klysNT)) /2. [ 394])

- Coddigo PST (Pain Selected Texnany]

No cidige PST, a sequéncia binaria de enirada @
codificada ponr pares a pulfses fernnanios, segunde ¢ eigue
ma da tabela 3.2.71.

binorlo |- . Vi%T
2 0 -1 1 -1 1
01 ¢ i ¢ -1
1 g N -1 .0
H -1 I -1

Tavefa 5,71

0 mode do codige & neventido cada vez que se en
contra um grupe 01 ocu 10,

o
£
P

A probabifidade de crno parna ¢ codige PST

da poxr 1369}, sendo valida a desiguatdade {370},

A cadeda de Mankov pora esse codige pede conten
12 estados assovcdiados acs simbofos segundo o esquema da
tabefa 3.2.7, e a maitniz P ¢ dada pons

o ¢ ¢ ¢ 0 1 8 9 ¢ 0 ¢
o 0 9 o o 1 6 o0 0 0 0

0 0 o0 1/21/0 0 0 0 o0 0 0

1J4 1j4 02 0 0 0 6 0 & 0 0

R 50 0 0 0 6 1/ 14174 0 0

(395] Posdlyse 178 1/4 6 0 0 174178 1/5 0 0
6 0 o0 0 6 0 0 o 6 o0 1/

g ] 4 { g g i) Iy 2 i ¢

o 0 ¢ 0 ¢ 6 0 ¢ o 1 ¢

1/8 1/8 1/4 ¢ ¢ 0 1/4 178 1/8 0 0

1/ 140/ 0 0 ¢ 6 0 o 0 0

6 0 6 0 0 0 1/21/4 074 0 0

Ll

£ £




Modo | ‘ S N

-1 j i 7 10
I 5 NS

Tabefa 3.7.7

0 vetor p & dado pon:

BT L1106, 1716, 18,1716, 1/16,1/8,1/5,1/16,1/16,. ..
178, 1/16,1/16] 1394)
. PUT) = By v By v Pyt By - 308
PLGI = P2 +# Py + Py v pyy = 2/ = 1/4 (397)

pUT] = Pyt Py v Py * Py, = 318
Pode~se entdv aplican (356} ou (361), com:

£

S{4) = 1/8T{1 - coswl} {7 + dcoswT + ?CwéimT},

{3958}

para ¢ calcufo de Gxg

3.72.4 - Codigos Bipolanes Modificados

Para ouvditar o probfema na extracac de Lempo,com
o ocornencia de seqlidncias Longas de zerno, surglram os €0
digos Tipo HDE (High Density Bipelar) cw CHDB {Compatible
HDB] . Nos codigos HDBwn [CHDBr) toda a segllencia  de n o+ ]
zencs conseculivos e substituida por uma seqllevcia de com

paimento n+l, do Lipo BO...0V ou 00...0V (0...80V cu O...



can 00 00V) L B sdgndfdca wm pulso bipefar nonmat, O um ze
o bapelar ¢ V, um pulse de vielacdae, com a wmesma  polard

dade do @ltimo pulso bindnio difernente de zenc.

Algumas das propacedades desies codigos estaodes
chitas no tabefa 3.7.3,

% ; — — -
HoB1 | CHDBZ CHOBS | HDB4  CHDBY
| | | -
Densidade de Pulsos i
media 0,762 | 0,61 0,55 0,57 | 4,57
minimo 0,5 0,33 0,75 0,7 0,7
NC max.de"0"s suces | 5 _
54v0s P23 3 4 ;
Faton de Poténcia | 5 ; _ |
Diagondica {eom ne T,46 1,24 0 1,11 0 1,09 0 1,05 b,od
Lagcao ao bipolan] : : |
Propabilidade de |y hgs g 450 9 159 0,207 0,213 4,229 |
disfongao deslnutiva f ' ' 1 ;
. e

Tabekfa 3.7.3

A monditonagac de enncs do codige HDB3 pode sex
fedita usando v jpato de que as viclagoes alternam de  poda
rddade.

Nos codiges BE28 [Bipolar with 6 Zero Subst{fution),
cada bfoco de 6 zenos consecutives ¢ subsfituide pex QVBOVE,
com a vantfagem de que puliscs de polanddade fgual sempre rac

separados por um zero:

pulso precedente | segllencia de substifud




As densidades espectrais desses codigos estao
Listadas no Apéndice A. Alguws diagramas de esiade das
‘maquinas sequencdadls coraespondenites podem sen encontan
des em l35].

3.7.5 - A Cfasse de Codiges 4B/37

Dos codigos (aBmT), « primedira classe que aphe
senta uma eficdinedia refativawentfe alta, afcada a wma im

plementacdo simples ¢ a des codigos 4B/37.

0 principio mais simples o o do codige em que
palavaas nac nubas em cada modo sao inversas entie AL, cg

mo 4e pode vbservar na fabefa 3.7.4,

| = | palavia ternaria
palavaa binardia e T E
- L Mes Mays,e
9000 0 v 0
- ? F o0 - + 0
001 0 L
00 7 1 AR BRI
0100 O+ x 0-
001 0 1 0% 0 0-0
0110 g0+ g ¢ - )
0111 SR A
1000 AR B
P oot SR B
L 010 i 0 - E
1011 + 048 - 00
1100 R
{10 i + o+ 0 - -0
: [ B o o
11 R

Tabefa 5.9.4



paha esbe tipo de codiges e aidd o goien RDS

[Running Vigafal Rum):

i
]
[0
)
i
1‘%«4
]
e
7S
"z
L)
e
"y
1
o

;"’?_s f{é{}(}}

¢ DRV (Digdtal Sum Vaerialion):

DSV = RUS - RUS .,
[HEL WA H

A

(400}

No codigo da fabelfa 5.2.4 a RDS pode coupar §
estados, 0 a 7; e ¢ niumero de cstados feaminacs ¢ 6 {651,
{660, 0 diagrama de estadus feaminais desse codigo ¢ dade
pela Fig. 3.7.5. ééﬁi 6

(1) (6

i
|
:§

I e S I PR

Fig. 3.7.3 ~*G{agtam& de dos Tenminuds [ 46-37)
PLF) = Pi6) = 1/30;
PLZ) = PS5} = 4/30;
PLAYy o= PL4Y - 10730,

0 cédige MS43 tem wuma afecacac de patavias  fex
warias mais complexa, coanespondendo o melhones pRopAie
dades de bafanceamento ¢ extragdc de tempo. Utitiza-se de
tnbs modos: positive, corxespondente ao wo feamdinal 1; ne
gative, cornnespondente ac esiado teamdnal 4 ¢ um wmoede  §4
e, contende. pafaveas com dispanidade 0, +1 ¢ -1, corred

{Tabelfa 5.7.51. Seu

diagrama de estados terminais ¢ cade pela Fig. 3.70.4.

Rk

pondende acs estados Leaminais 1€
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Fig.

Pity =

¢
Pl2} =

Sequindo a nomenclafuwra de 3.

3.0.4 - Diagarama de
Pl4)
P{3}
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Lo
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{ £ g ]
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3 3 6

e e
= {? ;; 7K :

/75,

K - 16, { {0,173, d,- 1,00, 9

maiadzes A“

§ “{E >@

ertados teaminals do codigo

= {;}

I, dLemos

3

e b sdo dadas pelas fabefas 2.3.¢6 ¢

Loy ool g ¥
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L
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i

F
ke

Tabela .36

No codige FOMOT [Foun Mede Tennany! lasl , 166l ,a
RDS pode ocupah & gatades, 0 a 5, ¢ o almenc de  esfades
tonminais o 43 1 a 4. Usa gquatro modos de codificagdo
um para cada eslado Leaminal, come visto na tabele 2.3.8.
vide o diagrama de estades terminads cornespondentes{Faig.
7.5.5).

As expressdes pana a densidade especinal de po

#incdia podem sex encontradas wo Apéndice AL
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Fig.. 3.2.5 - Diagrama do Fatfoades Terminadls {FOMOT

P

P(1} = P{2) = P[3] = P{4} = 1/4

oy

Codigo 4B-10

Neste codigo quimanio, ha €nés wmodes assoctados

fnes metodoes, de mode a wmindmizanr o RDS,  Vide
2.9,

B3

, Ny pafavias quimarias
}:?{,{,L{{U,}L@;ﬁ bipondias SUSUVUINE O ST St e

Lo TR o S v S i}
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H
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Tabela 5,2.9
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4. CONSTRUCAQ DE DIAGRAAS DL 01

LHO

4.0 - Introducdo e Apldicacac com Simbotoes Tudependentes

3

pentodo em

chito

8]

basta se¢ [

processo condicdonado

pode-se~-ih

Sefam,
oe o
fonno

plt] =
Como [ 4

euan

o
A

pit/l]

£

m{L/L]

M{t/L)

¢ Adstema com L oniveds fgualmente espagades

sipal diglfal sem

do insfante ideal

) a, gl{t-nT)

[Eweg

5 1

fp{/L)1, £ «

mdn

1

max{plt/L1], ¢ s

sobre todas as possiveis seqllencdas

sen caractendzado p

ma da Fig.

Para v caso de simbofes dndependentes,

4.0.1:

mit/L)

Mt/ L)

on [ 403] {d404]).

g

= Loyl - {L-T) o
s b oylt) ¢ (L-T)

de amestaagenm

contaminacde pok mulde

o
A

i

-1/ o<t LT/

ashociarn o parn de fungoes:

o . toe [-7/2, 1
A e |-Ti7, 7

ta b, 0 diagrama de
it

sequnde

des

g R

(4071

01} & um precesse eiofvestacdonarnio de pealodo T,
em conbdidenacdo ¢ Anteyvale -T/2 € £ £ T/7, Seja o
& detecdr do simbolo € e g o’
= Fyi{t) + &7 ’ git-nt)l , =7/2 & £ < 7/7 ; (407}
n

{403)

o esque

{40

{406}



a mi A4 :

e {7 ‘ 7 e w77

mlt/7} \\\M/fj

al L pan bl L Zmpaxr

gt
i
I
R
.
o]
.

12

4.1 - Abentunas de 0Lho para Sinadls Cod{fdcados na Forma Bipoias cu Duo-

binanio Genenalizada

L
s
f Ay

Como viatfo om L2

plt) = L b gli-aT) (407}
n

e Mit/1) = glt) - glt-NT} o+ & g (t-nT) ], 1408a)
ndl, K

ml£/1) = glt) b gltsnT) g ltenT) !, (408b)

rid,-N

Bix/0) lgie) + glaeNT) ]+ 7 talt-nTl] (408&c]
wE D, N

i}

£



mit/0) = - [jglt] FoglteNTHL ¢ g lglt-nT1] , [40&d)

M{z/-1) = m{t/1} {408e]
ml{#/-1) = ~Ml2/7] (41084)
4.7 - Matodo Aproximado de Simufagao paia Petewninagao do Diagrama  de

QLho

Uma maneina de se obiter o diagrama de olho ¢ gehan as SM
possiveis seqli@nedias o tomax o maximo e o mindime das expressoes .
1403} ¢ (404}, 0 que 4¢ conadistinia om uma fargfa foamidavel, gquan
do M s¢ tornasse um numerc grande.

Assim send tomada wma {onte biwdria pseudo-abeaionia  de
muitos catigivs, send codificada sua seqlléncia binania ow simbolos
iﬂi@% ¢ para cada £, sena cabfoubfade o valtorn de pli/LY, o a%?ﬁ&?}fL
0 minimo o o maxime valor de pli/L}, dardo m{t/L) e Hic/t) . Vide

esquema da Fig. 4.2.1.

fonte {mn} g } {aw?
binaria | coddf. wsdinal plit)
| |

Fig. 4.2.1



CAPITULO
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I, INTRODUCAC

Para o caleufo da Probabilidade de Exac em Sistomas  de
Thansmissdao Digital em Banda Bascoa, 4oiam (mplementades divensos
algonitmos, segunde o4 métodos e proressos expestos ne  Capltulo
11. A necalizacao desses algordimos om programas de compufador  na
Lingvagem Fontran-1V ¢ da cafeuladora HP-93870-A-Hewlet? Fackand ,
bem cowme comentanios genencldzados svbae ob mesmos sexce afve  de
uma publicacdo posdenion, atraves de celatondie téendco {41} Neste
capliulo senao ﬁp&aaaﬁéa&a@ diagnramas de bluvce com diversos graus
de detathamento, com b Anfulto de se¢ fen semente a {nfeormagac  es
sencial. Comentanios breves sobre as caractenisticas dog  wesmos
pedendo seasionalmente sen fedtos, mas ado sendae alve  vspectdfico
deste capltulo,

2. METODOS QUAST -1

Nenthe od medodes puasti pyxados, enconiram-se ogud dea
! 3 { 2

endtos algoritmos baseados wnos Tachefbes de Ho e Veh, Golub ¢ Wolsh,
e Hill. Apresentam-se 05 afgoritmos paia o processo exansiive, pa
ng o phocesso de expansao em Aenins dr Gram-Cheatder ¢ da Regaa

de Quadnatura de Gauss [(RIOG).

Metode Exaustive

No metode exaustive, a complexdidade em ferwes de Lempo
de computacdo cresce exponencialmente com o pameno de amesiras {e
vado om consideracio. Se esse nlmetro fon M, para o case bindaio
por exemplo, o pafavias bindrdias sendo geradas sequencialmentede
00...00 a 11,..11, ¢ as aeapectivas (wfenfenénoias intessonbolioas
sendo cafcubadas. Cowhecendo-se a probabilidade de cada wma des

sas 2" patavras, bastfa calewlan a probabilidade de enne wedia atn

ves da midia da probabilidade de ecrno de cada pafavhia ﬁirE-GQ%;Xib

e
Tt
[
23}
o,
!
t.}
=
-
.
-
ek



0 processo sendia semelhante para guakguern oulis  caso,

[

guer de | niveds, quer com cornelagdo enfrne aimbolod ou nao, De

um mode genal, o diagrama de blecos consespondente  av  afgoaitmo

pode sen desenido pela Fig. Z,

ROTINA EXAUST
{P

aﬁyl,ﬁ,mAngE

U NP—-:

>

Diagrama de Bfocus Hetodo

Exaustfivo



Se fodas as seqlitnedas sdov eguiprovdaveds, basta  substd
} - ?‘g P

Ludn p; pon L . No dimgrama da Fig. 2.1.7 vs parametros sao  de

finddos pon:

?ﬁﬁ - probabilidade de enro = P%y${x¢n>§g};

nameno de nmiveds;

gorao
i

K - nimero de possiveds segqllencdias;
M - namexe de amosiaas intenjerentes = mA+mgw§;

w. - Indice infericn das amostrnas, corxespondenfv an  ind

tanie wmAT+y;

. - Indice supeiicr das amostnas, conmespondenic ac ins

tantfe mg?%y;
i - vardavel econtadora de iy M

I. - simbolo de §§§ connespondente ao instante (T+y:

i - vardidvel contadora das possiveds seqllencias;

3
H

z infenfenencia intensimbolica cornespondente o uma 42

glencda;
g; - amesiha intesienente coravspondente ac iﬂé?ﬁﬁ?ﬁ {Try;
Yg ~ amostha no Lnstande L3
n. - phobabitidade da seqltencia &

funcdo distribuigac de probabifidade do rudde .

e
N
H

8

2.7 - MEtodo de Expansdo em Seadies de Cnaw-Chartoe

-+ i

Fate algonsime 5 desonita pefo diagrama de  biovooed dea

Fig. 2.2.1, cujos parametnos sdo deldinides por:



ROTINA VEHC

P s - 1 T 43 At :
f { eirt gs,ﬁ’?{i’ 53_43, LN, H

L4 q

7 g }
Oy Ty ,
o SR B :

X g

¢

E

ROTINA PLYI
(SO,P,R, L, N, M)

P Qly,/ /S0
! CHAMA MIST 5

;?j ;f?!;z‘?gg, iv,n:zf'i}

Fig.2.2.1 - Abgornitmo pare o mifodo de expansac

om AeHACS.
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lnsernion para
{iufenion pana
Audertorn pana
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RMS = Iy,
Y

g Paohabifdidade de Erno;

a Papgbahilidade de Faao:

roenng dp

caleufo de P .
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caleulo de ¥V

expansno {em
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Py

g, - vardanca da interferincia {ntersimbofica pain simbe
Los Andependentes [podenin haver uma medificoacay para

o caso de simbolos dependentos);

o - o floT .o

b - vaxrdavel contodonra;
S50 - vardanoa;
P - probabilidade;
R - Eimife pora o erho;
Yo ~ amoslnrg m: Ansdanie fﬁ;

T, - dnteafenincia de pico - suptemo da Antenfercncia in

fonsdimbolica;

§§Ex,y§ - subrotina que cafcula a jungac de Hemmile ﬁ}xigffi
come defdnida em TT.2.7 {4711,

MIST - subrotine que caleula os N momenfos M, b=1,7,...,N,

ﬁ? e MIST ade subprograsias que sendo descndfos nasecqao
5. 0 &Egﬁ&{imﬁ exposto peamifte, come ja se sabe, o calcule da pro
babifidade de enno, com qualguen precisdo, embora a conveigencdd
se di de modo muitas vezes aftamente oscilatordio, o que dificulda
a wutilizacde de uma precdsdo pre-jixada. Condudo, o Lempe de com
putacio ¢ de vanias oxdens de grandera mepor gue o do me fodo cxaus
tivo. Na Fig. 2.2.7 pode-se compurarn a convergencia de mefodo com
¢ da ROG. Veadfica-se a rapida ¢ mopcionica convergencia da ROG
com refacie a estfe motodo, do ponte de vista do pumeno N de  pas

AE5.
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2.3 - Regha de Quadhafura de Gauss

A Regra de Quadratuna de Gauss & o motode dendre vy da

Grhea de integhracdo numérica aproxdimada gue apresentd o waloh grau

o,

de precisdo, afem de sen bastante napido, s fando na fjadlxa da de

abgonitme da 1ig. 2.3,

algonitmo antendon. Pode sen descndifo p

#
de fonma bastante suscinia na parie gue o hastante discoat da no

Capiiulo T1, ¢ mais detalhada ne cafenfe dos cufovelones ¢ nulova

Fonres.

ROTINA GOR

i

|

%} €.t‘>‘,¢:f:}’M’jg‘};§:§
! I S

©CHAHA MIST
{3}3;,,:ﬁ‘gs E“»‘HE

e .

|

Calfeulba a Matadls

b

. . !

Cafeula a matai:
T

. -, . o e
Fig.,2.5.1 - Abgortimoe do ROG
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afgonitmo iterative pena o ecaleulo dos aufovalores

L

pode sen explicade pex {751, 04 pardmetfaos nu Fig.

pesos cornespendentes o fungdac peso ol-i;
valones disenctos de v, autovalores da matnc: J;

como nos algorltmes anferndiones;

come visfos no Copitufo 11, item 2.7;

vardavel contadora;

phecisio phe-pixada paxa o caleufe de L, ¢ w;

2
2.



it ?w sa0 panamethos do processe (fenativo;

a, ¢ ap - SE0 varsldvedis auxiflinyves;

£. o0 W - sde Lambim vs fatoscs du

2.4 - Métoedo de HiLE

HALL apresentou wm algoalime

relacdn Aecursiva [Cap. T

G

o
-

redur em v @k 5 ahrdona

de grandeza o fLempo do computacan do Probabdtidade de Erne, com

&Qﬁagﬁﬁ a4 pAogesaiu ﬁx&mﬁfivﬂ; smbann ganda aftfo. Para Tando, @éé

fizou-se - de um processo de divisao do espreo de amestras (nlenfe

nentes em vianios sub-conjunios e pata

tos, guantlizacde pasa a distribuigio dv

conveld 2

sende foxmada e o nesuliade antencon,

dicgrama de bLoces da Fig. 2.3.7,

ROTINA HILL

Divisae de ty boom
TEL

{7

L Cafouko de 9
i ey oo
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o0 imnemasg s s i

Fig.2.4.1 - [Cand. ]

D& parametnod e vanidveis desse diagrama de htoeos sdo:

H

conjunto de ampsinas {nfeaferentes;
vanifvel contadora de suboenfunda;
pamenc de subconjunios;

nimerc de ampsinas por subooniundo;

miaximo valon para a4 intesfentncia devida as amostnas

do subconjunto L
Limianes que marcam o5 N RAVELAS

uma das palavias denlre as f# possiveds;

dofinida pon {11 [1Z8}E;

=i

- o , . R
¢ o ynaéa%&aadada assccinda ag iateavalo U .
¢ ’

z p PERE S

7 o intervalo cornespondenie a ?j , subconjunte de

lo,0'“11;



3.

i
#

X . & 4. -
iy

sao os nesuditados depois do

Na convolugdao,

¢ no amasisagem,

Am{{i,f , B
J

Ami{ }

do um novo parn {4, pl. coenentenvite adeguades. Madis

oy
H

="
+

4

podendio sen encontrades em {811,

5. ALGORTTHOS PARA O CALCULO DY LIM!

- Ldmiite de

PARA A PROBABILIDADE |

Pior Case

No caso do Limdife de poot cado

sdmples, como so pode verdficarn na Fid.

AEOT

Lizadasa

{:‘v* ‘;{ . Q N W«m""
1 Sl
~
7 %
PeDr by . ! !
DD+ |y j |

Fig. 3

LimAide de

i . : ]. AN . f

proE

Pion

qama

indica a operagdo de rearranjo de p

:

i
%

s
5

taagem é inal,

paira novoa I,

g

afgoritme o

1. 04 pardmefros

1.1 - Dlagarama de Blocos-

Caso

-

i

i

:

T

[

i

;

H

Vg

L

;

:

1

:

H
i
}

Aoaman

detafies

hastante

Jta



‘ﬁ}w‘j'ig .
7] *jnl’

/- vandidved contfadonra, correspondenty av dnsifanie £
* i
J

My o omp oo como definidos em 2.7;

o valer de pico da infunferincda inteasimbodica;

Sy

b
i - 2 0 vakor pewmaldizade de Ty com relacao a i

¢ - € uma variavel auwxiliar;
4

A - 2 a abentura do olho woawad fzada;

Pty - 2 a distribuigao de probabilidades dooaudde v 0],

3.7 - Aproximagdo GaussLand

Supondo que & infenfenincin intorsdimbolica fenha uma fun
cdo densidade de prebabilidade gavssiand, com media zese ¢ varion

a ﬂeﬁ uma mova apicximacdo, se bew que gaosseina & mulias vezed
(:" ‘;\ ? 3

inconneia, para a probabilidade de enno aeal, com n gaussianc e

1l {

oy

i semebfhanca da probablfidade de eunn wa cusencedia de intenfenen

cin infersimbolica:

?aa = Q{gﬁjo}. %3?

Uin afgoaldmo para o cAleube de (71 e (3} sendia banal

com excocee do fato de gue Lo} deve sen implementada pos um algo

nitme adpide ¢ preciso, como aguele descanito em (871,

3.3 - Abgonitmo de Glave

0 algorlime que dmplemenia o Pimite supendon devide a

Glave © bastante simpics, baseando-se e (T10278)1, Umo  hepresen



tacic atravis de diagramas de bluces pede ser vista na big. 3.5, 1.

Neste metodo, assdm Como nos des secedes 3.7 0 507, o
tempe de computaglde & wmdndmo, embora o Pimdfes ndo S ian PENERA

mos ao valon exato da probabdldidade de exno. Ne mefodo de Glave

roae hazeavel pesg o omesma,

em muitos casod o Limdife ¢ uma aproxdy

ROTINA GLAVE

i 4 T
{?Qg ?gxyﬁﬁ RES A

?‘3

“ay

Fig. 3.3.1 - Diagname de Bleoos

[imite de GFave

Nesse diagrama de blocos, ¢s paaamelroes e variduveds Ao

P - 172 Prob{{xaniy i

)
L
fon)

X - Anterfenencia Jutonsimbolica;



n -~ auldo gaussiano;

g, - amodtra do sinad em L5
1., - dupremo de X

gyt - varianca de X;
gt - vandanca de n;

A - vardivel guxilian;

3

Of{x-y,

o
e
§

}jf(j!? @i}{ngng,g{;}';m\g ~

3.4 - Limifes de Matthews

+

s foned

0 a

¢ w. do método de Matthrws atnaves da solugne {tenatd

fgoritmo que dend agud apiesentado caleala
: 0

R Y

Xg! :{"?3
va de cquacgoes do Tipe §lx] = 0. 0 processo fem convergeanid  fen

ta, wmas qaranie © maxime de segiannga & o implLementado pedas sub

P

noitinas INTERACT, descadlas em 5 Na muienia des casos deoaopfened

se, o atgonilimo da Fig. 3.4.7 ¢ bastante napidé e agzeavelmende
. . 7 .
precise, Dependende de fatores como Iy, 0, Gy, Yo, muiles passcs
) S £ .

do algesiime poderdo ser evitades.

IR S |
PES,PET, o, oy f}{ |

ROTINA MTHD

o
: i 5 i
e ox M

.,

! B e %
:5\ LB
@ a )

Fig. 3.4.1 - Diagrama de BLocos

Lémises deo Mafthews
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H

i

i

:

‘. e ot

CHAMA TNTERACT 0
i ot {{ N v ..
i‘-”{}ru f}’“{i‘,gmif} :

\ * [ CHAMA INTERACTT)

N
f

05 paramedros @ vaniaveis Ao diagrama de blocos da Fig.

X sio vasdidvedis auxifiaxes que dematedm o4 intervalos
de precura de solugoes des

fuptx) = 6 &y ixh = v foptxl = 0, ete.



g," - £ a vardlanga da intenferntacia Lintensaimbolicn;

¢ supneme da inferferencaa fvteasdimbol foa;

oy

0 - & a vandanca do ralde N1

1’ T b
g como no Capciule 11;

wma, varddved auxdlfdlan;

[
)

PES - Pimite supendion paaa 1/2 ?&w&{&x&ﬂ§>§§§;

PET - & ¢ Limite infendon pana 1/7 Probi x+g§>g§};

fxgs 820y 3 o
sa0 funcoes a sesem dedfindidas em 5
{ \

{ » 4y
0%g & 5“$§

NTERACT 00 - . - . R
INTERAL Qe sdo subroiinas fambew descndifas om 5.

INTERACT 7

3.5 - [imite de lLugannand

Apresentld-Ase um algonitme pusa o caleuwlo do Lomile  supg
nion apresentado porn Lugawnand e sua versac mais draca (7}, atraves
do diagrama de blecos da Fig. 3.5.7, ordes:

4 . .
g S,1, e« - sa0 COWU dejinddos acdme;

Poo- g o0 Edmife supehaon;

I3
s

P, - Vimite auperion modificade, madls frace;

fanal

- oa amostan do sdval em 15

0 algoaltmo, por dud exlioma simplicddade, s¢ foina bas

tanie napido.
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| ROTINA PERLUGAN
1 Tl 2Tt

s .
#1435 ,i_“:, ¥ { R » {/J { § ook

¥

o

§ Memax (R, Vind]

%?zfﬁfgfzﬁ%”;
(agryglotuh

! J— . :
§&§*““€En$§a?wﬁ§§§fﬂ

1

5 agvfﬁﬁghfwﬁgﬂfu

Fig. 3.5.1 - Diagranma de Blocos

Limdfe de Lugannant



Jord Ens
Y

Y%ﬁaxgimgadffuﬁz};xi_ i ;

oy
gy

P ——

e

Bicoos

~ Piagrama de

Limite de Lugannand

Fig.3.5.1

2.6 - Limile de Saltzbehrg

0 algorltmo apresontado nesfa secgito ¢ basfante samples,
¢ num fempo de  computagao

poxém fornece resullados menos preaides
maion que o do método de Lugannand. {(Vide Fig. 3.6.11.

[ ROTINA SALTY :
X

%) 0BS: / CHAMA DIST ®
/ gue cadenda fgi§ de 1oa 8

!

ohdena
desches.

A
.61 - Duaarname de Blocos

Limdite de Saeltfzbeng
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H

?ES+2{1—§E/L%}exp(~g0/gggg

i
i

i

L e st

T - Diagrama de Biocos

fimite de

04 paxdmetros o varddveds

BIST - notina descnifa no L1y

L4 - vardaveds

contadoras;

S
P hexpla /e

Sabizhen G

LIE T (X ) F{g .

O

4

SO0



e variaveis auxiflianes;

. - amostras dnfenferenies, pnumeradas de T a M, descrescen

de em vabon absolufto com o {ndice §;
% | o .
- vardavedis auxdlianes;

+ - "rimiarn de decisao;

| - pimero de nluedls;

i

PES Pimdte superion pana a pachabifidade de exnno.

3.7 - Limdite de Jeng, LAuw, Thomas

O algoriime pane o prLocLsay do cabenko do Limide de Jeng
T ¥

Thomas pode sen descnito pele divgrama de blocos da Fig,3.7.1,

wac desse algeadtmoe  de

Lig e
Vo caso de L niveds as modifdeagoes paxi v
vem s¢n helias somenie na subroting chamada para a preparagac das a

mosthas, Na Fig. 3.7.1 0 parameines ¢ varddved{s 4ao:

ROTINA JENO 1
& il

ondenagao / CHAMA DIST /

decrescentde J — :
dﬁa”aéai,i} " (ondena module das amosfaasiy
2- t?fjr{:i ,J{u" ,i‘ / ¢

Fig., 3.7.1 - Diagrama de Blocos

pimite de Jewng, Lud, Thonas



DIST

1

?
L ouew/?
P
4 SN S
Lacatiy
I
; {
’ SN S r
3 P, P rulilyya

Fig. 3.7.1 - Diagrama de Biooos

Limite do Jaong
fs

o dobro do {imife dnjerion ou a

mite Aduperion;

vanianca do auido;

pimens de amosfras dnfenfe

subrofinag descrndiia

variavel contadona;

5

Ve

o Aendn

v EL

o

.'.S’ B

Luwd, Thomas

APROXAMACAD paia

»

L4



a,n,p -~ vardiavedls auxilianes;

[

e

0(«) - 4uncio distaibuicdo complementar para o awide ganssda

ne nill.

3.8 - Métode de Yao o Biglient

Descreve-se agui o algoalimo baseade no metodo de Yao e

.
Ed

Biglieni, exposlo no Capitule 11, na jeama de diagrama de bloces

tipe FORTRAN, come se pode ver na  Fig. 5.8, L

ROTINA YABI I
[X,PEI,PES,N, LG, NI, A B)

IR
§ PES = 0.0 ;

CHAMA MIST
CAM, XN, LOLNT)

........

g

. [

h oYy ""x' - i
N pan _, L %’ L=N/0+1

Fig. 3.8.1



T{I,J)=(A+B) {1+ T}
! AsRal{T+J-1)-Clisd+

'
i
i

Ry




DOATLT, I =BT e (1T
1
| AZ(T,K)=EZ{ Il

/ CHAMA SYSEQ(AT, L, C.RID
/ CHAMA SYSEQ[AZ,L+1,0, 87}




PET=PET+RZ (K} 0T [E{1])

AT -
- p=1,1-1
/
o J=i,1
ACLT, J)=ClT+T}-A=C{T+]-1]
BCLT,J)=ClI+T)~BC{IsT-7]

CCagwd )

PES=PET+RZ{1}%0MT (A |



i
oottt}

PLT) = COEF(AC,L-1,7]

| 0{J} = COEF(BC,L-1,7)

- ﬁifw %

/ CHAMA POL(P,Q,L,L,EI,E2}

b
g

o
et

CHAKA SVSEQ (AT,i,C,RT} ]
CHAMA SYSEQ (AZ,L,0,R7)

USRI SHR -




PET=PEI+RI{T)#*COMI(EZ{L]]

i
i I A

PES=PES+RI (1) 2041 [A]
Y
PET=PET+RZ (L] 5081 (5] g

Fig.3.8.1 - {{ont.]

Nee FAg. 3.8.1, os paramefros ¢ varidveds sdo:

H

vetor das cmostras dnienfernontos;
Pimite dnjendion para a probabilidade
Pimite supenion pona a prebabdididade
matniz dos momentos da intenfenéncia
faton gue d3 a oxdem dos momentos;

Eimites do infenvale, subcenjunifce de

nameno de niveda;

de ernn;

de CHNLD;

intensinibolica;



N1 - numens de amostrhas posifivas ou negativas;

C - matadiz des momenios da nova varniavel afoatinia  luide
Capiftufo 11);

Xg - amesira wne insfante Lo, daacsposta dmpulsiva;
COMB{-,+] - calcula a Qﬁg&iﬁﬁg%@ {vide seogac 5);
Ve Q- vetones com cs coefladantes dast eguacdes polinomiadis;

To- matrlz connespondente a f, i (Capliutv 11);
POL - subreidina que cafloeula 7s andzes de dodis pofinimios e
coloca as naizes em ordem crescente nos velfotes El e

EZ {vide seccav 5);

SYSEQ - subrotdina que nresolve um sisfema de equacoes do  tipo
TAX=B", onde A sendc uma matadlz gquadrada, X o B vete

res (vdde secoao B);

OMT{=} - fungao qgue deddine a estfatistica de rulde aditive{vide

seccap 5

RI, RZ, |

_ coraespondem avs p e ¢ do Capitulo T1.
El ¢ E7)

3.9 - Metedo de Yao e Tobin

Apresenta-se agqud um algenitmo vara ¢ caso dos  Eimites
exporencials de Yac e Tobin, atraves de diagrnama de bloces da Fig,
3.9.7.
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Fig. 3.9.1 - Dlaghama de Blocos
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Ldmites Exponenciais

e




ROTINA AJET

{x,q,z}

e

|

“f%‘gm{ fﬂfg

Fz21 /0]

|

AJETIX,y,z}) =+ {ugwuiéiw
»axpiX£g§%g}§)f€exp(x(gg

w&xp(xiyﬁ*gééiuf

ROTINA mgfz)

wp Qg gtyl /o)

fikz

iy



No diagrama de blocos du Fig, 3.9.1 ob-parametios e va

niaveis sdo:
¢ - gaton da ﬁxpﬂ%ﬁ#ai&ﬁ;
py - bimdite superdion;
Py - Limite @nég&im%;

INTERACT 7 - subnotina gue fornece Cr,

H

AJET funcae auxifian;
mylz) - fungae auxifianr;

zole) - fungdo a sen defdnide em 5

zylel ~ fungdo a sex definida em 5.

4. 0 CASO DE STMBOLOS DEPENDENTES

Um atgeritme baseado em {317 pare o cdloulo dos momentos
da intenferencda Antensimholica, ¢ apresenfado asud. atraves do dia
# H * oo

grame de blocos da Fig. 4.1,

L ROTINA
i} HOMIST




) ;
s

7

k,,,,w,.ww,h%Nwm.m‘,, -

PPUT,J)=PPL1,J)+QIU)=E(T, J 11} |

/CHAMA ETGENV(PP, P, 11)

Fig. 4.1~ {Cont.)



Ki=K71+]

Fig.4.1 -

{Cont, )




Dl =0.0




!

H

\\Mh i
",

PLIHY#A[T, T, IH) =y (T~ 1)

Fig. 4.1 - {Cont,]



FR{KI=FF{KI+0{TH] »
EH,E,?HH@{}’,HEs‘:»ﬁ;?i

¥

e o et

2=7+F{IG)IQ1TH]

{ #
G{N,K}ﬁﬁiy,g}+CGM§§KsT}ﬁ
GIN-1,T)eF{N-T,K-T}

Emuwﬁggj"

@wﬁ?

AM{K, L) =AMIK, Li+P(1]%
GIMB, K} /Z/NA

O

Fig. 4.1 - {Cont,]



variaveds

PP{1,7)

ETGENVY

LL

KM

AM

@

GIN,K) =GN, K)+COMB{K,T}*
G{N-1,T}*FF{K-T)

i

H
]
!
i

1

G-MA,K}<0.0

i

Fig. 4.1 - {{Loptl.]

Nos diagramas de blocos da Fig. 4.1, os paramctios ¢ as

AGO:

-~ mafadz de

aptovefon

H

- veton das

matniz de

¢

fonte Eg;

subroiinag

H

niamere de

- numero de

Ctnansdeac de estadoes;

cornespondente a % = 1;

probabilidades das palavias-fonie;

thansdoae de estado connespondenic a pafavra

gue caleula T a partir de PP;

niveds;

moementos a son considenado;

- matniz dos momentos;



NA - tamanho da palavra-codige;

11 - dimensdo da wmagudina sequencial [numeno de estados);
KK - namexo de paﬁau&a&magééﬁo;

AL - veton des vafores assumidos pefos simbofos de ﬁiﬁ;

11 ¢ M1 - vefores que dao o par {({,u),que definem as palavras- co
dige possiveds;

1K - veton que dedine vagi{a};
R
F e FF - matnizes que degdinem Fﬂiﬂfv,eé;

T - matirdiz gue defdne ﬁ&{n;v};

7 - depine Iiv,e]

LR
G - degdine Sﬁ{ﬁjv,a)*

5. ALGORTTMOS AUXILIARES

Um algoritmo para o caleule da fupgdo de Heamife ¢ aprg

sentado atraves do diagrama de blocos da Fag. 5.7,

o i AR 5 £

a1

Bt

B S
i+

Fig.5.1 - Algonitme pane ¢ cdlculo da

funcae de Heamdife
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< //I .
e
- :’ £ 7
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. 5
o

Sdo apresentados nos diagramas de blocos das Figs. 5.7 e
5.3 dois algonitmes para o cadculo dos momentos da intesfenineda Ain

tersimbalica.

3

!
i
i

MIST{AM, X N, L NT)
JCHAMA SOLONG(B, N}/

L — vsnrsagpnety

Fig.5.7 - Akgoadimo para caleufe dos momentos

do inferferincia intensimbolica



AM(T)=0.0 |

By R

ooy

A=- COMB( 2aT1-3,8x1-1} AMIT-J]
H-Then Falan{7-11/3 !

Fig.5.72 - {Coni.}



i[ MIST (AM,X,N, L, NT) ||
E )

A(1T,1)=0,0

¥

}EUAEZI’T}-iEX{?}'”'

(11, j
j fuTI-21 ;L='<£2:';K-n ] } el fall-21 §

% e
g ——
%,

‘[.

\ M=, 22N7 \w (®)

\ ;

S M o

Fig.5.3% - Algonituo para caleule dos momentss
da dntenfentncia intfersimbilica



U=COMB{Z2{T-1],2%[11-1))
i %fﬁXfﬁgﬁﬂ{Z*{z—gzjﬁ

{

FeFalla{2aK-11 5
(2={T-T11)/L

- $

I

AT, Ml =A(T, 1) +A
(11, M-1]3F

—_C

Fig.5.3 - {Lont.)

tm algoritmo para o cdfeulo da cembinacde (%) o de
¥ i

apresentado na Fig. 5.4 atraves de diagramas de bloco.



5.

COMBIT,J)

!

f

COMB=AFAC(1) JAFACIT) JAFAC(T-1)

Fig.

o AFAC(T)
1
LoK=l
%
L AT
| O—

s
|

AT=AJ#K

|

ek

Lmrm_w

A
gj

e Ll

|

AFAC=AJ

T
f

5.4 - Algeondlimos para o cidlculo de

A notina VIST ¢ descndta pelo diaghama de blocos da Fig.



~,
L
g
e
o
o,
bk
AN
"ii

Fig.5.5 - Rotina de "Soat”

As notinas POL e SYSEQ sdo algonitmos que cateulam ralzes
de polinimio e nesclvem equacoes do Lipo AX=B [(sdsfemas de ¢quacoesi,

pedem sen encontiadas em {81},

A notina ITERACT 0 pode sen descaida pele diagrama de

bfocos da Tig., 5.6.



TTERACT ¢
(X, F,XA,XB] L
e b
B 0 |
g FA=FIXA) E

1

% ;
| FB-FU{XA+XB) /2]

{x///j\\MNJ

"y
f - {_FA%FB:0 .~ T
- - . »
| T | |
XB=(XA+XB) /2 | ) | XA=[XA+XB) /2
K= [ XA+XB) /1

Fig.5.6 - Abgonitmo para calecubo de

naizes de fungoes

A rotina ITERACT 1 ¢ uma versao woddigecada da sotina ITE
RACT ¢, contudo ITERACT 0 podenda sexr ulifizada em seu fugar.

As funcoes §x 4, BXq, fx, o o, sao dadas pon:

ﬁxgix} = Xff%ﬂﬁz gxp(wixzfggﬁéf(?ﬂk}} éénh{xggfugk -

- aix) + Lo, (4]
gy () = ety - 2l /ity ety By oo
é/{if'zf’q{X{{G,ﬁi}fi},f/%%m,g fx o, 15}



-5&5{}{%3

F
W
=]
'
e
s
o
-
S
f—
H
o
o
-
s
-
e
Fad
s

= gaxfix%gg} - iﬁﬁﬁ{xgﬁfﬁ2§‘

exp{wgggf{fqzil,
{6])
{7}

Sdo apresentadas em seguida, as notinas aedacionadas ao

metodo de Vao e Tobin, atraves dos diagramcs de bloce da Fog. 5.7.

Fig.5.7 - Algoaitmes auxifiares para o

Metode de Vao e Tobin

i
S
L 1ep
e
e
/s
I o i I,fﬂg
\6‘

§ pepeeshizy |

=

merplegglte |

A

/
JCHANA TTERACT [y, £, 1. %, 0%y }/




,fzzgix;SFJix,d?xB%g;;”

JCHAMA TTERACT Ly, §2,,% %))

v

i SFIix,y,p) |

o - Ho* y) fﬁ

agwﬁmpfﬁ

|

_tgrxlygty)

SIFetQluy) -0y 1/ fexp b exp begl)

exp‘-pzfﬁﬁz}ff%ﬂﬁf [ lx exp{xﬁ})

! j
SOOI |

Fiag. 5.7 - {Cend. |



CCAPTTULO IV

APLICACDES




P
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x3
<
<5
[y
S
g
o

H3 indrwzses aplicacoes pidticas dos ~2irdes ¢ algonlimos
Sosesifes, Soxde asui apresentades alguns exncmolc: ciassdicos na
mrevin o do Zeanswmissic digital. Senzo estudadoi: 0% 5 sitos no desem

cinro do sdsitame vaia eguafdzagdo cu amosiiogin Lvpesdedlda.

Ses consdideorade ¢ sdsfema caraciiiizads pale  ddagrama

sz firocs dx Fdg. 1.1,
::*;, FrEenT
no ‘ niz)
j b | AMOST. {z }
— T Cl4) AR RU4T E "
: NP LECTSAO
i i

cresistica de canad equivaieniz sosd dada pon:

s
e

o

Py
1‘

¥

y 4= T{AIC{5) R4 (1]

‘oa diversos caios pamz 44, com relagdo «a
p: 3

S, ALGUNS EXEMPLOS CANDNICCS

A #7lzulc do ilustracao dos mefodes iz oapstzsentados AGO

cvposfes a sejuds o8 resullados de sua apficacio ac caleuleo da pro
cihifidads do enwc do alguns sdistemas de wansmissae digdltal biné
-ic 1Bify eoudproviveds), para varias joamas c2 pulsc.

Ay figumas 2.1 a .10 sac grdjices ox probabdlidade  de
Zo sinal/rulde na salda de 4i7i%> de recepgao (SNR=

Lonp oweriud xadasg
NP oz 7., .
- 55 iggily,SV/et i, para pulses Chebyshev o Gaissiane {9]).



A Fig. 2,11 & um grafico que 1fustaa P,ox SNR, puise  de
banda Limitada comy = 0,00, segunde o mefodo de pion case, ROG,efe,
A Fig. 2.17 ¢ um grajfico de P, x SNR, compaaando o pufso de  banda

Eimitada com o Lipo coessenco Levantade, o = 0,1,

As Tigs. 2.13 a 2.75 sdo graiicos da probabifidade de en

rg versus desvio percenifuat v, pana putios de banda Limitada ¢ &4

po cossens Levantade.

Chserva-se gque o0s Ldmites de Matitiews sdo basfante aphra
xdimadoes para o caso de pulso Gawssiape, mas wo enfanfo Lornam - s
frouxcs, nos cases de pulsos tipo cossenv fevantade ou de banda ba
sica, 0& métfodos de Matihews, Jeng, Pion-Caso, Lugannani sde qompa
rades com o valor guasi-exato dado pele mefodo da Reghra de  gquadag

fura de Gauss.
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Comparando des enitfénios de pion caso (1],
tugannand {2};
R.O.G. (3] ¢

a Prebabilidade de Faro na ausencia deo
intenfenineda intensimbotica {4), pana

pulso Chebyshev ?g X SNE, v = 0.
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Fig. 2.4 - Comparacgac dos Limites de Matihews
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Companagao dos mefodos de plon caso {115
de lLugannand (7] ¢
R.O.G (3],
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Fig. 2.7 - Limdtes supendcn (1}, dnfendon (I}
Matihews - Pufse Gauasdiano - y = 0
Foox SHR.
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[imites de plon case (1), superton de
Matthews (21 comparades com a probabi
fidade de erno na cusencia de Lntorie

nonein Antersimbotlica (3}, Pﬁ X SHE; v = 0.
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Fig. 2.11 - Pulso de Banda Limidada., Pox SNR. vy = 0,07,
| Comparagac endre v medode Ea pioh casce (1],
R.O.6G {7} e a probabitidade de erre na  au

sencia de imterfentneia inteasdmbolica (3.
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3. OTIMIZACAQ DAS CARACTERTSTICAS DE UM PULSO TIPQ COSSENG LEVANTADO

No adstema da Fuag. 1.7, seaa temadoe T{4) de mode gque:

it

T{4} Kohoine Af expl-fwn/?l (2]

cornedpondente a um pulso rnetfangulfar do Largura A. 0 canal send mo

defado pon:

Cigl

#

expla/TET76, 1+ sgnifl}] (3)

que coaresponde aproximadamente ac¢ caso de wum cabo coaxial, a
a4 afenuacdo na greguincia fg = 1/ET.

Se a caraclenisiica do canad equivalentfe foa tomada de
modo nowmalizado como:

T , ORLEIST-a) 12T
v i) = T/2 1 -sdn{nl/al|§1-1/2700, (i-a) /027 )<l gl Toa) /17T]

a , Al il f2T

entio, ¢ §ilino necepton devena ser dade por:

??&é} ) €g£é3

e » . R Cine e

- {}v’d !5?? A 0 (1 ‘5'. ! 3‘* gri{dlll

(5]

Se ¢ auide ni{t) fon wm rulde gaussiane brance, com densd

dade espectral g

o ‘ {1+l /? expl-2a Y574,
s ¥ UL AT
o Foei s (41 [RIG]TdE = ony v 214 0 g

n e - i+ ii7 ‘ K 7 fgf‘ 2»-5 ine fa é

[6]

Assim a varignca do ruide ni{t] depende de divernsos  fate
hes como i, 4, a, e Kﬁ, Define-se¢ a nelagac sdinal-densidade espec

tnal nonmmalizada de nit) como:

g "
PR

SDE = 10 Leg((K,") /ny) {



Fivades SDE, A ¢ aﬁ’ o varLe vom o, sendo gque wrdisfe um
2

.
valer de o para que Gnh é minimgﬂ

Asadm, parcce nazcavekl se supoi gue a probabilidade de
enno fambim vardlard com G, Se ¢ insfanie de amostragem hon o Ldeal,
o valon de a que mindmiza ﬂﬁg tambrem mindmiza PQ‘ Havenrd uma v
riacao com o dnstanie de amoslragem normadizado %, come se pode de
preenden dos gragices das Figs. 3.7 a 5.6,

Na Fig. 3.1, apresenta-s¢ o gragics da Preobabilidade de
Fraho vernsus o, para v Anstante v = 0,05, com @y = 4, SOF = 43dB e
o noll-o{f a cfime € aproximadamente 0,45,

Na Fig. 3.7 apresentam-se ¢ grdidice de P, X o, v 7 0,05,
a, = 4, SVE = 40, 43, 45dB. Nes tris cases, o etime ¢ aiwda da  ox
dem de 0,5,

Na Fig. 3.3 apresenda-s¢ o gaagico de PQ x o, atiaves dos
enitinios de pior caso, Limite de Matthews ¢ ROG. Observa-se um 24
geing destfocamento de o oidmo para ob metodes aproximados, para um

vafon acima do nreaf.

Na Fig. 3.4 tragam-se¢ 64 guapicos de P, Xy, com como

pardmetno. Para Y grandes, parece sen vanfajeso se tern © AT XAMOA

o

a 1, i@ que ¢ fator prepondorante & a infengenincia intensimbolica
¢ nio mais o auido gaussianc. Pon outne Lade, para y proximoe a  ze
no, a estatistica do ruido gaussians prepondera, de mode que o ¢Z4

mo ¢ proximo daquele que minimiza a vardanga do auldo nltl.

Na Fig. 3.5 observa-se com mais detathe a fadia de v en

fre ¢ 2 0,1,

Na Fig. 3.6, parcsenfam-se os &’s climos em funcac de v,

4

pana SDE = 43dB, a, = 4
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CAPITULO V

A TNFLUENCTIA DU JITTER NA

PROBAGTLIDADE DE ERRO




Segqunde o modelo apreseniade no Capitulo 11, a probabild
dade de ernc vodenia sen calculada em fungao da varidvel afpaiforie
ciclo-esfacionania y. v pode sen decomposta em duas paries, wuma 40
se consdante Ype umd fase estatistion de medéia nula,coriespondente

aop jitten dindmdico, \%

Y T Yp t oy (1}

A variaved Yy dem como funcdae densddade de prebabilidade
§yivy) de modo que a probabifidade de enio media send dada pela me
dia das probabdllidades copndiedonadis:

PQ = k é}iw{:}} Vﬁ(“‘?‘j{ﬁf;}d}ff . “*3}

Um processo de cabeudo de (2] bastante eficiente © o me

todo da Regra de Quadrafuna de Gauss:

u
" . o s {
Po ™ 20 Polrprvly 13)

onde W, €Yy sio calculados de modo anitogo au apresenfade nob cd
pitutos 11 e TIT, usando uma degindigic de momentos diferente:
L

i = vy dylvg) dyg

Sendo agui estudados tres casos de infenesse, emborna nao

HE
SRR
siana, triangulfan ¢ netangulan fvide Fig. 1.1

houvesse resthicoes guanio a escofha de 4 Vo o disfnibuicanr  gaud
4 ; gausd

:
iw

Para distaibuicdo gaussdana, Lem-se ques

%i = { , i imparn, [(5)
- -~ 7, . .
fi, = M, g 0 (i1} , Ao 4 by, {6)

-~ 7 .
Com mgwfﬂ 94 sendo a varianga de Ty

Nas distribuicdo talangufcn, os momenias sae dados

ﬁ{ = { s i dmpan, {7}
A
W.o= wwwmwjéémwmmw . £ opan, Ls0,2,4,6,. ..., [&]

L et e



dl/7e, dhet.

H

QGHUZ
MYy

] ¥
P

Na distrnibuicdo netangulax, s memenios $2 dalos pers

m, = 0 , 4 Ampar "9)
i :
- L., . . . . . .
M, = d7/(4+1) , L par, £=0,20,4,5, ..., (70)

com sz - d?/3, 2dh=1.

i 5J(XJ ﬁff(ﬁgﬁbj{expf-xz/fagj)

1](#?%UJ)
- X
-
a) distaibudieac gaussiana by distrituicic zrianguiarn
i h o, Ix.<d
fylxl= o
0, ix >d
h
X
- d

o) distribuicac refanguian

Fig. 1.1 - Fungfes densidade de probabilidada

de GJ.

Utilizando um programa baseade ne meLods de Zezha ae Jua
¢

{r
£
(2
P

or
o

dratuna Gauss foram calculadas as probabilidade:
sistema binirio simétnico com viiics tipes de pulscs, casdios  wvade
nes da vardanga de Yy, vardics valores de Yg, €ome cosd

Figs. 1.2 a 1.6, para 0 CasC da distribuleas gaussiard.
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Fig. 1.2 - FPulso Gaussiano. ?? x SNR.
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P ox SNR; o

. y 0; 0,05; 0,05; 0,08; U,1;
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Obsenva-se a ghrande inffucncia de jiftten no caso de  pud
s0 Chebyshev ¢ pufso Cossenc-Levantado com o = 0,5, ¢ seu  efeite

madls amenc schbre o case de pulso Gauwssidano.

Nt Fig. 1.5, vendddea-se o valor do o o0timo, pate o exem
plo do Capitulo 1V, passa a sex 0,6 ¢ nac madls 0,45 com a introdu
cae de jiiien com distribuicio gaussiana, com Yp = g, 0y 0,05,

Analogamente av gragice da Fig. 3.4 do Capltule 1V,¢ fed
to o grafico PQ X Yp, parametrizado em «, para Yy o7 0,05, Jbsesva-
~se que valores de o malones sdc necessanios para minimizan a  phro

babifidade de erne.

A distribudlceao gaussdana ¢ uma aphroximacdo hrazodavel paaa
a distribuicao de Yy 152}, porndsse nao serae apresentados oxemplos
parae as outnas aproxdimagoes sdmples, como distradibudicde retanguban

¢ trniangular.



APENDICE A

DENSTIDADES ESPECTRAIS DE POTENCIA MEDIA PARA

VARTIOS CUDIGOS DE  INTLRLSSE




Nas defindgies analiticas para as densidades cipectrais de
poténcia media S{§) em gungao da transformada de Fourndenr da  foama
do pufse Y{4), quando da ausinedia de explicditagbes. sendo cotiespon
dentes a uma codificacdc de simbofos bindnios cquipacvavedis. Quando

A A
explicitade, p = Prob(1] ¢ q = ProblC].

£
£ s
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No presente taabalho foram apresentados vardios mEtodos
pata o cadeulo da probabifidade de eano de sistemas de fransmissao
digital, para obs guads joram apresentades algunsd algoniimes compu
facionadis. ALguns delfes 4oram apficados a alguns exemplos de inte
tasse paka o caso de um sdsiema binanic com simbofos independenies
2 tulde aditivo gaussianc.

0 metodo de Regra de Quadratura de Gauss se constiful em

um processo eficlente, napide, 4oanecende resulfados com  aproxdma

czo excelente. Pode sen aplicado, de modo genal, a sistemas com de
cendincia entre sdmboLos ou Andependencie enixe simbolos, com qual
cuzn estatlstica conhecida para o aulde aditivo. Adapiou-se facil

mente para ¢ caleulfo da probabilfidade de errc na presenga de fiiflen.

4 vhecisdo dos resultados 2 aliada a um Lempo de computagdo razod
ved.

No cafeulo da probabilidade de earo de um sistema bina
sig, com auldo aditive gaussiano, com uma caracteristica de pulso
do coaseno-fevantade, com xoli-odd 0,5, relacie sinal/iuide SNR =
- 15dB; ¥ = 0,1, nimerce de pulsos interjerentes = 50, atravis  dnos
Civensos metodos obtivesam-se ob nesuftados da Tebela I.

Tempo de CPU Limite LimiZe
L metodo DEC-10/F4 Superdox Infexdion
Ghave 0,01 seg. 0,594281.10°° -
latthews 1,78 seg. 0,594281.10°° | 0,301706.10"°
%iugannani 0,07 segq. O,QI?GQQ,IGmg -
' Jeng et.al. 0,13 seg. 0,196675.10°° | 0,986391.107°
| Plon Caso . G,648306.10° -
206 3,6 seg. 0,140958 . 107°
sem 118 - 0,938651 . 70”8
i | .
Jitien/RIG 73 heg. 0.775533 . 1077
g = 0,05 g ,
Tabefa 1 - Comparacdo deos Metodes
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