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CAPITULO T

1.1 INTRODUCAO

Consideremos um sistema nao linear discreto, perturbado
por ruido aleatdrio Gaussiano tanto no estado como nas mzdidas.
Em particular, seja o processo cujos estados sdo definidos pela

segutnte equagao as diferengas:

X(k+1) = flx(k), k) + w(k) (1.1)

e com medidas descritas pela equagao:

y(k) = h(x(k), k) + v(k) (1.2)

onde x(k) ¢é o vetor nzl que representa as variaveis de estado
do ststema, f(x(k), k) & o vetor nzn de fungoes de transigao
de estado, y(k) o vetor mzl que represznta as medidas *omadas
do sistema, h(x(k), k) o vetor mzn de fungoes de medida do stis
tema e w(k) e v(k) , vetores de ruido Gaussiano branco, de me

dia zero e covariancias:

elw(i) w' (1)} = wr) 5

elolk) v (L} = o) & (1.3)
T

elutk) v ()} = o

onde € e o operador esperanga, W(k) e V(k) as matrizes de

covaritancia de w e v e & 0 delta de Xronecker.
= = k,1

Tendo observado uma sequencia finita {y(0), wu(1), ...
y(k)} de medidas do sistema, deseja~se estimar uma sequéncia de

estados {x(0), =x(1), ..., x(k+7)} , partindo de tais medidas.
Dentro desta formulagdo, trés casos sao encontrados:

I -8 i >0, com medidas tomadas até o instante k,
{y(o) ... y(k)} pretende-se estimar os estados futuros {x(k+1)

... x(k+i)} , e neste caso tem—se um problema de Eredig&o;



II - Se 1 < 0 , baseado em medidas tomadas atée o ins-
tante k, {y(0) ... y(k)} , procura-se estimagoes para esta-
dos anteriores a k, {... x(k-2), =x(k-1)} , e fala-se entdo de
alisagen ("smoothing”);

ITrI - Se

2 = 0 , problema de fzltragem, con medidas to
madas {y(0), ... y(k

> faz-se uma estimagao do estado atual

)}
do sistema, no caso x(k)

Representando o valor estimado de x{(j}) , baseado nas
medidas {y(0) ... y(k)} por X(j/k) e o erro de estimagdo por
x(j/k) onde:

-, . A . ~,.
x(j/k) = x(j) - X(F/k) (1.4)
procura—se um estimador, que satisfaga as seguintes condigdes:

elx(j/k) / y(k)}Y = elx(j)/X(k)} , onde
A
Y(k) = (y(o), ..., y(k)}

e elx(i/k)}Y = elx(j)}
- (1.5)

e seja uma fungao linear da sequéncia de observagdes, e ainda que

a vartancia do erro seja minima, isto é

var{x(j/k)} = minimo

A solugao para este problema ¢ o filtro de Kalman (1,2},

cujas equagoes sao coloecadas no Ztem 1.2.

1.2 - EQUACOES DO FILTRO DE KALMAN, PARA SISTEMAS LINZA-

RES DISCRETOS

Seja o sistema discreto linear descrito pela equagao:

x(k+1) = §(k+1, k) x(k) + D(R) w(k) (1.6)

e medidas também lineares dadas por:



onde:

y(k) = H(k)] x(k) + v(k) (1.7)

vetor de estado com dimensao nxl

matriz transigao do estado (de iy p/ tk+1) com dimensao nzn
matriz coeficientes do ruido com dimznsdo nxp

matriz de medidas com dimensao mzn

vetor das medidas em tk , com dimensdo mzl

vetor de ruidos aleatorios Gaussianos de dimensao nzl

vetor de ruidos aleatorios Gaussianos de dimensao mzxl

e tendo w e v médias e variancias respectivamente:

elw,} = 0 e elw, v} = Hk) 8.1
(1.8)

H

V(k) &

™M
—~
e
kl
vt
]

9 e ey oz k.1

As equagoes do filtro de Kalman (1, 2) aplicadas ao sis-

tema formado pelas equagoes 1.6 e 1.7 vresultam:

onde:

X(k+1/k) = ¢(k+1, k) x(k/k) (1.9)
X(k+1/k) = ¢(kel, k) X(k/k) &  (ke1, k) +

+ I(k) w(k) IT(k) (1.10)
K(k+1) = xX(k+1/k) HS (k+1) (3(k+1) X(k+1/k) H (k+1) +

+ V(x#1)) 1 (1.11)
x(k+1/k+1) = x(k+1/k) + R(k+1) [3(§+1) -

+ H(k+1) x(k+1/k)) (1.12)
X(k+1/k+1) =

(I — X(k+1) H(k+1}) X(k+1/%k) (1.13)



o~ — - ’? -
x(k+1/k) estado predito para trry dado Z,
X(k+1/k) - matriz covariancia de x(k+1/%)
K(k+1) - ganho do filtro em L

x(k+1/k+1) - estado estimado em trey dado I,

X(k+1/k+1) - matriz covariancia de x(k+1/%+1)

1.3 EQUACOES DO SMOOTHING

Na solugao do problema do smoothing, desejamos obter es
timagoes do estado x(k+i) , onde i < 0 , partindo de medidas
{yco), yc1) ... y(k)}. Este problema pode ser dividido em trés

casos diferentes:

I ~ Smoothing para um intervalo Fizo: neste caso o in-
tervalo de observagao é¢ constante, e 1 toma valores entre k e
zero (i =k, k-1, ... 1,0) , de modo a obter estimagoes na se-
quencia {X(0/k), k(1/k), ... =x(k-1/k)} ;

II - Smoothing para um ponto fizo: neste caso o ponto
o qual a estimagao deve ser obtida é fizo, e esta estimagdo é ba-
szada nas medidas tomadas no instante corrente. Por exemplo se to
marmos x(0) como o estado a ser estimado, a sequéncia de estima
goes obtida ¢ {x(0/1), x(0/2) ... Z(0/k)} ;

®,

III - Smoothing para um atraso fizo: neste caso 1
constante, isto &, o intervalo entre o irnstante em que a medida &
tomada e o instante para o qual a estimagao deve ser feita é cons
tante. Se tomarmos i = 1 temos a seguinte sequzncia de valores

estimados {x(0/1), x(1/2) ... =x(k-1/k)} ;

Para o mesmo sistema anterior, deserito pelas equagoes
(1.6) e (1.7), a solugao do problema do smoothing para o caso I

(4), consiste nas seguintes equagoes:

K (k) = X(k/k) &7 (k) X L(k+1/%) (1.14)



R(k/N) = E(k/k) + K_(K) (R(R#1/80) = ¢(k) Z(k/K))

(1.15)
X(k/H) = X(k/K) + K (k) (X(ke1/0) = X(cr1/K)IED(K)
(1.16)
onde
gs(k) - ganho para o "smoothing” em 13
x(k/¥) - estimagao de x(k) baseados nas medidas {Y(0), ... Y(N)}
X(k/N) - wvariancia do erro em z(k/N)

1.4 - EQUACOES DO FILTRO DE KALMAN PARA SISTEMAS NAO LI-

NEARES (FILTRO Dz KALHAT GZINERALIZADO)

Sendo grande o numero de problemas, envolvendo equagoes
nao lineares, & importante a generalizagio das equagoes do filtro

(eq. 1.9 a 1.13), de modo a abranger também estes casos.
Seja o sistema nao linear discreto, definido pelas equagoes :
x(k+1) = f(x(k), k) + T(k) w(k) (1.17)

y(k) = R(x(k), k) + v(k) (1.18)

onde w(k) e v(k) sao pertubagoes Gaussianas de médias zero e

variancias W(k) e V(k) respectivamente.

elw(k)} 0 e elw(k) 27(L)} = WK &,

(1.19)
e{v(k)}

1l
1o

e elvk) v (D} = V(K &,

e uma trajetdéria nominal (ou de referzncial, com medidas nominais

definidas por:

x(k+1) = f(x(k), k)

| (1.20)
G(k) = h(x(k), &)



Ezpandindo a equagao (1.17) em série de Taylor em torno

do ponto x(k) , temos:

37(x(%), k)
= (x(k) - %(k))

x(k+1) = flx(k), k) +
- ox{k)
- §(k)=§(k)

37 F(x(k), k)

+ L
2 3%x(k)

+ ... + T(Kk) W(K) (1.21)

Se Ax(k) , que é o desvio entre o valor real e a tra-

jetoria nominal, for pequeno, os termos de ordem superior e igual

a dots podem ser desprezados e x(k+1) pode ser aproximado por:

37(x(k), k)

(x(k) - X(k)) +

I

x(k+1) FIX(K), k) +

ax(k)
- E(k)zg(k)

+ T(k) Wik) (1.22)

ou de outra forma:
0 (x(k), k)

x(k+1) - F(R(K), k) = (x(k) - %(k))

Ix(kl}
x(k)=x(k)
+ Tk} W(k) (1.23)
De modo analdgo, expandiniéo a equagao (1 18) em série
de Taylor, em torno do ponto z(k) temos:
or(x(k), k) _
y(k) = h(x(k), k) + (x(k) - x(k)) +
= 3x(kJ) - -
x(k)=x(k)
3%n(x(k), k) | |
1 9 2txlk/, X - T
+ = (x(k}) - x(k))(x(k) - x(k))
2 ng(k) _

x(kJ=x(k) |
| | (1.25)

* ... + v(k)



Desprezando os termos de ordem igual e superior a dois,
a equagao (1.18) pode ser escrita como:
dalx(k), k)

ﬁ(g(k), k) + (x(k)=%(k)) +9(k)
ax(k)

I}

g(k)

x(k)=x (k) (1.25)

ou de outra forma:

dh(x(k), k)

R

y(k) - h(Z(k), k) (x(k)-x(k)) +v(k)

ax(k)
x(k)=2(k) (1.27)
Definindo: )
x(k+1) - %(k+1) = Ax(k+1) (1.28)
x(k) - %(k) = Ax(k) (1.29)
y(k) - G(k) = Dy(k) | (1.30)

 das equagoes (1.28) e (1.30) e das equagoes (1.23) e (1.26), resul

ta:
3f(x(k), k)
Ax(K+1) = ——— Ax(k) + T(k) w(k) (1.31)
ax(k)
x(k) =% (k)
e
dr(x(k), k) l
AY(k) = Ay(k) + v(k) (1.32)
ax(k) I
x(k)=%(k)
Para simplificagao da notagao, seja:
Af(x(k), k)
= P(E(k), k) (1.33)
Ax(k) - -
x(k)=x(k)
e
(x(k), &)
= G(x(k), k) (1.34)
ax(k) - '

x(k)=E(k)



De agcordo com estq notagao, as equagées (1.31) e (1.32),

sao eseritas coma:

Ax(k+1) = F(R(R), k)  Ax(k) + T(%) w(k) (1.35)
B (k) = G(Z(k), k) Ax(k) + v(k) | (1.36)

que sao lineares em Ax(k).

Portanto as equagdes do filtro linear (eq. 1.9 a 1.13)
podem ser aplicados em primeira aproximagao para este easo, obser
vando-se que ao invés de estado e medida, temos desvio do estado

e desvio da medida.

Aplicando as equagoes do Ffiltro (1.9 ¢ 1.13) ao sistemag
deserito pelas equagoes. (1.35) e (1.36), resultq:

Ax(k+1/k) = E(R(k), k) 8%(k/%) (1.37)
XN(k+1/K) = F(R(K), %) Xn(k/R) FROR(R), 1) +

+ T(k) wik) 1¥cx) (1.38)
KCk+1) = Xp(k+1/%) 6T (R(k+1), Re1) ¢

GOX(k+1), k+1) Xp(R+1/K) GT(R(k+1), kel) +

+ V(k+1))~? (1.39)

Ax(k+1/k+1) = Ax(k+1/k) + X(x+1) (ay(k+1) -

*G(x(k+1), k+1) Kx(k+1/k)) (1.40)
Xp(k+1/k+1) = (I - K(k+1) G(X(k+1), k+1)) Xp(k+1/%)
- (1.41)
como
X(k+1/k+1) = F(k+1) + A% (k+1/k+1) (1.42)

0 estado pode ser estimado a partir dg equagao (1.40), conhecida

@ trajetoria nominal.

0 erro entre o estado real e o estado estimado &, por
definigao:




X(k+1/k+1) = x(k+1) - &(k+1/k+1) C(1.43)

e como

[SXY

x(k+1) = x(k+1) + Lx(z+1) (1.44)

Ixi

X(k+1/k+1) = x(k+1) + Ax(k+1/k+1) (1.45)

resulta das equagoes (1.43), (1.44) e (1.45)

X(k+1/k+1) = RE(k+1) + Ax(k+1) - x(k+1) - Bx(k+1/k+1)
(1.46)
ou
X(k+1/k+1) = Ax(k+1) - Ax(k+1/k+1) = OBx(k+1/k+1)
- - (1.47)

Sendo X(k+1/k+1) a covariancia de x(k+1/k+1)}, resul

ta da equagao (1.47)

X(k+1/k+1) = cov{x(k+1/k+1)} = cov{dx(k+1/k+1)}
(1.48)
ou seja:
X(k+1/k+1) = 3(k+1) + bx(k+1/k+1) (1.49)
X(k+1/k+1) = X, (k+1/k+1) (1.50)

que s3o os valores do estado estimado e variarncia para o 8istema

nao linear.

Tomemos agora como trajetoria nominal, a trajetoria dos
valores estimados Xx(k/k) . e x(k+1/k); 1linearizando as equag5esv
de estado em torno de x(k/k) e as equagoes de medida em tormo de
x(k+1/k). Grande melhoria pode ser introduzida no desempenho do

filtro, uma vez que a informag¢ao contida nas medidas X(0 >k), e

introduzida sequencialmente tambim na trajetoria rnominal.
Obtem—-se
5(k) = F(k/k) (1.51)

X(k+1) = x(k+1/k) (1.52)



ma:

Rk+1/k) = 2(k+1) = z(%(k), ) (R(k) - %(k/k))
(1.53)

substituindo (1.51) em (1.53) obtemos:

X(k+1/k) - R(k+1) = Plx(k/k)(X(k/K) ~ 5(k/k) (1.54)

de onde se conelut, usando a equagao (1.20), que:

x(k+1/k) = Fx(k/k), &) : (1.55)

A equagao (1.40), tambeém pode ser escrita do seguinte:mg
do:

X(k+1/k+1) - %(k+1) = x(k+1/k) - E(k+1) + K(k+1)

BY(k+1) - G(x(k+1), k+1)(x(k+1/k) - %(k+1))
(1.58)

Das equagoes (1.20), (1.30), (1.52) resultq:

B(kr1) = y(k+1) - A(R(ke1/0) (1.57)

Substituindo (1.52) 2 (1.57) om (1.56) segue:

x(k+1/k+1) -~ x(k+1/k) = x(k+1/k) - I(k+1/k) + K(k+1) (y(k) -

*RIX(R+1/K), k+1) - GIR(k+1/k), ke1) (X(k+1/k) - %(k+1/%)))
(1.53)

que se reduz q:

X(k+1/k+1) = X(k+1/k) + K(k+1) G (k+1) - R(X(k+1/k) , ke1))
(1.59)

Ordenando og resultados anteriores temos:

g(k+1/k)

I

FZ(k/X), k) (1.60)

Hhr1/k) = POR(R/%), KD X(k/2) FRCRth/R) . %) »
+ L(k) W(k) IT(k) (1.61)




L(k+1) = X(k+1/k) G (R(k#1/k), k+1) (G(E(k+1/k), k+1)

X(k+1/%) G (Z(k+1/k), k+1) + V(k#1))7 2
- (1.62)
xX(k+1/k+1) = x(k+1/%) + K(k+1) (Y(k+1) - h(x(k+1/k)))
(1.63)
X(k+1/k#1) = (I = Z(k+1) G(E(k+1/K), k+1)) X(k+1/k)

(1.64)

que sao as equagoes do filtro ceneralizado de Kalman.

1.5 FILTROS ITZRADOS

Do modo como foram obtidas as equagdes do filtro genera
izado (equagoes 1.50 a 1.64), através de linearizagdo, ¢ eviden-
te que, dependendo das nao linearidades envolvidas e da diferenga
entre o valor real e o valor nominal, tomado para estas lineariza
goes, erros significativos podam estar sendo cometidos, quando se

abandonam os tzrmos de segunda ordem em diante.

Parte dos erros introduzidos, com o procedimento descri
to agcima, pode ser eliminada se se introduzir iteragoes, que cor-
respondem a relinearizagoes das equagoes do sistema em tormo de
valores mais prozimos dos verdadeiros, do que os tomados antertor

mente.

A - Iteracoes Locais

Consideremos primeiro as chamadas itazragoes locais, cu-

Ja finclidade ¢ a de corrigir cs erros introduzidos pelas nao 1li-

nearidades das medidas.

Para obtengao do filiro de Kalman generalizado, as equa
goes de medida do sistema foram linearizadas em torno do valor -
x(k+1/k) , que corresponde a uma estimagao do valor real de -
x(k+1) , baseada em medidas tomadas atée o instante tk(gi,izl,k).
Sz compararmos os valores x(k+1/k+1) e x(k+1/k) com o valor real

de x(k+1), o primairo deles deve encontrar-se em média mais prd



zimo do valor real, uma vez que maior quantidade de informagao ,
representada pelas medidas (yi i=1, k+1) , & disponivel para

sua determinagao.

Se entao, apds obtida a estimagac x(k+1/k+1), se sz reli
nearizarem as equagoes de medida, em torno desse valor, melhores

resultados poderao ser obtidos.

Resumindo, o processo consiste: a cada passo da filtra-
gem, linearizar as equagoes em torno de X(k+1/k) > obter uma es
timagao x(k+1/k+1) , com este novo valor relinearizar as equa-

go0es e obter uma nova estimagdo para x(k+1/k+1).

Das equagoes (1.56) e (1.57) resulta:

X(k+1/k+1) = X(k+1/k) + XK(k+1) (Y(k+1) - R(x(k+1), k+1) -
* G(X(k+1), k+1)(x(k+1/k) — %(k+1))) (1.65)
fazendo
n. = x(k+1)
n.,, = R(k+1/k+1) (1.66)
a equagao (1.65) & reescerita como:
ne.q = X(k+1/k) + K(k+1) (Y(k+1) - h(n., k+1) -
+ Glng, k+1) (R(k+1/k) = 7)) (1.67)
para T = 1, 2
e onde:
n, = g(k+1/k)
(1.68)
ng = E(k+1/k+1)

Sendo o ganho do filtro (K(k+1)) , fungao de Q(g(k+1),

k+1) , & necessario, para cada iteragao, recalcular eate valor.

Supondo que estas iteragoes sao convergentes ( 3 ), elas



podem ser repetidas, em cada passo do filtro, um numero determina
do de vezes, ou até que os dois ultimos valores obtidos (n. e

n ) , estejam suficientemante proximos.

—1=1

De modo geral as equagoes do filtro generalizado com ite

ragoes locais sao escritas:

x(k+1/k) = f(R(k/%), &) (1.63)
X(k+#1/k) = F(X(K/X), k) X(R/K) FL(Z(k/R), k) +
+ T(k) #(k) T(k) (1.70)
K (k1) = X(k#1/R) G (n,, k+1) (G(n,, k+1) X(k+1/%) .
G in,, k+1) + V(k+1)) 1 (1.71)
noq g(k+1/k)+-§i(k+1) (y(k+1) - hin.) -
Gln., k+1) (x(k+1/k} -~ n.J) (1.72)
X(k+1/k+1) = (I - K(k+1) G(n., k+1)) X(k+1/%k)
- * (1.73)
onde as equagbes (1.71) e (1.72) sdo computadas para i = 1, 2,...,
N ; e com
n, = g(k+1/k)l e
e x(k+1/k+1) .

B - Iteragoes com Alisagem do Estado

Constdzremos agora as iieragoes tipo "smoothing”, cuja

finalidade e eliminar os erros devidas d linearizagdo das equagozs

de transigao dos estados, de t, para ty . -

Com a informagao obiida ate treg (Yps 251, oo, kt1),
obtem-se x(k+1/k+1) atravis das equagdes do filtro generalizado
(eq. 1.60 a 1.64). Contando agora com a nova medida Ypseg » cal-
culam-se, através das equagbes do "smoothing”, melhores volores

para valores estimados em t. > que representaremos por (x(k/%+1)



Aplicam-se mais uma vez as equagdes do filtro generalizado para o

ter novos valores para =(k+1/k+31).

A generalizagao das equagdes do Smoothing (eq. 1.14 q

1.16) para o caso naoc linear & fetta a seguinr.

Constdersmos novamente o sistema linearizado formado pe
las equagoes (1.35) e (1.36); aplicando as equagoes do "smootning"

para o caso linear (eq. 1.14 a 1.18), obtemos:

Ks(k) = X, (k/k) B (R(k/%), %) ;7 (ke1/k) (1.74)
Ax(k/k+1) = &x(k/k) + Z_(k) (8x(k+1/k+1) - _

+ P(E(R/X), k) Ex(k/k)) (1.75)
X (/K1) = X, (R/K) + K (k) (X, (k#1/k+1) ~

+ X(k+1/K)) Ko(k) ' (1.76)

Considerando a equagao (1.50), como:
Mk(k/k+1) = R(k/k+1) - E(k) (1.77)

bx(k/k) = x(k/k) - X(k)

onde:  X(k) = X(k/k) e  E(kel) = R(k+1/k)

obtemos:
K (k) = x(k/k) FT(RCk/%), k) X L (ke1/k) (1.78)
R(k/k+1) = R(R/K) + X (%) (R(k#1/k+1) ~ R(k+1/K)
- - -3 - - t1.79)
X(k+1/k+1) = X(k/k) + gs(k) (X(k+1/k+1) ;
+ X(k+1/K)) £ () (1.80)

que sao as equagdes do Tsmoothing” para o sistema linearizado.

0 filtro generalizado com "smoothing™ & obtido Funtando

-82 as equagoes (1.60) a (1.84) e as equagoes (1.78) a (1.80). Po



dendo este tipo de iteragdes ser avlicado um nimero qualquer de

vezes, as equagoes citadas sao rzescritas de modo geral:

#h ez = peiforsre1s, w (1.81)
2V ke1k) = p3T /i1, 10 5T ksre1) FTORT (ksken) )
+ T(k) w(k) TT (k) (1.82)
k) (k+1) = ¥ 1/00 @ (R (k10,2410 (03T (k4170 101
¥ (kr1/%) G (3T (k100 1010 + viRe1) 17
(1.83)
2 (r1/k01) = B (ke1/k) + &7 (Rr1) (Y (k+1) =R (R (k+1/%))
| (1.84)
XV (r1/kr1 = (2 - 1 ke1) @F (ke1/m) kr 10K (Rr 1 k)
(1.85)
Equagoes do smoothing
J _ , T, J -1
K0k = x(k/k) FL(RO/K), k) (2 (ke1/k)TD (1.86)
M /1) = Rkl + 2 ) (& (kw1 /R0 1) - 7 (Rr 1700
° (1.87)
X /ret) = xGk/k) ¢ k) (T (kr1/kr1) -
+ 1 (ker1/00y xd )T (1.88)

para g = 1, 2, ..., &
e onde as condigoes iniciais para cada passo sdo:
#lixsks1) = 2er/n)
x!(k/k+1) = X(k/R)
e condigoes finais (ou de saida)
R(k+1/k+1) = Fl(kr1/k+1)

K(k+1/k+1) = X(k+1/k+1)



0s dois tipos de iteragoes podem ser aplicadas conjunta
mente, e as equag5es para estg caso sao as seguintes:

i ke1/k) = FOEI(k/RH1D, KD | (1.89)
xke1/k) = pOxIrsien), x) 2 ksrr1) FTORT (/0410 ,%)
+ T(k) W(k) I' (k) (1.90)
Kitke1) = gle1sn) ¢end, wrn) Glnl, k21 ¥ (ke1/k)
¢ (nl, x+1) + y(k+1))  (1.91)
‘j -j 1 - j -
niel I (k+1/k) + K (k+1) (g(xfz) hin)
G(nd, k+1) (%7 (k+1/k) = nl)) (1.92)
eom as equagoes (1.91) (1.92), computadas para 1 =1, 2, ... N
com
Qg = xI(k+1/k) e
~J - 9
X (k+1/k+1) = ny. 4
x9 (k+1/k+1) = (I - k5 (k+1) G(nd, k+1)) X (k+1/k)
(1.93)
ki) = x(ksr) ETCRC J -1
x’ = X(k/k) ET(R(x/k), k) (x7(k+1/R)) (1.94)

H

R(k/k) + Kk (& (k#1/kr1) = 5 (kr1/K))
(1.95)

9t (ke yxr1)

7t (ke /kr1) X(k/k) + BD (k) (27 (k+1/k#1) - x7 (k#1/k))

+ &l (1.95)
para J§ = 1, 2, ... M
com condigoes intciais
lk/ee1) = wlk/K)
K (k/k+1) = 2(K/K)



¢ condigoes finatis

R(k+1/k+1) Hrr1/ne1)

X(k+1/k+1) = xT(x+1/k+1)



CAPITULO IT

2.1 INTRODUCAO

No capitulo anterior diferentes algoritmos de filtragem
sao apresentados, possuindo, cada um deles, caracteristicas pro-
prias, que devem ser bem conhecidas para que se tenha uma otimiza

¢ao dos resultados obtidos, quando do seu uso em casos praticos.

Neste capitulo procurou-se fazer um levantamento destas
caracteristicas, uma comparagao entre elas, - ressaltando ndo sé a
validade das aproximagoes feitas para obtengdo das equagies do fi1
tro de Kalman generalizado, bem como a eficiéncia das iteragoes na

eliminagao de parte dos erros introduzidos por tais aproximagoes.

Para isso varios sistemas foram simulados em computador,
Filtrados pelos algoritmos do capitulo anterior, e 0s resultados

obtidos comparados tomando-se como fatores princtpais:

- influéncia das ndo linearidades existentes nas

equagoes do estado e da medida;
— erros entre 03 valores reais e estimados;
- influencia dos valores iniciais;
- tempo de estabilizagao;
— existencia de erros sistemdticos;
* » - - .
—~ possiveis casos de divergéncia.

Para maror factilidade de opzragao e obtengao de uma re-
dugao sensivel no esforgo computacional, sistemas escalaraes podem
ser simulados, e as conclusoes obtidas generalizadas para os de-

mats casos.

As equagoes (1.89) a (1.96) sao reescritas para o caso

escalar:



onde

Z(k+1/k) = F(Z(k/k+1), &) C(2.1)

o2(kr1/k) = (flz(r/rei), k)2 o2tk/k) + (rex))? ol
(2.2)
kRlGee1) = 0Z(k#1/R) Glnyk+1) (gny,kr1))% o2 (re1/k)
+ o2(xr1))7 (2.3)
n.,; = &(k+1/k) + k(k+1) (y(k+1) - hin, k+1) -
oL (k+1/k) = (1 = k(41D glny,k+1)) o2(k1/k)  (2.5)
Equagoes para o "smoothing”
ko(k) = o2(k/k) FIE(k/R), k) (s2((ke1/2))70 (2.6
@(k/k+1) = (k/k) + k (k) (3(k+1/k+1) = 5)k+1/k))
(2.7)
oL(k/ke1) = oE(k/k) + (k (k)12 (62 (ke1/kr1) ~ad (ke 1/R))
' (2.8)

flx(k/k), k) =

3fl=(k}, k)
ax k) _
x{k)=z(k/k)

dhlx(k), %)

(n.,k+1) =
It 3=(k) I

z(k)=z(k+1/%)

Para eviiar que 0s resultados obtidos apresentem erros

devido a particulares sequencias de ruido, foram feitas simulagdes

Monte-Carlo (5), e os resultados apresentados neste capitulo cor-

respondem a m2dias dos valores obtidos em cada uma das stmulagoes

feitas.



2.2 FILTRO DE KALMAN GZUZRALIZADO — ERROS DEVIDOS A LI-

NEARIZAGAQ

Devido ao fato dos algor<itmos de filtragem, para siste-
mas nao lineares, terem sido obtidos por aprozimagao, isto &, de-
senvolvendo—-se as equagoes em sériz de Taylor e desprezando-se os
termos de ordem maior ou igual a dois, é natural que erros sgejam
introduzidos, e que estes erros sejam fungdo das ndo-linearidades
envolvidas.

Para mostrar a existencia destes erros, um dos varios

casos simulados é apresentado aqui.

Seja a equagao nao-linecar discreta, que descreve a evo-

lugao dos estados com o tempo,

x(k+1) = =z(k) - « Y + ul(k) + w(k) (2.3)

onde u(k) = u, - ak

e tomando valores

o = 1,0
B = 1,0
H = 0,0
a = 0,01
x(0) = 20,0

A figura 2.1 mostra a evolugao de xz(K) com o tempo,
para as condigoes citadas. E possivel observar-se nesta figura,
que a evolugao com o tempo de x(k) pode ser dividida, aproxima-
damente, em tres faixas; duas delas, uma o inicio e outra no fim,
apresentam nao-linearidades pouco acentuadas (quase linear) e ou-
tra, no centro, onde se verifica wna nao-linearidade bem acentua—-
da. |



29.9

N

N |

1.80 52.53 188.88
EVOLUCRO BE X(K) (o 0 TENPO

Figura 2.1

Consideremos, agora, que o sistema, deserito pela equa-~
gao (2.9), € sujeito a ruido w(k) = N(0,1) e que tenha medidas

descritas pela equagao linear

y(k) = x(k) + v(k) (2.19)

com v(k) = N(0,1).

Aplicando o filtro de Kalman generalizado ao sistema

formado pelas equagoes (2.9) e (2.10), com condigoes inieiais,
x(1/0) = WN(15., 10.)

os seguintes resultados sao obtidos:

|
!
i 17,1

19.4

o

1.89 52.59 129.28 1.904 58,584 198.804
FIS. 2.28 -ESTADO FILTRADO NEDIO riS. 2.13 -  IX%0 NEDIO

Figura 2.2a Figura 2.2b
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1.883 53.:31 128.281
Fi6. 2.1C - VriianCia MDA

Figura 2.2¢

De observagoes das figuras (2.2), verifica-se que o fil
tro de Kalman generalizado apresentc resuliados satisfatorios pa-
ra 0s trechos onde as nao linearidades sao pequenas, e que, no tre
cho onde as nao linearidades sco mais acentuadas, o0 erro aumento
ao mesmo tempo em que, a variancia diminui. Este fato & contradi-
torio, uma vez que, para este trechno, os erros introduzidos, pela
linearizagao, sao maiores, o que deveria provocar, alem do aumen-
to dos erros, como realmante foi verificado, o aumento da varian-

cid.

Este comportamento pode ser ezplicado do seguinte modo:
na faixa onde as nao linearidades sao mais acentuadas;
Af(=(k/k), k) |
3z(k)

FE(k/K), k) =
z (%)=& (k/k)

assume valores muito proximos de zero, ou iguais a zero (fig. 2.3),

0 quz resume a equagao (2.2) a:

I A
|

1.1

8.3

1.398 £3.520 c2a.223
T1G. 2.3 - DEXI /oM T2, 2.3

Pigura 2.3



2,00
cx(&+1/x)

i

5 2 2
(T(k)) 9

0 que ¢ equivalente a fazer a aproximagao em torno de um valor de
terminista, ou seja assumir que a estimagao de (k) , que e -
H(Z(k/k), o2(k/k) (fig. 2.4a), passe para N(E(k/K), 0)  (fig.
2.4b).

SR N

Figura Z2.4a Figura 2.4b

E importante citar que a ocorréncia deste fato eé fungao
da variancia de ruido, que atua sobre o estado, porque as ndo Li-
nearidades do sistema sao mascaradas & medida que a variancia des
te ruido aumenta. As figuras 2.5a e 2.5b mostram resultados obti
dos, usando diferentes valores para a variancia de H(k) 5, e dei
zam claro a influeneia do ruido no mascaramento das nao linearida

des.

i W
R aaus il
3.4 1 ) 2.7

1.224 22,524 2a.2es : . 1.289 58.539 : 182.029
T3 2,20 - SORIAMCIAS “EDIAS : T1G 2.23 ~ YARIANCIAS NEDIAS

Figura 2.5a | Figura 2.5b




Constderando, agora, medidas também nao lineares, repre

sentadas por

y(k) = 4 . (z(k) - 10)° + v(k) (2.11)
A = 0,01

Para este caso, como mostra a figura 2.6 também eziste
um traecho onde

g(E(k+1/k), k1) = 2P(E(RFI/R), k+1) -

dx(k)

e que pode ser interpretado como uma auséncia de informagao dada

pela medida, uma vez que as equagdes (2.3) a (2.5) se reduzem a

k(k+1) = ¢

Z(k+1/k+1) = Z(k+1/k) ' (2.12)
o2 (k+1/k+1) = o(k+1/%)

x - X ’

devendo portanto a variancia aumentar neste trecho uma vesz que o

filtro passa funcionar somente como preditor.

2.3

yal

1.9 .5 190.90 i
13, 2.4 - PU2Iveon 2». MDIDM 2.32 !

Figura 2.6

'ApZicando—se o filtro de Kalman generalizado ao sistema
formado pelas equagoes (2.9), (2.11), obteve-se os resultados co-
locados nas figuras 2.7, que estao de acordo com a interpretagao

anterior.
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18.4

‘ .
i -8.8 \ :

1.00 52.58 188.33 1.092 53.582 109,882
:

FIS. 2,74 -~ESTADO FILTRADO MEDIO F16. 2.73 - ERR0 MEDIO ;

A
AR
\ I

F16. 2.7C - VARIANCIM NEDIA

-25.3

21.1

1.2389
Figuras 2.7

2.3 FILTROS ITERADOS

Un dos metodos utilizados para se eliminarsm ou diminui
rem os erros devidos as aprcximagoes & o de se considerarem tam—
bém os termos de segunda ordem ou superior, quando da cbtengao das
equagozs do filtro, de modo a conszguir uma melhor aproximagao das
fungoas. fsto, pofém, aumenta a complexidade dos calculos, tornan

do mats dificil sua implementagao.

Um outro método consiste em introduzir iteragdes que le
vam em conta as nao linearidades existentes, corrigindo 03 erros

introduzidos na linearizagao, com o abandono dos termos de ordem

maior ou igual a dois.

2.3.1 Iteragoes locais

Estas iteragoes, como foi discutido no capitulo I, tem
como finalidade corrigir erros introduzidos pela linearizagao da

equagao de medidas.

As estimagoes obtidas com o uso destas iteragoes, apra-



sentam valores melhores do que aqueles obtidos com o uso do fil-
tro generalizado, como pode ser observado nas figuras 2.8 onde sao
comparados os resultados obtidos, usando o filtro generalizado e
o filtro generalizado com iteragdes locats, aplicadas ao sistema

formado pelas equagoes (2.9) e (2.11), com

wlk) = H(0,1) - w(k) = N(0,1) z(0/1) = N(15, 10)
19.9 .7 ]
3.1 11.7 ’
1.08 .38 100.3 1.308 se.50 100,200
FI3. 2.88 - STSULTASGS NEI16E DO FILTNG 1T, LIC. F16.2.80 - XSS MDDIO ITZR. LOCAIS
n.e 7\ »
v A

[
N

1.087 5.5 100.000
ri8. 2.3C - PARIANCIA MEDIN ITIR, LOCAIS

Figuras 2.8

Tabela 2.1 Tabela 2.2
x-real x-e2stimado z-real x-estimado
x(k+1) Z(k+1/k+1) z(k+1) Z(k+1/k+1)
=y eyt 1elfs —— B SBBETE 18 734525
-y & SEEGTS 16, 946447
1 - 5 9EmGFS 1@, B7aros
=y w43 & 2EBSFE 1@, 9103z8
ot G R €. 2E@are 16, So5uas
=1 5 T g 7o 16, S@z2S61
21 3@ 1 D e BLBEBIFS. 1@ 5ouSad
_Bi I g ! 5.5 7a 18, SRAZLZ
Y I 1% ‘ E.DEE9T S 16, SEEZE4
o1 <5 Tq T 6. G 7 16, saasas

A tabela 2.1, mostra os valores assumidos por ni(izl,z,
+++ 10) nas sucessivas iteragoes, para valores de k=1, 2 ... S ,

onde & possivel perceber a convergéncia deste tipo de iteragodes.



Observa-se das figuras, que sobre a faiza onde as nao
linearidades sao acentuadas, estas iteragoes nao tem infludnecia,
porque a melhoria que é introduzida nas estimagoes ¢ devida ao re
processamento das equagoes (2.3) e (2.4) em torno de novos valo-
res mais proximos aos reats, e para este caso ezstes novos valores
praticamente coincidem com os anteriormente usados, uma vez que o
ganho K(k+1) aproxzima-se de zero, de modo que teremos nyEn s

para i=1, 2 ... n. (tabela 2.2) ' "

2.3.2 "Smoothing”

Para verificagao da influencia do ""smoothing" nos resul
tados obtidos, consideremos novamente as eqdagJes (2.9) e (2.10)
repetidas abaizo
z(k)

- + wlk)
1+%(k)2

x(k+1) = =z(k) - «
y(k) = x(k) + v(k)

nas quais sao aplicadas as equagées do filtro generalizado, e do
filtro generalizado com iteragdes tipo "smootking”. 0s- resultados
obtidos sao mostrados nas figuras 2.9, de onde se verifica que a
variancia 0§(k+1/k+1) se reduz a medida que as iteragoes sao a-

plicadas, sem mudar significamente 0s erros entre os valores estt

mados e os valores reais.

19.4

13.7

N

59.358 139.00 |
715, 2.5A - RESULTADOS MIDI0S D0S FILTIOS SMOOTN.

-25.2

|

|

| |

-2.7 \* 3.8 i
f |

|

I

!

FIG.2.98 - X80 MEDIG  SMOOTN.

Figura 2.9a Pigura 2.9b
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3.5

1.284 59.584 199.004
T16. 2.9C - yARIAMCIA MEDIA  SMOOTMING

Figura 2.9c

A vantagem da aplicagao do "smoothing" para este caso
consiste em diminuir a incerteza ezistente na estimagao, diminuin

do gradativamente a variancia do erro, como mostra a figura 2.10

Figura 2.10

Das equagoes (2.6) a (2.3) verifica-se, que o "smoothing”
nao tem possibilidades de corregao dos erros introduzidos na fai~
xa onde 3f(x(k))/3z(k) = 0 (F(=(k/k)) = 0), wuma vez que para

este valor, as equagoes de alisagem se reduzem a:
kg(k) = 0
z(k/k+1) = Z(k/k)

oZtk/kr1) = oZ(i/i)



obtendo-se x(k/k+1) = z(k/k),

o que é equivalente a nao aplicagao das iteragoes.

2.4 CONDICOES INICIAIS

A determinagao de condigoes inictats adequadas para o
filtro &, em alguns casos, dificil de ser obtida, e o uso dz ou
tras condigoes que se encontrem demastadamente longe dos verdadeil
ros valores leva a obter estimagoes invalidas e, em alguns casos,

ate a divergencia do filtro.

Este problema pode sezr soluctonado com o uso de <itera-
goes que permitam uma maior flexzibilidade na escolha das condigoes
iniciats do filtro, diminuindo o erro das estimagoes obtidas, e
fazendo com que o filtro atinja mais rapidamente uma condigdo de
Flezibilidade.

Esta flexibilidade dos filtros itterados, em contornar o
problema de condigoes inictas inadequadas, é ilustrada pelas figu
ras 2.8 e 2.9, que mostram resultados obitidos com o uso de itera-
goes locais e iteragoes "smoothing" respectivamente, e das figu-
ras 2.11 onde sao comparados os resultados obtidos usando o fil-
tro generalizado e o filtro generalizado com iteragoes locais. Ve
rifica-se dzstas figuras que o8 resultados que se obtem com o uso
de iteragSes, apresentam erros menores e uma convergéncia mais ra

ptda para o valor verdadeiro.

1.2 - . 3.0 : . i

N |
N |

-2%.3 . : -1.3

[~

1.90 5.3 190.50 1.082 3,502 190. 008
Fi. 2.100 - FILTROS GINER./IT. LOCAIS : FIG.2.100 - £330 NEDIO  PILTS0S GDNER./1T. LOCMIS:

Figura 2.11a Pigura 2.11b

.
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1.000 59,300 190.309
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Figura 2.11c

2.5 CONCLUSAQ

Das simulagoes realizadas e apresentadas neste capitu-
lo, verifica-se que as estimagoes obtidas através da aplicagao do
filtro generalizado sdo aceitdveis. Nos casos em que estas estima
¢goes sao muito discrepantes dos verdadeiros valores, devido a ngo
lingaridades acentuadas nas equagoes do sistema, ou condigoes ini
ctais inadequadas, podem ser corrigidas com o uso de iteragbes.Em
alguns casos de nao linearidade acentuada, contudo, a iteragao nao
melhora o desempenho do filtro: 1isso acontzece em particular nas

zonas extremas das nao-linearidades da saidg e transigao do esta-

do.



C4PIZULO IIT

ASPZCTOS COMPUTACIONAIS DO FILTRO DE KALMAN

3.1 TEMPO DE COMPUTACAO

Para aplicagoes praticas do filtro de Xalman, ¢é impor-
tante o conhecimento do tempo necessario para a computagao de wum
eiclo completo do algoritmo empregado, e tambsm da quantidade de
meméria requerida para o armazenamento das variaveis envolvidas.
A de,e”mznagao destes valorzss ¢ importante bara o estabelzccimento
dos tempos de amostragem do sistema, bem como da viabilidade da

utilizagao do filtro "on-1line'.

0 tempo de computagdo e a quantidade de memdoria utiliza
da, podem ser expressos como Fungao das dimensdes das matrizzs en
volvidas, ou seja, das dimensoes do vator de gstados, da matriz

coejicientes dos ruidos, e do vetor de medidas.

Una vez que as operagoes basiecas para a programagao do
filtro de Xalman sao adigdo, subiragao, multiplicagao, transposi-
¢ao, inversdo de matrizes e mult tiplicagao de uma matriz por um es
calar, subrotinas para execugao de cada uma destas operagoes po-
dem ser escritas, utilizando—se um conjunto de instrugoes, cujos
tempos de execugao sao conhzcidos e ezpressos nas unidades de tem

po do computadonr.

-

Subrotinas para execugio das operagoes basicas citadas
acina, Fforam desenvolvidas vor J.4. Mendel | 61, usando as instru
¢oes mostradas na tabela 3.1 e obtendo como tempo para execugqo

de cada uma dessas subrotinas os valores da tabela 3.2.

0 tempo de ezzcugao para a mult tiplicagao e divisdoeé fun

ao do modo pelo qual sio implzmentadas estas instrugoes, e & va-

. - - -

riavel para cada tipo de compuiador. Tempos tfpicos de execugao

destas instrugoes sao: MUL = & R DIV =12 . (6)



ty

~- INSTRU{OES TEMPO DE EXECUGAO -

Instrugao zzZiZggi
Add to A 2
Sub from A 2
Load A or B ;2
Store A or B 2
Mul A with memory MUL
Div A by memory DIV
Mark place and transfer 2
Return branch : 2
Transfer on zero or minus 1
Transfer unconditional 1
Transfer on plus 1
Inerement A 1
Increment index rzgister R 1
Decrement index register R 1
Add to index register R, 1
Sub to tndex register R, 1
Inerement B register 1

Skip on index register zero 1



TABZLA 5.2

~ OPERAQOES COM MATRIZES

Operagao
Soma dz matrizes
Subtr. de matrizes

Produto de matrizes

Produto pela matriz
transposta

Inversao de matriz

Produto de matriz
por escalar

MN

MN

J1

My -

>
aN

-
)

TZMPO

A3

= A

B

MI

ud

N1

= Ay~ By

NL

OTAL DE COMPUTAGAO -

tempo total de computagao
(em unidades de tempo)

MUL + 27 + 7MN
MUL + 27 + 7MN

10 + 8MNL + 19ML + 16M +
MUL(MIL)

10 + 8MNL + 19NL + 16M +
MUL(MJL)

10 + 7,50% + 430 +

239,5H2 + 92N +
+ DIV(2N2+N) +

MUL(H3+0,5N2+2,5N)

34 + MUL(N)

Dadas as equagoes do filtro generalizado:

X(k+1/k) = f(g(k/k))
X(k#1/k) = F(R(k/k), k) X(k/k) F(X(k/k), k) + D(k) W(k) T" (%)
K(k+1) = X(k+1/k) GT(E(k+1/k), k+1) (G(R(k+1/k), k+1)
x(k+1/k) GF(R(h+1/K), %+1) + V(ke1))7
X(x+1/k+1) = x(k+1/k) + K(k+1) (y(k+1) = h(x(k+1/k)))

X(k+1/k+1)

(I -~ K(k+1) G(x(k+1/k), k+1)} X(k+1/k)



onde:

TA3ZLA 3.3

- DIMEHNSOES DAS MATRIZES -

Matriz Dimensoes

X(k+1/k) nzl
§(k+1/k) nzn
z(g(k/k), k) : nzn
X(k/k) nzn
T(x) nxs
W(k) szs
K(k+1) nzr
Q(g(k+1/k), k+1) rzn
V(k+1) rzr
(k+1/k+1) nzl
g(k+1/k+1) nxn
g(k+1) rzl
R{x(k+1/k) rzl

Partindo das equagoes acima e¢ das dimensoes das varidg-
veis envolvidas é possivel, agora, calcular o tempo gasto na com—

putagao de cada equagao do Filtro.

Como as matrizes: f(g(k/k), k), E(g(k+1/k)), Q(gi,kﬂL
F(%(k/k), k) sdo recalculadas a cada passo da execugdo do algo-

ritmo, um fator IC , expresso em unidades de tempo, sera consi-
derado como o tempo gasto para gerar estas matrizes, que serdo for

" neeidas ao filtro.



TABZLA 3.4

MPO DE EXECUGAO PARA AS EQUAGOES DO FILTRO -

Eguagao tempo de computagao
x(k+1/k) f IC
X(k+1/k) F Ic
xF7 10+ 8n° + 19n% + 160+ MUL(n®)
FXFY 10+ 8n° + 1972 + 160 + WUL (n%)
wrt 10 + 8ns® + 19ns + 165 + MUL (ns?)
ZE_II‘_T 10 + 8n%s + 1912 +16n+MUL(n28)
rxrf+rwr? MUL + 27 + 7n°
X(k+1) G Ic
§§T 10-+8n2r+-19rn-+16n+ MUL(n%p)
§§§T 10 + 8nr® + 19r% + 160+ MUL (nr?)
GXGT+V MUL + 27 + 7p°
(exg”+717 7 10+7,50%+ 430°+ 139,50% + 92r +
pIV(22%4r) + MUL (2340, 50242, 57)
x67 (6xeT+v) 77 10 + 8nr? + 19nr + 16n + MUL (nr?)
x(++1/k+1) h IC
y-7 MUL + 27 + 7n
K(y-h) 10 + 8nr + 19n + 16n + MUL(nr)
I-XG MUL + 27 + 7n
X(k#1/k+1) XG 10 +8n°r+ 1972+ 16n+ MUL(n%r)
I-XG MUL + 27 + 7n2
(I-KG)X 10 +8n5 + 1972 4+ 160 + MUL(n3)

0 tempo total de compuiagaes T(n, r, s) , por ciclo, é&
obitido somando-se o0s valores para cada operagao descrita na tabe-

la 3.4.

Graficos para este tempo de computagao foram obtidos de

compondo a expressao para T(n, r, s) em duas outras expressoes:

T(n,r,s) = T(n,r,0) + T(n,0,s)

e os resultados obtidos sao mostrados nas figuras 3.1 e 3.2 .
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Para os filtros iterados, dois casos sdo possiveis: ite
ragoes locais e "smoothing™.

Para as iteragoes locais, os tempos de computagio  sao
0s mesmos da tabela 3.4, trocando-se as lirhas correspondentes ao
caleulo do tempo de g(k+1/k+1) pelos tempos necessarios para o
calculo de

nipy = X(K#1/k+1) +K(k+1) (y(k+1) = h(n_) Gln, k+1) (x(k+1/k)-n_)}

e multiplicando-se os tempos para os calculo de K(k+1) e LT
pelo numero de iteragoes realizadas em cada passo.

TABZLA 3.5

- TEMPO PARA O CALCULO DE

Zir1 T
equagao tempo de computagao
R+l L e
(x-n_) MUL + 27 + 7n
G(y—zi) 10 + 8nr + 19v + 16y + MUL(nr)
(y—-h) MUL + 27 + 7r
y=h-Gl(x-n_) MUL + 27 + 7r
K(y—ﬁ—G(x—ni)) 10 + nr + 19n + 16n + MUL(nr)
x~K(y-h-G(x-n_)) UL + 27 + 7n

Graficos para o tempo de computagao em fungao de n, r,

s, para este caso, sao mostrados nas figuras (3.3), (3.4).

Para o "smoothing”, a tabela 3.4 deve ser complementada
com 03 tempos que constam na tabela 3.8, 2 que se referem as se-

guintes equagoes:

K (k) = X(k/k) F (x(x/k), k) X 1(k+1/k)
R(k/k#1) = R(K/R) + R (k) (R(3+1/k+1) = E(k+1/K))

X(k/k+1)

i
b=
=
&
~
X
N

|

X (k) (X(k+1/k+1) - X(k#1/k)) K

8
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TABELA 3.6

Variavel ' _ tempo de computagéo

-1
K_(k+1) X 10 + 7,5n% + 4303 + 139,522 + 92n

+ DIV(2n2+n) + MUL(nS+0,5n+2,5n)

Frx? 10 + 8n8 + 19n% + 16n + MUL(n)
xpf x7? 10 + 8n% + 19n2 + 16n + MUL(n®)
x(k/k+1) (x-%) MUL + 27 + 7n
K(Z~3) 10 + 8n% + 19n + 16n + MUL(n?)
X-K(x-%) MUL + 27 + 7n
X(k/k+1) X-X MUL + 27 + 7n2
(x-X) k7 MUL + 8n° + 19n% + 16n + MUL(n%)
K(X-XK MUL + 8n3 + 19n2 + 16n + MUL(n?%)
XK ( X- X)X MUL + 27 + 7n?

-— — - e

Para calcular o tempo total para cada passo do filtro -
com "smoothing"”, os valores encontrados na tabela 3.4 dzven ser
multiplicados pelo numero de iteragdes acrescidas de uma unidade,
e os da tabela 3.6 pelo numero de iteragdes, somando-se os valo-
res assim obtidos. Para este caso, de forma andaloga aos anterio-
res, graficos do tempo, em fungao de n, r, s, foram obttdos fi-

guras 3.6 e 3.6 .

Comparando as figuras 3.1 e 3.6, verifica-se que de
modo geral, o tempo de computagao para os filtros, e mutto mais
senstvel a variagao em n do que em r ou s , embora a tnfluen

cita de r aumente a medida que o seu valor cresce.

Quanto aos filtros iterados verifica-se que o "smooth—
ing” & muito mais sensivel a wariagdo em n , enquanto que as ite

ng . ~ . * - . —~
ragoes locats sao mais senstveis a varitagoeas em r .
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3.2 MEMORIA

po dz execugao, a memdria
e Fungao das dimensozs das

Do mesmo modo que parac o tanm

emn

o

requerida pelo filtro de Kalmar tam

vartaveis envolvidas.

A memoria necessaria para o armazenamento de cada uma

das variaveis é colocada na tadzla 3.7

TABZLA 3.7
variavel dimensao memoria
f(§(k/k)) nxl n
§(k+1/k) : nan nz
g(k+1/k) nxl n
F(x(k/k), k) nzn n2
X(k/k) nxn né
T(x) nzs ns
W(k) sxs - g2
K(k+1) nzr nr
G(x(k+1/k), k+1) rzn nr
V(k+1) rxr r2
g(k+1) rxl r
R(x(k+1/k)) rzl r

Alem dessas variaveis deve ser tambem colocado na memd-
ria as subrotinas para operagoes com matrizes e o0 programa prin-

eipal.

Observe-se que as variaveis, quer sejam os filtros ite-
rados ou nao, sao as mesmas e gue, em relagao a memoria requerida,

a unica diferenga encontra-se no tamanho Jdo programa principal.



A tabela 3.8 mostra a memoria ocupada pelas subrozinas
e

de operagoes com matrizes. (§)

TABELA 3.8

Fungao memoria
soma de matriz 18
subtragao de matrizes 18
produto de matrizes 36
produto pela matriz transposta 36
inversao de matriz o 232
produto por escalar 8

Admitindo 2n2 palavras para memoria de trabalho, a me

moria total necessdria sera:

M = 348 + 5n2 + 2n + 2nr + ns + 52 + 2 4+ 9p

+ (memoria para o programa prinecipal)

Como rnos casos anteriores, esta ezpressao fot decompos-

ta em duas outras
Mln,r,s) = HUln,r,0), + M(n,0,s)

Para as quais, graficos da memoria em fungdo de n, r e
8, Joram obtidos. Figuras 3.7 e 3.8; de onde se conelui a rredo
minaneia de n sobre as outras duas variqveis, em relagao a quan

tidade de memoria requerida.
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CAPITULD IV

APLICACAO DO FILTRO DE KALMAN

GEZNERALIZADO A ESTIMAZAO DE PARAMETROS

4.1 INTRODUGAOQ

Seja o problema de estimagao de parametros no seguinte
modelo (7] |

t
yley) = f Glt., t', 2.) uls!, Pol de! + v(t.)

que represente um sistema multivariavel, nao estacionario, onde

ylt,) : vetor de dimensco mxl que representa as varia-
- . - * .
veis de saida
u(t’, PZ) : vetor de dimensao rzl que representa as varida-
veis de entrada '
vit.) : vetor de dimensao mzl que representa o ruido
que atua mas nedidas
Glt,, t', P;) : matriz mcr que 2 a fungdo resposta ao impulso
do stistema
e
P, e? ! 0s parametros que devem ser estimados a artir
7 Ly q
das medidas y(¢,)
2 =21, 2, ... ¥
Neste problema, tres possiveis casos podem ser encontrag
dos: ‘

a) P, € conhecido (as fungoes de entrada sdo dadas) e P ¢ desco-

nhecido e deve ser estimado. Este é o caso mais geral de iden-

2

tificagao;
b) P, é conhecido ( a fungao resposta ao impulso é conhecida) e
P, dzvz ser estimado (identificagao da fungao de entrada);



e P sao desconhecidos, e devem ser estimados.

e) P 2

1

4.2 METODOS SEQUENCIAIS DE ESTIMACAO

0s métodos sequenciatis de estimagao serao constiderados

para estimagao de parametros pelas seguintes razoes:

a) 0 tratamento da informagao obiida, em cada medida y(ti) » de
modo sequencial, permite implementagoes do estimador "on-line'
(por exemplo: aquisigao de dacos por meio de pequenos computa-—

dores conectados, em tempo real, a um processador centrall;

b) ParZmetros varidveis com o tempo e diferentes tipos de ruido

podem ser facilmente tratados.

0 seguinte sistema de equagoes pode, agora, ser conside

rado:
P(k+1) = [f (P(k), k) + gp(k) (4.1)
— (tk D 7 4 -
y(k) = J G(t', tk’ :l(&)) . g(gz(k), t') dt + g(k)-
= g(g(k), k) + g(k) (4.2)
zP ‘
onde g(k) = g(tk) e g é ;z!
| =

A equagao da evolugao dos parametros com o tempo & su-
posta conhzcida, sendo na maitoria dos cacsos suficiente considerar
-se rzlagoes lineares:

g(k+1) = (k) P(k) + w(k)

onde a matriz (k) & conhecida ou dependemte da evolugao dos pa
rametros com o tempo. Os ruidos w(k) sao considerados, para eli

minar incertezas existentes no sitstenma.

Em alguns sistemas, outros modelos de deserigao podem
ser usados. E o caso, por exemplo, do sistema classico de  equa-

goes:

x(k+1) = fx(§(k), P(k), ulk), k) + gx(k) (4.3)



P(kt1) = f (B(K), k) + u (k) (4.4)
y(k) = R(x(k), P(k), k) + v(k) (4.5)

O filtro de Kalman & agora aplicado para a estimagao dos
estados P(k) no primeiro caso e dos estados [ET(k) : ET(k))T no

segundo caso.

Comparando-se os dois modelos (equagoes: (4.1) (4.2) e
equagoes (4.3) a (4.5)), verifica-se um aumento do numero de es-
tados para o segundo caso, o que, de acordo com os resultados ob-
tidos no capitulo IlI, acarreta um aumento do tempo de computagdo
necessario para o processamento da informagao, e da memoria reque
rida pelo filtro, havendo, portanto, vantagem na aplicagao'do pri

meiro modelo, para estimagao dos parametros.

4.3 EQUACOES DO FILTRO

Da aplicagao do filtro de Kalman generalizado, no mode-

lo 1, resultam as seguintes equagoes:

B(k#1/k) = f,(B(K), K) | (4.6)
B(k+1/k) = F(k) P(k) F (k) + g(k) (4.7)
K(k+1) = B(k+1/k) G'(k+1) (G(k+1) Blk+1/k) G (k#1) +
Vik+1)) "1 (4.8)
P(k+1/k+1) = B(k+1/k)+K(k+1) (y(k+1)-g(P(k+1/k),k+1))
(¢4.3)
B(k+1/k+1) = (I - K(k+1) G(k+1)) P(k+1/k) (4.10)

lNas quais as matrizes £F(k) e G(k) resultam da linea
rizagao do modelo e sao definidas como:

A ‘ -
F(k) = Y fb(g, k) (4.11)

- p=p(k)



|
8
19

:E(k+1/k)

(4.12)

Como nos casos discutidos anteriormente, erros introdu-
zidos por linearizagao podem ser reduzidos, ou eliminados, usando
-se iteragoes que, além disso, também sao uteis para diminuir o

tempo necessario para estabilizagao do ftltro.

4.4 EXEMPLO

Para mostrar a validade do modelo sugerido e a eficien-
eta do fitltro de Kalman, como estimador, aprzsentamos a seguir um

exemplo.
Seja um sistema com resposta de impulso
glt) = K exp(-t/T) (4.13)

onde:

K é constante 2 igual a 1 (K=1)

T parametro que segue uma ezponencial com T(k+1)=aT (k)
onde a=1,01 e T(9)=1,0

e uma entrada senoidal
ul(t) = sen(At) onde A = constante

Este sistema fot simulado, assumindo diferentes valores
para a variancia do ruido que atua nas medidas, e os resultados cb
tidos tomados como leituras para aplicdg&o do Filtro de Kalman ge
neralizado a diferentes modelos propostos, para estimagao dos pa-
rametros desse sistema. Verificou-se que, para valores pequencs da
variancia, resultados satisfatorios sao obtidos com o uso deste

Filtro. A medida que a variancia do ruido aumenta se faz necessa-



rio 0 uso dos filtros {terados, como se vé a saguir, no exemplo
em discussao, assumindo-se v(k)=2(0, 0,01) e tempo de amostra-

gem T, = 0,3 segundos.

Os resultados da apliccgao dos filtros a diferantes mo-
delos, assumindo-se ruido e tempc de amostragem conforme o propos

to acima, sao discutidos a seguir.

Modelo 1 - o parametro T(k) ¢ suposto desconhecido |,
mas constante. Um valor errado, vara o parametro a, a=l, ¢ as-

sumtdo.
As equagoes para o Ffiltro saoc eseritas como:

K(k+1)

I

K{k) + wl(k) - (4.14)

T(k+1) = T(k)} + wz(k) : (2.15)

ecom medidas

t' Pr=} '
f “xk)eTETR) ety at o+ w(k)  (4.16)

-_—

y(tk)

Dentro deste modelo dots casos sao, ainda, considerados:

a) a variancia do ruido yp (QPZ(wZ wng) é tomada como:
Ep(k) = dtag.(0,, 2,)

b) a variancia do ruido 2 (L?zth UZJT) ¢ tomada como:
Zp(k) = diag.(0,9 , §,01)

0 ruido (k) & assumido para os dois casos como N(O,

0, 01).

Os rzsultados obtidos, considerando-se estes dois casos,
sao mostrados na figura 4.1, na gual se verifica que, para o pri-
mgiro caso, eziste uma grande diszrepancia entre os valores esti-
mados e o0s valores reais de y(t) . Também os valores estimados

para T(k) possuem erros acentuados. WNo segundo caso, onde se ag



sume um ruido para compensar os erros introduzidos, por nao se to
mar o verdadeiro valor de a , o0s resultados obtidos aproximam=—
~se mais dos valores reats ficando clara a importancia de sz con-
sitderar a existencia de ruido, nas equagbes dos parametros, para
compensar 0s erros, que sao causados por incertezas nos parametreos

dos modelos assumidos.
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Melhorias sao introduzidas nos resultados obtidos, para
o-caso B apresentado, quando se faz uso do filtro iterado. UNes
te modelo, devido ao fato de existir nao-lineartdade somente na
equagao de medida, so as iteragoes locais terao importancia. As
figﬁras 4.2 mostram os resultados obtidos, para os dois casos des

te modelo, usando-se o filtro iterado. Comparando-se estas figu-



ras com as fitguras 4.1, verifica-se que melhores resultados sao ob

tidos com o uso destz filtro no caso 1b , enquanto que, para oca

so la , estas iteragoes nao sao suficientes para compensar o er

ro introduzido, por se considerar o modelo tnadequado.
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Figuras 4.

Modelo 2 — neste modelo, a equagao correta para evolu—

gao do parametro T(k) ¢é condiderada, fazendo-se o = 1,01 . Des

te modo as equagoes para o Ffiltro sao escritas:

K(k) + w,(k) (4.18)

i

K(k+1)

T(k+1) = 1,01 T(k) + wZ(k) (£.19)

e com as medidas descritas pela equagao (4.16).



Assumindo Ep(k) = dtaz. (0, 0) , e apZicandoFse os fil
tros de Kalman generalizado e genzralizado com iteragoes locais as
equagoes (4.16) (4.18) e (4.19), obteve—se os resultados que sao
mostrados na figura 4.3 . Comparando—-se os resultados obtidos com
0o uso deste modelo, com os resultados anteriores, verifica-se que
os ora obtidos sao melhores, como era de se esperar, uma vez que

as equagoes corretas para evolugio dos parametros com o tempo fo-

ram considerados.
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Figuras 4.3

Modelo 3 - neste modelo « tambem é condiderado desco-

nhecido, e as equagoes para o filiro sao escritas como:

K(k+1) XK(k) + wl(k) ' (4.20)
T(k+1) = of(k) T(k) + uz(k) (4.21)

al(k+1) = a(k)+ w3(k) (4.22)



¢ com medidas descritas velas equagoes (4.16).

Observa-se, agora, que existe nao-linearidade tambsm nas
equagoes de evolugdo dos parametros, o que significa que 0 uso de
iteragoes "smoothing” também poderao ser uteis na melhoria das es

timagoes obtidas.

Tomando=-se WD(k) = dtag.(0, 0, 0) e aplicando-se dife

rentes algoritmos de filiragem, obtém-se resultados que sao resu-—

midos a seguir:

a - filtro generalizado
Os resultados obtidos com o uso do filtro generalizado
sao apresentados nas figuras 4.4, e onde se verifica que existenm

grandes discrepancias entre os valores reats e os valores estimados.

I\ 7
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]
1.8 ' 0.6
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Figuras 4.4



b - filtro generalizado com "smoothing"

Os resultados obtidos com o uso do filtro com'"smoothing"
sao apresentados nas figuras 4.5 2, de uma andlise destas figuras
verifica-se que, com o uso destas iteragoes, os resultados obti-
dos sao sensivelmente melhores, emdora ainda apresentem erros sis

tematicos (bias), para alguns parametros.

1 T T

(A
Vi .

1.000 54.509 120. 308
TIS, 4.5 Y ISTIAS T ¥ 2ENL - #OM1O 3

2.9

7
-

s

2.3 o %
i
1.99% 53.59€ 120.009 i

TI6. 4.5D ALTA RIAL. ALTA ISTIMDO, VARIMNCIA - WOMCLO 3 !

1.806 50.5% 190,096
r1G. 4.5C T BLAL. T LSTIMRDO. VARIAMCIA - BODLLO 3

e — filtro generalizado com iteragoes locats

Sendo a nao-linearidade da medida muito mais acentuada
que a nao-linearidade existente nas equagoes de evolugao dos para
metros, é razoavel esperar-se que os resultados obtidos, com o uso

desse filtro, sejam melhores que 0s do caso anterior, o qua = con



Firma pelos resultados obtidos para este caso e que sao apresenta

dos nas figuras 4.8
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Figuras 4.6

d - filtro generalizado com iteragbes locais e "smooth -
inglf
Os resultados obtidos com o uso destes dois tipos de i-
teragoes conjuntamente sdo, em alguns pontos, melhores que os an-

tertores. Mas, de modo geral, podem ser comparados em qualidade

com os obtidos no caso anterior, onds somente iteragoes locais s
usados, principalmente se considerarmos que o esforgo computacto-

nal dispendido neste caso é muito maior do que aquele dispendido

no caso anterior.



4.5 CONCLUSOES

Dos resultados apresentados neste capitulo, conclui-se
ser o filtro de Kalman generalizado iterado um método que possul
grande flezibilidade na estimagao de parametros desconhecidos, e
que, por suas caracteristicas, é mutto adeqﬁado para aplicagoes
em situagdes onde uma estimativa de parametros "on-line" se faz

necessaria.



APZNDICE

IMPLEMENTACAO DOS FILTROS EM COMPUTADOR

0 programa apresentado a seguir executa o0s algoritmos a
: g g c

presentados no capitulo I, deste trabalho.

~ DESCRICAO DO USO

- parcmetros de entrada:

aw - eodigo do periférico usado para saida dos resultados
ILOC -~ numero de iteragdes locais

SMOTH =~ numero de iteragoes smoothing

N - dimensao do vetor de estado

IR - dimensao do vetor de medidas

XFZZRO - valor inicial para o fiitro (Z(1/0) com dinesao nzl
VZERO - diagonal da matriz da varianeia inteial X(J/O)

VARW - variancia do rufdo w(k), com dimensdo nzl

VARV - variancia do ruido v(k), com dimensao IRzl

YZERO - medidas do sistema, com dimensao IRxl

- parametros de saida
XFZ - valor estimado x(k+1/k+1), com dimensao nzl

VXFZ - diagonal da matriz, que representa a variancia X(k+1/k+1)



~ SUBPROGRAMAS NECESSARIOS

Subprogramas para inversao e multiplicagdo de matrizes,
e subrotinas para calculo das fungoes e suas derivadaes, em cada -

ponto.
SUBROUTINE FUNCF (4,A,II,X)
SUBROUTINE DERIVF (7,A,II,X)
onde:
N - dimensao do vetor A4

A - vetor dos pontos cnde a fungao ou a derivada deve

ser calculada
II - numero inteiro que representa o instante t

X =~ vetor e matriz que contém respectivamente os valo-
res da fungao em FUJCF e derivada em DERIVF, calcu

ladas nos pontos dados por A.

SUBROUTINE FUNCH (IR,N,B,II,X)
SUBROUTINE DERIVH (IR,H,B,II,X)
onde:

IR e ¥ - definem as dimernsoes das varidveis de entrada

v 4
e saida do subprograma

B - vetor dos pontos onde a fungao que representa

as medidas e suas derivadas devem ser calcula

das
Ir —~ numerc inteiro que representa o instante ty
X - vetor e matriz que contém, respectivamente em

FUNCH e DERIVH, os valores da fungao da deriva

da, calculadas nos pontos dados por A.



SUBROUTINE SVARW (7,4,II,X)
SUBROUTINE SVARV(IR,A,II,X)

Constroem respectivamente, as matrizes W(k) e V(k). em
3

cada itnstante tk

onde:

4 e IR - definem as dimznsoes das variaveis de entrada e
satda das subrotinas SVARW e SVARV respectiva-
mente

A - vetor de dimensao N ou IR, com os valorzs dos
rutidos w(k) ou v(k)

II - numero inteiro que representa o instante £

X - matriz da variancia W(k) ou V(k) conforme a

subrotina utilizada

- DIAGRAMA DE BLOCOS
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@

PROGRAMA PARA CALIHULY DD
FILTRO DE KALMAN GENERALIZADD

waw MATRIZES DB DIMENSAQ ¥ X N
DIMENSION FD(B;3),VXFZ(3;3),TI{3,3),PI{3,3);VXFZER(B:3),VARNF(3,3)
*,FDI(S'3))F($,3)
DIMENSION VZERO(3)
DIMENSION AVXFZ(3,3),VXFZA(3,3),AUX(3,3),ACA(3,3),ERROV(3,3),ACAT(
#3,3),AINT(3,3),AAINT(3,3)
#»%%# MATRIZES DE DIMENSAQ IR X IR
DIMEINSION VARVE(1,1),¥I(1,1)
e MATRIZES DE DIMENSAO N X IR
DIMENSION HDT(3,1),XI¢3,4),CA(3,1)
#4% MATRIZES DE DIMENSAO IR X ®
DIMENSION HD(1,3),H(1,3)
x%% MATRIZES DE DIMENSAQ ¥ X 1 OU U X N
DIMENSION XFZ(3),XFZERO(3),4EDIARA(3), VARA({3)+4K(3),XZREAL(3),21(3)
5, XREAL(3) ,MEDIWR(3) »VARAR(3) ,MEDIVR(3),VARVR(3),ETA(3),DELTA(3) ,RL
#0CAL(3)
DIMENSTON XFZA(3),LXX(3),4%XX(3),ERR0¢3),PES0(3)
®x+% MATRIZES DE DIMENSAQ IR X1 020U ¢ X IR
DIMENSION MEDIAV(L),VARV(1),VK(1),YREAL(1),YZERD(L),WI(L1),LX(1),MX
#(1),YESTIM(1),FAToR(L)
REAL MEDIAW,MEDIAYV
INTEGER ALIS,SMOTH
NARSLIST/NAMA/NNA
NAMELIST/NAMI/ILOC,SM0TH
NAMELIST/NAM2/Y,1IR
HAMELIST/NAMI/XFZERQ, VZERD
HAMELIST/NAM4/VARW, VARY
READ{24,NAMD)
READ(24,NAM1)
REZAD(24,N8AM2)
READ(24,NAM3)
READ(24,NAM4)
#»% PREENCHE MATRIZ DA VARIANCIA INICIAL
D0 345 I3d=t,N
DO 345 Ia=1,N
3345 VAFZIER(I3,I4)=9,
D3 348 I3=1,4
345 VXFZER(I3,I3)=VZERO{(I3)
#e% INIZTALIZACAO DO FILTRO
LRECZ=1
ALIS=D
GO I0 200
*#% INIZIO DA RECORENCIA
201 DO 292 LREC=2,199
ALIS=D
294 CALL FUNCF({M,XFZ,LREC,XFZERD)
CALL DERIVE(M,XFZ,LREZ,FD)
s## JALCULO DA MATRIZ FI (FD) TRANSP0STA
DO 17 I=1,N
D0 17 J=1'N
17 FDT(¢I,J)=FD¢J,1)
CALL MAPRO(FD,VXFZ,TI,N,N,N)
TALL MAPRO(TI,FDT,PX,Notisi)
CALL SVARWE (N, VARW,LRECS,VARAF)
DO 13 I=t1,N
DO 18 J31,N



18 VXFZER(I, J)=PI(I,J)+VARWF(I,)
#E% FIM DO CALCULD DA VARTANCIA
wad LUICIALIZACAQ DO FILTRO DADO ESTADO X(K+1/K) E VARIANCA X(K+1/K)
##% PARA LREC=1
209 DO 77 I=t,u
77 ETA(L)=XFZERO(I)
C ##% ENTRADA DA MEDIDA ATUAL
C *%% TESTA 0 VALOR DO DETERMINANTE DA MATRIZ YT
IF(ALIS . NE,8)G0 TO 132
READ(22,1@3)(!ZFRO(I) I=1,1IR)
192 DO 338 1=,
338 XFZA(IL)= xech)
C »#»% INICIO DAS ITERACOES LOCAIS
DO 78 L=1,1L0C
CALL DERIVH(N,IR,ETA,LRED,HD)
CALL SVARV(IR,VARV,LREC,VARVF)
C ®#%» TRANSPOR MATRIZ H
194 DO 19 I=q,YN
DO 19 J=1,1IR
12 HDTCI,J)=HD(J,I)
CALL MAPRO(VXFZER,HDT,XI,N,N»IR)
CALL MAPRO(HD, XI,YI,IR,N,IR)
DO t1 I=t,IR
00 11 J=1,1IR
11 YI(L,J3)=YICI,J)+VARVF(I,))
CALL MINVCCYI,IR,D,LX,MX)
IF(D.NE,B,) GO TO 723
i25 WRITE(NW,724)LAREC
724 FORMAT(!) EXETUCAQ INTERROMPIDA D=0, MATRIZ SINGULAR, LREC=',1I4)
GO ro 336
723 CALL MAPRO(¢XI,YI,CA,N,IR,IR)
C *#% CALTULO DO ESTADO X(K+1/K+1)
CALL FUNCH(IR,N,ETA,LREC,YESTIY)
DO 79 I={,N
i9 DELTA(I)=XFZERO(I)=ETACI)
CALL MAPRO(HD,DELTA,FATOR, IR, N,1)
DO 12 I=1,IR
12 WICI)=SYZERQ(I)=YESTIM(I)=FATOR(I)
CALL MAPRO(CA,WX,ZI,N,IR,1)
DO {3 I=i,N
13 XFZ{I)=XFZEROCII+ZILT)
DO 89 T=1,N
% ETALI)=XFZ(I)
i 8 CONTINUE
C ##% CALCULO DA VARIANCIA X(K+1/K+1)
CALL MAPRO(CA,HD,TI,N,IR,N)
DO 14 J=1,N
DO 14 I=g,N
IF(I=J)15,16,15
15 TICI+J)=1.=TI(L,2)

e ReNe!

GO TO 14
15 TICI,J)==TI(I,J)
1% CONTINUE

DO 337 I=t,N
DO 337 J=1,N
337 VAFZA(I,J)=YXFZ(I,J)
CALL MAPRO(TI,VXFZER,VXFZ,N,N,N)
C #s» TERMINO DA INICIALIZAZAQO DO FILTRO PARA LRECS 1
IF(LREC.EQ.,1)G0 TO 223
IF(ALIS.EQ.SM0TH)IGO 10 283



c
C

w3 INICIO D0 SMOTHIWG
»# CALCULO DE XK(K) ALTSS
CALL DERIVF(N,XFZA,LRECS,FD)
DO 28 J=i,48
28 FDT(I,J)=FD(¢J, 1)
DO 29 I=t,N
DO 29 J=1;ﬁ
29 AVXFZ(I,J)=VyXFZER(I,I)
CALL MINVICAVXEZ,N,D,LXX, ¥ XX)
IF(D.EQ,D2,) GO T3 725
CALL MAPRO(VXFZA,FDT,AUX, NN N)
CALL HMAPROCAUX,AVXFZ,ACA,NpNoN)
C w#w CALTULQ DD ESTADD X(K/K+1)
DO 39 I=t,N
39 . ERRO(IN=XFZ(I)=XFZERO(I)
CALL MAPROCACA,ERRO,PESQO,N,N,1)
DO 31 I=1,N
31 XFZ{I)=PESO(I)+XFZA(T)
C #ww» CALCULO DA VARIANCA X(K/K+1)
DO 32 I=1,N
DD 32 J=1,8
32 ERRIVII,JI=VXFZ(I,J)=VXFZER(I,J)
DG 33 1=1,N
DO 33 J=1,N
33 ACAT(L,J)=ACA(J, T) :
CALL MAPROCACA,ERROV,ATNT, N,N,N)
CALL MAPROCAINT,ACAT,,AAINT, NN, N)
00 34 I=],N
DO 34 J=1,N
3% VXFZ(LsJY=VXFZA(L,J)+AAINT(I,J)
ALIS=ALIS+1
Go I0 294
C »## SAIDA DOS RESULTADOS
283 WRITE(NW,199)Y(XFZ(I1),I=1,4)
ARITE(NW LMY (VXFZ(I, 1), I=1,80)
IF{LREC,EQ,1)G0 TO 241
292 CONTINUE
339 CONTINUE
109 FORMAT(3E14.38)
124 FORMAT(E14,.8)
END

*
3



292

19
617

SUBRDUTINE FUNCE(8A,11,X)
DIMEMSTION A(MN) X))
X{1)=A(1)

X(2)=A(3)%A(2)

X(3)=A(3)

RETURN

TAND

SUBROUTIMNE DERIVF(N,A,II,X)
DIMENSION A(M)»X{N,N)
X(1,1)=1,

X{(1,2)=0,

X(113)=ag

X{2,1)=0,

X(2,2)=A(3)

X{2,3)=A(02)

X(3,1)=2,

X{3,2)=9,

X{3,3)=1,

RETURY

&dD

SUBRJUTINE SVARAF(Y,A,IL,X)
DIMENSTION X(N,N),A(N)

D3 52 I=1,H

00 59 J=g,5N
IF{1=J)10,20,10
X(r,J)=ACD)

GC TO 59

X(1,Ji=2,

CONTINUE

RETURN

mAn
LND

SUBROUTINE SYARV(IR,A,II,X)
DIMENSION XCIR,IR),A(IR)

DY 524 I=1,IR

DY 58 J=1,1IR
IFCEI=J)19,20,12

X{I,J)=A(CI)

GJ Io 592

£(r,J)=9,

CONTINUE

AZTURN

END

SUBRQUTING FUNCH(IR,N,3,I1I,X)
DIMZNSION X¢1},8(¢3),Vv=C1{1)
COMAON/FUN/AC3), TLINHA,FREQ
EXTZRNAL FUNL

DY (A I=t,N

A(I)=8(I)

DELTA=8,3

TLINHASII¥DELTA

FREI=A,.5

K=3

A=4,1

KK=K»Il

XI=3,

YIzaa

HN=1 .

CALL RKZ2(FUNL1,H,XI,YI,KK,NN,VECY)

XL1)=SVEZI(Y)
RETURHN



19

LNAMD
SNAMIL
ANAML
SNAM3
&NAMSG

END

SUBROQUTINE DERIVH(N,IR,B,II,X)
DIMENSION X(1,3),B(3),VEC2(1),VEC3(1)
COMMON/FUN/AC3), TLINHA,FREQ

EXTEZRNAL FUN2,FUN3

D0 19 I=t,N

A(I)=8(I)

DELTA=3,3

TLINHA=II*DELTA

XI=0. ’

YIi=0,

FREQ=8,5

K=3

H=d,1

KKsK»II

NN=1

CALL RK2(FUN2,H,XI,YI,KK,NN,YEC2)
CALL RKZ(?UN3;H,XI'II;KK'NN(VEC3)
X(1,1)=VEC2(1)

X(1,2)=VEC3(1)

X{i,3)=a,

RETURY

END

FUNZTION FUNL(T,Y)
COMMAON/FUN/AC3) , TLINHA,FREN
FUNISA(L)#SIN(FREQ#(TLINHA=T) ) *EXP(=T/A(2))
RETURN

END

FUNCTION FUN2(T,Y)
COMMON/FUN/A(3),TLINHA,FREQ
FUN2=SIN(FREQ®(TLINHA=T))*EXP(=T/A(2))
RZTURN

gND

FUNCTION FUN3C(T, )

COMMON/FPUN/AC3), TLINYA,FREQ
FUNISA(L)#SIN(FREGR (TLINHA=T))#EXP{=T/A(2))58T/(A(2)4#2)
RETHRY ;

END

NW=52,&END
ILOC=1,540TH=1,%END

M=3, LR=1,%END
XFZZR0=0A.7,7,85,2.9,VZIER0=04,04,9,24,3,34,&END
YARA=D,,0,,0,, VARY=0,31,%END
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