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RESUMO- BE-1

Resumo

OCs cédigos convoluclionais desde sua descobertia na década de
50, ainda n3o apresentam uma estrutura matemstica definids, apesar
dos esforgos despendidos até o momento. Neste itrabalho, através do
model amento dos codificadores convelucionais via equacBies de
estados e de saida (sistema din&mico linear discreto e invariante
ne tempol) apresentaremos algumas caracleristicas novas quanto as
propriedades estruturais e de disténcia dos mesmos.

| Em primeiro lugar, um estudo da estabilidade desta classe
de codificadores baseado nos pdlos de sua fungio de transferéncia
de malha—aberta seré apresentado. Para isso, estaremos utilizande
do Diagrama do Lugar das Raizes. Como consedquéncia,
classificaremos os codifilcadores convolucionais denominados &Stimos
bem como os subdtimos.

Em segundo lugar, uma analise dos codificadores
convolucionais quanto as caracteristicas de serem controléaveis
e/ ou ocbhservavels & realizada. Decorrente desta analise,
apresentamos uma tabela com a classificagBoc dos mesmos.

A partir da analise da controlabilidade destes
codificadores, a Lécnica de Alocagio de Pdlos & introduzida
naturalmente. Quande o© codificador convolucional & estiavel o
controlavel, & possivel operar sobre os pdlos do mesme de modoe a
transformé—lo em um sistema “instavel”™. Para isto, basta aplicar
um ganhe de realimentagic ne sistema de malha-fechada do

codificador.
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Alravés da AlocacBo de Pélos o codificador convolucional
resul tante apresenta a caracteristica de cifrador, uma vez que
este ganho de realimentaclo provocaré al £er acSes nas
caracterisiicas funciocnais tais como, nUmero de ramos que entram e

saem de estado e o pesc de Hamming destes ramos.
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DNoetract

Since the proposition of convolucional codes in the fifties
a lot of research has been done on this subject. Although the
aefforts so far this class of codes lacks an algebraic structure.
In this work by use of state and ocutpul equations of a dynamic
linear system model new siructural an distance properiies are
presented.

First of all, the stability analysis of this class of codes
based on the poles of its open loop transfer function is presented
where the root locus diagram is employed. As a consequence, a
classification of the oplimum as well as the sub-opitimun
convalutional codes as stable or not is realized.

Second of  all, an analysis of controlability and
observability of convolutional encoders is done. From this, a
classification of some convolutional encoders as
contrelable-cbservable is realized.

From the controlabllity analysis of these encoders, Lhe
Poles Placement technique is introduced. When Lhe encoder is
stable and conirolable it is possikble Lo introduce as feedback
gain such that iLthe system can be classified as “instable”. By
doing this the new encoder presenis the characterislic of a cypher
commonly used in coryplographic systems. Az a result of the
feedback gain, strutural and distances properties of the encoders
are changed such that the encoder can be viewed as an encipher and

vice~-versa.
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1.1 Introduciao

O avango das comunicag®es tem aumentade a demanda por
sistemas cada vez mals eficientes tanto na seguranca como na
confiabilidade dos dados a serem transmitidos.

Neste trabalho apresentaremos um modelamento através de
maquinas de estados finitos. Propomos uma analise de estabilidade
e aplicagio de controle a sistemas de comunicag@es codificados
Cutilizando cddigos convolucionais), de modo a garantir uma
configuracio mais robusta.

O bloco codificador mais canal de comunicagBes pode ser
visito como um sistema dinfmico linear discreto e invariante no
tempo descrito por suas equagles de estado e de saida. Por isso, a
importéncia da classifica¢3co quante a estabilidade e controle para
caracterizagio de suas limitagBes, potencialidades e robustez.

Para que o zistema de comunicacBes seja conflavel, os
codificadores convolucionais devem ser representados por sistemas
dinamicos lineares estivelis. Esta caracteristica traduz o
comportamenlo invariante do sistema. Caso o sistema seja instéavel,
implicaréa que o cddigo convolucional apresenta uma. baixa
capacidade de corregfc de erros conduzindo desta forma a sistemas
de comunicacBes nic confiiveis.

Assim, o problemsa que estaremos enfocande nesite itrabalho
pode ser c¢olocado da seguinte forma: Assuma que de um sistema

linear discreto
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XCk+12> = Ax{Ck> + Bulk>
R SF S
yiks = Celkl

conhegamos os pdlos da fung8o de transferéncia de malha-aberta, ou
equivalentemente., as raizes da eguagfo caracteristica do sistema,
detClzl - AlD = 0. Suponha gue este sistema possua uma raiz
preferencial de operacZo. Assim, quanto mais afastada do centro do
circule de raio unitéario estiver esta raiz maior seréd o grau de
instabilidade do sistema.

O sistema permanecersd neste ponto de operagio (raiz
preferéncial) a menos que seja aplicado um funcional (por exemplo
um ganhol para desloc&é-lo deste ponto de operagfo para um outro
ponto seguindo o Diagrama do Lugar das Raizes. De acordo com este
ganho, © novo ponto de operagfo poderi estar préximo da regifo de
instabilidade do sistema. Entretanto, notamos gue ndEoc  hé
necessidade de “instabilizar” os pdlos do sistema para conseguir
um comportamente atipico. Mesmo sem alocar pélos instévels, foi
possivel abter codificadores convolucionais com desempenho
quase-Slimeo e apresentando a caracteristica de um bom <ifrador.
Com um alio ganho conseguimos que o codificador passe & operar
como um codificador convolucional catastrédfico.

Qualquer periurbacEe pode levar o sistema a apresentar um
comportaments totalmente imprevisivel gquando operando préximo a
regific de instabilidade. Para que esie fendmeno n¥c aconteca, &
necessaric que um controle seja aplicade ac codificador com =a
finalidade de manlté-lo neste ponto de operacio. A efetividade
deste conirole estd fortemente ligada as caracteristicas impostas
pelo problema de aplicag8o. Por exemplo, para o problema em m3os,
corregdc de erroscsoifragem, gostariamos que pele menos  um

subsistema {osse controlavel e-sou observavel para gque posSsSanos

22
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atuar diretamente naqueles estados onde estas caractieristicas sdo
satisfeitas. Assim, se F € um funcional sendo aplicado, entic este
funcional seré responsavel pelo deslocaments do ponto de operagio
inicial €estavel? para o ponto final Cinstavell.

Este deslocamento dos pdlos de malha-fechada, raizes da
equacBo caraceleristica, foi feito uwutilizando a Lécnica de
Alocagio de Pblos via Diagrama do Lugar das Raizes para o calculo
do ganho necessaric a ser aplicade. A utilizagfo destes conceitos
apresenta uma nova, concepgio cde realizagio de zistemas

criptograficos através da realimentagfo no estade do codificador

convolucional.
I.2 Coéddigos Convolucionais

Um codificador convolucional (n,b,k2 & composto de k
registros de deslocamentos, n somadores médulo g, gue & também o
nimerce de saidas do codificador, e b entradas g-arias. Como
exemplo, considere n = 2, k = 3 e b = 1. A Fig.l.2.1 mostra um

codificador convolucional (2,1,33.

€4
Ecenoct,ores [+

u o { :I +}—_3, ¥,

entrade Hﬁ_ﬁ4 j E ] gcz) s&;daﬁ

L7 | S y
. ?

regis tradores

F4

A
de coperadores

deslocamento
booleancs

Figura 1.£.1. CODIFICADOR CONVOLIUIICIONAL DE TaXa R = 42 E K = 3

O regisitros de deslocamenio sdc alimentados através da

sedquéncia de informagfo u. {fada componente de u & deslocada uma de

y=)
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cada vez aocs registros pelo pulsoc do “reldgice” de sincronismo.
Note que uma determinada componente de u apds (éc-i-i) desl ocamenl.os
deixara de exercer qualgquer infludncia sobre as subsequéntes
componentes de wu. Cada um destes registros pode ou ndo estar
ligado ao operador ldgice booleano que define a saida parcial do
codificador. A operag3c sendo realizada € a "ou exclusive” enire
o8 conteldos dos registros que sstio ligados a esta saida, dessa
forma gerande um vetor de sequéncia de saida do codificador.

Definindo a relag¢ioc entre o nimerc de componentes da entrada pelo

ntimero de componentes da saida por r = b/n tLemos a taxa do
codificador convolucional. Denoctaremos por ¥y o velor de saida
codificada, por g ¢i o vetor de ligagfoc do registro de

i

deslocamento i com a safda j C(onde "O" indica que ndo ha ligagfo,

e 1" gque h&a ligag&Eal.

A partir de u, ¥y e g obtemos as equagBes de codificacio

¢ i <j3
y 1 = u e g’ J.z. 0

onde ¥ indica conveolugio, isto &,

¢ §o

" [
- . i
b Loy v 9,
Lt =0

19

i=1, 2, ..., n I, 2. 2.7

. < €3
Podemos arranjar as sequéncias geradoras g ' de modoe a formar uma

matriz geradora semi-infinita G do céddige convelucional., Esia

matriz & dada por

L4y tZ (n3 c1) iz (no §
. . . SRS < RRREIRY <
€T 1.2. 3
¢4 (23 {n 4y (23 L
% 4 4 m m m
" J

Na forma mailricial, a seqgquéncia de saida codificada ¥y esia

relaciconada com a sequéncia de entrada u através da matriz
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geradora & da seguinlte maneira

¥y = u . 1E, B. 4
Note gue as saidas do codificador deverfio ser multiplexadas para a
ordenagic das mesmas. Deste modo, podemos apresentar a sequéncia
de saida como sendo formada por sub blocos de comprimento n. Por
ocutro lado, a sequéncia de informag8co u também serd formada por

sub blocos, porém, de comprimentc b onde b £ n. Assimnm,

(F TN+ ) (b B by £
u = (u u R S S U ..U, ...z U
1 1 1 2 2 z i
. 2.5
=y S ) oy 2 trd R L]
¥y = (y Y A . Yo ... Y ...)——yt

Usando o codificador convolucional da Fig.1.2.1, temos um

ctdigo convolucional com taxa r = 1/2 & k = 3 com as sequéncias de

ligacZo g' = [1 © 11 e g° = [1 1 11. Para uma sequéncia de

informagio com cinco bits, temos uma mairiz G » onde s
{b¥sIMN{k+E—%}

& o numerc de biits na sequéncia de informagBo u. Portanto, a

matriz
T 1 & 41 i 4
i 1 O i
= i 1 & 414 1 1
BHi4
i i O i1 41 1
1 41 © 1 1 1

Como resuliadoe da muliiplicag¢io matricial u . G temos a
sequéncia de =msaida ¥y = 11,01,00,10,015.
Obtemos © mesmo valor de y se usarmos a operagio de

convoluglo, isto &,

yi = 13 % gj {onde j = 1,20

onde ,
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y1=(101113aec101)=10010
y2=(101113*t’111}#11001.
com
v & © & u
yl i -2
.2, &
=y eu @& u
L L L-1 t-2”
onde @ = médulo 2, para 1 < 1, u = 0. Note a necessidade de

multiplexacdo sntre y" e yz na obtencio de y.

A linearidade das operac@es acima garantem & linearidade do
cédigoe convolucional e a propriedade do fechamento, se valida,
garante isto de um modo mais formal:

Propriedade do fechamento - Dadas duas palavras-cédigo Yy, e
yj , de um céddigo linear €, sua soma algébrica também
esta em €, isto &, yia yj = yp, onde yp pertence ao
conjuntoe de palavras—cddigo.
sejam yi=ui.69y$#uj.6
ent o yia}rj=ui. G@uj_. Gw(ﬁui@uj) « G
e, ainda u, & ?u‘j = up gque perience ao conjunto de
vetores de entrada de dados com dimens3o igual a b.

Dadas estas caracteristicas do codificadeor convelucional
podemnos, portante, afirmar que a salida de um codificador
convolucional ¢ dependente da entrada atual e do conteddo de seus
registradores de deslocamentos. Logo. a linearidade do codificador
convolucional invariante no tempo, aliade & caracteristica da
dependéncia da saida com ¢ conteldo des registradores, leva—nos a
um models de maéguina de estados finmiteos e invariante no lempo,
isto &, uma magquina de Moore,

Deeste modo, em qualgquer instante r, o estado & uma fungBo da

32
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entrada,
ECry =8¢ {uCr2, wer-12, ..., ulr-k+133 .z, ?

e a saida € uma funcic que depende do estado, regisiradores de

deslocamento e da entrada no instante r,
y(rd = F (ECr2>, ulr2,r) a2 8

A sequéncis de saida depende do contetde dos k registradores
de deslocamente & o contefdde dos (k - 123 registradores de
déﬁlocam@hto 4 esquerda definem o estadc atual. Assim, tomando o
contetuds doz k-1 tliimos registradores temos o estadoe anterior.

Existem varias formas de representarmos as Lransigfes de
estados dos codificadores (Veja Fig I.2.2, 1.2.2, 1.2.45. S a uma
entrada =zero ("0"> definirmos um ramo que se abra do estado
anterior e suba no diagrama, e a uma entrada 1" um ramo que se
abra para baixo, e assim sucessivamente, teremos um diagrama
chamado de Diagrama de Arvore. Se por outro lado, acompanharmos a
evolucio deste diagrama, perceberemos que a cada (k — 123 entradas
do codificador convolucional, os ramos comegam & sSe repetir. Isto
conduz & uma ouitra maneira de representar estas LlransicBes de
estados denominada Diagrama de Treliga (Fig. I.2.3>2. Novamenie
percebemos que na JIreliga, a cada janela de tempo, tlodas as
transicBes de estados se repetem. Como uma maior simplificagdo,
chegamos ao Diagrama de Estados (Fig. I.2.40.

Note gque uma vez no estado se a seqguéncia de
informagio for nula, ent3o a saida codificada serd uma seguéncia
toda nula com peso de Hamming zero. Logo, o© autoe-rame | OO0 | da
Fig. 1.2.4 & também nulo. PFode-se mosirar que este ramo pode ser
particionado conduzindo ac Diagrama de Estados Particionados come

mostrado na Fig., I.2.8.
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Fig. 1.2.7 DIaAGRAMA DE ARVORE PARA r = £/2 E K = 3
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Fig.1.2.3 DIAGRAMA DE TRELICA PARA r = 4.2 E K = 3

144 140

> {10} 3
o000 104
Afrnrens
l ioo] 1,00} ¥ oo Egi

ast1 roy . O/10

% {ou €
Fig.l.2. 4. DIAGRAMA DE ESTADOS PARA TANA R = 1.2 E K = 3.

t

z OQ% > {1_0 i -+ ;Oi-—-[ ¥ o0

Fig. 1.2.5 DIAGRAMA DE ESTADOS PARTICIONADO PARA G

CODIFICADOR CONVOLUCIONAL R = 4.2 E K = &5

Dados Y, e yj, duas palavras-cddigo pertencentes a um
conjunio de palavras-céddigo €, definimos Dist&ncia de Hamming

dly ,¥ .2, onde i # j, comc sends o numeroc de posieBes onde as duas
L

0
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palavras diferemn.

Exemplo: d(1010,1101> = 3. As palavras s3o diferentes nas

posi¢@es grifadas 1 01 Oe 1 1 O 1.

Definimos Pese de Hamming como © numero de posigles de
qualquer palavra-cédige de um conjunto de palavras L, gue s3o
diferentes de zsro.

Exemplot O peso de Hamming de 1100 é 2. O peso de Hamming de
0111 & =2 e de 0000 ¢ zero.

Disténcia Minima de wum céddigo € ou de um conjunto de
palavraé ~chddige, € a menor disténcia de Hamming entre itodas as

palavras -cédigo deste conjunto. Denominamos

d . = min (dCy.L,ij} 2y, = y}) . 2.

mit

Exemplo: Seja € = { 100,110,010), a disténcia minima enire
as palavras deste conjunto & 1.

Da Fig.I1.2.6, note que a cada transi¢fio de estados no
di agrama de estados particionados, esti associada 34 E
palavra—cdédigo-ramc, bem come © correspondente peso de Hammi ng.
Pode—~se mosirar gque a combina¢fo codificador mais modulador mais
canal mais demodul ador forma uma magquina de estados finitos, onde
as itransicBes entre esilados apresentam uma medida Daz com D a
probabilidade de erro, a © peso de Hamming da correspondente
palavra—cddigo-ramo e z uma variavel qualquer.

A partir do diagrama de estados particionado podemos obler o
polindmic enumerador do cddigo, isto &€, os pesos de Hamming das
palavras—cddigs e a guantidade de tais pescss. Também & possivel

saber guantas entrads 1's ccorreram para esta palavra.
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Fig., 1.2.6 DIAGRAMA DE ESTADOS PARTICIONADO FARA O CGODIFICADOR

CONVOLUCIONAL DE TAXA r = 12 E K = 9
Por exemplo, no diagrama da Fig.1.2.86 seguindo o caminho

2 2
ooz oo D fe]
[ 00 ] {10 ] {01 ] { 60 |

temos portanto entrada 100 e saida 110111 com pesco de Hamming
igual a B.

As transigles entre os estados intermediirios do diagrama de
aestados particionado constituem os elementos da matriz A. os ramos
do estado nulo aos estadozs intermedisrios os elementos da matlriz
B, & os ramos dos estados intermedidriocs ao estade todo nulo na
extrema direita os elementos da matriz O, matrizes estas relativas
a (I.1.13,

Deste modo, temos as equagcBes de estados e de saida na sua
forma matricial dada por

®Cr+12 = AxCr3> + Bulrd

y({r> = Cx(r2 X.2.10n
onde (.2 & B sfo matrizes com dimensiso 3xd, .2 e { s3o matrizes
com dimensdc 1Ix3, A € wuma matriz com dimensZio 3Ix3. Para o

codificador convolucional relative & Fig., 1.2.8, as mairizes A, B,

3
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C, wr2 e wr2 s&oc dados por

uCr)-*{iu u u} C = [o D% o}
ri TZ rs
o p°z o© D’z £,
A= D O D B = C x(r2> = frz
Dz O Dz o £r

O polindmic enumerador YC(D,z2 ¢ obtido de (I.2.102,
resol vendo-se a equagio de estados, x(rJ, e substituindo-se este
valor em y(r2. Apds algumas manipulagBes algédbricas, pode-se
mostrar Qgque

5
Dz

5 & 2z 7 3
5155 = Dz + 8D 2" 4+ 4Dz ... I, 2. 440

YCD, 20 = T

A interpretacio de ¥UD,zD pode assim ser feita: um caminho
da pesc de Hamming © com wum bit "i"; 2 caminhos com peso de
Hamming 6 com dois bits ™17; 4 caminhos com pesc de Hamming 7 @
trés bits 1" & assim por diante,

4 caraclerizacic de um codificador convolucional guanto a
sey desempenho, esti diretamente ligada & disténcia minima entre
as palawa$;cédigo do conjuntoe por ele gerado e tambeéem pelo
algoritmo de decodificac8o utilizado.

A distancia minima permitenos indicar a guantidade de erros
de transmissio que € possivel de ser corrigida. Por exemplo, se um
c6digo apresentar disténcia minima igual a 2, isto indica que, no
conjunto ac qual ele pertence. todas as palavras—cddigo tém pelo
mencs  duas posicBes diferentes. Deste modo, o decodificador

consegue detetar um erre de transmlissio, mas com certsza, nio

e
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corrigird um Gniceo erro,

A capacidade de correcio de erros de um cé&iigo ¢ dada por

g, -1
L = mmmgm .2 A

Os cdéddigos convolucionals, desde a sua descobesrta por Elias,
ndo foram ainda estruturados algebricamente, Muitas proposigBes e
algoritmos de decodificaglio foram propostos, mas ¢ que apresenta o
melhor desempenho & o Algoritmo de Viterbi para decodificac3o por
maxima verassimilhanga.

Assim, utilizando o modelamento por equacBes de estados e
sistemas dinfmicos lineares propomos neste trabalho, através de
técnicas simples analisar a estabilidade e também aplicar um
controle nestes cdbddigos de maneira a estudar seu comportamento

coms um sistema linear.




CAPITULO II - ANALISE DE ESTABILIDADE

I1.1 Introducio e Definicdes

o objetivo deste Capitulo & apresentar algumas
caracteristicas interessantes guanto EY estabillidade dos
codificadores convolucionals quando vistos como sistemas dinamicos
lineares discretos. Oz conceitos que apresentamos agui s3o
dirigidos apenas a sistemas lineares discretos que utilizaremos
para analise dos codificadores convolucionais. Por exemplo, com
relacio a estabilidade os sistemas lineares podem ser analisados
de vaArias maneiras e usando diversas técnicas tais como o Gritério
de Jurvy-Blanchard, o Diagrama do Lugar das Raizes no plano
z—complexc e etc. Por outro lado, usando a fungZo de transférencia
destes codificadores, uma anilise no dominlio da frequénciaz baseado
nos Diagramas de Bode & Mygulist pode também zer realizada.

A esquematizacio de um codificador convolucional envolve
memérias ou registradores de deslocamentos que funcionam como
atrasadores retende a informacioc por um determinado tLempo.
Conectados a estas memédrias estio operadores 1d6gicossbooclesancs que
de forma combinacional combinam os conteltdos das memdérias e das
entradas proporcionando uma saida transformada ou codificada. Pelo
fato da saida ser um funcional do conteddo dinfmico das memdriasg e
dasz entradas fica definide o comportamenic do si S‘Le?.ﬁaw E=zte
funcional estabelece exatamenitie o comportiamenic de uma maquina de

estados finitos. Dada esta semelhanga € que modelamncs o
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codificador convolucional como um sistena dindmico = o

analisaremos come tal.

L]

Definicso I1.1.1. [1] Estado é o menor conjunto de elementos
necessarios para descrever um sistema para uma dada

condigHo inicial 1 = to

Definicfio I1I1.1.2 [11 Varifveis de estado ]xtCtBI & o menor
conjunto de varidveis gue definem um estado do sistema.
Dade o estado inicial em t = to, se forem necessirias
xOC‘LD,. .. ,xnﬂgt) variavels para definir completamentie o
estado futuro do sistema, © estado ser4d composto por n

el ementos.

Seja xectf) o estado inicial do sistema, ou o estade todo

nulo, como & comumente denominado.

Definic8o 1I1.1.3. [1] Espago de FEstados & o conjunto dos
velores de estado gerado por um numoero de velores igual
& N, ¢ numero de estados que também ¢ chamade dimensio

do espago.

O conceito de espago de estados permite descrever gqualquer

sistema por um velor de equagBes a diferencas denominadoe sistema

de equactes.

Definicdo II.1.4. [13, [2] Sistema Linear ¢ o conjuntoc de

equages lineares gqualguer gue descreve uma situacio
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fisica e estlo ligadas por caraclieristicas comuns. Se o
sistemna descrever uma situacio ndo estilica, & chamado

sistema dindmico linear.

Definicio 11.31.5.[21 Sistema de malha-fechada ¢ agquele cuja
saida junto & enirada interfere no comportamentc ou no
contréle do sistema. Quande a salida n3o interfere,
& chamado de sistemsa de malha-aberta.

uC kD yCkD
AxCkD

Fig. I1.7.1.818TEMA DE MALHA-ABERTA

uczo zXCz2 ¥(=z>
—yy BLZD **-/_:J GLzo s L -Ta-m« CLzl e

L

s HC=zD ¢

F 3

Fig.1l.1.2 sI1STEMA DE MALHA-FCHADA
Exemplo. Seja o codificador convolucional co(2,1,30 de taxa
r =18 e k = 3 com entrada binaria comoc mostrado na Fig.11.1.3. O
conteids dos registradores de deslocamentos 1 e 2, definem os

estados (no caso 00, 10, 01, 11; respectivamenie X X X, xab

i 2

- . k-
com numero igual a g = 25 = 4.

A  salda Y, depende do contelGdo dos registradores de

deslocamentos | 1 le | 3 | somados médulo 2. A saida y, depende do
conteddo dos registradores de deslocamentos [ 1 |, [ 28§ & | B |
somados mdédule 2. Assim definimos as fungBes geradoras do
codi i cador g, = {2 ¢ 11 e g, = f1 1 11. Desta forma, fica

estabelecids um sistema de malha-aberta doe tipo descritoe na

Fig.17.1.1, onde uwlk> representa < velor de enirada, x{k> o

Do
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estadoe, ¥ (k2 a saida e A a matriz de transicgic de estados do

sistema.

giﬂ{‘i C 1]

£

L X3

+
l ] saida ¥

|
—e L 1= T3]

l Y 1 saida }’2

W

+
entrada gz?‘-[i 1113

Fig.17.1.53 CODIFICADOR CONVOLUCIONAL OTIMO r = 1.2, K = 3.

g,= {1 011

. [

11 2 |3 |

g,= [1 C 13

Fig.1l.1.4 CODIFICACOR CONVOLUCIONAL CATASTROFICO r = 42, K = 3
Sejam ulkl o wvelor de entrada, x€(k2> o vetor de estados @
vk o wveltor de saida. As equagcles de estado sio definidas como um

conjunto de n+l equagles com n+l incdgnitas, isteo &,

x Ck+1lD = a x CkD + a xLk> + a M {kD + se0 + a »w k3
o oo © ol 1 oz 2 on n

¥ Ck+1D = a 2 CkD + aa %Ckd + a X LkD + vae + a x CkD
4 10 © i1 % 12 2 an n

M Ck+12 = a % LkD + a kD + a %Lk + ... + a x {k2
T ~ne O e £ ne 2 nn N

onde os coeficienies atj" representam as transi¢Ses de estados
entre o instante anterior e o atual. No caso particular onde o©
sistema linear representa codi ficadores convelucionals, o5
coeficientes o estic associados & funciEo de Bhattacharvya, D, &

3

ao peso de Hamming da correspondente palavra—cdadigo do ramo entre

os estados 1 e J noe instante de tempoe k., d'i' Matematicamente,
T
temos a | = Ddu.
ij
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Definicio 11.1.8. . Diagrama de Estados ¢ o gréafico do fluxe de

sinal entre as trénsi@ﬁas de estados.

Aplicando esta definic3c aos cddigos convolucionais, resultia
no grafico de fluxo de palavras—céddige na transiclio de estados.
Come custo de fluxe usaremos a fungio de Bhattacharyva e como

expoente o peso de Hamnming da palavra-cdéddigo de saida.

Exemplo. Para o codificador da Fig.1I1.1.3., a Tabsla 1I1.1.5
fornece as transi¢eles de estado causadas pelas entradas de O's

arou 1°s no codificador.

peso de

entrada estados registros satda Hamming

O o0 ¢ 00 o 0 o
1 ......... 10 ........ 100 ........ 11 .......... ;3

o ......... 01 ........ 010 ........ 01 .......... 1

1 ......... 10 ........ 101 ........ 00 .......... 0

3_ ......... 11 ........ 110 ........ 10 .......... 1

1 ......... 13 ........ 111 ........ 01 .......... 1

..6 ......... 01 ........ 011 ........ 10 .......... 1

o ......... 00 ........ 001 ........ 11 .......... 53

O ......... 00 ........ ooo ........ og .......... o
Tabela II1.1.5, cODIFICADOR CONVOLUCIONAL DE TAXA r = 42, K = 8

A evolugio temporal do codificador convolucional esta ligada
ac contetde das memdrias combinados por operadores ldgicos as
entradas. Como menci onado anteriormente, o contedds dos
registiradores define o estado do sistema no instanite de Llempo k.
por  iszso, ltomamos comoe variavels de estado o contelGdo dos

primeiros registradores, por exemplo.
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Exemplo. Ainda da Fig.I1I1.1.3, © nimerc de estados ¢ igual a

2 4, o diagrama de estados possui portanto 4 nés que

qk-i = 2
representam o% astadcs‘ do =istema dinamico. Devide & entrada
tGnica, b = 1, o numero de ramos dJue saem e chegam em qualquer
estade & igual a qb = 2 . A cada ramo neste casc associamos a
fungo de Bhattacharyya D exponenciada pelo pesco de Hamming da
safida da correspondente palavra-cddigo do ramo.

A Fig. 11.1.6 mosira o diagrama de estades associado ao

codificador convoluciocnal da Fig., 11.1.3.

144 £A40

r(mﬂ"— > i { » e
‘ 104

{ 21 |

[Teo ] arsa1 100
. L1 1 n

O 44 I | ost0

Fig.11.1.6 DIAGRAMA DE ESTADOS

Como ot codificadores convolucionais s8o lineares , o fluxo
na auto-malha do eztade Lodo nulo (xe2, € zero, isto &, guando no
estado todo nuloc () ocorre a entrada de um velor de informagic
contendo apenas Zeros, o contetdo dos registradores de
des]locanentos serid composto somente de zeros., Fazendo & soma
mé&dulo 2, ou a operacico booleana "ou exclusive" com zeros, o
resul tado sers zero. Portanto, n¥o h& Tluxe no ramo da auto-malha
em Lornc do estado itodo nuloc o gque nos permite particionar o
diagrama de estados da Fig 11.1.5 e obter o diagrama da Fig I7.1.°7
denominado Diagrama de Estados Particionado. Para b > 1 Leremos g

ramos saindoe de cada estado, excelo © estado tode nulo qgue por
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apresentar peso de Hamming nulo no diagrama de estados possul
apenas um ramo sainde em direglc aocs estados intermediarios
cutre saindo dos estados intermediirios para o astada tode nulo.
Como estaremos analisando cedificadores convolucionais nZe
zistematicos, sua representagloc (comec a de um codificador
convoluciocnal sistemét-ico) passa ser a de um sistema dinGmico
linear onde cada estade no diagrama de estados apresenta  um
bal anceamento de fluxos, isto ¢, apresenta a2 propriedade de que a
soma dos pesos de Hamming gue entram num estado € igual & soma dos
pesos de Hamming que saem deste estado. Caso contrario, chamamos
este nd de sorvedouro. Por exemple o nd 00 ou X, da Fig.11.1.7 da

esguerda no diagrama de estados

Fig.11.1{.7 DIAGRAMA DE ESTADGE ABERTO

particionade poderia ser visto come um exemplo de ndé fonle, mas
neste diagrama todos os ramos comegam no estade itodo nuio e
terminam no estadeo todo nulo &, deste modo, © nd da direita
poderia ser visto como um sorvedouro.

De posse de um vetor de entrada u, um vetor de salida y & um
velor de estados *, podenas definir os codiflcadores
convalucionais de maneira consistente, através do ssguinte modelo

de sistema dinfmico linsar discrelo:
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#Ck+1D> = ACkDIxCkD + BCkDuCkd
X1, 4. £
yCkD> = CCkIxCkD

A matriz de transférencia de estados A& possui ordem ca¥ -1
xcak“‘»r: e descreve as transicBes dos estados intermediarios no
diagrama de estados particiconado. A matriz de condig3o de enirada
B, ¢ de ordem Cz?.k"‘-—l)xi e descreve as transicSes do eslado zerc a
todos os estados intermediarios no diagrama de estados
particionado. A matriz condigfo de saida C tem ordem 152515 e
descreve as tranéic;’c’ﬁes dos estados intermediiarios para © estado
zero no diagrama de estados particionado.

O sistema dinAmico linear discretito definido acima forma um
conjunto de equagBes a diferengas de primeira ordem. Neste
trabalho, usaremos as matrizes A, B, C apenas contendo os
coeficientes constantes das equagBes a diferengas invariantes no
tempo. Isto implica que o© sistema dinidmico linear discreto €
invariante no tempo.

A solucHSo das equacBes a diferengas na sua fTorma geral ndoc &
cbtida de maneira simples, uma vez que itrabalhamos com somatdrios
que nem sempre podem ser aproxi mados por unceBes conhecidazs =
simples. Com o auxilio de computadores e, usando zlgoritmos para
facilitar a solucio, podemos obter resultados numericos muito
bons, mas quando desejamos uma resposta ou solugdio ndc numérica,
as dificuldades para uma boa aproximaglc sHEo quase sempre de
Aificil obtenc¥o., De modo a contornar estes problemas € 2 gue
utilizaremos os recursos de transformadas,

A funcBo Delta de Dirac 8(i2 € tal que para L = 0, &(L) = 1,
casc contraric & igual a zero, isto &, & um pulso de duragio

infinitamente pegquena de amplitude infinita cuja &rea & um (13,

e
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ocorrendo no instante ¢ = 0 ou nos instantes t = kT onde T & um
periodo qualguer, porém, fixe e k uma constante inteira gqualquer.
Ent%o, podemos fazer, para t = kT, SHCL-kTD = 0; para todo k
inteiroc, © que torna t um miltiplo de T. Portanto, uma forma de'
discretizar wuma fungo continua no tempo &, sem duvida,
multiplicéd-la pela fungZo Delta de Dirac SCL~kTr. © seu produio
pode, entdo, ser tomado como amostrado no tLempo com periodo T.

Em sistemas amostrados, como em sistemas discretos usamos a
transformada 2. Assim, multiplicande qualquer fungfc pela fungio
Delta de Dirac temos © valor desta fung@io a cada intervale de
tempo T.

Aplicande a Transformada &£ ao sistema dindmico linear
discreto e invariante no tempo, equagio €2.1.10, Lemos

Z [xCk+121 = Z [A x(k> + B ulk3]
Z LylkD] = Z [T (k2]

usande a tabela de transformada & , Lemos

H:

= AC=D A NC=z> + B W=D

Y(=z2 T Kz

it

resol vendo para X0z, lemos
XCz> = €zl - AXT'B UCzd
e, substituindo em Y(z2, temos,
YCzd = € CzI - AR Uz,
Assim, temos a seguinte funciio de transferéncia de malha-fechada

¥(z>
Ul =2

i

= Celz] - A =B = GL2D.

Podemos escrever (z) na forma fatorada como preoduto dos

seros do numerador e polos do denominador. Desta forma:
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bz + & oz + ,.,.. + bz + b
Gz = m—1 1 o
az" +a 2zt + ... +taz +a
n n-i 1 o
a transformada 2 % de 6Cz>, & '[6(z>3] = g(kD a matriz resposta aoc

impulso do sistema.

II.2 Estabilidade de uma Forma Geral e no Sentido de Lyapunov.

Definicdo I1.2.1.111,[21 Chamamos x_ ponto ou estadoe de
equilibric se, dado t‘a to, to o inicio da contagem do
tempo e tz um tempo qualquer, thO) = X_, ent¥o x(LI =

x_para todo L = tx’ desde gque seja um sistema fechado,

isto &, sem entrada.

Definicso I1.2.2 (11 Um ponto de equilibrioc ®_ = 0O & chamado
estavel no sentido de Lyapunov se para gualquer & > O
existir éCtD,sb > © tal que |}|x|] < &, implica que

[IxC> |} < & para todo t 2 % se &C&d independe de t_.

2 establilidade ¢ dita uniforme.

Definicéc II.2.3 (11 O ponto x & chamads ponto de
equilibric assintoticamente estivel se:stavel se:
ar & estével no sentido de Lyapunov;
5> para todo xCO0> inicial préxime a zero, x(i2 tende a
roro gquande L ltende ac infinito.
Se para a2 &{ed independe de i"o’ sntic dizemos gue

o sistemz ¢ uniformemente estavel assintolicamente.
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Se tomarmos um sistems bi-dimenzmional., por exemplo, 3s
definicBes acima garantem que o ponito de equllibrioc do sistema ®_
estd dentro do cifcuio de raioc & centrado om x,6 e =a regific de
estabilidade estid dentro de um circule de raio €, também cenirado
em x . Como nosso sistema se desloca no tempo, olhande no plano
gque contém este eixo veremos dols cilindros concéntiricos em x - A

Fig.I11.2.5 mostra esta colocagio.

4

\____-_,?t

* ﬁ#:\:/e/om‘q

Fig.I1.2.5. REPRESENTAGCAC DO CASO DE ESTABILIDADE DE UM

SISTEMA DINAMICO LINEFAR BIDIMENSIONAL

Definico 11.2.4.11.21Um sistema linear & estivel no sentido
de Lyapunov s o ponto de equilibric x = 0 & ezstavel no

sentido de Lyapunov, ists &, estiavel assintolicamente.

Definicfo II1I.2.5.111 Dado o espago wvetorial normado (V,.FD.
onde V & um conjunio, F & um corpo, dizemos que 1: RV
& uma funcio do conjunto dos resis R no conjunte V. O
o dominioc & limitado se existir M > O tal gue i!fitBii

= M gualguer que seja t pertencente a R, a respostia aoc
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estadoe zero do sistemsa.

oG
yCkd =z gk, id> uCid, Ck 2 k_.>
i%o

A matriz g ¢ chamada matriz de pulso.

Definicdo II.2.6.[2IDizemos que o sistema descrito & entrada
limitada-saida limitada C(ou BIBO bounded-input-boundsd-
outpuld estivel se dado o estado inicial X, = O, para
toda entrada limitada w(k2, pertencente ao intervalo
{ko,mﬁ, & saida y(kD for limitada para k > ko. ‘
HNa establlidade de entrada zero temos que para uwkd = 0, e

assim no sistema dindmico linear xCk+12 = A (k3 + B uCkd, k 2 O,

corresponde ac sistema ndo forgade =x(k+12 = Ax(kD. Podemos mostrar

que a estabilidade do sistema estsd diretamenie ligada z mairiz de
transig3lo de estados do sistema dinfmico linear gque estamos

estudando.

Definigéo II.28.7.01,2]1 A matriz de transig¢So ¢Ck,ka} & assim
definida
as ¢glk+i2 = éCk>¢Ck,k03,
e B ] detl¢(k3] = O,
isto &, wCk+1D = ¢(k)x(k°}.
Para & matriz de transicio @(k,kOD = A tfLemos

®Ck+132

i

Axl kD, dado %k = x(0>, kc = O, entioc

(kmka>
Pk, k 2xlk 2 = A x{k 2
o < Lo

wlk+1>
Deste modo a eslabllidade no sentido de Lyvapunovy (definicZfo

I1.2.42 para sislemas com entrada zero & definida pela




caritoLo I ANALISE DE ESTABILIDADE i3

convergénclia da seguéncia matricial ¢Ck,k03 = Ae Ao Ck~1D =
AdA. ... A x(kﬁ'}. k vezes, quandeo k lende a infinito, isto &, deve
existir uma constante Lk > tal que jim_ ”zgxk,ko)“ < Lk 3 para
todo k2 ko' O sistema & assintoticamente estivel se wvale a

condi¢fo acima, e ainda, }(érg‘zw ]]Mk,kODH = 0 para todo k = L

Definicido 1I1.2.8.[1,2)1Seja A uma matriz qualgquer. Sua matriz
caracteristica ¢ a matriz diagonal cujos elementos sZo

os autovalores de A,

Dade o sistema dinmico linear discreto
xCk+12 = A xCkd>, k =z 0O;
seja xCk2 = P.r(kd, ent3o rCk+12 = P AP.rCkY = Aerik>, onde A =

diag{)\i,kz,...kﬂj, isto &, A & a2 matriz cuja diagonal possui os

avtovalores de A, e P & uma matriz de titransformagio de
similaridade.
Assim,
€k-—kof} -
bip, lleck k2] = jim, |]a Ho= fimg IPTAP]] = 0.

Deste modo, estudar a estabilidade de x(k+1D = A.%CkD> & o mesmno

que estudar estabilidade de rCk+1d = P YL A.P.rCkd = A.rCkd, pois

Ck-k 3
o” |

det |A Ckks? |

= det |CPTAPY

= det |P™|. det |A"¥ ¥o” | et |P| =

= dat[CMCk*kojgﬁ (detiAkaFko),
logo, det {A] = det [A]
com, | det |zI-A] = det|zI-A] = PCz> = O,

a equagico caracteristica do sistema. Se tomarmos a sequencia «CAK;

quande k tende a infinitc & a sequencia T quando k tende &
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infinito, a segunda converge quando sua norma, ou seus aultovalores

em moddulo, forem menores que a unidade, l;\tl < 1. Ou seja,

Ck-k D
Pim fl #Ckok 2 || = 1im, [] A7 T || =
i Ck-k Ck-k 2
im |l A0 ] = lim ] AT e |} =0

se, e somente se, Ps.i] < 1, para todo i.

Assim, pode ser provado que um sistema discreito invariante
no tempo ¢ estivel segundo Lyapunov se, & somente se Lodos os
autovalores da matriz de transferéncia do sistema A, estdoc dentro
do circulo de raio unitario centrado na crigem do plano z-complexo
P“i.' ¢ 1 e assintoticamente estivel se os autovalores estiverem
dentro do circule fechado de raio unitério centrado na origem do

planc z-complexa, isto é, !;\_L] < 1.
T1.3 Critério de Estabilidade de Jury-Blanchard.

O critério de estabilidade de Jury-Blanchard aplicado a um
sistema linesar discreta, é uma variagdo do Critério de
Routh—~Hurwiiz desenvolvide para o planc s-—complexc, ou conlinuo.
Este critdéric ¢ baseado numa tabela consiruida atraves dos
coeficientes da equagio caracteristica e mostra a existéncia de
raizes fora do circulo de raio unitéaric e também a exisiéncia de
rajizes dentro do circule de raio unitario.

Assim, dada a equagEcs caracteristica

Ec{zl) = anz“ + anwizn%«b .. *taz t+a =0,
onde a dove ser real e a_ = O, & Tabela 11.32.1 ¢ construida para

s anilise de estabilidade do correspondente sistema linear. 5Se

aa < O multiplicamos Ec(.D por -i.
™
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2 z 2z z z z
i o o Fel a a <
o 1 -4 -k Tiwd ™
= & o o o o o
n -4 n—-2 i 4 [+
=2 & ol & &
[} i 2 Nk n—-1
4 & & & 5 b
-1 n-2 n—3 k [+
5 oy < < c c
[+ 1 2 n-k n—-2
< P <
& cn«-z N3 “n-a k o
2n-5 e, 2, P, £,
en-4 £y £, 2, Py
en—3 Qe 2, a2,
Tabela 11.2.1 CRITERIO DE JURY-BLANMCHARD
= a a = &
onde &, o -k “x o k-1
an ak bn——i bk
9 T Po Py 9, = LN P, G T L £,
3 fs Py Py £y £,
com | . | sendo o determinante da matriz.

Para gue a eguacls caracteristica Ec(z) nZfc itenha raizes
fora do circulo de raic unitario, as seguintes condigles
necessarias devem ser salisfeitas.

a1
I a, O para n impar

=0
EcC-13 = IE. 8. L
L s
L a, > O para n par;
iso
™
EcCi> =% a > 0 I, B. B
HES o
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e !aol < a }boi > 1o

" : ]4:05 )]cﬁwzt; “ae lqﬂl > [qzl;{n.a.a:

-4 !

onde I { indica mé&dulo,

Exemplo: Considere o codificador convolucional de taxa r =

12 @ k = 3 da Fig.II1.1.4. A equagio caracteristica

correspondente & dada por

EchDwzs—zzwz-ﬁi*D‘mO

De acordo com o Critério de Jury-Blanchard, a Tabela I11.3. 2

pode ser facilmente obtida.

linha z° z* z° z?

1 . 9008 -1 -1 1

a 1 -1 -1 . 9598
3 ~1.96.107* 107* 107

Tabela I1.3. 2 cODIGO CONVOLUCIONAL DE TAXA r = 4.3 E X = @

Para z = 1 em (II1.3.8), temos que Ec(id> < © implicando na
existéncia de raizes fora do circulo de raic unitario. Resolvendo
BEc{zl = O para D = 0.1, Lemos as ralzes:

z, = -. 9S00 z, = . B8 z, = 1.00607 > 4,

logo o sistlema € instivel, pois possui uma raiz fora do circulo de
raic unitério no planc z-complexc verificando a veracidade do
critério, .

Criteric de RBaible. Cuando a tabela do Criteério de
Jury-Blanchard apresenta um ocu mais elementos zero na sua primeira
coluna, © Critério de Raible ¢ utilizado. A justificativa para tal

decorre do fatc de que geralmente teremos uma linha toblalmente

nula na tabela do Critério de Jury~Blanchard. Assim, através da

200
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introdugdo de uma perturbagfo no circulo de raioc unitario do tipo
z = C1 + eIz, (27 = €1+ ™", 20" = €1 + nmedz",
onde £ << 1 e n grande ou infinito em relag3oc a £, uma nova tabela

& ent3o construida. O procedimento utilizado na elaboracic desta

tabela & mostrado abaixo.

a o L= a a o k
™ n—-4 Py 2 F4 F 3 [+ ] [+
anka n-1 & n-2 a 7 azka 2, a aakcz
bo ] . bz ..... bn“ R bh_ . bn k b
bokb b1kb bzk&» """ n-z b bﬁ-—i b bnkb
L p‘ pz kp
Pokp Pik, 2" p
2, Qs kq
PoKe g
r
o
Tabela Il.3.3. CrRITERIO DE RAIBLE
onde k_ = a / e kg =b / bo o .. kq = g 7/ G,
b = «a -k g i = 0,1, . n-1;
L Fa k- § £
Cj = bj - kb*bn"j“i I T« N R S T
@, = Py T kp*pz; G, =P kp*pi; @, =@, ~ kp*qi.

Quando no Critério de Jurvy-Blanchard ocorrer uma 1linha

totalmente nula diz-se que © sistema € singular, caso conbrario,
um sistema ndoc singular. O numerc de elementos positives da
primeira coluna Cbg,co, Y qg,rﬂ) & o numerc de ralzes da

equagio caracteristics dentro do circulo de raio unitario, ou

seja, © numerc de raizes tal que !zii < 1.
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Exemplo : para o exemplo da Fig. I1I1.1.3 temos a sequinte
equacio caraclteristica
EcCzd = 2° - D z® - Dz = 0.
A seguinte tabela de Jury-Blanchard com D = 0.1, pode ser

construida

ZO 21 Zz 23

o ~0.1 ~0.1 1
EESCEEEIRS RIS SLCTENN IR SCEEERRN CREE RN
SRS CRREEN IR S JESREERRN R LEREES

Tabela I11.3. 4 cRITERIO DE JURY-BLANCHARD
. . . G
Como na primeira linha e na coluna de z aparece um elemento zero,
portanto, satisfazendo a condigfo do Critério de Raible passaremos

a cosnirugfo da respectiva tabela (veja Tabela II1.3.5>.

a a a e
= z ) )
1.0 -Gl 1 -0. 1 0.0 kaz GC.0
a k 0.0 C.0 .0 0.0
] a
& & &
o 1 2
1.0 1 -C. 1 -~ 1 e kbz -0, 1
&k G.1 0. 01 G. 0L
i &
< <
e i
0.80 | -0, 13 e —— kc= ~-0.111
<k -C. 11 G.o1221
3 o
o
[+
C. 977 —— o —
Tabela I71.3.5 CrRITERIO DE RAIBLE
Segunde o Critéric de Jury-RBlanchard, podemnos aflirmar

guantas ralizes da equagio caracteristica estio dentro do circulo
de raioc unitarioc. Através do numere de elementos positivos na

Tabela 1I1.3.58, isto &, bo’ - da’ conclulmos que s3o 2 as raizes

Q

dentro do circulo de raic unitéario.
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1I.4 Meltodc do Lugar das Raizes

O Método do Lugar das Raizes constitui um grafico no plano s
ou z-complexoc onde ¢ representado o comportamento de um sistemsa de
malha-aberta através da variagfo de um ganho K. Bste ganho K &
conseguido somando K ao coeficiente de 2 ou s de ordem nula na
equagdo caracteristica, istioc &, (ao + K 2z%.

A dificuldade de utilizagfo deste método reside no fato de
que a determinaglic das ralzes da equacg3ic caracteristica com grau
superior a 5 & dificil, polis nfoc existem f{érmulas explicitas
envolvendo os coeficientes. Deste modo, © Unico recurso passa a
ser o© emprego de métodos numéricos, onde resultados razoiveis s3o
obtidos através de algoritmos gque nos permitam resolver as
equaclhes caracteristicas com a precisfo e a rapidez desejiadas. Uma
outra caracteristica do Diagrama do L.ugar das Raizes est i
relacionada com fato de que quandoc o© nUmerc de raizes &
razoavelmente pequenc, a visualiza¢Bo do comportamento do sistema
fica bastante facilitado. © gque n¥oc occorre quandc o numero de
rajizes & relativamente grande. Uma wvez que as raizes sio
conheclidas., © preocedimente a ser utilizadeo na construcloc do
diagrama de lugar das raizes ¢ revisado sucintamente para a
faciliidade do leitor. Por ocutro lado, gostariamos de enfatizar que
estardo sendo considerados para anilise somente sistemas dinamicos
lineares discretos e invariantes no tempo, para © gual este méitodo
pode ser aplicado. No caso variante no tempo. a complexidade
envolvida desfavorece a aplicacic do mesmo.

Dado o sistema dinimico linear discretc invariante no tempo
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xCk+1> = AxCk> + BuCk>

YD = CxCkd

apdhs aplicagic da transformada Z e algumas mani pul agBes

algébricas, chegamos a

¥Cz2) /U= = Colcof(zI~-A1%B / |21 - A | =
= &(z3 / 1+GCz> I, 4. 1

Note que (I11.4.12 & usada normalmente em contréle para representar
um sistema de malha-fechada. A equagdo caracteristica & exatamente
o denominador 1 + &G(z> = 0O, donde dizemos q.ue as raizes desta
equacdo s3o os polos do sistema de malha-aberta.

Uma caracteristica interessante na anilise do Diagrama do
Lugar das Raizes, & a propriedade do ganho K combinade a squagcio
caracteristica de maneira que a sua variagdo altere as raizes da
equacio descrevendo assim o comportamento do sistema . B por este
motivo que este métode & de grande utilidade no projeto de
sisitemas de controle com realimentacHe,

Um sistema linear & dito estavel se oz pdlos estZo
confinados & direita do plano s-complexo. No planc z-complexo,
esta metade 3 direita torna-se o interior do circule de raio
unitario centrade na origem do ;ﬁlano devido a tran!sformaq;é‘io
z = e_w', que efetua © mapeamento do semi plano direito do plano s
no circulo de raioc unitarico no planc z. Uma outra maneria de se

realizar este mesmo mapeaments wvem através da transformaclo z =
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11.4.1 REGRAS DE CONSTRUCAC DO DIAGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES PARA

UM SISTEMA DINAMICO LINEAR DISCRETO

Dado o sistema dinfmico linear discreto invarianite no tempo

#Ck+12

i

AxCk> + BufkD>

H

yCk> CxCkD

a correspondente fungfo de iransférencia malha-fechada ¢ dada por

YCz> | CxlcofCzI-Ad1' =B
[ -5 |z - Al
onde l I gignifica determinante da matriz Czl - AD,
equi valentemente, a equagioc caracteristica Eclzd = IzI - Al = O
Note que Ec(2> =1 + |[zI - A] = O ou a forma fatcorada

. _IT KCz - 2@9

TT {=z "333'3

onde ze € p, 5o os zeros e polos do sistema em consideracio,
i 3

Bclzl = 1 = 0.

Exemplo: Considere a mairiz de transferéncia do codificador
convolucional da Fig. II.1.3. A equagl8c caraciLeristica destie

sistema & dada por

EcCzd = |zI - A] = 2% - D2® - Dz = ©
Para D = 0.1 as raizes desta equacBo caracterisiica s3o
respectivamente z = -0, 287105, z,= . O0000 & z, = 0.37105

A Fig.11.4.1 mostra a localizacZo das raizes z.,2z2 e zZ_, NO

planc z-—compl exo.
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e

-az7 b 0.37

Fig. ll. 4.1 DIAGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES
No sistema de malha-aberta para calcular os pdlos da equagio
caracteristica, fazemos K = 0. E facil ver que quando K tendes a

Zerd,

EcCz> =1 + Kz -z > /(Cz - p>
el i

L=z - pj}
K = {z — Ze 3
1
portante,
(z — ze 2
pim . = lim (17K = w,
-0 >0

Cz - pj}

igto &, quando K lende a zero o valor de z tende a um pdlo do
sistema de malha-aberta. Isto quer dizer que o Lugar das Raizes
tem origem num polo de malha-aberta. Por outro lado, gquandos K
tende aoc infinito,
{z ~ ze 2
i

gim = lim_C1-K> = O,
-0 -3 00
=z - pj}

isto &, o lugar das raizes tende a um zero de malha-aberta simples

Cu & um zero de malha-aberta no infinitoc negative & positivo.




CAPITULO II ANALISE DE ESTABILIDADE I1i-22

FPara que um sistema sgeja fisicamente realizavel, a sua

funcBo d4de iransferéncia de malha-aberta deve ser a razio de
poelindmios onde o grau do polindmioc do denominador deve ser maior

ou igual ao grau do polindmioc do numerador.

O lugar do eixo real

calcul ado da seguinte forma

™

£,

=4

de onde partem as

assintotas &

m
CpiD - Ejzi(z%}

a (n -~

Para ¢ exemplo acima temos que

mo

C—-. 27108 + O + , 37105 L10108
o - = - O G2
. 3 -0 2
e os angulos das assintotas s3o dados por 180(2k+13.-3 = GOLZk+10.

Logo para o primgiro periodo Lemos n
cujos angulos s3c 8O,
No caso de termos dols polos ou

calculamos os pontos de partida e de

180 e 300 graus.

- m = B3 - 0 = 2 assintclas

dois zeros reais adjacentes,

chegads do Lugar das Ralzes

{fazendo
Pzl = BEclz) + KX=> = §
onde (X =D ¢ o numerador da fungfo de titransférencia do
sistema.
Desta forma, Lemos
K = ~EeCz> / X=>
Tomando & equagio caracteristica do codificador

convelucional da Fig.

- BEclz> - g
K = S z

I71.1.3. temos gue

- 0.12% - 0.12>

C=D

1
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Derivande K em relac%o a z, iLemos

d K _ EelzdXz) - Ec(zd0 Czd _
d = 2w zd :
K —32® - 0.2z - 0.1> o
d =z 1 -
Para 21 = ~0.1583 temos ¥ = O.0003778, <
= 0.2189 temos K = ~0.1614.

ara =z
P Z

Como K ¢ o ganho da fun¢fo de transferéncia, somentis seri
considerada a raiz para a gqual K 2 0. Logo, temos um ponto de
soparagdo em z = ~0.152823 pols temos dois polos adjacentes & o
ponto de separacic entre eles que se ramifica para dois zeros no
infinito.

Para determinar os pontos onde o Lugar das Raizes cruza o
eixo imaginario, usamos o Critério de Estabilidade de Routh-
Hurwitz. Fara tal considere a equacio caracteristica do
codificador da Fig.11.1.3 que ¢ dada por

PCzd> = 2° - Dz° -~ Dz + K,
Através da aplicagfic do Critério de Routh-Hurwiiz, chegamos

a4 Tabelas I11.4.1

2:i i -
22 - K
2* ¢D* - KOD

2% K

Tabela I1.4.1
Para gue o primeiro Lermo na linha 2* seja igual a zero
2 . 2 z 2
devemos Ler K = D . Assim, ~Dg" + K = -Dz + D Para D = C.1 .,

tLemos gue -0.1z° + 0.01 = 0, consequentementie z = z O. 31622,
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O valor do ganho K correspondente ao ponto de cruzamento &

K=D" = 0.01 para w = Zo. 31622, conforme mostra a Figura II.4.2.

1.5
Real 3

Fig.171.4.2 DIAGRAMA DO LUMAR DAS RAIZES r = 42 E k = 8
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I1.5 Diagrama de Bode e Nyguist.

Para explorar um pouco mals a descrigfio dos codificadores
convolucionals como sistema dinimico linear discreto e invariante
no tempo, a partir da funglio de transferencia do sistema dado pela
equagio 2.1.®, vamos fazer uma analise usando o plano ¢ + jw -
complexo, onde serfo plotados graficos das respostas do sistema
quando assumida uma entrada senoidal.

Um grafico que podemos plotar no plano o +jw, & o do médulo
da fungdo de iransferéncia de malha-aberta ou de malha-fechada,
versus o© logariimo da frequéncia. Outro grafico €& o da fase da
fungio de transferéncia pelo logaritmo da freguéncia. Estes dois
graficos sfo denominados Diagrama de Bode.

Um terceiroc grafico & o do médulo pela fase da funcio de
transferéncia. Este grafico ¢ denominado Diagrama de Nyguist, um
grafice polar.

G Diagrama de Bode apresenta as caracteristicas do sistems
SOmo amplitude, linearidade, ordem, fase, Baseado nestas
caracleristicas podemos projetar ou identificar tipos de sisitemas
os mais wvariados possivels.

O Metodo de Resposta em Frequéncia possui uma caracteristica
importante que & fornecer uma anidlise sem a necessidade de se
conhecer as ralzes exatas das funges de transferéncia, isto &,
polos e zeros. Basta conhecer o nimerco de polos e zeros do sistems
dentre e fora de circule de raio unitario, © gue se obtém
facilmente usando o Critérioc de Jury - Blanchard.

O grafico do legaritme do médulo da fTungfo de transferéncia
versus o© logariimo da frequéncia apresenta de maneira visual o

tipo do filtre associado ac codificador podende ser de tipo

DY
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passa—-baixa, passa-alta, passa- faixa, passa-tude, etc; a ordem da
fungdoc de transférencia, a margem de ganhe, e o ganho de
cruzamento (gain crossover.

O grafico da fase em graus versus o logaritmo da fungioc de
transferéncia apresenta caracteristicas quanto aoc atrasc da fungdo
de transferéncia. Existem alguns pontos definidos nestes gréficoé
que salientamos:

a2Ganho de Cruzamentic ¢ o ponto em que o mapesamento da
fungBio de itransferencia cruza o esixo do logaritme da
frequéncia (0 db2. Chamamos a frequéncia correspondente
w¢.
bOMargem de Fase & o &ngulo de fase p = 180° + ¢ . onde
¢ ¢ o angulo correspondente 3 frequéncia w¢ de ganho de
cruzamento.

c2Fase de Cruzamento ¢ o© ponto no qual o grafico do
sngulo cruza a linha dos -180°, w, & chamada frequéncia
de cruzamoniso de fase.

Ganho de Margem ¢é um fator pelo qual devemos
multiplicar o ganho de maneira z ter as frequéncias de
ganho e fase de cruzamenitoc coincidentes.

O Diagrama de Nyquist ¢ © resumo dos dois graficos que
compBSem o Diagrama de Bode, num sé. Assim, ao construirmos o
Diagrama de Bode obtemos os dados para tragarmos o grafico polar
usado por Nyquist para estudar a establlidade dos filiros lineares
ou de sistemas dinimicos lineares no dominic da frequéncia.

A grande vantagem em se usar este método se prende aoc faio
de que & desnecessaric o cilculo dos valores numéricos das raizes
da fungdc de transferéncia. Ouira vantagem ¢ o fate de estarmos

tragando nada mais que um grafico polar,isto &, de posse da funciEo

¢
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de transferéncia do sistema gqgue desejamos analisar, tomamos o
méduleo € a Tase da fungZo de iransferéncia de sistema. De maneira
a simplificar os calculos, apresentamos © médulo em decibéis, isto
&,

80109;0[G(jw)l = . ...db.

11.5.1 Critério de Estabilidade de Hygquist.

No plano z-complexo, para gue o sistema seja estavel,
devemos ler ltodas as raizes da equagclo caracieristica [zI - A@
dentro do circulo de raic unitsrio centrade na origem do plano,
isto &, devemos Ler todas as raizes com mddulo monor que a
unidade. Para o Diagrama de Nyquist no caso discreto, € importante
que o grafico nSc ulirapasse o circule de raio unitéric centrado
na origem do plano, caso contrario o sistema & instivel.

a’ O caminho do grafico de Nyguist descrito pela
variagdoc de w ¢ limitado pelo circulo de raio unitéario
centrade na origem do planc z-complexo, gue corresponde
ac lado direito do plano s-complexo-continuo e, por um
circulo de raioc supostamente infiniic, concénirico com
o circulo anterior que contém a transformacfo do lado
direito do plano s—-complexo-continuo.

&) O grafico de Nyguisl construido para a equagio
caraclteristica toma valores sobre estes dois circulos,
lembrando sempre que o grafico & tragcado em coordenadas
pol ares.

cl Pelo Critério de Nvguist, uma funcio ce
transferéncia de malha-fechada deve circundar o ponto

(-1,300 tantas vezes guanto o mamer o de polos

20



carPiTiILO II - ANALISE DE ESTABILIDADE 11-2¢

encontrados no caminho de Nygquist ¢ este circundamento

deve ser feite quando w for crescente no sentido

horario.

Tomando,

N = nimerc de circundamentos do ponto (-1,303
plano z—complexo;

Z = nUmere de zeros da equaglBio caraclteristica gque
estio fora do circulo de raic unitario;

P = nimero de polos da equagBc caracleristica que

que estio dentro do circulo de raio unitario.

Para que © zistema seja estavel, todas as raizes da equagio
caracteristica devem estar dentro do circulo de raio unitario,
portanto Z2 = 0 e N = P.

Para a estabilidade do sistema de malha-fechada devemos ler
N = Q. Assim, tendo o gré&fico de Nyquist construido, o estudo da
ectabilidade & realizadce apenas por inspecio do mosmo, Sem

necessidade do célculo precisc das ralzes.

I1.6 BREVES CONCLUSOES

Come podemnos notar na Tabela 11.6.1, oS cédigos
convolucionals considerados Stimos quanto a probabilidade de erro
de bit, ou &timos como corretores de erros, s8c estivelis quando
analisados come sistemas dindmicos lineares . Isteo implica dizer
que as raizes de sua equacHo caracteristica, ou os polos da fungio
de transferencia do sistema de malha-aberta sZo, em mddulo., todos
menores que a unidade. Isilo pode ser visto de uma forma mais

direta ac analisarmos Lt Diagramas do Lugar das Raizes

20



CAPiTULO I - ANALISE DE ESTABILIDADE 1120

apresentados no Apéndice 4.

Taxa r= k = estabilidode
2/8 z < gstavel < instavel
© <
z/5 z astavel inatavel
- d
2?7 2 L eatavel s inatavel
g | .
- 1 Z eetavel instavael
o o
arss 2 ® estavel s inslavel
a, 2 estovel inslavel
& <
V.3 z i setavel o instavel
L L .
1-2 3 eatavel instavel
m o
1./9 2 o estavel B instavel
i .
174 3 B aestavel iratavel
r
175 E: egtavel & wrstavel
f .
] 3 estavel ) instavel
.
1,2 + estavel < instavel
o
4.8 4 sulavel inslavel
-3
174 4 estavel ingstavel
L5 4 estavel instavel

Tabela I1.6.1. CLASSIFICACAC DOS CODIGOS CONVOLUCIONAIS

O caso dos cddigos convolucionals considerados catastrdédficos
por apresentarem & caraclteristica de infinitos erros e
decodificacic para um numero f{inito de erros introduzidos pelo
canal, resultia em sistemas instéveis segundeo a localizagdo dos
pélos da fungfio de transferéncia do sistema de malha-aberta via
Critérioc Lyapunov, ou Critérioc de Jury-Blanchard. Apresentamos  a
seguir dois Diagramas de Bode e de Nyquist que correspodem aos
codificadores dos exemplos gue tomamos no decorrer desie Capitulo.
O Diagrama de Bode relativo a amplitude do codificador ACE,1.30,

apresenta um comportamento de filiro do tipe passa-baixa com

i

frequéncia de corite prdédximo a w 0.7 e um decaimento

0
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s 3

imperceptivel. © diagrama de fase mosira que até w = 10 niEo

existe atrasc introduzide pelo sistema, porém, a partir deste
ponto, © sinal passa a sofrer um atraso que cresce linearmente com
w.

O Diagrama de Bode para o codificador AC€1,2,3) vide Fig.
11.6.2 apresenta um comportamento de um filtro passa-baixa. N3o
podemos deixar de afirmar que estamos supondo uma entrada senoi dal
ac sistema, guando estamos analisando sua estabilidade no dominic
da frequéncia. No graficoe da magnitude, temos um filtro do tipo
passa-baixa, com um decaimentc de cerca de 20 dB’s por década em w
= (.5. Apods este ponto, apresenta um decaimento de TO diB’s por
década, até w = n. O grafico da fase mostira que apds w = .1 temos
um atrazo no sistema. O Diagrama de HNyquist para o codificador
ACZ2,1,3> estad dentro do circulo de raioc unitarie no planc
z~complexo o que indica a estabilidade do sistema.

No Diagrama de Nyquist, Fig. II.6.3, correspondente ac
codificador ACZ2,1,3) note gue a trajetdria realizada pelo sistema
ndEo toca © circulo unitario indicando a& estabilidade do sistema.
Uma caracteristica inleressante ac analisarmos, via Métodos de
FResposta em Frequéncia, & gque no casoe dos codi ficadores
convolucionais catastréficos, (sistemas instaveis) encontramos.
pele menos nos primeiros resultados, alguma dificuldade para
interpretagio, talves peloc fato dos elementos da matriz de
transicio de estados assumirem wvalores muite pedquenos quando
comparados com a precisic inerente ac processo computacional. Para
um programa em FPASCAL implementado num computador do tipo
IBM-PC~AT, embora sua precisdoc seja de 10M55, aa itrabalharmos com

matrizes, a partir de 107* os calculos Jja deixam de ser
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confisveis., Para um codificador de taxa r = bsn com n = 7,

teremos c<ome salda palavras-céddigos com pesc de Hamming igual a

sete, portante, para qualquer calculo que se faga com esta matriz,

teremos resultados imprecisos, pois numa muliiplicagZo de A por B
- g4

2 -
fazemos n caélculos, e @ %X a = a . Deste modo nossa preciszio

Ja estaria comprometida.
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CAPETULO 1I1II =~ CONCEITOS DE CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE

APLICADOS A CODIFICADORES CONVOLUCIONAIS

I1¥.1 Introdugio

A origem da Teoria de Contrdle se deve a proposta
apresentada por R.E. Kalmann [8] com o objetivo de relacionar a
entrada esou estadoe e a saida de um sistema dinamico linear,
através da utilizacl3o de Métodos de Espagos de Estados.

O conceito de controlabilidade de um sistema estéd ligado a
certas modificagBes na entrada, pelas quals conseguimos prever, ou
alterar a saida deste de forma a oblLermos as respostas esperadas.
For outro  lads, o conceito de observabilidade envolve o
conhecimento da saida e do estado atual, com © objetivo de
observar o estado inicial do sistema, isto ¢, dentro de um Llempo
finito, atingir ¢ estado inicial do sistema caso ele ssja
observavel. Desta forma, fica claro que estes conceiitos s3o duais.
De wuma forma geral, estes conceitos podem ser melhor entendidos
através da sequinte descrigio. Seja um sistema din&mico linear,

como mostrado na Fig . I1I.1.1.

<k

ul k> . processc

controlade i
ent rada saida

w

Fig. I11.4.{ SISTEMA CONTROLADO DE MALHA-ABERTA
Dada uma entrada ulk), a mesma passa por uma "caixa preta” onde o
contréle é aplicado. Comc conseguéncia. itemos a resposta ylk2 a
esta entrada. Desde gque o sistema seja conbrolavel . ylko deve ser

2 resposta esperada. Para um sistema linear dindmico variante no
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tempo, tLemos:

#Ck+13 ACkoxCk> + BCkDwulk>

IXT. 4. %3

li

ylk> CCkoxCkD

Ao tLomarmos apenas a parte descriia pelas matirizes A e (, Lemos um
mistems com entrada nula, u = 0, denominado sistema nIEo—forgado. A
matriz B iréd determinar o efeito da entrada no sistema enguanto
que através de ul(kd podemos aplicar um contréle ac sistema gue
queremos estudar.

Quando da aplicagio de um conbtrdle a um sistema, desejamos
fazer o zistema tomar uma dire¢So ou atingir um estado que nos
seja interessante, isto &, desejamos ter um contréle scbre a
reacio deste sistema a uma entrada que pode ser ou nio controlada.
Isto significa que gueremos determinar o comportamento do sistema
sempre que possivel de acordo com o que projetamos.

Atraves da cbservagfo da entrada u e da saida y do sisiema,
sempre que houver condi¢@es para tal, podsremos em tempo finitc
observar © esltado inicial do sislema x, Como fazer este conlrdle
ou esta observaglo, veremos a frente com a aplicagdc das
definictBes e tLeoremas gue garantem guando estes conceitos sdc ou
n¥Ec =30 aplicévelis. Quando o controle ¢ possivel, ele € aplicado
sobre as matrizes A e B & a observagic do sisitema que € realizada
sobre a saida e o estado atual, & portanto feita sobre as matrizes
A e C.

Ao modelar os codificadores conveoluclonais como um sistema
dinfmico linear e discreto no tempo, toda estrulura e conceitos da
Tecoria de Controle passam a ser viavels na ansdlise coriteriosa
destia classe de coddigos. Neste Capituleo utilizaremos de conceitos

como conbrolabilidade e cbhservabllidade bastante conhecidos, porém




CAPITULO 1il ~CONTAOLABILIDADE E OBSERVABILIDADE I1i-=

n¥o explorados na sua esséncia relativamente aos codificadores
convolucionais. Como poder emcs notar, & introducic destes
conceitos na an&lise nos mostra uma nova caracteristica dos
codificadores convolucionais, qual seja, dos mesmos Lerem a
capacidade de serem controlados como um sistema dinadmico linear
discreto e, a paritir deste controle poder modificar seu
comportamento no decorrer do tempo. Veremos que os codificadores
convolucionais podem ser controlaveis, isto ¢, sera possivel
prever seu comportamentoc bem como alteréd-lo no future. Uma oculra
caracteristica que notamos ¢ o fTato de o codificador ser ou nio
controlivel estar dissociado da proprisdade de estabilidade. Ou
seja, um codificador convolucional definido como nio estavel pode
de fato ser controlavel e um codificador convolucional eostavel
pode nf3o s&-lo.

Decorrente desta anilise apresentamos no final do Capitule

uma tabela dos resultados oblidos.

I11.2 Contrelabilidade

Embora o trabalho desenvolvido use apenas sistemas dindmicos
lineares discretos invariantes no tempo, iremos nos fundamentar em
defini¢gBes e Leoremas scobre sistemas variantes no tempo. Esta
generalizagio poderéd a principio parecer desnecessaria, porém
traréd subsidios para um melhor entendimento do caso invariante no
tempe gue ¢ uma simplifica¢ic do casc variante no tempo. Como, por
exemplo: se um sistema linear invariante no tempo & control avel em
um certo intervalo de tempo, © mesmo serid controlavel em qualdquer

intervaloc de tempo.
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Definicio 1Xl.2.1i ({1.,8] Dade o sistema linear discreto

variante no Lempo,

#Ck, 2 = ACkiDXCkij + BCki}uCkiD

L+t aIX. 2.

y(ki) = CCk‘;)kaiD + DCkiDUCki}

dizemos que el sistema & estado completamonte
controlavel, se para qualquer estado inicial ko existir
um controle uCk,tZ), i = 0,1,....,N-1 que leve o
estado inicial x(C kOD a gualgquer estado final xC kND para
algum kN = ko' izemos gQue o sistema € 2 saida
completamente controlavel se dada uma entrada u(kib R
i = 0,1,...,N~1, pudermos alcangar uma saida qualquer
final Y(ku} de  qualguer estadeo no sisiema que

desejamos, em um tempo finitc.

Os tecremas a seguir estio demonstrados em {11 & (2],

Tecorema 111.2.2 O sistema(3.2.1> é completamente conircléavel
ne intervale l‘.ko,kNB se, e somenile me, as linhas da
matriz ¢—£(k+1)BCk3 forem linearmente independentes,
onde ¢ € a matriz fundamental do sistema nic forgado.

Isto &, se

k-4
N
McCk .k D =}; @Cki,j+1)BCjDB*(jb¢s§Cki,j+13 G112, 2>
= o
for n8c singular. Além disso, a matriz fundamental

constitui o contrdle ou entrads, ulk>, gue transfere o

esladoe do sisiema

®Ck 2 = . para xCk 2 = 0,
el e ]
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aCky = -BCkO@ Ck ,3+10M3* Kk ,k D¢Ck .,k Ox am. z. »
i o) N ~N o] [
k ~%
Eal
onde ¢(k,k°} nj{& AC 2.
[+

Simplificandeo, para sistemas lineares invariantes no tempo

do teorema (II11.2.2) Ltemos;

Teorema I11.2.3 o sistemalCIII.2. 12 & completamente
controlavel se, e sOmonle se, a matriz de contrdle
Mc = (B! AB ! A"B @ ... ¢ AV 'm 3,
k

tiver posto completo, ou seja, poste = N = q '-1 Cque

4 o nUmero de estados do sistema, menos o estado zerol.

Teorema 111.2.4 O sistenal3.2.1) & dito estado completamente
controlavel se, & sémente s, as linhas da matriz Uc =
C=1 - Ade, forem linearmente independenies, ou

kwim

tiverem posto compleio & igual a g i.
Teorema II1.2.5 O sistema (3.2.12 & dito saida completamente

controlavel se a matriz

Ue = tca™ s  ca % ... CABR CB EI,

tiver posto completo ou igual a b (o numero de entradas

entradas do codificador convolucional em guesifo.

Exemplo : Seja o codificador convolucional catastrdfico com
taxka ©r = 1.2 e k = 3, 4c(1,2,33. Embora este codificador

convolucional nic seja estavel, © mesmo € controlével. O polindmio
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caracteristico deste codificador & dado por

EcCzd = zg - zz -z + 31 - p* =0

Note que este codificador possue matrizes A, B e C dadas por

©c 1 O o
AcCi,2.30= |1 o0 Df B = | D® c=|0* 0 o}
D 0 1 o

Aplicando o teorema 3.2.2 temos que

C 5 G
2 2 N
Mc = D G D cyjo posto & 3
o © n*

Aplicando o teorema 1II.2. 4. temos que

Ues = 0 D*

O o 1
portanto, com posto igual a 1.

Por outro lado, do tecrema I11.2.2. temos que o posto de Mo
& completo e, portanto, o sistema ¢ estadec completamentie
controlavel.

Do teorema I1I1.2.4, o posto também ¢ completo e, portanto,

podemos alirmar que o sistema € saida completamente controlavel.

III.3 Observabilidade

Definicso 1171.3.1 Dado o sistema (3.2.10> dizemos que ele &
observavel se através do conhecimentoe de sua enirada
kY e de sua saida ¥(kD sobre um intervalo de tempo
{ ko . kNE ¢ possivel determinar, ou ohservar, o estado
inicial =x(0Oo = X Se o sistema for observavel em todo

intervalo, dizemos que ele ¢ complelamente observavel.

2
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Teorema $I11.3.2 O =sistema CII1.2.13 & completamenie
observavel no intervalo [ko,kui se, e sdmente se as
colunas da matriz CCkoglkD forem l1inearmenie

independentes no intervalo.

Para sistemas lineares invariantes no tempo © 1ileorema

CITI.3.28>2, torna—-se:

Teorema 111.3.3. O sistema linear invarianlie noc tempo

it

»(Ck+1D AxCk2

yCkD Culk>,
chamado niic forgadoe pela auséncia da entrada uCk> com A
e C maitrizes constantes, & completamente observavel se
a2 matriz de observabilidade

Mo =| Cc 1 cat ca® i ... 1 cA?

tiver posto completo, isto &, posto = N = g 1.

Exemplo: Usando a mesma matriz Acl1,2,3 e C =1 0 D o 1,
Lemos que a mairioz de observabilidade Mo ¢ dada por
o D? o
Mo = D° ¢ D° com posto igual a 3,
o* p? p*

portanto ¢ sistema referente & matriz de itransicic ACIER & também
obhservavel . Como o sistema £ invariante no tempo, & tLambdém

completamentie observivel.
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III.4 CONCLUSDES

Apresentamos na Tabela I1II1.4.1 a classificagBo de alguns

codificadores convolucionais quantoc as caracteristicas de
control abilidade e observabilidade.
TAXA R = K ST IMOS CATASTROFICOS
Z2-8 b4 NAQG CONTROL OBSERV NAO CONTROL| NAC oBSE
2-5 2 CONTROL OBSERY NAO GONTROL ] NAO OBISE
- 2 CONTROL GRESERY | 2 mememe ] e
F.o4 2 CONTROL OBRSERY NAO CONTROL| NAO OBSE
- g - 2 CGONTROL OBRERV NAC CONTROL| NAC OBSE
8.7 2 CONTROL OBRSERY | 0 meem—- ] e mew
45 2 CONTROL OBSERVY | 200 mem—ee= ] mmere
172 3 NAGC CONTROL NAO OBSE CONTROL CESERYV
1.8 3 CONTROL OBSERV CONTROL OESERV
174 3 NACO CONTROL NAC OBSE CONTROL OBSERVY
175 8 GCONTROL OBSERV CONTROL OBSERV
25 2 CONTROL OBSERYVY | 2 emem— ] e
1.2 “ NAO CONTROL NAC OBSE NAO CONTROL| NAC OBEE
178 < CONTROL OBSERV CONTROL OBSERV
i 4 % NMAC COMNTROL HAG OHESE NAD CONTROL; NAO OBSE
1.5 + CONTROL OBSERY | 2 meme-m= | e

Toabela I1I17.4.1 ANALISE DA CONTRLABILIDADE DOS CODRIFICADORES

A Tabela I1I71.4.1 n3oc fornece um padri3c que nos permits

inferir sobre controlabilidade O ochservabilidade dos

notar gue se o

convolucionals. pudemnos

codificadores Apenas

codificador convolucional € controlavel também serid observavel,

porém a reciproca n¥o ¢ verdadeira. O céddigo convolucional com

taxa 11 = 23 e k = 2 justifica este fato. O falo de um codificador

convoluclional ser cobservavel, coniroléivel ou nfo, esté diretaments

ligado ao posto da matriz de transiglc de estados A, & matriz de
condiglio de entrada B e & matriz de condi¢3o de saida C. Quando A
tem postc completo o codificador convolucional sera quase sempre
Cem

um sistems conbroléavel & observiavel., Quando islo n¥o ocorrer,

Do
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bastante probabllidade serd nZEo controlavel escu ndc cbservavel.
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CAPITULO IV - ALOCACAC DE POLOS

I1V.1 Introdugdo

O fatc que se deseja explorar neste Capitulo é a utilizagHo
do codificador convolucional, tanto como corretor de erros comoe
cifrador de mensagens. Istio traz como consequéncia uma
caracteristica operacional até aqui inexplorada com os cddigos
convolucionais., A origem deste fato vem com © modelamento dos
codificadores convolucionais como um sistema dindmico linear
discreto e invariante no tempo. Este modelamento possibilita qus
as técnicas de sistemas lineares disponiveis possam ser utilizadas
na anilise dos codificadores conveluciconais scbre um outro
enfoque. Sendo assim, uma caracteristica imporiante e interessante
dos sistemas lineares est4d na possibilidade de avaliar a
estabilidade e o fato destes codificadores serem  ou nEo
control Aveis e ou observaveis, e aliterar o comportamentio [fuluro
deste sistema abravés de uma realimentagio. Com issow, o gue se
pretende fazer ¢ atuar diretamente no sistema de tal forma gque ©
comportamento possa ser estével durante um certo intervale de
tempo € instavel em um outro a partir do momento em que &
realimentagic passe a agir no sistema. Uma maneira de se alcangar
este obietive & usar a técnica de Alocag8o de Polos,onde, a partir
dos pdlos do sistema inicial, assumide controliavel, & possivel
alocar pélos no caminhe tragade pelo Diagrama do Lugar das Raizes,
tornands © sistema instavel. O sistema teréd seu comportamenio

alterado, pelo ganho de realimentag@c K, e passara a operar sobre
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os novos pédlos alocados. Neste Capitulo apresentaremos algumas
defini¢gBes e tecremas que asseguram gque esta ferramenta &

eficiente bem como um exemplo para tornar clara sua aplicagdo.
IV.2 Consideragoes e Definigdes

O Diagrama do Lugar das Raizes tem uma fung3o importante
para a aplicagio que utilizaremos neste Capitule, ou seja, a
alocagiio de pdlos. Através do Diagrama do Lugar das Ralzes €
possivel calcular o ganho necesséarico para atingir determinadas
regiBSes de interesse do planc z- complexo de forma a alterar o
comportamentce do cedificador conveolucional, de estavel para
instavel e vice-versa. A consequéncia deste fato estid relacionada
com © comportamento dos codificadores convolucionais ora como
corretores de srros, sistema estivel,. ora como cifradores, sistema
instavel.

A seguir apresenlaremos os conceitos e defini¢@es para que
este objetivo possa ser alcangado. Assim sendo, considere o
sistema dinmico linear discreto e invariante no tempo descritoc
por

wlk+1D = Ax(k2 + BuCk2

av. z. v
y{k2> = COxCkD

A forma candnica de controlabilidade pode ser assim
caracterizadsa:; dade o sistema av.z. . podemos obter a matriz de
transicic de estados A+ na forma candnica de controlabilidade
através de transformagBes de similaridade. Esta transformagioc de

similaridade esta relacionada com a aplicagio da meiriz Q & matriz
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de transi¢lo A através dos seguintes procedimentos equivalentes:
12 tomando a matriz de controle do sistema av.z. o

Nt .
#B] onde N & © numero de

R=[ B! AXB AxAxE! ., .|
linhas de A [2];

22 seguindo o algoritmo iterative [3]:

q = b = B; g = Awq 4+ a  *q ;

™ n-1 Lald 2l

9 T A*qz taras 9 = A*qs ragz*a, = 0.

onde a & o coeficiente da equagdo caracteristica e b =
B & o vetor condigio de entrada. Assim, a matriz de
transformagio de similaridade & dada por Q = [Qu. ..Q0n]
onde a tliima relagdo do método iterativo CqOD & usada
apenas para conferéncia.

A matriz na forma candnica de controlabilidade, Ar,
para o© caso 2 € obtida alravés da aplicagdo da
transformacic de similaridade em Ar, isto &, Ar =
in* A % Q. Por outro lado, para o casc 1, denctaremos
por R a transformag3o de similaridade por razSes de
4

diferenciagZc dos casos. Deste modo, Ar = R % A % R

A matriz na forma candnica de contreolabilidade Lem

a seguinte forma:

L&) 1 L6 T L&)
G O T O
Ar = * * * * * -
O O £ 1
h-—ao AL TR, e -3 _—y
A partir do sistema V. 2. 13, se considerarmos a

realimentagioc do tipo
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wkd = ~F.x(kD, av.z. 2

a equagio de estados do novo sistema seria dada por
®Ck+12> = CA -~ B.F2.x(k2 av. 2.m
onde CA - BFO = A* ¢ a matriz que contém os pdlos para o5 quals
queremos levar o© sistema av.z2.0. Assim, a forma candnica de
controlabilidade para o estado e matriz de condigfic inicial s8o

dados, respeclivamente, por

xrCkd = Q f.xCkD; br = Q *.b av.z.
Aplicando av.z.4 em av.z.» temos
xrCk+1D = Q SCA - B.F2.Q.Q 1. xCkd av.z. o
Mais especificamentie,
wrlk+1D> = CAr — Br.Frl.xrCkD av.z. o
onde CAr ~ Br.Frd = A*r, ¢ a matriz na forma candnica controlavel

contendo o pdlos do sistems que desejamos atingir gquando da
utilizacio da realimentacfc dada por av.z. 2. Conseguéniemente, o

wvelor Fr = [fri fr2 ... frn] caracteriza a realimentagioc

necessaria para que o objetlivo seja alcangado.
D uma mangira mais simples © gque sSe busca com este
procedimento pode ser assim descrito.

Seja Ec(z) a equagfo caracteristica do sistema original dada

por
Eelzd = =2z + a -d + L., +a£z+ao aAV. 2.7
Através da realimentagidc do tipo ulkd = -F.x(k2, uma nova

#
matriz de transi¢lc & obitida, Seja A esta mailriz e Ec*Cz> a

equacic caracteristica correspondente do nove sistema descrito por
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]
Foc (22 = 2 + or z + ... +ar$z+a=ro av.z. e

onde  or, . fr'; + oa - Consequéntemente,a nova matriz na forma
- L

candnica controlavel assume a seguinte forma:

O y & S O
) O b A O
e
Ar = * * » ™ *
O O O L. 1
>\ of g = 1 = . .. 4.+l
] i 2 n—4i

Desse modo, a realimentagfo desejada passa a ser caracterizada por

uCkd = ~FrxrCkd = ~FrQ *xCkD = ~FxCkD av. z. o

Os tecoremas que serio apresentados a seguir garantem que se
um sistema €& conirolavel quando sob a condig8o de estado
realimentado também ser4& conirolével quando da condiglo de ndo

estado realimentado.

Teorema IV.2.1. [2] A realimentagio de estado nZoc afela a
controlabilidade, isto €, qualquer estado controléavel
do sistema wav.z.o serd também estado controlavel do

sistema av.z. .

Teorema IV.2.2.[21 Seja o sistema dinamice linear discreito
descrito por IV, 2. 143, Considere também n numeros
compl exos cqualsguer, porém pré-assinalados. EntZo
existe uma lel de controle de realimentagdc de estado

k> = —~F.x{kD
tal que os pédlos do sistema de malha-fechada

xCk+12 = (A - B.FJ.xCk>
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s3co os numercos complexos pré-assinalados se, e somente
6 o sistoma de mal ha~-fechada av. 2. 4 for

completamente controlavel.

Exemplo 4.2.3. Como exemplo, considere o codificador de taxa

r = 288 & k = 2 que denotaremos por AS22, cuja matriz geradora na

=1 =26
=25 33

Este codificador convolucional possui comoe modele um sistlema

forma octal & dada por

dinimico linear discreitce estavel, pois seus autovalores sHo em
médule menores que a unidade (condigBo de establlidaded. A

correspondente equagio caracteristica ¢ dada por

ECCzd = z° - 0.1112z° ~0.000000z + 0.0001 = O

onde foi utilizado D = O.1.

Associ ado a este codificador temnos a matrisz de
conprolabilidade McB22 que & conitrolével e MoSZ2 que ¢ observavel.
Sob estas condicBes os tecremas IV.2.2 ¢ IV. 2.3 s3c saltisfeitos e
assim o initeresse passa a ser a determinagBo dos pdlos tais gque o
codificador convolucional AD22, atinja a regifoc de instabilidade
no planc z-—complexe e possivelmenite retornse & sua condigdo
inicial. Para isso, utilizamo-nos do Diagrama do Lugar das Raizes
para a determinagBe do correspondente ganhe K tal que o5 podlos
caracterizantes do sistema instiavel sejam alcangados. A partir do
conhecimento destes pdlos, a equagio caracteristica do sistema
Ec'Cz> pode ser assim determinada. Especificamente, Ec"Cz> & dada

por
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Ec”cz> = 2% - -0.1112% + 0.00001z + 1.111098 = O

O procedimento utilizade para chegar & détermi naglo de
EC*C zD seré descrito a seguir. Considere a matriz de ilransigfc de
estados do codificador FASH bem como as matrizes de
control abilidade McB22 ¢ de observabilidade MoB22. Estas matrizes

=80 dadas respeciivamente, por

p° b D .001 .000101 . 0000013
AB22 = p* p® p* McB22 = | .001 .000012 . 0000012
p p® b . 0001 . 000021 . 0000023
. 001 . 0001 . 001
MoB22 = | .000003  .00001101 .0001011
. 0000012 .0000014 . 0000112

Aplicando o mé&todo iterativo da transformagio de

similaridade temos qgue

Q3 =B = | .o01 .001 .0001 |,
G2 = ADZEx(Q3 — ,102%(3 = I -. 000001 —. 000080 . 0000108 | e
Ql= ABzZExQz -~ . 0008x(3= ! —. QOOQ0US~, OO0000E . COC0001 !
Assim
Q= | oz 03] =10 %= [ —.0088 -.0010 1.00
-, 000Y —. 0200 1.00
. 0001 .01028 L1
Uma wvez que dispomos da matriz @, o préxime passo &

. . -1 . i e
determinar sua inversa, & . Deste modo, a matriz de transigioc de

estados na forma candnica € dada por
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o 1 o
ArB2E = o o 1
0. 0001 ~0.00001 O.111
o 1 e
ArBz2 = 0 o 1

-1.1110 ~0. 00001 0©.111

A matriz na forma candnica controlavel que queremos atingir
& obtida fazendo Bff= Ar -~ A:. A matriz F de realimentagdo &
obtida fazendo a diferenga entre os ;:oe-f‘iciente$ de EBEclz> - EC*CZD
= Fr donde deixamos de fora apenas o coeficiente do elemento de

maior grau a e o . Desse modo, temos Fr e F dados por
N ™

Fr = [ 1.1010 © o }
F = Fr % Qi =
F = 10”*[ -1.1824 O.5668 5.6558}

A matriz Bf & igual ao produitoc das mairizes B de condigBc de
entrada e a matriz F de realimenta¢io. A matriz Az® = A - Bf
representa a maitriz de transi¢io de estados que queremos atingir

tal que o sistema seja instavel. A equacio caracteristica deste

nove sistema obtida a partir dos pdlos instavelis; z = -3 . 000,
z = .55551 ¥ 80585, ¢ dada por

EcCz) = z° — 0.1112° -0. 00001z + 1.111088 = O
donde Ffazendo cxi_kim fri + ai_x, montamos a Gliima linha da matriz
A#r acima. Com istoc, basta considerarmos x(k+1> = (A — BfD»xCkD

25
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para que a matriz ¥ seja cobtida. Note que os pédlos associados a

As" est¥o na regifc instével do plano z-complexc. Dessa forma,

Lemos
-112. 2333 56, 6778 588, B850
Bf = B x F = ~1ig. 2333 856. 6778 555, 5550
- 11.82232 g, 6678 859, 5585
112. 2433 -85, 5778 555, 5540
Aa*x A - Bf = 112. 243234 ~-B6. 6768 ~8585. B4850
11. 22432 - B.88577 -~ B85, 4855

A equagio caracteristica correspondente pode ser facilmente obtida

e ¢ descrita por

EcCzd = z° - 0.111z% + 0.00001z + 1.111 = O ,

portanto, apresentando os mesmos polos que queriamos alingir.
E
Normalizando a matriz Aa , cobiemos a matriz Aan descrevendo
as caracteristicas do codificador realimentado. Assim, a matriz de

transig¢io Aan apresenta a seguinte forma:

D e o
Aan = ot o) o
o o) o

A matriz de realimentagSc Fn ¢ a matriz F normalizada, dada

por

O diagrama de estados particionado apresentado na Fig.IV.3.1
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mostra as modificag@es causadas pela realimentagfo. Embora o
codificador convolucional resultante nZo possa ser caracterizado
coms catastréfico, por n3c ser instavel, ou equiQalentemeﬁte por
n3c possuir um ciclo de peso de Hamming zero, ¢ um codificador
convolucional com suas caracteristicas estrulurais e de disténcias
totalmente alteradas. Varios ramos de transigfo no novoe diagrama
de estados particionade n3c aparscem e 05 que permaneceram
apresentam seu pesc de Hamming as vezes alterados.

Comparando as duas matrizes de transi¢fo de estados A e Aa*,
vemos dque os elementos zero que aparecem na malriz Aa*, nioc sdo
zere na matriz de transig¢Boc A do codificador original. Isto
implica que os ramos do diagrama de estados particicnado que s3o
representados por estes elementos, foram desligados. Com isto, ao
entrarmos com um vetor de informagZc que deveria usar estes ramos,

deveremos provocar uma realimentacic de estados no sistema para

-

+
vI
"
"
11
LS

¥

A 4

oo } > r;g: for] » @
T
!

LAl

L 4

Fig. IV.Z.1 DIAGRAMA DE ESTADOS PARTICIONADO PARA O CODIFICADOR
CONVOLUCIONAL DE TAXA r = 2% E K = 2

que ele use apenas oS ramos que constam do nove diagrama de
estados particionado deve ser realizada. Isto deve confundir o
observador casual, ou intencional, levando-o a pensar que & laxa
esou o nimero de registros do codificador foram alierados. Na
treliga (Fig.I1V.3.2>2 os ramos em linha cheis representam as

ligagSes do codificador alieradec e ©s ramos em linha guebr ada,

3 2]
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representam ¢ codificador original.

O algoritmoe de decodificacio normalmente ulilizado segue na
treliga © caminho de menor peso de Hamming a rcada vator de
informacioc que chega, Ao realimentarmos ¢ codificador, provocamos
a auséncia de alguns ramos. Isto n¥Eo nos permite mais atingir
certos estados gque antes eram atingidoz, mas © emissor e o©
receptor esitio em sintonia gquandoe a realimentagioc acontece. EniZo
o observador, ou vaili continuar decodificando passando apenas por
caminhos que sejam os indicados pelo decodificador, ou ele wvai

imaginar que alteramos o codificador. De gualquer forma, isto wvai

induzi-lo a erros. e portanto, a uma mensagem decodificada
erroneamente, Esta & a nossa real intengio, confundir o
observador.,

Fig.lV. 2, & TRELICA PARA CGODIFICADOR CONVOLUCIONAL

COM TAXA r = 2% E K = 2
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IV.3 Conclusodes

Neste Capitule fol apresentade um método simples de alocagio
de pdlos usando o Diagrama do Lugar das Raizes. O objetivo com
isso fol de estudar o comporitamento do sistema sob a aglo de
realimentaciio bem comeo as influencias desta realimentagBoc sobre as
matrizes de alocagio. O resultade fundamental e novo foi o de
mostrar as possibilidades de que através da Lécnica de alocagio de
pélos podemos atuar sobre os codificadores convolucionais de tal
modo que, sem alterar as caracteristicas essenciais como corretor
de erros, pudesse também operar sob a condig@io de cifrador sem que
para isso fossem alterados o nUmero de registros e a taxa. Notamos
que © importante n¥oc ¢ instabilizar o sistema com o© intuito de
obter céddigos assintoticamenie catastrédficos, e sim, através da
realimentagio obter novas transi¢Bes de estados ou eliminag3o de
algumas outras no diagrama de estados particionado tal que as
seguéncias a serem codificadas pelo codificador inicial tenham gue
sof rer adapltagles somente conhecidas pelos interessados e
consequéntemente, confundir o observador intencional esou casual

Cecriptoanalistad.
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V.1 Introdugio

Neste Capitulo apresentaremos os resultados obitidos com a
aplicagfo da iteoria descrita nos capitulos antericores bem como
coment aremos as caracteristicas mais plausiveis quanto ac
desenvolvimentco do Lrabalho. Esperamos com isso gque um melhor
entendimento da aplicagBo dos conceitos de estabilidade, controle
& alocagdo de pdlos a cdédigos convolucionais possa propiciar
aplicagSes tanto como corretores de erros, como cifradrores, sSem
que para isso seja necessirio allerar a taxa e © numeros deo
registros do cedificador convolucional.

Como pode ser cobservado dos capitulos anteriores, os cédigos
convolucionals flimos no sentido de méxima capacidades de correclo
de erros, Lambém sdo estavels segunde Lyapunovy quandoe modelados
come sistemas dindmicos lineares discretos. Todos os coddigos
convoluclionals &timos {correlores de erros? apresentam oS
autovalores associados as respectivas matrizes de transigio de
estados, menores gque unidade, isto &, E}\‘;i < 1.

Aplicande a transformada & ao sgsistema dindmico linear
C¥.1.13, como ja wvisto no Capitule II, cocbtemos a TungBc de
transferéncia de malha-aberta do sistema & alravés de seus pdlos
analisamos a2 estabilidade deste gistema wuitilizando das varias

técnicas apresentadas no Capitulo II.
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»Ck+1D = AxCkD> + Bulk> V.4, 4
¥Ck> = CxCkD
Analisamos & estabilidade usando o Critério de

Jury—-Eianchard, que verifica se existem raizes da equag3o
caracteristica fora do circulo de raic unitarie, sem precisar
calcular numéricamente seus valores. Este métode foi apresentado
porque quando temos um sistema com mais de cinco raizes, torna-se
obrigatdrio o uso de algoritmos para obtenc®o do valor numérico
destas raizes. Este procedimentc pode ser considerado caro, quando
estas raizes, ou os coeficientes da equagioc caracteristica forem
mnuito prédmos de zero (10vmo’ poe exempls). A seguir, itragamos o
Diagrama do Lugar das Rajizes &, por meio dele pudemos constatar a
estabilidade dos cdédigos convolucionais &timos, graficamente. A
regifio de estabilidade no plano z-complexce esta inserida dentro do
circulo de raio unitério.

Um estudo de estabilidade segundo o Critério de Nyquist
Lambém aprsenta 2 facilidade de mostrar a estabilidade de um
sistema sem que conhecamos suas raizes.

A teoria de controle analisa uma caracteristica fundamental
do sistema para realizarmos o© intuitoc deste trabalho que & a
Alocagio de Pdélos. A um sistema linear controlavel & possivel
aplicar uma realimentag3o, ou um ganho de realimentac3oc K, de tal
forma a instabilizar o sistema de malha-fechada. Desse modo, &
possivel conirolar a saida do sistema para obtermos as respostas

dese jadas.

V.2 An&lise dos Codificadores Convoluciconais
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V.2.1 Anilise do Diagrama do Lugar das Raizes para cddigos
convolucionais 4timos,

O Diagrama do Lugar das Raizes fornece diversas informagSes
sobre as caracteristicas Ja conhecidas dos codificadores
convolucionais e apresenta-ags de uma forma até ent3oc n3o
explorada. Os codificadores convolucionais, como j& foi dito,
possuem como paramelros © nimero de entradas, numero de saidas o©
rimero de registros e a distancia livre.

Uma an&lise dos Diagramas do Lugar das Raizes
correpondente aos codificadores convoluciocanis com diferentes
taxas e numeros de registros conduz a alguns resultados
interessantes bem como uma nova forma de interpretaglc das
caracteristicas estruturais e de distl&ncias dos mesmos. Por
exemplo, ao observarmos os Diagramas do Lugar das Raizes mantendo
fixo o numerc de registros e wvariando a tLtaxa, percebemos gue
conforme © comprimento da palawawcédigo ramc n cresce, o©of pélos
se aproximam cada wvez mais da origem do plano que contém o
diagrama. Isto implica em afirmar que a variagio do valor n conduz
o sistema a ser estavel. Com istoc, a diminuigZo na taxa implica na
obtengdo de cddigos com distancias livres crescentes, portanto com
alta capacidade de correcio de erros. £ possivel notar também
atraves dos Diagramas do Lugar das Raizes que mantendo fixa a taxa
e aumentando o numeroc de registiros existe uma variagfSo nos pdlos
em diregfo a origem do Diagrama do Lugar das Raizes. Isto implica
em sistemas mais estavels, consequentemenie aumentando a disténcia
minima do coddigo associado. Analisando Palazzol4l podemos obter as
distancias livres de todos esiles codificadores para comparagio dos

resultados. Para k = 3 é possivel notar gque para taxas © = 1.7,
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onde n €& par, os polos do sistema s3o reais, isto indica que o©
sistema nidc oscila.

Os codificadores com k = 3 foram os primeiros a serem
analisadoes devide a pequena complexidade snvolvida.

Mantendo © numeroc de eniradas igual a 1 e aumentando o
nmere de registros, a matriz de transiclo de estados do
codificador convol ucional se torna cada vez mais esparsa
apresentando mails elementos zero do que diferentes de zero, Para o
CAsSo em que k = 3 observa-se que muitos codificadores
convolucicnais otimes (estéveisd possuem polo igual a zero
implicando gque a matriz de +transig¢Zo ¢ singular e de posto
incompleto. Dessa forma, © sistema & n¥o controliavel, como pode
ser observado na Tabela III.4.1.

Cbhser vou-se que esta caracteristica de compor tamento
continua a ser wvalida para o case k = 4, porém para valores
impares do ntmero de saidas.

Outra caracteristica notada foi a de que se o codificador
convelucional apresenta pdlog complexos, embora sendo estavel, &
respoesta tLemporal apresentari oscilagBes decresceniss alé atingir
o valor de regime. Assim, através de pequenas variag@es do ganho K
na fungd3oc de transferéncia de malha-fechada ¢ possivel obiter pdlos
camplexos com valores absolutos maiores. Isto conduz a resposta
temporal a apresentar maiores oscilagBes podends consequentemente
levar & uma Iinstabilizacloc do sistema ou a uma alteracgloc das
caraclteristicas de operagBo do codificador. Dessa forma n3oc &
necessaric que se apliguem ganhos substanciais para que o©
codificador apresente um comportamento assintoticaments

catastréfico.
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Pelo fato de estarmos trabalhando com sistemas discretos

cujos elementos s¥Ho estritamente positivos e com wvalores no
intervalec [0,1], aoc alocarmos os pdélos no Diagrarﬁa do lLugar das
Raizes, a matriz de transig8o de estados do sistema alocado pode
apresentar elementos negativos. Como o objetivoe & conseguir
codigos gque sejam pele menos assintoticamenie catastiréficos,
normalizamos a matriz de duas formas:
15 dividimos a matriz pela Norma Dois. A Norma Dois & a raiz
quadrada da soma do quadrado dos elementos da matriz; 22 dividimos
a matriz pelo maior elemento positivo. Isto porque um elemento
negativo implica na mudanga do sentide do ramo no diagrama de
estados. Todavia nos casos em que este fato occorreu tivemos como
resul tado a ndo realizabillidade de um codificador linear que
satisfizesse a matriz de transigio. Resultado impossivel de
interpretar pois altera o balanceamento dos nés do diagrama de
estados. Ou ainda um ocuiro motivo, o D associade ac peso do nd, &
uma fungfoc de prebabilidade, portantsc um valor positivo.

Feita esta normalizag8io, percebemos gue o desbalanceamentio
dos nGs do diagrama de estados ocorria pela posigioe dos pélos
muitec proximos de zeroc e Lambém pelos coeficientes da equacieo
caracteristica serem muito "pequenos" em relacfo ac ganho que
devemos dar para instabilizar o sgistema, O fato dos elementos
serem malores que a unidade, implica em pesos de Hamming
negativos.

O=s diagramas dos lugares das raizes correspondentees

aos codificadores considerados s&o mostrados no Apéndice 4.

¥.2.2 Diagrama do Lugar das Raizes para cdédigos catastréficos.
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Considere primeiramente o© caso em que os codificadores
convol ucionals s8o catasiréficos. Mantendo fixe o numero de
registros bem como o nimero de entradas, porém auméntando o numero
de saidas, lLeremos como consequencia um aumento em mddule dos
pélos levando o sistema a ficar cada vez mais estavel. Também
percebemnos que os pdlos complexos s3o em méduloe bem préximos 2
unidade, isto &, estSoc bem préximos da regifio limite da
instabilidade no plano z-complexo. Esta caracteristica apresenta
uma forte oscilaglo no sistema oferecendo grandes dificuldades
para alocaglo de pdlos.

Para a alocagBc de pdlos na regifo estivel deveremos
utilizar a caracteristica de observabilidade do sistema. Isto nem
sempre ¢ possivel, pois existem sistemas, gue embora observaveis,
n3c possuem no Diagrama do Lugar das Rajizes o caminhe que os polos
possam percorrer de modoe a alcangar a regific de estabilidade. Com
o aumenits do ganho, o caminho percorrido pelos pdlos faz com que
e mesmos partam da regifc original em direglo a zeros no
infinito. Como ¢ sistema de malha-aberta destes codificadores nEo
possue zeros finitos, Lodos os zeros no diagrama do lugar das

raizes esiio noe infinito.

V.2.3 Alocacso de Pélos via Diagrama do Lugar das ﬁa{zes.

Dadas as facilidades para atingir a regifoc instavel no
diagrama do lugar das rajizes sem alterar as caracteristicas do
sistema através da alteracBo do ganho K de malha-fechada,fizemos
uso desta ferramenta para transformar um codificador convolucionail
Stime em catastrdfico. Através de alterag@Bes no diagrama de

estados a partir de uma realimentacio via a matriz F. A
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consequéncia desta transformagdo ¢ o surgimento de palavras-cddigo
com peso de Hamming zero ou allerados ou © acréscimo (pordad de
ramos nco diagrama de estados.

Um ocutro fato interessante cbservado é que se houver pdlos
complexos no Diagrama do Lugar das Raizes, ndo necessitamos alocar
pdl os instaveis para gerar codi gos alterados ou mesmo
catastrédficos,. Pudemos também cobservar que conforme a2 disténcia
livre do cddigo aumenta embora impligque num sistema cada vez mals
estiavel apresenta uma oscilagio transitéria no dominic do tempo,
porém, tendendo ao regime em curto intervalo de tempo.

As matrizes de transigio de estados que se obltém na alocagdo
de pdlos, em geral, contém elementos (da ordem de 10*°  vezes
maioresd quanda comparados com os 2 elementos das matrizes
originais. De modo a quebrar esta peculiaridade que se verifica
com a inversio da matriz de transformagio de singularidade, aliado
ao fato de aplicarmos um ganhe K relativamente grande ao sistema,
dividimos a matriz de Lransi¢Bc alocada pelo maior elemento
positivo da mesma.

Observamos ainda gue, em =1 itratands de um sistems
criptografico, nic existe a neceszidade da aszocl agio ao
comportamento de c¢édigos catastirdficos. Decorrente desta alocacgio
variacSes no diagrama de estados ou na treliga permitem gue se
atinja estados que antes n3oc era possivel atingir (surgimento de
transicSesl. Além disso, delxar de atingir outros esltados og gquals
antes era possivel atingir (desapareciments de transi¢Ses>. Este
fato confunde o cripltoanalista produzinde o efeito desejade.

O criptoanalista displie como informacio a taxa & © nimerc de

registros do codificador convolucional, logoe o numerc de estados.
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Quando da alocaclio de pdlos teremos alteragfes no diagrama de
estados e na itreliga. Como o algoritmo de Vilterbli gque usado na
decodificagcio por ser de mixima verossimilhanga, percorrera a
trelica conforme os bits de informaglo esifio chegando ¢ destacando
o caminho de menor probabilidade de erro. Quande o codificador &
realimentado, ele passa a apresentar ramos na trelig:é. que antes
nZ¥o havia, ou deixa de passar por ramos gue antes existiam. Assim,
o criptoanalista primeiro imaginarsd gque esific ocorrendo alieragfes
na taxa e ou nUmero de regisiros do codificador. Isto o levara a
optar por outras estratégias ou a obter resultados totalmenie
diferentes dos reais.

Um ocutro efeito percebido se prende aos pdlos & aocs pontos
de partida das assintolas do lugar das raizes, © que pode ser
perceblido nos exemplos abaixo. Por exemplo., para o codificador com
taxa 1.8, k = 3, foli possivel obter uma matriz de iransigdo dJde
estados do codificador alocade que contdém como seus elementos
ntmeros que refletem D elevado & um expoenie gue corresponds a um
peso de Hamming do ramo correspondente que n8o ultrapassa ao
Pumoero de saidas do codificador. Isilo nZc acontece, por exemplo,
com o codificador de taxa 1.3, k = 4. Através da observagio do

diagrama do lugar das raizes, percebemos que as assintotas para a

taxa 1.5 e k = 3 partem do eixo real e as assintotas da taxa 13,
k = 4 ndo partem do eixe real. Isto nos leva a perceber gque ©
codificador com taxa ©r = 123 e k = 4, leva mais Lempoe para
estabilizar o© processo., no inicio oscilatério. Porém para o

primeiro temes gue quando as assintotas partem do eixs real &
possivel obter uma matriz de realimentag8o F e uma matriz de

=
transig8o de estados Az que permitem alierar a esirutura do
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codi ficador.

A seguir apresentamos mais zlgumas alocacBes de pdlos para
cddigos com diferentes taxas. |

Seja o codificador convolucional de taxa r = 374 e nUmero de
regi s‘t.rcs k = 2. Chamamos a matriz de transi¢io de estados
original A, a2 matriz de condigadc de entrada B, de condigio de
saida C, a matriz de realimentag3o F e a matriz de transi¢fo do

"
sistema realimentado Aa . Seguindo a mesma sequéncia de operagfes

aplicadas no Capitulo 4. Assim,

i 2 P o®  p* 2 p?  D? ] i o i 5 o? i
D2 D% 2 D? p° 2 o* 2 p®
o4 D2 n? D2 D? o° D? p? t n?
A4 = o? Dt D? pt Dt ? pt B = n? Cr= D?
Dt ? D2 Dt p* p? Dt n? ?
ot Dt Dt D? D? n? D p? D2
n* Dt o? n* D2 n? D? Dt p*
F o= 10% [ -0, 1388 -0, 22868 ©.3882 ©.8972 ~1.8079 0,793234 O, 0023_

Tomamos agoera a matriz F reduzida 4 sua forma para realimentagdo

do codificador convolucional temos

Deste modo, obtivemos a matriz de transigfio de estados com

og pdlos alocados as™
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Fig. V. 2.1 DIAGRAMA DE ESTADOS PARA CODIGO DE TAXA r = 3/4 E k = 2
Os pdlos alocados para o sistema foram
z, , = 0.218842 - O. 857023 2z, % ~0.B40807 = ©0.711154
z. =-0. 87282256 —— - z, = 0.877578 1 O.362244

com a correpondente equagio caracteristica dada por
EcCzd = 2 - 0.22212°-0.1033z°-0.10282*+0. 00582°-0. 0061 2" +
+ Q. 00090z + 0. 489800 = 0O,
onde o ganho aplicado vale K = 0, 487700,
Ao invés de normalizarmes apenas a mablriz A2 no final do
procediments, normalizamos a matriz F & a partir dela procuramos
obhblier o matriz Aa*. A diferenga fundamenlal fol a exclusic ou

inclusic de um menor numerc de ramos impossibilitando assim ques ©

255
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criptoanalista perceba rapidamente alguma alteraclio no processe e
dando mals seguranga 2o sistema gue propomes. Come uma verificagSo
do que acabamos de comentar utilizaremos cﬁmo exemple ©
codificador anterior para as comparagdies. Alteramos apenas o ganho

K = 1.8322 mas a diferenga no resuliade n¥o alinge 10™* na matriz

alocada.

Fig. V. E&. & DIAGRAMA DE ESTADOS E TRELIGA PARA R = 8/4 E K = 2

Com este ganhe determinamos a matriz F na sua forma

normalizada, isto &,

F =1 O‘*{ ~0. 338z ~0. 0088 0. 9568 2.2231 -4.2084 1.9656 0. OOSS}

Frni = i: ~0.0804 ~0.1380 O.8275 0.5285 —1.0000 0.4673 -0.0014 }
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De posse de F‘h determinamos a matriz de transiclio de estados
com os pdlos alocados, A2”. Os elementos zero demarcados por
::], na matriz Aa* representam o©$ ramos no diagrama de
estados, ou 03 ramos na treliga que deixaram de existir apds a

real imentagfo.

3

b? p* p®° [o6] »* D? D®
D® D? p* D® p° b® p?
p? D? pt n® D? p° D?
Aa¥ = A - BFn = |D® D! D? D* D? p* p*
p* D* D* p* pt p* D*
p* D! p* p* p? p* pt
p* p* [©6] »f p* [©o] D’

Fig. V.2.5 DIAGRAMA DE ESTADOS PARTICIONADO PARA CODIGO
CONVOLUQIONAL CGOM TAXA r = B/4 E K = 2
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Fig.V.2.4 DIAGRAMA DE TRELIGA PARA O CODIGO GONVOLUCIONAL DE
TAXA r = 34 E k = 2 COM UANHO K

Fara a taxa r = 18 e k = 3 aplicandoc a Lécnica de alocagio

de pdlos, a matriz de itransigio de estados do sistema,

A1D3E = D

resulia na matriz de realimentacio F,

F o= 10°% [ o 8. 852825

dada por

-0. 8852525 ]

Dividindo F pelco maior nmimero positivo, obiivemos & matriz F  de
L4

realimentacio reduzida 3 sua forma ideal

| IN—|
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Consequéntemente, a mairiz de transiglo Ax"153 Cpdlos alocadosd &

dada por
o o D°
Ax"183 = o o D
p* o p®
Oz pdlos que alocados s3o
z, = -0.444438 e z, _ = 0.222719 I 0.383393

cuja equagio caracterisitica ¢ dada por
EcCzd = z° - 0.0012z% ~ 0.001z + 0.087541 = O

com um ganho de realimentago K = 0, 08764,

v)

< {11
af | p* p*)

o]
8
|
oF
!
H
B
0

Fig, V.Z2.5 pIaAGRAMA DE ESTADOS E TRELIQA R = 1.5 E K = 3.




CAPITULC V - RESULTADOCS V-15

V.32 Diagramas de Bode e Nyquist

o= diagramas de Bode mostiram as caraaterigtiéas dos sistemas
quande analisados no dominio da freguéncia. A maioria dos
codi ficadores apresentam diagramas com caracteristicas de filtro
passa—baixa, variando apenas a magnitude, ou a largura da
faixa ou o valor da frequéncia de cortie.

A largura da faixa no Diagrama de Bode também wvaria de
acordo com o© crescimento tanto da taxa como do numeroc de
registros. Ela se comporta de acordo com o mddulo dos pédlos = dos
zeros do sistema de malha-fechada, por isso podemos afirmar que
conforme aumenita a distinclia livre, a largura de faixa nos
diagramas diminui.

O Unico caso diferente dos demais surge com o cédigo ACLZ23.
¢ Diagrama de Bode deste codificador aprsenta um ganho acentuado a
partir da frequéncia 107 rad-seg devido ac wvalor de um zero
Cnumerador) ser muito préximo de um pdlo (denominadors. O diagrama
de Bode da fase também apresenta ssta caracteristica. Isto ocorre
apenas com este codificador de caracteristica catastrdfica.

Oz Diagramas de Nygulst para os codificadores convoluclonals
Stimos apresentam um comportamento estavel, pois embora circulem
em torno da origem no plano z-complexo, ndc ultrapassam o ponto
~1. Para o caso dos ceodificadores convolucionais catastrdficos,
percebemos gque estes ultrapassam © ponitoe -1, caracterizande a
instabilidade do codificador.

Finalizando, no Apéndice 4, apresentamocs uma gquantidade de
figuras caracterizando o comportament o dos codl ficadores

convolucionais segundo os critérios estabelecidos nos Capitulos
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anteriores,
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CAPITULO VI - CONCLUSOES

Neste trabalho procuramos apresentar uma nova discuss8o a
respeito dos céddigos convolucionais, aprovel tando & seu
model amento por sistema dinadmico linear discreto e invariante no
Lempa. Apresentamos de forma ainda nio explorada, as
caracterizagles das propriedades estruturais e de distincia usando
técnicas simples de an&lise de estabilidade, conirole e alocaglo
de pdlos. A partir destes elementos propomos uma nova forma de
cifragem, onde alteramos compl etamente o comportamento ey
codificador convolucional, sem a necessidade de alteraclo da taxa
ou do numero de registros.

Para suprir estas necessidades, no Capitule 1T esstudamos
tecnicas de zandlise de estabilidade. Apresentamos a estabilidade
noe sentido de Lyapunov, a partir do conhecimenio dos pdlos do
sistema = os Critérioc de Jury- Blanchard e Raible que nos permiie
analisar a estabilidade de sistemas sem precisarmos avaliar as
raizes da equagl3o caracteristica (este critério indica se ha
rajizes fora do circule de raic unitéric, e seu emprege & por
demais simples. Deve ser utilizade guando existe um nimero grande
de ralzesh.

O Diagrama do Lugar das Raizes & um mélods de dificil
construgdc e resirito gquanic ac nidmero de raizes. Porém possui a

caracteristica de Tornecer um amadurecimento para o gue tratamos
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no Capitulo IV. Os Métodos de Resposta em Fregquéncia, como
Diagrama de Bode e Nyguist, feoram utilizados para uma avaliacHe do
comportamsntoe do sistema de malha—fechada, .quanto & =18 EY
estabillidadea. Por ser geralmente ulilizade em Teoria de
Comunicag@Bes para estudar o comportamento de filiros, entic nos
valemos dessa forma para analisar os cddigos convoluclonais. No
final deste Capitulo apresentamos uma contribuigfo original do
trabalho, uma tabela de classificacio de alguns cedificadores
convolucionais quante & sua estabilidade e, comparando este fato &
sua otimalidade como corretor de erros ou cifrador (catastrédficod.

No Capitulo II1 apresentamos uma sintese da Teoria de
Controle com o© cobjetivo de classificag¢ioc dos codificadores
convoelucionais quanto as caracteristicas de controlabilidade e
observabilidade. A técnica utilizada, embora simples, nZo fora
explorada anteriormente aos codificadores convolucionails. o
objetivoe de estudarmos a teoria de controle estid diretamente
ligado ao fato de gquerermos instabilizar os codificadores
convoliucionais para uséa—-los tanto como corretor de erros como
cifrador. E, para istc, precisévamos desta classificacfo. No final
apresentamos uma oulra tabela analisando de forma original,
também, o0 cddigos conveolucionais guanteo a Teoria de Controle,
como controléavelis esou observavelis.

No Capitulc IV, apresentamos © gue realmente determina a
originalidade deste trabalho. A partir do  conhecimentoc da
estabilidade & possivel inferir quanto & capacidade de correcgio de
erros dos cddigos convolucionalis. Com a controlabllidade podemos
verificar s € ou ni3o possivel prever .~ alterar o comportiamentio

future do sistema. Neste Capitule, mostramos a possiblilidade de, a
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partir de um codificador convolucional controlavel e estavel,
instabilizd~-lo com o propdsiteo de realizar cifragem, isto sem
alterar a taxa ou o nimero de regisiros do codi fi.cador original,
diminuindo dessa forma, as chances do criptoanalista gquebrar o
sistema criptogréafico em questio. informagEo.

No Capitule V, apresentamos os resultados gque obtivemos
aplicando as técnicas mencionadas nos Capitulos anteriores.
Mostramos, através de exempl os, as possibilidades =3 as
dificuldades de viabilizacHo da Tese em questio.

Como sugest@ies para futuros trabalhos apontamos na direg3o
de realizar uma analise de complexidade da técnica de cifragem;
utilizar da equa¢dce de Ricatti para determinagic .~ alocagio de
p&los, ambos para codificadores convolucionais com uma gquantidade

grande de nimero de registros e taxas altas.
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1

Gz = p P

= — 0.21z" ~-0.881=z2
P&los de malha-aberta ~ Angulo de partida -~ pontos de gquebra-ganho
~0. 21142 -180° ~0.11601 | -5.04%10 "
0. 42143 -180° 0.25601 | 1.97%10 "
O. 00000 o°
Fig.A.1 DIAGRAMA DO LUUGAR DAS RAIZES r = 28 E K = 2 ~ €. €. OTIMO
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O.001112%+ 8.01%x10" %2 ~ 2. z4% 0" 2°

&z = g 2 -1
z7- 0.212® 0.0801z + B5.78%10

frequéncia ———— w . = 10" °, w = 10
min 1112+ 9 4

Fig. A. 2 DIAGRAMA DE BODE PARA GC.C.OTIMO TAXA 7 = 2,8 E K
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A-2

e - T ]

z i |
l% ’@
Real GlelinD))

0.00111z%+ 8.01%10 %z - 2. 24%10 2°
Ezd = = 3 p
z°— 0.21z2 0.0801z + 5.789%1 0 *

frequéncia —--— w . = 1077, w 10
WL MG X

Fig. A. 3 DIAGRAMA DE NYQUIST PARA C.C.O7TIMO TAXA

z/8 E k

4
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ll.SB B

X | | | |
1'5'3,53 -3 b 1,38
Real 1

i
GL=zd = . p =
zo — 0.111z" + $.00000Qz + 9.809%10
P&los de malha-aberta — &ngulo de partida — pontos de quebra-—ganho
~0. 02676 -180° 4.46%10° %] -g.89%107°
©.10125 -180° 7.30%107 %] 1.03%10 °
©. 03652 o®
Fig.A. 4 DIAGRAMA DO LUGAR DAS Ralzes r = 205 £E k = 2 - ©.c. OTIMO
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SCzo = 5 P
=5 - 0.01011z7 - 0.00089=z + . 0000008

P&los de malha-aberta — Angulo de partida - pontos de quebra-ganho

~0. 04920 ~-180. 0° ~0.01418 | ~1.07%10 "
0. 02985 * o.033801 X e 7° 0. 02082 ; -8, S5o%1 0™ "
Fig.A.5 DIAGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES r = 2/7 E k = 2 - €. C. OTIMO
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-3

Real 3

i

Gles =
27— 0.22212%- 0.10332%- 0.10282%+ 0.00572%- 0.00612°

+ 0, 0008z + 0O.0003

Pélos de malha-aberta - &ngulo de partida ~ pontos de gquebra—ganho
8

~0. 63823 -180° 0.535440 | B.70%10°
~0. 28238 = 0.32057i *100. 4° 0.088482 | -3.32%107 ¢
0.03708 T 0.28406i1 * so.7°
0. 21506 0.0°
~0. 14053 -180. 0°
Fig. 4. & DIAGRAMA DC LUGAR DAS RAIZES r = 8/4 E K = 2 - C. . OTIMO
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Frequency {rad/see)

L R s Seges ey

0. 0003z%+ 0.00043z"+ 0.00022z*+ 0. 00013227~ 8. 14%1 07 °2%

+ 0.0000022z + 2.95%10 °

+ 0.0008z + 0.0003

z* - O.22212°- 0.1033z°- 0.1028z*+ 0.0057z°- 0. 0061=°

Fig. A.7 DIAGRAMA DE HODE PARA C.C.O0TIMO TAXA r

84 E k
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Real Glexp(iWl))

0. 00032°+ 0. 00043z"+ 0.00022z*+ 0.00013227~ 5.14%1 0 =%

+ 0.000002z + 2.05%10 %

Gzl =
27~ 0.22212z°%- 0.1033z%~ 0.1028z%+ 0.0057z°~ 0.00612>
+ 0. 0008z + §.0003
Fig.A. 8 DIACGRAMA DE NYQUIST PARA C.C.OTIMO TAXA r = 8.4 E k =
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' |
-q,sa - 58 58 138
Real &

1

Glzd =
=¥~ 0.1132°- 0.10132"+ 0.008682%- 0.010027-0.0012%+ ©. 0002z

P&los de malha—abertita -~ &ngulo de partida - pontos de quebra-ganho

-0, 36057 —180.02 =0. 304277 ! ~1.45%10° "
C. 444686 -180.0 -2 -4
0.04848 T 0.276701 * 38.8° 7.30x10 7] 8.3110

~0.16412 O.OO -0.101335 | 1.76%10
0. 08825 0.00
O. GOO00 ~180.0
Fig. A. 5 DIAGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES r = 3.5 E K = 2 - «.C. &SrTimo
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Frequency (rad/sec)

0. 000033z%+ 0. 00011z 4.46%10  “z*~ 6.38%10 °z°
+1.067%10 52%— 9.14%10 'z - 2. 02%10™ "
Glz> = 7 S = 4 E: ) Z
=7 0.11322°%- 0.01013z"+ 0.00882"%~ 0.0109z" - 0.0009982
+ 0.000187 + 3.85%10 °
frequéncia w_ . = 10677, w = 10
ML N max
Fig. A. 10 DIAGRAMA DE BODE PARA C.G.OTIMO TAXAa r = 35 E k = 2
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ALY gNe TNE s
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Real Glexp(ind))

0. 0000832%+ 0.000112z"~ 4.46%10 "2*- &6.38%10 °z°
+1.067%10 %2%- 9.14%10 'z - 2. 02%10”*®
GCZ:) = rd [+ e L3 a2 b4
27— 0.11322°~ 0.01013z°%+ 0©.0088z%- 0.0109z%- 0.000908z
+ 0.000187 + 2.85%10°°
fredquéncia w_ . = 1677, w = 10
mL N ma X
Fig. A.11 DIAGRAMA DE NYQUIST PARA C.C.O0TIMO TAXA r = 8-% E k =
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4B

SR XN R e
w

-8 -3 403 4 8
& Real 1
&Czd = — p s < 5 z
z —0.205z - 0.1008z - 0.0098z + 0.000iz + 0. 0000989z
-~ 1.99%0 %z + 2. gox10” "
Pédlos de malha-aberta -~ &ngulo de partida = pontos de guebra-ganho
~0.108527 = 0.187088i i&.?o.ez 0.187977 | 2.51%10 °
O.a22118 -180.0 -7
0. 10408 ~180.0§ 0.072111 | "3.89*10*?
0. 08431 s 0.0 0. 087513 ] ~3 . 6210
. 00880 —~ 0.0142388] - 92,4
Fig. 4. 12 D1AGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES r = 3-7 £ K = 2 -~ €.8. OTIMO
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1;59 .
I ! L

i
)

—
-lss -
r“"
5l | l 3
j%.S@ - 38 B 1,58
Real 2
i
G{:Z) = 1% 4 12 iz 14 10
bd - O, 246z - 0.1266=2 - 0.04412 ~ O, 0233z — 0. 022z

- 0.0112%— 0.00212%- 0.00041z" ~ 0.0011z°%~ 0.00013z"

meg8 m9,% e —7.43%10°

. 0.000000z% 2.54%1 07 %2%+ 1.84%10 2"~ 2.0%107 &

P&los de malha-aberta - Angulo de partida - pontos de quebra-~ganho
-+

+]

0.78@517+ ~180.00 O, 67356 i 7.33%10°
-0, 24013 —- 0.380761 -107.1 -8
O.32486 - O.26678i > 13.1° -0.124088 | 3.33410

—0. 43083 = C.147881 Y 82.90

0.17640 = 0. 428061 ¥ 76.80

-0. 08873 0.31013:1 ;180,?6

O.12852 7 G. 108321 ;149.%0

-0.13875 ~ 0.058941 - B3.3

Fig.A. 13 DIAGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES r = 45 E K = 2 - C©. . OTIMO
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b
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1
Gz = p P
z - 0.1z + 0.1z
P&los de malha-aberta - Angulo de partida - pontos de quebra-—ganho
~0. 270156 ~180. 0° -1.82250 | -G.38%10 °
0. 370156 -180.0° o.z1sez | 1.82%107°
©. 00000 0.0°
Fig. A i4 DIAGRAMA DO LUGAR DAS RalIZES r = /2 E K = 38 - €. C. OTIMO
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Prequency (rad/sec)

.0
aCzy = . O 02012
z - 0O.1z" - 0.1z
frequéncia w = 10"?, w = 1C
mu ML
Fig. A.15 DIAGRAMA DE BODE PARA C.C.OTIMO TAXA r = &/ E k = B
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1 | | |
i%.@ 8 g/ |

Real Glexelinl))

O. GO0
aCzy = . 2012
z - 0.1z - 0.1=z
freguéncia W = 1077, w = 10
mi M
Fig A. 16 DIAGRAMA DE NYQUIST PARA C.C.OTIMO TAXA r = 4-2 B k = B
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'{1.59 W

d
i

ok

- | l | ;
l's-q.ﬁﬁ -8 .38 1.5
Real 1

1

Gzl = p- 5
z°7 - 0.01z2z" - 0.01z -~ 0O.0098

Pédlos de malha-aberta — Angulo de partida - pontos de quebra-ganho
£

-0, 11182 L o.172686i1 z 53. 57 C. 05449 g ~G. 54%10°
0. 23382 -180.0° G.06118 ; 1.03%10 %
Fig.A. 17 DIAGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES r = 1,9 E K = 38 -~ C©.C. OTIMUO
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Fig. A. 18 DIAGRAMA DE BODRE PARA G.C.OTIMO TAXA r = 173 ¥ k = 8
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Real Glexn(iul))

a o4

10 7z + 9.0%1 0
z? - 0.01z% 0©.01z - 0.0000

Glz2D =

freqguéncia w

Fig.A. 19 DIAGRAMA DE NYQUIST FARA C.C.OTIMO TAXA r = 13 E k = B
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158
Real 1

1

Gz =

z2 - o0.012% - 0.012

P&los de malha—-aberta ~ Angulo de partida ~ pontos de quebra-ganho

-0, 0951 25 ~180° ~0.05449 | -3.53%10 °
©.105125 ~180° 0.081185 | 4.20%0 *
©. 00000 o°

Fig. A 20 DIAGRAMA PO LUGAR DAS RAfZES r = 1/4 E K = 3 - <C.C. OTIiMO
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Fig. AZ21 DIiAGRAMA DE BODE PARA C.C.0OTIMO TAXA r = 474 E k = 3
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g ' R B
Real Glexolin]))

- 4G

10
&Kzd = - =
= - 0.01z .01z
frequéncia w =10""7, w = 10
M f11le %4
Fig. AZZ DIACURAMA DE MNYQUIST PARA C.4.0TIMO TAXA r = 474 E k = 3
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4
.58 -

] z f | [
1'%.5@ - 38 38 1.38
Real 1

i

=% - 0.001z% - 0.001z - O©.O0CO0CB8S

P&los de malha—-aberta - Angulo de partida ~ pontos de quebra-ganho

O. 053746 ~180. 0% -0, 017827 l 8.72*10”5
~0. 026308 © 0.033814i z 87.1° o.o18503 | 1.1a%10 *
Fig.A. 73 DIAGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES r = 4% E K = 3 - a.G. OTIMO
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(L
|

1
&L=z = — P s < z1_2z
z°— 0.1z°%~ 0.12z7+ 0.0089z"- 0.0000z"+ B.14%10 %"z
+ 7.24%10° %% 1 2axo” *?

P&los de malha-—-aberta - &ngulo de partida - pontos de quebra-ganho
0. 387484 . 0.02 -0. 318963 1 -3.02%10 *
0003346??“+0.844198i? : 56.70 0.348745 | 3 Bex1 o *
=. 4910 - 4.32x%10 1 -180. 0 multiplicidade 2.

O. 42056 -180.0° ~1.86%107 %] -1.23x0” %t

Fig.A. 24 DIAGRAMA DO LUGAR DAS RAIZES r = 42 E K = 4 ~ C.C. OTIMO
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