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Resumo

Os cddigos esféricos ou cddigos de Slepian sao conjuntos de pontos de sinais disposto:
sobre a superficie de uma hiperesfera no espago FEuclidiano N-dimensional. A grande dif-
culdade para sua construgao esta na busca por um valor {vetor) inicial otimo cuja solugao
vem através de um problema de otirnizacao. Neste trabalho apresentamos a proposta de um
algoritmo de construgao de conjuntos de sinais esféricos no espago Euclidiano N-dimensiona!
baseada na soma direta de grupos finitamente gerados e. principalmente. na geometria as-
sociada a cada um destes grupos. Uma vez que a geometria associada ao grupo fornece o-
elementos necessarios para a determinacao do valor {(vetor) inicial. a solucao do valor iniciz.
via mélodos de pesquisa operacional. neste caso. a programagao linear € desnecessaria. A
justificativa para esta afirmagao € que a distancia Euclidiana minima entre estes sinais, este
definida pelos vértices do politopo formado pelo conjunto de sinais fornecido pela geometria.
Estas caracteri sticas mostram a simplicidade do algoritme proposto para a construgao de
cédigos {constelagdes) esféricos. A construgao sendo apresentada, é definida pelo casamento
entre o grupo abeliano ou nao abeliano, e o conjunto de sinais determinando de forma natu-
ral o rotulamento para este conjunto de sinais. A caracteristica apresentada pela construgac
mostra a possibilidade de realizar a construcao de subfiguras deste politopo que representem:
as classes Jaterais do grupo que o rotula. e. portanto. obter um particionamento de forme
sistematizada. Uma generalizacao para a construgao é apresentada quando a geometria pode
ser obtida para um conjunto maior de politopos através do algoritmo da d-cadeia fechade.
Com isso, a construcao incorpora, de forma mais geral a concatenacao de cédigos esféricos
N-dimensionais da forma mais geral para esta classe de cddigos de grupos.

Os cddigos esféricos ou codigos de Slepian sao pontos de sinais dispostos sobre a su-
perficie de uma hiperesfera no espago Euclidiano N-dimensional. A grande dificuldade para
sua construcio esta na busca por um valor inicial 6timo cuja solugdo vem através de um pro-

blema de otimizacao. Neste trabalho apresentamos uma proposta de construgao de conjuntos
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de sinais esféricos ne espaco Euclidiano N-dhensional bascada na soma direta de grupos find
tamente gerados e, principalmente. na geometria associada & cada um destes grupos. Uma
vez que a geometria associada fornece os elementos necessarios para a determinacao do valor
inicial, a solugao do valor inicial via programagao linear é desnecessaria. A justificativa para
esta afirmacido é que a distancia Euclidiana minima entre estes sinais, esta definida pelos
vértices do politopo formado pelo conjunto de sinais fornecido pela geometria. Estas ca-
racteristicas mostram a simplicidade da proposta para a construgio de codigos esféricos. A
construcao apresentada ¢ definida pelo casamento entre o grupo abeliano ou nao-abelianc
e o conjunto de sinais. determinando de forma natural o rotulamento para este conjunioc
de sinais. A caracteristica apresentada pela construgac mostra a possibilidade de realizar a
construcio de subfiguras deste politopo que representem as classes laterais do grupo que o
rotula, e, portanto. obter um particionamento de forma sistematizada.

Uma generalizacio para a construcgao é apresentada quando a geometria pode ser obtida
para um conjunto maijor de politopos através do algoritmo da d-cadeia fechada. Com 1sso.
a construcio incorpora a concatenacio de cédigos esféricos N-dimensionais da forma mais

geral conhecida até aqui para esta classe de cddigos de grupos.
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Abstract

Spherical {Slepian) Codes consist of sets of signal points on the surface of a sphere in
Euclidean N-dimensional space. One difficulty in the construction of such codes is related
to finding the optimal initial vector value through an optimization problem. We propose &
construction method of spherical signal sets in Euclidean N-dimensional space based on the
concept of finitelv generated Abelian groups. As a consequence. it is shown that there is
no need to solve for the initial vector value since the minimum Euclidean distance among
these signal points is already fixed by the resulting geometry. These characteristics show
how simple the constructivn method can be. Furthermore. the matching between groups
and spherical signal sets comes naturally from the concept of group representation. Labeling
and partitioning of those spherical signal sets are a consequence of the group chain partition.
Finally, we show how to extend the construction method by including the closed d-chaiu

algorithm 1n it.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve Historico da Teoria de Cdédigos de Slepian

Em [6]. Slepian estabeleceu de maneira geral os conceitos e o ferramental matematico sobre
cédigos de grupo. ou cédigos esféricos para o canal Ganssiano. Neste trabalho. Slepian apre-
sentou a teoria necessaria para a construcaoc dos codigos de grupo que esta forfemente ligada
4 alocacio de pontos sobre a superficie da hiperesfera. Desde entdo, vérios pesquisadores vém
buscando aplicar esta teoria, de modo a conseguir alcangar o objetivo de alocagao dos pontos
sobre a hiperesfera com a maior distancia Euclidiana minima e da forma malis generalizada

quanto aos grupos que possam ser admitidos no processo.

Em [2], uma proposta de construgao de codigos de grupos ciclicos baseados em matrizes

de permutacao, ou equivalentemente, a obtencao do vetor inicial através de uma busca por
P




programacgao linear foi realizada. E interessante ohservar que as matrizes de permutagac uty-

lizadas neste trabalho sao resultadas de composiciao das matrizes geradoras das constelagoes

de sinais M-PSK.

Ao contrdrio de [6] e [2]. em [13]. é proposta uma construg¢ao de codigos de grupos
agora no espago de Hamming. Este espago esta definido no R? e no R® como uma associagac
de M-PSk’s e de tetraedros. respecté\'a.meme.‘ onde o numerc de pontos é da forma 2% »
3, k | € Z. Além disso. este traballio contribui. entre outras colsas, com & apresentagac
algébrica proposta pelos autores. determinando um dos passos mais importantes na busca

de resultados relativos a codigos de grupos, na atualidade.

Em [1], foi realizada uma proposta de concatena¢ao de L constelagoes M-PSK, deno-
minada LxM-PSK, onde M = 27, ¢ € Z, com o objetivo conjunto de geragao dos pontos
pertencentes ao conjunto de sinais rotulados através dos cédigos corretores de erro. A in-
tencido é obter particionamentos com distancias Fuclidianas casadas com a distancia de’

Hamming das palavras-codigo que determinam cada ponto no espago Euclidiano.

Em [15], a definicio de cddigos geometricamente uniformes. que resulta da importancia
da geometria para a determinacao da igualdade de distancias entre os pontos, que devem ser

sempre iguais para um melhor aproveitamento destes codigos.

Em [12], a visao algébrica do " casamento de conjuntos de sinais a grupos”, é apresentada
de uma forma clara. Este casamento é uma aplicagio da teoria de representacao de grupos; o
casamento destas duas entidades determina a representacao de grupos através dos conjuntos
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de sinais no espago Euchdiano. Loeliger [12] também traballia com constelacoes M-PSK.
para determinar o casamento.

Em [10}, numa complementacio do Teorema 5 do trabalho de Slepian [6], apresenta-
se o algoritmo da d-cadeia fechada, que determina a geometria dos cédigos de grupo, ou
esféricos. através dos caminhos Hamiltonianos que definem os vizinhos com uma mesma
distancia Euclidiana.

Todos esses trabalhos apresentados acima. sao uma continuacio do trabalho original
de Slepian [6]. exceto [1] que nio se preocupa com a alocagio dos pontos estarem sobre a
superficie de uma hiperesfera, embora a construgao, pela definicdo de Slepian determine esta

caracteristica.

1.2 Colocacao do Problema

O problema com o qual estaremos envolvidos neste trabalho pode ser colocado da seguinte
forma: dado um numero inteiro positive k, denotando a ordem de um grupo G;. determine
o codigo de grupo "o6timo” associado.

Ao grupo geral Gy, através do Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente
Gerados, estd associada uma soma direta finita de grupos Gyy,, cujas ordens sio os fatores

na decomposigao em fatores divisores de k. Definimos esta operaciao da seguinte forma

Gy = @;‘L:}GM:' 5
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onde M, = pl*.ou M, | M.,;.

Através da Teoria de Representacio de Grupos. a cada Gy, pode ser associado um
conjunto de sinais Cpy, no espago Euclidiano n, dimensional tal que "%, n, = N. O conjunto
de sinais Cpy,, € construide por uma matriz de transformacao ortogonal. que denominaremos
submatriz SA;. E. desta forma. o grupo Gjy, € representado por SA,.

Deste modo. podemos associar a soma direta de G & soma direta de ;. tal! como.

L o
Cr=&L,Chp.

onde a soma direta assume que Cpa, N Cpg, =8, para i j. . j= 1, ..., L.isto é, cada conjunto
Ca, € disjunto de qualquer outro conjunto Cp,. Cada conjunto Cyps, define um espaco
Euclidiano disjunto de Cpy,, 0 que caracteriza a construgio pela matriz de transformagao
ortogonal Axxn do conjunto de sinais C, no espaco Euclidiano N dimensional. Assim, o
fato dos conjuntos de sinais serem disjuntos e a soma direta. caracterizam que a matriz de
transformacao ortogonal Anyn é diagonal e cada elemento de sua diagonal sera determinado
pela submatriz SA,.

Cada submatriz SA; e também a matriz Ay, n € de transformacao ortogonal. portante.
as caracteristicas de cada conjunto de sinais Cjps, no espago Euclidiano. como disténcias e
normas estao garantidas. Deste modo, uma construgao através de transformacao ortogonal

€ realizada, aplicada pela matriz ortogonal Ay, n sobre o vetor x; é dada por

Xit1 = X; X Anxn




onde 7 = 0. ..., k- 1. constréi um conjunto de sinais sobre & superficie de um séhido em
N dimensées. Se x; for normalizado, entdo o conjunto de sinais estard sobre superficie de
uma hiperesfera, de raio unitario, no espago Euclidiano N dimensional. Através de uma
uniformizacio das distincias entre os vizinhos do conjunto de sinais Ci, a figura sobre a
superficie da hiperesfera é geometricamente uniforme.

Inicialmente a proposta é construir conjuntos de sinais no espago Euclidiano .V dimen-

sional a partir da some direta dada por
ol G o e (O
gzl "\Ix — =1 A,

onde cada Cyps, € um conjunto de sinais.

No Capitulo 2, é proposto um algoritmo de construgao de conjuntos de sinais casados a
grupos para este tipo de conjuntos de sinais, onde o conhecimento da geometria associado a
cada conjunto de sinais Cpy, associada ao M;-PSK permitem a construgao de um vetor inicial
sem um processo de busca otimizada.

No Capitulo 3. é proposto um rotulamento com base na soma direta utilizada na cons-
trucio do conjunto de sinais Cx no R™, e um particionamento através de algoritmo de
particdo de conjuntos de sinais e grupos.

No Capitulo 4, o algoritmo proposto no Capitulo 2 é estendido para uma versao que
permite construgdes mais gerais dos codigos esféricos, onde, a cada conjunto de sinais Chy,
ests associada uma figura que pode ser diferente do M;-PSK, em dimensoes diferentes de

dois. E realizada uma comparagio entre a construgao proveniente do algoritmo da d-cadeia




fechada com a construgac proveniente do algoritmo proposto no Capitulo 2.




Capitulo 2

Construcao de Conjuntos de Sinais

Esféricos Casados a Grupos

2.1 Introdugao

Em [6], Slepian define uma classe de cddigos, denominada Codigos de Grupo, dada a ca-
racteristica de que todos os pontos, que representam as palavras ou vetores deste codigo
de grupo apresentam o mesmo valor quadrado da distancia Buclidiana minima entre seus
vizinhos e, portanto, a mesma probabilidade de erro. Isto € equivalente a dizer que este
conjunto de pontos de sinais é um cddigo de bloco cujas palavras ou vetores apresentam a
mesma energia. Por apresentarem a mesma energia estao. portanto, sobre a superficie de
uma hiperesfera de raio 1/|X;|2 centrada na origem do espago Euclidiano n dimensional, R™.
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Os codigos de grupo, em geral, podem ser construidos através da soma direta de certos
cédigos de grupo basicos por representacio real-irredutivel de grupos finitamente gerados.
A grande dificuldade com a qual se depara na construgao do conjunto de pontos de sinais no
R" estd na restricao de que a distancia entre vizinhos seja a malor possivel. Esta construcao
hasela-se no seguinte problema: dado um conjunto de matrizes transformagao ortogonal.
determine um vetor inicial tal gue a distdncia minima entre os vetores resultantes da aplicacao

dessas transformacoes seja a malor possivel.

Em [2], Biglieri e Elia propuseram um algoritmo. baseado em Programacao Linear. para
determinar o valor do vetor inicial quando o conjunto de transformagoes lineares ortogonais
é ciclico, isto é, dada uma transformagao ortogonal, as poténcias da mesma geram as demais
transformacoes. Esta classe de codigos de grupos ciclicos é definida pelo grupo de matrizes
de permutacao ortogonal. cuja construcdo apresenta algumas restrigbes fortes, em relagao ao

numero de pontos e a dimensdo do codigo de grupo ciclico.

Em [1], Pietrobon €t al. propuseram a construgao de constelagdes multidimensionais
através da concatenacao de L constelagoes M-PSK's, isto é, LxM-PSK. Esta construgao ¢
geometricamente uniforme por ser uma soma direta de constelagbes com 0 mesmo numero
de pontos. Embora Pietrobon ef al. nio demonstrem preocupa¢ao quanto ao fato de a
construcao resultar em codigos esféricos, todos os pontos estio sobre a superficie de uma
hiperesfera 2L dimensional. Também nao ha preocupacio de determinar os pontos do con-
junto de sinais, pois é uma construcdo que depende somente do produto da distancia de

8




Hamming pela distancia Euclidiana.

Iremos propor neste capitulo um algoritmo para a construgdo de constelagoes mul-
tidimensionais ou, equivalentemente, de codigos esféricos baseados na soma direta de L
constelagoes M;-PSK’s, que denotaremos por &% ,M;-PSK. Esta caracterizagao possibilitara
a construcao de constelacdoes N dimensionais baseada em I constelacdes PSK's. com um
mimero gualquer de pontos & € Z. Como veremos. as restrigdes quanto a dimensao e numeroc
de pontos estao diretamente relacionadas com a decomposicao a ser utilizada, bem como a
natureza do grupo ser abeliano cichco ou nao.

Para o desenvolvimento do algoritmo serdo necessarios alguns conceitos da Teoria de
Grupos, de Teoria de Representacao de Grupos, de Casamento de Conjunto de Pontos de
sinais a Grupos e da Classificagdo dos Grupos Finitamente Gerados. Em seguida, faremos
uma revisao de cada um destes conceitos para entao apresentarmos o Algoritmo de Cons-

trugao de Conjuntos de Sinais Casados a Grupos.

2.2 Elementos da Teoria de Representagao de Grupos

A Teoria de Representacio de Grupos [7], [8]. estd relacionada com a classificacao de ho-
momorfismos de grupos abstratos finitos em grupos de matrizes de transformacgoes lineares.
Dado um grupo G;, de ordem k € Z, existe uma representagao dos elementos de Gy num
espaco vetorial V, contido no espago Euclidiano n dimensional, V C R", k deve ser maior
que n. Esta representagao é definida por um grupo de matrizes de transformacoes hineares,

9




GL(.), onde GL(.) ¢ definido como o grupo de todas as matrizes de transformagdes lineares
de V em V. A representagao linear de Gy é dada por qualquer isomorfismo de Gy em GL(n,
V}, denominado G, — GL(n, V).

Vamos inicialmente fazer uma breve revisao da Teoria de Grupos Algébricos, incluindo
principalmente uma parte necessiria a Classificacdo de Grupos Finitamente Gerados. A
Classificacido de Grupos tem um papel importante na determinacdo das possiveis variagdes
na construcao de um conjunto de pontos de sinais no R*. A Teoria de Representagao € re-
sponsavel pela representacio de grupos algébricos por grupos de matrizes de transformacoes,

e permite uma associacio chamada de casamento de conjuntos de pontos no R* com grupos.

2.2.1 Teoria de Grupos

A Teoria de Grupos fornece a fundamentagao bésica ao tratamento que apresentaremos dos
conjuntos de pontos de sinais e aos conjuntos de elementos inteiros para a representagao
biunivoca de cada um destes pontos de sinais. Cada um destes conjuntos apresentam uma
relacio bem definida entre cada um de seus elementos. Para que esta relagao seja biunivoca,
ambos os conjuntos devem ter o mesmo nimero de elementos, ou seja, a mesma ordem.
Com isso, é possivel definir entdo um isomorfismo entre o grupo G e o grupo de matrizes de
transformagdes lineares GL(V).

Vamos determinar dois grupos para o desenvolvimento deste trabalho, um grupo com
k elementos pertencentes aos inteiros médulo &, Z;, e um grupo de elementos do espago
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Euclidiano n-dimensional R™, que satisfaga algumas propriedades para a representacio dos

elementos de Z,.

Definicao 1 [§] Um grupo € um par ordenado (G, o) onde o € uma operagdo bindria
satisfazendo:
(i)associatividade - a0 (bo ¢) = (ac b) o ¢ paratodoa, b, c € G;
(ii)Jelemento identidade - eriste € tal que a0 ¢ = € 0 a = a para todo ¢ € G;
(itiJelemento inverso - para todo a € G, existe a™! € G, tal que a o a=' = e.
Seaob=>5bo aparatodoa, b € G, entdo, vale a operacio de comutatividade em G, e

ele € chamado ym grupo comutativo ou grupo abeliano.

O grupo Gg, de ordem k, possui um mapeamento 1-a-1 em Z;, o grupo de inteiros
moédulo k. Seja Gi um grupo qualquer e z um elemento de Gy, isto é, € G;. H pode ser
o subgrupo de Gj tal que seus elementos sejam poténcias inteiras de z. Vamos definir um

conjunto de pontos de sinais no RY como sendo

)] tal que j, =1, -+, M, — 1,r = 1,...,1,}

Cr = {Cj: [e:cp (izﬂzl) St L ETP (iQL‘ZL

onde cada elemento do vetor ¢; dado por exp (2333?) pode ser definido como uma dupla

o= oo () oen (52}
5 = |cos M) M

no R%. Assim, podemos definir

5 = {c' = [cos(2nj1 /M1), sen(2rj1/M),- -, cos(2xjL /ML), sen(2rjL/ML)] € RN}
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Tanto Cp como C’ satisfazem os axjomas de grupo apresentados na Definicio 1.

Definigao 2 [8/ Um grupo H é um grupo ciclico se eriste algum z € H, tal que {z* | n €

Z} (com a operagio usual de multiplicagdo, e H = {nz | n € Z} com a operacdo de adi¢do).

Dois conceitos importantes relacionados a grupos sio o homomorfismo e o isomorfismo
de grupos. Estes conceitos permitem definir uma relagéo, ou um mapeamento de equivaléncia

entre grupos.
Definigéo 3 [8/Sejam (G,0) ¢ (H,x) grupos. Um mapa ¢ : G—H tal que

plzoy) = ¢lz)*p(y),Vz,y € G,

¢ um homomorfismo. Se ¢ € também uma bijecdo de G em H, entio dizemos que G ¢

isomorfo a H, ¢ denotamos

G

f2

H.

Seja Ci, um grupo com k pontos de sinais no espago Euclidiano n-dimensional, Cx ¢ R*,
para associar um conjunto no espaco Euclidiano a um grupo Gj, de ordem &, devemos
encontrar um isomorfismo que mapeie C; em Gj. Existe um mapeamento ¢: Cp — Gy, tal

que cada elemento ¢ € Cj, estd associado a um elemento g € Gy, de modo que
p(c) =g
Sejam ¢y, ¢3 € Cr e g1, g2 € Gy, entéo

p(erxcz) = p(cr) o p(ez) = g1 0 g
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Como este mapearmento é I-a-1 e apresenta uma inversa, entio

e Hpla)opler)) = 7 pler)) * ¢ Hwl(e)) = ¢; x ey

Portanto ¢ é um isomorfismo. Assim, podemos representar Gy por pontos de Cy, ou vice-

VErsa.

Teorema 1 [8] Seja G = (z) um grupo ciclico.

(1) Todo subgrupo de H € ciclico. Mais precisamente, se K < H, entdo, K = <:cd>, onde
d € o menor inteiro ndo negativo tal que % € K.

(2) Se |H| = o0, entdo para quaisquer inteiros ndo .negatz'vos aeb, (z%) # <$b> Além
disso, para todo inteiro m, (z™) = <x|m|>, onde {m| denota o valor absoluto de m, tal que os
subgrupos ndo triviais de H correspondem bijetivamente aos inteiros 2, 3, ...

(3) Se |Hf = n <oo, entdo, para cada inteiro positivo a dividindo n, eriste um 4nico
subgrupo de H de ordem a. Este subgrupo € o grupo ciclico <:1:d>, onde d =%. Além disso, para
todo inteiro m, {(¢™) = <:c(”’m)>, de modo que os subgrupos de H correspondem bijetivamente

aos divisores positivos de n.

Proposicao 1 [8] Sejam G e H grupos e seja ¢ : G — H um homomorfismo.
(1) ¢(lc) = Iu, onde 1g € Iy sdo as identidades de G e H;
(2) ¢(97%) = ¢(g)7" para todo g € G;
(3) w(9") = ¢(g)" para todon € Z;
(4) ker (p) (o nicleo de @) € wm subgrupo de G;
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(5} Im{p), a imagem de G sob ¢ € um subgrupo de H.

Definigao 4 [8] Seja rtp : G — H um homomorfismo com niclee K. O grupo quociente ou
grupo fator, G/K ( leia G mddulo K). Se G/K € um grupo finito, o ndmero de elementos

deste grupo € denotado por [G:K], o indice de K em G. Se G € finito entdo temos
[G/K: 1] =[G:K]=[G:1]/[H:1]
onde [G:K] ¢ definido como a ordem do grupo G/K.
Definigdo 5 [8/Para qualquer N < G e gualquer ¢ € G, sejam
gN={gn|n &N} eNg={ng|neN}

chamados respectivamente classe lateral & esquerda e classe lateral & direita de N em

G. Qualgquer elemento da classe lateral ¢ chamado representante da classe lateral.

A determinacio das classes laterais é importante para a determinacao de subgrupos de
um grupo, e a ordem de cada um destes subgrupos é um divisor da ordem do grupo. Seja
G, um grupo de ordem k, e seja H,,um subgrupo de Gy de ordem r. Se r divide %, seja

entao k/r = s, onde s é a ordem do grupo quociente G;/H,.

Teorema 2 [8/(Lagrange) Se G € um grupo finito e H € um subgrupo de G, entdo a ordem

de H divide a ordem de G e o nimero de classes laterais ¢ esquerda de H em G € igual a

|G}

J:8
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Seja Gy um grupo de ordem &, portanto, finito. Se existe um m tal que m | k, m divide
k, entao o numero de classes laterais é dado por % = 8, E cada uma das s classes laterais tera
n elementos. Cada classe lateral pode ser representada por qualquer um de seus elementos,

portanto, o grupo G pode ser representado pelos s representantes de classes laterais de Gg.

2.2.2 Classificagao de Grupos

Dado um grupe G de ordem £, iremos realizar a classificagio dos grupos de ordem sub-
muiltipla de %, cuja soma direta € isomorfa a Gy. Esta classificacdo é de grande importancia
para a determinagao da decomposi¢do a ser utilizada na construgio do grupo finitamente
gerado isomorfo ao conjunto de pontos de sinais no R™.

Embora Gu, & Zu,, pode ocorrer que Z; néo seja isomorfo & soma direta @X,Zxs, ,
onde k£ é a ordem de Gi. Podemos decompor k& em duas formas, em fatores poténcia de
: Lo, L . :
primos, & = Hm; 7 ou, k= Himam“ tal que myyy] m;. Os Corolarios e Teoremas a seguir

definem a relacéo entre os grupos resultantes da decomposicio de Gy, e o préprio Gy.

Teorema 3 [8] (Cauchy) Se G € um grupo finito e p ¢ um primo que divide |G|, entio G

tem um elemento de ordem p.

L P v . .
Teorema 4 [8] O grupo []. Lm; € ciclico e isomorfo a Ly, X Ly X ... X L, se € somente
o=

se mde(m;, m;) =1,i# 4,4, i =1, ..., L.

Teorema 5 [§] (Primeiro Teorema de Sylow) Seja G um grupo finito, € seja |G| = p™m,
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onde n > I e p ndo divide m. Entdo :

1} G contém um subgrupo de ordem p' para cada i, 1 < i < n;

2) todo subgrupo H de G de ordem p' € um subgrupo normal de um grupo de

ordem pt! para I < i < n-1.

Este Teorema determina que todo grupo G possui subgrupos H com ordem submuiltipla
de G. Se a ordem do subgrupo H ¢é tal que divide a ordem do grupo G, entédo o subgrupo H

¢é normal ao grupo G.

Teorema 6 [8] (Sequndo Teorema de Sylow) Seja G um grupo de ordem p*m, onde p €
primo ndo dividindo m.

1) existemn p-subgrupos de Sylow de G, isto €, Syl,(G) # § (vazio);

2) Se P € um p-subgrupo de Sylow de G e Q € qualquer p-subgrupo de G, entdo existe
g€ G tal que Q < gPg™", isto €, Q estd contido em algum conjugado de P, Em particular,
quaisquer dois p-subgrupos de Sylow de G sdo conjugados em G;

3) O nimero de p-subgrupos de Sylow de G € da forma I + kp, isto €,
n, = 1(mod p).

Além disso, n, € o indice em G do normalizador Ng(P) para qualquer p-subgrupo de Sylow
P, portanto,
n, | m.
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O terceiro teorema de Sylow fornece o ndmero de p-subgrupos de Sylow que compoem

o produto interno, ou a soma direta do grupo finitamente gerado.

Teorema 7 [8§] (Terceiro Teorema de Sylow) Se G € um grupo finito € p divide |G|, entdo

o nimero de p-subgrupos de Sylow € congruente a 1 médulo p e divide |G|.

Através destes teoremas, poderemos especificar uma tabela de grupos quanto a serem

abelianos ciclicos, abelianos, e mais, quem sdo seus correspondentes subgrupos.

Definicao 6 [§] A soma direta G1& G2 & - - & G, dos grupos (Gy, 1), (Ga, *2), ..., (Gn,
*n,) € 0 conjunto de n-uplas (g1, ga, ..., g) onde g € G; com a operacdo definida componente

a componente

(gia g2, -y gn)*(hl-; h:z, T, hn) = (91 %1 1, g2k Ba, - o, Gn *q hn)-

Similarmente, @ soma direta G1& Go® - - - dos grupos (Gy, *1 ), (Gz, *2), ..., € 0 conjunto

de seqiéncias (g1, g, ... ), onde g € G; com a operacio definida componente a componente

(913 gz, "')*(h?i} hy, "‘)2(9’;*1 ki, g2 *2 hg, )

Embora as operagies possam ser diferentes em cada uma das parcelas da soma direta, usual-

mente escreveremos

(gla g2, " gn)(hh h?-; Y hn)2 (glhla 92h27 Tty gnhﬂ)'

Proposicao 2 (8] Se Gy, Gz, - -, G, sdo grupos, sua soma direta € um grupo de ordem
|Gilo [Gzlo- -0 |G| (se algum G, tem ordem infinita, a soma direta também terd).
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Proposigcao 3 [8] Sejam Gy, Ga, -+, G, grupos e seja G = G1& G2 @& -- - G,, a sua soma
direta.

(1) Para cada i firade, o conjunto de elementos de G que tém a identidade de G; na
J-€sima posi¢ao para todo j # 1 e elementos arbitrdrios de G; na posigdo i € um subgrupo de

G isomorfo a G;:

Gt' = {(1?17 . '71-.92':]-1' . a}) igz & Gi},

(equi g; aparece na i-€sima posicdo). Se identificamos G; com este subgrupo, entio G; <4 G

( denotando G; € normal a G) e
G/G,=26Gid @ GG &8 Gy
(2) Para cada i firado definimos =; : G-—G; por
Ti(g1s-oes Gn) = Gi
Entdo w; € um homomorfismo sobrejetivo com
ker(mi) = {{¢1, s §iz1s 1. Gig15 oy 9n) | 9; € G; para todo j # i}

2Ge D GG P @ Gy

(aqui o I aparece apenas na posi¢do i).
(3)Sob as identificagoes na parte (1), sez € G; e y € G; para algum i # j, entdo zy =
yz.
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Definigao 7 [8] Um grupo G ¢ finitamente gerado se exisie um subconjunto finito A de
G tal que G = (A). Paracadar € N* comr> 0, seja " =2 x Z x ...x Z o produto direto

de v copias do grupo Z, onde Z° = 1. O grupo Z” € chamado grupo abeliano livre de posto r.

Teorema 8 [§] :(Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitamente Gerados). Todo

grupo abeliano Gy finitamente gerado € isomorfo 4 soma direta de grupos ciclicos na forma
ZP? G%Zpgz @...@Zp;n pleZe. . & Z,

onde 0s p;’s s4o primos ndo necessariamente distintos, ou
Ly Ly ® ... 010, @Z2DLB- & L

onde m; divide miy. Em ambos os casos a soma direta € inica, exceto por possiveis re-
arranjamentos dos fatores, i.e., o nimero de fatores de Z € tnico e as poténcias {p;)" sdo

inicas.

De acordo com os teoremas, definigbes e corolarios apresentados, podemos classificar
cada decomposigido de um grupo Gy em subgrupos de ordem dos fatores, poténcia de primos
pis k=TI, p", ou k = 1L, m;, tal que m; | myy;, como um grupo finitamente gerado

isomorfo a um grupo abeliano ou abeliano ciclico.

Exemplo 1 : Seja um grupo Gy de ordem k = 900, a decomposicao de k em fatores primos
resulta em pi' = 2, p = F, pP = 5. O conjunto de inteiros médulo pf € um grupo ciclico.
Como o mde({, 9) = mdc(9, 25) = mdc({, 25) = 1 a soma direta @;IZP;; € isomorfa a
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Zsoo, isto €, Gopo = L2 & Ly & Zsz. Se, no entanto. livermos a construcdo Zag® Zag, entdo

a mesma € isomorfa a um grupo abeliano, porém, ndo isomorfa a Zggo.

As Tabelas 2.1, 2.2, 2.3 apresentam alguns exemplos de classificagdes de grupos que

utilizaremos no decorrer deste trabalho.

2.2.3 Teoria de Representagao de Grupos

A Teoria de Representacao de Grupos é um isomorfismo da Teoria de Grupos Algébricos
com a Teoria de Algebra Linear, onde um grupo de matrizes de transformacoes lineares
ortogonais representa um grupo algébrico através de um isomorfismo bem definido entre os

elementos deste grupo algébrico e o grupo de matrizes de transformacdes lineares ortogonais.

Definigao 8 [8/ Sejam H e K subgrupos de um grupo, definimos

HK ={hk | h e H. keK}.
Teorema 9 [8] Seja [ : G—G’ um homomorfismo de G em um grupo G’. Entéo
H={zeG: f(z)=1}
€ um subgrupo normal de G chamado nicleo de f. O mapeamento

zH — f(z)
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ORDEM GRUPO

ISOMORFISMO

1 G Zy abeliano, ciclico
2 G Za abeliano, ciclico
3 Gis Za abeliano, ciclico
4 Gy 2o X 2y abeliano
5 s Zs abeliano, ciclico
6 (g Ly X 2 abeliano, ciclico
7 Gy Zr abeliano, ciclico
8 (s Zy X Ly %X £y abeliano
Zo X 2y abeliano

9 G Zs X Z abeliano
12 Gia Lo X Zo X Za abeliano
Lo X Zg abeliano

Ly % Ly abeliano, ciclico

15 Gis Ly X 2 abeliano, ciclico
16 Ghie | o X Zg X Zo X 7y abeliano
Lo X Zg X 2y abeliano

Zy X Zg abeliano

Ly X Dy abeliano

TABELA 2.1
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ORDEM DO GRUPO GRUPO ISOMORFISMO
30 (a0 o X Zy % Zsg abeliano, ciclico
Zy X Zs abeliano, ciclico
Ze X Zs abeliano, ciclico
32 Glag Lo X Ly X Ly X Ly X Zy abeliano
o X Ly X Fa X Ly abeliano
Lo X Ly X Ly abeliano
Lo X Ly ¥ Ly abeliano
Zy X Zig abeliano
Zs X Zg aheliano
64 (Gea | o X Zy X By X Dy X Zy X Zo abeliano
Lo X Ly X Lo X Loy X Zy4 abeliano
o X By X L9 X Ly abeliano
Ly X Lo X Zg X Ly abeliano
Lo X 24 X Zg abeliano
Zo %X Zy X Zag abeliano
2y X L3 abeliano
Ly X 2 abeliano
Zg X Zg abeliano
TABELA 2.2
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ORDEM DO GRUPO GRUPO ISOMORFISMO
81 Gsy Zg X Zg abeliano
Ly X Lo X Ly X £ abeliano
L3 X L X Zg abeliano
23 X Loz abeliano
Zy X Zy abeliano
256 Gose Ly X g X 7y abeliano
g X L abeliano
1800 Gryisog Lo X Lg X LaX
Zn X Lo X Ly X D5 abeliano

Z;;,a X Z32 X Z52

abeliano, ciclico

TABELA 2.3
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¢ um isomorfismo de G/H sobre G’. Erxiste uma inclusdo 1-a-1 preservando a inclusdo entre

os subconjuntos de todos os subgrupos K’ de G contendo H, dada por
K— f(K) =K, K= f1K').
Além disso, K < G se e somente se K’ 4 G". §¢e K € G, temos
G/K = G'/K' = (G/H)/(K/H).

Teorema 10 [8] (Jordan-Holder) Seja G um grupo finito com G # 1. Entéo,

1) G tem uma série de composi¢io e

2) Os fatores numa sé€rie de composicao sao unicos, isto €, se | = N, < N; < --- <N,
=G el =My <M; < --<M; =G sao duas se€ries de composicio para G, entdor = s ¢

existe alguma permutacdo , =, de {1, 2, ..., r} tal gue
Martiy+1/Meay = Niga /N3, 1<:<r—1.
Definigao 9 [8] Um grupe G € solivel se ezriste uma cadeia de subgrupos
1=GdG a4 G, =G
tal que Gip1/G; € abeliano parai =0, 1, ..., s-1.

Teorema 11 [8] Um grupo finito G € soldvel se e somente se para todo divisor n de |G| tal

que (n,j%’} = 1, G tem um subgrupo de ordem n.

Ainda,
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se N e G/N sdo soluveis, entao G € sohivel.

Definicéo 10 /8] Se G ¢ um grupo, uma representagdo de permutagdo de G ¢ qualquer
homomorfismo de G no grupo simétrico S, para algum conjunto ndo vazio A. Devemos dizer

que uma dada acio de G em A induz d representacio de permutagdo associada de G.

Teorema 12 /8] (Cayley) Todo grupo finite € isomorfo a um subgrupo de algum grupo

simétrico. Se G € um grupo de ordem n, entao G € isomorfo a um subgrupo de S,.

Definigiio 11 [8] Se n € Z*, a particio de n € qualquer seqiéncia ndo decrescente de

inteiros positivos cuja soma € n.

Teorema 13 [7](i) Um grupo abeliano finito € indecomponivel se e somente se ele € ciclico
de ordem poiéncia de primo.

i1} Todo grupo abeliano finito G 1} € wm produto direto de grupos indecomponivers
P
G =G xGyx--xGy

onde cada G; € ciclico de ordem poténcia de primo pi', onde a; > 0. A colegdo de ordens
b o H ¢
{p?, ..., pin} constitui divisores elementares da decomposicdo acima, onde 0s primos p; ndo
sdo necessariamente distintos.
ii1) Oualguer decomposicio de G em grupos indecomponiveis tem o mesmo conjunto de
grup 7

divisores elementares.




Teorema 14 [8] Seja G um grupo abeliano de ordem n > 1 e seja dnica a fatoragdo de n
em poténcia de primos distintos
n=pMpl®. .. p
Entio
1) G = Ay x Ay x---x Ag, onde a ordem de A;, € dada por |A;| = p;

2) para cada A € {Ay, Ay, -+, Ar} com |A;] = p©
A%Zp,sl sz;;? X X Zpﬁ:

comPy > 0> 2p>2lep+ Pt -+ P =afondetep, - -, B dependem de i);
3} a decomposicdo de (1) e (2) € tnica, isto é, s5¢e G = By x By x - - -x B,,, com |B;| =

P para todo i, enldo A; = B; e B; ¢ A; tém 0 mesmos fatores invariantes.

Para estudarmos transformacoes lineares, uma parte importante para o entendimento
da Teoria de Representagio de Grupos e também para o casamento de conjunto de pontos
de sinais com grupos sdo os conceitos de anéis. Iremos brevemente discorrer sobre alguns

conceitos da Teoria de Anéis que serdo 1iteis neste trabalho.

Definigao 12 /8] Um anel R € um conjunto com duas operagées bindrias + e x (chamadas
adi¢do e multiplicagdo) satisfazendo os seguintes ariomas:

(i) (R+) € um grupo abeliano;

(i ) x € associativa : (e x b) x ¢ = a x (b x ¢) para todo a, b, ¢ € R;
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(7ii) as leis distributivas valem em R : para todo a, b, c € R

(e+b)xe=(axec)+(bxcleax(b+c)=(axb)+ (axc)

O anel R € comutativo se a multiplicagao € comutative;
O anel R € dito ter uma identidade (ou conter um 1) se eriste um elemento 1 € R
com

Iixa=axi=a

para todo a € R.

Definigio 13 [8/ Um anel R com identidade 1, onde 1 # 0, € chamado um anel de divisao
(ou anticorpo) se todo elemento ndo zero a € R tem inverso multiplicativo, isto €, existe b

€ R tal que ab = ba = 1.

Definicao 14 [8] Um subanel do anel R €é um subgrupo de R que € fechado sob a multi-

plicagao.

Definicado 15 [8] Seja R um anel (ndo necessariamente comutativo nem com 1). Um R-
médulo @ esquerda ou um modulo ¢ esquerda sobre B € um conjunto M junto com

1) uma operagdo bindria + em M sob a qual M € um grupo abeliano, e

2) uma agdo de R em M (isto €, um mapa RxM—M) denotado por rm, para todo ré
R e m € M que satisfaz

{a) (r + s)m = rm + sm, para todor, s € R, m € M,
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(b} (rs)m = r{sm), paratodor, s€ R, m€ M, ¢
(¢) r(m+n) = rm + rn, paratodor € R, m, n € M.
Se o anel K tem 1, impomos o arioma adicional:

(d) Im = m, para todo m € M.

Quando K é um corpo F, os axiomas para um H-médulo sao precisamente os mesmos

que aqueles para um espaco vetorial sobre F, tal que
maodulos sobre um corpo F e espacos vetoriais sobre F sdo os mesmos.
Z-médulos (submédulos) sao o mesmo que grupos (subgrupos) abelianos.

Definicao 16 [8] Sejam R um anel ¢ M ¢ N R-mddulos.

1) um mapa ¢ : M — N ¢ um homomorfismo de R-médulo s¢ ele respeita as
estruturas de R-mddulos de M e N, isto €,

(a) o(z+y) = ¢z} + ¢ (y), paratodoz, yc Me

(b) p(az) = ap(z), para todoa € R, z € M.

2) um homomorfismo de R-mddulo € um isomorfismo (de R-mddulo) se ele € injetivo
e sobrejetivo. Os médulos M e N sao ditos R-isomorfos, denotados M = N, se existe algum
isomorfismo de R-modulo ¢ : M-+ N,

3) Se ¢ : M~ N é um homomorfismo de R-médulo, seja o ker ¢ = {m € M| p(m)
= 0} (o nicleo de ¢ ) e seja o (M) = {n € N|n =y (m) para algum m € M} (a tmagem
de ¢ como usual).

28




4) Sejam M e N R-mddulos e definimos Homgp(M, N} como o conjunto de todos R-

homomorfismos R-mddulo de M em N.

A anélise de uma representacdo T: G - GL(M) é realizada através do estudos dos

K-subespacos N de M tal que

T{z)n € N, para todo z € G, n € N.

Definigao 17 [§] Seja G um grupo finito, seja F um corpo € seja V, um espago vetorial
sobre F.

1} Uma representacdo linear de G € qualquer homomorfismo de G em GL(V). O grau
da representacdo € a dimensdo de V.

2) Seja n € Zt. A representacdo matricial de G € qualguer homomorfismo de G em
GL,(F).

3) Uma representagdo matricial ou linear € fiel se € injetiva.

4) O anel de grupo de G sobre F € o conjunto de todas as somas formais da forma

Z g, a, € F
gEG

com adigcdo definida componente a componente e mulliplicagdo definida por (ag)(Bh) =
(aB)(gh), (onde a multiplicagio de o e 8 sao realizadas em F, ¢ gh € um produto em G) e

a multiplicacdo € estendida a somas via a lei distributiva.
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Definigao 18 [8/ Suponha que os elementos de G sdo ¢, ¢u, ..., gn.Cada elemento de FG €

da forma

Z Qs g; a; € F;

1w ]

definimos soma:
n n T
Saigi+ Y Bigi = (ci+ Big
i=1 f ] 1=1
multiplicagdo:

(o) (o) - (100

k=

P

onde o; + %, asffi € F, gig; = g«

Assim, FG é um anel comutativo se e somente se G € um grupo abeliano. Dado que G
estd contido em FG (g; — 1g;) e F estd contido em FG ( identificando # com gy onde g, é
a identidade de G). Sob estas especificacoes

(Z atsh) = 3 (Bai)s:

i=1 i=1
para todo 3 € F. Assim, FG € um espaco vetorial sobre F com os elementos de G com base.
FG é um espaco vetorial sobre F cuja dimensao é |Gi. Os elementos de F comutam com
todos elementos de FG, isto é, F esta contido no centro de FG, que é uma F-algebra.

Suponhamos que ¢ : G—GL(V) é uma representacido de um espago vetorial V sobre F.
G = {q, g2, ---y gn}, assim para cada i = 1, ..., n, »(g) é uma transformacio linear de V
nele mesmo.
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Definicdo 19 [§/ Uma agdo de um elemento do anel FG num elemento de V € definida por

n Ti
(Z aigi) v =Y oqp(gi)(v)
i=1 1=1
para todo Y0 a9, € FG, v e V.
Obtemos um espaco vetorial associado sobre F e uma representagéio de G como segue.

Ja que V é um FG-mddulo, ele é um F-mddulo, isto é, um espago vetorial sobre F. Também

para cada ¢ € G obtemos um mapa de V em V, denotado por ¢(g) definido por

lg)-v=g-v

para todo v € V, onde ¢ - v é a acdo do elemento do anel ¢ no elemento v de V. J& que os

elementos de F comutam com cada elemento ¢ de G segue para todo v, w € G, e todo «,
BeF
w(g)(av + fw) = g - (av + fw) = g - (av) + g - (Bw)

= afg-v) + B(g-w) = ap(g) + fp{w)

isto é, para cada g € G, ¢(g) é uma transformagao linear. Além disso,

v(gi 0 g;)(v) = (¢(g:) © (g;))(v)-

Isto prova que ¢ é um homomorfismo de grupo, e também que todo elemento de G mapeia
uma transformagao linear nio singular, isto é, ¢ : G—GL(V).
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Definigao 20 [8] Se V € um FG-mddulo fornecendo uma representacio o, entdo um su-
bespago U de V € chamado G-invariante ou G-estdvel se g, u € U, para todo g € G, € todo

u€e U (isto € se plg)fu} € Uparatodoge G, eue U).

Definicao 21 [8] Duas representacées de G sdo equivalentes (ou similares) se os FG-

modulos que as fornecern sdo modulos isomorfos.

Suponhamos que ¢ :G—GL{V) e ¢ : G—GL(W) sio representacbes equivalentes (aqui
V e W devem ser espagos vetoriais sobre o mesmo corpo F). Seja T : V-+W um isomorfismo
FG-moédulo entre eles. Ja que T é, em particular, um isomorfismo F-mddulo, T é um iso-
morfismo de espago vetorial, entao V e W devem ter a mesma dimensao. Além disso, para
todo g € G, v € V, temos T(g, v) = ¢(T(v)). Ja que T é isomorfismo de FG-médulos. Por

definigdo da acdo de elementos de anel, isto significa T{x(g)v) = ¥ {g)(T(v)), isto é,

Tow(g) =v(g)eT

para todo ¢ € G.
Duas representagées o ¢ ¥ de G num espago vetorial V sdo equivalentes se e somente

se existe algum T € GL{V) tal que T o p(g) o T = ¢¥(yg), para tedo g € G.

Definigdo 22 [8] Seja R um anel e seja M um R-mddulo ndo zero.
1) O mddulo M € dito ser irredutivel { ou simples) se seus inicos submddulos sdo 0
e M; de outra forma M € chamado redutivel;
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2) O médulo M € dito ser indecomponivel se M ndo pode ser escrito como My & M,

para quaisquer submdodulos nao zero My € M,; de outra forma M € chamado decomponivel;

3} O mddulo M € dito ser completamente redutivel se ele € uma soma direta de

submddulos irreduiiveis;

4) Uma representagdo € chamada irredutivel, redutivel, indecomponivel, decom-

ponivel ou completamente redutivel, se o0 FG-mddule tem a propriedade correspondente;

5) M € um R-mddulo completamente redutivel, qualquer soma direta de M € chamada
um constituinte de M (isto €, N € um constituinte de M se existe um submddulo N de M tal

que M = N & N’).

Suponha que V é um FG-médulo de dimensdo finita e V é irredutivel. Seja U um
subespaco G-invariante . Forme uma base de V tomando uma base de U e estendendo a
uma base de V. Entdo, para cada g € G a matriz ¢(g), de g agindo em V com respeito a

esta base é da forma

w1(g) ¥lg)

0 alg)

onde ¢; = @|U e p; é a representagio de G em V/U (e ¥ nio é necessariamente um

homomorfismo, nem precisa ser uma matriz quadrada).
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Assumimos V = U & U’. Tomamos por base de V a unido das bases U e U’. Assim, a

matriz para cada ¢ € G € da forma

(isto é, ¥ (g) = 0, para todo g € ). Assim, representagdes decomponiveis sdo aquelas com

uma representacdo matricial cujas matrizes estdo na forma bloco diagonal.

Teorema 15 [8] (Maschke) Seja G um grupo finito € seja F um corpo cuja caracteristice
néo divide |G|. Se V € qualquer FG-mddulo ¢ U € qualquer submddulo de V, entao V tem

um submdodulo W ital que V = U & W (isto €, todo submddulo é uma soma direta).

Um FG-mddulo € finttamente gerado se € somente se ele € de dimensdo finita.

Coroldrio 1 [8] Se G € um grupo finito ¢ F € um corpo cuja caracteristica nédo divide |G|,
entdo todo FG-médulo finitamente gerado € completamente redutivel (equivalentemente, toda

F-representacdo de G de grau finito € completamente redutivel).

Coroléario 2 [8] Seja G um grupo finito, seja F um corpo cuja caracteristica nao divide |G|
e seja ¢ : G—GL({V) uma representacdo de G de grau finito. Entdo existe uma base de V
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tal que para cada g € G a matriz de ¢(g) com respeito a esta base € bloco diagonel

\ 0 0 0 wulg)

onde ; € uma representagdo matricial irredutivel de G, i = 1, ..., m.

A Teoria de Representacio de Grupos garante uma representacao do grupo Gj, através de
um grupo de matrizes de transformacées ortogonais GL(n, V) que séo isomorfas & construcao
do grupo finitamente gerado até a ordem |Gzl = k. Os conceitos que foram apresentados
para a construcgao de grupos finitamente gerados também se aplicam ao caso de representagao
através de transformacoes ortogonais. Deste modo, existe um casamento perfeito do conjunto
de sinais { vetores definidos pelo grupo de matrizes de transformacio ortogonal } com um
grupo de inteiros médulo k. Para a soma direta de grupos finitamente gerados existe um
isomorfismo (definido como ¢(g) no Corolério 5) com a soma direta de espagos vetoriais
V, no espago Euclidiano n-dimensional, R*. Esta soma direta é definida por uma matriz
de transformacdo ortogonal diagonal, irredutivel, que gera todos os vetores do conjunto de
sinais sobre a superficie de uma hiperesfera no espaco Euclidiano n-dimensional.

Assim, o desenvolvimento do Algoritmo garante que a construgio de grupos finitamente
gerados Gy representados por espagos vetoriais V é uma conseqiiéncia do isomorfismo entre
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o grupo algébrico G; e o grupo de matrizes de transformacgao ortogonal GL{n, V) € R™.

2.3 Elementos de Conjunto de Sinais Casados a Gru-

pos

Nesta secao iremos apresentar uma sintese dos conceitos de conjunto de sinais casados a
grupos que serao necessarios para a apresentacao do algoritmo de construgio de conjuntos de
sinais. Estes conceitos foram introduzidos por Loeliger em [12] com o objetivo de sintetizar de
forma algébrica as caracteristicas da construcdo de codigos de grupos e abordar o casamento
destes cddigos com o conjunto de sinais. Os codigos lineares sobre corpos finitos possuem uma
propriedade basica em que a distancia minima de Hamming entre quaisquer duas palavras-
cddigo € igual ao peso da diferenca entre elas. Isto é, dado um conjunto de palavras-cédigo C
= {c1, €2, ..., Car}, a distdncia entre ¢; e ¢; € tal que dy(cy, ¢;) = w(c; - ¢;), onde w(.) € o peso
de Hamming. O casamento de conjunto de sinais a um grupo fica entio estabelecido através
da relacao entre as distancias Euclidiana e de Hamming. Massey e Mitteholzer apresentam
em [26] um exemplo da existéncia de um casamento entre o conjunto de sinais M-PSK e os

inteiros modulos M, Zps, vistos como um anel Zys e ndo como um grupo aditivo de Zy.

Definicdo 23 [12] Um cddigo de bloco linear de comprimento n sobre Zy; € um subgrupo
de Z%;, onde L% € o conjunto de n-uplas de elementos de Ly com adigdo componente a
componente. A palavra-codigo é mapeada em um espaco Euclidiano Zn-dimensional onde
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cada componente da palavra-codigo € um elemento do conjunto de sinais bidimensional M-

PSK. O mapeamento usandoe a constelagdo M-PSK serd denominado mapeamento padrao.

Dada uma base ortonormal {b;, by, ..., b2y} C R?, seja C = {c1, c2, ..., cpr}. A palavra-
codigo ¢; = (a1, iz, ..., tin) € C, onde cada a; € Zpy, ¢ mapeada em
2n
> Bib;
=1
onde

Baj1 = Re(reig”“iJ'/M) € fa; = Im(re"z’m'f/M,

r é o raio, ou norma do vetor que representa cada um dos pontos do conjunto de sinais.

Definigao 24 [12] O pesow(.) de um elemento de Zyr € o0 quadrado da distancia Euclidiana
do elemento do conjunto de sinais associado a ele e o ponto rotulado com o zero (0). O peso

de uma palavra-codigo € a soma dos pesos de suas componentes.

Definicio 25 [12] Um conjunto de sinais S é casado a um grupo G se exisie um mapea-

mento p de G sobre S tel que, para todo g ¢ g” em G,

d(u(g), u(g") = d(u(g™ +d'), ple)),

onde e denota a unidade de G. Um mapeamento p satisfazendo esta condigao é chamado
mapeamento casado. Se, além disso, u € um mapeamento I-a-1, entdo p~' € chamado
de rotulamento casado.
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Definicao 26 [12] Se y é um mapeamento casado de um grupo G sobre um conjunto de
sinais S, entio o peso w(g) € definido como o quadrado da distincia Fuclidiana entre p(g)
£ ue}, isto €,

w(g) = &*(p(g), ple).

Lema 1 [12] Seja jt um mapeamento casado de um grupo G sobre um conjunto de sinais S,
seja se a tmagem sob y da unidade de G, e seja H definido como p~1(s.). Entio H € um
subgrupo de G, e p(g) = p(g’), se ¢ somente se gH = gH, isto €, se ¢ somente se g e ¢’

estdo na mesma classe lateral @ esquerda de H em G.

A partir do lema 1, vemos que existe uma correspondéncia 1-a-1 entre o conjunto de
sinais e as classes laterais a esquerda de H em G. Além disso, se H é normal em G, entio o

conjunto G/H das classes laterais & esquerda é um grupo e esta casado a S.

Definicao 27 [12] Um mapeamento casado de um grupo G sobre um conjunto de sinais S
€ efetivo se I (definido no lema 1) ndo cont€m um subgrupo normal néo trivial de G. Se

tal mapeamento casado existe, entdo S € casado efetivamente a G.

Teorema 16 [12] Seja S um conjunto de sinais que € casado a um grupo G, e seja H como
definido no lema 1. Entdo S € efetivamente casado ao grupo quociente G/H’, onde H’ € o

mator subgrupo normal de G que estd contido em H.

Teorema 17 [12] Se S € um conjunto de sinais em RN que € casado a um grupo G ¢ se f é
uma transformagdo preservando distincias, isto €, uma isometria do RV, entéo f(S) também
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€ casado a G.

Se o conjunto de sinais S no espago Euclidiano RY ¢ casado a um grupo G, entdo

qualquer translagao de S, isto é, § + z, onde z € RY, também é casada a G.

Teorema 18 [12] Seja y1 wm mapeamento casado de um grupo G em um conjunto de sinais,
e seja C um eddigo linear sobre G. Entdo o conjunto de sinais estendido u(C) (isto €, a

imagem do espago de sinais de C) € casada a C, e ¢ — pfc) € um mapeamento casado.

Este teorema determina que o perfil de distancias em relagio a qualquer palavra-
codigo de C, tomada como referéncia independe da palavra-cddigo. No entanto, nao é dbvio
que esta "independéncia da palavra-cddigo” do perfil de distancias implica "independéncia
da palavra-cddigo” em relacdo a outras caracteristicas como, por exemplo, a probabilidade
de erro associada ao processo de decodificacio por maxima verossimilhanca.

Uma transformagao ortogonal do RY é uma transformacao linear do RN que é também

uma isometria do RY.

Lema 2 [12] Seja S um subconjunto finito do RN gque satisfar $,ec 8 = 0. Se S gera o
RN, entdo toda isometria de S tem uma inica exrtensdo relacionada com uma transformacdo
ortogonal do RN, isto €, existe uma tnica transformagéo ortogonal Ty : RN — RN tal que
T s=f(s) paratodos€ S, ¢ o conjuntoI'’(5) = {T; : fe I'(S)} € um grupo sob composicio
que € isomorfo a I'(S). Se S ndo gera o RV, entdo I'(S) pode ser ainda estendido a um grupo
de transformacées ortogonais do RY mas, em geral, a extensdo ndo ¢ unica.
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Definigao 28 [12] Um conjunio de sinais do tipo Slepian (cédigo de grupo para o canal
Gaussiano) € a orbita de um ponto no RN sob acio de um grupo finito de transformagées
ortogonais do RN, Por definigio, o conjunto de sinais do tipo Slepian exibe um tipo de
simetria muifo forte. Todes os pontos sdo equivalentes, erceto por sua localﬁzagdo absoluta

no espaco.

Corolario 3 [12] Um conjunto de sinais € casado a um grupo se € somente se ele € uma

translagdo de wm conjunto de sinais do tipo Slepian.

Corolério 4 [12] Se um conjunto de sinais § € efetivamente casado a um grupo G, entdo

G € isomorfo a um subgrupo transitivo de I'(S) .

Para ilustragao, vamos considerar o conjunto de sinais M-PSK. Quando M é par, o
grupo de simetria é o Dpsy;, 0 grupo diedral com M elementos que é transitivo no conjunto
de sinais. O conjunto de rotagdes de Dps/, é isomorfo a Zps. Deste modo, o conjunto de
sinals M-PSK ¢ efetivamente casado a grupos que sdo isomorfos a Zps ou (para M par) a
Dpss2 € 2 nenhum outro grupo.
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2.4 Algoritmo Construcao de Conjuntos de Sinais Esfé-

ricos Casados a Grupos

O algoritmo de construcéo de conjuntos de sinais esféricos casados a grupos proposto é uma
generalizagdo do algoritmo proposto por Biglieri e Elia [2], bem como o algoritmo proposto

por Pietrobon et al [1].

A fundamentagdo deste algoritmo esta baseada na Teoria de Representagao de Grupos.
Podemos descrever de uma forma bastante simples o algoritmo: dado um grupo Gy, de or-
dem k, isto é, um conjunto de elementos munidos de uma determinada operagao e, portanto,
de uma "entidade” abstrata, este conjunto passara a ter uma caracterizagdo geométrica via
a Teoria de Representagio. Esta caracterizacdo geométrica basicamente associa a cada ele-
mento do grupo uma representagdo matricial ou, equivalentemente, um ponto no espago
Euclidiano n-dimensional. Esta matriz de representagdo assume um papel relevante no pro-
cesso de ”visualizagdo” da "entidade” abstrata ( o grupo Gi). Este conjunto de matrizes
forma um grupo chamado grupo geral linear e € denotado por GL(n, R) onde os elementos da
matriz de representacao pertencem a R e cuja matriz é de ordem nxn. Na Secio 2.2 apresen-
tamos os elementos essenciais de Teoria de Representacao necessarios para o estabelecimento

do algoritmo.

Como estaremos interessados em grupos abelianos finitamente gerados, e sabendo que os
mesmos sdo decompostos como uma soma direta de grupos ciclicos, grupos estes denotados
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por Z,r:, onde ¢ é um inteiro relacionado com os nimeros de fatores primos {ou poténcia
de primos) da ordem k de G;. Como Z,r. ¢ um grupo aditivo mod p;* isomorfo ao grupo

multiplicativo

27 _
{ewp( ;fffs),onde se{0, 1, pl' — 1}},

i
ou equivalentemente ao grupo das raizes da unidade, x %' - 1 = 0, e como este grupo estd
associado a constelagao pl*-PSK, entdo sem perda de generalidade, estaremos considerando
o conjunto de sinais M;-PSK para cada fator na decomposi¢do do grupo abeliano finitamente
gerado.

A seguir, apresentamos algumas defini¢cdes de distancias relacionadas aos conjuntos de

sinais M;-PSK que serao tteis no processo de escolha dos fatores da decomposicao do grupo

Gy.

Definicao 29 (Distincia Fuclidiana no R?*) Seja S; um conjunto de M; pontos sobre o
circulo de raio unitdrio em R?, onde cada ponto € representado por [cos(2rl/M;), sen(2nl/M;)],

=0, ...,M;-1. O quadrado da distincia Euclidiana enire quaisquer dois pontos € dada por

di =[2 - 2(;03(%(&1 — k2))].

%

Agora, seja D%(x, x’) o quadrado da distancia Euclidiana entre quaisquer dois pontos
x e X’ pertencentes ao conjunto de sinais com cardinalidade JT%,M;, M; primo ou poténcia
de primo, e que estio localizados na superficie de uma hiperesfera.
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Seja x um ponto no espago Euclidiano R*.. Este ponto serd representado por
x = [cos(t), sen(),..., cos(8,), sen{bBy), ..., cos(f), sen(07)].

Entdo, D% é dado por

L L I

Dy =3 di(i) = 3 [2— 2eos(7- (ks — )]

Teorema 19 Dado um grupo finitamente gerado Gy = @, Zpr,, onde cada Zyy, determina
um conjunto de vetores unitdrios no R?, entdo, o quadrado da distdncia FEuclidiana minima

€ dada por

D%(min) = [2 — 2cos(27/M;)] | § = max{M;,i=1,...,L}.
onde M; ¢ a ordem do grupo Ly, com o maior numere de elementos, e
Gi & {[cos(0), sen(bh), ..., cos(8,}, sen(8,), ..., cos(fL), sen(6)} | 6; = 2=l/M;, 1 = 0, ..., M;—1}

Prova: Seja Gy = @1 Zn;,, onde M; = p7, p; primos distintos ou ndo, ou M; | Mj,. O

conjunto de vetores unitdrios no R? corresponde a

7

{exp( 2;” )} = M;-PSK

onde i corresponde & parte tmagindria do nimero complezo, com r = 0, ..., M;-1; as raizes

M

da unidade tmagindria 2V = 1. Este conjunto de vetores € também determinado pela trans-
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formagdo ortogonal

cos(2rn /M. sen{2r7 /M.
o4, = (2rm/M;) (2rz/M;)
~sen(2rm/M;) cos(2rm/M;)

que representa o grupo Zpy,. O quadrado da distancia Euclidiana minima de quaisquer dois

pontos sobre a circunferéncia de rato unitdrio € dada por
d%(min) = [2 — 2cos(27/M,)].

Por outre lado, G = @fﬂZMj ¢ determinado pela matriz de transformagao ortogonal

cos(6y) sen(fy)
—sen{f) cos(by)
cos(ly})  sen(fy)

Aspxar = —sen(ly) cos(y)

cos(fL) sen(fr)

—sen(fL) cos(0r)

Esta representagio matricial do grupo G vem através da soma direta BI_,Zyy,. Cada sub-
matriz da diagonal € responsdvel pela transformagao de uma duple do vetor no espagco Fucli-

diano R2. Aspxor € @ representacdo matricial do grupo Gy, ortogonal, diagonal e, portanto,
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preserva as caracteristicas, como norma e distdncia entre cada vetor por ela transformado.
Assim, percebemos que cada submatriz rotaciona cada par [cos(8,,), sen(8,)], w = 1, ...,L.
Sendo assim, dados x = [ cos(b), sen(0y}, ..., cos(b,.), sen(8,), .... cos(Br), sen(0;)] e X’

= [ cos(8}), sen(8}), ..., cos(B ), sen(0., ), ..., cos(0;), sen(®,)], o quadrado da disténcia

Fuelidiana minima serd

L L om(l; — I
D% = min Z {(d% Z 2cos( ”M)] lj=1,---, M,
- 2 M,
7= =1
O quadrado da distincie Fuclidiana minima € entdo
L L
D} (min) = Y d%(min) = > _[2 — 2cos(2n/M;)]
1=1 F=1
mas para ser minima devemos ter M; = maz{M, | r = 1, ..., L} € para todo r # j, d}(min);
= 0= [2- 2eos("G=2)] poi s (Z52) = 0. Logo

D%(min) = [2 — 2cos(2r/M;}]
onde M; = maz{M; | i=1, ..., L}.

Iremos agora considerar a construgio do conjunto de sinais casados ao grupo abeliano
finitamente gerado Gy < R*. Como G = @L,Zu,, entdo, a cada grupo abeliano Zy,
assoclamos um conjunto de pontos de sinais no espago Euclidiano R?, definido por uma
transformacao ortogonal de um vetor inicial x, em M; vetores de norma unitaria. Pelo
isomorfismo existente entre o grupo multiplicativo das raizes da unidade e o grupo aditivo
Ly, temos, sem perda de generalidade, que a cada um destes conjuntos de pontos de sinais
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associaremos o conjunto de sinais M;-PSK. Note que a representacio matricial Ayz.sp de
GL{R?*F) é uma matriz diagonal constituida de L somas diretas onde cada elemento destas
somas diretas consiste de representagbes matriciais de transformagdes lineares do grupo Zyy,
> Gp, —GL(2, M;-PSK).

Seja k o nimero de pontos que desejamos alocar sobre a superficie de uma hiperesfera no
espagco vetorial Euclidiano R*. Seja G um grupo isomorfo a este conjunto de pontos. Pode-
mos construir o grupo Gy através do Teorema de Grupos Abelianos Finitamente Gerados,

da seguinte forma

N L L
G =P Gu 2Py 2P M ~ PSK

(225 =1 =1

onde Zps, = M;-PSK. Definiremos um isomorfismo ¢ como
@l ZM; m— GL(?, M,‘ - PSI{)

vindo atraveés da representagao matricial

cos(f;) sen(6;)
SA; =

—sen{l;} cos(f;)

A matriz SA; define uma transformacao ortogonal em qualquer vetor do R?, produzindo
um conjunto de vetores X = { x; = [cos(8,), sen(8,)], onde §; = 2lr/M;, onde I = 0, ..., M;-1,
i=1,..,L} com M; vetores diferentes sobre a circunferéncia de raio unitirio.

Como conseqiiéncia do isomorfismo ¢ definido anteriormente, temos o isomorfismo

¢ : Gy — GL(N, &% M;-PSK)
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vindo através da representagac matricial

SA;, 0 ... O
0 5S4, ... 0
A?szL =
0 0 .. SAL

Ja que cada Zu, representa um espago vetorial sobre o circulo de raio unitirio (o qual
determina uma “figure” ou poligono regular de M; lados no espaco Euclidiano 2-dimensional),
a matriz Agrys; determina uma transformagao ortogonal sobre o espaco Euclidiano 2L-
dimensional, gerando um politopo sobre a superficie da hiperesfera. O grupo abeliano Gk =
@;z M, = @leM’:_PSK construido desta forma € o resultado da soma direta de grupos
abelianos ciclicos. Cada subespago, representado por um grupo abeliano, é disjunto em

relagdo aos demais subespagos. Isto implica uma soma direta representada por uma matriz

de transformagéo ortogonal diagonal.

2.4.1 Algoritmo de Construgao de Conjunto de Sinais Esféricos
Casados a Grupo

Seja k£ € £, um nidmero qualquer de pontos que deve ser alocado sobre a superficie de uma
hiperesfera no espago Euclidiano N = 2L-dimensional. Iremos a seguir propor um algoritmo

para a construgao de conjuntos de pontos de sinais no espaco Euclidiano R?%, consistindo
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dos seguintes passos.

Passo 1 : Associe aos k pontos de sinais um grupo abeliano Gy. Decomponha k da sequinte

forma:
. . L Lo, . . .
1) fatores poténcia de primos, isto €, k = P Pi primos ndo necessariamente
distintos;

L
2] fatores da forma Hi_imz;, onde m; | my.
Deste modo, estaremos construindo um conjunto de sinais usando um dos isomorfismos

dos grupos ebelianos finitamente gerados, isto €,
Lo T 2
Gp = Zp? & Zpgz S & Z?;n
ou
Gr =20, 82m, ®..B L,
Esta escolha deve levar em consideragdo a dimensdo e, em conseqiéncia, a disténcia minima

gue € desejada para a constelacdo 2L-dimensional.

Passo 2 A cada grupo abeliano Z;, onde s = p[*, ou s = m;, associamos uma representacio
matricial cujos pontos pertencentes a Z, sdo determinados univocamente pela transformacdo

ortogonal

cos(l;) sen(6;)
SA;

fl

—sen{f;) cos(6;}
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onde §; = 2r/M; ¢ M; = Z,. A transformacdo SA; determina um conjunto de pontos de

sinats bidimensionais, denominado M;-PSK = {{cosf;, senfl;), 0;= 2rl/M;}, onde | = 0,
vy (Mi-1), § =1, ..., L. O determinante de cada matriz SA; € unitdrio. Logo, SA; preserva

a caracteristica de distdncia.

Passo 3 :A partir da escolha da decomposicdo em grupos abelianos, no Passol, o nidmero
de elementos em que k € decomposto € denotado por L. Dessa forma, Gi resulta na soma
direta @, Zy, via um isomorfismo. Como resultado, a representagio matricial de Gy ¢
realizada pela matriz A de ordem 2L x 2L onde a diagonal principal de A € composta pelas

submatrizes SA;, isto €,

' 54, 0 0 .. 0 ‘
0 54, 0 0
Aspxar, = 0 i
0
0 0 0 SAL

Da Teoria de Representagio de Grupos, podemos observar que Agpyor € uma matriz de

transformagdo ortogonal, pertencente ao grupo de transformagoes lineares GL{2L, &k M;-

PSK).
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Passo 4 Se k = [IL, p7*, entdo

1=

L ~ L
Gk = @i:l Zp:' = @i:l ZMs

a) Se k = pf' . p¥ ... pi* tal que os p; sio primos distintos, entdo G, = L Lor
P ... & ZPZL & L. Entdo um inico velor inicial X = [coshy, senfy, coshy, senbs, ..., cosby.
senfly, ] onde 6; = 2nt/M;, t = 1, ..., (M;-1), determinard todos os k pontos da soma direta
Lpy@ Zp, & ... D Z,,. Neste caso, temos um isomorfismo de Zy, com a soma direta @5, Zas,.

portanto, todos os k vetores sdo gerados a partir de um dnico vetor inicial;

b) Se os M; sio tais que M; = M; para algum i # j, i, j = 1, ..., L, entdo ndo existe
mais um isomorfismo entre Z; e Gp = Zp?@ Zp? & ... B ZPZL' Pois deve existir um p;
= p; para algum 1 # j. Entdo, o vetor inicial X = [coshy, senby, coshs, senb,, ..., cosfy,
senfr] onde 6 = 2nt/M,, t = 0, 1, ..., (M;-1} determinard os ’rT;Z pontos da soma direta
Lit,® Zps, ® ... @ Znr, .. A cada M; vetores gerados pela transformacéo ortogonal deverd ser
realizada uma rotagdo no vetor inicial sobre a dupla [cosb;, senb;] com 6; = 2xt/M;, através
da variagdo de t = 0, ..., M;-1. Apds M; rotagées do vetor inicial x, deve ser verificado
se existe algum outro M, = M, onde r # 5. Caso isto ocorra, deve ser repetido o processo
para a dupla [cosl,, senb,] com 8, = 2rt/M,, através da variacio de t = 0, ..., M,-1. Este
processo deve ser repetido para todas as posigoes de duplas [cost;, senf;] do vetor inicial x,

at€ a oblencdo dos k vetores ou pontos de sinais do conjunto.
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Passo 5 : A alocagdo dos k pontos sobre a hiperesfera no espaco Euclidiano R* vem natu-
ralmente de

S = | 2L
AQL)(_QL x XEL = XtEL € R

onde o vetor x5, € um ponto do conjunto @1 7y, = @5 M;-PSK.
Se todos os M;’s sdo iguais, e for inleressanle obter raio unitdrio para a hiperesfera,

stga para o Passo7. Caso contrdrio, siga para o Passo6.

Caso seja desejavel a uniformizacao das distincias entre os vértices do politopo. entio
P po,

O PrOXIINO Passo € Nnecessario.

Passo 6 : Pare um M; #+ M;, ou pi* # p;}, comi# 3,1 j=1, ..,L, escolheremos, sem
perda de generalidade, Zy, = M;-PSK como referéncia de disténcia a ser fizada. Seja Zpg,
o prérimo arranjo a ter a uniformizagdo da distdncia desejada dada por Zpy,. E fécil de se

mostrar que o fator de correcdo a ser aplicado € dado por

2 — 2cos(27/M,}

t =
2 — 2cos(2n/M;)

onde ¢ = 1, ...,L, i # w. Note que este fator de corre¢do uniformiza cada dupla (cosb;, senf;)

do vetor inicial x. De posse do vetor inicial x, vd para o Passob.

Passo 7 : Normalizar os vetores do conjunto de pontos de sinais equivale a determinar um
raio unitdrio para a hiperesfera no R*. Este € um passo interessante, jd que o conjunto
de pontos de sinais estando sobre a superficie de uma hiperesfera de raio unitdrio implica
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que a energia média da constelagdo € unitdria. Para isto, normalizamos o vetor inicial x,

multiplicando-o pelo inverso de sua norma, isto ¢,

e aplicarmnos no Passob a interacdo a este vetor inicial normalizado X|n|-

~

Apds esta seqiiéncia de passos do algoritmo, obtemos k vetores x?7 € @%, M;-PSK =
®L., Za, 3 xt, um vetor L-dimensional com elementos z; € Ly,onde j=10, .., k1, i=1,

L

Exemplo 2 Seja Gg; um grupoe abeliano de ordem k = 81;

Passol:Dentre as vdrias possibilidades de decomposicio do nimero 81, iremos sele-
cionar # x &, conduzindo a Zy & Zg = 2x9-PSK. A razio para esta escolha vem do Teo-
rema do quadrado da distancia Euclidiana minima, o qual garente que o quadrado da
distancia Euclidiana minima enire os pontos mais prozimos de Gg; € a maior possivel.

Passo2:4 cada grupo abeliano Zg, associamos a matriz de transformagdo ortogonal

cosll, senb;

I

SA;

—senl; cosb;

onde 8 = 2xj/9;
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Passo3:Como Gg; = Zg @ Zg, entdo a matriz A € dada por

cos(27/9)  sen(27/9) 0 0
—sen{27/9) cos(2n/9) 0 0
Agxq =
0 0 cos(2n/9)  sen(279)
0 0 —sen(2x/9) cos{2%/9)

Passo4: O vetor inicial de classe x ¢ dado porx = [cos(0x /9), sen(Or/9), cos(2rz /9),
sen{2rx /9], onde v = 0, ..., 8 Para cada vetor inicial de classe 9 outros vetores sio
construidos. Em sequida, faz-se v = r+1, conduzindo aos 81 vetores ou pontos de sinais.

A seguir realizamos o PassoT para obler a normalizagdo dos velores, isto €, norma
unitdria para o conjunto de sinais.

Passo7: Euiste interesse em que o conjunto de sinais esteja sobre a superficie da
miperesfera de raio unitdrio, dado que este raio ao quadrado € equivalente d energia média

da constelag@o. Para isto, basta normalizarmos o vetor X, isto €, ||| = 1 + 1

1 1

s " o
Xl 77 V2 T

Xy =
portanto, X),| € dado por

Xjn) = [c0s(07/9), sen{0n/9), cos(2rx[9), sen(2rx/9)] - %

onde r = 0, ..., 8 (= M, -1) ¢ vd para 0 Passo5.
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Passob: A construgdo do conjunto de 81 sinais esfeéricos, Ggy, € realizada através da
transformagdo do vetor inicial X)) = Xg, com as devidas rotagdes em r. A transformacdo €
realizada por

Xit1 = X+ Agxq

Os vetores iniciars € o subconjunto de sinais esfericos

cos(0m /9] sen{0n/8)  cos(2rn/9) sen(2rm/9)
Vi V2o VA V2

X, =
tal gue, r =10, ..., 8

Neste exemplo, Gg; resulta da soma direta de dois grupos abelianos com o mesmo
namero de elementos. Iste fato produz um politopo regular sobre a superficie de uma |
hiperesfera de norma /2. A regularidade é determinada pela soma direta de dois conjuntos de
pontos de sinais sobre a circunferéncia de raio unitario, com o mesmo numero, M de pontos.
Cada conjunto de pontos de sinais possuil distancia entre vizinhos € o numero de vizinhos
para cada ponto iguais. Portanto, sendo a operacado de soma direta de subconjuntos uma
transformacao linear ortogonal, representada por uma matriz de tfansformagéo ortogonal e,
além disso, diagonal, garante a manutencio do quadrado da distancia Euclidiana minima
d% i = 0.2333956 entre os pontos. No exemplo a seguir isto ndo acontece. Assim, iremos
fazer uso do Passo6 do algoritmo de modo a uniformizar as distancias entre pontos mais

pProximos.

Exemplo 3 Vamos aplicar egora, uma outra escolha na decomposigdo de k no Passol do
Algoritmo CCSECG.
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Passol:Dentre as vdrias possibilidades de decomposicio do nimero 81, iremos sele-

cionar F x 3 x 8, conduzindo a Zo® Zy & Z3 = 9-PSK x 3-PSK x 3-PSK. A razdo para

esta escolha vem do Teorema do quadrado da distancia Euclidiana minima, o qual

garante que o quadrado do distincia Fuclidiana minima entre os pontos mais prozimos de

Gg1 € a maior possivel.

Passo2:A cada grupo abeliano Zy ¢ 75, associamos a a matriz de transformacio orto-

gonal

cos 8;
SA; =

—send;

onde 03, 03 = 2x/8; 6, = 2x/9;

send;

cos b,

Passo3:Como Ggy = Zg & Z3 & Zs, entdo a matriz A € dada por

A4x4 -

cos(2r/9)  sen(2r/9)
—sen(27/9) cos(2r/9)
cos(27/3)
—sen(27/3)
0

0

sen{2x /3
cos{2x /3)
0

0

0 0
0 0

cos(2r/3)  sen(27/3)

—sen{27/3) cos(27/3) )

Passo4: O vetor inicial de classe x € dado por x = [cos(0x /9), sen(0x /9), cos(2s% /3),

sen(2sn /3), cos(2rm/8), sen(2rr/3)], onde r, s = 0, ..., 2. Para cada vetor inicial de classe
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9 outros vetores sdo construidos. Em sequida, faz-se v = r+1, posteriormenie , s = 5 + 1,

conduzindo aos 81 velores ou pontos de sinais. Os nove vetores iniciais para cada rotacdo

necessdria, € dado por
xg = [cos{07/9), sen(0x/9), cos(2.0m/3), sen(2.07/3), cos(2.0%/3), sen{2.0%/3)]
Xg = [cos{07/9), sen(0n/9), cos(2.0%/3}, sen(2.0%/3), cos(2.1%/3), sen(2.17/3)]
X1 = |cos(0n/9), sen(07/9), cos{2.0m/3). sen(2.0m/3), cos(2.27/3), sen(2.2x/3)]
xor = [ecos(07/9), sen(0x/9), cos{2.17/3), sen(2.1%/3), .605(2.0’74'/3)? sen(2.07 /3)]
Xzg = [cos(0n/9), sen(07/9), cos(2.1%/3), sen(2.1%/3), cos{2.17/3), sen(2.17/3)]
X4 = [cos(07/9), sen{07/9), cos(2.17/3), sen{2.1n/3), cos(2.2x(3), sen(2.2x/3)]
Xs54 = [cos(0m/9), sen{0n/9), cos(2.27/3), sen(2.27/3), cos(2.07/3), sen(2.07/3)]
Xe3 = [cos(0m/9), sen(07m/9), cos(2.27/3), sen(2.27/3), cos(2.1%/3), sen(2.17/3)]

X7 = [cos(0m/9), sen(0n/9), cos(2.27/3), sen{2.27/3), cos(2.27/3), sen(2.27/3)]

A seguir realizamos o Passo6 para obter a uniformizagdo dos vetores do conjunto de
stnats.
Passo6: Para a uniformizacdo, firamos como distancia padrdo o 3-PSK. Neste caso
temnos o seguinte fator uniformizader t,
e R IR

ternos o segquinte vetor uniformizado,

Xin = {[cos(07/9)] - (2.5321), [sen(Ox/9)]- (2.5321), cos(0%/3), sen(0m/3),

cos(0n/3), sen{07/3)}
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PassoT: Eziste interesse em que o conjunto de sinais esteja sobre a superficie da
hiperesfera de raio unitdrio, dado que este raio ao quadrado € equivalente ¢ energia média
da constelagdo. Para isto, basta normalizarmos o vetor X, isto €, ||xup||* = 1 + 1+ 6.4117

= 84117, portanto, o vetor normalizado, Xy € dado por,

Xin . Xin
<ol ~ 2.9003

Xin| =

Xiny = {[cos(07/9), sen(0x/9)] - (0.8731), [cos(2sm/3), sen(2s7/3)] - (0.3448),

[cos(2rn /3), sen(2rm/3)]- (0.3448)}

onder,s =0,.. 2 (= M3 -1) e vd para o Passob.

Passob: A construgdo do conjunto de 81 sinais esféricos, Ggy, € realizada atraves da
tmnsformagéié do vetor inicial Xy, = Xo, com as devidas rotagées em r. A transformagdo ¢
realizada por

Xit1 = X+ Agxq
Os vetores iniciais € o subconjunto de sinais esféricos dado por

X, = {[cos(07/9), sen(0x/9)]- (0.8731), [cos(2s7/3), sen{2s7/3)]- (0.3448),
[cos{2rn /3), sen(2rx/3)]-(0.3448)} tal que, r, s =0, ...,2
Neste exemplo foi realizada o uniformizacéo das distincias (Passo6) e a normalizacdo
(Passo7) para que o politopo inscrito sobre a superficie da hiperesfera seja pelo menos
quasi-regular quanto a geometria das faces, e seja regular quanto ao gquadredo da distincia

Buclidiane minima, d%, ;.= 0.356656, entre os vértices vizinhos mais prézimos.
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Exemplo 4 A seguir, neste eremplo, vamos considerar uma terceira combinacio entre as
poténcias de primos que decompdéem k.Passol:Denire as vdrias possibilidades de decom-
posicao do nimero 81, iremos selecionar 3 x 3 = 27 x 3, conduzindo a Ly 75 = 27-PSK
x 3-PSK. A razdo para esta escolha vem do Teorema do quadrado da distdncia Eu-
clidiana minima, o qual garante que o quadrado da distincia Fuclidiana minima entre os
pontos mais proximos de Gg; € a maior possivel.

Passo2: 4 cada grupo abeliano Zy7 € L3, associamos a matriz de transformacao ortogonal

cosf;, send;
SA; =
—senf; cosO;

onde Oy = 2r /27,0, = 2 /3,

Passo3:Como Gg; = 237 @ Zs, enido a matriz Anxx € dada por

cos(2m /2Ty sen(2x/27) 0 0
—sen(2x/27)  cos{2x [27T) 0 0
Agyg =
‘ 0 0 cos(2n(3) sen(2x/3)
0 0 ~sen{2n [3)  cos{27[3)

Passo4: O vetor inicial de classe x € dado por x = fcos(Or /27), sen(0x /27), cos(2sm /3),

sen(2sw /8)], onde s = 0, ..., 2. Para cada vetor inicial de classe 27 outros vetores séo cons-

truidos. Em seguida, faz-se s = s + 1, conduzindo aos 81 vetores ou pontos de sinais. Os
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irés vetores iniciais para cada rolagde necessdria, € dado por

Xp = [cos(07/27). sen(0m/27). c0s(2.07/3). sen{2.07/3)]

Xgr = [cos(07/27), sen(07/27). cos(2.17/3). sen(2.17/3)]

Xgy = [cos{07/27), sen{07/27). cos(2.27/3). sen(2.27/3}]

4 seguir realizamos o Passob para obler o uniformizacio dos vetores do conjunio de

ST QIS.
Passo6: Para a uniformizacdo. firamos como distancia padrdo o 3-PSK. Neste caso

temos o sequinie fator uniformizador t;,
2-2-cos(27/3)  [3.000 .
T\ 22 cos(2r/27) Y 0.0549 14595

lemos o seguinte vetor uniformizado,

/27T - (7.4598). [sen(07/27)] - (7.4598), cos(0x/3). sen(0x/3)]

PassoT: Exziste interesse em que o conjunto de sinais esieja sobre a superficie da
hiperesfera de raio unitdrio, dado que este raio co quadrade € equivalente a energia média
da constelagao. Para isto, basta normalizarmos o vetor X, isto €, ||x|* = 1+ 55.6586 =
56.6586, portanto, o vetor normalizado, Xy € dado por,

s m Xin X,
= T~ 7.5272

X = [lcos(07/27), sen(0m/27)]-(0.9911), [cos(2s7/3), sen(2sx/3)]- (0.1329)]

onde s = 0, ..., 2 (= My -1) ¢ vd para o Passob.
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Passob: A construcdo do comjunto dc &1 sinais esfericos, Ggy. € realizada afravds da
transformacdo do vetor inicial Xjn) = Xo. com as devidas rotagées em s. A transformagdo €
realizada por

Xip1 = KXo Aixa
Os vefores iniciais € o subconjunie de sinais esféricos dado por
xo = [[cos(07/27). sen(07/27)] - (0.9911). [cos(2s7/3). sen{2s7 /311 (0.1329)]
tal que, s =10, ...,2

Neste eremplo foi realizada a uniformizacdo das distincias (Passo6/ € a normalizacae
(Passo7) para que o politopo inscrilo sobre a superficie de hiperesfera seja pelo menos
quasi-regular quanto a geometria das faces, € seja reqular quanio ao quadrade da distancia

Euclidiana minima, 4% .= 0.052959, entre os vértices vizinhos mais prézimos.

Exemplo 5 Seja Gisgo um grupo abeliano de ordem 1800:

Passol:Sclecionaremos k = 1800 como & x 9 % 235 Desta selecdo resulta gue Gise
¢ isomorfo a g% L% Zgs que por sua vez € isomorfo a §-PSKx9-PSKx 25-PSK. A razao
para esta escolha decorre do Teorema do quadrado da distancia Euclidiana minima.
UMa veEz quUE 0 mesmo garante uma maior distdncia minima enlre 0s pontos mais prozimos
do conjunio de ponios final.

Passo2:Aos grupos abelianos Zg, Zo € Z55 associamos a transformagdo ortogonal

cosf; senb;

SA; =

—senfl; cos#;
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onde 6, = rm/8, 0, = 2rn/8, 6 = 27¢/25. respectivamente, onde 0 < m < 7. 0 < n < &
e 0< ¢g< 24

Passo3:Neste caso L = 3 ¢ a matriz A € dada por

cos(2n/8) sen(2w[/8) 0 0 0 0
—sen(2% /8) cos(2r[8) 0 0 0 0
o 0 coef2w /491 sen{279) 0 i
Adxe =
0 0 —sen{27/9; cosf2%/9) 0 0
0 0 0 0 cosf27/25) sen(2x[25)
0 0 0 0 -sen(27/25) cos(2w/25)

Passo4:0 vetor inicial de classe x € dado por X;, = [cos(0r /9), sen(0r /9), cos(0r /9),
sen{0r /9), cos{0r/25), sen(0r /25)]. Neste caso, o mde(8, 9, 25) = 1, logo Zygoo = L3 &
Zo & Zos €, portanto, estamos usando o Passoda do algoritmo. logo, um nico vetor inicial
de classe serd suficiente parva gerar os 1800 vetores do conjunio de ponios de sina:s,

Passo5:Como os M. ’s sdo distintos, deve-se escolher qual conjunto deve ser o fator de
uniformizacdo das distdncias entre os pontos de sinais mais prozimos. Neste caso, a escolha
foi o conjunto de pontos 9-PSK.

Passo6:Como os M. s sdo distintos, entdo o fator de uniformizagdo € dado

Lo 2 — 2cos(27/9)
T\ 2 — 2cos(27 /M)

£, = 0.7988, {5 = 7.4468
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i = 1, 9. O vetor inicial uniformizado € entdo oblido. Esic € o vetor que serd utilizado no
Passo 4.

Passo7: Pode ser inferessante que o conjunto de ponios de sinais estejo sobre a su-
perficie da hiperesfera de raio unitdrio, dado que este raio ao guadrado ¢ equivalente ¢
energia media da constelacdo. Para isto basta normalizarmos o vetor X, 1sto €,

i 1
Xip] = = * X4, = X, = 01082 - %,
T kgt T T 92456 T 0.1082 - 5.

portento, Xy, € dado por

X = {lcos(07/9), sen(07/9)].0.7988. cos{0x/9). sen(0x/9),
[cos(07/25), sen{0x/25)].7.4468]-0.1082.}.

e utilizamos este vetor inicial X}, como o vetor inicial do Passod.

A execucao do Passo7, conduz a uma “figura”, ou politopo. cujos vértices estao sobre
a superficie de uma hiperesfera no R® de raio unitario cujas distancias Euclidianas entre os
pontos mais proximos sao iguais. Além disso, notamos que o nimero de vizinhos de qualquer
ponto ¢ sempre igual, portanto, produzindo uma "figura” regular ou, equivalentemente, uma

"figura” geometricamente uniforme.

2.5 Algoritmo CCSECG Modificado

Apresentaremos a seguir o algoritmo CCSECG modificado, que permite a construgao de
conjuntos de pontos de sinais no espago Euclidiano N-dimensional com N # 2L e N € 7%,
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Esta construcao ¢ feita através de conjuntos de pontos de sinais associados aos subgrupos
por constelagdes M;-PSK bidimensionais. Utilizamos o mesmo procedimento para deter-
minar um vetor inicial que proporciona uma distancia Euclidiana tinica entre os vizinhos
do conjunto de pontos de sinais Ci. Assim, em qualquer combinagio que seja realizada
com os subconjuntos de Cy, o politopo resultante estd geometricamente uniformizado. Os
subconjuntos n-dimensionais ainda sao construidos através de conjuntos de pontos de sinals

representados pelas constelagoes M;-PSK bidimensionais.

Os grupos Gy, admitem representagoes matriciais no grupo linear geral GL{n. V). que
determinam o conjunto de sinais Cps, no espaco Euclidiano n-dimensional. Este conjunto
pode ser um M;-PSK bidimensional, ou um politopo imerso em qualquer espago Euclidiano
n-dimensional. O grupo abeliano finitamente gerado Gy & @Z,Gas, possui representagio
matricial no GL{N, V), com ( 2L - n° de 2-PSK) < N < 2L é qualquer. e V € um espaco
FEuclidiano construido da soma direta de constelacdes de sinais®Z  M,-PSK. No Passo2 do

Algoritmo Construcio de Conjuntos de Sinais Casados a Grupos Modificado.

A seguir apresentaremos os passos que serao alterados no Algoritmo da Secao 2.4, de
forma a possibilitar que os subconjuntos Cpy,, que representam Gy, , possam estar imersos

na reta.

Passo2: Se k é um nimero par, pelo menos um dos fatores primos da decomposigao ¢
2, portanto, pelo menos um M;-PSK’s é dado por M; = 2. Os dois pontos dados estao sobre
)

o eixo coordenado z, logo, o vetor x é dado por, x ={ cos{0), sen(0)] = [ 1, 0}. A matriz
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SA, de transformacio ortogonal € a identidade negativa, entao a perda de uma dimensao
no processo de construgao através da soma direta esta verificada. Portanto, a matriz SA, .
correspondente ao 2-PSK, pode ser diminuida em uma linha e uma coluna.

Passo3: A matriz Ayxn passa a ter dimensao N = 2L-(numero de 2-PSK’s no processo

de soma direta}:

— sS4, 0 0 0 '
0 SA4; 0 0
Anxn =
0 0
0 0 0 ... S4

Passo4: Do vetor inicial. nas posicoes referentes as submatrizes SA, onde foram reti-
radas linhas e colunas, é retirado o elemento senf,, da 2L-upla. Este é um elemento do vetor
que sera sempre nule, dada a condigao inicial. cos(0}, sen(0) e a matriz SA; correspondente.

Estas modificacoes sao suficientes para que o algoritmo da Secao 2.4 possa ser aplicado
4s somas diretas de subconjuntos que permitem dimensoes impares. A seguir apresentaremos

um exemplo para ilustrar estas alteragoes.

¥

Exemplo 6 Seja o grupo Gzs = Z3 & Z: @ Le. A construgdo serd realizada através de uma
soma direta de dois grupos abelianos, o primeiro € um grupo finitamente gerado isomorfo ao
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Ze em 3 dimensées ( um prisma, resuliado da soma direta de £ & 2y = 3-PSKx2-PSK}, o
seqgundo € o grupo Le em 2 dimensdes, o 6-PSK.

Passol: Considere o grupo Gas, com k = 86, com ¢ seguinte decomposicio em fatores
k= 9x 9% 6. Uma das opgdes € construir um prisma tridimensional etraves das matrizes de
transformacdo ortegonal SAje SA,, utilizando a soma direta de L3 &2y = Lo . O 1somor-
fismo estd garantido atraves do mdce(2. 3) = 1. Em sequida. faca @ soma direta do prisma
tridimensional com o 6-PSK, representado pela mairiz de iransformagéo ortogonal SAs..

Passo2: 7, 2, & Zg = 3-PSKx2-PSKx6-PSK defermina a construcao e. portanto,

temos as seguintes submatrizes SA;, 1 = 1, £. 5, dadas por

cos(2n (3} sen(2n/3) cos(2m[2) sen(27/2)
SA = 3 SA; =

sen{27/3) cos(2x/3) —sen(27/2) cos(27/2)

cos(27/6)  sen{27/6)
SAz =

—sen(27/6) cos(27/6)

Na matriz SA,. eliminando uma linha € uma coluna, obtemos

SA,= [cos(27/2)],,,

Passo3:4 operacdo de soma direta determina uma matriz de transformagdo ortogonal
de dimensdo (2L - 1), sendo L = 8, a dimensio do espago Euclidiano € dada por N = (2L-1}
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= 5, ¢ a matriz de transformagdo linear ortogonal Asys € dada por,

- cos(2r[3) sen(2%/3) 0 0 0 -
sen(2x/3) cos(2r/3) 0 0 0
Apr-1x@2L-1) = 0 0 cos(27/2) 0 0
0 0 0 cos(27/6) sen(27/6}
i 0 0 ¢ sen(2% /6] cos(27/6) s

Passod: O velor inicial utilizado pare a construgdo deste politopo € dado por
X, = {cos(é)}).,seniﬂz)?cos(ﬁg},cos(é’g)’sen(t%)],

onde O, = 215 /3,0y = 2r /2,63 = 2lx /6, com 0 <7< 2, 0< 7S LeO< [ < 5.
Passo5: O quadrado da disténcia Euclidiana minima adotade € a do 3-PSK que € dada
por
42 = [2 ~ 2cos(27/3}] = 3.0;
Passob: Esie passo determina uma uniformizacdo ne distancie Euclidiana minima
entre os vizinhos de qualquer ponto. A uniformizacdo € realizade no vetor inicial x; = [

cos(B), sen(B,). cos(8,). cos(B3), sen(8s)], através dos seguintes multiplicadores

12— 2cos(2r/3) _ \/g |2~ 2c08(27/3) _
f2 = J 2 —2cos(2n/2) ¥ 4 fa= \J 9 — %cos(27/6) V3

O vetor inicial uniformizado quanto a distdncia entre vizinhos € dado por
Xy = [cos(@l),sen(ﬂl), cos(4,) - \/gcos(é’g) -3, sen(03) - V3
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Passo7: Estc passo determing a normalizagae do velor iniciel, que € realizada sequndo

as operacoes a sequiT

Xun||? =1+ 3/4 +3 =19/4

¢ 0 vetor inicial de norma unitdrie € dado por

Xiné = Xun

2.6 Coddigos de Grupos Ciclicos

Um cédigo de grupo [M,n] é o conjunto de vetores no espaco Euclidiano n-dimensional R”,

X = {X;}M-? gerado por um grupo de matrizes ortogonais nxn, G = {O*}};?, tal que

X; = 0'X,,

G ¢é uma representacao real de um grupo abstrato G de ordem g. O grupo ciclico G de
ordem ¢ gera o codigo de grupo [M, nl, somente se M = g, isto é, se a ordem do grupo for

igual a ordem do codigo, e

X = {OXo}E5"

Por construgio, as matrizes ortogonais (' possuem autovalores reais ou complexos aos
pares. Assim, esta matriz ortogonal, sendo uma representagio real-irredutivel, é diagonal
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composta por submatrizes de ordem 2 também irredutivels, que representam os pares de

autovalores complexos. Portanto. a matriz ortogonal diagonal ¢ dada por
O' = diag((—1)}, Aliki), ... Alik,)),
para M pare n= 2v+l. e
O = diagl Aliky). ... ATk,

para qualquer M e n = 2v. Quando n = 2v+1 temos um autovalor real. &1 e v pares de

autovalores complexos. A aplicacdo da matriz ortogonal bidimensional dada por

cos(2rk; /M) sen(2xki/M)
Alk) =
—sen{2rk; /M) cos(2zk;/M)
gera o conjunto de M pontos sobre o circulo de raio unitario. que por sua vez esta associado
ao conjunto de pontos de sinais bidimensional M-PSK. O elemento k; determina a ciclicidade
do grupo.

A distancia entre o vetor inicial Xg e um outro vetor qualquer do conjunto é determinada

por

2~ 2% pcos(2mlkifM) n=2v
I Xo~ O'Xo |f?=

2 2= up — 250, picos(2rlk; /M) n=2v+1
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A uniformizacao das distancias entre os vértices € realizada pelos p;’s referentes a cada
uma das matrizes A(k) e também as posigdes dos £1’s da diagonal da matriz ortogonal O

A busca por um vetor inicial Xg é resolvida através da solugdo do problema
P P

maxmin || Xo — 0' X i
Xy 1#£0 '

Esta solucio implica a determinacao do vetor inicial que fornece a maior distancia Euclidiana

minima enire os pontos pertencentes ao conjunto de sinais.

Este problema é equivalente a minimizar a somatéria de s, 1sto é.
¥
min { Z Ui
=1

sujeito a:

para n = 2v, e

sujeito a:
By > 1
y=0
para n = 2r + 1, onde
(A),, = senzf}zkj




i=1, M2 =1, pe

(B)i,im{ et }

Sﬁnzﬁik}_g ‘;I>1
i=1, ., M/2Li=1, ., v+l

A solucio de Ay ou de By é dada por

g =
i = *;,:‘
onde & ¢ o quadrado da distancia Euclidiana entre os vizinhos. e =y, = Z. Note que os

p;’s sao obtidos através do conhecimento dos y,'s. Consegilenternente. os z;’s sao obtidos via

xd 4+ 23, nm‘21/+1}

2
Ho = Tg. i = :
I%iml -+ 1'%1- n=72v

A seguir iremos comparar a proposta apresentada em {2] com a nossa proposta. Estamos
chamando a atencio sobre o fato de que, quando o grupo em questao é ciclico, nao existe

4 necessidade de se determinar o valor do vetor iniclal, uma vez que 2 geometria associada

fixa a "figure” correspondente ao grupo ciclico.

Exemplo 7 : Determinar o cédigo de grupo M on]=[12 4] M=12 en=2v —v =2

A matriz ortogonal € O' = diag{A(ik), A(ik:)), pertanto.

( cos (ik;)  sen (%iky) 0 o)
g | e (%ik:) cos (4iki) 0 0
0 0 cos (%ik)  sen (%ika)
\ 0 0 —sen (%iky) cos (Bika)
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onde 1 = 1, ..., 12 E importanie observar aqui algumas semelhangas com o Algoritmo que
apresentamos anteriormente. As submairizes na diagonal da matriz ortogonal O, A(ik ).
A(ik; ), dependendo do valor de ki, resultam em uma matriz orlogonal assoctada & soma direta
3-PSKa:4-PSK . A matriz ortogonal (F € @ matriz de transformagdo ortogonal apresentada

na se¢dao anterior.

A seguir iremes resolver o problema de programacdo linear dado por

min {1 + 2}

sujeito a:

e
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sl
et
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\
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ed
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o
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s
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ea]
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RN
ol
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£
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el
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I
it
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)
( ) ( )

( ) (-3 k)
ser? (54 k) +sen? (&4 k) yp 21
( ) (55 k)

( ) (56 1)

Sk

Este problema € equivalente a resolver o seguinte problema, para ky = 4, e ky = §,

min {y; + yz}
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sujeito a:

0.5y +0.75-y, > 1

1.0y, 4 0.75 -y > 1
0.5'3}]“?"0.00‘}1221

6.5'@‘1‘%0.75'3}221

1.0- Yi + 0.00 - Y2

v
"

A solucdo deste problema € dada por

z= 3.3333
yi= 2.0000
Yo = 1.3333

Assim, o quadrado da disténcia Euclidiana minima entre vizinhos € dado por z
implica d* = 1.2. Resolvendo as equagées (3), temos py = 0.6 € p2 = 0.4. Portanto, o velor

inicial serd dado por

xo = [/, 0. iz, 0] = [0.6325, 0, 0.7746, 0].
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Dado %y, os demais pontos sao dados por

x; = -—0.3162 05478  0.0000 0.7746
x, = -0.3162 —-0.5478 —0.7746 §.0000
x; = 0.6325 0.0000 0.0000 —0.7746

xy = —0.3162 0.547 0.7746  0.0000

o

x5 = —0.3162 —0.5478 0.0000 0.7746
xs = 0.6325  0.0000 —0.7746 0.6000

x; = —0.3162 0.5478 0.0000 —0.7746

xs = —0.3162 —0.5478 0.7746  0.0000
xg = 0.6325 0.0000 0.0000 0.7746
X1 = —0.3162 05478 —0.7746 0.0000

x; = —0.3162 —0.5478 0.0000 -0.7746

x3z2 = 0.6325  0.0000 0.7746  0.0000

Note que o valor minimo do quadrado da distancia Euclidiana para este conjunto de pontes

€ 1.20.

Pare efeito de comparagdo, vamos aplicar o Algoritmo de Construcio de Conjuntos de
Sinais Esféricos Casados a Grupos para k = 12, ¢ N = 4.

Passol: determinar as decomposiciesde k= 12=2x 2x 8§=2x §=4 x §. Segundo

o Teorema de Disténcia Euclidiana Minima da constelagdo, a maior distdncia minima €

obtida através da associagdo dos grupos Zy e 3.
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Passo2: aos grupos abelianos Zs € Zy associamos respectivamente as consielagoes 5-

PSK € 4-PSK. As submatrizes correspondentes a estes subespagos sao

cos(27[3)

SA} -

~sen{27/3)

Passo3: neste caso. L = 2 ¢ a matriz de transformacdo ortogonal para a construgao da

sen{2n/3) cos(2r [4)

€ SAQ =

cos{2r/3) —sen{2r/4}

soma direta € definida por

A4x4 =

Passod: o mdc(3. {) = 1. Portanto, a soma direta € ciclica, pois temos um isomorfismo

72 & 2 =7,,, € wm Unico velor inicial serd suficiente pare gerar os 12 pontos do conjunto

de pontos sinais no R,

cos(27/3)  sen{2%/3) 0 0 -
—sen(2x/3) cos{2n/3) 0 0
0 0 cos(2m/4)  sen(2m/4)
0 0 —sen(27/4)  cos(2w/4)

Assumimos que o vetor inicial € dado por

X =1 cos(0-27/3), sen(0-27/3), cos(0-2r/4), sen(Oﬁ/é)}

Como M; # M; parai+# j, entdo deveremos realizar a operagdo de construgao dos pontos

do conjunto de pontos de sinais

Xipr = X * Agxa
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i=0, .. M1 Caso seja de inferesse obter um politope com distdncias entre vizinhos
uniformizadas, vd para o Passo 5;
Passo5: M; # M, porianto, devemos obter o fator de uniformizacao de distancias

que € dado por

Passob: o vetor uniformizado € obtido da seguinte forma

Xun = | cos(0-27/3), sen(0-2%/3), cos{0-2m[4)* 1, sen(0- 27 /4) + 1y

Passo7?: normalizando o vetor X,, temos

vd para o Passo4 e realize a operagdo

Xipy = Xy * Asxs
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¢, deste modo, obtemos o conjunto dec pontos de sinais

¢ norma de cada um destes vetores € unitdria. A distancia FEuclidiana minima quadrada €

dz,, = 1.20.

min

xp = 0.6325
xy = —0.3162
x. = —0.3162
xs = 0.6325
x; = —0.3162
x; = —0.3162
xg = 0.6325
x7 = —0.3162
xg = =—0.3162
xs = 0.6325
Xpp = —0.3162
xy;; = —0.3162

2.7 Conclusoes

A Teoria de Grupos Algébricos e de Representagao de Grupos tem um papel fundamental

na determinacao dos passos a serem seguidos para a alocacao de pontos sobre a superficie da

0.0000

0.5478

—0.5478

0.0000

76

0.7746  0.0000
0.0000 0.7746
—~0.7746  0.0000
0.0000 —0.7746
0.7746  0.0000
0.0000 0.7746

—0.7746  0.0000

0.0000 -—0.7746
0.7746  0.0000
0.0000 0.7746

~0.7746  0.0000

0.0000 —0.7746




hiperesfera de raio unitario no espago Euclidiano N-dimensional. O Algoritmo de Construcao
de Conjuntos de Sinais Casados a Grupos é uma aplicagao direta destas duas teorias. O
Teorema dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados determina a construgdo dos grupos
através da soma direta. O casamento de conjuntos de sinais com cada grupo da soma direta €
determinado pela Teoria de Representacao de Grupos, cuja representacao matricial, atraves
de transformacoes lineares ortogonals, possibilita a construgao de conjuntos de pontos de
sinais sobre a superficie da hiperesfera no espago Euclidiano N-dimensional, onde o grupo
determina o rotulamento dos pontos do conjunto de sinais.

O Algoritmo de Construcdo de Conjuntos de Sinais Casados a Grupos resolve o problema
da alocacao de pontos sobre a superficie da hiperesfera, sem a necessidade de determinacao
do vetor inicial, uma vez que a geometria associada ao conjunto de sinais esta caracterizada.

O método apresentado por Biglieri e Elia determina os pontos de sinais apenas para os
cédigos ciclicos, enquanto gue o Algoritmo de Construgao de Conjuntos de Sinais Casados a
Grupos determina os pontos de sinais para grupos abelianos ciclicos e abelianos nao ciclicos.
Desta forma, podemos afirmar que este Algoritmo apresenta um cardter generalizador para
esta classe de cédigos de Slepian sobre a superficie de uma hiperesfera de raio unitério,

resultado da soma direta de grupos abelianos finitamente gerados.
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Capitulo 3

Rotulamento e Particionamento de

Conjuntos de Sinais Esféricos

3.1 Introducgao

Neste capitulo, iremos apresentar técnicas de rotulamento e particionamento de conjuntos
de sinais construidos segundo o algoritmo proposto no Capitulo 2.

A técmica de rotulamento proposta é uma extensio daquela apresentada em 11} onde
dado um grupo Gj de ordem k, utilizamos a decomposi¢ao de G; como soma direta dos
correspondentes subgrupos, com k inteiro positivo qualquer, ao invés de k = ML com M =
29 g e L inteiros positivos quaisquer.

Recordaremos sucintamente a proposta da técnica de rotulamento apresentada em [1],
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para a construgac PSK multidimensional, isto €, LxM-PSK. Esta técnica emprega como
representagio do LxM-PSK um vetor com L linhas Y = [y;, .., ¥.]7 onde y; € Zyy, 1 = 1.
... L. Note que cada y, corresponde ao ponto da r-€sima constelacao M-PSK envolvida na

concatenagao.

A representacao binaria de cada uma das L componentes de Y implica em uma linha
da matriz Y|, com L linhas e r = log; M colunas. M = 27. r € Z. onde M é o nimero de
pontos de cada uma das constelagbes M-PSK, isto é, y. = [ylh, ., yY onde y] € GF(2:

Observamos com isso que o rotulamento de cada ponto do conjunto de sinais estd baseado

na transformacao de base do GF(2" = M) para o GF(2).

A extensdo proposta estd baseada na construgdo PSK multidimensional, onde cada
constelacio é um M;-PSK, conduzindo a uma soma direta, &k M;-PSK. O vetor Y continua
sendo representado por Y = [y1, ..., y1)7 onde agora y; € Zpr,. 1 =1, ..., L . Sob esta condigao.
a matriz Y| possui L linhas e n colunas. onde r = max{n| ¢=1, .., L}, a maior poténcia do
primo que determina a ordem de cada subgrupo envolvido na geragao do grupo Gy, e ke o
nimero de pontos na constelagdo 2L-dimensional. Em seguida, utilizamos a transformacgao
de base, comumente utilizada para obtengao da representacao binaria de um inteiro modulo
k, como uma decomposicao vetorial de elementos inteiros moédulo p;, onde cada p; nao precisa
ser necessariamente um primo, mas elemento da decomposicao de k em seus fatores divisores.
Apresentamos uma modificagao na transformacao de base de uma dada base fixa GF(p")
para uma outra dada base fixa GF(p). Esta modificagao corresponde a uma transformacao
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de base-p de uma dada base GF(k) para uma base GF([p:. .-, po]) onde p, € Z7 pode ser
um inteiro qualquer. Quando o grupo finitamente gerado isomorfo a Gy € ciclico, o Teorema
Chinés do Resto é utilizado para rotular cada um dos pontos da constelagdo. Por outro
lado. se o grupo finitamente gerado nao é ciclico, entao um procedimento diferente devera
ser utilizado. Neste caso. a transformacao de base-p proporciona ¢ rotulamento adeguado.
Note que o rotulamento apresenta o casamento do conjunto de pontos de sinais Cy com o
grupo Gi.

O rotulamento realizado desta forma permite particionar o conjunto de pontos de sinais
(. usando o Algoritmo de Particionamento de Conjuntos de Sinais Esféricos Casados a Gru-
pos (PCSECG), que é uma alteragao do Algoritmo CCSECG para obtengao das subfiguras
do particionamento dos conjuntos de sinais. Apresentamos o Algoritmo PCSECG como uma
proposta para a sistermnatizagao do particionamento de constelacoes de sinais. Pelo casamento
realizado é possivel particionar, ao mesmo tempo, o conjunto de sinais Cx, e o grupo Gi.

Podemos afirmar que esta é uma forma sistemética do particionamento apresentado em [1}.

3.2 Rotulamento do Conjunto de Sinais Esféricos

Cormno vimos no Capitulo 2, Axxn é uma representa¢io matricial do grupo finitamente gerado
G, no espago vetorial Euclidiano N-dimensional, que esta definido pelo conjunto de pontos
de sinais Cx no RV,

O Algoritmo de Conjunto de Sinais Esféricos Casados a Grupo utiliza da soma direta
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de grupos finitamente gerados

Nesta construcao. cada Zyy, é representado por um conjunto de pontos Cyy,. correspondente

4 constelacao M,-PSK no espaco vetorial Euclidiano 2-dimensional. Este conjunto de pontos
¢ determinado pela transformacio ortogenal realizada através da matriz de representacao

SA, de Zys, em Car,.

A matriz de representacao Axyn Tepresenia a soma direta dos grupos Zyy,'s atraveés das
submatrizes SA, (conforme Capitulo 23. O grupo Zx nem sempre € isomorfo ao grupo finita-
mente gerado &% ,Zy,. no emanto.. existe um mapeamento um-a-um (biunivoco) que define
o casamento de um grupo de k elementos inteiros G enumerando um-a-um os elementos do

conjunto Cg. Portanto, Cx é um grupo de vetores definido no espago vetorial Euclidiano RN,

Assim.

Cp = 25,0y

N

ou seja. Ci o espaco finitamente gerado é isomorfo & soma direta dos subespagos vetoriais

Euclidianos Cag 's. cujas matrizes de transformacao ortogonal SA; pertencem ao grupo linear

geral GL{n, Cay,). Desse modo. Axyn = diag(SA,), é uma matriz diagonal. o que implica

Anxn € GL(N, CL) ]

A matriz de representagio do grupo finitamente gerado Gy, no conjunto de sinais C.
realiza um casamento do isomorfismo entre o grupo Gy e a soma direta dos grupos Zas,'s.
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com o isomorfismo entre a soma direta de conjuntos de sinais Cp, s € 0 conjunto de sinais

Ci. ou equivaleniemente,
G, = 6:‘,—”121”1', FE- @izl(CM,} = Cy.

A matriz de representacio SA; determina um ponto do conjunto de sinais Cas, que
representa o elemento y, inteiro. O vetor X no espago verorial RN é representado por Y
no espaco L dimensional (Zp,)F. através de elementos inteiros modulo M;. O mapeamento
definido tal que x = [, .o 722] € RN = Y = [y1, . y2i7 € (Zn,)r onde 3, € Coy e yi €
Zas,. esta determinado através da matriz de transformacéo ortogonal Axxn = diag(SA;,.
Existem pelo menos duas formas de representar qualquer nimero inteiro ¢ € G, através dos
vetores Y, uma delas é a transformacgdo de base-p, da base GF(k) para a base GF(My, ...,
M_.) (a construgio nao é ciclica} ; a outra, € aplicar o Teorema Chinés do Resto {a construgao
é ciclica).

A construgio dos grupos finitamente gerados atraves da soma direta determina uma
representacao de Gy através de um vetor L dimensional. € de G por um vetor no espago
Euclidiano 2L-dimensional.

O rotulamento consiste em associar cada um dos vetores Y a um tunico elemento ¢ €
{01, ..., k-1} € Gy, ¢ é descrito por um vetor Y = vi. -y} € (Zyp)E. O grupo Gi
¢ a soma direta de grupos finitamente gerados Zay,, cuja ordem é a poténcia de primos da
decomposicio de k. Ci € a soma direta de subespagos vetorials finitamente gerados Ca,,s

cuja cardinalidade é a poténcia de primos da decomposicao de k. Deste modo, cada rotulo
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em G pode ser representado por um vetor com L fatores divisores de k, pelo vetor Y, onde
cada um dos L elementos do vetor Y é representado por um dos L elementos do vetor x.

A classificacdo de grupos. através da decomposigao em soma direta de grupos finitamente
gerados, define o niimero de linhas da matriz Y|. O nimero de pontos de cada conjunto de
sinais ¢ dado por M; = pl' que define o nimero de colunas da matriz Y{. r = max {r, | { =
1.2, ... L}. Ou.se M, | My, M, pode ser decomposto em r; submiltiplos de M. Neste
caso. o numero de colunas na matriz de rétulos Y| é dado por r = max{ n | /= 1. ... L} .

A matrﬁz de rotulamento Y| que estd associada & soma direta dos grupos finitamente
gerados, tem a forma geral apresentada abaixo. Cada linha representa um grupo G, -
O digito y? é o menos significativo, e o crescimento de significagdo acompanha o indice
supraescrito, como podemos ver na matriz abaixo. O casamento do vetor X com o vetor Y

é dado pelo mapeamento um-a-um,

2r /MY sen{yr 27 /M) — yi. L yi)

-

[cos{vy - 27 /M) senly; - 2 /My). . cosly

I
»

A soma direta ©L ,Zs; determina um isomorfismo com o grupo constituido por vetores
L dimensionais {[y1. ¥2, .-, ¥£J¥ | ¥i € Zns,. y: tem dimenséo r} com o grupo Gi. Dado um
nimero inteiro k, existe um grupo Gy, finitamente gerado por grupos abelianos ciclicos Zay,.
M; = pi*, Gy = Zp;; ©Llnd.. & Zp;z,., onde Z,r +— (Z, )" possul uma representagao
vetorial do tipo soma direta de Z,, & Z,, & ... & Z,, n; vezes, determinando que cada
elemento v! seja um elemento do grupo ciclico Z,, que é a base para a i-ésima linha da

matriz de rétulos, Z,, = GF(p;) (Corpo de Galois de ordem p;).
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Fazendo cada ZF:, ser representado por uma linha na matriz de rotulo Y|, a «ésima
linha tera r; colunas com possibilidade de assumir valores diferentes de zero e. se r > 1,
entdo (r - r;) colunas assumem necessariamente o valor zero. Cada elemento da matriz de
rétulo Y| é tal que vyl € Z, onde i = 1.2, ....Le j= 0. 1. ., r-1. A matriz de rétulo de

uma forma geral € dada por

=1 Tyl )
- v Yy
}-E
=1 T3 o
Y2 Yo Yo
7 Vi
Y Lx1=— = YLxr =
Tl‘"‘g 0
0 ¥opw:r - Hi-s
YL
- 4 Lxl 0 9 yg
L 4 Lxr

supondo que as dltimas duas linhas, por exemplo, possuem uma poténcia rp.;, € 77 Menores

que r.
Dado qualquer x = [#5. 72, ... 7] € Ci CRY, sela Y um vetor coluna composto por L
vetores linha yv.'s, Y = [ y1. ¥2. . Y10 €{Z )t associamos a cada z; € R? um unico vetor

y. € Zas,. Esta associagac € realizada seguindo os trés procedimentos que apresentamos a
seguir: dois para realizacio do rotulamento de um dado ¢ € {0, 1.2, ..., &1}, um grupo
com k elementos (Procedimento 1 j, e o Teorema Chinés do Resto (Procedimento 3):
o outro para representacio pi-aria do correspondente elemento y; do vetor de rotulamento

(Procedimento 2).

Procedimento 1 Dado um ¢ € {0, 1, ..., k-1}, onde k € poténcia de primo, a oblengao do
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vetor Y € (Zp, )%, (rotulo de g), € alcancada atraves da aplicagdo dos seguintes passos:
passol: faca 1 = L;
passo2: faca d; = ¢;

passo3: oblenha y, € d; de &; = di_yM; + y;, onde & = y; (mod M;} e di_y = (d; -

vil/M,
passod: fage 1 = ¢ - 1, se 1 # (0, vd para o passo3. sc 1 = (. vd pare o passob:
passel: monte Y = [y1. ¥2. .... Y] a partir dos passos acima € associe x, a cada

y:. Note que z;, no caso do algoritmo do Capitulo 2, € dado por z, = [cos(2y.= /M),

sen(2yiw/M.)].

Procedimento 2 A construcdo da matriz-vetor Y vem com a determinacdo de cade 3, i
=1, ..., L, componentes de y; de acordo com os passos descritos abaizo:

passol: faga i = I;

passo2: faga 7 = 0;

passo3: faca a‘f =Yy

passod: obtenka il ¢ &7 de & = &V'p, + ¢l onde & = ] (mod p;) ¢ dfl = (& -
vl)/psi

passob: faca j =3 + 1, se 3 < 1 - 1, vd para o passo4;

passo6: monte y; = [/, v7'7%, ..., ] @ partir dos passos acima € associe a cada y;

uma linha do vetor Y ;

passo7: Faca i =1+ 1, se 1 £ L entao vd para o passo2, caso conirdrio, pare,
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Exemplo 1 : Seja g = 12, em Geq. Comeo Gey € 1somorfo a Lyx Lax Zs. lemos qur
ja g $ g

1206y = Oy liaydiy

Aplicando o Procedimento 1. lemos qus

7

i =3 dy=yaimodMa) = 12 = d{modsi ds = daoyimodMay do =1 ys =

i=2 dy = ylmedMz = 1 = 1{moedd: di = do (modMy) dy =0 yo =1
P =1 dy = y(modMy)= 0= 00med?: =0 - yy =0
¥i 02
Y=1y, | =] 1y
Y3 4ig)

De posse das componentesy; estamos em condicoes de aplicar o Procedimento 2. Isto
nos conduz a:
i=1 j=0 &i=y;=0 y{=0 y}=0 pi=0 y;=[000]
i=2 j=0 d=y;=1 yi=1 ¢i=0 yi=0 y:=[001]

Portanto, a representacdo p-dria na forme mairicial € dada por

Yi v oy oy X Oy O 02
Y = , = 2 .1 s i=1|X 0 1 =11

¥z Y¥: Yy Vs {2} VY23 H{2} {4}

va| ¥ v ] |l O O | | 4w

87




Nole que esta representacao nada mais € que as coordenadas da operacdo soma diveia do

2-PSK com 4-PSK com o 8-PSK. As coordenadas do ponto x ¢m 6 dimensées ¢ dada por

X = {[cos(0.27/2),sen(0.27 /23] {cos(1.27 /4), sen{1.27/4)]. [cos(4.27 /8), sen(4.27 /8)]} .

onde r; = [cosl{y. 27 /M;). sen(y. 27 /M, )]

Exemplo 2 : Considere o caso em que Ggy = {0, 1. 2. ... 63}, Iremos assumir qus
Gy seja somorfo a Lex Zs. Sejo g = 58 um elemento de G.y. Entdo, de aplicacio do

Procedimento 1. ¢ do Procedimento 2. temos que o veter Y € dado por

{3’1 7 iy Ly Ly
Y: fuserd =
Y2 2 Op2; 1y Oy

O rétulo correspondente ao ponto representado acima € dado pelo vetor

x = [cos{T - 2r /8 ). sen(7 - 2n/8). cos(2 - 2= /R). 2en(2 - 27 /8)]

No caso em que ha um isomorfismo do grupo geral G, com o grupo abeliano ciclico Zy.

a decomposicao de k= pi*, ..., p¥f com o mde{p. p;} = 1. # J. . j= 1, ..., L, utilizamos o

Teorema Chinés do Resto, ou o Procedimento 3.

Procedimento 3 :(Teorema Chinés do Resto)[T]: Sejam k = pi* - pP2 - ... - p}t.onde o

mde{p;, p;) = 1sei# j.eqe {01, ..., k). Enlao o sistema de congruéncias simultineas

g = y:i(modp), ¢ = yalmodpy), ... ¢ = yrimodpl”)

8
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scmpre tem ume solugdo inleira. Seju a; tal que

—a; = 1{modpl*

entao,

L
¢= 2
P

k . 4
— -y a - reduzido mod(k).
D

Isto é. dado um vetor N dimensional no conjunto de & pontos rotulados por Z,

x = lcosiy 27 /M), seniy2n /My, .. cos(yi 2%/ Mp).sen(y2n /My € Cp

—p b”la ...,y;j € 7.
cada y; representa um elemento do rétulo q = [ y; mod(py*}. .... ¥z mod{py)]. Portanto, g
= y; mod(pl*), i = 1. ..., L.

Da mesma forma que no Procedimento 1, podemos representar cada um destes rétulos
por um vetor X composto por COSSENOs e Senos.

A obtencao do rétulo [vy, ya.- . ¥r] de um inteiro ¢ € Z; usando ¢ TCR € realizada

a partir de

g = yi{modp}'}, ¢ = yolmodpy?), ..., ¢ = yrimodpl).

Exemplo 3 : Seja g = 782 em Zogy & L34S Zo@Zes. Entdo. a obtencao do rétulo [yy, Y2, V3

de um inteiro ¢ € Zgoo usando o TCR € realizada a partir de

¢ = y1{modp'), g = yalmodpy). ... ¢ =yr{modp).
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onde T82 = 2moed{{). 782 = 8 mod(9), 752 = 7 mod(25). Note que o vetor de rétulo Y ¢

dade por

Este ponio € representado pelo velor

lcos{y12m /My ). sen(y 27 /My), cos{y.27 [ M), sen{y27 /My,
X =
cos(ys2m [Ms), sen{ys27/ M3)]
[608(2 27 [4), sen(2 - 27 /1), cos(8 - 27 /9), sen(8 - 27 /9).

cos(7 - 2w [25), sen(T - 27 /25)]
onde 2; = [cos{y: 27 /M;). sen(y;2r /M;]]. Neste vetor podemos obler a informacio que o
vetor 782, do conjunto de pontos de sinais Cou. ¢ representade pela soma direte dos pontos 2,
da constelagdo {-FSK, 8 da constelagdo 9-PSK ¢, T da constelacio 25-PSK. Como podemos

verificar, qualguer ponto do grupe Gy € represeniado pelo Y ¢, conseqientementse, pelo velor

X que corresponde ao vértice no conjunto de pontos de sinais Cggg.

Y1 24
Y pome y2 = Siq;
Y3 7125,




Do vetor Y podemos retornar ao valor ¢ na base k. aplicando novemenic o TCR, temos

gy = Imod(4) = a1 = 1
e = Imrod{9) = ay = 1
O gy = Imod{4) = as = 16

assm,

g= 5k, ;’%ﬂ cyica; o reduzido mod(k) =
i

295.1-2+100-1-8+36-16-7 = 5282 = 782 mod{900)

782 € o valor de inicial de q. O Procedimento 2 € aplicado da mesma forma que o exemplo

anterior.

3.3 Particionamento de Conjuntos de Sinais Esféricos

Definigdo 1 [9] A Particio de um conjunto € definida como uma decomposicdo em subcon-
jJuntos disjuntos tal que lodos os elementos do conjunto estdo em eratamente um ¢ sé6 um

dos subconjuntos.

O Algoritmo de Construgao de Conjunto Sinats Esféricos Casados a Grupos esta baseado
numa matriz de transformaczo ortogonal que preserva a distancia entre os vetores construidos
e a norma. A matriz de transformacao ortogonal admite uma variacac na distancia entre
todos os vetores determinando uma nova figura no RV, através de mudangas simples nas
submatrizes que compdem sua diagonal. No grupo Gy, estas alteracdes correspondem & °
determinacédo de uma classe lateral, e no conjunto de sinais. a um novo politopo com um
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nimero de vertices reduzido. Portanto, o particionamento do conjunto de vértices do poli-
topo N-dimensional, assim como do grupo Gi, pode ser obtido através de uma matriz de
transformacao ortogonal adequadamente alterada. Fazendo as alteracbes necessarias na ma-
triz de transformacao ortogonal do Algoritmo de Construcgao de Conjunte Sinais Esféricos
Casados a Grupos obtemos uma nova " figure” sobre a superficie da hiperesfera N dimen-
sional determinando um subconjunio de pontos tal que a distincia Euclidiana entre seus
elementos seja no minimo igual. ou maior que a distdncia minima do conjunto anterior. A
cardinalidade do conjunto é dividida por um fator M; que corresponde ao conjunto de sinais

que sera posto em evidéncla para a construgao dos M; subconjuntos.

Definigao 2 Seja Y| a matriz de representagdo de rétulos

i1 O
Y: s e U4
-2
y2 0 v ug
YI = =
- 0 0 -2 O
YL vr < Yr
L 4 Lxi L 4 Lwn

. e -~ . | . . -
onde o vetory; € Lo = Ly, ey € Z, . As posicées [T - r-1) na matriz acima sdo

todas consideradas zero. A mairiz acima € equivalente a representagdo

Zp? Ly, Ly Ly Ly o . Ly,
e s Zp;z - 6 o 2, Z, . . . I,
sz;, I i 0 0 o Z, . . . Z, I




O vetor Y € representado por um wvelor que defintmos velor-grupo. onde cada clemenio o
uma represeniacao dos grupos referentes a soma direta do grupo abeliano finitamente gerado
Gi. Definimos ainda uma matriz-grupo que € uma represeniecae da matriz Y|, onde em
cada posicdo y estd a representacdo do grupo Zy;, na base de sua representacao Z, . onds

pi € definido como no Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamentc Gerados.

Definicao 8 Definimes o vetor coluna Y, = [yi. y5. ... ¥i /' como vetor gerador do nivel =
de particionamento. O vetor gerador € quem define quais osy, s que devem ser considerados

nes submatrizes da diagonal da matriz de transformagao ortegonal € y; € o elemento que

define o dngulo 8, = y; 27 /M,.

Definicdo 4 O ndmero de niveis de particionamento de um grupo de ordem k, tal que Gy =

@b Zayi, € dado pela formula

i

L
Z log, M.
(=]

O particionamento do conjunto de pontos G, onde k = [T7 pl = T2, M;. é dado pela

cadeia de partigao
G,;/JAM{LGK/AIL ' ﬂji_lG;:f’;...;Af{L - AfL..} ETI _I‘EEG_}\:

Se 7 nao é isomorfo & construcao de grupos abelianos finitamente gerados, a enumeracac
dos pontos do conjunto de pontos de sinais Cy é feita por Gi. um grupo com k elementos
inteiros. Fazendo uma analogia da cadeia de particao acima. do grupo de inteiros G; com
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o conjunto de pontos de sinais. ;| no espaco Fuclidiano RY, o particionamento é realizado

segundo a cadeia de conjuntos
Co/MpCp/Mp - My Cy /My - My - M Cy.

Porém. pela representacao vetorial do grupc G, apresentada na definicao 3. temos um
I P G grug k8] <

vetor com L elementos associado a Gy = &1, 7. Isto determina um mapeamento dado
[E=3 BamPis

por ) _ ) _
La, Zo Ly Ly Z,. . . . Z,
Zas, o ¢ Z, Z, . . . Z.
Gk A — e
Inr, ¢ o0 o0 Z,, .. . Z,
L 4 Lxl b A Lxn

onde cada subconjunto Gy, € disjunto e, portanto. N2, Zas, = 0. Fazendo uma nova analogia

com a cadeia de partigac é possivel obter a cadela de particio do vetor-grupo que é dada por

L Zas, Midag,
Zns, a1, MaZss,
Za, . Zar, . Mp_oZar,
Za, My_1Zx,_, MpaZy,

MiZx, M7y, M Zy,

Como cada M; pode ser produto de primos, M; = {p;)”, a cadeia de particio (estendida para
que a cada nivel exista a participagao de todos os fatores primos da decomposicao) é dada
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por

Gi/pli/pL - prali/-/pr-pros1-

/.2
---'Pizkf’}?L *PL-1

RS JVAYINYS U

Analogamente. para o vetor-grupo o particionamento € dado por

i /

Pr-14as

VAT

Lar,

<

Las

L2

Ly,

L]

prla,

1At

pzzMg

pr-alar,

A

2z
P,

/-]

Zas,

Zag,

74
pr-1fag,

pLZM{,

Lz

Piag,

F
})523\12

2
PL-2lm, .

2
Pro1la,

pizM},

pr-2ln, .
Pr-1 ZML_3

PL ZM i

/-]

p;} - ZJM:\

Py Lo,

Prs L,

TLwl
Proa z-’U:_ma

v,

Assim, o particionamento € feito em cada nivel do grupo Gy.

A partir disso, a proposta é que o particionamento seja realizado por coluna na matriz.
sendo que o vetor y!, onde ¢ deve variar de L até 1, isto é, de baixo para cima, e que j varia

de 0 até r-1, esteja fixado para cada variacao de ¢ Como vimos na definicio da matriz de
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p2dag,

Pr-alag,
PL-1Laf, _,

prlag,

r
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.
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cprTlZL




representacao de rotulos, os elementos do vetor coluna y; sio exatamente os conjuntos da
soma direta para a construcao de G.. Cada linha da matriz é composta pelos 1; Z,'s que
compoem a representagio dos elementos do grupo Za; na base GF(p;). A matriz de rétulos
Y| representao grupo G,. onde cada linha desta matriz é uma representagao py-aria do vetor

¥: ou, equivalentemente.

Gi®Z, 0. 22,52, %..00, ~.57, = .27,

P = Py o h # - = BLoe ot

Com estas operagbes realizadas na matriz, o vetor gerador também sofre modificacoes
assumindo a cada mudanca na linha da matriz uma alteracio em sua linha (do vetor gera&or}
correspondente dividindo o elemento do vetor gerador pelo mesmo que dividiu o elemento
correspondente na matriz.

Os exemplos a seguir mostram claramente estas alteracoes, e apresentam as matrizes

geradoras. de rétulo e de transformacées ortogonais modificando-se a cada passo.
5 2 p

Exemplo 4 Seju Gy = Zs. Neste exemplo serd realizado o particionamento do grupo Gs =
8-PSK. com o objetivo de mostrar gue a proposta apresentada € uma ertensio da proposta
apresentade por Ungerboeck. Iniciaremos este procedimento atraves da construcao do vetor
Y de wma dnica linka ¢ da matriz Y| com uma linha ¢ com r = log,8 = & colunas. Seja e

matriz Y| que rotula os pontos

Yie—[Zs— 17, 7, 7,

i

fl
-

[a—
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O welor de rétulo Y = [ 1] gera o conjunto de pontos {0, ... 7}. A matriz gue represenia

o grupo Gg no espaco vetorial Fuclidiano R® € gera a constelecio 8-PSK € a matris

27/8)  sen(2w/%
Agyg =

P |

.
z cos
{ sen(2n/8) cos(2w /8

Note que Y= [1] + x = [cos(1 -

| SN

w/8). sen(1-2-7/8). Neste nivel zero de particio
temos wm grupe com oo elemenios representando o conjunic de pontos de sinais no R*, o
8-PSK completo. Fazer o particionamento significa obter um ¢rupo fator de Gy /Gy = 20,
Este nove grupo que representa o nivel 1 de particdo, tem quairo elementos e ¢ representado
pelo conjunto de pontos de sinais no R denominado 4-PSK. Seus rétulos sio construidos a

partir da matriz abaizo.
2Zs] — | 7, 7, 22, | = [2.

O wvetor rétulo Y = [ 2 ] gera o conjunto de pontos {0, 2, 4 6} = {0, 1. 2, 3t. A mairiz

que representa o grupo 2Gs no espaco vetorial Euclidiano R? ¢ gera o respectivo conjunto de

quatre pontos de sinais cujo gerador € Y = [2] e— x = [eo: 2 - 73 278 A
correspondente representagdo mairicial € dade por
,
cos{2-27/8)  sen(2.2x 3
A?.x? -
—sen{2- 27 /8) cos(2- 2% %)
No nivel 2 de particionamento, obtemos o grupo fator 2Gs / Go = 4Gs. A matriz que

representa 4Gs no espago (£, (a qual gera o conjunto de réivios de apenas dois elementos

el
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4Gy ) € a seguinie

[

2= | 2, o2, 22, | =10
Onde o vetor rotulo Y = [ 4 ] gera o conjunto de pontos {0, 4} = {0. 1}. O conjunto de
pontos de sinais com apenas dois elementos, denominado 2-PSK, € gerado pelo vetor Y =

4] e x = [cos{4-27 /&), sen(4-27 /8)] cuja representacdo € dada por

cos{4 - 27 /8)  seni{d 27 /%)
Agyy =
—sen(4 - 27 /8) cos{4-2n/8)

Lste exemplo verifica o particionamento proposto por Ungerboeck [1 1] Este ¢ um caso espe-

cial onde [, = 1, ¢ Al = &.

Iremos mostrar. através de um exemplo. que a proposta apresentada estende aquelas

apresentadas em [1] e [11].

Exemplo 5 Seja Gas um grupo tal que Gey = Zs =7, Este eremplo € 0 mesmo considerads

em [1]. A matriz Y| que gera o grupo de rdtulos parg o Ggy € epresentada abairo

r '] e r
Zs { Z, 7, 17, 1
Zs Z: Iy o | |0
O vetor rotulo Y = [1 0 ] gera o subconjunto de pontos {00, ..., 70}. Neste caso. a soma

direta ndo define um grupo ciclico, portanto, assim como os vetores X;,, sdo rotacionados, o
vetor rotulo tambem € “rotacionado”, isto €, Y = [0 1 ], alravés da matriz de rétulos gera

o subcongunio {01, ..., 71}. E, finalmenie Y = [0 7 ] gera o conjunto de pontos {07, ...

’
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77}. Neste nivel zero, o objetivo € consiruir uin conjunio de ponios de sinais com i pontos
no espago vetorial Euclidiano RY. A matriz de transformacio ortogonal gque determing este

conjunio € dada por

cos(2m/8)  sen(27/8) 0 0
—sen(27/8) cos(2x/8) { 0
444 x4
0 0 costlr /81 zen{0x/8)
G { —seni0n /81 cos{07/8)
O vetor gerador desta matriz que gere o conjunto com 6 clementos, Cey. oY =717

i
J e x = [ cos(21n /8), sen(217/8). cos(207/8). sen(20= /8)]. O particienamento do

grupo Ges € realizado da sequinte maneira

(

. m=Zs Zs 274 (228 [425} 47 828_]
w2 V==Y = =

Ll | Lo ]|

M

O particionamento € realizado segundo o cadeia de particionamento Ges/ 2Gaq /4Gy /
8Geos/ 16Geas/ 82Gay/ 64Gey, cujo niumero de elementos em cada conjunto do respective
nivel de partiio € dado por 64, 32, 16, & 4, 2, 1. No nivel 0 da particdo, a consielacio
com 64 elementos, as duas linhas da matriz Y| sio do tipo [ Z, Z5 Z,). No nivel 1 da
partigdo, a constelacio de 32 pontos € construida a partir da soma direta de um 8-PSK com
um 4-P5SK. A linha 1 da mairiz Y| € dada pory, = [ Z, Z, Z,] que gera o conjunto 10, ...

7} correspondente ao 8-PSK. enquanto que a sequnda linha ¢ dada pory, = [Zy 25 275] ¢
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gera o subconjunto {0. 2. 4, 6} correspondente ao 4-PSK. O relor rétulo Y = [¥1y2 ] ial
quc gera o congunto de sinais com 32 pontos. Com isso. a matriz de rétulo Y! € a mairiz de

transformagao ortogonal Ay sdo dadas, respeciivamente por

r
Zs L, Zy I C 1 -*
Y‘E pumiiong - = é
274 J Ly Z, 27, 1 J
cos{1-27 /8] sen(l . 27/8) 0 0
—sen{l 2n/8) cos(1-27/8) 0 0
Asgg =
0 0 cos(2-27/8)  sen{2-27/8)
0 0 —~sen(2-27/8) cos(2-2x/8)

O vetor gerador de Cyy € representado porY = [11 ] e—s x = [ cos(12x /8)}, sen(1-2n /8),

cos(1-2ws/8), sen{1-2zs/8)]. onde as rotaghes reciizadas no vetor x sio dadas pors = (0, 2

i3

4, 6. Nonivel 2 da partigio, existem guatro subconjuntos com 16 elementos, resultados da
somea dwreta de dois [-PSK’s. Deve ser observado que poderia ser escolhida qualguer outra
combinagdo que resultasse em conjuntos com 16 pontos. For exemplo, a soma direta de
uma constelagdo 2-PSK com a constelagio 8-PSK. porém para efeito de ganho na distancie
Euclidiana minima do conjunto, a maior distincia Euclidiana minima € dada pelo grupo
de maior ordem, conduzindo entdo ao 4-PSK @ 4-PSK. A primeira e a segunda linha da
matriz sio dadas pory; = [ 7, Z; 27,] que gera o subconjunio { 0, 2. 4, 6} correspondente
ao 4-PSK. As matrizes Y| de construgdoe do grupo de rotulamento Gy € de transformagio

100




artogonal de construcao do conjunto Cye sio dadas, respectivamente, por

.
244 L, I, 27, 0
cos(2-27/8)  sen(2-27/8) 0 0
—sen(2 25 /%) cos(2 - 27 /8) { 0
‘-‘44x1 =
G ‘ 0 cos(0-27/8)  sen(0-27/8)
0 0 —sen{0-27/8) cos(0 - 27 /8)

O vetor gerador de Ci € representado por Y = [ 20 ] +— x = [ cos(2-2n /5,
sen(2-27 /8), cos(0-27s/8), sen(0-27s/8)], onde as rotacies realizadas no vetor x sio dadas
pors = 0. 2. 4, 6. Uma observagdo pertinente neste ponto € que o vetor gerador foi escolhido
deniro de cada classe lateral gerada por Y. de modo que a matriz de transformacéo ortogonal
Ax.v consiruida gere uma sequencia de vetores com distancia Euclidiana no minimo igual
a distancia Buclidiana garantida pelo conjunto de vetores representados pelos elemenios do
subcongunio {0, 2, 4, 6}. A distdncia Euclidiana minima ao guadrado nesie nivel € d?‘?mm =
1.172. entre os vetores consiruidos, Esta disténcia Fuclidiana minima sem gue haja rotacic
do vetor X € 2.0. No nivel 8 da particio, existem oilo conjuntos com oito elementos, resul-
tados da soma direta de wma constelagdo §-PSK com outra constelagdo 2-PSK. A primeira
linha da matriz Y| ¢ dada por [ Z, Z, 2Z,] que gera o subconjunto de pontos 10, 2. 4. 6}.

enguanto que a segunda linka dada por [ 7, 27, 2Z,] gera o subconjunto de pontos {0, {}.
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As matrizes Y1 de construcio do grupo de rolulamento Gs ¢ a matris Ay de transformacas

ortogonal de construgdo do conjunto Cs. sio dadas, respectivamente, por

7. | 2z, 22| o
Y = et E proad !
475 { Z, 27, 27, l 2
cos(2-2x/8)  sen{2. 27/8) O 0
—sen{2-27/8}) cos(2 - 27/8) 0 0
&44x4 -
0 0 cos(2-27/8)  sen(2-2r/8)
0 0 —sen{2- 27 /8) cos{2 - 27 /8)

O vetor gerador de Cy € representado por Y = [2 2 ]. No nivel 4 dg partigdo, existem
16 conjuntos com quatro elementos, resultados da soma direte de uma constelagio 2-PSK
com outra constelagao 2-PSK. A primeira ¢ ¢ segunda linhas da mairi= Y| sao dadas por |
Ly 223 275] que gera o conjunio de pontos {0, §}. As matrizes Y| de construcdo do grupe

de rotulamento Gy ¢ de transformacio ortogonal de construcio do conjunto Cy sdo dadas,

respectivamente, por

424 Z, 27, 27, 4

Z, 27, 27, 0



Ac}xal -
0 0 cos(0 - 27/

[ 4]

) senl0-27/8)

0 0 —seni0- 27 /8) cos(0. 27 /R)

O vetor gerador desta matriz que gera o subconjunio com quaire elementos. Cy. € represen-
tado pela classe lateral Goy /16Gay € 0 Y = /407 Nonivel 5 de particao, cristem 32
conjuntos com dois elementos, resultados da soma diveta de uma constelacio 2-PSK com
outra constelagdo 1-PSK. A primeira linha da mairiz € dada por [ Z, 22, 27,] que gera o
subconjunto de pontos de sinais {0, f}, enquanio que a segunda linka dada por 27, 27,
2Z:] gera o subconjunto {U}. As matrizes Y| de construg¢io do grupo de rotulamento .Gg €

de transformagdo ortogonal de construgio do conjunto C, sio dadas, respectivamente, por

r =3 r - ~
i 428 22 222‘ 222 4
P87 27, 27, 24, 4
L 4 2 L
cos(4 - 2% /8)  sen(4-2x/8) 0 0
—sen{4-2n/8) cos{4-2x/8) 0 0
Agxs =
0 0 cos(4-2m/8) sin(4-2x/8)
§ { —sen(4 - 27 /8) cos(4 - 27 /8)
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(O vetor gerador de Ci € representado por Y = /4 4 ] . Em todos estes casos. os velores
geradores de cada conjunfo sdo uma votacio do vetor inicial X, = [cos(0), sen/(). cos(0}
senf0)] . onde b = 0, 1, ..., 7. A matriz que gera cada um destes conjuntos o faz com as
distancias Euclidianas requerides pela soma do gquadrado da distdncia Fuclidiana entre os
vetores geradores € o vetor Xg = [cos(), sen(0), cos(0) sen(G}]. O conjunto gerado pelo
vetor [0 1] possui d3 = 0.586. O conjunto gerado pelo vetor [1 1] possui d& = 1.172: o
conjunto gerado pelo vetor [0 2] possui dg = 2.0. Os conjuntos gerados pelos vetores 2 2],
/0 4], possuem d = {.0. Finalmente, o conjunto gerado pelo vetor [4 4] possui d& = £.0.

Este eremplo veproduz as mesmas distdncias Euvclidianas minimas apresentadas em [1].

Exemplo 6 Sejam Ci, o conjunte de sinais constituido por k = 1800 pontos, € G; o grupo
assoctado. Como k pode ser decomposto em k = 8 x 8 x 25, entdo Gigpo = Zison = Zs 7 Lo
< Zos. Come resultado desta soma direta temos entdo gue Cigon €574 no espaco Fuclidiano

de dimensdo 6 com os correspondentes conjuntos de sinais 8-PSK & §-PSK & 25-PSK.
A matriz que representa os rotulos deste conjunio € a matriz gue gera o politope sde

dadas, respectivamente. por

Zs L, Iy I; 1
Y= Z, =10 Z, Z: | = | 1
on 0 7 Z; 1




cos(2m /8 sen(27/8) 0 0 0 { _
—sen{27/8) cos(27/8) 0 { 0 0
] 4 | cos(27 /95 sen{27/9) { i
] 0 —sen{2x /9% cos(27/9) { {
0 0 {7 0 cos(2r/25)  sen(27/25)
0 0 0 | 7 —senl27 20} cos{27/25)

A distancia Fuclidiana entre pontos do mesma classe neste nivel de particionamento
€ di = 0.0628, que ¢ a distincia minima do 25-PSK, conforme o Teorema de Distincia
Euclidiana Minima. O particionamento pare este exzemplo ¢ realizado sequindo a cadeia de
])ﬁ-?‘fi;g‘éO Zlggg / 521808 // 15218{3{3 /SGZISO(J ( 1502150{; /45021800 ,/’/ 90021309 _;/ 180821809.
Fara esta constelagio em 6 dimensées sio determinados sete nivers de particdo. O nivel
zero ¢ o apresentado acima, gerando os 1500 pontos sobre a superficie da hiperesfera em 6
dimensées. O nivel 1 ¢ dado pelas matrizes Y| de rotulamento e Ag, de transformagaio

ortogonal, respectivamente,

Zs L, L, I 1

555 0 Zs 5Z; 5

[
[
it




— cos(27/8)  sen(27/8) {} 1] { i i
—sen (27 /8 cos(27/8) ] 0 0 {
0 {7 cos(2rn /9}  sen{2x/9) ] /]
0 0 —sen(27 /9 cos{2x/9) f 0
{ ¢ 0 ] cos{107/25)  sen(10%/25)
{ 0 { { —sen(107/25) cos(107/25)

Para este nivel, a distincia Euclidiana minima ao quadrado entre pontos na mesma classe
; P

lateral € d% = 0.465 que corresponde a disténcia Euclidiana minima ao quadrade da cons-

telagio 9-PSK. O vetor gerador neste nivel de particionamento € 6 Y = [ 1 1 5. € o vetor

IEY
4 i

> 2 s s S e S
¢ gera cada classe loteral desta constelagdo € x = [ cos{Un/8), sen{ln /&7, cos{Or /G).

sen{0x/9), cos(Om /25). sen(Ux/25)]. Para obter as outras classes laterais, basta rotacionar
o vetor X em sev ultimo angulo. por § = 5.2xr/25,

onde v deve ser variado de 0 at€ {. No

nivel 2. as matrizes Y| ¢ Ag,6 séo as sequinies

Zs Z; Ly 1o 1
Yi=| 352, |=| 0 Z, 382s | = | 3
57 5 0 Zs 5Zs 5
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— cos{27/8)  sen{2x/8) 0 0 0 7] ﬁ
—sen{27/8) cos(27/8) 0 0 ] 0
0 0 cos(67/9)  sen(67/9) ] 7]
{7 { —senl(67/9) cosl67/G; { {7
(i { 0 7] cos{10% /25}  sen{107/25)
7 { {7 0 ~sen(107/25) cos{107 /25)

A distancia Euclidiana enire pontos na mesma classe lateral neste nivel € di = 0.586. que
corresponde @ distancia Fuclidiana minima ao quadrado da constelacio 8-PSK. O vetor
gerador neste nivel de particionamento € 0 Y| = [1 3 5], ¢ o vetor que gera a constelacio
inicial € o mesmo do nivel anterior. Para construir as trés classes laterais derivadas de cada
wma das cinco classes laterais do nivel anterior, deve sev realizada vma rotagio de 0 = 3
27s/9, s = 0. 1, 2. Para o nivel 3 as matrizes. de rvdétulo Y| e de transformacio oriogonal

540 as sequinies

.QZS 22 22 223 2
Yi=| 32, |=|0 2, 32, | = 3
5225 {) Zs 52; 5




cos(4x /8] sen{4r/8) 0 0 { 0 |
—sen{47/8) cos{47/8) 0 0 0 0
0 g cos(67/9)  sen{67/9) 7 0
N 0 —sen(B7 /9] cos(67/9) f g
{0 U] { 0 cost107:25)  sen{10x/725)
0 0 0 f —sen107 725} cos(107/25)

A distancia Euclidiona minime ao quadredo entre pontos na mesma classe lateral neste
nivel € di = 1.8{5, que corresponde ao 5-PSK. O vetor Y = 2 3 53] ¢ 0 gerador da matriz

de transformacdo ortogonal Agxe acima, e gera, da mesma forma gue anteriormente, os 60

vetores de cada uma das 30 classes laterais para este nivel. O vetor inicial € x;, = [cos(0r /8 ).

sen{0x /8). cos(0r /9). sen(0z/9). cos(Oz /25). sen(Ox /25)]. onde os angulos agora variam

da seguinte forma: pare obter a primeira classe lateral, este vetor inicial x;, € suficiente,

para @ obiengdo das demais 30 classes laterais. os dngulos 8. #; ¢ 85 devem ser tais que 6,

= 27r/8 by = 2xs/9, 0y =271/9, onde v = 0. 1, s = 0,1, 2. ¢t =10 1,2 5 4. Para o

nivel 4 as matrizes de rotulos Y e de transformagdo ortogonal. As.s. sio dadas por

228 ZQ 22 222 2

Y= 972, |=| 0 2, 32,1 =13

25755 0 5Z; 5Z; 0



— cos(4r /8]  sen{47/8) () { 0 7 —
—sen(4n [8) cos(47 /8] 0 0 { a
] { cos(67/9)  sen(67/9: 0 ]
/ 0 —sen{67/9) cos(67/4; ] y
0 0 ] 0 cos(07 /25}  sen{0x/25)
0 0 0 0 —sen(07/25) cos{iﬂﬁ’f?é}

A distincia Euclidiana minima ao quadraedo entre pontos da mesma classe lateral neste
nivel € df = 3.0, correspondente ao 3-PSK. O vetor Y = [ 2 3 0] € o gerador da matri-
de transformacao ortogonal Agye. € 0 mesmo vetor X, dos niveis anteriores gera as classes
laterais. Pare obler as demais 150 clusses loterais desie nivel com 12 elemenios em cada

uma, deve ser feite wma variagio dos dngulos 8, = 27r/8. 6.

]
£

=27s/9, 05 = 2%1/9. onde r

=0 1.s=10 12 ¢t=01 2 .. 2/ Onivel 5 ¢ gerado pelas matrizes




— cos{4r/8)  sen(dr /&) 0 { o 0 ;
—sen{dr/8) cos{4n/8) 0 0 /] 0
0 7 cos{0r/9)  sen(0x/9) o {
{ {1 —senf{07 /91 cos(07/9) i 0
/] 0 4] 0 cos(07/25)  sen(0x/25)
U] { 0 0 —senf07/25) cos{07/25)

A distdncia Euclidiana minima ao quadrado entre pontos do mesma classe lateral neste
nivel € di = 2.0, que corresponde ao {-PSK. O vetor Y = [2 0 0] € o gerador da matri:
cée transformacdo ortogonal para este nivel, onde cada classe lateral possut apenas quatre
pontos, somando ao todo 450 classes laterais. ou conjuntos de pontos. O vetor inicial x.,, ¢
o mesrnc do nivel 4, sendo que os angulos 8,, 6, ¢ 65 devem ser tais que by = 27r/8 f; =
278/9, Oy = 271/9. onde r = 0. 1. s = 0.1, 2 ... 8¢t =40 1 2, .., 24 O prorimo ¢

iltimo nivel de particionamenio € construide pelas matrizes de rotulos e de transformacdo

ortogonal, dadas por

425 Zy 27, 21, 4

Yi=1| 92, |=| 0 382, 32, 1=10

257 45 & B5Z; 57 0
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P cos(87 /8] sen(87/8) 0 0 {i 0 |
—s5en{87 /8} cos(8x/8) 0 0 0 7
/] 0 cos{0)  seni( ad 0
] {0 —sen{l) cos{0) 0 0
) ] 0 { cos(0)  send 0}
/] 0 ] { —sen{0)  cos{0}

A distancia Euclidiana minime ao quadrado entre pontos de uma mesma classe lateral neste
nivel € di = {.00, que corresponde a constelagio 9-PSK. Fste ¢ @ maior distancia Fuclidiana
do particionamento. Nowvamente, o vetor inicial € o X do nivel anterior e os dngulos 0.
b2 € by sao tais que 0y = 27v/8 8; = 275/9, 63 = 27xt/9. onde r = 0. 1. 2.8s =201 2
cn Eet =01, 2, ... 2{. Note que agora temos 900 classes laterais. com dois pontos em
cada uma. Observe gue na consirugio do conjunto de sinais com M, s diferenies, a maior
distancia minima obtida € sempre aquela correspondenic & constelagdo com o maior nimere
de ponios da soma direta. No caso em consideracio. o 2-PSK ¢ o que proverd @ maior

distancia Fuclidiana minima.

SZS 222 223 222 -
9z, - 0 32y, 3Z; = | —
254 4 0 BZs 52 —

Note que o velor inicial X, ndo estd normalizado. Caso seja relevante esta normalizagdo.
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basta aplicar os passos 5, 6 ¢ 7 do Algoritmo CCSECG apresentados no Capitulo 2

~.

3.3.1 Algoritmo para Particionamento de Conjuntos de Sinais

Esféricos e Grupos

As regras para o particionamento conforme descritas anteriormente determinam uma forma

sistematica de particionar conjuntos de sinais e os grupos a eles casados. A seguir, essas regras
sao apresentadas na forma do Algoritmo para Particionar Conjuntos de Sinais Esféricos e

Grupos.

Passo 1 -4 partir do conjunto de grupos abelianos finitamente gerados utilizados para a
construcdo do conjunto de sinais através do Algoritmo de Consirucdo de Conjunios de Sinais

Esféricos Casados a Grupos. construir o grupo-vetor

Gki—)

ZML-;

Z_—M’ L

. JEx3
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a matriz-grupo

Ge/prZe/pr - pr-1Zi].../pL - pr_s

Ly,

Zas

ZML—:%

L, _,

pLZM';_

Z, 2,
0 ¢
] 0

Z;‘Liﬁ

Zar,

Iar, .

pL-—l ZJML_]

PL ZML

PL-?ZML_E
pL—leL-E

prdag,
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Passo 2 :Vertficar sc M; ¢ poténcia de primos. ou se ¢ multiplo de algum inicivo, € construir

Lvn

Passo 3 :Fazer o particionamento do grupo-vetor conforme mostrado abaizo.

Cew P12/ PE Py e 1L PR PR

n ZM;

PQZ;‘;J;»

Pr—24nr,
PrL-14a1,

prlar,




P PiZag. Py g, P Lar,
p2Zas, PiZn, PY¥Zar Py g,
/ /
! PL-2 ZML-? p?{uﬁ Z}W'sz ]}21-——'22 Zf‘*'ff,mz p;ﬁ"—; ZM; -7
p["—lz"‘!i-—‘; p%—lzf‘ff,—z P}_i,_; Z,?lff_7] pzimnll Z-"‘f,?,_;
Pila, piZa, P lag, P Zar,

O niumero de niveis de particionamento € dado por

Passo 4 :Determinar os vetores geradores das malrizes de rétulos e de transformacdio orto-
gonal para determinacdo das classes laterais. Dado um grupo-vetor para o nivel t de particdo,
a escolha do velor gerador € realizada de acordo com os clementos que gfra?ﬁ cada grupe de
cada linha do grupo-vetor. Como condicdo inicial na primeira particio. o vetor a scr tomado
€Y = [111..1] Nosdemais niveis € via de regra multiplicar a unidade que foi colocada

pelo prime que divide k respectivamente. Logo, devemos sequir a seguinie regra

Ly, 1

L, 1
Pr— ZML_l Pr-i

prlas, PL

bk
-
hia




Em cada passo, deve ser sempre levado em consideracdo o fato de que o velor gerador
conduza a uma construgdo de sinais tal que a distancio Fuclidiana seja @ maior possivel, tal

como determinag o Teorema de Distdncia Fuclidiana do Capitulo 2.

Quando ndo ocorre um isomorfismo entre 0o G ¢ 0 Zi, entdo Jorma de construir ¢

vetor rotulo gerador € definida pelo sequinte vetor rétulo inicial

nivel zero,

nivel 1, a pariir deste nivel, obedecendo & segicncia determinada pele estrufura do

particionamento no Passod, deve ser alocado a cada linha. L at€ 2, o elemento p°
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ate o nivel L-1, onde o velor votulo € dado por

no nivel L, temos o vetor de rdtulo Y semelhiante ao nivel 0, dado por

e seque desta forma com elementos p' alocados como nos niveis anteriores, até o nivel 2L-1,

onde temos o vetor rétulo Y dado porY = [p p ... p pJ''. A partir do nivel 2L até o nivel

3L-1, os elementos sdo dados por p*, seguindo sempre esta mesma regra de alocacdo. E
assim por diante até que finalmente seja atingido o dltimo nivel de particao, onde o vetor
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rotulo Y serd dado por

Passo 5 A4 distancia entre 0s vetores de cada closse lateral € dada pela menor das distancias
Fuclidianas minimas ao quadrado das constelagies representadas por Zrg., ou pela somaidria

de (2-2cos(2ym /M) onde i = 1, ..., L. isto ¢,

D% = min {(2- Z2eos(2yim /M), i =1, ..., L}

para constelagoes multidimensionais, do tipo &L, M.-PSK.

Passo 6 :Determinar a matriz de construcdo da classe lateral ¢ os vetores iniciais de cada

classe. A partir do vetor inicial determinado no passob, ufilizar osy; s para obler a matriz

A;\'x."( -
cos(Zyim /My ) sen(2yim /My {i {
-sen{ 2y w /M) cos(2y\w /My ... { {7
{ s, o cos(Byrw /M) sen(2ypw/Mp)
0 { o msen(2yiw ML) cos(2yiw /M)
L o Nx N
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O nimero de velores de cada classe lateral que denominamos nc, no nivel s € determinade
pelo nimero de pontes k dividido pelo produto de todos os primos p; envolvidos no parti-

cionamento ate este nivel s. Desle modo, ne, € dado por

. LAl k
(ney) =
ILaip L
onde s = {01, ... L, L+1, ..., 2L. ... vL} ¢ o0 mimero de elementos primos da matriz vetor,

A matriz de transformagio ortogonal Ax,. . tendo como gerador o vetor rotulo Y, gera um

numero de vetores que denominamos (mm,) que € dado por

onde y; € o elemento do vetor rotulo gerador do nivel s. portanto, o numero de vetores

iniciats MV, ;) no nivel s € dado por

ne,

(n\"hzvs } -
’ nm,;

O vetor Xiy_; € dado por

Xiny; = [cos(2dyx /My ). sen(2d 7 /M, ), ... cos{2d= /My ). sen(2dpx /My )

onde j = I, ....nic,. Os vetores iniciais seqguem a formacdo de acordo com as regras definidas
no passo 4 do Algoritmo CCSCG. A variagdo dos d;’s € tal que a distincia BEuclidiana
minima quadrada entre quaisquer dois Xjy, ndo pode ser inferior @ disténcia FEuclidiana
minima guadrada enire os vetores de classe da consirucdo realizada pela matriz de trans-
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formagao ortogonal Axwn. Isto tmplice que d, ¢ dado por

d; = 7 - nic,

r

2 S
Dfijm;nfxiavz‘ - Kin_j/ &
iy [eos{2diw /M) - cos(2d;w /M I [sen(2dw /M) - sen(2dw /M P 2

mizn {D:%E: mén}

{D% ..} € o quadrado da distdncia Euclidiana minima entre os vetores da classe,

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de aplicagao do Algoritmo PCSECG para

sua melhor compreensao.

Exemplo 7 Neste exemplo iremos considerar o caso Ggy = Zo & Zg.

Nivel 0,

distancia
A particion. represent. base gerador
intercony
Zg Ly Iy 1
&1 Y, = 2 &= 046
Ly iy 2y 0
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matrizes de transformacoes ortogonais

cos(2r /8) sen(2x/9) 0 0
-sen(2n /9)  cos{2x /9} 0 0
0 0 cos(0=/9)  sen{0z /9)
0 0 -sen{Ur /9] cos(Ox /9)
= (.46 vetores iniciais das classes laterais rofulos

Xine = [cos(0r/9). sen(0x/9), cos(2- 07 /9), sen(?. Or/9)] 00
Xin1 = [cos(lr/9), sen(07/9), cos(2- 17 /9), sen(2- I=/9)] 01
Xin o = [cos(0r/9), sen(07/9), cos(2- 27 /9), sen(2- 2r/9)] 02
Xinz = [cos(Or/9), sen(0x /9), cos(2- 37 /9), sen(2- 3= /9)] 03
Xin_a = [cos(Ur/9). sen{0r/9), cos(2- |z /9), sen(2- 4= /9)] 0/

Xin_s = [eos(0r/9). sen{07/9). cos/:

Ly
.

57 /9), sen(2- 57/9)] 05
Xing = [cos(Ur/9), seni0x/9). cos{2- 6z /8), seni?2- 6r/91 06

Xinr = [cos(Ox /9], sen(07 /9], cos(2-

w3

=/9), sen(2- 1w /9]] 07
Xin s = [cos(0r /9), sen(0r /9], cos(2- & /9], sen(2- 8x/8)] 08
Nivel 1,
Zg Zy Is 1
27 = &= (.93
3Z9 23 323 1
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cos{2r /9) sen{2r /9) 0 0
-sen{2r/9) cos{2r/9) 0 0
0 0 cos(2n/9)  sen{2z /9]
0 0 -sen({2x/8)  cos(2x /)
d*= 3.0 vetores iniciais das classes laterais rotulos

Xino = [cos(0r/9), sen(0x/9). cos(2- 0% /9), sen{Z- Or /G}] 00
Xin 1 = [cos(0r/9), sen(07 /9], cos(2- 37 /9), sen(2- st/9)] 03

Xin g = [cos{lr/9), sen(0r /9), cos(2- 6% /9), sen(2- br/9)] 06

Nivel 2,

r :
[ JZg Ly 3 3
g = =30
Iz | Zy 37 {
cos(br/9)  sen(6z/9) 0 0
-sen(67 /9] cos(br/9) 0 0
0 0 cos(Or/9)  sen(Or /9
0 0 -sen{0Or /9] cos(O= /9)
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=30 vetores inictats das classes laterais

Xin.o = [cos{0x/9), sen{0z/9), cos(2- 0 /), sen(2- Or/9)]
Xiny = [cos{07/9). sen{lr /9], cos{2- 37 /9], seni?- 3% /89)]
Xin2 = [cos(0r /9], sen(lr/8). cos(2- 6x /9], seni2- 6 /9)]

Nivel 3,

)7254 Z) fZ< ) 3
3 = d= 6.00
924 372 57 3
cos(br/9) sen(b7/9) 0 0
-sen(6r /8] cos(br/9) 0 0
0 0 cos(br /) sen{67/9)
0 0 -sen(6r /9] cosl6z /9)
& == velores iniziais des classes laferais

Xino = [cos(Or/9). sen({0r/9), cos(2- Ox/9). seni2- Ox /9)]
Nivel 4,

974 325 5i3

9L 375 31

rotulos

00

03

6

rotulo

00

Exemplo 8 Lste ezemplo mostra a generalizacio do Algoritmo de PCSECG com relacio ao

caso do grupe abeliano finitamente gerado ser construido por uma soma direta de poténcia

de primos distintos, isto €, 0 caso 2+, = Zg & Z,.
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Nivel zero,

distancia
M, particron. represent. base gerador
miterconi
; ZS ZQ ZQ Zg 1
72 Y = R &= 0.46
Zg ped 23 Zg i
mairizes de transformacoes ortogonais
cos(2r /8) sen{ln/8) 0 0
~sen(2r /5) cos(Zn /8] 0 G
Aqx4 -
0 0 cos{2x /9] sen(<r /9)
0 0 -sen(2r/8) cos(2r/9)
vetor inicial da classe lateral rotuleo
Xin = [cos{Or /&), sen{Oz /8], cos{Or /8] sen{Oz/8]] 00
Nivel 1,
Zs Z, Z, 1 i
20 Y = =~ d-= 0.586
cos(2x /&) sen{Zz /&) 0 (i
-sen(2% /8] cos(2x/8) 0 0
‘44><4 -
0 0 cos(6r /9] sen(67/9)
O 0 -sen(6x /9] cos{b6r/9)




vetor iniciel da classe lateral

Xin_tnico = [cos(0r /8), sen(0x /8), cos(Or /8), sen(Or/8)] 00

Nivel 2,
27 Z, Z, 2, 24
12 Y= ~ P=2.0
SZQ X 2.3 323 3
cos({r/8) sen({n/8) 0 0
-sen(4w/8) cos({w/8) 0 0
Agxqg =
0 0 cos(6r/8) sen(bx/9)
0 0 -sen{b6% /9) cos(bw /9]
vetor inicial da classe lateral
Xignico = [cos{0r/8), sen(0r /8], cos(Ox /8), sen(Ox /8}] 00
Nivel 3,
QZS Z; 22 222 24
4 Y|= RS &= 2.0
929 x 323 323 0
cos(47/8) sen(4z/8) G 0
-senf{4n /8] cos({x/8) 0 0
Agxa =
0 0 cos(Ox/9) sen(0x/9)
0 0 -sen(0r/9) cos{Ox/9)
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vetor inicial da classe lateral rotulo

Xin _inico = [COS(O}‘—/S).’ Sen(aﬂ-/g)} 608{07‘_/8); SE'H(O?T/S)] 00

Nivel 4,
1Zs 7, 97, 22
2 Y= = &= 4.00
929 X 323 323 {
cos(8r /8) sen(8x /8] 0 0
-sen(8x /8) cos(8x /8] 0 0
Ayes =
0 0 cos(Or /8) sen(0x/9)
0 0 -sen{0r /9) cos{Ox /8]
vetor inicial da classe lateral rotulo
Xin dnico = [cos(0x /8), sen(Or /8), cos(r/8), sen(Ox/8)] 00
Nivel 5,
87 22, 27, 2,
1 Yi = o =00 ——
9Zq X 3L 323

Exemplo 9 Neste exemplo, vamos rotular e particionar o grupo Gag = Ze@ Lo = 45 &
Z, @ ZLs, portanto, L = 3. O vetor Y gerador de rotulos e da matriz de transformacdo
ortogonal que determina os vértices para este nivel zero de particionamente, gque constrot
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todo o conjunto de vértices € tode o grupo de rétulos Gas € dado por

M, particion. represent. base distancia gerador
Zs 0 Zs 1
Zg
36 Y| = 7, =0 7 d% i, = 0.6316 1
Zg
Zg Ly I3 1
cos{1.27/3) sen(1.27/3) 0 0 0
—sen(1.27/3) cos(1.27/3) 0 0 0
Asxs 0 0 cos{1.2w /2) 0 0
0 0 0 cos(1.2w/6) sen(1.27/6)
0 0 0 —sen(1.27/6) cos(1.27/6)

o vetor Y = [ 11 1] gera a matriz de transformagdo ortogonal acima ¢ o vetor

X = jcos(8y), sen(fy),cos(f,) - \/g cos(03) - V3, sen(fs) - \/5} ' (2\1{;—9)

constroi os primeiros seis vetores do conjunio de pontos de sinais. Apds cada seis velores
consiruidos € necessdrio um rotactonamento no dngulo 03 = (2rr/6), onde v = 0, 1, ..., &,
construindo os 36 pontos de sinais € consequentemente os 36 rotulos para este nivel zero
de particio, sendo que Gag = { 000, 001, 002, 003, 0804, ..., 111, 112, 113, ..., 214, 215 }
~ 74 & £y b Zg € 0 grupo de todos os ritulos do conjunto de pontos de sinais. No nivel

1 de particdo, a matriz Y| que determina o grupo de rétulos € € o gerador da matriz de
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transformacgdo ortogonal Asys que constrét o conjunto de pontos de sinais

L3 0 Zs 1
Lg
15 Y| = ~| z, Lo Z, d} i = 0.6316 1
3Zs
3¢ Z, 313 3
cos{1.27/3) sen(1.2n/3) 0 0 0
—~sen{1.27/3) cos(1.2w/3) 0 0 0
Asxs 0 0 cos(1.27/2) 0 0
0 0 0 cos(3.27/6) sen(3.27/6)
0 0 0 —sen(3.27/6) cos(3.27/6)

Neste nivel 1 de partigio, as matrizes Y| € Agys constroem um subgrupo {ou classe lateral)
com 12 rdtulos e um subconjunto com 12 pontos de sinais sobre a superficie da hiperesfera.

Eriste um isomorfismo enire a decomposicdo Lz & Z; = Zg. Deste modo, cada vetor inicial

Xiy, = 603(8])1 Sen(gl)’ 605(92} . 2 603(93) . \/g, 8671(93) . \//3:] . (%\/gg)

constrdi seis pontos, portanto, para obter os demais pontos do conjunto, rotacionar o dngulo
63 =2-2rr/6, onde r = 0, 2. No nivel 2 de particdo, o vetor rétulo Y que determina o
subgrupo de rétulos para este nivel de particdo, € o gerador da matriz de transformacéio
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ortogonal Asxs que constrdi o subconjunto de pontos de sinais, € dado por

A 0 Z 1
27,
9 Yi= ~ | 97, ~ | 0 27, d% . = 0.6316 0
3Zg
3Zs Z, 313 3
cos(1.2x/3)  sen(1.27/3) 0 0 0
—sen(1.27/3) cos(1.27/3) 0 0 0
Asxs 0 0 cos(0.27 /2) 0 0
0 0 0 cos(3.27/6) sen(3.27/6)
0 0 0 —sen(8.27/6) cos(3.27/6)

Neste nivel 2 de particdo, as matrizes Y| ¢ Asxs constroem um subgrupo (ou classe lateral)
com seis rotulos € um subconjunto com seis pontos de sinais sobre a superficie da hiperesfera.
Eziste um 1somorfismo entre a decomposicdo Zy & Ly & Zg. E. ainda, @ soma direta Zs &
22y © 8le = 43 & Ly = g forma este isomorfismo €, portanto, um tnico vetor inicial
constrdi o subconjunto de sinais e consequentemente o subgrupo com os seis rétulos. O vetor

inicial € 0 mesmo dos niveis anteriores

Xin = cos(91)3 3671(91),(:05(92) . \/—2,603(93) . \/3'3 55”(83) ; \/“;} : (?——iﬁ\/;_g)

No nivel 3 de particio a matriz Y| que determina o subgrupo de rétulos para este nivel
de partigio € que € o gerador da matriz de transformagdo ortogonal Asys que constrdi o
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subconjunto de sinais, € dada por

3Zs 0 Zs 0
6Z¢
3 Y|= |9z, | =0 Z, di o = 25263 | g
3Z¢
SZG 22 323 3
cos(0.27/3)  sen{0.27/3) 0 0 0
—sen(0.27/3) cos(0.27/3) 0 0 0
Asxs 0 0 cos(0.27/2) 0 0
0 0 0 cos(3.27/6) sen{3.2m/6)
0 0 0 ~sen(3.27/6) cos(8.27/6)

Neste nivel de partigdo, hd um subgrupo com apenas dois rotulos e um subconjunto com
apenas dois pontos de sinais. Este € o iltimo nivel de particdo, portanto, com a maior

disténcia Fuelidiana minima entre as closses laterais.

3.4 Conclusoes

Em [1], Pietrobon et al., apresentaram uma proposta de rotulamento e particionamento de

constelagoes multidimensionais L xM-PSK baseada no trabalho de Ungerboeck [11]. Neste
capitulo, {oi proposta uma generalizacio do procedimento de rotulamento e de particiona-

mento de conjunto de sinais. O procedimento proposto para realizar o rotulamento depende

do inteiro k sendo considerado. Se a decomposicdo resulta em produto de poténcias de pri-

mos tais que sejam co-primas duas a duas, entac o rotulamento faz uso do Procedimento
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3 (Teorema Chinés do Resto}. Se a decomposigio do k resulta em poténcias de um mesmo
primo tais que um divide o subsequente entdo o Procedimento 1 é empregado.

O Procedimento 2 corresponde a transformagao de base realizada para a obiencao do
vetor Y de acordo com as restrigoes das ordens das somas diretas, do caso em consideracao.
na construcdo da constelacao multidimensional.

Este rotulamento permite o uso do Algoritmo CCSECG para realizar a construcio de
cla.ssés laterais dos conjuntos de sinals e seus respectivos rétulos. O que significa permitir
particionar o grupo Gy, e o seu correspondente conjunto de sinais Cy. Para tal, foi apresentado
um Algoritmo de Particionamento de Conjunto de Sinais e Grupos.

O procedimento proposto para realizar o particionamento deixa de ter uma forma
heuristica, como apresentada em [1], para assumir uma forma sistematica.

Foram apresentados varios exemplos de forma a ilustrar adequadamente os Algoritmos

propostos e as suas variagoes.
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Capitulo 4

O Algoritmo CCSECG e a d-Cadeia

4.1 Introdugao

Até o Capitulo 3, fol utilizado o fato de que, a excessao de um isomorfismo G, = Zp? X
Z. v % ... X 2o, Z » éisomorfo ao grupo multiplicativo das raizes da unidade (x?' - 1 = 0).
PQ pL p, 7

Este iiltimo resultado implicou a associacao do grupo Z,r com a modulagao digital p!*-PSK.

Neste capitulo iremos introduzir algumas modificagdes ao algoritmo de construgéo de
conjuntos de sinais casados a grupos ( veja Capitulo 2 }, de modo a possibilitar a construcio
de conjuntos de pontos de sinais sobre a superficie de uma hiperesfera em N dimensdes, onde
N nido é mais necessariamente igual a 2L, isto é, N pode assumir valores impares. De maneira
similar ao algoritmo anterior, a selegio do arranjo de sinais a ser utilizada serd realizada via o
critério da maior distincia Euchidiana minima para o conjunto atrelado ao ndmero de fatores
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da decomposi¢ao em fatores primos de k.

Uma das modificagoes a ser introduzida tem a ver com as possiveis geometrias associadas

a cada uma das componentes Z i, e nao somente a de um poligono regular de pi* lados.
t

Em [10], Palazzo et al. apresentam o algoritmo da d-cadeia fechada como uma com-
plementagao construtiva da prova do Teorema-5 de Slepian, em [6]. Para facilidade de
entendimento do leitor, iremos rever o algoritmo da d-cadeia fechada, cuja forma fechada
determina a geometria dos grupos abelianos, ou nao-abelianos, no espaco Euclidiano N di-
mensional, através da determinacio dos rétulos de cada vértice e dos seus vizinhos. Este
algoritmo serd incorporado ao algoritmo modificado. Gostarfamos de chamar a atencio para
o fato de que o Algoritmo da d-cadeia fechada nao determina a localizacio dos pontos do
conjunto de sinais no espago de sinais, porém, fornece a geometria do grupo associado ao

conjunto de sinais.

Como conseqiiéncia da geometria do grupo proveniente da d-cadeia fechada, podernos
determinar novos politopos em qualquer dimenséo n (n # 2). Uma vez conhecido o politopo,
este pode ser construido através da submatriz de transformacio ortogonal, SA;, e incorpo-
rado ao algoritmo CCSECG mcdiﬁcadé. Estes novos politopos sdo determinados pela regra
da d-cadeia fechada e sao os chamados cédigos esféricos, ou codigos de Slepian. Deste modo,
o algoritmo CCSECG juntamente com o algoritmo da d-cadeia fechada, generaliza a cons-
trugdo de conjuntos de sinais sobre a superficie da hiperesfera N dimensional, sendo casos
particulares aqueles apresentados em [2], [13], [1], e outros.
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4.2 Algoritmo Abeliano da d-cadeia Fechada

Apresentamos uma revisao do Algoritmo Abeliano da d-cadeia Fechada desenvolvido por
Palazzo et al., em [10}, para completar a demonstracao construtiva do Teorema-5 proposto
por Slepian em [6]. O algoritmo torna geral uma forma de determinar a "geometria do
grupo” no espago Euclidiano N dimensional, através de matrizes de permutacdo, da Tabela
de Cayley e de ciclos fechados ou, equivalentemente, dos caminhos Hamiltonianos. Estes
caminhos Hamiltonianos estabelecem naturalmente os vértices dos politopos N dimnensionais
através de seus rotulos. O algoritmo da d-cadeia fechada determina a "geometria do grupe”
através do estabelecimento da distancia e da ordem do grupo. A partir dos dados obtidos
com o Algoritmo Abeliano da d-cadeia Fechada é possivel verificar, em geral, a simetria:e
regularidade dos "politopos” construidos através da soma direta de @2, M;-PSK. Quando
os fatores primos M; sido relativamente primos, o algoritmo da d-cadela fechada conduz a
mesma figura e ao mesmo rotulamento que o Algoritmo de Construcao de Conjuntos de

Sinais Casados a Grupos.

A prova do teorema a seguir determina o Algoritmo da d-cadeia Fechada. [6].

Teorema 1 [6/: (Teorema 5: Slepian) Sejam as palavras de ume d-cadeia iniciando de
Xg, Xa,, Xa,, .., Xa,. Entao os elementos do grupo cujas palavras correspondentes estio
distantes d de Xg formam um conjunto de geradores de H. Se H € um subgrupo préprio de
G, entdo, de qualgquer palavra correspondente a um elemento do grupo que ndo estd em H,
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uma nova d-cadeia pode ser formada ¢ os elementos do grupo correspondentes aos pontos

desta nova d-cadeia formam ume classe leteral de H.

Conforme Palazzo et al. em [10], "a prova do teorema nao estd completa”. A demons-
tragao de fato ocorre atraves do Algoritmo da d-cadeia Fechada. Este algoritmo sera descrito

a seguir:

Algoritmo da d-cadeia fechada

Passo 1 : Dado um conjunto € a operagdo associada, construa a Tabela de Cayley;

Passo 2 : Para cada linhe da Tabela de Cayley, encontre a permutagdo correspondente.
Observe que, quando o conjunio € isomorfo a Zi, este conjunto de permutagde forma um

grupo de quadrados latinos;

Passo 3 : Forme o produto de ciclos pare cada permutacdo;

Passo 4 : Do produto de ciclos, colete os ciclos antipodais, i.e., pares de ciclos com a ca-
racteristica de que para cada ciclo dado, seu inverso correspondente esteja ld. Esta condicao
faz-se necessdria para obtencdo de um espago métrico. Assim, o conjunto I'y consiste na

identidade e dos ciclos anlipodais. Assinale uma distincia d; a cada conjunto I'y;

Passo 5 : Dos conjuntos I'y’s, encontre todos os caminhos Hamiltonianes possiveis {ou
apenas um caminho, se este for o caso), iniciando do elemento identidade do grupo. Tal
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tarefa € acompanhada pela procura das possiveis seqiéncias de elementos do produto de ciclos

pertencentes aos conjuntos I'y;

Passo 6 : De modo a encontrar grafos associados a cada 'y, ou d;-cadeia, encontrada no
passo anterior, coloque cada caminho Hamiltoniano como a primeira coluna de uma tabela
cujo primeira linha sdo os elementos do conjunto Ty correspondentes ¢ d;-cadeia desejada.
Desta linha € coluna, e conhecendo a operagio de grupo, complete esta tabela. Observe que
em cada linha, se o elemento lder pertence a uma d;-cadeia, os demais elementos aa linha

devem estar a uma distancia d; dele.

Os exemplos que apresentamos a seguir estdo em [10], e aproveitamos para mostrar as
similaridades dos resultados obtidos pelo Algoritmo da d-cadeia Fechada e pelo Algoritmo de
Construcao de Conjuntos de Sinais Casados a Grupos, com as devidas restri¢oes a cada um
dos conjuntos de sinais. Vamos construir o Zg que em 3 dimensoes é um prisma e ¢ Dy que
em 3 dimensdes é um cubo usando o Algoritmo da d-cadeia Fechada para conhecer os rétulos
de cada um dos vértices e dos vértices vizinhos. Na sequéncia, mostramos que nao existe
diferenca dos vértices rotulados de acordo com o Algoritmo de Construcao de Conjuntos de

Sinais Casados a Grupos para os vértices rotulados pelo Algoritmo da d-cadeia Fechada.

Exemplo 1 : Considere o grupo Ze = Zy x Z3. Vamos aplicar o algoritmo da d-cadeia
fechada ao grupo Zg, considerando a construgcdo de uma figura no espago 3-dimensional.

Iremos representar cada elementos de Zg como um inteiro entre 0 € 5, isto €, Zg ={0. 1, 2,

3, 4, 5}.




Caso A: Ty = {0, 1, 5} com distancia dy, d(0,1) = d(0,5) = d1, o conjunto Ty = {0, 2,

3, 4} com distdncia dy, com d(0,2) = d(0,3}) = d(0,4) = dy. Encontre os grafos associados
a Ty e Ty (prismaj.

Passol: Construa a labela de Cayley

01 2 3 4 5 01 2 3 4 5

01 2 3 45 123 4540

01 2 3 4 5 01 23 405
B = : U=

23 4 5 01 345 60 1 2
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D=

012 3 45 01 2

4 5 01 23 5 0 1

Passo 3: Produtos dos cicles

Passo 4: Formar o conjunto

y=9 A= (0,1,2,3.4.5) ¢

com as distdncias assinaladas d; = d(ILA) = d(LF). Formar o conjunto

Iy

]

= (0)(1)(2)(3)(4)(5)
A= (0,1,2,3,4,5)
B=(0,2,4)(1,3,5)
C=(0,3)(1,4)(2,5)
D= (0,4,2)(1,5,3)

E= (0,5,4,3,2,1)

I= (0)(1){2)(3)(4)(5)

E=(0,54,3,2,1)

A

r 3

I'= (0)(1)(2)(3)(4)(5)
B=(0,2,4)(1,3,5)

C= (0,3)(1,4)(2,5)

D= (0,4,2)(1,5,3)

.y

com as distdncias assinaladas d; = d(L,B) = d(1,C) = d(I.D).
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Passo 5: Do conjunto I'y, construimos os caminhos Hamiltonianos

c 0 241530
o 0 253140
o 0315 2 40
o 0 351 420

o 0 4 1 3

[}
B
o

o 04 2 5130

O objetivo aqui € encontrar 0s caminhos comecando no elemento tdentidade, neste caso 0,
e refornar a ele, passando por todos os elementos restantes com a distdncia fizada d;. A

seguir, apresentamos as tabelas referentes aos caminkhos Hamiltonianos ov, equivalentemente,

as d-cadeias fechadas para o caso Zg. A distdncia considerada € dy

0 | 2 3 4 0| 2 3 4 0 | 2 3 4
- - - - - - - = - - - -
2 | 4 5 0 2 | 4 5 0 3 15 0 1
4 10 1 2 5 11 2 3 1] 3 4 5
1] 3 4 5 315 0 1 5 11 2 3
5 11 2 3 1] 3 4 5 2 1 4 5 0
315 0 1 4]0 1 2 410 1 2
0] 2 3 4 0] 2 3 4 0] 2 3 4
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0} 2 3 4 0] 2 3 4 0] 2 3 4
-1 - == - - = - - - = -
315 0 1 4]0 1 2 4]0 1 2
5 |1 2 3 1 | 3 4 5 2 1 4 5 0
1] 3 4 5 3] 5 0 1 5 11 2 3
4 10 1 2 511 2 3 113 4 5
2 1 4 5 0 21 4 5 0 3] 5 0 1
0] 2 3 4 0 ] 2 3 4 0] 2 3 4

Note que de qualquer uma das tabelas acima resulta um prisma regular com base triangular
coforme mostrado na figura 4.2. Esta "figura” estd associada ao grupo Zs em 3 dimensdes.

As tabelas apresentadas abaizo tém como distancia requerida d;.

0|1 5 0] 1 5
- = - - - -
1] 20 510 4
2 | 3 1 4| 5 3
3 | 4 2 3 ] 4 2
415 3 2 1 3 1
510 4 1| 2 0
0] 1 5 0|1 5

Note que ambas as tabelas conduzern a uma representagdo de um hexdgono regular.
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Novamente, esta "figura” estd associada ao grupo Zg em 2 dimensédes (figura 4.2).

Ao aplicarmos o Algoritmo de Construgao de Conjuntos de Sinais Casados a Grupos
sob a consideracido dos grupos Z; x Zj, resulta um prisma com base triangular em 3 di-
mensdes correspondente aos mesmos vértices no prisma construido pelo Algoritmo da d-
cadeia Fechada.

Usando o Teorema Chinés do Resto {TCR) para o rotulamento dos vértices do prisma
regular, conforme o procedimento estabelecido no Capitulo 3, cada vértice do prisma cons-
truido pelo algoritmo CCSECG representa o mesmo vértice do prisma atraveés da deter-

minacao do mesmo rétulo pelo Algoritmo da d-cadeia fechada, isto é,

rotulo do CCSECG (Z; & Z,) 00 10 20 21 11 01 060

rétulo da d-cadeia (TCR) 0 4 2 5 1 3 0
Note que, se aplicarmos o Teorema Chinés do Resto aos rétulos obtidos via o algoritmo
da d-cadeia fechada, a operacao conduz aos rétulos obtidos via o algoritmo CCSECG e vice-
versa. Observe também que o niumero de vizinhos de cada vértice em ambos os algoritimos é o
mesmo, isto pode ser visto na Tabela I, e na figura 2, onde cada linha possui trés componentes
que representam a dimensdo que esta sendo utilizada. O vértice zero (00) tem como vizinhos
os vértices 2 (20), 3 (01), e 4 {10). O vértice 1 {11) tem como vizinhos os vértices 4 (10), 5
(213, 3 (01). O vértice 2 (20} tem como vizinhos os vértices 0 (00}, 5 (21), 4 (10). O vértice
3 (01) tem como vizinhos os vértices 5 (21}, 0, e 1 (11). O wvértice 4 (10) tem como vizinhos
os vértices 0, 1 (11), 2 {20). E, finalmente, o vértice 5 {21} tem como vizinhos os vértices
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1 (11). 2 (20), 3 (01). Este resultado é comum aos dois algoritmos j& que os grupos sio
ambos ciclicos e abelianos. Como bem mostra este exemplo, existe uma equivaléncia entre
a figura fornecida pelo algoritmo da d-cadeia fechada e a figura construida pelo algoritmo
de construcao de conjunto de sinais casados a grupos. A justificativa para tal equivaléncia

decorre do 1somorfismo existente entre o Zg € 0 Z,5 Zs.

Exemplo 2 : Vamos aplicar o Algoritmo da d-cadeia Fechada ao grupo Zs, Lo, p = 4.

Passo 1: A labela de Cayley

| 001 2 3 4 5 6 7

Passo 2: Elementos de Permutacdo
0123 45¢6 7 012 34567

I = ;A:
01 2 3 456 7 1 2345 670
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Figura 4.1: O 6-PSK

11 1]

4 © [5]
12 10 [3]

02
[2]

00 10]

Figura 4.2: O Prisma




01 2
C =

3 45

01 2
D=

4 5 6

01 2
F =

6 7 0

Passo 3: Produto de ciclos

-~}

4 5 6 7 0123 45 67
; B=

701 2 23 4 536701

4 5 6 T 01 2345 67
D B=

01 2 3 5 6 7T 01 2 3 4

4 5 6 7 01234567
; G =

2 3 45 i 01 23456

I'=(0){1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)

A= (0,1,2,3,4,5,6,7)

B=  (0,2.4,6)(1.3,5,7)

C=  (0,3,6,1,4,7,.2,5)

D= (0,4)(1,5)26)37)

E= (9:532:7:4317673)

F=  (0,6,4,2)(1,7,5,3)

G = (0,7,6,5,4,3,2,1)
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Passo 4: Formar o conjunto com distdncia assinalada dy = d(1LA) = d(I,G)

i=93 A= (0,1,2,3,4.5,6,7) ¢

formar o conjunto com distanci

F2:<

formar o conjunto com distanci

F3:

-

I= (0)(1)(2)B)4)B)6)T)

G=  (0.7.6,5,4,3.2,1)
a assinalada dy = d{I,B} = d{LF)

3\

I= (0}{1)(2)3)(4)(5)(6)(7)
B= (0,2,4,6)(1,3,5,7)

F= (0,6,4,2)(1.7,5,3)
a assinaleda ds = d(1,C) = d(L.E)

I=(0)(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)
C=  (0,3,61,4725)

E=  {0,527.4,1,6,3)

formar o conjunto com distdncia assinalada dy = d{I,D)

T's =<

I= (0)(1)2)3)E))6)(T)

D= (0,4)(1,5)(2,6)(3,7)

Passo 5: Do conjunto I'y, construa os caminhos Hamiltonianos

o 012345670

o 0765438210

do conjunto I'y construa os caminhos Hamiltonianos

o 02460

c 06420
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do conjunto I's construa os caminhos Hamilionianos

o 036147250

o 052741630

do conjunto I'y construa os caminhos Hamiltontanos

o 040

Novamente o objetivo € encontrar os caminhos iniciando no elemento identidade e retornando

a ele, contudo, passando por todos outros elementos restantes jd uma vez com as distancias

fizradas dy, dy, ds, € dy, respectivamente. Apresentamos abairo as tabelas das d-cadeias

fechadas
0 | 2 6 0 | 2 6
- l - = —_ i — -
2 1 4 0 6 | 0 4
4 1 6 2 4 | 6 2
6 | 0 4 2 1 4 0
0 | 2 6 0 | 2 6




0] 1 7 0 ] 1 7 0] 3 5 0 | 3 5
- - = -] - - - | - = -] - =
1] 2 0 T 0 6 316 0 510 2
2 | 3 1 6 | T 5 6 | 1 3 2 1 5 7
3] 4 2 5 1 6 4 1| 4 6 T 2 4
4 | 5 3 4] 5 3 417 1 4 17 1
5 16 4 3] 4 2 T2 4 1| 4 6
6 | 7 5 2 | 3 1 2 15 7 6 | 1 3
710 6 1 ]2 0 51 0 2 316 0
0| 1 7 0] 1 7 0] 3 5 0 | 3 5

0 | 4

...!“._

410

0 | 4

Neste exemplo, o caminho Hamiltoniano determina o Zg em duas dimensées, que € o 8-PSK
(figura 4.5). Para a construcio de um poliedro em 3 dimensées pode ser usado o caminho 0,
36,1, 4,7 2 5,0, que ird determinar o antiprisma (figura 4.4) pela geometria associada
¢ d-cadeia.
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Figura 4.3: O 8-PSK

/\ [7] 11

[3]
12
[6]
01
[3]13

[4} - A {1]10
0 ' 00 [0]

(2]

03

Figura 4.4: O Antiprisma com 8§ pontos.
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3-dimensoes

0] 3 4 5
_i___
316 7 0
6 | 1 2 3
114 5 6
4] 7 0 1
T2 3 4
2 15 6 7
5 ] 0 1 2
0 | 3 4 5

A caracteristica do ndo isomorfismo enlre a decomposicdo via soma direta dos grupos abelianos
finitamente gerados, @ Z4, determina a construcdo desta figura 4.4 em 8 dimensdes se-
gundo Palazzo et al., em [10]. Na construcdo determinada pelo Algoritmo de Construgdo de
Conjuntos de Sinais Esféricos Casados o Grupos, obtemos um cubo, o que determina existir

um grupo isomorfo a Zy@ Zy que € definido at€ agqui como sendo o grupo genérico Gg.

Exemplo 38 : Neste exemplo, iremos considerar a aplicacdo do Algoritmo da d-cadeia Fechada
ao grupo diedral Da, um grupo ndo-gbeliano. Seja {0, 1, 2, 8, 4, 5} o conjunto de elementos
associado ao conjunto de elementos do grupo Dz. A determinagdo do poligono regular em

2 dimensdes vem com o estabelecimento dos conjuntos conlendo o elemento identidade ¢ os
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elementos antipodais como estabelecidos no Passod do elgoritmo da d-cadeia fechada. Estes
conjuntos sdo dados por Ty = {0, 1, 2} com distancia dv, Ty = {0, 3, {}, com distincia d,

e 'y = {0, 5}, com distdncia ds.

Passol: Para simplificar apresentamos a tabela de Cayley com os elementos de per-

mutagde do Passo2, definidos em cade linha da tabela

il

—
-
B
=
.
oh.]
[

Passo3: Produto de ciclos

I=(0)(1)(2)(3)(4)(5)
A= (0,1,2)(3,4,5)
B= (0,2,1)(3,5,4)
C=(0,3)(1,5)(2,4)
D= (0,4)(1,3)(2,5)

E=(0,5)(1,4)(2,3)
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Passod: Formamos o conjunio

I'= (0}1)(2)(3)(4)(5) |
=94 A= (0,1,2){3,4,5)
B= (0,2,1)(3,54) |
com distancia dy, o conjunto I'y
I=(0){1)(2){3)(4)(5) |
=9 C= (0,3)(1,5)(2,4) {
‘ D= (0,4}1,3)(2,5)
com distancia dy, o conjunto I's
r I'=(0)(1)(2)(3)(4)(5)
E= (0,5{1,4)(2,3)

com disténcia ds;
Passob: Construa os ecaminhos Hamillonianos a partir de cada um dos conjuntos do

Passo4. Do conjunto 'y,

c 01 290

o 60 2 1 0
do conjunto I'y

o 0315 2 40

o 04251380

do conjunto I's,

o 0 5 0
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As tabelas a seguir mostram que os elementos da d-cadeia fechada estdo a uma mesma
distincia dos elementos anterior e posterior a eles. Isto € garantido € mostrado na tabela,
pois todos elementos de uma linha sdo equidistantes do primeiro elemento da linha. Como o
elemento seguinte a cada um dos elementos da tabela € retirado da mesma linha do elemento
atual da d-cadeia, ele estd & mesma distancia do elemento anterior ao elemento atual. Para

duas dimensoes construimos as tabelas a sequir

0 | 1 2 0 | 1 2 0 | 5
1 | 2 0 2 1 0 1 0 | 0
2 | 0 1 1 | 2 0 0 | 5
0 | 1 2 0 | 1 2 |
0 | 3 4 0 | 3 4
3 1 0 1 4 | 2 0
1 | 5 3 2 | 4 5
5 ] 1 2 5 ] 1 2
2 | 4 5 1 | 5 3
4 1 2 0 3] 0 1
0 | 3 4 0 | 3 4

Para construir os poliedros em 3 dimensdes, usamos os conjuntos Ty = {0, 1, 2, 5} com
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11 [1]

0
{41 {31
12 10 [3]

02

00 [0]

Figura 4.5: O Prisma

distincia dv, e Ty = {0, 3, {} com distincia d;. O conjunto I'y, com distdncia dy, gera o

prisma regular rotulado (figura 4.5) de acordo com a tabela

0| 1 2 5 0 | 1 25
12 0 4 5 | 3 4 0
2 | 0 1 3 4 | 5 3 1
3 ] 4 5 2 3 | 4 5 2
4 ] 5 3 1 2 | 0 1 3
5 | 3 4 0 1 | 2 0 4
0 ] 1 25 0§ 1 25

Exemplo 4 Para o grupo D4, o grupo diedral com oito elementos, vamos apresentar apenas

a construcdo do poliedro em 3 dimensées. Para tanto, vamos apresentar apenas a Tabela de
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Cayley, onde cada linha da matriz de permutacao correspondente estabelece

I= 0 | 01 2 3 4 5 6 7
A= 1 | 1 2 3 0 7 6 4 5
B=2 | 2 3 015 4 7 6
C=3 | 3 01 2 6 7 5 4
D=4 | 4 6 5 7 0 2 1 3
E=5 | 5 7 4 6 2 0 3 1
F=6 | 6 5 7 4 3 1 0 2
G= 7 | 7 4 6 5 1 3 2 0

O produto de ciclos € assim dade por

I= (1)(2)B)(4)5)(6)(7)

= {0,1,2,3)(4,5,6,7)

= (0,2)(1,3)(4,5)(6,7)
= (0,3,2,1)(4,6,5,7)
D= (0,4)(1,6)(2,5)(3,7)
E = (0,5)(1,7)(2,4)(3,6)
= (0,6)(1,5)(2,7)(3,4)

G= (0,7)(1,4)(26)(3,5)
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Para determinar o poliedro em § dimensdes definimos os conjuntos [y e I'; como sendo dado

por

P1ﬂ<

I= (1)(2)(3){4)(5)(6)(T)
A= (0,1,2,3)(4.5.6,7)
B= (0,2)(1,3)(4,5)(6,7)

C= (0,3,2,1)(4,6,5,7)

| D= (0’4)(176)(275)(32 7)

I'=(1)(2)(3)(4)(5)(6)(T)
E= (0,5)(1,7)(2,4)(3,6)

F= (0,6)(1,5)(2,7)(3,4)

O conjuntoI'y serd o conjunto responsdvel quanto & definicdo da d-cadeia fechada conduzindo

G= (0,7)(1,4)(2,6)(3,5)
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21 4] 11 1]

20 16
B g (5)

31 0117]
30 (g 00 0]

Figura 4.6: O Cubo

ao cubo deserito pela seguinte tabela

6 | 5 6 7T
5 00 1 3
300 6 4 5
& 3 0 2
2 407 6
400 2 3]
1 1 7 5 4
7 1 2 0
01 5 6 7

Note que o vértice rotulado por 0 possui trés vizinhos. 5. 6, 7. O vcrtice rotulado por 5 possui

trés vizinkos, 0. 1. 5. ¢ assim por diente. Consegientemente. o caminhe Hamvlloniano 0 5

[—
pal]



F6 241 70gra o cubo em 3 dimensoes, sequndo os vertices € vizinhos definidos nesia
tabela. A distancia dy € a distancia que determina o caminho airavds das arestas do cubo

(figura 4.6

4.3 O Algoritmo CCSECG e o Algoritmo Abeliano

da d-cadeia

4.3.1 A Determinacao da Geometria

O Algoritmo CCSECG define a construgao do conjunto de sinais no espaco Euclidiano N
dimensional. A alocacac dos pontos na superficie da esfera € realizada atraves da soma direta
dos grupos ciclicos envolvidos.

O Algoritmo da d-cadela Fechada determina a geometriz associada a um grupo atraves
do estabelecimento de uma cadeia de pontos com distancia interna ¢ predeterminada. Esta
d-cadeia fechada. na verdade. é uma homotopia de caminhos fechados. O grupo fundamental
associado a esta homotopia é o grupo ciclico infinito Z. Conseqguentemente. a “superficie”
associada € uma circunferéncia em 2 dimensoes, uma esfera em 3 dimensoes e uma hiperesfera
em N > 3 dimensoes. Portanto. os vértices dos politopos associados a um grupo estarac
necessariamente sobre a superficie de uma hiperesfera. conduzindo naturalmente aos cédigos
de Slepian oun equivalentemente aos codigos esféricos.
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Sera realizada uma anélise comparativa entre os “politopos” construidos no espago Eu-
clidiano N dimensional através do algoritmo CCSECG e a “geomciric dos grupes” definida

pelo Algoritmo da d-cadeiz utilizando exemplos anteriormente citados.

Definicao 1 Seje {Y..i=1. .. k-1} o conjunto de vetores gue rofula os sanaws do conjunto
Ci. ¢ Y o possivel gerador desie comjunio ¢ da matrez de transformacae ortogonal A~ . v
N 5 ; : P : - . <7 )
Seja = uma operacgo de soma modulo (p7 ) realizada elemento a elemenio do vefor Y. em

{Y,}. definida fal qus

Yi+1 = Y,’*Y

onde i = 0. ... k-1. ¢ 5= 1. ... L. Deste modo. a operagdo  entre quaisquer dois vetores

do conjunio € realizade da seguinte forma

- 1 ~ : L -
Xf*Yr“—"zg}’?~;":.yli (VT
€
r I P .1 L - Ry
Yio X =y, S ¥ ) VDT Y
Definimos &, como sendo a operacdo soma modulo (p,) « =1 ... L comlI##j

A construgio do grupo Ge = Zg através do Algoritmo CCSECG determina um prisma

em 3 dimensbes gue é representado pela matriz de transformacao ortogonal Az, . e gerada




pelo vetor Y dados. respectivamente. por

cos{2r /31 sen{27/3) 0
Azvz = | sen(27/3) cos(27/3; U
0 0 cos(2=/2)

O vetor inicial

Kigt =

cosi(ty. sen(0) cos(0}- \

]

i

[ RN

conduz ao conjunto de pontos de sinais no espago Euclidiano tridimensional tendo o prisma

de base triangular como poliedro resultante. As coordenadas dos vértices deste prisma, a

partir do vetor inicial X,;. sdo dadas por

Xio=Xe  0.6347  0.7559  0.0000
X3 —0.6547 —0.3780  0.6547%
X3 0.6547 —0.3780 —0.6547
Xz —0.6547  0.7559  0.0000
X4 0.6547 —0.3780 0.6547
Xs —0.6547 ~0.3780 -0.6547

{.6547

—(.6547

0.6547

—0.6547

0.6547

—0.6547

00

11

01
10

21

Como podemos verificar. o gerador da matriz As.z € o vetor de rotulo Y = 111}, Cada

vetor Yooy = Y.+ Y, onde i = 0. ... 5. Como Z¢ &= Z3= Z5. entdo o Teorerna Chines do
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Resto pode ser aplicade na conversao dos rétulos do vetor Y, para os rotulos em Ze. isto €.

CCSECG 60 11 20 01 10 21

d-cadeia= TCR 0 1 2 3 4 5§

01903 4 00, 20, 015 10;
400 1 2 10, 0 00, 11, 20,
0 | 4 5 0 20, | 10. 215 00
511 2 3 ) 915 | 11; 20, 0la
1 1 3 4 5 11, | 013 104 215
315 0 1 0L, | 215 00, 11
0 12 3 4 00 20, 01 104

As duas tabelas mostram que o Algoritmo CCSECG determuna um prisma (figura 4.7
tal que cada um de seus vértices possul os mesmos vizinhos que o prisma determinado pelo
algoritino d-cadeia fechada. Este resultado é uma validagao do CCUSECG parz os grupos
abelianos ciclicos.

A construcao do grupo Gg & Z,= Z4. através do Algoritmo CCSECG. néo determina um
grupo Gg ciclico. pois o mde(2, 4) = 2 # 1. Portanto, o Algoritmo CCSECG gera um grupo
geral Gg nao isomorfo a Zs. O poliedro desenhadoe pelos vértices da soma direta £,& Zy €
um poliedro em 3 dimensdes com seis lados que, quando tem suas distancias uniformizadas.

determina um cubo. A geometria determinada pele algoritmo da d-cadela fechada para o

"
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1]

00 [0}

Figura 4.7: O Prisma

grupo ciclico Zg em 3 dimensoes. corresponde a um antiprisma de oito vertices. lsto mostra

por construgao que o politopo construido pelo Algoritmo CCSECG néo € realmente isomoric

ao Zg.

O grupo D3 constrdi um 6-PSK em 2 dimensoes, e um prisma em 3 dimen

o

ot}
ey
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~
3
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i
3
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1)
h
W
%]
3
D
[l
Kot
[
o
o
[
n
lsY)

vértices diferentes na figura. Porém. através de um rerrotulamento. € possivel obier a me

des. Embore

. do grupo abeliano ciclico Z.. os rétulos estio alocados =

SInE

geometria determinada pelos dois algoritmos. onde cada vertice possul o MeSMO NUMerc de

vizinhos. e os mesmos rétulos. A tabela de mapeamento do rerrotulamento seguindo a some

direta 2,5 Z5 € a seguinte

Mapeamento do CCSECG na d-cadeia fechada
CCSECG (Lz& 2 00 10 20 01 11 21
d-cadeia 0 1 2 5 4 3

CCSECG {2,422 00 01 02 10 11 12




[2]

02

Figura 4.8: O Prizsma

47 11

(1]

I
(3]
21 01

06 [

Figura 4.9: O Prisma

e pode ser verificado na figura 4.8, e na figura 4.9 pode ser verificado o caso da soma direta

234,

Nestas duas figuras fica claro a comutatividade da soma direta para os isomorfismos

ciclicos.

Deste modo. o poliedro construido pelos dois algoritmos tem a mesma forma. porém.

estes poliedros estao rotulados de acordo com o grupo diedral Da. Logo, os poliedros possuem
P grup P p
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uma mesma geometria determinada pelos dois algoritmos. Mas o grupo diedral Dy nao ¢
isomorfo a construcao determinada pela soma direta Z,~ Z;. Utilizando ¢ mapeamento do
CCSECG na d-cadeia fechada. determinamos o rerrotulamento e obtemos a seguinte relagao
gue Thostra a delerminacao da mesma geometria. Isto é. a determinacao de um mesmo

poliedro em 3 dimensdes. Na tabela o 1 (supraescrito} e o 2 {supraescritol. é realizada 4

SOoma *

| 0 1 2
0 | 1 2 5 00, | 10, 20, 01 00, | 01, 025 10:

1| 2 0 4 10, | 20, 00y 11, 01, | 02, 00, 11,
2 | 0 1 3 2, | 00, 10; 215 02, | 00, 01, 12

3 ] 4 5 2 21, | 01, 115 20, 12, 1 10, 11, 0%

4 | 5 3 S 1;4 ..).E__, Uis }Ug blig (i.:L iy {};]

500 3 4 0 01, | 11, 21s 00, 10. | 11 122 00

6 | 1 2 5 00, | 10, 20, 01 00, | 01, 02, 10,

5 Lands; Zox -

O mapeamento foi realizado a partir do rotulamento determinado pelo algoritmo da
d-cadeia fechada. e foi aplicado sobre os vértices do prisma construidos atraveés das somas
diretas 2,5 Za e Z3= Z, no espaco Euclidiano 3 dimensional. gerados através do algoritmo
CCSECG (figura 4.8 e figura 4.9). Uma observacac importante é que. embora a operagao
realizada nos rétulos do CCSECG seja a soma médulo p;. cada uma das linhas determina

os mesmos vértices vizinhos que a d-cadeia. Isto demonstra que o poliedro construido pelo

3
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algoritmo CCSECG modificado possul a mesma geometria que a obtida com o algoritmo da

d-cadeia fechada.

Uma outra construcao que apresenta estes mesmos resultados é o grupe diedral Dy ge-
rado pelo algoritmo da d-cadeia fechada. e 0 Gy gerado pelo algoritmo CCSECG. Novamente
é feito um mapeamento a partir do rotulos dos vértices do cubo obtido através do ajgoritmo
da d-cadeia fechada para coincidir com os rétulos dos vértices determinados pelo algoritmo
CCSECG. A soma direta realizada € dada por 245 Z,. Para este caso. os rétulos devem

obedecer ao mapeamento apresentado pela seguinte tabela

AMapeamento do COSECG na d-cadeia {echada

COSECG Ly »4yy 00 10 20 36 01 11 21 31

oIt
o]
o))
-1
et
wh
()

d-cadeia 0

base estendida g 2 4 6 1 3

W11
-~

desenhando a figura 4.10. a seguir

A construcao do cubo em 3 dimensdes. conforme exemple 4 da secio 4.2, é determinada
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20 %
(3 (2] [5]

3t 01 [7]
30 16 00 {0]

Figura 4.10: O Cubo

pela seguinte d-cadeia fechada

0 | 5 6 7 00 | 105 30s 017§
- - .- - - - = o
5 1 0 1 3 10; | 202 00 11,
3 6 4 5 20, | 30s 10 .314'
6 | 3 0 2 30, | 00, 20. 31
2 14 T 6 31, | 01 21 3@6é
4 | 2 3 1 2, | 31e 11, 20
1 17T 5 4 11, | 21, 01; 10
701 1 2 0 01- | 11, 31, 00g
0 | 5 6 1 00, | 10s 30¢ 01

Podemos observar nas duas tabelas acima, e na figura 8, que se repetem as coincidéncias
do grupo diedral D; com a soma direta Z; & Zz. Os vértices rerotulados descrevem uma
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mesma geometria. determinando os mesmos vizinhos pare cada vertice do cubo.

4.3.2 O Algoritmo CCSECG e a d-cadeia: uma Extensao

A uniao do algoritmo CCSECG com o algoritmo da d-cadeia fechada torna possivel realizar
a soma diveta de grupos abeliznos. onde cada um dos grupos envolvidos na soma direts.
pode ser obtido a partir de matrizes de permutagac {d-cadeia} e matrizes de transformacoes
ortogonais. Nao se faz necessaria nenhuma modificacédo no zlgoritmo CCSECG. apenas deve
ser considerado o fato que a submatriz SA,. que representa o grupo Gy, (abeliano ou néo-
abeliano), tera dimensao 1< n < M,. e, conseqglientemente. o vetor inicial devera representar
em n de suas posicdes a submatriz SA..

Esta uniao determina a extensao da proposta de alocacio dos pontos de um conjunto de
sinais sobre a superficie de uma hiperesfera \ dimensional. A soma direta de conjuntos de
pontos de sinaic Cay, casados a grupos gerais Gy, . cuje representacac ¢ um codigo esférice
de Slepian. diferente dos M;-PSK's. determina uma extenséo & proposta inicial do algoritmo
CCSECG de trabalhar apenas com soma direta de M,-PSh's. Apresentamos a seguir o
Algoritmo de Construcao de Conjuntos de Sinais Casados & Grupos Estendido. como ume
proposta de se obter politopos em qualquer dimenséo. com a facilidade de nao ser necessaria
a busca do vetor inicial através de métodos de programacao linear que determinam um
fator de dificuldade para sua realizacdo. O vetor inicial é determinado através da geometria

conhecida atraves do algoritmo da d-cadeia fechada, e da geometria definida pelos M,-PSh's.

e
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mantidas atraveés das caracteristicas da linearidade do algoritmo proposto neste trabaiho.
Portanto. o problema pode ser resolvido de uma forma geral como: seja Gy um grupo
gualquer de ordem k. que serd representado através de um conjunto de pontos de sinais no
espaco Euclidiano N dimensional. O casamento da Teoria de Grupos Algébricos com a Teoria
de Transformacoes Lineares é realizado através da Teoria de Representacao de Grupos. que
determina os passos do Algoritmo de Construcao de Conjuntos de Sinais Esféricos Casados

a Grupos.

Algoritmo de Construgaoc de Conjuntos de Sinais Esféricos Casados a

Grupos-Estendido

Seja k € Z. um numero qualquer de pontos que deve ser alocado sobre a superficie de
uma hiperesfera no espaco BEuclidiano N dimensional. Iren.os a seguir propor um algoritmo
para a construgao de conjuntos de pontos de sinais no espaco Euclidiano RY, consistindo nos

seguintes passos.

Passo 1 : Associe aos k pontos de sinais um grupo abeliano Gy, Decomponha k da seguinte
forma:
.y . L, Lo, , . .
1) fatores poténcia de primos. isto €, k = ] P B primos ndo mecessariamente
1=
distintos:
o L .
2} fatores da forme H;t}mg. onde my | Mg

166




Deste modo. estaremos consiruindo um conjunto de sinais usando um dos isomorfismos

dos grupos abelianos finitamente gerados, tsio €,
(;k = prg :: Z}_':« SR Z-

ou.

Gﬁc = zﬁz; o= Zm» =i er‘y,-

Esta escolha deve levar em consideracdo a dimensdo € € consequencia. a distancia minima

que € descjada para a constelagdo N-dimensional.

Passo 2 : A cada grupo abeliano Z,, onde s = p*, ou s = m;, associamos uma representagdo
matricial cuios pontos pertencentes a L, sdo determinados univocamente por uma matriz d
iransformacio ortegonal

a; S¢ o grupo abelano ciclico Z, esid associado a uma constelagao bidimensional M-

PSK . ele € representado pela seguinte matriz de transfermagdo ortogonal

cos(f.}  senif i
SA =

—sen{f;) cos{;)
onde 8, = 9n /M, ¢ M: = Z,. A matriz de transformacdo ortogonal SA; determina um
conjunto de pontos de sinais bidimensionais, denominado M;-PSK = {{cosl,, send,), 0, =
2xl/MY, onde 1= 0, ..., (Mi-1}, i =1, ..., L. O determinante de cada matriz S4; € unitdrio.
Loga, 54, preserva a caracteristica de distancia.
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b) Se¢ o grupo abeliano ciclico Z, estd assoctado a uma constelagdo n dimensional onde
n # 2. temos entio dois casos a considerar:  caso 1) quande s € par. entao eriste ¢
possibilidade de se ter G, = Zo & Z,;;. Neste caso. a mairiz de transformagcac ortogonal

SA, referente a este poliedro € obtida como uma matriz de transformagao iridimensional do

fipo
cos(fl,1  sen{f, f
SAE= ) —senlb) cos(B,) 0
0 0 cos{27 /2]
onde 0, = 2%

{s/2)’

caso 2) a partir da geometria do grupo G,, com um grupo abeliano ou ndo determinado
pelo algoritmo da d-cadeia fechada. em qualguer dimnensdo n # £, pode ser realizada a seguinie

a soma direta dade por

Ge Zag, & .0 = Ly,

Para este caso a mairiz SA; que representa este grupo deve ter dimensao n correspondenic

& dimensdo da representacio do conjunto de pontos de sinais easado a este grupoe G..

Passo 3 : A partir da escolha da decomposi¢io em grupos ciclicos, Passol, Gy resulte na

soma direta @k, Zny, via um isomorfismo. Como resultado. a representacdo matricial de Gy

€ realizada pele matriz A de orderm N x N onde a diagonel principal de Anxn € composic

[w—y
(]
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pelas submalrizes SA,, isto €.

-5’41 00 0 —
0 SA, 0 0
Avsv=1 0 0
0
0 6 ... 0 SA

Da Teoria de Representagdo de Grupos, podemos observar que @ matric Ax,x € uma matre
de transformacéo ortogonal, pertencente ao grupo geral de transformagoes lineares GL{N,

@k M,-PSK).

Passo 4 : Se k = [TL, pl*, entdo G & @, 2, = ®L, Zn,

a) Se k= p, . pp ... pL tal que os p. sdo primos distintos, entdo Gy = £, % £y, &

. & Zp. = Zi. Entdo wm tnico vetor inicial X = jeost, seny, costy. seng. ..., eosty, seny/

onde 6, = P=1/M,. t = 1. ... (M1} determinard todos os k pontos da soma direta Ly, &

Z,, & .. & Ly . Neste caso. temos um isomorfismo de £, com a some direta EB;?:} YAV
portanic todos os k velores sdo gerados a partir de um wunico vetor tnicial:

b) Se os M, sac tais que M, = M, pare elgum ¢ # j. 1,j = 1, .... L, enido nao existe
mais um isomorfismeo entre Li, € stm entre Gy € a soma direta 2, & Z,, & ... & Z;,, pois
deve ezistir um p; = p; para elgum i # j. Entdo, o velor inicial X = [cosf, sen;, costy,
seny, ..., cosf. seny] onde 8; = 2xt/M, t = 1, ..., (M;-1), determinard os m pontos
do some diveta Zpg, & Zag, & ... & Zu, .. A cada M, vetores gerados pela transformacao
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ortogonal deverd ser realizada uma rotagdo no vetor inicial sobre a dupla [cosb,. senfl, ] com
b, = 27i/M,. atraves da variagdo de t = 0, ... M,-1. Apds M, rotacées do vetor inicial x,
deve ser verificado se eriste algum oufro M, = M, onde r # s. Caso isto ocorra, deve ser
repetido o processo para @ duple [cosf. senf, ] com 6, = 271 /M, atraves da variacdo de { =
0. ... M-1. Este processo deve sev repelido para todas as posicées de duplas [cost., senfi,
do vetor inicial X, ale a oblencao dos k vetores ou pontos de sinais do conjunto.

¢) nos dows casos anteriores deve ser levado em consideracao o passo2 b) caso 1. cazc

2¢ caso 5.

Passo 5 : A alocagio dos k pontos sobre a hiperesfera no espaco Euclidiano R vem natu-

ralmente de

1 +1 N
X Anen = Xyt € R

onde o velor X% € um ponto do conjunto =i Gy,

St todos 05 M, s sde iguais. ¢ for inferessente obler raio unildrio para a hiperesfera.
siga para o Passo7. Caso contrdrio, sc a uniformizacdo das disténeias enire os vértices do

politopo € necessdria, enido. siga para o Passo6.

Passo 6 : Neste passo realizamos a uniformizacdo das distincias Euclidiana minima entre

os vizinhos. Caso erista pelo menos um 1 tal que M; # M, com i # j. i, j = 1, ....L, entdo

1) Se € escolhido Ly, = M,-PSK, sem perda de generalidade, Zpg, pode ser firado como

distancia de referéncia. Enifdo. a soma direla passe a ter a uniformizacio da disténcia firada

L_..
.
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dada por G E fdcil de s¢ mostrar que o fator de correcio a ser aplicado € dado por

s
o 2~ 2eos(27 /M)
T \ 2 = 2cos(2r /M)
onde i = 1. ..., L. i % w. Note gue esie fator de corregao uniformize cada duple {eosf,. senf,

do vetor (nicial x. A seguir. o veler inicial X scgue para o Passo 5.
2) Caso erista pelo menos um conjunto diferente da constelacao M-PSK. eo passo2

b2. deve ser aplicado o seguinte fator de uniformizacao

onde d%(G,) € o quadrado da distdncia Euclidiana minima do politopo correspondente ao

grupo Gy note que G, determina a distdncia de uniformizacio € d3(s) € a distdncia rela-

cieneda com os outros grupos G, da soma direfa. com s = 1. ... L. Quando algum G,
esfiver associado a constelacéo M-FSh (G, = L) = 2 - Zens/2n AL O velor
uniformizado X,,. de uma forma geral. € dado por
1 1
Xur = (&1 e To o dye ooy Ty -0 T 1y

Passo 7 : A normaliza¢do dos vetores do conjunto de sinais equivale a determinar um raio
unitdrio para a hiperesferano R, Para isto, normalizamos o velor inicial X, multiplicando-

U

o pelo tnverso de sua norma, wsto €,

X!J.Té

Xt = m

KR

Este vefor deverd ir para o Passo3.
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: S : I vt arac L ¢ o~ ol
Apos esta seqliéncia de passos do algoritmo. obtemos k vetores X, € By Car, = B,

Gas, . e um vetor de rdtulos Y = [¥i.+- ¥}, L-dimensional com elementos v: € Gay, . onde

Exemplo 5 : Scjo o grune Gyy com b = 12 onlos gue desejamos alocar sobre wima hiperes-
g 12 g N

fera de raio wnitdrio em wm cepace Buclidiano 5 dimensional, A decomposicio de F em

fatores potencia de primos conduz a seguinte soma direta Ly 5 7,

Passol: Seja Gyy um grupo com k = 19 elementos. A decomposicde de k em fatores

P

poténcia de primos serd k = /x 5. Portanto,
Gu&=7,=27,617;

Passo2: Como 2y, = 7, 2 7+, ¢ cada grupo Ly. Is. iremos considerer qur o poliedro
associado ao grupo Z4 € o tetraedro ¢ o poligano associado ao Zy € o tridngule rresultados
fornecidos pela d-cadeia fechadai Come consequencia. @ cada unme desics grupos esid asso-

cieda uma matriz de {ransformacio ortogonal. Essas matrizes sdo dadas. respectivamente

por
0 1 0
[’ cos(27/3) sen(_?#;’?&}]
Sh=|_1 0 g € 54, =
{—sen{?x/fi) cos(27 /3]
0 0 -1

Passo3: A soma direta € realizeda com dois conjuntos de pontos de sinais, porianto

= 2
= i

Como a figura associada ao 2, ¢ um simpler tridimensional. o teiracdro. ¢ o figura

[
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associada ao I3 € o simpler bidimensional, o 3-PSK. temios que a matriz Az, € dada por

0 1 0 0 0
-10 0 0 0
Ascs =1 0 0 -1 0 0

0 0 0 cos(2r/3)  sen(2r/3)

00 0 —sen(2%/3) cos(27/3

Passod: 4 construgdo Ly = 2y € isomorfo a Zy; pois. o mde(f. 3] = 1. Chamomos
a atengae o fato de que as ires primeiras componentes do vetor inicial correspondem ao
tetraedro sem se importar com o raio da esfera que o contém, enquanto que as duas wltimas
coordenadas referem-se ao 3-PSK. Seja o vetor inicial dado porx = [1. 1,1, cos(0), sen(0)].
Passo5: 4 alocacio dos k ponios sobre a hiperesfera no espaco Fuclidiano R rem

naturalmenie dr

onde o vetor X, € um ponto do conjunio 51 Gy,

Tz

Passo6 . Neste passo € realizada a uniformizacéo das distancias. Os vertices vizinkos

do teiraedro devem ter a mesma disténcia minima que os vértices do 3-PSE {ou vice-versa),
Para que as arestas do tetracdro tenham o mesmo comprimento do lado do triangulo inscrito
no circulo de raio unitdrio, o 3-PSK, o0s trés primeiros clementos do vefor inicial serdo

multiplicados pelo sequinte fator de uniformizacdo

2~ 2cos(27/3) B
\ di, (tetracdro) ~

t,'Z

1 Gl

\"""‘—ﬁ‘
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Enido, o velor micial uniformizado € dado por

Passo7: Neste passo. € realizada @ normalizagéo do vetor inicial %, « seguir,

[0.4082, 0.4082. 0.4082. 0.7071. 0.0000]

xun _

HXun!l

Xjn} =

De posse desta normalizagdo. voltamos ao Passob ¢ realizamos ¢ operacac de construcdo de

airaves da operacde de transformacdo oriogonal

conjunio de pontos de sinais

Xip1 = X * Agys

onde v = 0, 1. ..., 1].

Bernad
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Desta forma. construimos o seguinie conjunto de pontos de sinais

velores Yi Ve id%m(xpxz)g
Xo 0.4082  0.4082 | 0.4082  0.7071 0.0004 0 0 2.8333
x; ~0.4082 04082 —0.4082 —0.3536  .G124 e
x: o -0.4082 ~0.4082 04082 —0.3336 —06125 o 9 28333
| X3 0.4082  —0.4082 —0.4082 0.7071 0.06000 3 0 2.8333
X4 0.4032  0.4082  0.4082 -0.33536 06124 0 ] 1.3333
Xo  —0.4082 04082 —0.4082 —0.3536 —0.6124 | o9 1.5000
Xg —0.4082 —0.4082 0.4082 0.7071 (.0000 2 0 2.8333
Xz 0.4082 —0.4082 —0.408%2 —0.3536 0.6124 3 1 1.3333
X G.4052 04082 04082 —0.3536 —0.6124 0 2 2.8333
Xg  —04082 0 04082 -04082 07071 00000 1 G 1.5000
X10 —~0.4082  —0.4082 04082 —0.3336 0.6124 21 1.3333
X711 04082 —0.4082 —0.4082 —0.3536 —0.6194 3 2 2.8333

a disténcie Euclidiana minime ao quadrado do conjunte de pontos de sinais construido ¢
dada por df}_m = 1.3333, que € maior que a distincia Euclidiana minima ao guadrado do
conjunto de pontos de sinais com 12 pontos em 4 dimensées do exemplo anterior. di =
1.2, como era esperado.

O prdrimo passe € realizar o rotulamento dos ponlos pertencentes ao conjunio de sinais

)

via ¢ wsomorfisme eristente enire o grupo Ly € 0 2,5 75 ¢ o grupo ciclico 715, O tetraedre

1T
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Zy € construide pelo algoritmo da d-cadeia fechada. cujos vertices séo dados pelo velor v,

acima. Aplicando para este caso o Procedimento 3 do Capitulo 3. temos

Y= Iy, y.. TCR
¢ ¢ 0
1 i i
22 2
3 0 3
0 1 4
I 2 5
2 0 6
3 1 7
G 2 5
I U 9
2 1 10
3 2 il

onde o vetor de rotulos Y, gerador deste conjunto de sinais, ¢ dado porY = [11] Not

que o pariicionamento € realizado apenas em dois niveis. O nivel zero da particdo estd
associado ao politopo consistindo de 12 sinais em 5 dimensées. O nivel 1 da particdo ¢

obtido aetraves do velor rétulo da matriz de transformagdo ortogonal dados. respectivaments.
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por

"

Z; 1
Yi= Ao
37, 0
0 1 0 0 0
—~1 0 Q {
Asss =1 g g -1 0 0

O 0 0 cos{0-27/3) sen(0-27/3)

0 0 0 —sen{0-27/3) cos(0-27/3)

Esta matriz gera os qualro velores correspondentes aos vértices do tetraedro, em cada uma
das trés classes laterais Z15/Zs = 324, = Z, determinadas pelo nivel | do particionamento
realizade atraves do 75 .

O vetor inicial X,,, € dado por

1
X:. = [0.4082, 0.4082. 0.40%2. 0.7071 ~cos{0). 0.7071 - een(0}] —— Y = {

i i
U J

No nivel 2 de particionamento, cada classe terd um vnico ponto.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo, apresentamos o Algoritmo Abeliano da d-cadeia fechada, desenvolvido por
Palazzo et al., que fornece um caminho fechado para grupos abelianos e nao-abelianos através
das "figuras™ associadas a seus grupos. Essa “figura™ é obtida através de dados. como o
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numero de vértices e a determinacao dos vizinhos de cada vértice. E interessante o caso Zs.
onde a alocagao dos vértices pelo Algoritmo Abeliano da d-cadeia Fechada & idéntica aquela
do Algoritmo de Construgao de Conjuntos de Sinais Esféricos Casados a Grupos. Qutra
observagao interessante é que a transformacao de base estendida. apresentada no Capitulo
3. possibilita & construcio do mesmo polé.t-opo usando as tabelas de construgao do Algoritmo
da d-cadeia Fechada.

O Algoritmo da d-cadeia Fechada fornecendo a geometria dos grupos Gy, permite a
associacao destes grupos a matrizes de transformacao ortogonal SA; que através do Algoritmo
CCSECG-Estendido, determinam o conjunto de pontos de sinais (4 no espago Euclidiano
R™. A construcio da d-cadeia fechada com o CCSECG permite a extensio da classe de

codigos de Slepian que podem ser construidos atraves do Algoritmo CCSECG propostio.
& ! b £ P

A determinacac do vetor inicial quando se tem a geometria dos grupos envolvidos é
irrelevante. Assim. nao hé necessidade de se resolver o problema de programacéo linear para
se obter o melhor resultado. dado o fato de que a distancia Fuclidiana minima & determinada

pela geometria de cada grupo casado a cada conjunto de pontos de sinais que compédem a

soma direta.

Foram apresentadas modificacées no algoritmo para a alocagdo de pontos sobre a su--
perficie de uma hiperesfera N dimensional, através de qualquer conjunto de “figuras™ geo-
metricamente uniformes obtidas a partir da construcao proposta pelo algoritmo da d-cadeia

fechada com a maior distancia minima possivel. Nosso objetivo foi o de mostrar que a soma

[—
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direta de védrios M;-PSK's com M; diferentes, ou de qualquer outra constelacio de sinais

dimensional com distancia minima uniformizada. realmente consegue alocar pontos de ums

forma geometricamente uniforme e, por isso. suas regives de decisao sao congruentes.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste capitulo irernos apresentar de maneira sucinta as contribuicées deste trabalho bem

como algumas sugestoes para futuros desenvolvimentos.

Este trabatho teve como objetivo a alocacao de pontos sobre a superficie de uma hiperes-
fera no espago vetorial Luclidiano N dimensional sob a condicio de que a menor distancia
Euclidiana quadratica entre quaisquer dois pontos fosse & major possivel, Para realizarmos
esta proposta. foi apresentado um algoritmo de construcéo de conjuntos de sinais casados &
grupoes; uma forma adequada de rotular estes conjuntos de sinais com os Erupos represen-
tantes; a sistematizacdo do particionamento de ambos, o conjunto de sinais e o grupo. ao
mesmo tempo, baseando-nos na teoria de grupos, teoria de representacao de grupos e no

casamento de conjuntos de sinais com grupos.

No Capftulo 2. o objetivo foi apresentar um procedimento para alocagao dos pontos do
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conjunto de sinais sobre a superficie de uma hiperesfera no espaco Euclidiano N dimensional.
Iniciamos esse procedimento através do uso da concatenacac representada pela soma direta
de L constelagoes bidimensionais M;-PSk. Como ¢ de conhecimento, esta tarefa pode ser
realizada de varias maneiras. sendo que a abordagem apresentada é a maie geral de que se
tem conhecimento. Esta proposta faz uso da geometria associada a grupos. possibilitando a
construcao de conjuntos de pontos de sinais utilizando transformacdes ortogonais sem haver
a necessidade de uma busca parz a determinagao do vetor inicial. Como exemplo, podemos
mencionar os cédigos esféricos e os codigos de Slepian {6]. O rotulamento desses coHdigos é
realizado via uma operacao bindriz associada a um grupo algébrico. Como conseqiiéncia,

obtemos o casamento formal entre a constelagio de sinais e o grupo algébrico.

O Algoritmo de Construcio de Conjuntos de Sinajs Casados a Grupos é apresentado
como umiz alternativa geral de solucio parz o problema de determinacao de codigos esféricos

Via a geomelria associada aos grupos envolvidos no processo.

No Capitulo 3. o objetivo foi apresentar um procedimento sistematico para o rotula-
mento dos pontos de sinais decorrente da construgao de conjuntos de sinais casados a grupo
(algoritmo CCSECG). O rotulamento realizado estéd baseado numa extensic da proposta
em [1], através de uma utilizacio adequada do Algoritmo de Euclides. O rotulamento do
conjunto de sinais estd determinado de forma unica, pelo casamento associado do conjunto
de sinais Cy com o grupo de rétulos Gy, representado por um vetor L dimensional. O proced-

imento de rotulamento proposto permite o particionamento da figura, através do Algoritmo
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de Particionamento do Conjunto de Sinais Esféricos e do Grupo que € o Algoritmo CCSECG
com as alteracbes adequadas. Estas alteragoes cor;espéndem a utilizagao das caracteristicas
das matrizes de transformacio ortogonal de conservagao das distancias Euclidianas entre
os vertices mais proximos. Porém. & distancia entre estes vértjces gerados pelo algoritmo
depende de uma relacao entre as submatrizes das diagonais. de modo que é possivel obter
subconjuntos de pontos sobre a hiperesfera que compoe uma subfigura da figura original.

cujas disténcies Euclidianas entre os vértices mais proximos pode ser aumentada.

No Capitulo 4, foram propostas modificagbes necessarias ac Algoritmo CCSECQ para
permitir a construcao de conjuntos de sinais num espaco Euclidiano de dimensio segundo
a decomposicdo adotada. A geometria tem um papel fundamental na determinacio dos

conjuntos de sinais. Para analisar esta proposta. apresentamos o Algoritmo da d-cadeia [10]

is

para uma avaliaczo de geometria das construcdes abelianas e nao abelianas realizadas pelo
CCSECG. E. também para a determinacao de figuras # dimensionais. n qualquer inteirc. para
posterior aplicagao ao Algoritmo CCSECG-Estendido. Uma wltima versio do Algoritmo
apresentada € a que determina construcoes de qualqguer tipo de figura a partir da matriz

de transformacaoc ortogonal n dimensional, mostrando de forma sélida & contribuicao deste

trabalho com relagio ao problema de determinacéao de cédigos de grupos 6timos.
Como propostas de futuros trabalhos apresentamos a seguinte relacio:

o Provar a otimalidade para os casos de grupos abelianos,

o Extensao desta proposta para os casos de produto semidireto e produto de Schreier.
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© Proposicao de algoritmo de construcao da figura associada a um grupo qualquer via

o algoritmo da d-cadeia fechada.
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