Universidade Estadual de Campinas

L A—j FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRICA E DE COMPUTACAO \")
DEPARTAMENTO DE TELEMATICA &'

. s ye uUNICAVID
Laboratério de Anslise Convexa

Projeto de Controladores via Anslise Convexa:

Otimalidade e Redugiao de Ordem

Tese apresentada & Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagio da Universidade
Estadual de Campinas, como parte dos requisitos exigidos para a obtencdo do titulo de
Mestre em Engenharia Elétrica.

por

Santa Clara Chaves de Sa

Engenheira Eletrénica - EFEI/MG

em 16 de agosto de 1996 perante a banca examinadora

Prof. Dr. Paulo Augusto Valente, Ferreira = FEEC/UNICAMP (Orientador)
Prof. Dr. Pedro Luis Dias Peres FEEC/UNICAMP

Prof. Dr. Antonlo Augusto Rodrlgues Coelho DEE- LCMI/UFSC

L eReInplar sorresporde 4 redacis final da tese
Galdldg por_Cox @é Cém’ fgmf% & Lo~

ey

s

Vool id s 41

- S Origfigbins




wenane T
B CHATANA :
Tijﬂ”&bﬁfﬂ“?ﬁm_ .
‘35% i ig’% .
v,

£§~§@§%?2?3~5

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

S4, Santa Clara Chaves de

Sallp Projeto de controladores via analise convexa :
otimalidade ¢ redugio de ordem / Santa Clara Chaves de
Séa.--Campinas, SP: [s.n.], 1996.

Orientador: Paulo Augusto Valente Ferreira.

Dissertago (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computagio.

1. Sistemas de controle por realimentagio. 2.
Controladores elétricos. 3. Programagio convexa. 1.
Ferreira, Paulo Augusto Valente. II. Universidade
Estadual de Campinas. Faculdade de Engenharia Elétrica e
de Computagio. III. Titulo,




A Engracia, minha mée
e Saint, meu irmao,
que formam minha pequena grande familia.




Agradecimentos
O desenvolvimento e conclusao desta tese foi possivel devido ao apoio de varias

pessoas que, de forma direta ou indireta, participaram deste trabalho. De for-
ma especial agradeco

* Ao meu orientador Prof. Paulo Augusto Valente Ferreira, cuja dedicagio
€ amor a pesquisa me incentivaram e apoiaram durante todo mestrado.

* Aos meus tios Bené e Leninha, meus primos Kelly e Maycon, pela estadia
e carinho.

~e--Ao-colega Alex Ismael Duré Cabafias, pela amizade e apoio inestimdveis.

Aos professores da FEE/UNICAMP que ministraram os cursos neces-
sarios para os trabalhos desenvolvidos nesta Tese.

* Ao programa de incentivo & pesquisa do Governo Brasileiro, que através
da CAPES, financiou este trabalho.




Resumo

Neste trabalho, o projeto de controladores para sistemas lineares invariantes
no tempo ¢ abordado em dois aspectos bdsicos: otimalidade com respeito as
especificagdes de desempenho e realizabilidade pritica, no sentido de fornecer
controladores de ordens reduzidas. O primeiro aspecto é tratado através de
técnicas de andlise e de otimizagdo convexas, segnindo uma tendéncia atual
da drea de teoria de controle. O problema de desempenho é formulado como
um problema de otimizagio convexo e resolvido através de um método de pla-
nos de corte. Como a técnica empregada normalmente gera controladores de
ordens elevadas, utiliza-se em seguida uma combinacio dos métodos de trun-
camento balanceado e de Edmunds, com os objetivos de preservar ao maximo
as caracteristicas de otimalidade conseguidas na etapa anterior e, a0 mesmo

tempo, reduzir significativamente as ordens dos controladores. A tese inclui

 resultados numéricos que ilustram a abordagem proposta.

Abstract

In this work the controller design for linear time-invariant systems is focused
in two basic aspects: optimality with respect to the performance specifications
and practical realizability, in the sense of furnishing controllers with reduced
orders. The first aspect is treated through convex analysis and optimizati-
on techniques, following a current framework of the control theory area. The
performance problem is formulated as a convex optimization problem and sol-
ved through a cutting plane method. Since this technique usually generates
high order controllers, a combination of the balanced truncation and Edmunds
method is used to reduce the controller orders significantly, while maintaining
as much as possible the optimality characteristics attained in the previous sta-
ge. The thesis includes numerical results that illustrate the approach proposed.
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Capitulo 1

Introducao Geral

1.1 Motivagao

A motivagio deste trabalho é o problema de projeto de sistemas de controle para uma
planta linear invariante no tempo através de técnicas de otimiza¢do, mais especificamente,
de otimizagio convexa. O projeto tem como finalidades bdsicas estabilizar a planta e
satisfazer certas especificacdes de desempenho para o sistema a ser controlado.

Quando o nimero de parimetros envolvidos é relativamente pequeno e as especificacdes
de desempenho nio sio complexas, técnicas de tentativa e erro baseadas no Iugar das raizes
ou nos diagramas de Bode e Nyquist {Ogata, 1990) podem ser aplicadas para se obter,
por exemplo, controladores do tipo PID muito utilizados em ambientes industriais.

No caso de sistemas e/ou especificagies mais complexas, estes procedimentos de projeto
tornam-se impraticdveis e a utilizagio de métodos analiticos, obrigatéria. Um exemplo
tipico de projeto nessas condigdes é oprojeto de reguladores do tipo LQG, baseado em
técnicas analiticas de otimizacio, isto é, na minimizagao de um determinado funcional
quadratico. Embora sempre forneca controladores estabilizantes, este tipo de projeto
apresenta como desvantagem principal a necessidade de se traduzir as especificagdes de
desempenho em termos das matrizes de ponderacio do funcional mencionado, o que exige
grande experiéncia pritica do projetista.

Trabalhos recentes (Boyd e Barrat, 1991; Boyd et al., 1988; Cruz Junior, 1994; Chaves
de 54 et al., 1996) demonstram a viabilidade de se traduzir especificagdes de desempenho
através de restri¢des e funcionais, na sua grande maioria convexos, tornando desnecessiria
a representagao de todas estas especificacdes em termos de um tinico indice de desempenho,
como no caso do regulador LQG. O problema passa entio a ser trativel por técnicas de
otimizagdo extremamente eficientes. Neste trabalho, utiliza-se o método de planos de
corte, implementdvel através de uma rotina bésica de programacio linear,

A abordagem do problema de projeto por técnicas de otimizagio exibe uma carac-




teristica fundamental: conduz aos limites de desempenho de um sistema, que nio po-
deriam em geral ser determinados por quaisquer outros métodos. Entretanto, apresenta
como principal desvantagem a elevada ordem que frequentemente os controladores assu-
mem. Desnecessério dizer que por razoes de praticidade, desempenho e implementacio em
hardware e software, controladores de ordens reduzidas sio normalmente preferidos aos
de ordens elevadas. Como minimizar a ordem do controlador e ao mesmo tempo manter
as caracteristicas originais de malha fechada, como estabilidade e desempenho, tem sido
uma questao intensamente tratada na literatura (Anderson e Liu, 1689).

Esta dissertacio propde e demonstra com resultados numéricos a utilizacdo de uma
combinagao dos métodos de truncamento balanceado (Anderson e Moore, 1989) e de Ed-
munds (Maciejowski, 1989) como estratégia de reducio da ordem do controlador obtido
via otimizagdo convexa (Chaves de S4 et al., 1996).

1.2 ....... Grganiza(;éoda Tese IR
Esta dissertagio estd organizada da seguinte formas:

Capitulo 2: Expde os conceitos e fundamentos necessirios para a formulagio do pro-
blema de projeto do controlador como um problema de otimizac¢io convexa.

Capitulo 3: Apresenta a implementacio algoritmica pelo Métode dos Planos de Corte
para solugio do problema de otimizacio convexa proposto, com resultados ilustrativos.

Capitulo 4: Discute a reducio de ordem de controladores e apresenta o Algoritme de
Edmunds como método de abordagem direta. Ainda, como refinamento deste algoritmo,
propoe a utilizacio do Método de Truncamento Balanceado, apresentando exemplos ilus-
trativos.

Capitulo 5: Numa abordagem indireta para redugdo de ordem de controladores, vi-
sando garantia de estabilidade de malha fechada, apresenta a implementacio dos métodos
combinados de Edmunds e Truncamento Balanceado via Parametrizacio de Youla com
experiéncias numéricas e analises comparativas.

Capitulo 6: Discussio dos resultados e conclusdes gerais a respeito das técnicas e
algoritmos empregados neste trabalho, sugestoes e temas para futuros estudos.




Capitulo 2

Projeto de Controladores via
Otimizacao Convexa

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar o método para formulagéo e resolugdo do pro-
blema de projeto de controladores em um espaco de dimensdo infinita. A parametrizacio
de Youla (Youla ef al., 1976), que define os controladores estabilizantes da planta e carac-
teriza o conjunto de matrizes de transferéncia de malha fechada estaveis, é a base deste
método. O método de Ritz ¢ utilizado para aproximagao de um espago linear de dimensio
infinita por um de dimensio finita.

2.2 Parametrizacao de Youla

Considere a configuracio padrio de sistema de controle mostrada na Figura 2.1, onde w
e u sao respectivamente as entradas exdgenas e de controle, e z e ¥ sdo as saidas reguladas
e medidas, respectivamente. Por simplicidade de notagio, o argumento s (frequéncia
complexa) serd omitido na maioria das expressées.

Seja

HEESAIH =

Entéo a matriz de transferéncia de malha fechada de w para z é




P
>
ki
K
¥

Figura 2.1: Sistema realimentado padrio.

: = [P, ';"P;;fi'{fmPyuzf)-lpyw] w (2.2)
= Huw (2.3)

A matriz de transferéncia P depende do modelo da planta F e do problema particular
em consideracio (Boyd et al., 1980; Boyd e Barrat, 1991},

Assumindo que P é admissivel (Cheng e Pearson, 1981), o controlador K estabiliza o
sistema em malha fechada se e somente se estabiliza Py, (Francis, 1987). Seja entio

Py, = BiAT = A;' B,

uma fatoragdo racional coprima estdvel, e sejam X1, ¥y, Xy, ¥, matrizes satisfazendo a

identidade de Bezout
X: -¥ A Yo ! | T 0
B aIF AR 2

A parametrizacio de Youla et al. { 1976) de todos os controladores estabilizantes &

K = [Ya+ 410][X2+ BiQ™!
= X1+ QB [V + Q4]

para(} € RH,,onde RH ., denota o espaco linear das matrizes racionais estdveis proprias,
Isto leva a uma caracterizacio afim da matriz de transferéncia de w para z,

(2.5)

H = (Pzw - quYZAZwa) -+ (quAi)Q(AQPth) (2 6)
= N1+ TQTs '




onde 77,73,T3 € RH . O conjunto de todas as matrizes de transferéncia estdveis pode
entao ser caracterizado como

H o= {H : H=T+ TgQTg, Q € RHDQ} (27)

Uma consequéncia imediata deste resultado & que, sendo H uma funcio afim do
parametro (), qualquer funcional convexo sobre H# € H também o sera sobre Qe RH...

2.3 Realizacao em Espaco de Estados

2.3.1 Paradigma do Controlador Modificado

Na secao anterior descreveu-se o conjunto das matrizes estdveis em malha fechada em
funcao de um pardmetro Q € RH .,. Nesta secao discute-se o problema de como gerar um
subconjunto representativo de controladores que estabilizam a planta P. O procedimento
a ser adotado baseia-se nos seguintes pontos:

¢ Dado um controlador nominal K, que estabiliza P, modifica-se ou aumenta-se
este controlador, de tal forma que 0o mesmo produza um sinal de saida auxiliar e de
mesma dimensdo de y e aceite um sinal auxiliar de entrada v, de mesma dimensio
de u, conforme ilustrado na Figura 2.2.

* A modificagio do controlador nominal deve ser feita de tal maneira que a matriz de
transferéncia de malha fechada de v para e seja nula e que a matriz de transferéncia
de malha aberta de y para u permaneca K.

» Conecta-se entdo uma matriz de transferéncia () de e para v como mostrado na
Figura 2.3. Um novo controlador é entio definido através de H,om e Q.

£ razodvel imaginar que K também estabilizard P, pois o parametro ¢ adicionado
a Kyom ndo enzerga realimentagdo e portanto nao pode instabilizar a planta. Define-se
entdo as seguintes matrizes de transferéncia de matha fechada:

¢ Ui de w para z;
e Uy: de v para z;
s Usz: de w para e;

Como a matriz de transferéncia de » para ¢ é nula, a I'igura 2.3 pode ser redesenhada
como na Figura 2.4. Apds uma manipulacio simples, a matriz de transferéncia em malha
fechada de w para 2 é

H= U + U,QU;




He, = 0 (malha fechada)

Figura 2.2: Controlador nominal & aumentado

Figura 2.3: Modificacao de K,,,, com Q




Figura 2.4: Modificacio de K4, com @

que € estavel, pois Uy, Uz e Us e () sdo estdveis, uma vez que o controlador nominal
estabiliza a planta. Note que uma escolha aleatéria de U1, Uz e Us pode nio conduzir
ao conjunto de todas as matrizes de transferéncia de malha fechada estavels, realizdveis
através de um controlador estabilizante.

Na préxima se¢do, o conjunto de todas as matrizes de transferdncia sers caracterizado a
partir de formulagdes em espagos de estados que implementam o paradigma do controlador
modificado.

2.3.2 Parametrizacdo em Espacos de Estados

Os algoritmos utilizando a parametrizacio Q devem ser implementados baseados na
representaciao do sistema em espaco de estados. Tal representacdo é conveniente devido
a problemas numéricos inerentes i representacdo por fungdes de transferéncia, como a
geracao de matrizes mal-condicionadas. Por isso, neste trabalho, serdo obtidas as repre-
sentagbes de estado da planta P, do controlador K e do sistema em malha, fechada H.
Uma planta P de um sistema MIMO (mailtiplas entradas - mailtiplas saidas) com dois
vetores de entradas (w e u) e dois vetores de saida (z e y), possui a seguinte realizacio em
espago de estados:

= Apz 4+ By,w + B,u

y = ny "]‘ D'ymw + Dyuu (2'8)
z = C.x + Dyw + Doyu
9




com z(0) = 0, de tal forma que

P{s) = { }}Z:zgg ﬁ;:gzi J = Cp(sl —~ Apy™'Bp + Dp, (2.9)

onde

sz[Bw Bu], cpm{gz], DPZ[];;Z gyu}

As férmulas em espaco de estados para plantas estritamente proprias sdo bastante
simplificadas e por isso, na explanacio a seguir serdo consideradas somente plantas desta
natureza. Esta hipStese ndo compromete a utilizacio da técnica aqui discutida.

Suponha que o controlador possua a realizacio em espago de estados

T = Az + Bry (2.10)

v= Crer + Dy (2.11)
de tal forma que
K(s) = Cg(sI — AK)'IBK + Dy (2.12)

Uma realizacdo em espago de estados do sistema em malha fechada pode ser encontra-
da eliminando-se u e y em (2.8) e (2.10} a (2.12):

T = (AP + Buphcy)x + B, Crrg + (Bw + BuDI\"Dyw)w
T = BKCy$+AK$K~}-BKDyww
z = (Ce+ DDrCe+ DWCrag + (Dow + Dou D Dy )w

de tal forma que
H(s)= Crglsl - Ag)mlBH + Dy (2.13)

Um método geral para se aplicar o paradigma do controlador modificado comeca por
um controlador nominal que é uma realimentacio de estado estimado. O controlador por
realimentacao de estado estimado é dado por

w = K,k (2.14)

onde K,¢p € uma matriz apropriada (o ganho de realimentagio do estado estimado) e & é
uma estimativa de = devida apenas a u, que é governada pela equagio do estimador

= Ap& + Byu+ Loawly — Cy#), (2.15)

i0




onde L.y é o ganho do estimador. A matriz de transferéncia deste controlador é
Knom(s) = —Ksp(s] — Ap + BuKypp + LestCy) Lot (2.16)

Note que K, ird estabilizar P para K foe Lest taisque Ap—B, K e Ap—Leg, Cy sao
estavéis, o que serd assumido a partir daqui. Para aumentar este controlador nominal de
realimentacéo de estado estimado, adiciona-se v em u, na saida do observador, significando
que (2.14) é substituida por:

u=—Kgni+ v, (2.17)

e por isto o sinal v ndo induz qualquer erro de observacdo. Para o sinal €, toma-se a
predicio do erro da saida (Figura 2.5):

€=y~ C,I. {2.18)

A imposigio de que a matriz de transferéncia em malha fechada de v para e deva,
ser zero ¢é satisfeita, pois a diferenca z — & ndo ¢ influenciada por v, isto é, o erro & — &
ndo é controldvel a partir de v. De fato, manipulagoes simples levam a

i— &= (Ap — Loy Cy)(a — )

que nao depende de ». Portanto, a matriz de transferéncia de v para ¢ — & é zero. A
matriz de transferéncia de v para ¢ é Cy vezes esta iltima, isto é, zero.

A aplicagio do paradigma do controlador modificado ao controlador de estado estimado
por realimentacio leva ao controlador baseado no observador mostrado na Figura 2.5.
O controlador baseado no observador é apenas um controlador de estado estimado por
realimentagdo, com a predigdo do erro da saida processada através de uma matriz estdvel
) e adicionada ao sinal do atuador na saida do observador.

De fato, este aumento é tal que o paradigma do controlador modificado gera todos os
controladores que estabilizam a planta. Todo controlador estabilizante pode ser realizado
como um controlador baseado no observador, para alguma escolha de matriz estivel 0.

A partir do controlador baseado no observador pode-se obter as equagoes em espaco de
estados para a parametrizacio de todos os controladores que estabilizam a planta, e todas
matrizes de transferéncia em malha fechada realiziveis pelos controladores que estabilizam
a planta.

As equagdes em espaco de estados para o controlador nominal aumentado sdo, a partir
das equagdes (2.14) a (2.18),

3;3 = (AP - Bu«[{sfb - LestC'y):E + Lestyy + Byv
U o= “fiysfb.’i' + 9 (219)
e = y—0Cyi

11




As equagdes em espago de estados para o sistema em malha fechada com o controlador
aumentado sdo encontradas eliminando-se u e y de (2.19) e das equagoes da planta (2.8):

T e Apz — Buffsfbi + B,w+4 B,v

$ = LewCyz+ (Ap = ByKyp — LewC,)d + Lest Dy + Byv
z = (Lo~ Dzuﬁ'sf&i‘ + Dw+ Dov

e = Cyz~Cyd+ Dyuw

As matrizes de transferéncia 71, T; e T3 podem ser realizadas como:

T T
[ Tég 255) } = CT(sI = ATY'BT 4 Dy, (2.20)
onde:
AT — [ Ap —By K,
1 Lestcy AP - Bulfsfb - Lestcy ’

B B C, ~D.K D.y D
T w u T .. z zuflsfb . zZw Zu
B - L Le‘qtbyw .Bu, J ’ C - { Cy -""Cy } ’ DT - { }

Se ) possul a realizacio em espaco de estados
S:fQﬁ AQ:L‘Q + BQE (2.21)

v = Cgzg + Dge (2.22)

entao a realizacdo em espaco de estados do controlador baseado no observador pode ser
encontrada eliminando-se ¢ e v das equagdes do controlador aumentado (2.19}:

= (Ap- ByK.p— LeatCy = BuDCy)& + ByCoug + (Lest + By Do)y
ibQ = —BQCyi‘ -+ AQQZQ -} BQy
U = —(Ifsfb -+ DQCy):E‘ + CQZEQ - DQy
tal que
K(s)= Cg(sl — AgY ' Br + D (2.23)
12




onde

Aw = [ Ap — Buffsfb - LestCy — BRDQCy BuCQ
BT ~BoCy Ag |7
] Lest 4 BuDQ
By = BQ ] , (2.24)
Cx = | ~Kgs-DoCy Cq|,  Dg=Dg.

Com um pouco de dlgebra pode-se verificar que a matriz de transferéncia de malha
fechiada H dada por (2.13) é igual a Ty + T.QT5.

2.4 Especificagbes de desempenho via Funcionais Conve-
X0s

Muitas especificagdes de desempenho podem ser formuladas através de funcionais con-
vexos sobre H. Entre estes encontram-se os discutidos a seguir e que posteriormente serio
utilizados em exemplos numéricos. Por simplicidade, apenas as versées monovaridveis
destes funcionais serdo apresentadas.

Valor RMS - O valor RMS é uma medida muito usada para se avaliar o tamanheo de
uma fun¢éo de transferéncia H quando sua entrada é excitada por algum processo
estocastico estaciondrio:

Sl i= (52 [ SullH (o))

1/2

onde 5, (w) ¢ a densidade espectral de poténcia da entrada exdgena w. Quando
a excitagdo ¢ um rufdo branco ($,(w) ~ 1, ¥w), obtém-se a definicio cldssica de
norma H:

Grms(H ) 1= (»2}7«; /_::0 EH(jw)!zdw)U? _ (/000 h(t)zdt) 1/2

onde A(t) é a resposta ao impulso de H e a (ltima igualdade deriva do conhecido
Teorema de Parseval.

13
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Sobre-elevacio - O funcional que representa a sobre-elevacio de um sistema é

$os(H) = sup s(t) -1

>0 (2.25)

onde s(1) é a resposta ao degrau unitario de H. Este funcional é convexo se s{oo) =1
€ qUase-convero, Caso contrario;

Ganho de pico - O funcional que representa o ganho de pico de um sistema é
o0
SH) = [ Inlat

Rastreamento assintético e rejeigio de distiirbios - Especificacdes comuns sobre
elementos H;; de H, podem facilmente ser definidas através de

@ss(ﬂ) = H”(O} =1
que representa a restrigdo de rasireamento assintético e
Pss(H) 1= Hy5(0) = 0

que especifica a rejeicdo do sinal de entrada atingindo H; i

2.5 Formulacao Geral do Problema de Projeto

O problema de projeto pode ser formulado genericamente como

min  ¢(H)

deo (2.26)

onde ¢(-) é qualquer funcional eleito como objetivo e 2 é o conjunto factivel determinado
pelas demais especificacbes de desempenho. Fm vista da parametrizacdo (J, o mesmo
problema pode ser expresso como

min  ¢*(Q)

O0'e o (2.27)

onde ¢°(Q) = ¢(T, + ToQTy)

O ={Q : ¥"(Q) < 0}




onde ¥™(Q) = (T +12QT3) é um vetor de funcionais convexos que determina o conjunto
Q*. As restrigoes de realizabilidade e estabilidade sio satisfeitas uma vez que 0 parametro
() sempre representard uma matriz de transferéncia estavel. Além disso, como ¢ e 1 sdo
funcionais convexos sobre H, e H pode ser representada por uma relagdo afim com o
parametro ¢}, as propriedades de convexidade do problema sio preservadas. Note que o
mesmo nao ocorreria se a varidvel de decisao fosse a matriz de transferéncia do controlador,

K.

2.6 Aproximacgoes de Ritz

O método de Ritz para se abordar problemas de otimizacio de dimensio infinita con-
siste em resolver uma sequéncia de problemas em subespacos de dimensio finita em que
a dimensio do subespago considerado é progressivamente aumentada até que uma apro-
ximagao suficientemente precisa do problema original seja obtida. Caracteristicas de con-
vexidade, caso existam, sio preservadas pelo método.

A aproximagdo é realizada através de uma sequéncia de matrizes Ro, Ry, Rqg,--- € H.
Seja
N
Hy:={H : H=Ro+»_ wiRi, z; € R} (2.28)

il
uma aproximagao de ordem N de H. Uma defini¢io apropriada dos parimetros da apro-
Ximacao seria
R(} e T;
R,‘ L= TgQ;‘Tg 4= 1,2,---,1V

obtendo-se entio
N
Hy = {H : H=T,+ ZEiT2QéTS¢ r; € \SR}
i=1

com (Jy,{Jz, -, QN € RH... Neste caso é facil ver que Hy C H. Assim sendo, o problema,
de otimizagdo pode ser expresso como

min  ¢*(a)
ze RN (2.29)
¥z} <0
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onde

N
¢*(x) = ol Ty + > _ 2. 12Q:Ts)

=1

N
i) = v(Ti+ ) 2T2QT5)
i=1

A aproximagdo de Ritz leva a um problema de projeto de controlador convexo se
o problema de projeto de controlador original for um problema convexo, visto que a
aproximagao de Ritz nada mais é que uma restri¢io adicional do tipo H € Hn ao problema,
original.

A N-ésima aproximacio de Ritz para o problema de projeto do controlador gera um
problema de otimizagio de dimensio finita, de tal forma que algoritmos eficientes podem
ser aplicados para a sua solugdo. Para cada 2 € RV associa-se a matriz de transferéncia
Hpn(z) e para cada funcional ¢; associa-se a fungio Qﬁfv : RY — R dada por

o (2) 1= p(Hn(2)), (2.30)
restrita ao conjunto
QN = {zyp(Hp(z)) < 0} (2.31)

Como o mapeamento de z € RY em Hy dado é afim, as fungdes ¢ dadas por (2.30) sdo
convexas se os funcionais ¢; forem convexos. Da mesma forma, os subconjuntos Y C RN
s&0 convexos (ou afins) se ¥(x) 1= ¢;(Hy(z)) forem funcdes convexas.
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Capitulo 3

Abordagem Algoritmica do
Problema de Projeto

3.1 Introducao

O Método de Planos de Corte, apresentado resumidamente neste capitulo, é um algo-
ritmo especialmente desenvolvido para a abordagem de problemas de otimiza¢do convexa
e baseia-se no cdlculo dos valores e dos subgradientes de cada funcional considerado. Na
Secdo 3.2, sdo abordados os subgradientes dos funcionais que caracterizam o desempenho
do sistema, tanto em termos do espaco H quanto do subespaco Hy C H. Em seguida, o
método de Ritz especifico para o problema de projeto e alguns exemplos que ilustram a
solugdo do problema de otimizagio sio apresentados.

3.2 Subgradientes e Subdiferenciais

Em geral, cada especificacio de projeto envolve um funcional ¢ convexo em H, um
espago de dimensio infinita. Neste caso, seu respectivo subgradiente ¢*9 serd um funcional
linear sobre H satisfazendo a desigualdade

$(H) 2 ¢(Ho}+ ¢*(H — Hy), VH, Hy € H (3.1)

Para uma discussdo completa sobre subgradientes, subdiferenciais e propriedades as-
sociadas, veja por exemplo Boyd e Barrat (1991).

Valor RMS

O subgradiente de ¢,,,; num ponto H = Hy pode ser derivado como segue. Se
Grms{ Ho) = 0, obtém-se o funcional zero que & um subgradiente. Se @(Hy) # 0,
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observa-se que ¢, ¢ diferencidvel em Hy e sé existe um subgradiente neste ponto
que ¢é a propria derivada. Pode-se mostrar que o funcional linear ¢3¢ . dado por

1

+OG Tr 7 .~ .
m/ Swlw)Re( Ho{jw)H (jw))dw

—00

rms ()| H=m, =

é o subgradiente procurado.

Sobre-elevagio

Deseja-se determinar um subgradiente de ¢,;(H) em Hy. Para isto, em cada ¢ > 0
define-se o funcional ¢***P*( H), que avalia a resposta ao degrau unitirio de seu
argumento no instante ¢:

P = s(1)

Este funcional é linear, pois pode ser expresso como

qﬁ“ep’t(ﬂ’) _ 1 /+00 ejwt H( ' )dw
= jw Ju

27 J—eo

Assim sendo,
éos(ﬂ-) = sup Qﬁszep,t(ﬂ) -1
>0

Seja 1o qualquer instante de tempo em que a sobre-elevacio é atingida. Neste caso
¢ possivel verificar que ¢***P* & um subgradiente de ¢,, em Hy pois satisfaz a
desigualdade (3.1) para quaisquer H,Hy € H.

Ganho de pico

Seja hgy a resposta ao impuiso da funcio de transferéncia Hy. Observe que para cada
¢ e qualquer A, tem-se que | A(t) | > sgu{hg(¢))h(¢). Portanto

s = [0 Ltz [T senthatiph(is

ou ainda
Syl ) = [ (1 hit) | +sgn(ha0)(h(e) — ho(t)))d
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Desta 1ltima desigualdade conclui-se que

o) = [ sn(ha(t)h(0)dt
é um subgradiente de ¢y, em Hy.

A partir dos subgradientes em termos de H pode-se determinar os subgradientes nos
subespagos de dimensdo finita Hy em termos da varidvel z € RV, De fato, sejam
Ho, H1,---, Hy matrizes dadas e ¢ um funcional convexo sobre matrizes de transferéncia.
Se ¢ é uma fung¢do de N varidveis do tipo

olz) = ¢(Ho+ a1 Hy + -+ znHy)
entao um subgradiente de ¢ no ponto £ é dado por (Boyd e Barrat, 1991)

¢ (Hy)
sb ¢SQ(H2)
¥ .

¢*(Hy)

3.3 Método dos Planos de Corte

3.3.1 Otimizacgao Irrestrita

Nesta sub-secao, o método dos planos de corte bdsico é brevemente discutido. Para
uma discussdo mais completa sobre o método veja por exemplo Lasdon (1970). A solucio
de um problema de otimizagio irrestrita consiste em obter o valor

@ = min ¢(z) (3.2

Suponha calculados os valores da funcio e de pelo menos um subgradiente em z,,
Ty .-, Tk

B(z1), d(z2), ..., Plak)
91 € 0¢(x1), g2 € 0(z2), ..., g € O(zy)

onde J¢{z;) representa o subdiferencial de ¢ no ponto z;. Cada ponto e seu respectivo
subgradiente formam um limitante inferior afim para ¢, como expressa a designaldade
classica

®(2)2¢($2)+g?(z_m2) \VIZ, ix1727”'1k
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Tem-se entdo gue

$(z) = ¢f(z) ==  max  [d(x;) + gl (2 — z;)]

l<i<h (3.3)

onde ¢»fcb(z) ¢ uma fungdo convexa e linear por partes que possui como caracteristica ser
menor ou igual a ¢ em todo o dominio. Essa fun¢do é uma aproximacio inferior de ¢,
e a aproximagdo ¢ exata 1os pontos z1,...,zx pois ¢(z;) = ¢l (z;) para i=1,2,---,k
{Figura 3.1). Percebe-se que

¢* 2 Ly = min  ¢p(z) (3.4)

O problema de minimizacéo & direita pode ser resolvido via programacao linear. Pode-
se expressa-lo como

L,z
dle:) + glz~2) < L, i=1,2,---,k

ou, na forma de um problema linear em termos da varidvel v,

— : T
Ly = n ety (3.6)

9 -1 glzy — )
z 0 ) .
gl -1 glar — ¢lz)

k
O método pode ser facilmente modificado para incluir restricdes. Observe que um

critério de parada para o algoritmo é limitar o erro maximo, ou seja, a diferenca entre ¢*
e Lk,

onde

3.3.2 Otimizacao Restrita

O algoritmo de plano de cortes da subsecio anterior pode ser modificado de virias
formas visando tratar um problema restrito de otimizacao convexa. Um método simples
serd mostrado aqui, valendo-se da mesma idéia de se formar uma aproximacio inferior
linear por partes de uma funcio convexa com base nos valores da, funcdoe e nos subgradientes
ja encontrados.
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Ly 7 - vLES 5123 i-:2

Figura 3.1: Hlustracdo do método dos planos de corte

Supbem-se calculados os valores das funcdes e pelo menos um subgradiente em xq, -+ -, 2y
para a fung¢do objetivo e as fungdes-restricio,

gﬁ(:};]),' : ',t;f)(.?}k), o< a®($1)$ gk E 3¢)(mk):
¢($1)7"':¢($k)1 hl & 8¢($1),,hk € 8?;’)(33]‘;)

Os pontos z; ndo precisam ser factiveis. As fungdes lineares por partes limitando infe-
riormente a fungdo objetivo e as restrigdes sio ¢¥ em (3.3) e

B(z) = max {(2) + hf (z - @i)},

que satisfaz ¥(2) < ¥(z), Yz e R
A funcio limitante inferior u‘:ﬁ:’ representa uma aproximacio poliedral externa do con-
junto factivel

Entao dispde-se do seguinte limitante inferior em ¢*:

¢" > Ly = min{e}(z) | ¥(z) < 0} (3.7)
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Como na segdo anterior, o problema de otimizacio é equivalente a um problema de
otimizacdo linear

Ly = min el w
Aw>b
onde

fgf —1] [ 12y — dz1) ]

N |0 L gf -~ | glze — plzy)
wm[ },6_[1},A_ b= hlxy — ()

S N I R T rn N

Observa-se que o limitante inferior Ly em (3.7} pode ser computado ndo importando
como os pontos e subgradientes forem escolhidos. Um bom critério de parada é

(1[7(2&) < €fact € ¢($k) - Lk S gobj}

Interpreta-se €;,., como uma tolerdncia de factibilidade e €0b; cOmo uma folerdncia
no valor da fungdo objetivo. Quando o algoritmo converge é garantido se dispor de um
ponto que é factivel e cujo valor objetivo estd numa vizinhanca de raio €ob; do valor étimo
correspondente ao problema relazado

min{¢(z) : {2} < €faet}s

mas que provavelmente ndo é factivel para o problema (3.2).

3.4 Aproximacao N-dimensional do Problema

Considere o problema de otimizagio de dimensio N dado por (2.29), e seja A™* o conjun-
to solugdo do problema de dimensio infinita (2.27). Definido um critério de convergéncia
apropriado, a sequéncia de solugdes{z} } converge para um ponto em A™ gquando N — o,
onde 2}, resolve o problema de dimensido N. A sequéncia tem convergencia assintotica ao
otimo do problema de dimensio infinita.

Neste trabalho utiliza-se o método de planos de corte restrito para a obtencio de cada
solugdo z3. O processo de geragio desta sequéncia é a implementa¢io do método de
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Ritz (Segdo 2.6) para o problema de projeto em estudo. Na préxima secao, os resultados
numeéricos correspondentes demonstram a eficdcia da metodologia.

3.5 Exemplos Ilustrativos

Esta se¢do ilustra com exemplos numéricos o método de projeto de controladores via
otimizagao convexa. Em Boyd e Barrat (1991), os mesmos exemplos sio resolvidos através
de métodos de pontos interiores. O sistema de controle com um grau de liberdade (1-DOF)
representado na Figura 3.2 possui planta Py dada por

, 1 10 —s
Fofs) = 21075 (3.8}
nproc Nsen
i
91” i Yy - (7 +l yP = 9_;. +
® 'j‘?*_—* K T Py

Figura 3.2: Sistema de controle 1-DOF

As diversas varidveis presentes na representacio descrita na Figura 3.2 sio definidas
como

o= 6’TEf — Yp — Ngen (39)
Nproe
w = Nsen ; 2= [ ?if j]
gref

A matriz de malha fechada do sistema tem a estrutura

Hﬁ[ﬂu Hy H;g}

3.10
Hy Hyy Hyg ( )

Foram impostas as seguintes condigdes para o sistema:
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1. Assume-se que 7yroc € Tsen 540 processos estocdsticos com meédia nula e densidades
espectrais de poténcia

SP?'OC(LU‘) = W:DZTGCJ Ssgn{w) = WSEEH

e

. A regulagio RMS da saida y, foi definida como
¢Tms,yp{ﬂ} = (”HHWP?’OCH% + “Hl?Wsen”%)i/z
3. A regulacio RMS do controle u foi definida de maneira similar como

¢rms,u(H) = ([i-H?leroc”% + HHQQWsenﬂ%)l/Z

Mo

. Os processos estocasticos sdo caracterizados pelos seguintes valores

Wopoe = 0.04, Wi, = 0.01

5. Adotou-se como base para a aproximagao de Ritz, a funcio

1

Qis) = GETY

0 software que implementa a técnica de projeto de controladores via otimizacio con-
vexa foi desenvolvido em MATLAB e opera em estacdes de trabalho SUN sob o sistema
operacional UNIX. A estrutura do software é bastante flexivel, tanto no sentido da de-
finicio do problema de projeto quanto na incorporacao de novos funcionais que dario
origem a outras especificagdes de desempenho. Operacbes com matrizes de transferéncia
sdo quase que exclusivamente realizadas através das suas representacoes de estado.

Exemplo 8.1 - Considere o problema de se minimizar o valor RMS da saida do con-

trolador, sujeito a restrigic de que o valor RMS da saida da planta seja inferior a
0.1
min - Grms o (H)

(3.11)
qsrms,yp{H) S 0.1

Através da técnica proposta obteve-se o controlador otimo

3510 4+ 1025° + 1218s% + 586187 + 15286s% + 24152s°+
238865 + 14596s% + 5177s% 4 980s + 77

s 1 27810 4 31657 + 2100s° + 883557 + 238595° + 4240755+
497716 + 376673 + 172372 + 41175 + 392

I{h (S) =

que fornece ¢7,,, = 0.040 e g7, = 0.101.
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Exemplo 3.2 - Neste exemplo, minimiza-se o valor RMS da saida do controlader, com
restrigdes sobre os valores RMS da salda da planta e da sobre-elevacdo da saida da
planta, esta dltima combinada com a restricdo de rastreamento assintético.

min ¢rms,u(H)

Sramsy(H) < 0.1 (3.12)
éos(HE?:) S 0.1
¢35(H13) =1

O controlador 6timo correspondente é

35519 1+ 64057 + 40345% + 1318757 + 25763s° + 3206755+
262025 4+ 14148s% + 492152 + 9808 + 77
s 427510 4 3165% + 214155 4+ 873357 + 2231355 + 3702255+
40830s* + 302245° + 148365% + 45135 + 649

K, (s)=

que fornece ¢7,,, = 0.092, Prms,y, = 0.010 e ¢7, = 0.107.

Os resultados obtidos coincidem dentro da precisio estabelecida com os de Boyd e
Barrat (1991). O método dos planos de corte exibe algumas vantagens sobre os métodos
de pontos interiores: simplicidade de implementacio e facilidade para a definicdo de um
conjunto compacto que contenha a solugio, embora possa apresentar baixa taxa de con-
vergéncia comparativamente aos métodos de pontos interiores para problemas muito gran-
des.
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Capitulo 4

Redugao de Ordem de
Controladores: Abordagem
Direta

4.1 Introdugao

Observe que nos dois exemplos do capitulo anterior os controladores étimos sio de
ordem 11, ordem substancialmente maior do que a ordem da planta, 3. Como foi ante-
riormente mencionado, a sintese de controladores via otimizacio convexa tem vantagens
relevantes sobre outros métodos, tais como a conducio aos limites de desempenho do sis-
tema. Porém, a elevada ordem dos controladores gerados é uma caracteristica frequente
e indesejavel, o que incentiva a busca de um método eficiente e pratico de redugdo de
ardem. De acordo com a metodologia proposta nesta tese, as matrizes de malha fechada
associadas H;, e Hy, sio obtidos através de controladores de ordem reduzida.

Este capitulo apresenta o Algoritmo de Edmunds combinado ao método de trunca-
mento balanceado como método redutor de ordem. Q algoritmo de Edmunds trabalha
basicamente em otimizagao de parimetros e com a grande vantagem de poder ser adequa-
do para trabalhar utilizando a parametrizacio de Youla, como serd mostrado no capitulo
seguinte. O método de truncamento balanceado, de facil implementacio e recursos de
ponderagao em frequéncia, é utilizado como um refinamento do algoritmo de Edmunds,
contornando algumas dificuldades que este algoritmo apresenta.
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4.2 Consideracoes Gerais sobre Reducao de Ordem

Melhor desempenho e maior praticidade em hardware e software justificam a pre-
feréncia de controladores de ordem reduzida em relacio aos de maior ordem. Por estas
razdes intimeros métodos tém sido desenvolvidos com a finalidade de reducio de ordem
sem perda significativa das caracteristicas de estabilidade e desempenho do sistema em
matha fechada. Deve-se observar que a simples reducio de ordem geralmente implica em
degradacio das demais caracteristicas de malha fechada (Anderson e Liu, 1989). A fer-
ramenta conceitual utilizada para garantir a manutencio de certa caracteristica de malha
fechada no processo de redugiio de ordem de controladores é a ponderagdo em frequéncia.
O algoritmo de Edmunds, abordado nesta tese como método de redugio, trabalha in-
trinsecamente com uma ponderagio a favor da funcdo de transferéncia de malha fechada,
enquanto que o método do truncamento balanceado ponderado em frequéncia, utilizado
aqui como um refinamento do algoritmo de Edmunds, permite uma livre escolha da ma-
triz ponderagdo. Quanto & escolha dessas matrizes, Anderson e Liu {1989), oferecem um
estudo das varias possibilidades e suas implicaces.

Observa-se finalmente que na literatura existe um consenso quanto 3 necessidade da
inclusdo da planta na formula¢ao do problema de reducéo de ordem do controlador, colo-
cacao esta satisfeita pelos algoritmos explorados neste trabalho.

4.3 Algoritmo de Edmunds

Edmunds (Maciejowski, 1989} propés um algoritmo para otimizacio de parametros
de controladores no sentido de aproximar a matriz de transferéncia de malha fechada
T =GK(I+GK)™" de uma matriz de transferéncia alvo 7} dentro de uma faixa especifica
de frequéncia. O algoritmo permite a escolha dos pélos de K e essa caracterfstica pode
ser usada para a redu¢do da ordem do controlador, como serd mostrado. Por simplicidade
de notagio, a dependéncia de matrizes e polinémios com a frequéncia complexa s serd
ormnitida.

Seja T = GK(I + GK)™' a matriz de transferéncia de malha fechada gerada pelo
controlador K e T} a matriz de transferéncia alvo que se deseja obter. A 7} associa-se o
controlador alvoe K tal que

GKt = Tg(I - Tg)_l (41)

Definindo uma funcdo erro como
pode-se mostrar com uma pequena manipulagio que

(I -THGE,~ GEYI ~T)) = E (4.3)
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Supondo que o erro E é suficientemente pequeno de acordo com alguma norma, o que
acontece se K for suficientemente préximo de K, entdo substituindo I — T por I —T; em
(4.3) obtém-se

(I-T)NGK:—GKYI-T)~ E (4.4)
dado que
(I =THGK, — GK)I = T;) = (I - T,)(GK, — GK)Y{I — Ty} + 0(| E||%) (4.5)
Seja ,
K:= 5N (4.6)

onde d ¢ o polindmio denominador comum, por hipétese conhecido, e N é uma matriz de
polinémios de graus conhecidos mas com coeficientes desconhecidos. Finalmente, definindo

I _(4'7)
A= éBG (4.8)
Y := BGK,B (4.9)

a expressdo (4.4) torna-se equivalente a
Y~ ANB+E (4.10)

As caracteristicas importantes aqui sio que os coeficientes desconhecidos de N apare-
cem linearmente na expressdo e que 4, B e Y sio todos conhecidos e podem ser avaliados
para valores particulares de s quando requerido. Portanto, o problema de encontrar N
que minimiza

VBN = [ BT () B (411)

é um problema de minimos quadrados linear se a igualdade aproximada em (4.10) é subs-
tituida pela igualdade exata.

Para colocar (4.10) na forma padrao mais familiar em que problemas de minimos
quadrados lineares sio geralmente apresentados precisamos empilhar as colunas de Y, N,
e E. Com este propésito define-se suas colunas como

Y = {yl ne ym] (412)
N={ng ... nng) (4.13)
E=ler ... en] (4.14)
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Também precisamos usar a notacio para o produto de Kronecker de 2 matrizes: se P
tem p linhas e ¢ colunas e ) tem r linhas e s colunas, entdo P ® () é a matriz pr x ¢s

il p@ ... ps@
pnld Pl ... paQ

Peo= : : ‘ (4.15)
P pral ... prs@
Nesta notacdo (4.10) pode ser reescrita como
5] 231 €
P (BT g 4] nf + ef (4.16)
Lembre-se que n; representa um vetor de polinémios
ny =y ... nglt (4.17)
e suponha que
nij(s) = visf ol 4 L U (4.18)

para algum inteiro positivo p, assumindo por conveniéncia que cada n;; tem o mesmo grau.
Esta nao € uma restrigio real desde que vf; = 0 é possivel e pode ser for¢ado se desejado.
Entao, {1/;';} é um conjunto de pardmetros do controlador para ser otimizado, e se cada
n;; tem grau p, hd {m{p + 1) parametros a otimizar.
Seja agora a matriz (com {m linhas e Im(p + 1) colunas)

PU U S | 0
sP sl 1
o= 4.19
. (4.19)
sPsPml 1
Entio seja

L3
Sp=| : (4.20)

m

onde

v="0 vy R )T (4.21)
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Entio se

X =[BT ® Az (4.22)
n=ly gl (4.23)
e
e=lef ... el ]T (4.24)
a equacio (4.16) torna-se
ne Xvte (4.25)

que estd em uma forma padréo : n é um vetor conhecido, X é uma matriz conhecida, v é
um vetor de pardmetros desconhecidos e ¢ é um vetor de erros.

Para obter um algoritmo pratico, é necessédrio avaliar 7 e X em um certo niimero de
pontos no eixo imagindrio, s = jw;, ¢ = 1,2, ...u e aproximar ||E|; (que é equivalente a

llell2)-
Como )
lelld = > et (—jwie(jw)ydw (4.26)
i=1
obtem-se portanto
n{jw1) X(jw) £(jwy)
: ~ : v+ g (4.27)
n(Jjw,) X(jwy) e(jwy)

A solugdo padrdo de minimos quadrados para este problema em geral apresenta valores
de pardmetros complexos (Maciejowski, 1989):

X(jun)
p= | XT(—jwr) o XT(—jwy) ||
X(J"wu)
n(jwy)
x| XT(mjwn) oo XT(=jw,)] || (4.28)
W(jwu)

Portanto, é necessario modificar um pouco o problema padrio afim de obter pardmetros
reais. Para fazer isto, utiliza-se o seguinte lema

Lema 1 Se Y = X6+ E, o valor de 8 que minimiza |E}|;, dados X € Y e sujeito d
restricdo Im{#} =0, € i
8 = [Re{X"X}]"'Re{X*Y} (4.29)

onde X~ € a mairiz complera conjugada transposta de X .
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Com a ajuda deste Lema obtém-se os parametros reais 6timos

X(Gw) 7Y\
7= Re{ [XT(—jwy) ... XT(=jw,)] :
n(jws)
XRe { [XT(—jwr) ... X7 (—jw,)] : (4.30)
n(jwu)

A validade deste algoritmo depende da validade de (4.4) que por sua vez depende da
magnitude de ||F||; obtida com o vetor de parametros . H4 contudo, meios de estender
sua validade (Maciejowski, 1989).

Uma vantagem adicional do algoritmo de Edmunds que entretanto nio sers exten-
samente explorada neste trabatho ¢ a flexibilidade quanto a restrices de estrutura para
matriz de transferéncia de malha fechada e de controlador em sistemas multivariaveis.

Embora desenvolvido para K com denominador comum, é possivel atribuir um po-
lindmio denominador diferente para cada elemento de K. Elementos selecionados do con-
trolador K e mesmo coeficientes particulares podem ser impostos como nulos simplesmente
omitindo-se os correspondentes elementos de v e colunas de X na equagio (4.25) . Isto
significa que o algoritmo permite restrigio de estrutura sobre o controlador, o que é extre-
mamente importante e frequentemente desejado. Em processos industriais, por exemplo,
hé consideraveis custos associados a cada elemento nio-nulo da matriz de transferéncia do
controlador, pois cada elemento destes representa hardware e manutencio adicionais.

A restri¢do de estrutura para a matriz de malha fechada {(por exemplo, diagonal) é
exemplificada mais adiante. Se T} é diagonal por blocos, entdo B e portanto, BT @ A
na equagio (4.22) é também diagonal por blocos e o problema se decompde em vdrios
sub-problemas menores.

Se T} & realmente diagonal (que é geralmente o caso), entdo cada coluna de N pode
ser otimizada independentemente e tem-se m problemas separados, cada qual com [(p + 1}
parametros para serem otimizados.

E imperativo que o aigoritmo empregado resolva (4.27)} usando um procedimento nu-
mericamente estdvel e néo (4.30) visto que nas vizinhangas da verdadeira solucio a matriz

X(jwr)
Re{ [XT(~juw1) ... XT(—jw,)]
X(jwy)

aproxima-se da singularidade. Um algoritmo numericamente estivel & obtido como segue:
na notagdo do Lema 1, seja X = Xp, + jXm, Y = Ve + 7¥7,,. Entdo 8 definido por
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(4.29) é também obtido como solugio de minimos quadrados da equacio
Yre Xpe Er.

i - o [ a
que pode ser resolvida de um modo numericamente estdvel usando fatoracio QR (Macie-
jowski, 1989). H4 também a possibilidade de se usar técnicas recursivas para atualizar a
solugao cada vez que X (jwg) e n{jwy) sdo calculados em uma nova frequéncia wy.

Como é geralmente o caso na otimiza¢io por minimos quadrados nao-linear, o sucesso
depende de um projeto K inicial suficientemente bom.

O algoritmo de Edmunds otimiza pardmetros de maneira a aproximar um controlador
alvo K; cuja relacio com a matriz de malha fechada 7; é descrita por (4.1). Por outro
lado, a metodologia de projeto de controladores apresentada na Secdo 2.5 é baseada na
inclusdo. na matriz de transferéncia de malha fechada do sistema, de todas suas funcdes de
transferéncia relacionadas as especifica¢des de desempenho. Por exemplo, para o sistema

de controle 1-DOF discutido na Secio 3.5, a matriz de transferéncia de malha fechada,
denotada por H, é dada por (3.10) e pode ser explicitada como

Fo —PoK Pk
_ | Hu Hyy Hyz | _ 1+ PBK 1+ PK 14 Pk
= = (4.32)
HZI Hzg H23 —P()I( - K K

14+ REK 1+ FBK 1+ FBK

Observa-se que Hiz, His e Hy; se encaixam na estrutura definida por (4.1), mas nao H,y,
Hyz e Haa.

Neste trabalho, apds vérias experiéncias numéricas, optou-se por utilizar o algoritmo
de Edmunds para aproximar apenas os elementos Hya, Hiz e Hoy que possuem a forma
adotada no algoritmo.

Exemplo 4.1 - Para ilustrar o uso do algoritmo de Edmunds em sistemas multivaridveis
onde uma restricio de estrutura é imposta 4 matriz transferéncia de malha fechada,
Maciejowsky (1989) considera o modelo linearizado da dinamica plano-vertical de
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uma aeronave cujas matrizes de estado sio

0 0 1.1320 6 —1.000
0 —.0538 —0.1712 0 0.0705 10000
A=10 0 0 1.000 0|, C={01000]|,
0 0.0485 0 ~0.8556 —1.013 0010 0
0 —0.2909 0  1.0532 —0.6859
0 0 0
—-0.120 1.000 0 00 0
B= 0 0 01, D=100 0
4.419 0 —1.665 00 0
| 1.5750 0 —0.0732

A fungao de transferéncia de malha fechada alvo (que se deseja impor ao sistema) ¢

Tt:diag{(sj3)2’(si3)2’(s ~}1—010)2} (433)

O controlador correspondente é

fl’t = G—th[I - Tt}_i (434)

cuja resposta em frequéncia é mostrada na forma de diagramas de Bode na Figura
4.1. Nota-se, pelos diagramas, que um controlador de dinimica simples é suficiente
para aproximar o comportamento da funcio de transferéncia de malha, fechada alvo,
inferindo-se que em baixa frequéncia uma hoa aproximagdo dos diversos elementos
do controlador {4.34) seria obtida com a seguinte escotha de pélos:

(1,1): —-8 (1,2): 0, —4 (1,3): 0, —30
(2,1): =6 (2,2): 0, =6 (2,3): 0, —30
(3,1): =6 (3,2): 0, =6 (3,3): 0, —30

Adotando-se os pdlos de k;1 em —6, os pdlos de ki2 em 0 e —6 e os pdlos de ks
em 0 e —30, os elementos em cada coluna de K tem o mesmo conjunto de pélos,
permitindo a obtencdo de uma realizacio mais simples.

A seguinte estrutura de controlador é entio adotada

vhst +vhs 4+ vl
s(s-+6)

vips® +vhs + vk
s(s + 30)

Vs + vk
kj(s) = H—L kjp(s) =

s + 6 * k.i'g(s) =
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a1 (1.2) (1.3)

10°

10°

Figura 4.1: Caracteristicas ideais de ganho em frequéncia para elementos de K

Colunas
Linhas 1 2 3
0 —i6 8]
o _ V12 =8x 10 V13 = _5.2967
1 ;l _ _g'?égg v, = 6x 10715 vis = 6.5509
e ng = 1.910116 y?}g = 77.930
0 . _ V22 = 9 X }.G“ U23 = "—0-6153
2 - 001;222 vl = 9.000 vl = 0.6702
nmo 2'32 = (1.7134 _ ygg = 22.989
o _ L’32 = —}m X IOW V33 = "99.88
3 Vo = —17.300 Vly = 9 x 10715 Vi, = —62.41
Yo = —5.6199 v3, = 5.3316 vi, = 104.81

Tabeia 4.1: Coeficientes dos numeradores do K aproximado




Aplicando o algoritmo de Edmunds (modificado para permitir denominadores dis-
tintos) com um conjunto de 50 frequéncias espacadas logaritmicamente entre 0.001 e
100 rad/seg obtém-se os coeficientes dos numeradores mostrados na Tabela 4.1. Este
controlador aproxima a fung¢do de transferéncia de malha fechada quase exatamente.

Exemplo 4.2 - Considere o sistema de controle 1-DOF apresentado na Figura 3.2 com

fungdo de transferéncia da planta

~2.9070

P9 = 5 50m

(4.35)

que representa a dindmica de malha aberta de um péndulo invertido.

O problema consiste em minimizar a sobre-elevacio da saida da planta, sujeito &
restricao de que o valor RMS da saida da planta seja inferior a 0.1:

o e
(4.36)
Brms,yp () < 0.1

Pelo método de otimizagio convexa obtém-se o controlador 6timo

~3335% — 281844
~84285% — 1195052 - 82385 — 2385
8%+ 27.55% + 300,551+
1186.45° + 2325.95% + 2106.7s 4+ 839.4

K, (s) =

que fornece ¢ = 0.896 e Prms,y, = 0.016.

De maneira andloga ao exemplo anterior, a escolha do polinémio denominador é feita
através de um estudo dos diagramas de Bode de K, (Figura 4.23.

A fungdo de transferdncia representada por
s
B(-+1
4y

4

3 2
(p+1)

Kaproz(s) = (4.37)

gera uma boa aproximagdo em frequéncia de K; quando adota-se p = 10, z = 0.9 e
k = 2.85 como mostra a andlise de seus diagramas de Bode {Figura 4.3).
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a
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Figura 4.2: Diagramas de Bode de K,

el
Q
T

s
=]
T

Ganho dB

o

Q

Fase (graus}
&

8

—
<,
&

10° 10 10
Frequencia (rad/seg)

Figura 4.3: Diagramas de Bode de K, ..
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O polinémio denominador adotado como pardmetro para o algoritmo de Edmunds

é portanto
3

( 10
obtendo-se como resultado final o controlador de ordem 2

+1)% (4.38)

—1.20975% — 295.7408s ~ 284.6933
s 4+ 20s + 100
= 0.017.

K(s)= (4.39)

que fornece ¢%, = 0.905, ¢

*
TS, Yo

Estes exemplos mostram que a principal tarefa que o projetista enfrenta é escolher
o polinémio denominador do controlador. Seria possivel minimizar (4.11) também em
relagiio aos pardmetros dos polinémios denominadores, mas entio nio seria possivel apro-
ximar a dependéncia do erro em funcio dos parametros do controlador por uma relagio
linear, o que resulta num algoritmo consideravelmente mais complicado. A andlise de di-
agramas de Bode do controlador original {cuja ordem se deseja reduzir) a fim de se obter
uma aproximagao em frequéncia de K, embora seja uma maneira simples de se obter o
polinémio denominador, nem sempre se mostra eficiente e pode em alguns casos se tornar
um trabalhoso método de tentativa e erro.

Como uma escolha bem mais precisa, os denominadores dos diversos elementos de H
sdo obtidos pelo Método do Truncamento Balanceado ponderado em frequéncia (Anderson
e Moore, 1989), discutido na seciio a seguir.

4.4 Refinamento do Algoritmo de Edmunds: Truncamento
Balanceado

Dadas as matrizes de transferéncia do controlador A, de ordem n, e da ponderacio
W com todos os pdlos em Re {s) < 0, considere o problema de se encontrar K, de ordem
7 < n com todos os pdlos em Re (s) < 0 tal que seja minimo o indice

J = max K (jw) — K. (juw)]W{(jw), (4.40)

onde &{-} representa o maior valor singular do argumento (Anderson e Moore, 1989).
Observe que ndo hd perda real de generalidade em considerar K e K, estdveis, pois caso
K ndo seja estavel, sua parte instdvel é copiada em K, .

Na realidade, o problema nio é resolvido na formulacio dada. Ao invés disso, apresenta-
se a construgdo de um K, que em geral nfo minimiza J porém mostra-se atrativo em
muitos exemplos, particularmente quando W = J. Uma revisio deste caso de ponderacio
identidade é apresentada a seguir.
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Suponha (4.40) com W(jw) = I e o problema de minimizar J. Considere os valores
singulares de Hankel de X em magnitude decrescente como oy, oy, ..., o, e suponha
Oy # 0rp1. Entdo é possivel provar {Glover, 1984) que todos os controladores & » estaveis
de ordem r satisfazem

max Gl (jw) - K. {jw)] > 6,41 (4.41)

enquanto o método do truncamento balanceado implica em
max (K (jw) - K (jw)] < 2041+ ...+ 0y) (4.42)

Este resultado é discutido em Anderson e Moore (1989). Se 0,49,..., 0, sio muito
menores que 0,4y, entao, de (4.41) e (4.42) torna-se claro que o truncamento balancea-
do necessariamente se aproxima do étimo. Isto significa que o erro estd na faixa [or sl
Comparagées em exemplos priticos sugerem que a realizacdo balanceada tem sua prépria
modelageniearacteristica ein frequéncia, o que aparentemente melhora, mais do que de-
grada, uma aproximacio do controlador. Esta razio e sua relativa simplicidade justificam
a escolha do método de realizacio balanceada para redugao de ordem de controladores.

Esta discussio sugere a substituicdo da minimizacdo de J na equacdo (4.40) por uma
variante do truncamento de realizacio balanceada que, de algum modo permita a incor-
poracdo de uma ponderagio em frequéncia. Antes de apresentar esta variagao é necessirio
relembrar o método de truncamento balanceado.

Suponha que

K(s)=CT(sI - A)"' B (4.43)

com A, B,C em realizagdes minimas e que Re A(A) < 0, pois por hip6tese K é estdvel.
Sejam P, (} os gramianos de controlabilidade e observabilidade de tempo infinito, satisfa-
zendo

AP+P AT+ B BT =9 (4.44)

QA+ AT Q+C T =0 (4.45)

Entao existe uma matriz ndo-singular 7 tal que em uma nova base coordenada com
=T 2, A=T" VAT, B=T='B e CT = CTT se verifica

AL 4+ 24T + BBT = ¢ (4.46)
TA+ AT ot =0 (4.47)

onde
L =diagloy,00,...,0.], 0; > 04y (4.48)

sendo o7 autovalores de P Q e o; os valores singulares de Hankel.

39




A aproximacio ndo-ponderada de A é facil. Simplesmente selecionam-se as primeiras

r linhas e colunas de A, e as primeiras r linhas de B e C para definir as submatrizes A,
B, e (; de tal forma que

K.(s)=CI(sI - A,)7'B, (4.49)

sendo que, se 0, > o,y entdo Re A (A,) < 0 para todo i.

Apresenta-se agora um procedimento, o truncamento balanceado ponderado em fre-
quéncia, projetado para gerar um controlador de ordem reduzida K, tal que K, (Jw)W{jw),
como uma fungao de w, se aproxima de K(jw)W(jw). A minimizacio de J em (4.40) nio
¢ alcancada, mas de uma maneira simples, o procedimento resulta num K, aceitével.

Suponha que K é dado por (4.43) e que

W(s) = Do+ CL(sI — Ay)™' By (4.50)
Neste Caso,
. _ w1 .
. I AT sI-4 -BCT BD,
K(siW(s)=[CT 0] { 0 oA B. (4.51)
O vetor de estados da realizacio série é
N
= [ 2y } (4.52)

onde Zj, 2, sd0 vetores estados associados com realizacdes individuais de K e W. Montan-
do as equagdes que definem P e ) como os gramianos de controlabilidade e observabilidade
para a equacdo (4.51) e particionando obtém-se:

}5{ A7 0}+[‘§ECE}P+[BD“JMD§BT Bl | =0  (453)

CnBT AT Aw B,
7 o0 l. . [4 BT T4
{chT ATJQ»}«Q[G AZW}+[EMCT 0]=0 (4.54)
s [ 2o Pu] [ Qu o
F —{ﬁ,z; wa} Q“[Q{w @ww} (4:55)

onde Py pode ser tomado como o gramiano de controlabilidade ponderado para K e o
gramiano de observalidade Q. satisfaz

AT Que+ Qe A+CCT =0 (4.56)

40




e evidentemente nio é afetado pela ponderacio.
Define-se entdo uma matriz mudanca de base coordenada. para I de modo que z; =

T Y%,
T-1 0| _
T = [ 0T } z (4.57)

tal que na nova base coordenada Py, = Qrr = diaglAy, Az, ..., An], Ay 2> Ay, onde M sdo
os autovalores de Pri{Jsr e podem ser tomados como os valores singulares ponderados de
K. ComA=T"AT,B=T"'B,C" = CT, o conjunto {A,B,C} é denominado realizacio
balanceada ponderada de K. Uma aproximagao K,, de ordem r, para K ponderada em
frequéncia é obtida selecionando-se as primeiras r linhas e colunas de A e as primeiras r
linhas de B e C'. As matrizes resultantes A, B, C, definem K, através de (4.49), sendo
que Ke Ai(A;) < 0se a condigio A; # Aiqq se verifica.

Torna-se necessdrio enfatizar que este procedimento nio garante que X minimiza o
indice J da equagio (4.40) e que 140 existem estimativas de erro andlogas as das equacdes
(4.41) e (4.42) para o caso de truncamento balanceado ponderado em frequéncia. Para
uma discussdo completa sobre truncamento balanceado veja por exemplo Anderson e Mo-
ore {1989), onde exemplos priticos demonstram a simplicidade e eficiéncia do método,
justificando sua implementacio.

Um ponto crucial para a aplicacio do método é a escolha de 7, isto €, de onde truncar,
especialmente se os valores singulares nio decrescem de forma acentuada. Pode-se obter
limites superiores para a perda de desempenho devida ao truncamento em termos da
norma infinita (Zhou et al., 1995).

Neste artigo, o efeito do truncamento é atenuado pelo fato de haver uma segunda
etapa, a ser cumprida pelo algoritmo de Edmunds, onde o denominador de K, é fixado, e
uma pds-otimizagio é realizada sobre os pardmetros do numerador para se obter a melhor
aproximacdo possivel da matriz de transferéncia alvo H,.

4.5 Redugao de Ordem de Controladores Otimos: Exem-
plos Tlustrativos

Nesta segdo apresentam-se os resultados obtidos pela implementagio em software do
algoritmo de Edmunds combinade com o método do truncamento balanceado. O critério
bdsico para a escolha de r foi de que K, meramente estabilizasse a planta, o que foi
conseguido em geral com r = 2. A Tabela 4.2 apresenta os valores singulares de Hankel
calculados para os Exemplos 3.1 e 3.2. A matriz ponderagao utilizada para o truncamento

I3

e
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T Exempio 3.1 Exemplo 3.2

1 1.35141562602 3.09494197568
2 0.25821915157 0.19460009837
3 0.02666883960 (0.10593939649
4 0.00984860875 0.04285467823
5 0.00116367221 0.00309357323
6 0.00015472646 0.00049077004
7 0.00013731817 0.00005171503
8 0.00000184895 0.06000035746
9 0.00000151934 0.00000009153
10 0.00600015894 0.00000000358
11 0.00600000380 0.00000000000

- Tabela 4.2: Valores Singulares de Hankel

Po(s)
14 Po(s)K (s)
O objetivo é reduzir ao maximo as ordens dos controladores 6timos Ky, e Ky, obtidos
através de otimizacdo convexa.

Wis)= (4.58)

Exemplo 4.3 - Considere o controlador alvo Ky, de ordem 11. Aplicando-se o método
descrito nesta segao, primeiramente obtém-se através de truncamento balanceado,

d(s) = §* + 3.7087s + 9.0309

O polinémio d é utilizado como pardmetro para o algoritmo de Edmunds, obtendo-se
como resultado final o controlador de ordem 2
5.0122s + 1.7842
Ks)= F 370875 + 9.0309

Observe na tabela abaixo que o controlador reduzido preserva o desempenho carac-
terizado pela matriz de transferéncia alvo H,, .

A K
Grms,w 0040 0.040
Prms,y,  0.101  0.099

As figuras seguintes estabelecem uma comparagao entre as respostas da planta e do
controlador quando o sinal de referéncia é um degrau unitdrio.
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15 26 25 30
Tempo (seg)

Figura 4.4: Saida da planta - Controlador Original

Yemnpo (seg)

Figura 4.5: Saida da planta - Controlador Reduzido
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gzd-f S . R

Tempe (seg)

Figura 4.6: Saida do Controlador Original

[1 3] S SO T T P

5 10 15 20 a5 30
Tempo (seg)

Figura 4.7: Saida do Controlador Reduzido

44




Exemplo 4.4 - Considere agora o controlador alvo K, também de ordem 11. Do
meso modo,

d(s) = s* + 7.17565s + 35.4690

cujos polos sdo também os pdlos do controlador obtido pelo algoritmo de Edmunds,

dem 2
de ordem 29.21885 4+ 3.7354

8% 4+ 7.1756s + 35.4690

K(s)=

Uma vez mais, o controlador reduzido preserva o desempenho caracterizado pela
matriz de transferéncia alvo H,,.

Ky, K

Grmsu  0.092  0.087
brmagy 0010 0104
Pos 0.107 0.112

Deve-se mencionar o fato de que, nestes exemplos, a perda de desempenho devida

ao truncamento em r = 2 foi pequena, deixando pouco espago para a pés-otimizacio

através do algoritmo de Edmunds. As respostas ac degrau unitdrio sio mostradas a

seguir.

i : L I
s kit 15 20 25 20
Tempe {seqg}

PFigura 4.8: Saida da Planta - Controlador Original
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Figura 4.9: Saida da Planta - Controlador Reduzido
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- X-] T e P .................... e 4
2h- ]
B H e .
1H -
0.5 P S ]
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Figura 4.10: Saida do Controlador Original
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Saida do Controlador Reduzido
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Capitulo 5

Reducao de Ordem de

Controladores: Abordagem
Indlreta USSR

5.1 Introducao

A partir dos conceitos e definigdes discutidos nas Segbes 2.2 e 2.3.2, este capitulo
explora as vantagens que a parametrizacio Youla pode oferecer quando utilizada como
um método indireto de redugao de ordem. A equagio (2.23) estabelece que o controlador
K pode ser expresso em termos do parametro ). Ainda, sendo np a ordem da planta, ng
a ordem do controlador e ng a ordem de @ correspondente, (2.24) estabelece que

nEg = np + ny

0 gue sugere que a redugdo de ordem do pardmetro () indiretamente implica em reducio
de ordem do controlador K.

De acordo com (2.7), o pardmetro () é sempre estdvel, o que significa que o método
de truncamento balanceado pode ser aplicado sem a preocupagio de existéncia de partes
instdveis a serem separadas antes da redugdo. Além disso, (2.5) estabelece que o contro-
lador K, correspondente aoc parimetro reduzido ¢}, também estabiliza a planta.

5.2 Algoritmo de Edmunds via Parametrizacdo de Youla

Nesta secdo o algoritmo de Edmunds, cujo desenvolvimento é discutido no Capitulo 4,
¢ apresentado em termos da parametrizacao Youla, ou seja, dado um polinémio denomi-
nador dg, o algoritmo fornecerd o polinémio numerador Ng de tal forma que a matriz de
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transferéncia de malha fechada correspondente a esse novo  seja a mais préxima possivel
da original correspondente a Q.
Analogamente ao desenvolvimento anteriormente descrito na Sec¢do 4.3, sejam

E = Ti - T (5.1)
T = Tl -+ TzQTg (52)
e
Ty =T+ 1:0:T (5.3)
Das equagdes acima obtém-se
E = TthTg - Tg@Tg (54)
on
E=TQ, - Q)3 (5.5)
Seja entdo
1 r
Q= d—j\{Q (5.6)
Q

onde dg ¢ um polinémio denominador comum que é assumido ser conhecido e N Q é uma
matriz de polinémios de graus conhecidos mas com coeficientes desconhecidos. Define-se
ainda

B =T, (5.7)
A=T,— (5.8)
dg
Y = TgQng (‘59)
Logo, (5.4) pode ser expressa como
E=v-1,2%r, (5.10)
dg
E=Y - ANgB (5.11)
Y = ANgB + E (5.12)

O desenvolvimento é similar a0 anterior e resulta num problema de minimos quadrados
correspondente a equagio (4.31). Também aqui o polinémio denominador dg é obtido por
truncamento balanceado ponderado em frequéncia e portanto o método apresentado na
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Secdo 4.4 também é reformulado para trabalhar com a parametrizacio Youla. Basta
considerar agora que o lado direito da equacio (4.43) expressa a matriz de transferéncia

Q(s)=CT(sI - A)"'B (5.13)
Supondo também que as todas as consideragdes feitas na Se¢io 4.4 sejam mantidas,

obtém-se pelo mesmo procedimento de truncamento o parametro reduzido

r = C?(SI_ Ar)_lBr (5'14)

5.3 Limites para Degradacao de Desempenho

Nesta se¢do demonstra-se que é possivel estabelecer Emites precisos para a perda de
otimalidade devido a reducio do parametro Q. Por simplicidade considere o Exemplo 3.1
Jja discutido, com as seguintes definicoes:

D1(Q) = Prms_y (11 + TaQTs) = |Gy + G1Qiz
Yo(Q) 2= Prps o (T1 + TaQTs) = |G + GaQil2

onde G’i, i = 1,2 dependem de submatrizes de Ty e, G}, i = 1,2 dependem de submatrizes
apropriadas de T3 e T3, conforme estabelecido na formulagio do Exemplo 3.1.

O primeiro passo é mostrar que %, e ¥ sio fungdes continuas de (G, isto é, pequenas
variagbes em () produzem variagdes finitas em % e 9. Para estes funcionais é possivel
escrever

Ui(Q) — ¥i(Q) = |G1 + GiQlla - |Gy + G1Qll2, i =1,2

e como ||z}| — flyfi < [l2 — y|| para quaisquer dois vetores z, y de um espacgo normado, vem

19 @) = b Q) < Gi(Q ~ Q)ll2,  i=1,2

e pela defini¢do de norma infinita de uma matriz de transferéncia

[9:(Q) = @) <||GilloollQ = Qflzy  i=1,2
< M|Q - Q2

ou seja, existe um escalar M = max{||G1|co, ||G2lloo} que limita a variacio dos funcionais
devido a varia¢io do pardmetro . Supondo que () representa o valor do parametro obtido
via otimizacio e () representa o parametro reduzido, as inequagdes (5.15} mostram que a
variacao dos funcionals pode ser tio pequena quanto se queira. De fato, basta obter  tal
que

(5.15)

I -Qll: <
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para garantir que )
[9:(Q) — (@) < e

onde ¢ é uma tolerancia pré-definida.

5.4 Experiéncias Numéricas e Andilises Comparativas

Esta se¢do apresenta os resultados obtidos com a implementagio nimerica dos algorit-
mos de Edmunds e de truncamento balanceado em termos da parametriza¢do Youla. Os
valores singulares de Hankel sio apresentados na Tabela 5.1, Nota-se que 7 = 2 ¢ uma
boa escolha para o Exemplo 5.1 pois os valores decrescem bruscamente a partir de o3. Da
mesma forma, r = 3 é a escolha mais adequada para o Exemplo 5.2. A matriz ponderagio
W é a mesma expressa pela equagio (4.58).

Exemplo 1
90.28017720703
36.53651881991

Exemplo 2
76.32559201511
14.91713599398

o ot R L R R O T

0.79286416732
0.13392204186
0.08622959600
0.00017789317
0.00019942017
0.00000019507

1.27245345720
0.04015263249
(.00412660080
0.00005175308
0.00000173751
0.00000000000

Tabela 5.1: Valores Singulares de Hankel

Exemplo 5.1 - Considere o problema de minimizacio representado por (3.11) e seu con-
trolador étimo obtido por otimizagio convexa. O parimetro () 6timo correspondente
é
—32.73s" — 213.675° — 594.635%-
882.84s" — 712.83s% — 270.055% — 12.755 + 8.86

8% 4 8.00s7 + 28.00s% -+ 56.00s°+
70.00s* + 56.00s° + 28.0052 + 8.00s + 1.00

Quls) =

Por truncamento balanceado obtém-se o polinémio
dg(s) = s* + 1.0511s + 0.4586
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que define o denominador para o algoritmo de Edmunds, gerando como resuitado
final o parametro de ordem 2

~31.6157s+ 4.1272
s? +1.0511s + 0.4586

Qs) =

O controlador reduzido correspondente a Q(s) é

3.6620s* + 85.5755°+
513.8610s% + 246.74505s + 35.5208

52 +20.4314s* + 153.62755°
597.82895% + 886.7377s + 179.2879

K(s)=

Observe na tabela abaixo que o controlador reduzido correspondente ao parimetro
¢} preserva o desempenho caracterizado pela matriz de transferéncia alvo H £ -

K, K
Grmsw  0.040  0.040
Grmsiyy  0.100  0.101

As respostas ao degran unitdrio podem ser comparadas a partir das figuras seguintes.

[ : i P
5 10 15 20 25 30
Tempo (seg}

Figura 5.1: Saida da Planta - Controlador Original
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15 g o5 T o

Tempo (sag)

Figura 5.2: Saida da Planta - Controlador Reduzido

Q-B - . . R T T PRI —

O4F i el TR . e B : e

Tempe (s2g)

Figura 5.3: Saida do Controlador Original
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Tempo {seq}

Figura 5.4: Saida do Controlador Reduzido

Exemplo 5.2 - Para o controlador étimo Ky, obtido por otimizacdo convexa para o
problema de minimiza¢io referenciado por (3.12}, o pardmetro @ timo &

~0.69s7 + 4.395% 4 40.9255+
Quu(s) 88.03s% 4 55.005% — 34,2252 — 54.945 ~ 16.78
5 =
2 s® + 8.00s7 + 28.00s° + 56.0055+
70.00s* + 56.00s% + 28.00s% + 8.00s + 1.00

Neste caso, o polinémio denominador obtido por truncamento é

do(s) = 57 + 2.11465% + 1.68235 + 0.4949
e o parametro ¢} de ordem 3 obtido por Edmunds é

~0.9600s% + 10.8077s — 8.30290
5% 4 2.11465% + 1.6823s + 0.4949

Q(s) =

O controlador reduzido correspondente a (s) é
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34.3177s% + 436.3279s* + 998.932053+
704.73505% + 308.7527s + 38.3389
s 4+ 21.49495% + 175.46125% + 793.9198s5+
1270.45255°% + 758.4888s + 321.0872

K(s)=

Também neste caso, o controlador reduzido correspondente a ) preserva o desem-
penho caracterizado pela matriz de transferéncia alvo i,,.

Ky, K
Prms  0.091  0.091
Prmsy, 0.099 0.100
Pos 0.106 0.107

A i L :
5 10 15 20 28 30
Tempo (seg)

Figura 5.5: Saida da Planta - Controlador Original

55




1.2 T - T T t

Tempa (seg)

Figura 5.6: Saida da Planta - Controlador Reduzido

30

3 . T .
2_5 ........................... =

2 . o
1.5H .

1 21 e uy
osbb .
» ; : ; : ;

o 5 10 15 20 25 30

Tempo (sag)

Figura 5.7: Saida do Controlador Original
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Figura 5.8: Saida do Controlador Reduzido
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Capitulo 6

Conclusoes Gerais

Este trabalho abordou o problema de projeto de sistemas de controle via otimizacao
convexa. A partir de técnicas de fatoracio de matrizes de transferéncia, obtém-se uma,
parametrizagio de todos os controladores que estabilizam uma determinada planta e uma
representagao afim para a matriz de transferéncia de malha fechada do sistema. Como
muitas das especificages de projeto sio convexas quando descritas em termos da matriz de
malha fechada do sistema, é possivel formular o problema de projeto como um problema
de otimizagdo convexa, tendo como varidvel de otimizacao um elemento do espago das
matrizes de transferéncia racionais estiveis préprias. Uma aproximacio adequada deste
espago vetorial através de espagos de dimenséo finita permitiu a definicio de um problema
de otimizagdo convexa, passivel de resolucio através do método dos planos de corte. Os
resultados obtidos mostram a viabilidade deste tipo de abordagem e a eficiéncia do método
selecionado.

O passo seguinte deste trabalho teve come objetivo a redugio de ordem dos controla-
dores obtidos pelo método de otimizacio proposto que, como caracteristica inerente, gera
controladores de ordem elevada. A preocupagio quanto a manter as caracteristicas de ma-
tha fechada, particularmente desempenho, justifica a opgao pelo algoritmo de Edmunds,
que permite a escolha dos pdlos do controlador reduzido. O método do truncamento
balanceado foi utilizado como garantia de uma boa escolha de polos.

Como objeto de pesquisa particularmente interessante, o algoritmo de Edmunds foi
reescrito e implementado em termos da variavel de parametrizacio {J, gerando um método
indireto de reduc¢do de ordem de controladores cuja principal vantagem é a obtencio de
um controlador reduzido K, que sempre estabiliza a planta, o que nao pode ser garantido
pelo algoritmo tradicional. O método de truncamento, também utilizado como refinamento
nesta abordagem indireta, pode ser sempre aplicado sem prescupagdes quanto a existéncia
de partes instiveis a serem separadas antes da redugdo pois o pariametro ¢} é sempre
estivel,
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Embora nic tenha sido explorada neste trabalho, uma caracteristica notavel do al-
goritmo de Edmunds se refere a sua aplicagdo em sistemas multivaridveis com restrighes
de estrutura sobre as matrizes de malha fechada e do controlador. A imposicao de uma
estrutura para o controlador é extremamente desejavel em virios Cas0s, COMO DOr exem-
plo em aplicagdes aeroespaciais e em processos industriais onde cada elemento nio-nulo
da matriz de transferéncia do controlador implica em hardware e manutencio adicionais,
significando aumento considerdvel de custos.

Torna-se relevante mencionar que, embora a implementacio do algoritmo em termos da
parametrizacao Youla apresente algumas vantagens, a transformacio do pardmetro @ para
o correspondente controlador é de certa forma complexa e ndo é ficil impor uma estrutura
desejada ao controlador usando esta aproximagio, o que sugere que sua aplicacdo para
sisternas multivaridveis com restricoes de estrutura apresenta-se como um interessante
assunto para estudos futuros.
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