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Resumo

Este trabalho aborda o problema de determinar se dois polindmios interva-
lares sdo coprimos no sentido robusto. Motivado por problemas de controle que
empregam equagdes Diofantinas, adota-se uma representacao intervalar para a cha-
mada resultante de Sylvester associada aos polindmios intervalares considerados.
Elementos de Analise Intervalar, sio entfio utilizados. Uma condicioc necesséria e
suficiente e condigoes suficientes para a nao-singularidade robusta de resultantes de
Sylvester intervalares sio analisadas. Estimativas para o chamado raio de coprimo-
robustez baseados no céleulo do raio de ndo-singularidade robusta sio propostas
e comparadas. Testes computacionais com exemplos da literatura sio discutidos
de modo a quantificar o grau de conservadorismo dos métodos considerados.

Abstract

This work deals with the problem of determining whether two polynomials are
coprime in a robust sense or not. Motivated by control problems which employ
Diophantine Equations, an interval representation for the sc-called Sylvester re-
sultans associated to the interval polvnomials is adopted. Sufficient conditions
and a necessary and sufficient condition to the robust nonsingularity of interval
Sylvester resultants are analyzed. Estimates for the radius of coprime robustness
based on the computation of radii of robust nonsingularity are proposed and com-
pared. Computational tests with examples of the literature are discussed in order
to quantify the degree of conservativeness of the methods considered.

HMIDAMP
- oy
BIBLIOTEDA CERYHS
e eni it VEBAENTY AW 10



Agradecimentos

® Nenhum pdssaro voard alio demais
se estiver voando apenas com suas
proprias asas’.

(William Blake)

£ sempre uma tarefa muito dificil sintetizar os nossos sentimentos através de palavras, no
entanto, nao posso deixar de expressar de maneira escrita a minha gratidao a todos aqueles
que contribuiram de maneira direta ou indireta para tornar a minha vida muito mais agradé-
vel em cada um dos dias que antecedeu a finalizacio deste trabalho.

Como nfo poderia deixar de ser, agradeco primeiramente a Deus, pelas incontaveis opor-
tunidades de trabalho e aprimoramento ao longo de toda a minha existéncia e por permitir

que viesse ao mundo no seio de uma maravilhosa familia;

Aos meus queridos pais Maria e José Waldir pela paciéncia, dedicagio e pelo Amor incon-
dicional;

Aos meus irmaos Mércio (Cius) e Marcelo (Cid&o) pelo carinho e pelo constante incentivo
em todos os momentos de minha vida;

A minha querida Livia pelo incentivo e por fazer-me crer no maior de todos os sentimentos,
o Amor;

A todos os mestres, que ao longo de minha vida contribufram para & minha formacio
e especialmente ao Prof. Paulo Augusto Valente Ferreira pela oportunidade, pelas valiosas
sugestes e pela maneira inteligente, criteriosa e objetiva, com que conduziu esie trabalho.
Muito obrigado!

A CAPES pelo imprescindivel apoio financeiro;

Ao ensino piiblico, gratuito e de qualidade, do qual tive o privilégio de desfrutar;

Aos outros irm&os que a vida me deu e que apesar da distincia fisica, encontram-se sempre
muito préximos: Jan Okano, Vladimir Carvalho, Douglas Cabral e Renato Vergani;

Aos meu amigos da FEIS-UNESP pelos inesqueciveis anos de “sofrimento” conjunto ¢ pelo
fortalecimento do sentimento de companheirismo:

iii



iv

Aos meus amigos de Repiblica: Fabiano, Edson, Marcos, Roberto, Mauricio, Jogé Carlos,
Edilson e Giérgic por toleraram pacientemente as minhas crises de mau-humor e por fazerem
de nossa casa um ambiente muito agraddvel para se viver:

E finalmente, gostaria também de externar o meu MUITO OBRIGADO a todos o8 meus
amigos da Unicamp e particularmente aos meus companheiros do Departamento de Telematica
da FEEC que assim como eu, também sdo “culpados” pela realizacio deste trabalho. Em es-
pecial, Alfredo Lordelo, Ribia “Maria”, Marcia Lissandra, Valter Junior, Ricardo Fontoura de
Oliveira, Vinicius Montagner, Cristiane Nespoli e Alessandro Vargas pelos intimeros “auxflios-
tese”, pela amizade sincera e pela eterna boa-vontade em ajudar; José Maria, Ana Fldvia,
Tatiane Bonfim, Marcia Tomie, Simone Schimidt, Paulo James, Rodrigo Gusmao, Raulison
Resende, Adriano Neto, Raquel Valenca, Yusef Céceres, Marcel Castro, Marcos Cor4, Stella
Chung, Ivana Nascimento, Wanessa Gazzoni, Antonio Aido, Lufs Milla-Leon, Ricardo Costho,
Edgar Noda, Fabioc Hernandes, Leandro Marques e Gustavo Moisés por ajudarem a construir
um ambiente harmonioso, saudével, cordial e muito bem-humorado de trabalho.



SE NAO HOUVER FRUTOS, VALEU
A BELEZA DAS FLORES; SE NAO HOUVER
FLORES, VALEU A SOMBRA DAS FOLHAS;
SE NAO HOUVER FOLHAS, VALEU A IN-
TENGAO DA SEMENTE. (HENFIL)



Sumario

Resumo e Abstract

Agradecimentos
Motagaes
1 Introdugiio Geral
1.1 OrgamizagBe . . . . .. .. L
2 Eqgquacado Diofantina em Controle
2.1 Inmtrodugho . . ... ..
211 PBreveHistérico . . . .. .. ... .. ... ...
2.2 Resultantede Sylvester . ... ... ... ... . ... ... ... ... ...
2.3 Extragdo de Fatores Comuns . . . . ... ... .. ... .. ... ... . ...
231 AEquagioDiofantina . .. ... ... ... ......... .. . ...
2.4 Resultante de Sylvester Intervalar . . . . . ... ... .. .. ... ...... .
2.4.1 A Equacdo Diofantina Intervalar . . . . . ... ... ... ..... . .
3 Elementos de Algebra intervalar
3.1 Definigbes e Operagdes Basicas . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
310 Imbervalos . . .. ... L
3.1.2 Imtervalos Fechados. . . .. .. ... ... ... .. ... . ... . .. ..
313 Algebralntervalar . .. . ............. ... .. ... ... ..
3.2 Vetores Intervalares . .. ... ... ... .. ... ... ... ...
3.3 Matrizes Intervalares . . . . .. . ... L
3.3.1 OperagBes com Matrizes Intervalares . . . . ... ... ..........
34 Regularidade . . ... ... L
3.4.1 Condigbes Suficientes. . . . . . .. ... ... . ... . ...
3411 RaloEspectral {p) . . ... ... ... .. .. ... .. ...
3.4.1.2 Valores Singulares (o) . . . .. .. ... ....... .. ... .
3.42 Uma Condigdo Necessiria e Suficiente . . . . . .. ... ... ... ...
3.5 Fatoragho QR . . . L
3.5.1  Transformacdo via Matrizes de Householder . . . . . . .. ... ... .
3.5.2  Fatoracao QR via Matrizes de Householder Intervalares . ... .. ...
3.5.2.1 O método de Householder intervalar . . . . .. ... ... ...
3.5.3 Condicdo Suficiente para a Nio-Singularidade Robusta de Matrizes In-
tervalares Baseada em Fatoragio QR do tipo Intervalar . . . ... ...

vi

i

iii



SUMARIO vii

4 Coprimo-Robustez de Polinémios Intervalares 29
4.1 IntrodugBo . . . . . L e e e 29
4.2 Polindmios e Plantas Intervalares . . . . ... .. ... ... .. ... .. ..., 29
4.3 Andlise via Teorema das Arestas . . . . . . ... ... .. ... ... ... ... 30
4.4 Condicdes Suficientes para Coprimo-Robustez de Polindmios Intervalares. . . . 31

4.4.1 Raios de Nao-Singularidade Robusta e Coprimo-Robustez . . . . . . . . 32
4.4.1.1 Raiode Coprimo-Robustez . . ... ............... 33

4.4.1.2 Raio de Nio-Singularidade Robusta . . .. . . .. .. ... .. 33

4.5 Céleulo do Raic de Nao-Singularidade via Bissegio . . . . . . . .. .. ... .. 34
451 MétododaBissego . . .. ... ... 34
4.5.2 Calculo do Raio de Nédo-Singularidade via Bissegao . . . . . . . .. ... 36

5 Testes Computacionais 33
51 Imtroduglo . . . .. . L 29
5.2 Método Visual de (Bhattacharyya et al., 1995) baseado no Teorema das Arestas 40
5.3 Estimativas Baseadas no Raio Espectral {p) . . . .. .. . ... ... . ..... 44
5.4 Estimativas Baseadas em Valores Singulares{¢}. . . .. . ... ... ... ... 43
5.5 Estimativas Baseadas em Programagio Linear . . . . . . . . . . ... ... ... 52
56 ComparagdodosResultados . . . . .. . ... ... .. ... ... ... ... 56

6 Conclusao 50

Bibliografia 61



Lista de Figuras

2.1
3.1

4.1
4.2

5.1

5.2

5.3

54

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
3.21
5.22
5.23
5.24
5.25
5.26
5.27
5.28
5.29
5.30
5.31

Sistema SISO com realimentagdo unitdria. . . . . . ... ... ... ..... .. 9
Umacaixa(x] de I(R®) . . ... ... ... ... . .. .. .. . ... ... 16
Conjunto de arestas formadas pelo polindmio intervalar [o] = [o],f] . . . . . 31
Métododa Bisseclio . . . .. . . ... . ... ... 35
Conjunto espectral de [b(s)] come=10.362. .. ... .. ... .. ....... 40
Conjunto espectral de [a(s)] come=0.362. ... ... ... .......... 40
Cornjuntos espectrais de [a{s)] e [b(s}]j com e=0.362. . . .. ... ... .. .. 40
Detalhe dos conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com e = 0.362. . ... . .. 40
Conjunto espectral de [b(sjl come=05. . . . . .. .. .. ... ..... ... 41
Conjunto espectral de [a{s)] come=0.5.. . . . . ... ... ... . ...... 41
Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] come=05. ... ... ... ...... 41
Detalhe dos conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] come=0.5.. ... ... .. 41
Conjunto espectral de [b(s)l come=0.525. . . ... ... ... ... ..... 42
Conjunto espectral de la(s)] com e =0.525. . .. ... ............. 42
Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com e =0.525. . .. ........... 42
Detalhe dos conjuntos espectrais de [a{s)] e [b{s)] com ¢ = 0.525. . ... ... 42
Conjunto espectral de [b(s)] come=8.95. . . ... ... ... ..., ..... 43
Conjunto espectral de [a(s)] come=8.095 . . . ... ... ... ... ..... 43
Conjuntos espectrais de {a(s)l e b(s)lcome=895. . . . . ... ... ... . 43
Detalhe dos conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com e=8.95. . . . .. ... 43
Conjunto espectral de [b{(s)] come=0362. .. ... ... ... ........ 44
Conjunto espectral de {a(s)] come=10362. .. .. ... ............ 44
Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com e=0362. ... ........... 44
Detalhe dos conjuntos espectrais de [a{s)] e [b(s)] come=0.362. . ... ... 44
Conjunto espectral de [b(s)] com e=0.110. . . . ... ... .. .. ...... 45
Conjunto espectral de [a{s}]j come=0.110. . . ... ... ... ... .. ... 45
Conjuntos espectrais de [a(s)l e b(s)] com e =0.110. . . .. .. ... ... .. 43
Conjunto espectral de [b(s)] com e =0.457. . . .. .. ... .......... 46
Conjunto espectral de {a(s)] come=0457. . . ... .............. 46
Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com e =0457. . .. ... ........ 46
Conjunto espectral de {b(s)] com e =6.281. . .. ... ... .......... 47
Conjunto espectral de [a(s)] com e=6.281. . ... ... ... ......... 47
Conjunto espectral de [b(s)] e [a(s)] com e=6.281. . . .. ... ........ 47
Conjunto espectral de [b(s)] com e=0.283. . . ... ... ... ..... ... 48
Conjunto espectral de {a{s)] com e=0.283. . ... ... ... . ..., .... 48

viii



LISTA DE FIGURAS ix
5.32 Conjuntos espectrais de [a{s)] e [b(s)] com e =0.283. . . . ... ... ... .. 48
5.33 Detalhe dos conjuntos espectrais de a(s)] e [b(s)] com e = 0.283. . . ... .. 48
5.3¢ Conjunto espectral de (B(s)] com e=0.035. . . ... ... ........... 49
5.35 Conjunto espectral de [a{s)] come=0.035. . ... ... ... ......... 49
5.36 Conjuntos espectrais de [o(s)] e [b(s)] com e=0.035. . . . . ... ... .. .. 49
5.37 Conjunto espectral de [b(s)] com e=0.236. ... .. ... ... ...... .. 50
5.38 Conjunto espectral de [a(s)] com e =0.236. . . ... ... ... ... . .... 50
5.39 Conjuntos espectrais de {a(s)] e [b(s)] com e =0.236. . . ... ... .. .... 50
5.40 Conjunto espectral de [b(s)] com e =0.283. . . ... ... ........... 51
5.41 Conjunto espectral de [a(s)] come=0.283. . ... ... ... .. ... .. .. 51
5.42 Conjuntos espectrais de [a{s)] e [b(s) com e=0.283. .. .. .... ... ... 51
543 Conjunto espectral de [b(s)] come=10.362. . . ... ... .. ... ..., .. 52
544 Conjunto espectral de [a(s)] come=0.362. . ... .. ... ... . ... . .. 52
5.45 Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s) come=0362. ... ....... . . .. 52
5.46 Detalhe dos conjuntos espectrais de [a(s)] e [6(s)] com e = 0.362. . ... .. . 52
5.47 Conjunto espectral de [b(s)l come=0.114. . .. .. ... ... . ... .. .. 53
5.48 Conjunto espectral de [a(s)] come=0.114. .. ... ... .......... . 53
5.46 Conjuntos espectrais de [a(s)} e b(s)] come=0.114. . . . ... .. ... ... 53
5.50 Conjunto espectral de [b(s)] com e =0.475. . . .. .. ... ... ... .... 54
5.51 Conjunto espectral de [a(s)l com e =0.475. . ... ... ... ... ... .. 54
5.52 Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com e=0475. . . . . ... ... . ... 54
5.53 Conjunto espectral de [b(s)] come=8.875. . ... .. ... ... ... . ... 55
5.54 Conjunto espectral de {a(s)] come=8.875. . . ... ... ........... 55
5.55 Conjuntos espectrais de {b(s)] e [a(s)] com e=8875. .. ... ... ... ... 55
5.56 Detalhes dos conjuntos espectrais de [b(s)] e [a(s)] com ¢ =8875. . . . . .. . 55



INotacoes

Conjunto dos niimeros reais.

Conjunto dos vetores reais com n componentes.

Conjunto das matrizes reais de dimensdo m x n.

Conjunto de todos os intervalos reais fechados.

Conjunto de todos os vetores intervalares de dimensio n.
Conjunto de todas as matrizes intervalares de dimensaoc m x n.
Intervalo fechado.

Limite inferior de [a).

Limite superior de [a].

Ponto médio ou central de [a].

Vetor intervalar.
i—ésimo elemento de [al.
matriz intervalar.

Limite inferior da matriz [A].

Limite superior da matriz [A].

Ponto médio ou central da matriz [4].
Matriz raio da matriz {4).

ij—ésimo elemento de [A].

infimo de g

supremo de a.



Capitulo 1

Introducao Geral

O problema de projeto em sistemas de controle pode ser colocado da seguinte forma: Dada
a funcao de transferéncia de um sistema a ser controlado e um conjunto de especificacges de
desempenho, projetar um compensador de forma que o sistema em malha fechada seja estével
e todas as especificacfes sejam satisfeitas. Assume-se geralmente que o modelo matemitico
do sistema possui uma descri¢do precisa. No entanto, raramente dispomos de wm modelo
matemdtico para um sistema que seja a0 mesmo tempo completo e preciso. Assim como
os valores de resistores e capacitores em circuitos elétricos podem possuir quaisquer valores
dentro das margens de tolerdncia especificadas, podem existir incertezas quanto aos valores
que os pardmetros do modelo assumem, ou mesmo sobre a prépria estrutura do modelo. A
modelagem prévia das incertezas associadas a um sistema real certamente propicia meios de se
melhor controlar o sistema de interesse. Além de incertezas que podem ser modeladas através
do conhecimento prévio da dindmica do sistema, alguns tipos de incertezas sdo provocadas
por variagGes ao longo do tempo, devidas a fatores como desgaste, envelhecimento de compo-
nentes e falhas nas condicdes de operagio de componentes do sistema, tais como sensores ou
atuadores.

Em certos casos € possivel modelar incertezas através da substituicio das constantes re-
ais dos coeficientes dos polindmios que descrevem a planta por intervalos reais fechados, o
que dé origem a uma planta intervalar. A andlise de sistemas de controle intervalares é o
principal tema tratado neste trabatho. Propomos um conjunte de ferramentas para analise e
eventualmente controle de sistemas lineares invariantes no tempo representados por fungdes
de transferéncia intervalares, baseado em conceitos e métodos de Andlise Intervalar, um im-
portante ramo no campo da Anélise Numérica {Juzzo, Lordelo e Ferreira, 2003). Estamos

particularmente interessados em problemas derivados da consideragio do que chamamos de



Equacao Diofanting Intervalar (Lordelo, Juzzo e Ferreira, 2004a).

O problema da determinacic de fatores comuns (méximo divisor comum) de dois po-
lindmios dados é um dos problemas fundamentais da Teoria da Computacio (Aho, Hoperoft
e Ulmann, 1974}, Na anélise de modelos obtidos através de identificacdo de sistemas, por
exemplo, & desejavel que eventuais fatores polinomiais comuns venham s ser detectados. Em
sistemas multivaridveis, fatores comuns podem exercer uma dréstica influéneia na estrutura do
modelo da planta. A determinacBo da ordem de modelos baseada em procedimentos que iden-
tificam a existéncia de fatores comuns € discutida em (Boom e den Enden, 1974} e (Unbehauen
e Géring, 1974).

Um métedo comumente utilizade para a deteccdo de fatores comuns é o Algoritmo de
Euclides {Kailath, 1980). Entretanto, este algoritmo nfo apresenta bom desempenho quando
os coeficientes do polinémioc sao perturbados por rufdos. A existéncia de incertezas pode elevar
o grau de dificuldade de resolugdo do problema. Nessas circunsténcias, nio existe wm método
sistematico efetivo que efetue a identificacdo de fatores comuns. A literatura relacionada
ao assunto (Wilkinson, 1963}, nos mostra que a forma como as incertezas nos coeficientes
dos polinémios influenciam as posigles dos zeros do polinémio é pouco previsivel. Para uma
discussio mais detalhada do assunto, veja (Soderstrém, 1975). Em muitas situaches praticas,
as incertezas sobre o modelo se refletern nos parfmetros da planta, o que tem motivado
vérias linhas de pesquisa em Teoria de Controle Robusto Paramétrico (Ackermann, 1993},
(Barmish, 1994) e (Bhattacharyya, Chapellat e Keel, 1995}.

Neste trabalho, plantas incertas séio representadas por fungbes de transferéncias préprias
com coeficientes pertencentes a intervalos reais. O estudo de sistemas lineares intervalares se
reduz entao ao estudo de certas propriedades de polindmios intervalares e da chamada Equagio
Diofantina Intervalar, realizados através de métodos baseados em Anélise Intervalar {Alefeld
e Herzberger, 1983). Entre outros trabalhos sobre Anélise Intervalar mais relevantes para esta
dissertacdo, citamos (Beeck, 1975), que analisou sistemas de equacfes lineares intervalares e
propds uma condigdo suficiente para ndo-singularidade robuste muito utilizada, e {Jansson e
Rohn, 1999}, no qual um algoritmo para verificagao da ndo-singularidade robusta de matrizes
do tipo intervalar é proposto. Atualmente todas as condigbes necessdrias e suficientes para a
regularidade de matrizes intervalares conhecidas exibem comportamento exponencial, isto &,
requerem que um ndmero exponencial de problemas, tais como o célculo de determinantes,

resolugio de equacdes lineares, inversao de matrizes, etc. seja resolvide. A exponencialidade
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inerente a todas essas condigfes é decorrente do fato do problema ser do tipo NP-dificil, como
mostradc em (Poljak e Rohn, 1993). Neste trabalho propde-se utilizar técnicas computacionais
baseadas em Anélise Intervalar com o propésito de investigar a ndo-singularidade robusta da
chamada matriz de Sylvester intervalar, e o problema correlato de determinar se os polindmios
intervalares associados sBo robustamente coprimos. A motivagio principal do trabatho é
investigar se, e sob que condigdes, resultados disponiveis na literatura sobre a matriz de
Sylvester podem ser estendidos para o casc em que os polindmios que geram a matriz sdo

intervalares.
1.1 Organizacao
A Dissertagdo estéd organizada em seis capitulos como segue:

Capitulo 1 Apresenta-se uma breve introdugio a respeito das caracterfsticas e das principais

motivagdes do trabalho.

Capitulo 2 Apresenta-se um breve histérico sobre equagdes Diofantinas. Introduz-se o con-
ceito de resultante de Sylvester e de extra¢ao de fatores comuns entre polindmios. A
importéncia da equagio Diofantina em Controle é evidenciada. Generalizacdes interva-

lares dos conceitos de resultante de Sylvester e de equaciio Diofantina sio introduzidas.

Capitulo 3 Definem-se conceitos e operagdes algébricas derivados da drea de Andlise Inter-
valar. S80 apresentadas condi¢Ses suficientes e uma condi¢do necessiria e suficiente para
a regularidade de matrizes intervalares. Um procedimento baseado na implementacio

intervalar da fatoracdo QR também é proposto.

Capftulo 4 Introduz-se noc¢des como as de polinémios e plantas intervalares e o conceito
de coprimo-robustez entre polindmios intervalares. Condigdes suficientes para coprimo-
robustez s@o estabelecidas e métodos para a estimativa do raio de coprimo-robustez via

Bissecdo sfo apresentados.

Capitulo 5 Apresentam-se testes computacionais envolvendo os métodos considerados, a
partir de exemplos da literatura, com as comparagdes pertinentes. O usc da fatoragio

QR intervalar como método para a determinagio da nio-singularidade da resultante de

Sylvester intervalar é também avaliado.
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Capitulo 6 Saoc apresentadas as conclusdes gerais resultantes do desenvolvimento desta Dis-

sertagao.



Capitulo 2

Equacao Diofantina em Controle

2.1 I.ntrodugéo

Nesta se¢lo apresentamos a equagio Diofantina como uma ferramenta algébrica na andlise
e projeto de sistemas de controle. Como um dos objetivos deste trabalho é o estabelecimento de
critérios para coprimo-robustez de polinémios, ou seja, para a ndo existéncia de fatores comuns
{primos) entre os polinémios que descrevam a funcio de transferéncia da planta considerada,
a analise da equacio Diofantina nos serd extremamente 1til, como veremos no decorrer deste

Capitulo.
2.1.1 DBreve Histdrico

Classicamente, equagdes Diofantinas sfo equagGes da forma f = 0, onde f é um polinémio
com coeficientes inteiros em uma ou mais varidvels, as quais podem assumir valores inteiros.
Tais equagbes foram denominadas dessa forma em homenagem a Diophantus de Alexandria
(200-284 D.C), matemético grego que estudou equagbes com varidveis que assumiam valores
racionais. Alguns exemplos cldssicos que envolvem equagdes Diofantinas sfo a identidade de
Bezout (Bezout, 1764), az -+ by = 1, e as triplas Pitagdricas, " + y™ = 2”, que comportam
infinitas solugGes para n = 2 e que, para valores maiores de n , nfio apresentam solugdes
T,y e z inteiras positivas que satisfagam a equagdo, como sugere o Ultimo Teorema de Fermat
(Singh, 1998). ‘ ‘

Uma das caracteristicas da teoria moderna de controle é o crescente emprego da Algebra.
Representagdes fracionérias sdo ferramentas algébricas muito comuns em projetos de sistemas
de controle. Representagdes polinomiais mostram-se tteis na descricio da dindmica e estru-
tura dos sistemas lineares (Kalman, Falb e Arbib, 1969). Os primeiros resuitados referentes

& utilizagio de equagbes polinomiais em projetos de sistemas de controle sao relatados em
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{Volgin, 1962), (Strejc, 1967), (Astrém, 1970) e (Peterka, 1972}. O fundamento algébrico des-
tas manipulagBes encontra-se discutido em (Kugera, 1973), (Kudera, 1974), (Kugera, 1878);
uma. abordagem polinomial para andlise e sintese de sistemas de controle lineares e discretos
no tempo é apresentada em {Kufera, 1979). Este método foi estendido de modo a cobrir
sistemnas continuos no tempo em (Pernebo, 1981}, (Callier e Desoer, 1982), {Kudera, 1983b),
{Kugera, 1986b}, {(Kutera, 1986a) e especialmente em {(Vidyasagar, 1985).

Em alguns métodos dlgebrices, a nogio correspondente & fungdes préprias pode ser mani-
pulada de maneira similar 4 da estabilidade em sistemas lineares (Kugera, 1984). Este tipo
de abordagem foi originalmente aplicada & resclucio dos problemas mais simples de controle,
-como estabilidade e alocagioe de pdlos, e mostrou-se muito Gtil para a resolugio de uma grande
variedade de problemas, tals comeo rejeicBio de distirbios (Kucera, 1983a), controle de varidn-
cia minima (Astrém, 1970), (Peterka, 1972}, controle LQG, controle &timo Hy (Kudera, 1979),
(Kugera, 1980), {Kudera, 1986b), (Hunt, Sebek e Grimble, 1987), (Hunt, 1989), (Mosca, Giarré
e Casavola, 1990), (Hunt e Kutera, 1992), otimizagio Ho, (Kwakernaak, 1985), (Kwakernaak,
1991), (Grimble, 1986), entre outres. Outro importante passo foi a extensio do método al-
gébrico para sistemnas lineares variantes no tempo. Com algumas pequenas modificactes, as
mesmas idéias podem ser utilizadas para reduzir o projeto de sistemas lineares variantes no
tempo & solugio de equagdes Diofantinas lineares (JeZek e Nagy, 1989).

E importante observar, entretanto, que o projeto de sistemas de controle, em contraste
com a sintese matematica, nem sempre pode ser reduzido a manipulacbes algébricas. Projetos
préticos envolvem outros aspectos que precisam ser levados em conta, tais como: alocagio de
gensores, restrigoes computacionais, restrigdes nos atuadores, redundancia, robustez de desem-
penho, etc. B necessério que se tenha uma. percepcgdo de quais objetivos a serem alcangados
podem ser atingidos através da estratégia de projeto adotada. Os métodos algébricos e suas
equagbes Diofantinas assocladas tornaram-se uma ferramenta importanie para o projeto de

controladores (Lordelo, Juzzo ¢ Ferreira, 2004b).

2.2 Resultante de Sylvester

Um polinémio na varidvel s é uma funcio escrita na forma

a(s) =3 a8, (2.1)

fel)
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e possui grau n se a; # 0. Os coeficientes o, 09, . . ., @p. pertencem ao mesmo conjunto de
niimeros, normalmente o conjunto dos nimeros reais ou complexos. Dizemos que a(s) é um
polindmioc monico quando ¢ =1,

Seja b(s) um polindmio descrito por

b(s) =Y Bipas" (2.2)
=0
sendo possivel que 81 = 83 = ... = §; = 0 para ! < n. Pode-se dividir a(s) por b(s) de forma
a produzir
a(s}) = g(s}b{s) + r(s}, (2.3)

onde o polindmic quociente ¢{s} e o polindémio residual r{s} sdo tnicos e grau(r(s)) < m. Se
r =0, a(s) é divisivel por b(s) (ou seja, néo possui residuo ou resto), o que faz com que b(s)
seja um fator de a(s). Um procedimento razoavelmente simples para a obtengdo de g(s) e 7{s)

na equagéio (2.3) seré apresentado detalhadamente na préxima Secio.

Definicao: Considere os polindmios a{s) e b(s) de graus n e m respectivamente, com n > m
e descritos de forma similar 4 apresentada anteriormente. Define-se a resultante de

Sylvester associada aos polindmios b6(s) e a{s) como a matriz 2n % 2n

B Q.
B2 e G oy
A= : :
Bl B2 anyl o)
i Bmet1 Ont1 |

Uma condi¢do necessdria e suficiente para que os polindmios que formam a resultante de
Sylvester possuam fatores comuns é que det(A) = 0, como demonstrado por exemplo em
(Barnett, 1983).

E importante ressaltar que cada operacio tanto nas linhas quanto nas colunas de A nao al-
ters o valor do seu determinante, o que nos permite rearranjar A de varias maneiras diferentes

(Kailath, 1980).
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2.3 Extracao de Fatores Comuns

O problema de se determinar se dois polindmios a(s) e 5(s) sfio coprimos pode ser visto
como um caso especial do problema de se determinar o maximo divisor comum (MDC) entre
dois polindmios, © que pode ser feito utilizando-se o Algoritmo de Euclides. Este algoritmo é

baseado no fato de que dados dois polindmios

a(s) = 15" +aps™ 1+ ta, o #0

bs) = B18™ + Bas™ ik B m<n

existe um dnico polindmio quociente ¢{s) e um Gnico polindmio residual r(s), de forma que

ais) = q(s}b(s) +r(s), grau der(s) < grau de b(s)
Supondo que
grau de b{s) < grau de a(s)

Através da utilizagBo da férmula da divisfo polinomial apresentada anteriormente, pode-

mos escrever

a{s) = q1(5)b(s) + r1(s5) grau de ry{s} < grau de b(s)
b(s) = qa(s)r1(s) + r2(s) grau de ro(s) < grau de 71 (s)
Tp-3(8) = quo1(8)rp_2(s) + rp-1(8) grau de rp_1(s) < grau de rp_s{s)

rﬁ—-?(s} - QP(S)Tp—l(S} +0

O algoritmo converge para um polindmio residual rp(s) igual a zero, quando entdo o
méximo divisor comum de a(s) € b(s) é rp_1(s).

Para uma melhor compreenséo do algoritmo apresentado, utilizaremos um exemplo nu-
mérico. Suponha os seguintes polindmios a(s) = 52 +3s+ 2 e b(s) = s + 1. Aplicando o
algoritmo, teremmos

a(s) = qi{s)b(s) +r1(s) = (s +2)(s + 1) + 0

Dessa forma, observamos que o maximo divisor comum entre a{s) e b(s) é s + 1, pois

rp—1{8) = ri(s) = C.
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2.3.1 A Bguacdo Diofantina

Para ilustrarmos a importincia da equagio Diofantina em nosso irabalho, utilizaremos
como exemplo umn sistema com realimentagdo unitdria (SISO, invariante no tempo) represen-
tado na Figura 2.1, onde as fun¢Ges de transferéncia de uma determinada planta P{s), de
ordem n, a ser controlada, e de um controlador em série C(s}, de ordem r, a ser projetado,

sao representadas da seguinte forma:

P(s) = ";ﬁ {(j)) e Cfs):= ’;g E:)) (2.4)
‘nos quais
np(s) = 18"+ Gas™ 4+ By e
dp(s) = Ony2s™ + 0ntas™ 4+ Qonan,
ng(s) = 718" +aes" -k zryy e
do(s) = Tri08 + T8 0+ + Topa.

r(s) + Y(s)

———— C(s) P(s)

Figura 2.1: Sistema SISO com realimentaciio unitéria.

Os coeficientes de C'(s) devem ser determinados de maneira a satisfazer as especificacbes
de desempenho traduzidas em termos de localizacdes dos pélos do sistema em malha fechada.
Quando os coeficientes de P(s) sdo precisamente conhecidos, a anélise cldssica do problema
de alocacio de pdlos (Chen, 1999), {f&sﬁrém e Wittenmark, 1997} demonstra que existe uma

solugdo z := (1,9, ..., Ta-+2) Para a equagdo Diofantina
dp(s)do(s) + np(s)ng(s) = dr{s) (2.5)

para todos os possiveis dp(s) := bys™" + bps™ ! 4+ ... & buirwi, Se € somente se r >
n—~1e np{s) e dp(s) sdo coprimos .
A equacdo (2.5) pode também ser escrita na forma de um sistema linear Az = b, onde A

€ a matriz de Sylvester de dimensdo (n -+ r + 1) x (2r + 2) construida a partir dos polinémios

np(s) e dp(s) e b= (b1, by, ..., bpirq1).
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2.4 Resultante de Sylvester Intervalar

Em certas situagtes, o desconhecimento do valor exato dos coeficientes dos polinémios que
descrevem a fung8o de transferéncia de um dado sistema, nos obriga a utilizar intervalos reais
fechados que os contenham. Tals polindmios sao chamados de polindimios intervalares, devido
4 caracteristica intervalar de seus coeficientes.

Nesta se¢iio introduzimos a definicio de resultante de Sylvester intervalar associada a dois
polindémios intervalares.

Sejam

b ”

[a(s)] = > lousa] ™ e [bls) =D [Bupa] "

=0 i=0
dois polindmios intervalares dados com 0 ¢ [o4] e [Bns1] # [0.0], sendo entretanto, possivel
que [B1] = [Bof = --- = [G] = [0,0] para { < m.
A resultante de Sylvester intervalar associada a [a(s)] e [b(s}] é a matriz intervalar m x m

definida da seguinte forma:
[81] 1]
[532] (81] (o] o]

B (8] oo o]

| (8] o] |
ondem:=2neg:=n-+1

A resultante de Sylvester intervalar pode ser expressa como [4] = [A™, A*}], onde At e 4~
também sdo matrizes de Sylvester obtidas quando todos os coeficientes intervalares assumem
seus limites inferiores e superiores, respectivamente. Podemos observar que uma matriz de
Sylvester intervalar [A] = [A™, A*] contém matrizes que nio sao matrizes do tipo Sylvester,
assim como matrizes intervalares simétricas contém matrizes nao-simétricas (Blondel e Tsitsi-

klis, 2000). Uma matriz [A] quadrada do tipo intervalar é robustamente ndo-singular se todas

as matrizes em [A] forem nao-singulares.
2.4.1 A Equacao Diofantina Intervalar

Plantas cujas fungbes de transferéncia sfo descritas por polindmios intervalares, sio de-

nominadas de plantas intervalares. Como veremos, encontramos na Analise Intervalar uma
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ferramenta adequada para lidar com os problemas numéricos decorrentes da consideragio
de equacbes Diofantinas intervalares. Retomando a situaglic apresentada na Seciic 2.3.1 ¢
assumindo que os coeficientes da planta sdo agora quantidades incertas representadas por

losl = [o7, o] ] e 18] = 87,8%], i=1,2,...,n+ 1, podemos reescrever a planta como

i

. _ [np{s)]
Pl = e

A equagdo {2.5) pode ser reescrita na forma intervalar como

[dp(s)] de(s) + [np(s)ino(s) = [dr(s)]- (2.6)

Observamos ento que a equagdo (2.6) pode ser, por sua vez, Teescrita como um sistema
linear intervalar da forma [A]z = [b], na qual {4] é a matriz de Sylvester intervalar de
dimensdes (n + r + 1) x (2r + 2) associada aos polindmios intervalares [np(s)] e [dp(s)], {b]
é o vetor intervalar de dimensdo n + 7 + 1 que faz o papel de um polindmio caracteristico
intervalar, e

T 2
$:=[.’E; Ty v Egr_;.g] , z e R¥*2.

O conjunto solugdo de [A] z = [b], definido em (Rohn, 1989} como
D:={z : Az=b para algum A€ [4] e b€ b]},

descreve todos os controladores para os quais existe uma planta A € [A] e um polindmio
caracteristico b € {bj de forma que [A]z = [b].

A principal fonte de dificuldades relacionadas & obtengio das solugdes de [A]z = [b] é
a forma complicada (geralmente ndo-convexa) de . O desenvolvimento de métodos nime-
ricos para o céleulo de limitantes de T ¢ particularmente importante na literatura de Ans-
lise Intervalar (Rohn, 1989). O problema da coprimo-robustez dos polinémios intervalares
[np(s)] e [dp(s)] que constituem a planta intervalar [P(s)] serd abordado nos préximos capi-
tulos através de conceitos e métodos de Analise Intervalar. CondigSes suficientes com diversos

graus de conservadorismo serdo apresentadas.



Capitulo 3

Elementos de A_lgebra intervalar

3.1 DefinicGes e Operacoes Basicas

3.1.1 Intervalos
Um intervalo real é um conjunto de niimeros reals contendo todos os niimeros reais entre
dois ntmeros reais dados. O limite inferior de um intervalo {z] é denotado por z7, e definido

COImo

z =sup{a € RU{~0,00}: Vz € [z}, a < z}.
Seu limite superior, denctado por =7, é definido como
gzt = inf {b € R U {—o0,00}: Vz € {z],b > z}.

Em outras palavras, 2~ é o maior nimero & esquerda de {z] e z é o menor ndmero &
sua direita. Por exemplo, se [z] = |~3,7], entdo 2~ = —3 e ¢+ =7, se [z] = |—o0, 00}, entdo

7~ = —oco e 27 = 00. A largure de um intervalo nio-vazio {z} é dada por

Dessa forma, w (]3,00]) = 0o. O ponto médio (ou centro) de um intervalo nio-vazio [z] é

definido como

zm +zt
"q‘:C - 2

3.1.2 Intervalos Fechados

Denotemos por J{IR} o conjunto de todos os intervalos reais fechados. Como R ¢ 0 séo

simultaneamente abertos e fechados, wm intervalo fechado pode assumir uma das seguintes

12
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formas: [a,b], ]—o0,0],[a,00[,]—00,00] ou §), onde a e b séo nimeros reais tais que a < b.
Qualquer |z} de I (IR} pode ser especificado de maneira nica por seu limitante inferior 7~ e
seu limitante superior z¥. Por simplicidade, escrevemos [z] = [z7, 27| mesmo que os limites
z~ ou z* sejam infinitos. Assim, [0, 0] pode ser interpretado como [0, 00 Nota-se uma
natureza dual dos intervalos fechados, que podem ser vistos como conjuntos, acs quails podem
ser aplicadas as operaghes padriio relativas aos conjuntos, ou como pares de elementos de IR
sobre os quais uma Algebra pode ser construida. Pares da forma (oo, 0], [—00, —] € [, b]
com a > b ndo correspondem a intervalos. Quando z~ e z7 sdo iguails, o intervalo [z] é
dito pontual ou degenerado. Dessa forma, qualquer nimero pode ser representado como um

intervalo pontual e vice-versa.
3.1.3 Algebra Intervalar

A Algebra Intervalar é uma dlgebra definida no conjunto dos intervalos, em especial no
conjunto dos intervalos de nlimeros reais. O desenvolvimento moderno da Algebra Intervalar
comeqou com o trabalho de R. E. Moore (Moore, 1962). Desde entdo, um grande nimero
de artigos e Hlvros sobre o tema foi publicado. Diversos softwares v8m sendo desenvolvidos
para computagdo intervalar e um nimero cada vez maior de fontes relativas & computacio
intervalar est8o se tornando disponiveis através da Internet.

As operages sobre intervalos fechados podem ser definidas como operagdes sobre seus
limitantes: os limitantes do resultado de uma operagao intervalar sio expressas através dos

limitantes de seus argumentos intervalares.

Definigdo 1 : Dois intervalos [z] = [z7,2%] e [y = [y, y7] sfo iguais, de forma que
[z] = [y], se os mesmos s&o iguais no sentido cléssico dos conjuntos.

Através desta definicdo, segue imediatamente que

A relacao de igualdade entre os dois elementos intervalares de I{IR) é reflexiva e simé-

trica.

A unido intervalar de dois intervalos fechados néo-vazios [z] e [y}, que é definida como a

casca intervalar de [z] U [y], ou seja, [z] U [y] = [[z] U [y]], satisfaz

Vizle RY[yl e R, [z]ufy] = [min{z",y"} mex{z7,y"}].
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A intersecio de dois intervalos fechados nio-vazios [z] e [y, definida por

Elnyl={zeR:zelz] ¢ z€ yl}

satisfaz
Ny = [max{z”,y"},min{z*y*} se mex{z™,y"} <min{z",y"},
= { em caso contrério.
Definicio 2: Considere ¢ € {4, ~,-,/} uma operagéc bindria no conjunto dos niimeros reais

R. Se [z], [y] € I(IR), entdo:

[Flolyl ={z=zoy:z e z],y € ¥}

define uma operagho bindria em I(IR).

As operaces aritméticas para intervalos fechados ndo-vazios [z] = [z7,z7] e [y] =

[y~,y™] podem ser calculadas explicitamente da seguinte forma:
Z+ =" +y 27 +y7],
[z] - [¥]) = fmin {z~y~, e~y* oty™, e*y*} max {o7y ", 27yt 2Ty, 2Ty

-l =b" -y 2% -y =[] +[-1,-1]- [y

" O produto de dois intervalos serd denotado frequentemente por [z} [y].

Para a divisfo, teremos

Vi=gr=0 s b=00,
(11
- [F2] eocnn
1

= ]-o0,00] sey” <0 e ¥y >0,

o1/ =l (5 )
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Se o for um nimero real e [z} um intervalo ndo-vazio, entio o intervalo

afz] = {az: z € [z]}
é dado por

alr] =ar,azxt], se o >0,
=lazt,azx7), se a<O

E importante lembrar que quando aplicadas a intervalos pontuais [z] e [y}, as regras
anteriores séo simplificadas e tornam-se iguais is regras usuais da dlgebra real.

A seguir, agrupareInos as regras mais importantes para as operagdes envolvendo intervalos

em I(IR):
Teorema 3.1 Se [z],[y] e [z] sdo membros de I{IR), entdo segue que
(1) i+ =+, 2=l (comutatividade);
(2) (+W)+E=lal+ @+ (2=l (y]]) (associatividade);

(3) lz]=10,0] e [y ={1,1] sdo os dnicos elementos neutros com respeito & adicdo € &

multiplicagdo, de forma que:
[y} = 2] + vl = [y] + [z] para fodos [z] € I{R) < [z] = [0,0],
[z] = [} [=] = [z] W] para todos (2] € I{R) & [y] = [1,1];
(4) Os intervalos pertencentes o I(IR) ndo possuem divisores iguais o zero;
(5) olyl+l) =all+eld, oeR,
=]yl +12) = el [y + [z]{z] se yz>0 paratodoyefy] z € [2].

Prova: Veja (Alefeld e Herzberger, 1983},

Fungdes elementares intervalares também podem ser expressas em termos de limitantes

inferiores e superiores. Por exemplo, para cada [z} nio-vazio,

lexp] ([z]) = [exp (z7) ,exp (z7)].

Para fungdes nio-monotdnicas, no entanto, a situagio é mais complicada. Por exemplo
[sen) ([0, 7]) = [0,1] difere do intervalo {sen (0}, sen (7)] = [0,0]. Algoritmos especificos ne-

cessitam ser construidos para tais finalidades (Jaulin, Kieffer, Didrit ¢ Walter, 2001).
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3.2 Vetores Intervalares

Um vetor intervalar real [x] € um subconjunte de J(IR™) que pode ser definido como o pro-
duto cartesiano de n intervalos fechados. Quando ndo hé ambigilidade, [x | serd simplesmente

chamado de um vetor intervalar ou eaiza. O mesmo serd escrito da seguinte maneira:

(%] = [zs] x [ma] x -~ x [z5], com [m]=[z],2]] para i=12,...,7

Seu i-ésimo componente intervalar € a projegio de [x] na diregio do i-ésimo eixo coordenado.
O conjunto de todas as caixas n-dimensionais serd denotado por I{IR™). Caixas nfo-vazias
sio paralelepipedos n-dimensionais cujos eixos estio alinhados. A Figura 3.1 ilustra o caso

n =2, com [x] = [z1] % [zg].

Z2

f H
I H
I H
! i

I1
- +
x z]

Figura 3.1: Uma caixa [x] de I{IR?)

O intervalo vazio de J{IR") deverd ser escrito como & x ... x {}, porgue todos os seus

componentes intervalares sdo vazios. Expressdes do tipo
xl=0x]01]

sao proibidas, porque [0, 1] néo é a projegao de [x] na diregio do segundo eixo. Isto garante

a unicidade da notagao de uma dada caixa.
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3.3 Matrizes Intervalares

Seja R™*™ ¢ conjunto de todas as matrizes como coeficientes reais, m linhas e n colunas.

Uma matriz intervalar [A] seré representada de qualquer uma das seguintes formas:

lan] -+ [a1n]
=1 : o ={lagl
lami] <+ [Gomn]

= {an1] % [ag2] x -+ X [amn] = ({aij]}lgiﬁm,lsjﬁn >

onde [ay] = [a;,a;i?] é a projecdo de [A] sobre o (i,j)-ésimo eixo. O conjunto de todas as
matrizes intervalares m x n é denotada por J{IR™*"). Uma matriz intervalar é dita pontual

se todos os seus elementos sfo pontuais. O limitante inferior de uma matriz intervalar, [4]

T

¢ a matriz pontual [A”] consiruida a partir de seus limitantes inferiores:

aﬁ . a;n
A7 = : :

a mn

'ml a

Do mesmo modo, seu limitante superior, [A7), é a matriz pontual construfda a partir de seus

limitantes superiores:
+ +

G1 G
A+ = : :
a‘;l a';n
A largura de [A] é dada por
w([A]):=__ max  w([ay]).

T igidmi<i<n

Se {A] € I(R™*") for limitada e n3o-vazia, entdo seu ponto central é dado por

A+ At
Ac = —
O raio de {A] é definido como
: A~ 4~
A= —

3.3.1 Operagoes com Matrizes Intervalares

Definigdo 3: Duas matrizes m x n do tipo intervalar [4] = ([ai;]) e [B] = ({bs;]) sdlo iguais, ou
seja, [A] = [B], se e somente se h4 igualdade entre todos os elementos correspondentes

das matrizes. Isto pode ser escrito como [4] = [B] © {a;;] = [byy], 1 <i<m,1<j<n
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O préximoe passe € definir operagBes entre matrizes intervalares que correspondam formal-
mente as operagdes com matrizes pontuais.
Se [4] e [B] s#o intervalares, vetores intervalares ou matrizes intervalares de dimensSes

apropriadas e se & é um operador bindric, ent&c

[Alo[B]=[{A o B: Ac[4] e Be[B]}.

Assim,

[A] % [B] = ([ay] £ [b4]

Jisign,1<i<n

4] (8] = (z“: faix] - i)

k=1 >1<i<n 1<i<n

poe- Lo LLTE S ¥

b

Al [z] = (i [ai;] - [233}) )
=1 I<i<n

Por exemplo, se [A] estiver em I{IR®*") e o estiver em IR, entdo
a [A} = (Of {all]} Xoeee X (a [afnn]) .

Assim como ocorre com intervalos, o produto de duas matrizes intervalares serd denotado
tanto por [A] - [B] quanto por [A][B]. Algumas propriedades cléssicas para matrizes pontuais

ndo sdo mais verdadeiras no contexto intervalar. O produto nio é mais associativo
({4} [B]) [C] # [AL (1B [C]) -
ou comutativo com respeito aos escalares
[f ([A][=]) # [4] ([od [z]) -
Para maiores detalhes acerca das consideragdes anteriores, veja (Jaulin et al., 2001),
Teorema 3.2 Considere [A],{B] e [C] matrizes intervalares. Entdo
(1) [Al+[B=(B]+[4];
(2) (A= (BI+C) = (4] +1B) + [C1;
(8) [Al+[0]=[0]+[A] =[A], [0] = mairiz nulg

(4) Al =[I]1[A] =[4], [ = matriz identidade,
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/5) { (Al + [BDCIC [A] [Cé + [B§ [C]

[CIAl+[B) ¢ [Cl4] + [C {B}: } (sub-distributividade ).

Prova: Veia {Alefeld e Herzberger, 1983).

3.4 Regularidade

UUma matriz intervalar
[_4] = [A—,A+] = {A s AT S A _<_ A“‘}"} ,

onde A™, AY 580 matrizes nxn e a desigualdade deve ser entendida componente-a-componente,
é chamada de regular ou robustemente ndo-singular se cada A € [4™, A™] for nac-singular.
O problema da verificagdo da regularidade surge naturalmente na resolugio de equagdes li-
neares intervalares, mas é também muito importante em aplicagdes que envolvam matrizes
intervalares lineares , como no estudo de estabilidade de sistemas lineares intervalares.
Todas as condigbes necessérias e suficientes presentemente conhecidas para regularidade de
matrizes intervalares exibemn um comportamento exponencial, ou seja, é requerida a resolucao
de no minimo 2™ problemas de algum tipo, tais como o calculo de determinantes, a resolucao
de equacbes lineares, & inversdo de matrizes, etc. Por essa razdo, sho utilizadas basicamente
em problemas de pequena dimensio. A exponencialidade inerente a todas essas condictes é
consequéncia do fato de que testar a regularidade de matrizes intervalares é um problema do

tipo NP-dificil (Poljak e Rohn, 1993), (Poljak e Rohn, 1988) e {Nemiroviskii, 1993).
3.4.1 Condicdes Suficientes

Como condigbes necessdrias e suficientes s3o computacionalmente onerosas, condigbes su-
ficientes sdo normalmente utilizadas numa primeira andlise. Duas condicBes suficientes sio

discutidas a seguir.
3.4.1.1 Ralo Espectral (p)

Dada uma matriz real A := {a;;} de dimensdes m x n, o valor absoluto de A4 é dado por

[A] = {lai;]}. O raio espectral de uma matriz quadrada A é definido por
p(A) i=maz{{A] + det{(A] — A} =0}
Counsidere a matriz intervalar

(A ={A: A4, ~A<A<A + A},
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onde A, e & sfio a matriz central e o raic de A, respectivamente. A condigie suficiente mais
utilizada para a verificagdo da regularidade de [A] foi estabelecida por {Beeck, 1975).
Se
pAZYA) <1,

entdo [A] é regular.
3.4.1.2 Valores Singulares {¢)

(s valores singulares da matriz A sio definidos como as raizes guadradas dos auto-valores

de A¥ A, onde A¥ é o conjugado complexo transposto de A:

oi(A) = \/ M(AHA) = \[N(4AF), i=12..n

Uma condicdo suficiente alternativa para a verificagdo da regularidade de [A] fol estabele-

cida por (Rump, 1993): [A] é regular se

Umam(A)
——e <L 1,
o'm‘in{Ac}

onde Omaz(A), omin{Ac} correspondem ao méximo valor singular de A e ao minimo valor
singular de A., respectivamente.

3.4.2 TUma Condigao Necessdria e Suficiente

A seguir passamos a discutir uma condigfo necesséria e suficiente para a regularidade de
matrizes intervalares baseadas em argumentos de programagéo linear (Jansson e Rohn, 1999).

Seja Z:={zeR":z;=1ouz=-1, i=12,...,n}. Paracada z € Z, denotamos

z 0 -+ 0
0 =z 0

T, = ‘2 ,
0 0 Zn

ou seja, T é a matriz diagonal formada pelos elementos do vetor z.

Para z € R", denotamos por sgn z o vetor de sinais de z, definido por:

(sgn ), = l, se ;>0, i=1,....n
B L), = w1, se z;<0.

Sendo assim, sgn = € Z para cada ¢ € ™.
Além disso, se z = sgn z, entdo teremos |z| = Tz, 0 que ird eliminar a utilizacio de

valores absolutos em certas demonstragdes a seguir.
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Alguns dos resultados apresentados séo derivados do Tecrema de Oetlli-Prager (Qettli,
1965) para equagdes lineares intervalares. Lembramos que, dada uma matriz intervalar [4] =

[A™, At], obtemos facilmente

- +
A= AT HAT)
2
chamada de matriz central, e
Ay g
A (A - A )’

chamada de matriz raio. Dessa forma, {4] pode ser escrita como
[A] = [A.— A A+ A

Teorema 3.3 Sejo [A] = [A. — A, Ac + A] uma matriz intervalar n X n e ¢ € B™. Entdo

{As: A€ [A)) = Az - Ala], A + A o).
Prova: Se A € [4], entéo |Az — Acx] = |(4 — A.) x| € Alz], 0 que implica em
Az € [Acz — Alz|, Aoz + Alz]].

Reciprocamente, seja b € [Ax — A fz], Az + A lzf], de forma que |Az — b] < Az, De-
finimos (4 b
e =~ 0}
e, se  (Alz]), #0,
1 ;o ose (Als)), =0,
(¢=1,2,...,n}. Entdo |y < 1 e (Aez —b); = y:(A |z]); ocorre para cada i. Consequente-
mente, com z = $gn & teremos Acx ~b = Ty AT,z e entdio (A.—T, AT, )x = b, onde AT AT,
pertence a {A], pois [Ty AT;; < A. Dessa forma, b€ {4z : A € [4]}.

Teorema 3.4 Uma matriz intervalor [A] = [A; ~ A, A, + A] € singular se e somente se a

desigualdade
[4cz| € Al (3.1)

possui uma solugdo ndo-trivial. Sendo ¢ € IR™.
Prova : Obviamente, [A] é singular se e somente se

0€{Az: A< [A]}.
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ocorre para algum T # 0, o que de acordo com o Teorema 3.3 ¢ equivalente a
Az~ Alz| <0< Az + Alzd,

e, consequentemerzte a

|[Acz} £ A a]. (3.2)

Teorema 3.5 Urna mairiz intervalar [A] = [Ae — A, Ac + A € singular se e somente se o

probleme de programacgdo linear

max ZT.?.',‘

sufeito a (A~ AT,)z <0, (3.3)
(AC + ATZ) z 2 07 ’
Tox > 0.

é ilimitado para algum z € Z

Prova: Se [A] é singular, entdo pelo Teorema 3.4, existe um vetor z # 0 gue satisfaz

—Alrl < Acz < Alx]. (3.4)

Fazendo z = sgn x, teremos {zf = Tz > 0, e de (3.4}, segue que (4. — AT}z < 0 e
(As + AT;)z = 0, 0 que mostra que = ¢ uma solugo factivel para o problema linear (3.3).

Além disso, z7

x = y_;lzi| > 0. Dado que azr é uma solucio factivel para (3.3) para cada
a > 0, verifica-se que o problema de programacio linear ¢ ilimitado.

De maneira contriria, suponha que {3.3) seja ilimitado para algum z € Z. Entdo existe
um z que satisfaz (Ac — ATy)z < 0e (A + ATz 2 0, Tox > 0 e zfz > 0. Dado que

T.x = |z|, a equagio (3.1) é satisfeita para algum z # 0. Logo, [4] é singular.

Se encontrarmos um z € Z para o qual (3.3) é ilimitado, entio [4] ndo é regular. En-
tretanto, se [A] é regular, é necessdrio que se inspecione todos os 2” problemas lineares do
tipo (3.3) (para cada z € Z}. A exponencialidade da condi¢io decorre do fato de que cada
problema de programagio linear de (3.3} é factivel (z = 0 é sempre uma solugio factivel).

Nenhum dos problemas lineares pode ser exclufdo a priori.

3.5 Fatoragao QR

Considere uma matriz real A € R™™ qualquer com n > m. Existe uma matriz ortogonal

§ € BR™*™, de maneira que, QA4 = R, na qual B € R™ ™ ¢ uma matriz trapezoidal superior
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na forma "

B
R=1 ...
0
e B € R™™ ¢ uma matriz triangular superior, Como @ opera nas linhas de 4, a inde-
pendéncia linear das colunas de A ¢€ preservada nas colunas de R, ot seja, se uma coluna
de R ¢ linearmente dependente das colunas & sua esquerda, entdc a coluns correspondente
em A também é linearmente dependente. Como R é uma matriz trapezcidal superior, a sua
i-ésima coluna, para ¢ = 1,...,m, ¢ linearmente independente das suas colunas & esquerda
se e somente se o i-ésimo elemento na diagonal de R é diferente de zero. Portanto, através
‘de R, as colunas lineramente independentes de A podem ser obtidas por inspecdo. Como
é ortogonal, @71 = @7 =: Q e portanto, §-1QA = §~IR, ou seja, A = QR e obtém-se a
chamada fatoracio QR de 4.

A fatoraghio QR pode ser obtida através da utiliza¢do de diversos métodos:
e Transformacgdes através de matrizes de Householder;

s Rotacoes de Givens;

o Ortogonalizagio de Gram-Schmidt.

No desenvolvimento deste trabalho, utilizamos as transformagdes através de matrizes de

Householder.
3.5.1 Transformacao via Matrizes de Householder

A matriz de Householder possul a seguinte forma geral para um vetor v nfo-nulo:

T
vy

H o [ 2o
I gvTu

Sabemos que H = HT = H~!, o que faz com que H seja ortogonal e simétrica, ¢
v = 2 -+ sgn(z;) |zl 2.

no qual ||lzflz = vaTz, ¢ é o i-ésimo vetor-coordenada, sgn(z;) é o sinal de z; e = representa
uma coluna de A.
Para um melhor entendimento, utilizaremos um pequeno exemplo: Supondo que z =

[2 1 2]T, é a primeira coluna de A, teremos

URICAMP
GLIGTECA CENTRAL

DESEMYCLYIMENTD DE GOLECOE

2
s



3.5. Fatoragdo QR 24

2 i 2 llzfl2
vmm'*'ﬁzibﬁlml1]+lﬁwilz[0jl={1}+[ 0 ]:
2 g 2 0

2 3
no qual flz]ls == 3. Logo,v= | 1 | + ] 0 ] =
2 0

=i

Consequentemente,

T 2 5 -3
wam——?y—fw—”:.:m i w?%% li= 0,
vty 2 2 0

obtendo-se um vetor de norma igual a ||zl;, mas com elementos nulos abaixo da primeira
linha. O procedimento é repetido com a segunda coluna pata anular os elementos abaixo da
segunda linha, e assim sucessivamente, até se obter a estrutura triangular superior.

Dessa forma, uma sequéncia H!, H?, ..., H™ de no méximo n matrizes de Householder
tais que

HPH™ .. H*H'A=R
é gerada, onde R é uma matriz do tipo triangular superior. Equivalentemente,
A=QR
na qual @ € R™*", dada por Q = HH?%.. H", é ortogonal.
3.5.2 Fatoracdo QR via Matrizes de Householder Intervalares

Seja [v] um vetor intervalar pertencente a I(IR®). A norma de [v] é denotada por [[[v]]] e

calculada como

n
el = 4| > feel®,
k=1

no qual para um intervalo [z}, [z)° = {z%: z € [z]} e se [z] 2 0 {ou seja, z > 0 para qualquer

z € lz]), /Iz] = {VZ : z € [z]}. O quadrado da norma de {v] é dado por

13

)l =5 (™.

k=1
Se 0 ¢ v} ou seja, se existe ip € {1,2,...,n} tal que 0 ¢ [v], denota-se por UNIV([v]) a

norma 2 unitéria do vetor intervalar na direcéo de [v], calculada da seguinte forma:
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(UNTV () = 11[533};;’ e
(UNTV(]); = E2mdd) - gy,
j;{v;’]z

\“_ i)

no qual sgn(mid( [v;]}) denota o sinal do ponto médio (ou central) do intervalo [v;]. Este
tipo de representacio é utilizada de modo a diminuir o fendmeno da dependéncia na Algebra
intervalar. Para detalhes do fendmeno da dependéncia, ver (Moore, 1966}.

Seja [v] um wvetor intervalar em I(IR™), tal que 0 ¢ [v]. Fagamos [w] = UNIV([v]) e

definamos a matriz intervalar [H] por
[H} = (1] - 2(jw] [w]"),

na qual a diagonal da matriz simétrica intervalar [w} [w]” é calculada por (Jw] [w] )i = fwi]
a0 invés de [w;] {wi]-

A matriz intervalar [H] é a matriz de Householder intervalar associada a [v]. A matriz [H]
& simétrica e contém as mairizes reais de Householder [H] simétricas e ortogonais associadas

a qualquer vetor real v € [v].
3.5.2.1 O método de Householder intervalar

Nesta Segdo apresentamos a versdo intervalar do método de Householder proposta em
(Bentbib, 2002}, como segue.

Seja [4] = [AV] = [ [a?)} [agﬂ [ag)} ] qualquer matriz intervalar {A4] €
I(R™™). Calcularemos a matriz [Q] e a matriz triangular intervalar superior [R] utilizando
transformages Householder do tipo intervalar sucessivamente. Denotamos por e; o vetor
n—dimensional cuja primeira componente € igual a um, com zero nas demais posicdes. Su-

pomos ainda que 0 ¢ [aéi)} e que [H] é a matriz intervalar do tipo Householder associada

= ) () )

V) e e {flrel®] [0 (2],

a

Temos entdo que
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o = o (i (2])) o) 4] = 1 o],y =2

primeira linha de [R] é calculada como segue:

(R =*~Sgn(md([ D) H[a?‘)lii’

Ryl = 5], »

Assim, [HM] = [H]. A matriz intervalar [AP] € T (IR{""” X(m‘l)) é dada por:

2] - [nin)]
[4@] =1 C
%] - [nSh

Os elementos de [A'?] sdo denotados por [ g’] 1<i<mn el<j<m-~1 Suponha

¥ —_ —_ 1

que 0 & [aiz)] eque[H]jel (iﬁ(”‘i)x(”_i)) seja uma matriz intervalar do tipo Householder

= B s e ()]

associada a

Temos que
o] st et ] ]
na qual [a] = —sgn (mid ([ag)] )) . H [a?}} ”, e {hgz)] = [H]- {az@}, parat=2,..., m—1.

A segunda linha de [R] é calculada da seguinte forma:

= s i (7)) [ 471

[Ras} = {héﬁ}} , paraj=2,3,...,m—1

2= (o )

O procedimento é repetido até a constru¢do de uma matriz intervalar triangular superior

Assim

[B] € I (R™*™) e de uma matriz intervalar [Q] € I (R™*") dada por

@= [0 (7] (- ([r1))-
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3.5.3 Condigdo Suficiente para a Nao-Singularidade Robusta de Matrizes
Intervalares Baseada em Fatoracéo QR do tipo Intervalar

Nesta secio apresentamos uma condi¢do suficiente para a andlise da néo-singularidade
robusta de vma matriz intervalar [A] € I (R™™™), n > m através da fatoragio QR intervalar.

Considere uma matriz ortogonal intervalar (Q] € I (R™") e uma matriz trapezoidal
superior intervalar [B] € 7 (IR"*™), de maneira que [4] = [Q][R], observando que para cada
A € [A] existem matrizes @ € [Q] e R € [R].

A matriz intervalar [R] apresenta a seguinte forma trapezoidal superior

(]

[Bl=| - |,

0]
na qual [B] € T (R™™) é uma matriz triangular superior intervalar, onde rank([R]) = m
se 0 ¢ [Fu], para i = 1,...,m. Conforme observamos na secBo 3.5, através da inspe¢io da
diagonal principal da parte superior da matriz intervalar [B], ou seja da diagonal principal
matriz intervalar [R], podemos verificar se a matriz intervalar [A] possui ou no rank completo,
pois temos que rank([A]) = m se rank([R]) = m.

E importante ressaltar que esta condicao é apenas suficiente, pois o método da fatoragio
[Q][R] intervalar envolve expressdes intervalares, de maneira que o elemento nulo pode perten-
cer a algum intervalo na diagonal principal da parte superior de [R] sem que, necessariamente,
[A] possua rank incompleto para alguma A € [A].

Em (Zarowski, Ma e Fairman, 2000} ¢ explorada uma outra estrutura para a matriz de

Sylvester quadrada intervalar:

[Ar] © [Ag]
AT =1 ... g I{R#eny,
[As] @ [Ad]
na qual
[on] [oxo] [@n-3] [Gtn—2] an] O 0 0
0 [CYZE [aﬂ—4] [an—S} [Q’nv—i] Ean] g 0
[A] = : , Ao = : : : ;
0 0 faq] laz] {azé [ea] [an) 0
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iﬁl] [ﬁ?é L {6n—2} Eﬁn—l} [ﬁn] 0 Ve 0 g
G Lﬁlé s {671#3} gﬁn«»?é [.Bn—l] Eﬁné R 0 g
[A3] = : DT : : . [Add = : R : : )
o0 . B () B (8] . (8] O J

" o] 0 - 0 0 EA 0 .o 0
2]  fea] - O 0 (B2 B -+ O
loa] o] - 0 0 85  [B] -+ O
P T R I TR N R
[an—y] lom-2] -+ fe2l (1] [Ba-i] (B2l -+ [Bi
lan]  lom—1] -+ loa]l ezl [Be] [Ba-i] oo (B
0 0 o fom] eat] O O o [faoi]
.0 O N [ 0 0 - {8

Aplicando-se & fdrmula de Schur para o determinante da matriz particionada intervalar

[A], obtém-se

det{ | ... C  det{[A;)}det{[Aq] — [43][41] 7} [42]} quando [4;]7" existe.

C  det{[A4]}det{[A;] — [A2}[A4) " As]} quando [A4]7! existe.

Para uma condigdo suficiente para a néo-singularidade de [A], basta verificarmos a exis-
téncia de elementos nulos em det{[A;]}det{[A4] — [As][41]7 As]}, pois O & det{[A]} se
0 ¢ det{[Ay]}det{[As] — [A3){A1)"![As]}. Sabemos que [4;] é uma matriz triangular supe-
rior, portanto verificar a existéncia de elementos nulos em sua diagenal principal corresponde
a verificar se a matriz intervalar [4;] é ou ndo singular. Para evitar o cdlculo de det{[A4] —
[A3][A1}7%[A]}, aplicaremos a fatoragio [Q][R] intervalar em det{[A4] — [A3][4:} 7} {45!}, para
observamos a existéncia ou nio de elementos nulos na diagonal de [R].

Esta estrutura, explorada por (Zarowski et al.,, 2000), visa reduzir a ordem da matriz na
qual deverd ser aplicada a fatoragio [Q]{R] intervalar, de 2n para n. Os resultados e suas

anélises podem ser observados no Capitulo 5 deste trabalho.



Capitulo 4

Coprimo-Robustez de Polinémios
Intervalares

4.1 Introducac

O processo de identificagdo de modelos de sistemas dindmicos, quer a identificacio seja
baseada em leis fisicas ou em procedimentos experimentais, guase sempre envolve aproxima-
¢es que se refletem em incertezas em um ou mais parametros do modelo. Modelos incertos,
por sua vez, tornam o projeto de sistemas de controle visando estabilidade e desempenho em
malha fechada muito mais complexo, sendo necessiria a adocdo de estratégias robustas de
controle. Nesta Dissertagio consideramos modelos lineares invariantes no tempo descritos por
funcoes de transferéncia incertas, no sentido que um ou mais coeficientes da fungdo de trans-
feréncia so incertos. Intervalos reais fechados sgo usados para descrever essas incertezas; a
planta passa a ser descrita através de polindmios intervalares. Quando estratégias de projeto
do tipo alocagio robusta de pdlos sdo adotadas, surge & necessidade de se investigar se os
polindmios intervalares considerados sdo robustamente coprimos, o que neste Capitulo é feito

com o auxilio de ferramentas de Analise Intervalar.

4.2 Polindmios e Plantas Intervalares

O problema da determinagao de fatores comuns (primos) entre dois polindmios dados, e
precisamente conhecidos, foi brevemente discutido no Capitulo 2. No caso em que os poliné-
mios sdo intervalares, o problema se resume em descobrir se os polindémios sdo robustamente
coprimos, e eventualmente calcular a méxima incerteza admissivel antes que os polindmios
tornem-se primos. O cancelamento de fatores primos nfo se coloca da mestna forma, uma vez

que esses fatores podem nio corresponder a zeros e polos da planta intervalar.

29



4.3. Anilise via Teorema das Arestas a0

Conforme visto anteriormente, dois polindmios intervalares podem ser representados como

k3 T

lals)] = > lawma]s™ e )] =3 [Gia] ",

=0 St}
e temos por hipétese, 0 € [ai1] e [Bn+1] # [0,0], mas (8] = [0,0] para I € n. Um planta

intervalar de ordern n seria representada na forma

{P( )] " {G.(S)]

A natureza intervalar dos polindmios que constituem a fungio de transferéncia da planta
nos motiva a utilizar métodos computacionais baseados em Analise Intervalar.

Nas Seces 3.4.1 e 3.4.2 deste trabalho, apresentamos condicdes suficientes para a coprimo-
robustez de polindmios intervalares, através das quais podemos ainda determinar um limite
infex:ior para o rute de coprimo-robustez entre dois polindmios intervalares qualisquer. Apre-
sentaremos também uwm método do tipo tentativa~e-erro, desenvolvido por (Bhattacharyva
et al., 1995) e baseado no Teorema das Arestas (Bartlett, Hollot e Lin, 1988), que nos servira

de parametro comparativo em relaggo aos métodos propostos.

4.3 Anadlise via Teorema das Arestas

O Teorerna das Arestas, devido a {Bartlett et al., 1988) nos fornece uma caracterizacio
do conjunto de raizes de uma familia politépica. O Teorema das Arestas permite calcular de
forma simples o chamado espaco de raizes ou conjunto espectral de um polinémio intervalar,
O Teorema das Arestas estabelece que as raizes de uma familis politépica de polinémios séo
limitadas pelas rafzes de suas arestas expostas como ilustradoe na Figura 4.1 para ¢ caso de

polindémios intervalares.

Teorema 4.1 Dado um polindmio intervelar qualquer

b

lals)] = 3_lowstls™,  [ad = [o7.07], o] = [a7,a] (4.1)
=0

o congunto espectral
S(a)) = {s: fa(s,0)) =0, a € [a]}
¢ limitado pelas raizes das arestas de (o™, a™].

O conjunto espectral de [a{s)] € o conjunto de todas as rafzes de [a(s)] quando os coefici-

entes de [a(s)] assumem valores em [a], ¢=1,2,- - ,n+ 1L
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Figura 4.1: Conjunto de arestas formadas pelo polinémio intervalar [a] = [a] , a}]

4.4 Condigoes Suficientes para Coprimo-Robustez de Polind-
mios Intervalares

A determinacic de condigdes suficientes para coprime-robustez de polindmios intervalares
estéd relacionada & andlise da nio-singularidade robusta da resultante de Sylvester associada.
No decorrer desta Secio, mediante a adogio de uma Proposigio inicial, apresentamos alguns
critérios que nos permitem avaliar a n&o-singularidade robusta de resultantes de Sylvester
intervalares de maneira a estimar 0 seu roio de ndo-singularidade robusta, assim como o raio

de coprimo-robuster entre dois polindmios intervalares.

Proposigao 1 Deis polindmios intervalares [a(s)] e [b{(s)] sdo robustamente coprimos se a

resultante de Sylvester intervalar [A] for robustamente ndo-singular.

Prova: Suponha que a resultante de Sylvester [A] seja robustamente nio-singular. Entdo
todas as resuitantes de Sylvester em [A~, A™] s3o ndo-singulares, e portanto [a(s)] e [b(s)] sho

robustamente coprimos.

De modo contrario ao caso néoc-intervalar, (Chen, 1999), a proposicio inversa nem sempre
¢ verdadeira. A razfo reside no fato de que [A] também contém intmeras resultantes gue
ndo sao do tipo Sylvester, as quais surgem devido a um problema conhecido como problema
da dependéncia em Andlise Intervalar: cada ocorréncia de um coeficiente intervalar de [4] é
tratado como se o mesmo fosse um coeficiente intervalar diferente.

O problema de se determinar se uma dada matriz intervalar é robustamente nao-singular
tem sido extensamente tratado na literatura (Blondel e Tsitsiklis, 2000). Sabemos que todas
as condigtes necessarias e suficientes para nao-singularidade robusta possuem comportamento
exponencial. CondigGes suficientes, entretanto, podem ser facilmente aplicadas, como as que

apresentaremos no decorrer desta Segio.
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Sejam [a(s)] e [b(s)] dois polindmios intervalares e [A] = [A, — A, Ac + A] a resultante de

Sylvester intervalaax asscciada.

Teorema 4.2 (s polinémios intervalares [a(s)] e [b(s)] sdo robustamente coprimos se

p(JATHA) < 1. (4.2)
Teorema 4.3 O3 polinémios intervalares [a{s)] e [b(s)] sdo robustamente coprimos se

Trmaz{D)
e g
T Ac) (*3)
A provas do Teoremas 4.2 e 4.3 estdo relacionadas ao fato que (4.2) e (4.3) sdo condicbes
suficientes para a ndo-singularidade robusta de [A] (Beeck, 1975) e (Rump, 1993), e desta

forma tornam-se condigdes suficientes para a coprimo-robustez de [a(s))] e [b(s)]-

Teorema 4.4 A mairiz intervalar [A] = [A. — A, A. + A] associada aos polinémios inter-

valares [a(s)] e [b{(s)] € robustamente ndo-singular se e somente se todos os problemas de

programagdo linear

max zlz
| sujeito a (A, ~ AT,z <0,
(A + ATz > 0, (44)
T,z > 0.

sdo imitados para todo z € Z.

De acordo com o Teorema 4.4, 2™ problemas de programagao linear do tipo (4.4) devem ser
testados de forma provar que a resultante de Sylvester intervalar é robustamente nio-singular.
Entretanto, o algoritmo proposto em (Jansson e Rohn, 1999) no é a a priori exponencial, isto
¢, o problema (4.4) geralmente necessita ser resolvido somente para um subconjunto préprio

Yde Z.
4.4.1 Raios de Nao-Singularidade Robusta e Coprimo-Robustez

Apesar de amplamente citados, os termos raio de coprimo-robustez entre dois polindmios
intervalares e o roio de ndo-singularidade robuste da resultante de Sylvester intervalar ainda
nao foram formalmente definidos neste texto. Dedicareﬁlos esta Se¢Ao a essas definicdes, como

segue.
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4.4.1.1 Raio de Coprimoc-Robustez

Considere a seguinte forma de representagic para polindmios intervalares

n

la{s, )] = 3 o (e)]s™,

i=0
onde [es(e)] = [a? — &b;, 0 +€5i], af e §; sio guantidades dadas e ¢ > 0. A quantidade
of representa o walor central ou valor nominal do coeficiente intervalar, enquanto que ed;
representa seu raio (varidvel). Dado um polinémio intervalar [a(s)] descrito por coeficientes
intervalares [a], ], definimos of e §; como

o _letre) | (of-of)
£ 2 %ot 2 .

O conjunto espectral de um polindémio intervalar [a(s)], denotado por & ([a(s)]), é definido

como sendo o conjunto de todas as raizes de |a{s)] quando os coeficientes de [a(s)] assumem

valores em [oy], ¢ = 1,2,--+ ,n + 1. Dois polinémios intervalares sdo robustamente coprimos

se
S{la(s)]) NS ([p(s)]) = B.

Baseando-nos nas afirmacdes anteriores, podemos definir que o raio de coprimo-robustez entre

dois polindmiogs intervalares como
eg:=inf{e>0: S{la(s,e}]) NS (b(s,¢€)]) #0}. {(4.5)

Assumindo que 0 ¢ [&], o Teorema das Arestas estabelece que a fronteira de S ([a(s)])
esté contida no conjunto espectral das arestas expostas do politopo dos polinémios [a(s)].

Uma estimativa do raio de coprimoe-robustez pode ser feita através de um método vi-
sual do tipo tentativa-e-erro baseado no Teorema das Arestas, sugerido em {Bhattacharyya

et al., 1995). No Capitulo 5 deste trabalho, apresentamos alguns exemplos que ilustram esta

ferramenta de anilise.

4.4.1.2 Raio de Nao-Singularidade Robusta

Dados dois polindimios intervalares

()] =3 o] s”™ & Bl = [Bma] ™ nzm
=} Fu=0)

a resultante de Sylvester intervalar associada é
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Define-se o roio de ndo-singularidade robusta de [A] como
f=inf{e>0: A, —eA <A< A +eA} para alguma A singular. (4.6}

Estimativas para o raio de ndo-singuleridade robuste de [A] podem ser obtidas com base

nos Teoremas 4.2, 4.3 e 4.4, conforme discutido na préxima Secdo.

4.5 Célculo do Raio de Nao-Singularidade via Bissecio

Antes da obtengdic das estimativas para o raio de ndo-singularidede robusta via Bissego,

¢ conveniente apresentar inicialmente o método da Bissecio propriamente dito.
4.5.1 Mbétodo da Bissegio

0O método da Bissecdo fol um primeiros métodos numéricos desenvolvidos para encontrar

as raizes de uma equagio ndo-linear f(z) = 0. 0 método é baseado no seguinte Teorema:

Teorema 4.5 Se y = f(z) € uma fungdo continua e muda de sinal no intervalo [a,b] (isto
é, se f(a)f(b) < O/, entdo existe pelo menos um ponto z* € la,b] tal que f(z*) = 0. Além

disso, se f (z) ndo muda de sinal em [a,b], entdo z* € a tnica raiz de f(z) nesse intervalo.

O objetive do método é reduzir progressivamente a largura do intervalo que contém a
raiz até se atingir a precisio requerida dividindo-se o intervalo corrente ao meio. O método
gera uma sequéncia de intervalos [a,b] D [a1,51] D lag,b2] D a3, b3]..., de forma que todos
estes contenham a raiz da equagdo f{z) = 0. Os intervalos Iy = [ag, bz] .,k = 1,2,3,... sao
determinados através do ponto médio do intervalo I..;, dado por

2

Como f{myg) # 0, um novo intervalo [ag, bi] serd definido por
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{mka bk—l] 3 se f (mk) < O:
log, by] =
lag—1,mE], se f(mg) >0
O procedimento é repetido até a obtencéo de um intervalo de largura £ > 0 suficientemente

pequena, ou até giie uma raiz F{mg) = 0 seja eventualmente encontrada.

Y
y = flz)
ag-1 M el beal 3:
/
_-—-—"""/
(ak, bx)
{(@r—1,b8—1)

Figura 4.2: Método da Bissegao

A seguir apresentamos um pseudo-cédigo do método da Bissecio.

Algoritmo 1 Algoritmo do método da Bissecio
Dada f(z), definir intervalo inicial [a,b] e precisio &

Enquanto |b —a| > £ faga
a-+b

flp =
se f{my) < 0 entao
a = Mg
caso contrario
b=my
fim
fim
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4.5.2 Calculo do Raic de Nao-Singularidade via Bissecao

A Proposigao 1 nos assegura que €5 > <*, isto &, o raio de coprimo-robustez (4.5) entre
dois polindmios iratervalares é limitado inferiormente pelo raio de ndo-singularidade Tobusta
(4.8} da resultante intervalar de Sylvester associada.

Para que possamos estimar o raie de ndo-singularidade robusta através dos critérios apre-

sentados pelos Teoremas 4.2, 4.3, definimos por conveniéncia,

ple) = AATH(e)) & ofe) = TN, e>0 @)

Inicialmente determinamos o espago inicial de busca [e1, e2], a ser utilizado pelo método
da Bissecdo para & deferminagio do raio de ndo-singularidade robusia €*, conforme o pseudo-

codigo a seguir; f pode representar p ou o nas definicdes (4.7).

Algoritmo 2 Determinagéo do espago inicial de busca [e;, €2

Defina k=10, 51 =0.1, B2 =10, ap = 1 e determine f{og).

1° Caso: flap) =1

€2 = Qi

Enquanto f(ai) > 1 faga
Qg1 = O - G
E=k+1
Determinar fiog)

Bm

£ = Qg

2° Caso: flap) <1

€3 = (g

Enquanto f{ox) < 1 faca
Qg1 = Q- P2
k=k+1
Determinar f{og)

fm

€9 = Qi

De posse de um espaco inicial de busca , podemos determinar os valores de p{e*) e o(e*)
a serem utilizados no Capitulo 5. A seguir apresentamos um pseudo-cddigo do algoritmo ba-
seado em Bissegio para a estimativa do raio de ndo-singularidade robuste, fundamentado nos

Teoremas 4.2 e 4.3.
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Algoritmo 3 Determinacio de €* em (4.7)

Definir umea preciséo £ >0
Enquanto |ez — €1| = £ faca
€n ~+ €1

=5
Besolver (4.7 ) para &
se (47} < 1 entdo

€1 = €¢
caso contrario
£y = £
fim
fim
€ = £

De forma an&loga, definimos inicialmente um espago de busca [e, €] apropriado, e com
base no Teorema 4.4, implementamos um método do tipo Bissecdio que faz uso da funcdo
linprog do Matlab para uma aproximagio suficientemente precisa de ¢*. Substituimos
A por €A na fungho linprog em (4.4) e definimos {flag) igual a 1 (flag(e):=1), caso (4.4)
seja limitado para todo z € Z e flag igual a 0 (flag(e):=0), caso contrdrio. Como o espago
inicial de busca [€1,€p] é definido de forma que {flag(e; =1} e {flag(ez):=0}, o valor do raio

de ndo-singularidade robusta pode ser estimado através do método da Bissegao.

A seguir, apresentamos o pseudo-cédigo do algoritmo utilizado.

Algoritmo 4 Determinago de " através do método baseado em P.L.

Definir uma precisdo £ >0

Enquanto le; ~ ;] 2 £ faga

€2+ €1
€ = ———

Resolver o P.L. para e,
se flagle.) = 1 entao

€1 = €Ce
caso contrario
[ )
fim
fim
€ = €

Conforme discutido em (Jansson e Rohn, 1999), sabe-se que o cdlculo do raio de ndo-
singularidade robusta ¢* é um problema NP-dificil. De fato, pelo Teorema 4.4, 2™ pro-
blemas de programacao linear do tipo {4.4) precisam ser resolvidos de maneira a provar a

nio-singularidade robusta da resultante de Sylvester intervalar. Entretanto, o algoritmo pro-
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posto em (Janssorr e Rohn, 1999) ndo & a priori exponencial, e o problema (4.4) geralmente

s6 precisa ser resolvido num subconjunto préprio Y de Z.



Capitulo 5

Testes Computacionais

5.1 Introducao

Neste Capitulo apresentamos alguns resultados ndmericos obtidos através dos métodos
cornputacionais discutidos nessa Dissertagiio. O método visual baseado em tentativa-e-erro de-
senvolvido por (Bhattacharyya et al., 1995} é utilizado como pardmetro de comparaggo. Avali-
amos o método desenvolvido por (Beeck, 1975), o qual nos assegura que [A] = [4, — A, A, + A]
é regular se p (|A7 1[ A) < 1; o método desenvolvido por (Rump, 1993)(Rump, 1994) baseado

na relagio entre Omaz(A) (valor singular méximo de A) & omin(A.) (valor singular minimo de
Tmaz{ D)

) . Trriin (Ac)
Linear desenvolvido por {Jansson e Rohn, 1999}, o qual envolve a resolugio de 2™ problemas

Ac), e que estabelece que [A] é regular se < 1; 0 método baseado em Programacgo

lineares do tipo
l max zlz
| sujeitoa (A, - AT,z <0,
(Ac+ ATz 20,
T.z = 0,

(5.1)

de maneira a provar que [ 4], a resultante de Sylvester intervalar de dois polindmios intervalares
quaisquer, é robustamente ndo-singular. Os quatro métodos considerados utilizam o algoritmo
de Bissegdo descrito na Se¢io 4.5.1. A idéia & a obtencgio de estimativas para o raio de nédo-

singularidade robusta de [A], definido em (4.6) por
e :i=inf{e>0: A. —eA < A< A +eA} paraalguma A singular.

Como mostrado no Capitulo 4, o raio de ndo-singularidade robusta de [A] é um limitante

inferior para o T0i0 de coprimo-robustez dos polinémios intervalares associados.

39
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5.2 Método Visual de (Bhattacharyya et al., 1995) baseado no
Teorema das Arestas

Exemplo 1 Sejain [a{s)] e [b(s)] definidos como em (Sok, Evans, Petersen e Betz, 1987);

{P(S)} - ;b(s}] - 5+ @82}

[a(s)] ~ s* —2.25+ [og]’ (5.2)

onde [Bo] = [0.5,1.5] e [az] = [~2.8,~2.2]. Os conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)]
sao ilustrados nas Figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4. O mailor valor de ¢ para o qual ainda

observamos a coprimariedade, ¢ de € = (.362,

:
osh o2
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04 G4
g
2 gzb 2 par
R — : - -
E ' g
g s . i 53k
08 -8
-hE ~GE
- - > i
A S 5 a5 1 15 z s 3 53 55 -1 -BE E 55 ¢ 3 z 5 F) 5
Eixo Real Eixo Real
Figura 5.1: Conjunto espectral de [b(s)] Figura 5.2: Conjunto espectral de [a(s)]
com ¢ = {(.362. com ¢ = §.362.
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Figura 5.3: Conjuntos espectrais de [a(s)] Figura 5.4: Detalhe dos conjuntos espec-

e [b(s)] com € = 0.362. trais de [a{s)] e [b(s}] com e = 0.362.
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Exemplo 2 Seja [a(s)] e [b(s)] definidos como em (Bhattacharyys et al., 1995}

Bl _ e [Bals +
ia(s)} [01383 + {&2]82 -+ {Qg}s + [a;j '

onde [81] = [0.5,1.5], [B] = [1.5,2.5}, [Ba] = [15,2.5], [og) = [0.5,1.5], [exa] = [4, 5], [oua] =

[5.5,7.5] e [0 =1[2,3]. O maior valor de ¢ para o qual ainda verificarnos a coprimari-

[P(s)] (5.3)

edade, é de € = 0.5 (Figuras 5.5, 5.6, 5.7 ¢ 5.8).

o
o

Fixo Imagindrio
&
&

Eixe Imaginirio

i . . . . ) . . - ‘ ) ‘ . )
S T L I T T T

Eixo Real Eixo Real
Figura 5.5: Conjunto espectral de [b(s)] Figura 5.6: Conjunto espectral de {a(s)]
com € = (.5. com ¢ = 0.5,

Eixe Imagindtio
Bixo Imagindrio

N . . . : . . : N . Bt x
T as | 4 ~34 - -2 -2 -18 -1 -aE 3 23 -2 -4 -1 -3

Eixo Real Eixo Real
Figura 5.7: Conjuntos espectrais de {a{s)] Figura 5.8: Detalhe dos conjuntos espec-
e [b(s)] com € = 0.5. trais de {a(s)] e [b(s)] com ¢ = 0.5.
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Exemplo 3 Seja {«(s)] e [b(s)] definidos como em (Bhattacharyya et al., 1995):

_ [p(s)] _ [Buls® + [Ba]s® + [Ba]s + (]
Pl = 2] = Tl T laals” & loale = o) (5-4)

onde [Bi] = [2,4], [52] = [2,4][83] = [2,4],[8d = [0,2], [ou] = [2, 4], [@2] = [9, 1], [ox3] =
199,101] e [ou] = [99,101]. O maior valor de ¢ para o qual ainda verificamos a copri-

mariedade, ¢ de e = 0.525 {Figuras 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12).

. o
n 2
2 2
E 3
- - = i
E B -
. -
P A Y Y TR [ X ST -1 -85 -2k -94 Rk
Bixo Real Eixo Real
Figura 5.9: Conjunto espectral de [5(s)] Figura 5.10: Conjunto espectral de [a(s)]
com ¢ = 0.525, com ¢ = 0.525,
um
R
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2 £
\‘:' § [i3d LA e R # SN R e
;:e at E"
£ £
g -2f .g &5 B
b
M . -15 ) . ) .
——"’13 -4 -1.2 -1 ~0E ~54 A ~52 2 13 RERET “tt ~1 58 g -85 B3 (B3
Bixe Real Eixo Real
Figura 5.11: Conjuntos espectrais de Figura 5.12:  Detalhe dos conjuntos es-

[a(s)] e [b(s)] com e = 0.525. pectrais de [a(s)] e [b(s)] com € = 0.525.
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Exemplo 4 Seja [a(s)] e {6(s)] definidos como em (Keel e Bhattacharyya, 1999):

[P(s)]

_ [b(s)l _ [B1]s® + [Ba]s® + [Bals + [ 4]

"l fouls® + [on)s? + [ogfs + [

(5.5)

onde [B1] = [0,0] := 0,[B] = [1.9,2.1},(B3] = [-8.1,-29],[G] = [1.8,2.1] ,[0:] =
[1,1] = 1, {oea] = [-3.1, =29, 3] = [-5.1,~4.9] e [ag] = [-1.1,~0.8]. O maior valor

de € para o qual ainda verificamos a coprimariedade, € de ¢ = 8.95 (Figuras 5.13, 5.14,

5.15 e 5.16).

14y
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Fixo Imagindrio
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% =
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Figura 5.13: Conjunto espectral de [b{s)]
com ¢ = 8.95.
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Figura 5.15: Conjuntos especirais de

la{s)] e [b(s)] com € = 8.95.
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Figura 5.14: Conjunto espectral de [a(s)]
com € = 8.95.
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Figura 5.16: Detalhe dos conjuntos es-
pectrais de {a(s)] e [b{s}] com e = 8.95.



5.3. Estimativas Baseadas no Raio Espectral (p} 44

5.3 Estimativas Baseadas no Raio Espectral (p)

Exemplo 1 Sejaxxm [a(s)] e [b{s)] definidos como em (Soh et al., 1987):

Bls)l _ s+ 0]
a(s)] ~ 2 ~22s+ag]’ (5.6)

[P(s)] =

.

onde [B2] = [0.5,1.5] ¢ [os] = [~2.6,-2.2]. O maior valer de € para ¢ qual ajnda
verificamos que a condicio de regularidade é satisfeita, ou seja, p(]A;‘l| eA) < 1, é

aproximadainente € = 0.362 (Figuras 5.17, 5.18, 5.19 e 5.20).

£ a8
[y a6
9, ok
2 szt B oe2tb
E 2
-% L & .o =
E 2 E 03
= <
é -t t% -0
0.5 i
x4 &
e T R P B Y
Fixo Real Eixo Real
Figura 3.17: Conjunto espectral de [b(s)] Figura 5.18: Conjunto espectral de [a{s)]
com e = 0.362. com ¢ = 0.362.
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" L ~055 : : - .
Y -1 0.8 i a5 1 5 i 25 3 X {58 ~GEE ~0.484 -3 B2 ~0E ~0.7% =0 ~n¥
Eixe Real Eixo Real
Figura 5.1%: Conjuntos espectrais de Figura 5.20: Detalhe dos conjuntos es-

la(s)] e [b(s)] com € == 0.362. pectrais de [a{s)] e {b(s)] com € = 0.362.
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Exemplo 2 Seja [a(s)] e [b(s)] definidos como em (Bhattacharyya et al., 1995):

(b(s)! [B1]8% + [Ba]s + Bl
P(s)] = = n L N— 5.7
Ps)] [a{s)] = [oa]s® + las]s? + [as]s + [aq] (5.7)
onde [f1] = [0.5,1.5], [B2] = [1.5,2.5],[Bs) = [1.5,2.5], [o1] = [0.5,1.5], [cxa] = [4, 5], [c3] =
[5.5,7.5] Tay4l = [2,3]. O maior valor de € para o qual ainda verificamos que a condicio
de regularid ade é satisfeita, ou seja, p ([A;“1| €A) < 1, é aproximadamente ¢ = 0.110

(Figuras 5.2 13, 522 5.23).

3 4 5
‘9 2.5 B E o8
o eE 1 gmé
é ey . & 1 p \
PRI S AT S S S R Y; [ Ry e S S P
Fixo Real Eixo Real
Figura 5.21: Conjunto espectral de [b(s)] Figura 5.22: Conjunto espectral de [a{s)]
com € = (.110. com ¢ = 0.110.
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Figura 5.23: Conjuntos espectrais de {a(s)] e [b(s)] com e = 0.110.
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Exemplo 3 Seja [«a(s)] e [b(s)] definidos como em {Bhattacharyya et al., 1995):

Eixe Imagindrio

B(s)]  [Bu]s® + [Ba]s® + [Fa]s + [B4]

lals)]  [ou)s® + [og)s? + [asls + [ou]’ (5.8)

Fs)} =

onde 3561] = [22 41 3 Iﬁij = [2’4% : ;53} = i2,41 : {54] = {0! 2} 1 Eaﬂ = [2>4] s [0521 = [9’ 111 ’ EQS] =
199,101] e o] = [99,101]. O meior valor de € para o qual ainda verificamos que a
condigdo de Tegularidade é satisfeita, ou seja, p{|A7l|eA) < 1, é aproximadamente

e = 0.457 (Figuras 5.24, 5.25 e 5.26).

. s -
A
b b
D PR Y Ty L s 2 -%Mbe TR —
Eixo Real Eixoe Real
Figura 5.24: Conjunto espectral de [b{s)] Figura 5.25: Conjunto espectral de [a(s)]
com € = 0.457. com € = 0.457.

}

Eixo Imagindrio

s

it i

15 ~% 4 ~12 -1 ~0.8 ~G& =4 02 9
Eixo Real

Figura 5.26: Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com € = 0.457.
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Exemplo 4 Seja [a(s)] e [b{s)] definidos como em (Keel e Bhattacharyya, 1999}

Fol= gﬂ - [l + pa]s” + [Bals + [Bu)

’.0‘1]33 + [Ozg}sz 4 {a3}s s [a,,;] d {5.9}

onde 531} B [0,’0} = {3, L@g} = [1.9, 2.1} . L@g] = {-—3.1, ~2.9], [ﬁ;ﬂ = {1.9,2.1] ) [al} =
1,1] =1, o] = [-3.1,-2.9], [os] = [-5.1,~4.9] e [0y =[~1.1,—0.8]. O maior valor
de ¢ para o qual ainda verificamos que a condigio de regularidade é satisfeita, ou seja,

p(|As1 eA) < 1, é aproximadamente e = 6.281 (Figuras 5.27, 5.28 e 5.29).

. s R G5
% -osh f-0s
& = '
-1ax - 5 1 = 3 4 5 s 3 i 3 1 P 3 1 5
Eixe Real Eixo Real
Figura 5.27: Conjunto espectral de [B(s)] Figura 5.28: Conjunto espectral de [a(s)]
com ¢ = 6.281. com ¢ = 6.281,

a5k

Bixo Imagindrio

; : L ; N " .
-2 w3 o 1 2 3 4 H] [
Eixo Real

Figura 5.20: Conjunto espectral de [b(s)] e [a(s)] com € = 6.281.
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5.4 Estimaivas Baseadas em Valores Singulares (o)

Exemplo 1 Sejarm [a(s)] e [b(s)] definidos como em (Sch et al., 1987):

b(s)] _

5 =+ [Bs] (5.10)

P =10

N 82— 2254 [as)’

onde [Ba] = [0.5,1.5] e [ag] = [~2.6,-2.2]. O maior valor de ¢ para o qual ainda

verificamos <yue a condigdo de regularidade é satisfeita, ou seja,

ximadamente € = 0.283 (Figuras 5.30, 5.31, 5.32 e 5.33).

Eixe Imagindrio

z S5 1 5 z 25 3 35
Bixe Real

Figura 5.30: Conjunto espectral de [b(s)]
com e = 0.283.

TETTTA s

Eixe Imagindrio

Eixo Heal

Figura 5.32: Conjuntos espectrais de
[a(s)] e [b(s)] com € = 0.283.

Trnax (€] }
————— < 1, é apro-
Tmin (Ac)
1
2ak
[TX:3
"5
2 nzp
=
‘a = -
e
=)
X
'[5 D
23
"S‘? & --; ~l‘.:5 E:, {!tS 1 ‘.:F. ’( 25 K]
Eixe Real

Figura 5.31: Conjunto espectral de [a(s)]
com € = (1.283.
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Figura 5.33: Detalhe dos conjuntos es-
pectrais de [a{s)] e [b(s)] com e = 0.283.
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Exemplo 2 Seja [a(s)] e [b(s)] definidos como em {Bhattacharyya et al., 1995):

Eixo Imagindrio
‘

_ B [Bls® + [Ba)s + (B3]
T le(s) T [oals® + [aa]s? + {as)s + [ad]’ (8.1

[P(s)]

onde [f1] = [O.5,1L.8], (8] = [1.5,2.5] , [B3] = [1.5,2.5], [en] = [0.5,1.5], [cxa] = (4, 5], [xa] =

5.5,7.5] e [cu]=1[2,3]. O maior valor de ¢ para o qual ainda verificamos que a condi-
Cmax (€A)

et ] 6 aproximadamente € = 0.035
Tmin (AC)

cio de regularidade é satisfeita, ou seja,

(Figuras 5.34, 5.35 € 5.36).

15
= &
25 o &5
5
-
. £ x
E
05 S us
i
2]
" L
-14
Py S ey ] P Y PSP
Eixo Real Eixo Real
Figura 5.34: Conjunto espectral de [b{s)] Figura 5.35: Conjunto espectral de [a(s)]
com ¢ = (.035. com € = 0.035.
15
1 ’ a2
° 4.5
3
Eoor o L
=3
E
a -5k
2
1 L Y S
i
-5 -1 ~& ~3.5 -3 -] ~2 -1.5 =1 -35 bl

Eixe Real

Figura 5.36: Conjuntos espectrais de [a{s)] e [b(s}] com ¢ = 0.035.
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Exemplo 3 Seja [a(s)] e [b(s)] definidos como em (Bhattacharyya et al., 1995):

(P(s) = = )] _ 1Bus + {ﬁzlsz

T la(s)] T fen]s® + lagls (5.12)

onde {ﬁl} = §2?43 s {82} = Eza 4} y EﬁSj - E2=4} B 1164] = {01 2] ? {{1:1] = {2743 H [aﬂ = {9, 11} : {CBS} =

[96,101] e [a4] = {99,101]. O maior valor de ¢ para o qual ainda verificamos que & con-

Eixe Imagindsrio

A
dicdo de regularidade ¢ satisfeita, ou seja, Imax (€2) < 1, é aproximadamente ¢ = (.236
Omin (Ac)
(Figuras 5.37, 5.38 e 5.39).
2 3
ai- g
“&r E o
5]
- e
Py e — I GE | wea | w4 % it TiE a4 g e o5 0E | weA ez 3
Eixe Real Eixo Real
Figura 5.37: Conjunto espectral de {b(s)] Figura 5.38: Conjunto espectral de [a{s)]
com € = (.236. com € = (0.236.
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E
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E i
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Eixo Real

Figura 5.39: Conjuntos espectrais de [a{s)] e [5(s)] com ¢ = 0.236.
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Exemplo 4 Seja {als)] ¢ [b(s)] definidos como em (Keel e Bhattacharyya, 1999):

()] [Bus® + [Ba]s® + [Ba]s + [Bd]

PO = G = o loals? = oals + o]

(5.13)

onde [B1] = [0,0] = 0,(62) = [1.9,2.1], (8] = [-3.1,-29], (8 = [1.9,2.1],[a] =
1,1 =1, [eea] = [-8.1,-2.9], [og] = [-5.1,~4.9] e (o] = [—1.1,-0.9]. O maior valor
de € para o cyual ainda verificamos que a condigdo de regularidade ¢ satisfeita, ou seja,

W < 1, é aproximadamente € = 0.283 (Figuras 5.40, 5.41 e 5.42).
Tmin {AC)

183 15
73] ) Lar
2 g
3 3
2 = 4 Z_{e B woom x .
) -
g} £
2 ash 2 -8
T - . : : 3 2 5 ® T g 3 B z 3 4 : E
Eixo Real Eixo Heal
Figura 5.40: Conjunto espectral de [b{s)] Figura 5.41: Conjunto espectral de [a{s)]
com € = (.283. com ¢ = (.283.
1.5
o
4%
2
g
£ X ox = -
-
B
g =
ot
-1.5 .
-z -1 o 1 2 B B s &
Eixo Real

Figura 5.42: Conjuntos espectrais de {a(s)] e [b(s)] com € = 0.283.
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5.5 Estimnativas Baseadas em Programacac Linear

Exemplo 1 Sejarm [a(s)] e [b(s)] definidos como em (Soh et al., 1987):

5 + [Ba]

[P = 2o

onde [B] = [0.5,1.5] e [og]=[-2.6,-2.2].

32 5 ag -+ [QS] H (314)

O maior valor de ¢ para o qual [Al permanece robustamente nio-singular é £ = 0.362

(Figuras 5.43, 544, 5,45 ¢ 5.46).

Fixo Imagindrie

LT s B LY 1 T H 25 3 34

Eixo Real
Figura 5.43: Conjunto espectral de [b(s)]
com ¢ = 0.362.

%o Imagindria

PRy S S T 1 15 2 8 3 25
Eixo Real

Figura 5.45: Conjuntos espectrais de
[a(s)] e [b(s)] com € = 0.362.

o8
28
ask
e,
£ var
~
o
£ E e =
&
S
9
=,
E RHEY
b
I T Y YLz 2& @ s

Eixo Real

Figura 5.44: Conjunto espectral de [a(s}]
com ¢ = (.362.
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Figura 5.46: Detalhe dos conjuntos es-
pectrais de [a(s)] e {b{s)] com e = (.362.
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Exemplo 2 Seja [«(s)] e [b(s)] definidos como em (Bhattacharyya et al., 1995):

_ B [Bus® 4 [Bels + [B]
[Ps)] = a{s)]  log]s® + [oa)s® + [asls + (4]’

(5.15)

onde [,31} = {{}.5, 1.5] B L@g} = {1.5, 25} . [ﬁgé = {1.5, 2.5E f [al} = [0.5, 1.5] , {&2} = [4, 5} ) {&3} =
5.5,7.5] e [aa] = [2,3]. O maior valor de ¢ para o qual [A] permanece robustamente

nao-singular € ¢ = 0.114 (Figuras 5.47, 5.48 e 5.49).

P
35-— - 15
o U3 E g e
e -
= o - 2 .
E"’ e ? =3
5 E
g""s s 5
st - 5
T e o Y ¢ T TR A
Eixo Real Eixc Real
Figura 5.47: Conjunto espectral de ib(s)] Figura 5.48: Conjunto espectral de [a(s)]
com € = 0.114. com € = (.114.
1.8
8
E T T -
]
;: -0.3
2
]
1E - -
=5 =45 -4 35 =5 =25 - 15 ~t  -05 o
Eixo Real

Figura 5.49: Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com € = 0.114.
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Exemplo 3 Seja [a(s)] e [b(s)] definidos como em (Bhattacharyya et al., 1995):

ey = ) _ 85+ (B¢ «r[ﬁs] + (6]
PN = 1200 = Touls® + aals? & [as]s + [ad]

onde [B1] = 12,4, (%] = (2,4],[8s] = [2,4],[8:] = [0,2], {u] = [2.4], [e2] = [8,11] , [os] =
[99,101] e [eu] = [99,101]. O maior vaior de € para o qual [A] permanece robustamente
néo-singular é e = 0.475 (Figuras 5.50, 5.51 e 5.52}.

, (5.16)

2r . 4
[ 'gb v -
E

F

. z

WETTTIETTRE P T S S 3 "’Mk B R

Eixo Real Eixo Real

Figura 5.50: Conjunto espectral de [b(s)] Figura 5.51: Conjunto espectral de [a{s)]
com ¢ = 0.475. com € = (.475.
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Figura 5.52: Conjuntos espectrais de [a(s)] e [b(s)] com € = 0.475.
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Exemple 4 Seja [a{s)] e [b(s}] definidos como em (Keel e Bhattacharyya, 1999):

[B1]s® + [Ba]s® + [Bs)s + [Ba]

a(s)] ~ loqls® + loos? + [os)s + [a]”

0=91 = 0, [ﬁz] = E}-'ga 2'13 ) L@SE = [_3'1a —2'9] :{ﬁé] = {1'95 21} ’ {all =
= [-3.1,~2.9}, [a] = {~5.1,~4.9] e [og] = [~1.1,—0.9]. O maior valor

_ bl _

{P(s)] (5.17)

onde [G:i] = |
{1,1} 3 [azi
de ¢ para o qual [A] permanece robustamente ndo-singular é ¢ = 8.875. (Figuras 5.53,

5.54, 5.55 e 5.56).

k] -1
[rX:] 3
2 g
g 5
-;_% i 'g - RN ERRIIE:
il E
$ -5 % -asr
[5] &
§ A
-1 ¢ 1 2 3 3 s e 5 7 B 3
Eixo Real Bixe Real
Figura 5.58: Conjunto espectral de [b(s)] Figura 5.54: Conjunto espectral de [a{s)]
com € = 8.875. com e = 8.875.
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a g2k
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. ) . . i X o8k ¢ . . . ) ) .
“Es ] 5 f 2 B 3 15 2 25 3 35 4 55 5
Eixa Real Hivo Real
Figura 5.55: Conjuntos espectrals de Figura 5.56: Detalhes dos conjuntos es-

[b(s)] e [a(s)] com € = B.875.

pectrais de [b(s)] e [a{s}] com ¢ = 8.875.
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5.6 Compaxacaoc dos Resultados

De posse dos vzlores obtidos através da aplicagio dos métodos apresentados, construfmos

a seguinte tabela:

Métodos
Exemplos o o P.L. | Visual
Exemplo 1 | 0.362 | 0.283 | 0.362 | 0.362
Exemplo 2 | 0.110 | 0.035 | 0.114 | (.500
Exemplo 3 | 0.457 | 0.236 | 0.475 | 0.525
Exemplo 4 | 6.281 | 0.283 | 8875 | 895

Tabela 5.1 Comparacio dos resultados entre os métodos utilizados.

Através da observacio dos resuitados da Tabela 5.1 podemos verificar que o método base-
ado nos minimos & méximos valores singulares de A, e A respectivamente, desenvolvido por
(Rump, 1993) &, dentre os métodos utilizados, 0 que apresenta o pior desempenho gquando
comparado ao método visual padrao (Bhattacharyya et al., 1995). O método desenvolvido
por (Beeck, 1975) baseado no raio espectral de AT A apresenta um desempenho melhor que
o método anterior, aproximando-se do método baseado em Programacdo Linear em quase
todos os casos estudados. O método baseado em Programacio Linear proposto por (Jansson
e Rohn, 1999), é o que apresenta os resultados mais préximos aos valores obtidos pelo metodo
visnal (Bhattacharyya et al., 1995), ainda que no Exemplo 2 ndo tenha fornecido um valor
préximo ao valor de referéncia. O Exemplo 2 nos mostra que o raio de coprimo-robustez
pode ser substancialmenie maior do que o raio de ndo-singularidede robusta da resultante de
Sylvester.

Os quatro métodos acima foram também avaliados através de exemplos gerados aleato-
riamente, com conclusfes idénticas s apresentadas acima. Aparentemente a resultante de
Sylvester intervalar ndo possui caracteristicas que tornem a aplicagio de um dado método
majs eficiente do que quando o mesmo método é utilizado em matrizes intervalares “cheias”™

Vale portanto é regra normalmente adotada na literatura de Andlise Intervalar: aplicar a
condigdo suficiente de (Beeck, 1975) para wmna estimativa de baixo custo computacional e, se
necessaria, uma condi¢do necesséria e suficiente como a proposta por {Jansson e Rohn, 1999).

Como testes finais, aplicamos a fatoragio QR intervalar descrita no Capitulo 3 aos Exem-
plos 1,2,3 e 4 com os valores de < fornecidos pelo método baseado em Programacio Linear

2
para avaliar o grau de sucesso da fatoragio em reconhecer matrizes intervalares nao-singulares.
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Tnicialmente utilizmamos a fatorscic QR para a matriz intervalar de dimens@io n X n formada
pelo resultado das operagdes entre as matrizes [A4] — [4s] [41]71[As], descritas na segao 3.5.3
e posteriormente para a matriz de Sylvester intervalar [A] de dimenso 2n x 2n. Lembrando
que a fatoragio CJR intervalar é interrompida gquando o vetor-coluna intervalar considerado

contém o vetor nuilo, obtivemos as seguintes fatoragdes:

Exemplo 1

1.a) Fatoragso QR para a matriz intervalar [[Aq] — [Aa][41]7%[A2]] € I(R™™).

() = | (20694, ~0.521] [-0.549, —0.388]
| [0.000,0.006]  [—0.162,0.000]

1.b) Fatoracio QR para a matriz de Sylvester intervalar idlel (R2"X2”).

[—0.326, —0.202] [-0.218,~0.045] [0.149,1.074] [,

(Rl = [0.000,0.000] [0.096,0.355]  [—1.505,1.303] [ ,
= | {0.000,0.000] [0.000,0.000]  [0.0000,2.175] [
[

[0.000,0.000]  [0.000,0.000]  [0.000, 0.000]

b

Bt R d Bassianed Sind

ki

Exemplo 2

2.a) Fatoracio QR para a matriz intervalar [[Ay] — [A3]{41]7*[42]] € J(R™™™).

(~9.494, —0.028] [—11969925.727,1120960.0421] | , }
(R]={ [0.000,0.000) [~486249.414, 0.000] [, ]
[0.000,0.000] [0.000, 0.000] [,

2.b) Fatoragio QR para a matriz de Sylvester intervalar [A] € I (IR2#%2n),

[ [~0.219, ~0.124] [-0.269,0.017] [~0.101,0.0170] [(—0.972, —0.050] Pl
[0.000,0.000]  [0.086,0.283]  [-0.425,0.703] [—3.141,2.969] .11
R [0.000, 0.000] [0.000,0.000] [~1.497,-0.086] [-11524.496,11765.768] [ , ] [ .
IRl = [0.000, 0.000] [0.000, 0.000] {0.000, 0.000] [0.0006,0.502] FL] 1
[0.000, 0.000] [0.000, 0.000] [0.000, 0.000] [0.000, 0.000] [.] 1
10.000, 0.000] [0.000, 0.000] £0.000, 0.000] [0.000, 0.000} [. 11
Exemplo 3

3.a) Fatoracio QR para a matriz intervalar [[Ag] — [4a][A1]77[42]] € T(IR™™).

[-556.809,0.000] [, ] [, ]
R = [0.000,0.0000 [, ] [.,]
0.000,0.000] [,] [,]

[N Y TUE S S P S
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&8

3.b) Fatoragao QR para a matriz de Sylvester intervalar [4] € [ (IR2nx2ny,

" [—1.713,~0.823] [—2.686,0.358]
0.000,0.000]  [~1.979,6.000]
0.000,0.000]  [0.000,0.000]

¥ ?

[ ]
[ ]
Lo ]
o]
[+ ]
[o]

(B} =

7

3
]
Lo ]
]
]
]

,._qr_,r_P_‘P_,?_,

i
L
E 3
[
E
E

PR S WP S

[
[ E
| [
0.000,0.000]  [0.000,0.000] |,
0.000,0.000]  [0.000,0.000] |
E 1

]
0.000, 0.000} [0.000, 0.000

2

Exemplo 4

4.2) Fatoragdo QR para a matriz intervalar [[4y] — [A3)[4:1]7 [4o]] € T(R™™).
(~108.105, ~81.012] [~101.462, ~60.004] [~20.579, —9.926]

[R] = [0.600, 0.000] [—58.214, -34.889]  [—8.050, 3.983)]
[0.000, 0.000] [0.0000,0.0000]  [~15.184,—4.177]

4.b) Fatoragdo QR para a matriz de Sylvester intervalar [A] € I (R#x3my,

(~19.050, ~17.544]  [10.949,14.966]  [—5.085,-3.562] [-11.356,-3.709] |
0.000,0.000]  [-14.830,-11.298] [3.207,20.081]  [~10.288,14.788] |

[0.000, 0.000] 10.000,0.000]  [~15.047,~8.549] [-41.283,58.784] |

lBl=1  0.000,0.000] 0.000, 0.000] 0.000,0.000]  [0.000,95.318] |
10.000,0.000] 10.000, 0.000] 0.000,0.0000  [0.000,0.000 |
[0.000,0.000] 10.000,0.000] (0.000,0.000]  [0.000,0.000] |

b

¥

bl

H

1

bl

Analisando as matrizes intervalares [R] acima, constatamos a existéncia de zeros nos in-

tervalos localizados nas diagonais principais de praticamente todas as matrizes, o que no nos

permite concluir que qualquer delas seja robustamente ndo-singular (a condigdo 0 € [ry] ¢

apenas suficiente). Dessa forma, observamos que o método da fatoragio QR intervalar néo é

um métode satisfatério para a andlise de nfo-singularidade robusta, provavelmente devido ao

grande nimero de operagdes com intervalos necessarjas.

,__.,_,,.__.,,.m._,,_.“.”“m..‘
OO S N W DY




Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, o problema de se estimar o raio de coprimo-robustez entre dois polindmios
intervalares através do raic de ndo-singuloridode robusta da resultante de Sylvester interva-
lar associada foi abordado num contexto de Analise Intervalar. Condigdes suficientes e uma
condigio necesséria e suficiente para a nio-singularidade robusta (regularidade) de matrizes
intervalares foram analisadas e implementadas computacionalmente. Demonstramos que con-
digBes necessarias e/ou suficientes para nio-singularidade robusta da resultante de Sylvester
intervalar, tornam-se condigdes suficientes para a coprimo-robustez dos polindmios intervala-
res associados, uma vez que resultantes de Sylvester intervalares contém matrizes que néo s&o
resultantes de Sylvester.

A comparacio entre o método visual de tentativa-e-erro (Bhattacharyya et al., 1995),
utilizado para o cdlculo tedrico do raio de coprimo-robustez e os métodos baseados em néo-
singularidade robusta (Beeck, 1975), (Rump, 1993), (Jansson e Rohn, 1999), nos permitiu
analisar o grau de eficiéncia de cada um deles e éoncluir que a regra normalmente adotada
em Anslise Intervalar continua valida, para resultantes de Sylvester intervalares: adota-se
primeiramente um condigdo suficiente de baixo custo computacional, como por exemplo a
condigio suficiente estabelecida por (Beeck, 1975), e no caso da condigdo nao ser satisfeita,
uma condicio necessaria e suficiente com custo computacional mais elevado, como a proposta
por (Jansson e Rohn, 1999).

Utilizando os valores de ¢ obtidos através do método baseado em programagao linear apli-
cados aos Exemplos 1, 2,3 e 4, svaliamos a fatoragio QR intervalar e observamos gue a mesma
nio se mostrou computacionalmente eficiente devide ao grande ndimero de operagdes intervala-
res necessirias para obté-la, e que levam a elementos intervalares na matriz [R] excessivamente

grandes.
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O estudo de outras condicBes necessirias e suficientes para ndo-singularidade robusta de
matrizes intervalares seria um desdobramento natural deste trabalho. Em particular, {Jansson
e Rohn, 1999) sugerem um algoritmo para a determinagéo de nio-singularidade robusta, o
qual converge rapidamente quando a matriz intervalar considerada é singular. Procedimentos

heuristicos com propriedades similares poderfo também ser investigados.
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