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INTRODUCAO

Desde o inicio das aplicacgdes terapéuticas dos farmacos
anti-blasticos, isto &, na década de 40, os clinicos sempre ti-
veram um comportamento totalmente empirico sobre a atuacgao dos
tratamentos gquimioterapicos, baseados no perfil da eficacia te-
rapeutica destes farmacos nas diversas neoplasias.

Na decada de 50, foi iniciada a pesquisa sobre o mecanis-
mo da agac citotdxica a nivel metabdlico e, na década de 60, SO
bretudo pelo mérito de Skipper e Schabel, foi feito pela primei
ra vez uma tentativa de interpfetagéo racional da resposta aos
farmacos empregados. Muitos outros problemas ficaram sem solu-
cao, pois nao se conseguia argumentar o motivo do frequente in-
sucesso terapeutico, somente tomando por base os modelos propos
tos por Skipper. No fim da década de 70, Goldie e Coldmann re
retomando uma conjectura de Luria e Delbruck sobre a sensibili-
dade das bactérias aos antibidticos, criaram a hipotese da pos-
sibilidade de que a resisténcia aos farmacos anti-blasticos fos
se um fator fenotipico intrinseco de mutagdes espontaneas ocor-
ridas nos tumores humanos.

A partir dessas consideragoOes foram introduzidos fatores
novos para a interpretacao da resisténcia celular e foi entao
possivel construir alguns modelos matematicos que consideravam
esses fatores,

Os resultados tedricos desses modelos nos mostram uma
orientagao diversa a seguir para obtermos uma maior eficiéncia

na terapia anti-blastica.



Na programagdo de um tratamento anti tumoral € fundamen-

tal para o oncologo clinico conhecer os mecanismos que regulam
a destruicaoc celular operada por via farmacologica. Dos dados
experimentais "in vitro" e das analises dos resultados terapéu
ticos obtidos no tratamento das diversas neoplasias, observamos
que, da relacao entre os farmacos empregados, O esguema € a mo-
dalidade de tratamento sac os pontos fundamentais para se obter
um sucesso terap@utico. E € por isso gue o conhecimento da ci-
tocinética tumoral e a modalidade de acdo dos farmacos sao de
fundamental importancia para quem efetua a terapia médica dos
tumores,

Tendo em vista que a farmaco-resistencia causada pela mu-
tacgdo espontanea das células é um fendmeno inevitavel e que es-
te fato influencia de uma forma determinante na resposta ao tra
tamento anti-blastico, podemos entender o guanto & importante
estudar as caracteristicas gque envolvem uma populacao tumoral
logo apbs a aplicacgdo dos farmacos. Porém, com excegao do tra-
balho de Goldie e Coldmann que desenvolveram um modelo estatis-
tico onde se calcula a probabilidade que se desenvolva uma far-
maco-resisténcia em populacOes tumorais, poucas analises tem
sido feitas para melhorar a compreensdo deste importante fenome
no. O objetivo principal dessa tese € aquele de se construir
modelos matematicos deterministicos que possam interpretar o fe
noémeno da farmaco-resisténcia. Esses modelos ja foram em parte
por nos estudados em [27, 28, 29].

No capitulo I, para facilitar a leitura desse trabalho
recordamos alguns resultados basicos de dinamica populacional

e alguns resultados matematicos, tais como: estabilidade em



equacoes diferenciais ordinarias, teoria de cperadores lineares
e semigrupos fortemente continuos. O intuito € o de preparar
para o estudo do comportamento assintotico das solugdes do mode
lo com estrutura de medida das células.

No capitulo II, propusemos um modelo basico para o contro
le da farmaco-resisténcia, obtendo suas solucdes, e estudando
o seu comportamento assintotico. Para isso consideramos int-
cialmente © problema sem a presenga do farmaco, com o objetivo
de obter as condigbes iniclais no inicio da terapia. Conhecen-
do-se a massa tumoral presente.e a frequéncia de mutacao de suas
células & possivel conhecer a massa resistente ao farmaco no
inicio da terapia, e isto € um resultado muito importante para
a farmacologia anti~blastica que obtivemos [27]. Posteriormente
analisamos o problema com a presenga do farmaco, tendo como hi-
potese que um farmaco elimina sempre uma fracgao constante de
células sensiveis [25] e, nesse caso ainda, consideramos duas
situagOes: aquela correspondente aos farmacos com destruigao
instantdnea e aquela com acao distribuida em um certo periodo
de tempo. A analise do comportamento assintotico das solugoes
usando farmacos de acgao instantanea, trata-se de um problema
nao usual no estudo de estabilidade, pois temos um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias sujeito a impulsos. Para is -
so, usamos as técnicas desenvolvidas por Samoilenko e Perestyuk
{211. Na secgao 4 do capitulo II, fizemos a analise da popula-
¢ao tumoral sob o efeito de uma terapia alternada com a associa
cao de dois farmacos "non-cross resistant”. Alguns resultados

nuito importantes foram encontrados, entre os quais, a demons -

tracdao da vantagem terapéutica do uso de uma combinacio alternada




de farmacos sobre a monoguimioterapia e a relevancia da escolha

de um programa terapéuticc apropriado, até entao conhecidos em-
piricamente.

No capitulo ITI, propusemos e analisamos uma extensao de
um modelo matematico para populacdes com estrutura de medida re
produzindo-se por fissdes bindrias em partes iguals, que inim
cialmente foi estudado por J.W.Sinko e W.Streifer [23] com célE
las normais. Modelos para o crescimento de células procarioti-
cas foram formulados por A.G.Fredrickson, D.Ramkrishna e H.M.
Tsuchiya [12]. Construimos em analogia com esses modelos, equa
¢oes que expressam o crescimento de uma populacao com  fissdes
binarias em duas partes iguais trabalhando com células tumorais.
A razdo de usar a estrutura de medida em tal problema & devida
a existéncia de farmacos fase-especificos, ou seja, gue atuam
em uma determinada fase do crescimento das células. Nas sec~
coes 2, 3 e 4 do capitulo III, consideramos o modelo sem a pre-
sen¢a do farmaco e posteriormente com a sua aplicacao. Foram

estudadas a existéncia e a unicidade das solucgdes do  problema

abstrato de Cauchy du _ Au  associado ao modelo; mostramos que
dt

0 operador gera um semi-grupo fortemente continuo. A seguir

estabelecemos relagoes entre o espectro de A e o semigrupo

atraves da sua compacidade. Foram estudadas as propriedades

espectrais de A, a existéncia de um autovalor dominante e a
existéncia de uma distribuicdo estavel, isto &, a expressao

e“At ult;@¥) converge para ¢ u(x) quando t tende ao infinito

onde u € um elemento do espago de solucdes e ¢ uma cons -

tante dependente do estado inicial. As tecnicas utilizadas



nas demonstracgdes sao encontradas em Pazy [20] e Diekmann
[107].

Finalmente, na seccao 5, fizemos uma generalizagdo do pro
blema tendo come base um programa poliguimioterapico, ou seja ,
considerando que a populagao tumoral estedja sob o efeito de uma
terapia alternada. Apresentamos o modelo e consideramos o pro-
blema na fase pre-terapia, isto &, sem a presenca dos farmacos.
Foram estudadas as solucgOes e também a existéncia de uma dis -
tribuicao estavel de medida, através da analise do espectro do
operador associado. Futuramente serd estudado o problema com
a presenga dos farmacos. Este problema € bem mais complexo ,
pois nesse caso nao temos mais semigrupos e sim operadores de
evolugao. Os modelos construldos e estudados no capitulo I1I
sao atualmente de natureza totalmente tedrica, pois ainda nao
se tem condigOes de avaliar experimentalmente as taxas de cres-
cimento, de morte e de fissao das células e os efeitos dos far-
macos com relagac a medida das células.

No capitule IV, fizemos um estudo sobre a aplicabilidade
dos nessos modelos propostos no capituleo II. Com a intencac de
validar os modelos construidos, fizemos um confronte com 0S5
dados fornecidos por experimentos desenvolvidos "in vitro" no
Laboratdrio de Oncologia da Universidade de Florenga (Italia) ,
onde temos um programa de colaboragao em pesquisa desde 1984 e
gque foram coordenados pelo Prof. Dr, Enrico Mini do Departamen-

to de Farmacologia Clinica e Pré clinica. Foi usada uma cultu-

ra celular leucemica do tipo CCRF -~ CEM tratadas com o farmaco
MTX (Metotrexato) usado em leucemias. Elaboramos um programa
para o computador com a intencao de simular diversas modalida-

des de terapia e alguns exemplos foram apresentados. Finalmente




apresentamos varias conclusoes. ’'Esses resultados praticos e

tedricos tém assim relevidncia dentro da Oncologia Médica Apli-
cada, até mesmo em situagdes gue envolvem outras hipdteses nao
consideradas em nosso problema, pois o objetivo principal era
aquele de se criar um caminho dentro de um campo até entdao am-
plamente empirico. Os modelos propostos nessa tese sdo ainda
muito simples comparados com a complexidade do fendmeno estuda
do. O nosso objetivo & continuar trabalhando com o aperfeigoa
mento de tais modelos para se estudar outros relevantes, tais
como: otimizagao para a dosagem de farmacos, relacaoc dosagem -
efeito, troca de farmacos, estrutura de medida e idade das cé-

lulas, etc.



CAPITULO I
PRELIMINARES

1. Fundamentos em dinamica populacional

A tentativa de usar a Matematica para descrever o Crescimen
to de uma populagac humana vem desde o final do século XVITI, e
um dos modelos mais familiares foi proposto pelo economista in-
glés T.R. Malthus| 30] . A hipStese basica de Malthus era que a ta
xa instantidnea de crescimento de uma populacao era proporcional
ao tamanho da populagao, portanto uma populacfo humana cresceria
exponencialmente, sem nenhum obstaculo, ou seja, seu modelo su-
punha a vida, sem fome, pragas, guerra e gualguer catastrofe e
que todos os individuos seriam idénticos e tendo © mesmo " compor
tamento". Foram numerosas as modificactes do modelo devido a Mal
thus, wn dos mais importantes e também muito familiar foi aguele
em que o socidlogo belga P.F. Verhulst em 1838 repropunha gue
uma populagao humana é sempre predisposta a uma série de obstacu
los para o seu crescimento e gue a sua gquantidade tendia assinto
ticamente a um valor constante, a medida em gue o tempo crescia.
Atualmente existem varios modelos, alguns levando a equagoes di-
ferenciais funcionais, e a problemas matemiticos altamente sofig
ticades e interessantes. Um outro ponto importante &€ gque podemos
considerar o fendmeno como deterministico ou estocistico. Clara-
mente certas situagoes bioldgicas sociais induzem os modelos a
eventos aleatdrios, porém guando trabalhamos com uma popul acao

grande, o modelo deterministico garante uma boa aproximagao.



I além disso, guando analisamos um nodelo deterministico, as
técnicas sdo mais simples do que aquelas usadas em um modelo es
tocastico,

Representaremos agora os dois modelos basicos continuos e

deterministicos: aguele devido a Malthus e depois agquele devido

a Verhulst,

1.1 O Modelo Malthusiano

Foi formulado por T, R. Malthus ha quase 200 anos, em 1798,
Ble supunha gue a taxa de nascimento n e de morte m por unidade
de popula¢ao eram constantes. Entao seja x(t) o tamanho de uma

dada populagao no instante t. Portanto

x{t + At) = x(t) + n.x(t).At - m.x(t). At

au
x{t + At) - x(t) . (n - m) x(t).
At
E auando At =+ 0 ' temos
dx(t) (n - m) x(t)
dt
A solugdo da equacdo & x(t) = x(0).&%" onde o =n-m, & cha-

mado patametro malthusiano e x(0) & o tamanho da popul a¢do no

instante t = 0 e claramente o comportamento de x(t) depende



de (5

1.2 Modelo Verhulstiano

0 conceito de "feed-back" negativo em uma taxa de crescimen
to populacional era devido ao desequilibrio entre o cregcimen—
to geométrico de uma populagdo humana e o crescimento aritmé-
tico dos recursos alimentares., Paul Verhulst em 1838 tinha con~
siderado este conceito ., Ele assumia que a taxa de natalidade de
crescia e que’a taxa de mortalidade crescia linearmente com O
tamanho da populacac.

A taxa de natalidade n(t} era dada simplesmente pela egua

cao  n(t) = ny, - n; x{t) e a taxa de mortalidade m(t) era da
da pela eqgquagao m(t) = me + my x{t) com Nye Aqp, Mp, my > 0 e
ng vomg.
Portanto
L o ) - (e x()
entao
k It - i
dﬁét) - (mi j ni)[n + om, # () Ix (L)
1
"o T M
colocando r = m; + n, e .a= TR v entao a eguagao se reduz
1 1
%% = r(a - x}x denominada EQUACAQ DE VERHULST,

Neste caso o termo r.,ax(t) 'é a diferenga entre a taxa

de nascimento e a taxa de mortalidade; ~rx(t)2 pode ser



visto como ¢ fator limitante do crescimento populacional.,

Neste caso podemos observar simplesmente gue quando x(t)>a

a populagao decresce,pois com essa condicio, a derivada de x(t)

& negativa.

Resolvendo a equagcao =~ = rax = rx? com X, = x(0) {0 ta-

manho da populagac em t = ()

teremos gue

essa formula é denominada LEI LOGTSTICA DE CRESCIMENTO.[ 30

ObservagGes:

(1)

—-art
o3 E 7 <& pom & —
Se :"O X{) < xo + (a X.) e

entao temos x(t) < a, assim x(t) nunca excedera a quan=-

do o tempo cresce indefinidamente,

o ~ ~rat,
Se a >> x4, entaoc para valores pequenos de t, a.e >>X
=-rat —ar
e 0 termo a e M oXy * {a - xo)e t e portanto
ax
0 rat
N B re——n, 520 b - = 3
(t) _=rat (t) 0o ©
a e

(Equagdo de Maklthus)
Podemos entao afirmar gue no inicio temos pouca interferén-

cia ao crescimento exponencial,

Se x. > a entao x(t) > a e se aproxima de a guando o
P

tenpo cresce indefinadamente.



N

2. Modeleo de Competicao entre duas espécies,

Suponhamos gue duas espécies com populagoes de tamanho x, e

1

e r. sejam as taxas de cres

X, pertencem ac mesio "habitat" e ry 5

cimento dessas vopulagoes.
Se os recursos sao amplamente suficientes para ambas as po-

pulagoes x., e Ry entdo poderemos escrever gue

1

dx dx

X e —a"t' = .3.”2}{2

Porém como as ponulagOes sempre crescem e a disponibilidade
de recursos decresce entao as equagoes devem ser alteradas. A hi
potese gque faremos & de assumir gue o0s recursos decrescem propor

cionalmente &as populagoes, isto &, s.x, devido a populacao x, e

11 1

Portanto s.,%,+s.X.

S X devido a populagao X, . 171 7274

5%¥5 representa O

decréscimo dos recursos devido a‘xl e x2”

as duas novas taxas de crescimento como:

Agssim podemos escrever

1T pl(slxl + 52X2) para X,

o T Pylsyxy o%,)  para x,

com

Tyo Yor Pyr Pyr 89y 85, > 0



Portanto temos ¢ sistema de equagoes diferenciais ordina-

2

rias
dxl
Tt T R (Ey mopplepxg Fosyxo))
< (2.1)
dx 5
qe T Xl T opplsyxy *osyxy))
com Xy 4 = x(0) e Xy 0 = x,(0) # 0(as populagGes x; e X, no

instante t = 0}.

Entdo de (2.1) podemos estabelecer uma relagdo entre %y €
%,, ou seja
P2
S A e(rlpz T TPyl
I)l
x.{t)
onde
B
x, (0) 2
K = ﬁz com XZ(O) # 0
x,{0)
Observagoes: P,
x,(B)
{l) Se xr.p, - r.p, > 0 == lim = o,
172 251 E > o 1
x4t
De (2.1) podemos observar gque se pys ¥{t> ry guando tre
dxl
entao = <0, portanto xl(t) é ilimitada e concluinos gue %, (t)»0  guando

o+ oo



Entao, a primeira equacdo serd reescrita como

entao quando t - «

r

- . 1 - . : W&
Podemos concluir gue se TPy Tobp > 0 ou Py Py

entac  x, vai a extingdo e x, converge assintdticamente

2 1
5 5
P15,y
(2) Sse ryp, - Yopy = 0
entao
P2
r r X
—.....1';:..._2:@ == l :-::,K_
P Py Py
)

Neste caso podemos analisar trés situacOes

r
, 1 v : .
(i) Se o = 5; > slxz(t)+ szxz(t) para L-e  entao rl>pl(slxl+ szxz)
dx]
= rl - BL(Sle + szxz) >0 ==> 9T > 0



dx
e analogamente Tﬁg > 0. Portanto Xl(t) e xz(t) . serao
Semplre vrescentes e limitadas e preservaré@_a relagao
P P
. 1
:\1 = I(.x2 .

¥ dx

. 1 _ Gy dx,
-, L3 -+ . -3 O3 +& oo T s T e
(ii) Se «a 5, sixl(ﬂ SEXE(@ para tro entao g5 ar 0 e ocon

cluimos cue X, e x, sao constantes.

B ] | dxl dx2
(iii) Se 5 g; < slxi(ﬂﬁﬁzxz(w para t-rw entao =<0 e SF <0

Portanto x1 e x2 serao decrescentes e tenderio assin-

P, _Pp

toticamente aos valores constantes ;{l e 3’{2 tals que ;{1 = K.X2 .

3. Algumas consideracoes sobre estabilidade em equacGes diferen

ciais
Em geral € muito dificil ou guase impossivel encontrar
a solugao em sua forma explicita de uma equagao diferencial '

principalmente gquando se trata de um equacac nao-linear. Assim,
O caminho a seguir e aguele de conhecer as informagdes qualita-
tivas sobre as soluges sem resolver a equagdo. A TEORIA DE ESTA
BILIVADE nos leva a este tipo de informacdo. Para  ilustrarmos
este problema, consideremos a equagao nao-linear  apresentada

em {(l.2)e conhecida como equagao verhulstiana,

com a condigao inicial x(0) = x, > 0 e m,K > 0. No caso on-



de x(t) representa uma populagio entdc necessariamente x.> 0

0> .
Podemos observar ovue cuando x = 0 ou x = g a eguagao propos-
ta se anula, entao veremos gue as solugoes <bl(t} =0 e (bz(t):lig
sdo de um particular interesse, isto e, x = 0 e X zlﬁ s3a0 o5
pontos criticos da eguacgio.
i ~ - .
Se XA 0 ou x# g @ eguagao podera ser escrira como
dx ax
= dt = . : = dt
x(m - Kx) x{m - Kx)
e, resolvendo por fracdes parciais esta integral, temos
mX
x(t) = $(t) = p— (xo # 0)
Kx. +(m-Kx ) e
0 ( O)
- il 5 : q., 0
Se XO< K entaoc x(t) cresce, aproximando-se de 7 e se
m ~ . U
XO‘}}—( entao x(t} decregsce, aproximando-se ainda de 7

Em Ecologia ];% & denominado NTVEL DE SATURACKD DA  POPULA-
(A0, Neste caso foi facil resolver a ecuagao, porém o  conpor-

el

tamento assintotico cbtido poderia ser enoonbrado somente analisando gL oW

relacao a x.

o}

P
joR
e
o

=mx - Kz~

o]
ladd
2

o
K
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m

0 grafico & uma para@bola,onde x = 0 e X = = 830 0s ze-
, dx : m mm
ros. Temos que =+ > 0 guando 0 <X <= e X tende a = ,
dt K K
e se x>0 entio X g e x tende a =
K dt K*
Observamos portanto que x sempre tende a % quando x0>0.
Podemos dizer que ¢,(t) = 0 & uma solugdo {nstdvel, pois

para gualquer Xy em uma vizinhanga de zero, ¢(t)se a&mtaxke@fil

Dizemos também que x3=0 & um ponto critico instivel. Quanto a
m ‘ . -
¢2{t) = g+ temos que se trata de uma solugao asgintoticamente

estavel pois para gualguer Xy > 0, ¢(t) tende a 1%. Dizemos
I

também que Xo= 7 & um ponto critico assintdticamente estivel,

3.1 A estabilidade de um sistema linear autdnomo

Consideremons ¢ gistema linear autonomo

dx B
gr ¢ A-X com x(0) = X (3.1.1)
onde x & um n-vetor linha X = (xl, e eens xn) e

A e uma matriz (nxn) de termos constantes.
0s pontos de Equllibrio do Sistema
Um ponto de ecuilibrio do sistema (3.1.1) & uma solugao do

. e & ‘s . ~
sistema tal que Er 0. No casc, 0s pontos de equilibrio saov solu

¢oes da equagac algébrica linear Ax=0.

Uedinigde i Um ponto de equilibrio X, e dito estavel quando
para cada € > 0, & possivel encontrar um a >0 tal
que para gualquer solugao x(t) do sistema (3.1.1) satis

farzendo
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Ix(o ) - xp" <o, entao Ix{t) - xp" < g para

todo & » 0,

Defindgao 2 @nponUJG@(ﬂﬂﬂlﬂﬁﬂO.ﬂﬁdOsﬂﬂtwma(3,l.ﬁ @ ASSINTGTIC&

MENTE [STAVEL, se & estavel, e se existe um nimero

gy > 0 tal gue para qualquer solugao x(t) onde
lx(g ) = X H-:co, temos também gue

lim ¥x{t) - =x b =0

t o+ o p

Neste caso as trajetdrias ,nac somente sao vizinhas
do ponto de equilibrio,como tendem a esse ponto,
Um ponto de equilibrio gue nao é estavel & denomi-

nado (natfavel.

Definicao 3: Matriz Exponencial,

Para cada matriz n x n, P, com elementos constantes ou de

. . . P
pendentes de t, podemos definir a matriz exponencial e Como

a matriz n x n, dada pela série convergente
P 2 B
e’ =1 4.2, & (3.1.2)
observe que esta definigao implica eo = I, onde 0 & a matriz
nula.
Em particular se P = tA, onde A & uma matriz de termos

: ~ tA . ~ C
constantes entao x(t)=e  define uma fungao com valores matrici-
ais com propriedades muito int@ressanteseaetA & denominada ma-

triz fundamental,
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Bnunciamos a segulr alguns resultados associados a esta

funcao:

Teornema I: Para cada t real a fungdo definida por x(t) = oth '

onde A & uma matriz constante (n x n), satisfaz a

equagao diferencial

dx(t) , _ "
. T < Axf{t) = x(tyA

Dem: Segue trivialmente, usando a definicdo por (3.1.2) e usando

derivada de uma série de poténcias.

Teorema 2: Para cada matriz Aln x n) e para cada escalar t ’
tA  -tA - tA - - . .
temos e .e = L. Portanto e e nao singular, e
S . . - LA
sua inversa e dada por e ol
. , tA ~tA T :
Pem: Basta considerar x(t) = e ", e e aplicar o teorema 1,
Portanto agora & facil demonstrar gue a solugdo geral do
. . G . ) -
sistema linear autonomo qp < Ax e dado pela formula x(t)mX(ﬂxG
o , £a - -
onde X (i) =e e X e um n-vetor coluna constante e arbitrario.

0

Vamos caracterizar esse resultado enunciando o seguinte teorema:

- . . - dx w
Teonema 3: Consideremos o sistema autdonomo It = AX, onde A e uma

matriz (nxn)., Entao o problema de valor - inicial

x{0)=x, tem uma Unica solugdo em R, e esta solugao &
tA tA

dada pela formula x(t)=e Xyr onde e é& a matriz

principal fundamental. Em geral, a Gnica solugao do
; C e dx

problema de vwvalor inicial = = Ay .

dt
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(t-t ) A

com x(-to) = X, & dado pela formula x(t)=e 0 X,

: : LA - : ~ I
Pew: Que e e solugac segue do teorema 1. A unicidade resulta

do teorema 2.

Vamos apresentar agora alguns teoremas de estabilidade para

solugdes do sistema (3.1.1)

Teonema 4: ym ponto de equilibrio %, de (3.1.1)é estivel se e somente

tA

se a matriz X(t) =e™ & limitada para t > t, ;
ele @ assintOticamente egtivel Se e somente se
a matriz X(t) = e"® gsatisfaz a condigao

lim %ietAil = 0 ; e,finalmente,a condigao g X(t) ser _
E o ow

ilimitada para t > 0 & necessaria e suficiente pa-

ra a instabilidade do ponto de equilibrio.

Dem: Segue das definigoes (1) e (2) para estabilidade e da eXPressao etA

Teonema 5: Seja X{(t) = etA a matriz fundamental de (3.1.1) e
) A ;
consideremos M = & ., Se )\_.L dencta o0s autovalores
. A ~ .
de e , e se, Mi[ <1 entao lim e™? = 0,n € N
n - o
. , TA
e consequentenente lim e = 0,
: b e
A A, - ] -
Dem: e = -v-éfﬁw (AI - eA) 1 A da (ver [221), onde I' &
r

uma curva fechada suave por partes que contenha em seu interior os
autovalores de M. Como ‘l)\i! <1 podemos escolher para T uma ¢ircunfe

. . . n
rencia de raio menor gue 1 com centro na origem; logo | " <y .C

onde



2
. if -
C = Fr el) - eAH 1 df, portanto, e 0 quando
0
n -+ =, o qgue significa gue enA » 0 e assim X(t)wetA
também converge para zero. Como X(t) & limitada segue

entac do teorema 4 que a solugdo & assintSticamente es-
tavel.

Teornema 6: Seja AO um autovalor de eA tal gue ]AOI

tao existe uma solugdo ilimitada do sistema (3.1.1)

> 1. En-

PVew: Existe um .autovetor ¢¥ 0 tal que Py = %OW portanto

enA = Aonw. Se considerarmos x(t) = etAw COmo solugao

do sistema entao

x(t + n) = x(6).e™p = 2.0 x(t)p = A" x(b)

> 1 entdo O

onde x(t) # 0. Como {AOI 0

x(t) tende a in

finito gquando n » «, aggim x(t) & ilimitada.

Dudginicac 4: Sistemas Quase-~Eineares
. ) d
Consideremos o sistema autonomo a% = f(x) aue tenha x=0 co-
no vonto dr eauilibrio (isto &, F(0)=0)e oue em wa vizinhanca deste ponto

tenha a forma ax Ax + P{x),onde A & uma matriz e P(x) satisfaz:

dt
.
{(iy  P(O)Y = 0; {ii] 811 sao continuas para i = 1, 2, ...,n; e
i
P, (x)
(iii) 1lim L = { para todo i,
w20 xl

Nesse caso dizemos due o sistema & guase-linear .



15

Pode-se provar gue a estabilidade do ponto de equilibrio

nas vizinhangas da origem € equivalente i estabilidade do ponto
STy : , , dx

de ecullibrio do sistema linear associado i Ax , exceto quan

do A admite autovalores imaginarios ouros.

3.2 O Estudo da Estabilidade de um Sistema de Equacbes Diferen

ciais Ordinarias com Variacdo Instantinea.

Nesta secgao nostraremos os resultados mais importantes do
trabalho de A. M. Samoilenko e N. A. Perestvuk intitulado "The

Stability of solutions of Differential Eguations with instanta-

neous variations" [21' ] tendo em vista a utilizacdo de seus re-—
sultados nos modelos gue serao estudados neste trabalho mais

adiante, especificamente, no caso onde o farmaco tem agao ing-
tantanea. Maiores detalhes e informagoes o leitor  podera
encontrar em [ 21].

Consideremos que a ewlugao de um sistema seja descrita por

um sistema de equagoes diferenciais ordinirias

G - ey, b2, xe R

e que este processo seja submetido a um sistema de impulsos com

breve duragao, quande o ponto {(t,x(t)) encontra certas hipersuper—
n+l

TE e . off ~
ficies no espaco IR . onde estas hipersuperficies sao deg-

critas pelas fungdes t = ti(x) tl(x)_< tz(x)<.... i=1, 2,..-

e que ti(x) + @ guando 1 » =,

Em geral esses impulsos sao considerados de efeito {nstan-

faneo e  provocam assim uma troca de posicdo instantdnea  de
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(t,x) paéé (t, =% + Ii(x))
Portanto o sistema gue descreve este processo serd da forma
o0t F b (%) (3.2.1)
dt i

Ax = X(t + 0) -~ x{t - Q) = Ii(x)

Em sistemas do tipo (3.2.1) temos que redefinir as  nogoes

de . estabilidade, um vez que,em geral suas solugdes sdo conti
nuas  por partes e gue os pontos de descontinuidade  dependem da solu
cao em estudo.

Os concel tos de estabilidade neste caso serao assim defi

nidos por:

Deddndgdao 1: Uma solugdo de equilibrio x(t)de (3.2.1) ¢ estavel sequndo

Lyapunov se, para cada & > { e u >0 podemos
encontrar um nimero o = ¢{c,u)tal gque: para cada
solucao v{t) , se Hx(tG) - y(to)ﬁ< g entao
Ix(t) - y(t)l <e¢ para wdo t >t tal que
|t - t3|> U onde t} sao os valores de t  gue a so

lugao x(t) encontra a superficie ¢t = t, (x).

Definigdo 2: A solucdo x(t) sera assdintoticamente estavel

se for estavel, conforme a definigao anterior,e se for
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possivel encontrar um nimero vy > 0, tal que para

gualguer outra solu@éo vi(t) tal que

ﬁx(to) - y(tOHI<0() vale tambem
lim Ix(t) - v(t)l= 0.
t -+ w

sistema Linear Sujeito a Impulsos a Tempo Fixo.

Consideremos gue a familia de hipersupeficies t = t, (x),se

ja uma secuencia de hiperplanos t = ti ’ tiww guando 1 = o,

Consideremos, entadc o sistema linear homogeneo

dx i
gt = A(t)x £t # tl
< (3.2.2)
AX = B, X%
i
t = t,;
i
onde A{t) & uma matfriz Limitada, continua para t >t e

0

Bi a0 matrizes constantes, uniformemente limitadas em i.

Portanto podemos considerar x{t) = X(t).xo uma solugao de
(3.2.2) que passa por Xy em t o= tg.
x
T —
xe ¥ A
*0 1 *, i
t t t t
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A solugao no intervalo entre t

dx
at

.VM .y 2oy -
I1Aanos

de = A(t)x,

= ;x{t:l} =
t

tre 1

o m

2

rom o= L

1

tanto entre ti, e t

X (1)

Como em (3,2

ult, tl)(x1 + B

ult, t,) (I + B

1 1

que

Analogamente podemos escrever

seja

i

onde

X(t) = Lﬂt,ti}

ult.

onde

Portanto se x{t)

’

1

poderiamos escrever gue

2

u(t,

. 2)

1%

)} Ut

X(t) sera escrita X(t)

1
I
j=1

Ax

0

Ult, to)

tG)xO, logo

temos gue

e como X U {

1

4 nara

i’ 0

x{t) para t

x(t)

& a matriz

fosse continua em t = t

no intervalo

acontece um lmpulso gue desloca x

t t

lf

t <

1

entre

U(t’ti)(I+Bi)U(ti’ti~1)(I+Bi—l)"'(I+Bl)U(tl’t

= U{t,

e tl pode ser escrita co-

fundamental

l Fi t@"""

en-

t.Ix Po-—

L

| para xi ¢ POX

entao

X

0 segue:

o)

t < bk sendo

2

UCE, £) (I + By) Uy, ).

ti e ti+1 ou

)X

0" 0

) (3.2.3)
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1
onde jgi & o produto ordenado de i a 1.

Agora observemos alguns casos particulares:

{(t-t,)A
(1} Quando A(t) = A constante temos U(t,ti)m e 1 COMmo
vimos anteriormente, e entao
{t—t.)A A ) A
x(t)= e I ! (143,) e -1 (3.2.4)
=i
para t (entre ti e 141
(2) Se B; = B (independente de i) entao
(t-t,)A Alt.-t, .)
x(t) = e 1 1 (1+B) e J 71 (3.2.5)
t., < i
J
para t entre ti e ti+im
{3) Se A(t) & periddica, significa gue existe um

nimero T > 0 (o periodo do sistema) e um inteiro positivo

r tal gque

A(t+T) = A(t) Biyy = B, . ti+r -t =T
tER e i€z,
entao , podemos obter X(t)pelo seguinte teorema:

Teorema 1: Seja BA(t) periddica do sistema (3.2.2) entao para a

matriz fundamental X(t) é = valida a relagcao

X(t+T) = X(t) .X(T) onde T & o periodo,.
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Dewm: Para t  entre ti @ ti+1 a matriz X(t) & dada por
(3.2.3) e sem perda de generalidade consideremos by, =0
Desde que ti+r <t + T < ti+r+l Portanto

Lo} P IR 1] l 4
Fe=itr
= £ 141 X 1 -
U(t4r,ti+r) . (:[:»iBj)t.}(tj,,t:j“l)m.ﬂ (I+Bj)U(tj’tj~1
¢ - -].__I‘
J=1+x
= U+, e ) Y (ram Jult.,t. ) (I+B_ .)U(t t)
A i T 3 -1 r+l r+l1'" "r
j=i+r
L (I+B.) ult,,t )
i i jrTi-1""
i=r
se considerarmos tO = ==> tr = portanto
[43] 1 T >
X(T) = | (1+Bj)tﬂt.,t _1) e dado gue
i=r

u o 1] ’ F +rl ooy -
(t+T, t,+1) Ult, t,)

. . ] r+2
= ULt ) Ty
a=i+r
= Ult,t,) 2 (I+B.)
it 1l |
j=i
para t entre t, e

]

ftjwl)(I+Bl)U(tl,tO) = X(t)

)
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portanto X{e+T) = X{t) .X(T).
A estabilidade para um sistema linear com impulsos a tem-
po fixo, no senso da estabilidade definida no inicio deg-

ta secgac serd estudada agora enunciando os seguintes teore-

masz:

Teorema 71: As solugoes do sistema (3.2.2) sao estiveis se e so-

mente se a matriz X(t) & limitada para t > t, ;

elas serao assintdticamente estaveis se e somente se

esta matriz satisfaz a condigao lim X ({t) = 0; e
toroo
finalmente, o fato de X(t) ndo ser limitada para

t > 0 & uma condigao necessiria e suficiente para.
as solugoes de (3.2.2) serem instaveis.
Dem: Esses resultados sao verificados trivialmente a par-—

tir das definigles (1) e (2) de estabilidade.

Vamos verificar agora as condigoes de estabilidade para um
sistema do tipo (3.2.2), no caso onde A(t) é periddico, para de-
pois considerar A(t)=A constante, como um caso particular dessa

situagao.
Consideremos entao o sistema:

dx _ . i
ar A(t) .x t # il
Ax = B, x
i
L= t,
1
onde A(L+T) = A(t) e ¢t, - t., = T para algum r€ N.

1+r L
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Pelo teorema (1) temos que X(t+T) =X(t) X(T) onde
x(t) = X(t) X5 é a sélugéo do sistema,

Depois de n intervalos teremos que

x{nT) = X(nT).xO

como  X(nT) = [ x(T)]".

Portanto Iim X(t) = lim X(qT)¥[X(T)f1@nﬁk>paraﬁmr
' 10 Ty

nUﬁc&mmseﬁestﬂﬂjidakaassintética devemos verificar

as condigOes nas quais esse limite & Zero.

Teonema 3: Seja X(t) a matriz fundamental com X(0)=I e cons%x
deremos M=X(T). Se Ai denota os autovalores de M

e se |A, |<1 entdo lim M7 = 0 e assim lim X(t)=0
1 oo Fe )

garantindo que as solugdes sao assintGticamente esta

veis se  X({t) for limitada.

Pem: E andloga ao teorema (5) de 3.1, e como x(tnl) =x(t) M" en

tao  X(t) & limitada e como X{t)+0 quando n+» entio as

solugoes serdo assintSticamente estiveis.

Teorema 4: Seja Ay um autovalor de M=X(T), com [A0!> l. En-

tao existe uma solugdo ilimitada do sistema dado.

Dewm: Existe um autovetor b 7# 0 tal gue M¢$ = Ao¢. Portanto
Mn¢ = A?@ 7 @ se consideramos x(t)=X(t)¢ como a solucao do

sigstema ent3o
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x(t+nT) = X(t) .M'¢ = A§ K(t) o = Ag % (t) onde

x{t) # 0.

Como ]AOI> 1, entao AS x{t)+ » qguando n>~ e assim

x(t) & ilimitada.

Com os resul tados desses dois teoremas podemos analisar ]
caso onde A(t)=A(independente de t) e Biﬂﬁ(ind@pemdente de 1}).

= Ax t # t,

. . . dx
Assim o sistema m——
dt i

Ax

i

Bx.

Com ti+l*ti=T(impulsos igualmente separados)pode ser consi-
derado como um sistema de periodo T.

A solugao gue passa por xo(t=t ) sera escrita como:

0

X{t)=X(T)x, onde para ¢t,<t < t,
; i i+

0 1

temos

(t-t.) A
X(t) = e R (1+B) ™7,
ti<t

Logo o problema de estabilidade das solugoes desse sistema

periddico serd resolvido encontrando-se os autovalores da matriz
e AT - . -

X{T)={({I+B)e gque € a sua matriz monodromica.

Em nossos modelos utilizamos esse resultado varias vezes, e

. AT -

o problema fundamental era agquele de calcular e 7, e o metodo
utilizado  por uma guestac de simplificagac da técnica foi o

método de Putzer [ 11] para exponenciais de matriz.
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Py

3.3 0 Método de Putzer para calcular oA

0 teorema de Hamilton-Cavylev nostra gue a enésima  potencia

de gualquer matriz (n x n) A pode ser expressa como combina-

- . - . o o2 n-1
¢ao linear das poténcias inferiores y Ly A, AT, WA . Segue en-

1 n+p
, ‘

- \ - . . + -
tao, que cada poténcia superior A" cver A podera ser ex

y o~ , . ) n-1
pPressa come combinagao linear de I, A,...,A . Por lsso, na
k., k
- e tA tTA -
serie que define e, cada termo T . com k>n e uma

combinagdo linear de £k I, K A, e tE An_l,.poruwﬁm podemos

o ta . o s
esperar que e possa ser escrita como um polindomio em A do

tipo
(t)a™ , (3.3.1)

onde os coeficientes escalares g, (t) dependem de t.
. - A
Putzer desenvolveu dois metodos para expressar e COmoO
polindmio em A, @ O préxinm teorema descreve o mais simples dos
dois.

g Ampasey A 08 autovalores de uma matrigz
1 2 1

nxn, A, e vamos definir os seguintes polindmios em

Teorema 1: Sejam A A

A
k
PO(A) = I, Pk(A) = I (A - AmI}, para k=l,2,...,n
me],
Entao temos:
n—-1
ta O P
= b rk%l(t)'yk(A} {3.3.3)
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onde os coeficientes escalares rl(t),,.., rn(t) Sao
' ;

determinados por recorréncia do sistema de equagdes

diferenciais lineares

&

rl(t) = klrl(t) r.(0)= 1 (3.3.4)

L]

rk.}.l(t) :;\k+1 rk+]_{t) + rk(t) r£k+l(0)::0 (kﬂl,-vﬁs’n‘_l)

Ob&muag&s: A equagao (3.3.3) ndo exprime eth dire
tamente como poténcias de A, como € in
dicado em (3.3.1), mas como a combinagdo
linear dos polindmios PO(A)""’anl(A)K
Porém tais polindmios sao facilmente cal
culados. Para os coeficientes rl(t),...
r () também teremos uma certa facilida-—
de no calculo, visto que, devemos resol-
ver um sistema de ecguagoes diferenciais
lineares, onde este sistema tem uma ma-~

triz triangular comc base e as solugles

podem ser determinadas uma apds a ou-
tra .
Se-jam rl(t),...,rn(t) as fungdes escalares determinadas

de (3.3.4) e definimos uma funcdo matricial F mediante a

equag ao

basta entidao demonstrar que F(i&) = etA, mostrando que F



satisfaz a equagao diferencial que tem etAqumasohgﬁa, ou
seja, F'(t) = A.F(t) e para istousa~se as formulas de re-

correncia (3.3.4) e derivada de séries de poténcias.

4. Algumas Consideracdes Sobre a Teoria de Operadores Lineares

Em um dos capitulos desse trabalho,os modelos de crescimento
de pcpulagéesgcom estrutura de medida reproduzindo-se por fisg-
sao em duas partes idénticas serdo formulados e analisados. Os
modelos consistem de um sistema de equagdes diferenciais parci-
ais lineares (lei de balanceamento) na gual um dos termos tem
um argumento de transformagao. Usando a teoria de Semi-Grupos e .
argumentos de compacidade podemos estabelecer a existencia de
uma distribuicao estavel de medida. Portanto apresentaremos nes
sa secgao alguns dos principais resultados envolvidos nessa ana
lise dando énfase a teoria espectral de operadores lineares fe~
chados. Para melhores detalhes nas exposigOes as referéncias sao

Dunford & Schwarz(1958)|1Ll] e Pazy (1983)] 20}

4.1 Nogoes Basicas

ASSUN remos  gue X & um espago de Banach com norma I * I,
Se A € uma aplicag¢ao de um subespago linear YCX em  um
subespago de X satisfazendo

A(ul$l + u2¢2) = alA(¢l) + uzA(¢2) COm ayr o,

escalares e dyr 0, €Y, entao A & denominado operadon Linean
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de X em X com aﬁ%A} =Y.
0 grafo G(A) e definido ;or G(A) = {{$,A($)) |0 e oL (a))
Um operador A & {echade se G(A) & um subespago linear
fechado de X x X, e diremos que A é fimitado{ou continuo) se

existe uma constante M > 0 tal que
IA(e) < M Ul | ¢ ed @)

A norma kAl de um operador serd entac definida por

Ial = sup 1A(p) |
o efany 1yl

Seja A um operador fechado em X com deminio JO(A). De
finimos Nacleo "de A como ker(A)=1{p € JI(n) |A($)=0]} e
Imagem de A como Im(AkﬁA(¢)[¢ = &D(A)L O Espectio
o{A) de A consiste de todos og complexos X € (€ tal que o
operador (AI-A) nao possui inversa limitada, ou sedja, a eguagao
(AI-A) .B = B(AI-A) = I nao tem solugao no espago A(X) dos
operadores lineares em X,.

O espectro o{A) pode ser considerado como a uniao de tres

subconjuntos disjuntos:
o(A) = Po(A) U Ro(A) Y Co(A)

Po{A) & o espectro pontual de A, contendo todos os autovalo

res, isto @, X € Pu(n) ==  dim ker(AI-A) >0,
Ro (L) & o espectro residual de A, contendo todos os complexos

A satisfazendo dim ker(AI-A) =0 e Im(AI-A) # X.
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-

B, Co(A) e 0 egpectro continuo de <= dim ker(AI-A) = 0 R
Im{AI=-A) # X e Im(Al~p) = X.‘

0O conjunto p (A} = C/c(A} & chamado Resolvente de A. Para
A€ p(A) a inversa R{),A} = (\I-7) existe @ R & duma&}dperg

dor resolvente. Se A & um operador limitado entdao o{(A) & um

conjunto compacto nao-vazio e nesse caso o ralo espectral r(A)

de A & definido por 1r{(A) = sup {|A]|* € o(Aa)]} e
i
r(a) = Llim 1a™"
T1-#00 '

Um importante subconjunto do espectro dos operadores fecha
dos & o espectro Browder essencial oeSS(A){22,193
Degindigdo 1: Seja A um operador linear fechado. Um valor A

complexo pertence a (A), se - uma das

8]
ess

seguintes condi¢des & satisfeita:
(i) A & um ponto limite de o (A);
(ii) Im(XAI-A) nao & fechada ;

(iii) dim U ker (MI-A)") = + o 4
n>1
Existe um teorema demonstrado por Browder [22] que

caracteriza bem oz valores X € U(A)/GQSS(A).

Teorema 1: Seja A um operador linear fechado um dominio denso

(D{A) =X}, e seja ko € U(A)/Gess(A)' Entao AO e

um polo do resolvente R(A,A) com um residuo de rank
finito. Se r & a ordem do polo, entao

T
)

X = ker ((AI-AF ) @ Im{(ATI-a))
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4.2 Bemi-Grupo uniformemente continuo de Operadores Lineares

Limitados.

Definig¢ac 1: Seja X um espago de Banach. Uma familia de parame

tros T(t) 0 < t <o de operadores lineares de X

em X & um semi -grupe de operadores Lineares em X

5z
(i) T(0) = I (I & o operador identificado em X)

(ii) T(r+s) = T(r).T(s) para todo r,s > O(Proprieda

de de semi-grupo) .

Um semi-grupo de operadores lineares T(t) & uni formemente

continuo se Tim iT(e)-Il= Q.
40

O overador linear A definido por

T(E) ¢=¢ _ dT(L)

A($) = lim e

t40

com dominio D(A)="{ € X| lim T(t? -

0o

existel € o gerador in-

pindtesamal  do semi-grupo T(t) .
Enunciaremos alguns dos resultados mais importantes para se

ni-grupos uniformemente continuos sendo que as demos tragoes 5ao

encontradas Pazv| 20}

Teorema 1: Unm operador linear A & o gerador infinitesimal de um
semi-grupo uniformemente continuo <= A & um operador

linear limitado.



30

Entao sabemos que todo operador linear limitado A
¢ gerador de um semi~grupo - uniformemente continuo,
resta saber se esse semi-grupo & {inico. Entdo com o

teorema a seguir garantiremos a unicidade.

Teonema 2@ Sejam T(t) e S(t) semi-grupos uniformemente conti-

nuo de operadores lineares limitados. Se

entao T(t) = §(t) para t >0

Corolario 3: Seja T(t) um semi-grupo uniformemente continuo ,
de operadores linecares. Entdo

(a) Existe uma constante w > 0, tal gue ﬁT(t)“i_eMt

(b) Existe um Unico operador linear limitado A tal

gue T(t)= etA:

(¢) O operador A em guestao & o gerador infinite

simal de T{t);:

(d) A aplicagao t+T(t) & diferenciavel e

TPt} = AT(t) = T(t)A

4.3 Semi-Crupos Fortemente continuos de Operadores Lineares Li-

mitadog.

O espago X em  considerag¢ao & sempre  um
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espago de Banach.

Deginicde 1: Um semi-grupo T(t), 0<t < , de operadores 1li-
neares limitados em X & um semi-ghupo fertemente

continuo de operadores lineares limitados se

Lim T(t)¢ =¢ para todo . ¢ € X
£ty 0

T{t) serd chamado um semi~grupo de classe €y ou

CO semi-grupo.

Vamos enunciar alguns dos teoremas mais importantes para se
ni-grupos fortemente continuos cujas demonstractes .sdo encontra-
das em Pazv | 20].

Teornema 1: Seja‘{T(t)}t - um semi-grupo fortemente continuo
de operadores em X e seja A o gerador infinitesi
mal com dominic D{A), entao temos:

(a} D(A) = X e A & um operador fechado;

{b) Se ¢ € D(A), entao T(t)d estd em D(A) para

t >0, T(t)¢ & diferenciavel com respeito a
t para £ >0 e d”é?“) = AT (t) p=T(t) Ad.

Pste teorema garante ainda a unicidade do problema de Cauchy

ou seja, o sistema de evolucdo em t na forma

d*‘d‘f’ =Ap(t), £50 e u(0) = ¢ (4.3.1)

onde A:D{A)> X & um operador linear fechado com dominio D(A)w



p(t) = T{L)¢, t > 0, onde u(ﬁ) & continua para t > 0, - diferen~

ciavel para t > 0 e ul{t)e D(A), t > 0. Note que se ¢ € X .
¢ # D(A), o problema (4.3.1) nao é diferenciavel . Neste caso a
fungao pi{ti=.7T(t)¢, t >0 & chamada mild so0fucdo (ver geccao 4.1

de Pazv [ 200 .

Seria pratico entao poder decidir quando um operador linear
fechado com dominio denso gera um semi-grupo fortemente - conti-

nuo. Uma condigdo necessaria e suficiente é dada pelo Tecorema de

Hille=Yoshida=Philtips (Pazvi 201).

Teorema 7: Um operador fechado A com dominio denso D(A) & um
semi-grupo fortemente continuo se e somente se exis-

tem reais w e M, M > 0 tal gue para todo X > w
M

il ne N.
(A-w)

tenos AE p(A) e H}%(R,A)nﬂ <

Um outro resultado importante para sistemas lineares rrela-

cionados com dinamica populacional com estrutura de medida é des
crito pelo seguinte resultado.

Tecrnema 3: Seja B um operador linear fechado, com dominio den
so  D{B), gerador de um semi-grupo fortemente conti-
nuo e seja C um operador limitado. Entao o opera-
dor fechado A = B + C com dominio D(A) = D(B),tanm

bém gera um semi-grupo fortemente continuo.

Pazv] 20] nmostrou esse resultado verificando as condigﬁes no

taorema {2).,
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4.4 Propriedades Espectrais de um C. Semi-Grupo

0

Nesta secgao estamos interessados em rever alguns ryesulta-
dos gue relacionem o espectro de A e o espectro .de cada um
dos operadores T(t), t > 0.

De um ponto de vista puramente formal poderiamos esperar que
a relagao o(T(t)}) = exp {t o(A)}. Isto, porém, em geral nio &
verdadeiro sendo O que se pode assegurar em um resultado de-

monstrado em ﬁazy(teorema 2.3, [20]) é que

o(T(t) 2 "N para £ >0 (4.4.1)

Em relacao as partes do espectro, especificamente para o espec—

tro pontual, temos:

PR b)) ¢ tPI(N) U0}

Para o espectro residual afirmamos gue:

(L) Se X € Ro(A), e nenhum dos An = A+ ££%E n € N, esta em
Po{A) entao aht € Ro(T(t));
(2) se eﬁt € Ro(T(t)) entao nenhum dos An = A+ EE%Q n € N

esta em PG(A), e existe um k, k € N, tal gue Ak € Ro(A).

E para o espectro continuo temos:

Se A € Co(d), e se nenhum dos An = A 4+ 2win/t esti @m

Po{A} U Ro(A) entao eht € Ro(T(t)).

Esses resultados nos dao portanto as relagbes entre as par-
tes do espectro dos operadores, e os semi-grupos gerados por es-—

ses operadores.
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4.5 Semi-Grupos de Operadores Compactos
/

Dedindicao 1t Um Cy semi-grupo T{t) & chamado compacto para
L > ty, se para todo t > tyr TLE) e um  operador
compacto..T(t) & compacto se & compacto para t > 0.

0 resultado mais importante € dadp pelo seguinte teorema
demons trado em Pazy{ 20] (sec. 2.3) ou seja:

feorema T: Seja T(t) um C, seml-grupo compacto e A seu gera

0
dor infinitesimal. Para todo a,B @ < B & R, a
intersecgao dos eixos o < Red < B com 0{(A), con

tém no maximo um numero finito de autovalores de A,
Observe que o teorema (1) mostra ague se T(t) & um Cy semi~
grupo compacto entdao o espectro o(A) de seu gerador infinitesi

mal, consiste somente de autovalores,

4.6 Comportamento Assintotico das Solucdes

O objetivo nesta secgao & dar a caracterizagao do comporta

At
mento de e guando twe em termos do espectro de A,

Definicao 1: U, € X & chamado um ponto de equilibrio de
= d
g% = A se e somente se eAtGO U0 para todo

t » 0. Claramente todo ponto de equilibrio UO de~

ve pertencer ao ker A, Sem perda de generalidade,

vamos assumir gue Ug = 0.

Definiqdo ?: seja A um operador linear limitado em X. U, = 0



Definicdo 3:

Lema

w > 0 tal gue
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é dito estavel (no senso de Lyapunov) se e somente

se para todo ¢ > 0, existe um § » 0O tal gue

se lult <8 entao HeAtuH<<e para todo € > 0. Uy

& dito (globalmente) assintatficamemte estavel se e

somente se lim eAtu==U para todo u € X , e

t-»c0

8]

UO- é chamado (globalmente) exponencialmente esti-

vel se e somente se existem constantes M > 1 e

§eAtﬁ m @t para todo t > 0.

Seja A um operador linear continuo em X.
Aty

s

& chamado taxa de crescimen-

w, (A) = lim % Inle

oo

0

to de eAt,

s (A) = max -{ReX|} € o(A)} & chamado limitante es-

pectral de A,

Agul as seguintes rropriedades sao verificadas:

I:

{1) w

(ii)

o (A) = inf %: en 1628
t>0
bado w > ® entao existe M > 1 tal gue

0 W -

wt

Fe™ 1 < M oe - para todo t > 05
- I al < wg < I al;
s(A) < w,(A).
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wy (A) & denominado o niumeno caracterislice para o comportamento
. - ; [

asgintotico de e .

Vamos agora enunciar alguns resultados fundamentais para o

. . - At
comportamento assintotico de e 7,

Lewma 2: Seja A um operador linear continuo em X.

At U}O(A) t
Entao o raio espectral rg(e ) = e para todo
£t >0 e s(A) = wG(A).
Tegrema 3: Seja A  um operador linear continuo em X.

Entao

(i) Se sup {Rel:) € o(A)} & negativo entdc existem,

constantes M > 1 e w > 0 tal gue bt om0t
para todo t > 0;
.. . . ~ At
(ii) Se existe ) € o(A) com Reir > 0 entao te |
nao pode ser limitado em [0, «);
(iii) Se existe uma constante C (positiva) tal que
ﬁeAt§<:C para todo t > 0 entdao Rel < 0
para todo X € o(A).
Dem: vide 221
Tegnema 4: Seja A um operador linear continuo em X. Entao
o0
Aty,p - oL .
s(A) < 0 se e somente se | le” 1Y dt e finita para
O

todo p ecom 1 < p < =, ou seja, existem constan

tes M > 1 e B >0 tal gue lleAtllfw M e“ut .
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Dew: vide [20]

! t _ +
Esse teorema mostra gue se e A¢ € LP(R ;x) para todo

ueAt§<;M e””t para M > 1 e u » {, Para um es-

At
el

d € X entao
pago de Banach X de dimensao finita, tews que decai ex-
nencialmente se s(A) < 0. Esse comportamento & conseqguéncia do

fato gue um operador linear em um espago de Banach de dimensao

finita tem somente elementos do espectro pontual.



capITUuLo II

UM MODELO MATEMATICO PARA O CONTROLE DA RESISTENCIA AOS FARMACOS

ANTI-BLASTICOS

1. O Problema da Resisténcia Celular aos Farmacos Anti-Blésticos

Logo depois da introdugao da terapia farmacolégica no trata
mento dos tumores, constatou- se que um dos mais importantes fa
tores responsaveis pelo insucesso terapéutico era, Como no Caso
da terapia antbibiética, a resisténcia aos .farmacos.

Podemos distinguir dois tipos de resisténcia: temporaria e
permanente [ 9 1.

(a) Resdistencia Temporaria

Algumas células podem nostrar-se resistentes a um determinadoM
tipo de tratamento farmacoldgico porque estdo situadas em luga-
res privilegiados, lugares esses conhecidos como "santudhics and
tomicos", de dificil acesso para os farmacos, entre os quais os
testiculos, os olhos, © sistema nervoso central, onde a barreira
vascular impede a difusao do farmaco.|l 4,9]

0 mesmo fendmeno pode se verificar no interior de um tumor
de massa muito grande, onde as células gue se encontram na re-
giao central, cgue & a menos vascufarizada da neoplasia,tem o
privilégio de nado serem alcangadas pelo farmaco. A essa regido
podemos denominar de "santudrlc tumoral”.{ 4,9 |

Podemos observar também qgue a variagado da cinética tumoral
pode determinar uma resisténcia temporaria aos farmacos, pois um
farmaco aue destroi um fragao « constante de células pode parecer
ineficaz se o tumor tiver uma fragao muito baixa de cres-—

cimento, ou se o numero de células for excessivo.
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Sao observados também inlimeros possiveis mecanismos biofi-
sicos e bioouimicos, individuadwsya nivel celular, responsaveis
pela resisténcia temporaria aos farmacos | 4 | .

O farmaco pode ' atuar na célula em Concentragio  satisfa-
toria pela diminuigao da permeabilidade da membrana, ou por uma
ligagao alterada com o "caxrien” gue cumpriu de transporta-lo em
uma vizinhanga de seu alvo, ou por uma excessiva degradagao enzi
matica. [4,9]

Um outro 'fator é ligado ao fato de que muitos farmacos de-
vem ser transformados antes de poder agir e por isso, um déficit
da enzima necessirio para a tal transformagao pode ser responsa-
vel pela diminuigao intra-celular do.metabolismo ativo. | 4,9]

Existem ainda situagbes em que a concentragao intra~celular
do farmaco @  guficiente, mas resulta igualmente ineficazpela ex-
cessiva atividade da enzima alvo(ex resistencia do metabolismo),
cu pela utilizagao de uma via metabSlica alternativa(ex.resistén
cia aos anti-metabolizantes), ou por uma rapida regeneracio  de

uma lesao citotdxica(ex. resisténcia aos agentes alquilantes) .| 4,9]

{b) Resistencia Pexmanente

Luria e Delbruck em 1943 fizeram uma importante observagao
em pacteriologia. Eles obgervaram gue as bactérias tinham ca
pacidade de desenvolver resisténcia & invasdo dos bactericidas ,
sem um precedente contacto com eles [ 24].

Existe assim uma capacidade intrinseca das bactérias de
adquirir resisténcia devida a uma mutaglo espontanea gue consis-—
te em fThoca genetica peamanente.

Essa observagao € valida também para as células  tumorais
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que no curso de sua historia natural, desenvolvem uma resistén-
cia fenotipica aos farmacos anti:blésticos.

A resisténcia fenotipica pode ser dividida em extrinseca e
intrinseca: A resisténcia extrinseca representa uym mecanismo es-—
pecifioo de adaptagao nas cé€lulas tratadas com farmacos anti-blas
ticos. Trata-se de uma selegao ambiental que operda sobre uma po-
pulagdo tida j& como genéticamente heterogénea devido s  muta-
¢Oes naturais. A resist@ncia intrinseca se manifesta espontanea-
mente, casualhente sem a selegao operada ﬁ exposigﬁo a um ou
mais farmacos [14, 16, 18, 26]

A mutagao espontdnea & um processo relacionado a pro-
pria natureza das células tumorais gque s@o genéticamente instéa-
veis; as células normais, genéticamente estiveis, nio desenvol-
vem - resistencia [ 17 .

A frecguéncia de tais mutagles & altamente varidvel,nac exis
tindo de fato duas neoplasias do mesmo tipo histoldgico, do mes
mo "stadio " que tenham o mesmo nimero de células resistentes .
mesmo no caso em gue a taxa de mutacao seja a mesma.l

Isto se deve ao fato de gue a mutagao pode se manifestar na fa-
se inicial da neoplasia e nao em uma fase adiantada da histdria
da neoplasia.

Se em um clone celular a mutagao resistente comparece preco
cemente, isto serd caracterizado por um elevado nimero de célu-
las resistentes: - caso estas. células nao  sejam gegtrui-
das por um tratamento farmacoldgico eficaz, elas se multiplicarao
rapidamente, vindo a constitulr grande parte da massa tumoral.

Se, caso contrariosessas celulas aparecerem tardiamente na

expansao do clone, elas terao pouco tempo para multiplicar-se e
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portanto o nimero total dessas células resistentes sera menoxr
gue o caso precedente,

Esta variabilidade no numero de cé&lulas resistentes foi

observada por Luria e Delbruck nas colonias bactéricas. Eles a defi

]

nivarm Como {EL’ u."i“uac, ao' [9].

O correspondente clinico da "{futuacdac” & a variabilidade
da resposta ao tratamento guimioterdpico de neoplasias histoldogi
camente iguais e no mesmo "sfadio" clinico.

Um dado concreto a parte variabilidade de = distribuicao
temporal do nimero de células resistentes, €o de que, quanto maior for
a dimensao da populagdo tumoral, maior serd a probabilidade de
gue se desenvolvam celulas resistentes.

Portanto os tumores com dimenstes pequenas, jovens no senso
bioldgico, tém muito mais probabilidade de serem sensiveis aos
Farmacos anti-blasticos do que aqueles tumores histoldgicamente
idénticos, em um "gtadio" mais avangado | ¢ | .

Se & corveto gue a mutagao em diregdo a farmaco-resisténcia
constitui  wwe obstdculo para o tratamento guimioterapico tapbem sera
correto gque este problema pode ser superado com o emprego de
uma associagao de farmacos alternando~lhes a cada ciclo [7,8] .

Na realidade a situagdo nao & assim tdo simples, pois inter
namente a um tumor existem subpopulagoOes resistentes a dois ou mais
Tarmacos, independentemente umas das outras, e por isso se um
farmaco empregado no programa poliguimioterapico, nao conseguir
controlar o c¢lone resistente aos outros farmacos usa&os,.

este tipo de estratégia terapéutica também resultarid ineficaz.
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2. A Tmporténcia da Modelagem Matematica do Feromeno da Resisténcia Celular

Tendo em vista gue a mutacdo em direcdc & farmaco-resistdn—
cia & um fenomeno (nevitavel e qﬁe este fato influencia de
forma determinante a resposta ao tratamento anti-blastico, pode-~
mos entender gquao importante é o estudo das caracteristicas, da
evolugado no tempo e da medida logo apds a adninistragdo  dos farma-
Cos, O momento em gque presumivelmente comega a se manifestar
a sua freguencia e sobretudo as conseguéncias clinicas que elas
podem induzir.

Goldie e Coldmann desenvolveram iﬁicialmenta um modelo
matematico que calcula a probabilidade de que se desenvolva uma far -
maco-resisténcia em populagses tumorais com diversas dimensﬁesw,
Em um trabalho posterion consideraram também o fato de que se de-
senvolvam no interior do mesmo tumor, independentemente uma da og-
tra, duas subpopulagOes resistentes R e R e uma dupla re-

i3 2

sistente R, [13].

d
Ja se considera como fato concreto que as mutagdes, responsa-
veis pela farmaco-resisténcia nas populagfes tumorais, aparecem
cspontaneamente e com frequéncia definida, independentemente da
sele¢ao aue poderia ser induzida pela exposicao ao farmaco, isto é
as mutacoes , na maior parte dos casos, sio fendmenos geneticos ,
estaveis, espontineos, naturais e intrinsecos.

O nosso modelo matemdtico, permite expressar a  relagio
entre as populagoes de células farmaco sensiveis de um tumor, a

sua tendencia a mutar espontaneamente (adguirindo uma resistencia

fenotipica aos farmacos) e a evolugao no tempo das células resis
tentes.| 27,28,29
Consideraremos separadamente, antes, o comportamento dag ce

iulas tumorais, tanto sensiveis quanto resistentes, sem a aplicacao
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dos farmacos e depois estudaremos o comportamento destas popula-
coes guando:
(i} Um 86 [larmaco for utilizado no tratamento;

{ii} For utilizada uma associacdo de dois farmacos, e neste caso
sera estudado o aparecimento de uma outra subpopulacdo re-

sistente a ambos os farmacos (dupla resisténcia) .,

3. Um Modelo Matematico para uma Populacio Tumoral Sob o Efeito

de um s& Farmaco,

Construimos um modelo matematico deterministico continuo no

tempo para estudar o comportamento de uma populagdo tumoral sob

.

a agao de um certo farmaco, levando em consideragio a sua parte
sensivel e resistente a esse farmaco,

Inicialmente devenos estudar o comportamento clinico sem a
presenga do farmaco visto gue esse € um fator c¢linico de  muita
relevancia, isto &, conhecer © grau de resisténcia celular do far
macoe ja presente no tumor, antes de iniciar a terapia,

Considerenos N(t) a*medida da massa tumoral no instante t
expressa pelo seu numero de células. Temos ainda gue a populagio
sensivel 8 e a populagio resistente R 530 duas espécies ein
competigao (secgao 2, cap. I) em N , isto & a presenga de cada
uma delas vem a influenciar no crescimento da outra. Suponhamos
ainda que S tem uma tendéncia a se mutar espontaneamente (adqui
rindo uma resisténcia fenotipica ao farmaco) com uma frequéncia
constante igual a o (0<a <1}..

Portanto podenos escrever o sistema autdnomo nao linear de
egquagOes diferenciais ordinirias:

* Ma literatura médica usa-se também o termo massa tumoral para
expressar quantidade de ceélulas.
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S = rS(1-K(8+R)) - arS (1-k (S4R)) (3.1)
) :
dR _ ;
gp = TRO1-k(8+R) + ars(l-k(S+R))
com as condi¢oes iniciais: S(tO) = SO > 0

R(to) = RO > 0

i

onde arS(1l-k(S+R)) & a guantidade devida a mutacdo (S - R)
r € a taxa de crescimento Malthusiana do tumor
@ € a probabilidade de gue uma célula apresente mutagcdo em dire-

cio a farmawo-resisténcia, e 1/k & maxima medida gue o tumor pode alcancar.

E come N = S+R, somando as eqnag&es de (3.1) teremos

dt dt dt
portanto a eguagao que descreve o crescimento tumoral & dada
por

dN _ | o

3t = N (1-~kN) (3.2)

Esta @ a eguagdo logistica de Verhulst de crescimento pa-
ra o tumor e se fizermos a suposigado gue em t=0, N{(0)=l entdo tere

mos

N(t) = i —— ) (3.3
k-(k-1)e *F



45

E, consequentemente

N{t) -+ ]-% aquanto t o o

No caso em gue N(O}zNO a solugao para a equagdo do : desen~

volvimente tumoral &

N
N(t}) = ;rt ' {3.4)
kNO+(l~kN0)e
teremos ainda cgue lim N(t) = i.
tre
N
O
" / e
s
Fig., 1 | +

Solugoes Estacionirias do Sistema (3.1)

Podemos reescrever O sistema (3.1) em funcdo de N e R uti

lizando a equacac {3.2) entio temos:

7 = rN(1-kN)

AR

5% = FR(L-kN) + ar (8-R)(1-kN) (3.5)
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com N(Q) = NO > 0 e R(0) = RO > 0.
Deste sistema & possivel encontrar uma relagdo entre N e
R, ou seja, dado um tumor de medida N & possivel encontrar a
massa resistente R,
De (3.5)
dRr
dt R R
W = = + gl "‘ﬁ)
dt
e comoe
R aRr dN dR R
at N S dv T N 7 Tan cTd
dt dt
Portanto
R
dt e dt => In{l - = } = —-g LnpN+C
_ R N |
N
Se R =0 qguando N = 1, entao
gy
portanto auando e
1 1 o
N(t) - i e R(t) E(lmk )
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Portanto p(t) = k é uma solugac estaciona
1 . 0
w1k
ria do sistema {(3.5) e como N-R = § = lea entdo S¢£%1~a)
=)
e portanto Gy (B = & uma solugdo estaciona
' 1 e
g (k)
ria do sistema {(3.1),
Exemplo: Em um tumor com massa N = l08 células e com uma fre-

-
- . ~ -l ) i -
auencia de mutagao o = 10 7, podemos dizer que a massa

4D
resistente R & igual a R = 108(1—10 8.10 )ml,8x104
células,
Isto significa gue para cada medida N e fregquencia « de

mutagao existe a possibilidade de se conhecer a massa resistente , e
portanto termos uma idela mais precisa do programa terapéutico a

ser empregado,
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A Destruicao Celular devida ao emprego dos quimloterapicos: A

hipotese do "Celf-Ki£e",

Os aspectos guantitativos da capacidade dos farmacos anti-
blasticos de destruir células tumorais foram estudados sobretu-
do por H.E. Skipper e F.M. Schabell 25}, tomando como base a hi-
potese do "Cell-KilL£" , a partir do estudo da leucemia Murina
(L1210) . Observou-se gue a destruig¢ao celular devida aos far-

, , . a .
macos segue a lel cinética de 1- ordem [4,9,25], ou seja, uma

determinada dose de farmaco é capaz.de destruir uma fragao cons
tante de células tumorais sensiveis e nzo um nlimero fixo. Por
exemplo, um tratamento que reduz uma populacac celular de 1000000
a 10 células deve reduzir uma populacido de 100000 a 1 célula:
na literatura médica | 4,9,24,25,26]0s tratamentos sao classifi-
cados tomando como base um nimero denominado "Log-k{fL", isto &
rum determinado farmaco. tem "log-R{LE" igual a n se ele reduz

una populcao de N células a Jiﬁ células, Por exemplo, um
10

"tog-kitl{"de 3 reduz uma vopulagao de 109 a 106 células.

Em nossos modelos a serem construidos consideraremos duas
hipSteses exclusivas de destruicdo:

{i) Um certo farmaco destrdi uma fragao constante da popu~

lagao sensivel instantaneamente;

(ii) Um certo farmaco destrdi uma fracdo constante da popu-

lagao sensivel em um intervalo de tempo.

Usando a hipGtese (i), suponhamos cue o farmaco & adminis~
trado a cada intervalo de periodo T fixo e gue destrdi uma fra-
cao F da populacao tumoral sensivel.

Portanto temos um sistema linear sujeito a impulsos a tem-

po fixo(vide cap. I, secgac 3.2) ou seja:

s
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S o (1-0)8 (1-k (S+R)) (3.1)
gt k
%ﬁé = ¥ (R+aS) (1-k (S+R) )

com  S5{0) = 5. » 0 @ R{O) = ®_ > 0.

0 0 ~
A cada intervalo de periodo T fixo o farmaco reduz  a popula
¢ao  s(kT) a (l-F)s{kT), k = 1, .

Portanto tomando o sistema linearizado em torno do ponto dex

equilibrio (0,0)'para verificar a possibilidade de extingao total do tumwr

a8 .
a‘*{ e r(l""ﬂ)ﬁ) (3~7)
temos: com (0) = &U
R(D) = R
dr 0 .
T re 5 4+ rR

ou na forma padrio

dx » .
ae = AXx t # kT ko= 1,2,3,....
+ .
Ax = x(kT}) = x(kT) = B {kT)
o= kT
onde
A= r{l - o) 0
ro r
e
' 5
B = ~-F 0 e x(t} = 5{t) , X{(0) = 0
R{t}) Ry
é



e assim podemos escrever a solugao para t entre kT e (k+1)T:

X(t) = o t"kDA

[(I+B)elA k

x{0) (3,8)

Assim basta analisarmos o comportamento dos autovalores

matriz X(1) = (I+B)e§A

coes {(segao 3.2, cap. I).

Analise dos Autovalores da Matriz X(T)

De (3.8) temos gue

TA 1-¥

X(T) = (I+B)e

e temos a matriz

(1-p) ¥ il-elT

rt r(l-a)T
e - e

r{l=a)
{f.i&

r r{l-g)T
(& g

rT

Resolvendo-se a eguagao caracteristica

det (X(T) - AI) = 0 , temos que

Al = (L-F}) e

da

para conhecer o comportamento das solu-

0

ré
€
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Entao para ¥ > 1 - ewr(l_ﬂ}T"mmms K] < 1 {(3.10)
L ceda ac ralulac canel ot e b FineSa o rT
ou seja as celulas sensiveis tendem a extlngda,axm>lz==e e
r >0 , temos que R2 € sempre maior gue 1 e entao exXxiste

solurao ilimitada (e 8 um caso de instabilidade), ou seja o tumr serd  todo
resistente,

Estimativa para §,R e N

x{nP) = X(or).x, = (X(T})n.xo (3.11)
Entao

s(nm) = 2)s(0) = (1-;) " R AL (3.12)

Tl (L (L-F) =2l )
r(nt) = —tefo 2 L sy + "r (0) ‘

(1-F) Oy=2,)
n r{lea)nT rT r(l=a}T )

. LU1-F) ) (e~ - ) s (0) +e" 07 1 (0)
(1-F) ofil-a}T _ xT (3.13)

~ n
Como Rz < 1, entaoc 11-%0 guando n- e portanto s{nT)-0

ou seja,as células sensiveistendem a extingdo enquanto r (nf)

tende a illé ;o0u seja,o residuo tumoral serd todo resistente e por
tanto,o tumor tende a crescer até a sua medida miAxima. £ claro
que se considerarmos a redugao a niveis clinicos satisfatSrios ,
cu seja, a 105 células, onde a defesa imunoldgica do individuo
sera responsavel pela remissido do residuo, entio em certos casos

a monoquimioterapia resulta eficaz. 4, 9, 25
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Usand> a hipbtese (ii) o sistema (3.5) serd modificado para:

dn _ B _
g2~ F N (1-kN} F{N~R)

< {(3.14)
%—? = r R(1-kN) + ar(N-R) (1-kN)

onde F(N-R) & a parte devida a destruicgao do farmaco.
Podemos agora supor gue a terapia inicia em t=0 e que
N{0) = Ny ( a medida inicial do tumor no momento de inicio da

aplicagao) e, portanto R(O):RO=NO(1-NBQ)(dQ (3.6) .

€

Pontos de Equilibrio do Sistema (3.14)

Com o objetivoe de estudar o comportamento assintdtico das
solugbes, computamos inicialmente os pontos de equilibrio ( oé
criticos) de (3.14). Igualando os segundos membros de (3.14) a
Zero e ;esoivendo as equa@ées aigébricas resultantes obtemos os

seguintes pontos de equilibrio:

?l = (0,00 e P, = (=

Fazendo a analise do comportamento assintdtico ao redor des

ses pontos de equilibrio temos gue, em relacao a8 Py = (0,0) o sistema

linear associado gerd

av _ )
aWE = TN F(N R)

< : ‘ {3.15)
dR -
Ir - rR + or(N-R)



Para encontrarmos os autovalores, basta resolvermos a egua-~

Ao
{r~F) ~ X B
= {) e teremos
oy r{l—o)=X
L2
Ao (2T = F - ro) A 4+ ri{r{l-a)~F) = 0 COINO
equagao caracteristica e Ai = p(l-a)~F como autovalores associa~
=
12

dos a  (3.15).

JEIEN 1_..(1__0:) s )\J—( 0 @ )\2 = I > O portanto Plz(glo) é}

€3]
o

um pondto caltico {natavel (ponto de sela) .

Para P, = (%,%) 0 sistema linear associado usando as transg
N = x + 1
formacoes ‘ ’ k sera:
R=y o+ g
k
dx
e 2w { T + ] 3.1
It {(r+F) % Fy ( 6}
dy
b = -1H
dt
A equagao caracteristica associada sera:
2
AT+ {x+F) A + Fr = 0
com ralzes Ai = =F e Kz = -y



Portanto }\l = ~F < { e ?\2 = —r < e dessa maneira
sz{%, %) e um ponfo caltico assintiticamente estaveld.
. 11 e
Ou seja,ao redor de (E'Q} todas as trajetOrias tendem a
1

(

1 . . - .
,E),O(qma@quumde a afirmar gue todo o tumor sera resistente,

4

A
el )
A | A
e :
I
> !
=0 / N= R X
[/ :
: -
i
Fig. 3 e R

Como s6 existem dois pontos criticos e as trajetOrias estac to
.-~ , , 1
das contidas no triangulo formado pelas retas N=R, R=0 e N= T

todas as trajetorias tendemap ponto P, = (i; %).

Em linhas gerais, podemos afirmar gue apds um ~  tratamento
eficaz, se a massa tumoral for reduzida a um nimero muito pegue=
no (menor de 10° células), a defesa imunolégica do organismo po-
de completar a agac dos farmacos, destruindo as células restan-
tes [ 4,9, 25].

Por isso, a eficacia da menoguimioterapia, pode ser yesumie
da a redugao da massa tumoral na ordem de 105, E em certos ca-

508, como nos tumores em "s{adic” avangados poderemos ja bprever

o fracasso da guimioterapia, Por exemplo, um tumor em fase avancada oom
1 . - . . - -5 L.
107 celulas e, com taxa de mutagao da ordem de o = 10 ja tem an
r
: : ‘ el . -4 - P
tes b inicio da terapia um nimer maior que 107 celulas resistentes, e, por

tanto, o



residuo resistente, ague jamais serd destruido vor esse farmaco ,

supera o limite de eficadcia imunoterapica.

4. Um Modelo Matemdtico Para Uma Populacac Tumoral sob o Efeito

de Uma Terapia Alternada com a Associacdo de Dois Farmacos

"Noi Caess Resdstent”

No caso em que se faz uso de ﬁm sO farmaco podemos determinar o
momento em aue o clone celular resistente nao responde mais - ao
tratamento empregado e vimos que ¢ mesmo continuara a crescer
até o momento em cue o tumor seja todo resistente. Esta consti-
tui sem duvida uma das razdes mais forte pelo qual o tratamento
auinicterapico venha a. falhar. Parece portanto claro a neces-
gidade de adicionar ao programa terapeutico um novo farmaco que
seja capaz de destruir o residuo resistente ao primeiro farmaco
resolvendo assim o problema. Foram muitos os pesquisadores gue

adotaram este tipo de estratégia de usar um programa guimiote
rapico associando dois ou mais farmacos {6 |.

Como exemplo, podemos citar os resultados obtidos por Bona-
donna na terapia da doenga de Hodgkin, cue em fase avangada de-
monstram claramente a superioridade da alternincia de ' farmacos
{ 5], Em geral os resultados clinicos encontrados indicam que
um programa  policuimioteripico (associagao de dois ou mais far-
macos) & mais eficaz que a mononuimiotérapia“ O problema, en
tao fica reduzido dquele de encontrar o . programa terapdutico al
ternado eficaz ., ou seja, aguele de poder escolher, sob certas con
digoes ,qual & o tipo de combinacao mais eficiente.

O nosso objetivo é fazer uma extensao do modelo



precedente, considerando a possibilidade do crescimento,no interi-
s

or do mesmo tumor, independentemente uma da outra,de duas subpopu-
lagies R, e R, que s3o resistentes ao primeiro e ao segundo
farmaco ,respectivamente.Suporenos gue no programa terapeutico a
ser empregado, os dois farmacos nao s3o empregados simultaneamen
te (devido ao problema de toxicidade), e gue o primeiro farmaco é
ative sobre a populagao sensivel S e sobre Rz; e analogamen-
te o segundo farmaco e ativo também sobre a populacdo sensivel S

t

e sobre a populagao Ry

Além disso no interior dos clones j& resistentes R, e R,

logo apds uma segunda mutagdo, podemos encontrar um fendtipo du-

q e s-+R2»>~Rd)'

Portanto para gue se possa desenvolver uma dupla resistén-~

plamente resistente Rd {seguindo os esguemas S¢R1+R

cia sao necessarias duas etapas, isto &, duas mutagOes:

(i) A partir de uma célula sensivel §, se passa a uma célula re
sistente R, ac primeiro farmaco com uma taxa de mutagao
dl, e logo apds a uma célula duplamente resistente R, com  uma
taxa de mutagac o

(Xl

(§ —— R

l .

(1i) A partir de uma célula sensivel S, se passa a uma célula
resistente R, ao segundo farmaco com uma taxa de mutagao
a,, e logo apGs a uma célula &%ﬁﬁm@ﬂxermﬁﬁt@ﬁﬂ'ﬁd com uma

taxa de mutagao oy

(S

o)
=

Assim a dinamica deste fenomeno pode ser representada pelo
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seguinte diagrama:

N | células tumorais

5: celulas sensiveis

Ry células resistentes

aoc 19 farmaco

R.: celulas resistentes

ao 29 farmaco

Vemos que R e composta da parte resistente R, (sensivel ao 29

d 1

farmaco) gue se muta,e da parte resistente Rz(sensivel aoc 19
farmaco} gue se muta,

Construimos um modelo deterministico continuo no tempo para

|24 e R..

1 =2 d

Portanto podenmos escrever o seguinte gistemas

estudar o comportavento de 8§, R

gi..‘.(..sa fe O T e e N P - I N o~ e =

It S {1-kN) ulrs(l k) azxs(i kN)

de

I = rRl(lmkN) + ulrb{i—kN} - aerl(lmkN) (4.1)
«

dR2 _

TS = rﬂzti—kN) + azrs(lmkN) - ulsz(lwkN)

de

T = er(lw}{N) + azrﬂl\l'"kN) + OtllfRz(l“kN)
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onde N = S+R1+R2+Rd. 0Os termos rS(1-kN) ,rR
; ,

l(lka),rRz(lwkN) e

er{lmkN) sao as partes devidas ao crescimento Verhulsitiano de

cada populagao; o termo alrs(lwkN) é a parte devida a ' primeira

8

mutagao (5 — Ry} com a taxa de mutagdo aj.
0 termo azrs(lukN) é a parte devida a primeira mutagao
“2
(5 — R,) com a taxa de mutagdo Gy

0 termo o rRl(lmkN) & a parte devida a segunda mutacao

2

(R; — R,) com a taxa de mutagao 0y -

O termo «,rR(1-kN) & a parte devida a segunda mutag&o

(R, = Ry} com a taxa de mutagdo Gy

,

r = taxa de crescimento exponencial (Malthus) (r > 0)

% = & o limite do crescimento tumoral,(em geral se conside-
ra k ~ 10712 [4])
Gy 10y = sao as taxas de mutagGes 0<ay, a, <1,

Podemos reescrever o sistema (4.1) apenas em funcao de N ,

R+ R2 e Rd , pPara isso, basta substituir em (4.1) a relagao
N = S%R1+R2%Rd entac teremos:

N L w1k

dt

de

Ir = r(lwkN){Rl+al(NlewR2—Rd)wu2Rl)

<

dR2

=t = r(lmkﬁ)(R2+u2(N~R1—R2-Rd)~ulR2) (4,2)

de

=T T r(lmkN)(u2R1+alR2+Rd)




Deste sistema & possivel encontrar uma = relacao entre
N, Ry, Ry, & Ry, isto e, dado um tumor de medida N & possivel
encontrar respectivamente as massas resistentes Rl’ R2 e Rd.

Fazendo XﬁRJ+R2+Rd, dee (4.2) temos gue

cdx

5@ 8 f(1~kN)(x+(ui+u2}(wa))
e, nortanto,
dx X+ (o, +o.) (N-x)
5t ) oy o,
an N
dt
e @ LXK L X
— T 5 + ((xl F()Lz) {1 N)
& oo
X
dN N dN il
N o arX = ) .S
a g tag o) (b - 2
x
o d(ﬁ) k= {“ - @.) .ﬁy
1% "1 2 N
» GoXy
== - i {1 N) = (al<+a2) In N+ @
Se quando  N=1, x=0 pois Ry+R,+R =0 entao

X o r
mﬁn(luﬁ) = (al~+a2) £n N



= 1-3

2R

Fazendo

e,portanto,

Portanto

sy

Se guando

-~ {q

= ] -

1

N

+ o

- {0, + o)
L= (i) .

Y =Ry R4y de (4.2) temos cue

dy
dt

= r(lnkN)(Y+a1(N~y).

dv
gt _ vy . Y
dt
dy _ ¥y v
R R AL
N —
IR d(&) ul(l“N)
N
y v 1 N
-5

mﬁn(l—ﬁ) = 0y InN + C.

N=1, v=0 (pois R,+R_.=0)

1 7d

60
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-0,
== fn{l-%) = £n N 1
N =
~a —
s Ly o 1 Y _ 1 L
- N =N =8 N (ii)

Fazendo agora ZmR2+Rd, de (4.2) obtemos

Ze1-n % | (iii)

Adicionando {(ii) e {(1ii) e subtraindo (i) temos

v Ry +Ry +32+de Ry R, *Ry Ry h
N N N N N N N

ou sela,
R, -y, -0y ~{a, )
wg-zinl«i—JmN2-1+N Lol
R -, -, -{a, +ta,.)
Sea-n tow Zan b

Desta forma,conhecendo Uyr G, e N podemos calcular a

. R
fracao de dupla resisténcia w

Substituindo este resultado em (ii) e (iii) podemos encon-

trar os valores para Rl e Rz, ou seja
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R - -{o, )
=N fon b (4.3)
N
R -y, -{o, +a..)
H=n oy b2 (4.4)
N
Admitindo-se gqgue o= ul = u2
Entao
Q o -0, 2
Rd = N(I-N ) e
R e O
Rl = R2 N {(1-N )

S

Esta relagOes representam as gquantidades resistentes quando
se conhecem a massa tumoral N e a taxa de mutacdo a. Podemos
cbhservar por essas expressdoes gue o fendmeno da resisténcia é
bem caracterizado nos tumores de massa muito grande, ou nos ca-

sos onde a taxa de mutagdo & alta.

Por exemplo, um tumor com massa N = 108 células e com ta-

~ ur hd
xa de mutagao w = 10 7 apresenta uma populagao resistente
Ry =R, = l,8x104 células, e Rq = 3 utilizando as relagles en

contradas. .
O problema de dupla resisténcia, podemos observar,que s& &

eminente nos casos onde a guantidade de massa tumoral & muito

. . =~ ~6
grande. (onsiderenos una neoplasia - com uma taxa de mutagao de 10 7,

a primeira célula duplamente resistente s6 aparece guando sua

massa & da ordem de 100 e ja um tumor com taxa de mutagao de

10 7 essa primeira célula s aparece cguando a massa & da  ordem

de 108 .



63

Para ilustrarmos esses resultados consideremos que as célu-
las tumorais sensiveis se mutam com uma taxa o=10-5. A figura
4 nos mostra aue as primeiras resisténcias aparecem gquando a

. : B Coem e
massa tumoral for da ordem de 10 e a dupla resistencia guando a

medida respectiva fordda ordem de 108 células.

bun;;
104
N
3 R =R.
s //
Pig. 4 » 1 T " 1
4 @ ‘i é L
A figura abaixo nos nmostra a evolugao temporal das pcpulac_;:ﬁes;
teg -5
. Ale
£0d
lodg
& 8 .
LT
2 /
Fig. 5 | 7 t(dias)

T v
1000 1250



TABELA DE RESISTENCIA CELULAR

64

Taxa de Mutagao @ = a, = lﬂmg, lO-S e 10”6
Ry = R, = n =) =y o 4= N(1-N"% 2

a o = 107" 6 = 107° o = 10
N R, = R, R, R, = R R, | B =R, Ry
10t 0 0 0 0 0 0
10° 0 0 0 0 0 0
10° 0 0 0 0 0 0
104 9 0 0 0 0 0
10° 1,15¢0° 0 1,1x10% 0 0 0
10° 1,4x10° 2 1,4x10° o | 1,4x0t 0
107 1,6x00%  2,5x00| 1,6:0° o | 1,6x10° 0
10° :zi,ax;l_o5 3x10%| 1,8x10 3 | 1,8x10° 0
107 200  4,2:0%]  2x0® 4,200 2x0? 0
1019 2,2x107  5,3a0%] 2,20a0%°  5,3x109 2,2:10° 5
10tt 2,4x0°  6,4x10°| 2,4x107  6,4x107 2,4x10° 6,4x10"
1012 26100 7.6x0°] 2,6x10%  7,6:0% 2,600’ 7,6x10°

Esta tabela nostra a variacao das massas resistentes, segundo a massa tumoral

e taxa de mutagao.
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Solucoes Estacionirias do Sistema (4.2)

J

Vamos considerar em (4.2) gue a=0y = g entao podemos rees-

crevé~lo na seguinte forma:

adN _
T TN (1-KN)

de

jﬂg = r(i~KN)((1~2a}leaR w g RA+GN )

2

=T r(leN)((lm2q)R2~ulRl~de+uN)

pe T r(imKN}((leN}(uR1+aR2+Rd}

Usando os resul tados encontrados em {(4,3) e (4.4) e que

solugio N(L) em (4.5) tende a * quando too (analogamente
X
(3.3) e (3.4)) temos gue

/.

K

{1-0a) ~

(1-K ™)

plt) =

¢ uma solugdo estacionaria para (4.2).

a

a
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Apds © estudo do graun de resisténcia celular existente em
um tumor antes do inicio da t@rapia,-vémos égora estudar orcénw
portarento das populagOes sensiveis e resistentes com a aplicacdo dos farmaomos.

Inicialmente vamos considerar um programa terapéutico alter

nado composto de duas terapias A e B, onde sao empregados dois

farmacos,os guais:

(i) Possuem efeito instantanec a cada periode T fixo ou
(ii) Possuem efeito em um intervalo de pericdo T fixo.

Caso 1: teravia com efeito instantaneo

Cutra vez, para verificar a possibilidade de extincao do tu

mor linearizamos o sistema em torno da origem. o

Portanto,devemos resolver o sistema linear sujeito a impul-

s0s associado a (4.5} (vide cap. I, seccdc 3.2)

dx
af*'_{i = AX( t) t 7‘{ t]{
tk:k*l‘
Ax = ka(t)
t=kT
onde
S5(t) r{l-2a) 0 0 0
Rl(t) ey r{l-o} 0 0
(Lt} = e =

Rz‘*” fNe4 0 r{l-a) O
Rd(t)



wrtanto para t o entre 0 e T a solucao do sistema - gera
S ¥
;

X(t)=e" X, (4.6)

Em  t=T atua o primeiro farmaco entio

e —

ATy - x(T) & Bl ®{T) onde

()7 & o valor de . x(t) depois da aplicacdo do 19

Tarmaco.
o
x(T)" & o valor de x(t) antes da aplicacado do 19
farmaco.
rortanto
(1-F)Ss{T) 3 (1) ~F 0 0 0 ST}
Rl{T) 'WE(T) : o ¢ 0 0 _ RI(T)
(lmﬁﬁIQZ(T) RQ(T) o 0 -F 0 RQ(T)
Rd{T) Rdﬁﬂ 0o 0 0 0 Rdﬁﬂ
onde [ 0 0 0
0 0 0 0
B}_ =
0 0 - 0
0 0 0 0

© asslim entre T e 2T a solugado sera

e{tmT}A eTA e (4.7)

x{t) = 0

(I%Bl)
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Em £=2T atua o segundo farmaco entiao

x(21) " - x(21) " = B, x(T) onde
x(2T}+ é o valor de x(t) depois da aplicacao do 29
farmaco.
@
®(2T) " & o valor ' de. x(t) antes da aplicagdo do 29
farmaco.
Yortanto®
(1-F} S (2T) S (27) -F 0 0 © 82T
(ErF)Ql(zT) Rl(2T} 0 - 0 RE(ET)
) —
Ry (21 R, (27) 0 0 0 R, (2T)
Rd(ZT) Pa(ZT) G 0 0 FB(ZT)
onde -F 0 0 0
0 - 0 §]
B2 =
0 0 0 0
0 0 0 {

e portanto a solugac entre 2T e 3T sera

TA TA

e(t-ZT)A } e (I+Bl) e x

(4.8)

x(t) = (I+B

2 0

e sucessivamente podemos verificar gue
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3, = B.o= = o e e = F )
By = By = By okl
B, =B, =B = vuuenn.. -

; 4 6 Box

Portanto entre kT < t < (k+L)T com k par teremos

o ol

x(b) = e E7kTIA (B e™™ (rem)e™? x . (4.9)

Assim se considerarmos o periodo igual a 2T, a matriz fundamental

serd  X(20) = (I+Bj)e . (1+B)e P (4.10)
Para analisarmos o comportamento assintdtico das solugoes

bastaanalisar o autovalores da matriz x{(2T).

Calcoculo de X (27)

Se A = r{l-2a) 0 0 0
ro r{l-a) 0 0 obtemos pelo método de Pu
tzer (3,3 do capitulo I}

o 0 r(l-a) 0O

(3 ro Ty r

" (=2 0 0 0 e mEm)T__r(1-20)T
“21 731
r{l-o)T
a. € 0 0 n = X7 r(l-a)T
21 ondea a42~a43 e e
1T
a3 0 e 0 o
a a a T I w2@1:(1---0@) T, er(l,wza

"4l 42 43 41




i

e usando {4,106} X(2T)
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1-F 4] 0 0 1-F 0 0 {
9] l=F §] 0 T 0 0 ) 0
e . e
0 0 0 0 0 0 1-F ]
Q 0 0 0 0 g 0 0
e portanto X{2T) =
(1-pfe® (1=20) T 0 0 0
. ey 2X (L=} T
X1 (lL-1)e 0 §]
. oy Ll {l-a) T
Xqq 0 (I~ e 0
X X eer
%41 42 43
Onde
XZlﬂ(l_F)er(lwu)T(er(lwa)T _ er(lw2u)1y{8*ruT(le)*l]
XBIE(l”F)er{lmu)T{er(l»u)T _ er(l~2a)T)!emruT + 1]
X4lme2rT(l_ewraT){1“e~2raT + (1_F)(e*raT _ e~3raT))
Lo2rT -2raT
Xy = € (1 - e )
x43 - lei(l_emrul)(l + (1-F) emraT)

Resolvendo-se a equacaode

valores de x(2T) gue sao:

(X(2T)-A1)})=0, encontramos os auto-

TA
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2 2r(i-2a)T
e

Ai = (.1-1;%') .

B e 2 (1)
’\2 2\3 = (1-F) e

__2rT
A4 =

Neste caso temos que Ay < 1 e==> F > peet (B2} T Gue
Ay < 1 == F o> 1 - etf(1=a)T .
A, » 1 poisg @251 > 1 e portanto a solug%o geri instivel.Porém

4

o tumor podera ser controlado ., pois o residuo tumoral serd cons-
tituldo somente de células duplamente resistentes, gue na popula

cdo bumoral surgem em estagios muito avancgados.

Caso 2: Terapia com efeito continuo no tempo.

A nossa hipotese agora & aue o farmaco tem a sua acao dis-
tribuida em um intervalo de periodoT fixo. O programa terapéutico
& composto de dois farmacos "Now-Cross Resistent".

Suponhamos que a terapia A & onde atua o 19 farmaco em um
intervalo de periocdoT fixo, e a terapia B é onde atua ¢ 29 farma-

co sempre considerando T fixo, entao teremos

A B A, B terapia
0 T 2T 3r 47 ( tempo)

ou seja podemos expressar as agoes desse programa considerando

as fungoes

( Fl para t € [ 2nT, {(2Zn+1)7]

It

i F? para t € [ (Zn+1)7T, 2{(n+1)7T] n 0,1,.....
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F, para € [2nT, (2n+1)T| n=0, 1, ...
P_{t) = :
A /
0 para € [ (2n+1)T, 2(n+1)T]
Q
0 para t € [ 2nT,{(2n+1)7
FB(t) =

F2 para t & | (2n+1)T, 2{(n+l)T] no= 0, 1l,....

onde Fy é a.taxa de destruigdo celular devida ao 19 farmaco e

F., € a taxa de destruicdo celular devida ao 29 farmaco.

2

]
|

e e e

F

1
|

s Periodo

T 27 3T 47
_ i
}A(t)
Fl : "‘“"‘*’”"’"“‘““m-—. o
‘ : ; 1
I i - :
i : !
: | ?
fl !

» Periodo

T 27T 3T 47



73

MU VN U S —

e e o ettt |, e

Periodo

2T 3T

£
—

Entao agora podemos escrever o sistema (4.1) modificado

ds e w0 LA e e
aE rs (1-kN) ulx&(l kN) azrb(l kN)-F(t}s.
AR,
T - rRi{kaN)+mlr5(lmkN}maeri(l*kN)—FB(t)Rl
K (4.11)
dr,, :
= rRz(lmkN)+m2rs(1»kN)muer2(lwkN)wFA(t)Rz
6Rd
—— = r(1-kN) (R, + +
Ir {1-kN) { a uZRl G1R2)
onde ~F(t)S & a parte devida a destruican das células sensi-
vels,
MFB(t)RE é a parte devida a destruicido das células resis~-
tentes ao 1¢ farmaco pela agao do 29 farmaco.
-~FA(t)R2 é a parte devida a destruicao das células resis-

tentes ao

29 farmaco pela agao do

12 farmaco.
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il

Se em (4.11)considerarmos gque oy b, = a e que 0s dois
‘ J

farmacos sejam {gualmente atives P = F, = F, entao

o,

2 = r(1-2a)S{1-kN)~FS

2 r(l“ﬂ)Rl(lwkN)+arS(l~kN)"FE(t)Rl

(4.12)

—— r(lmu)Rz(lwkN)+urS(lmkN)-FA(t)R2

fRd(lmkN)+ur(Rl+R2)(lmkN)

O sistema linear associado a (4.12) poderd ser escrito na

na forma dx = A(t)x onde:

onde

dt
St}
o A, para € | 2nT, (Z2n+1) T}
x(t)= R, (L) e A()=4 T ’
' A, para € | {(Zn+l) %, 2{(n+1} T}
Rz(t) n =20,1,2, ...
Rd(t)
Al. = r{l-2a}-F 8] 0
T {1~ 0
T 0 r{l-q)~-F




&
A 5 = r{}-20) -F 0 0 0
¥ r{l=g)-F 0 0
I 0 r(1-ao) 0
0 or ar r
A solugdo entre 0<t < T sera dada pela expressao
5(0)
tAl
x(t) = e X onde Ko o=
v 0 R, (0}
1
R, (0)
R, (0)
Entre T b« 27 a solugao sera dada por
(t-—‘I‘}A2 TAJ .
x({t} = e . e - XO . Por'i%anto para,
L entre 2nT e (2n+l)'7T,
(t=2n1 ) A, TA, TAy p
x(t) = e ' - . (e .e } X,
pOY 1SS0
TA A
x(2nT) = (e 2.@ l)n..xO

Vemos que para analisarmos o comportamento das Solugﬁes,,basta ana
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TA2 TA
lisarmos o0s autovalores da matriz X(27T)=e .6 (teorema 4,ca
; /
pitulo I), pois como A & periddica entdo
X(t+2T) = X(t).X(2T)
e assim
n
X{anr) = [ X(27)1]
TA2 TAl
Calculo da matriz X(27) = e ! 1
TAl
Para obtermos e é suficiente calcularmos os autovalores
de Ay, ou seja resolvermos a equagao det(AlmRI)mO; Encontramos:
Almr(l~2u}~Ff Agsr(lmu), Asmr(l~u)wF e A4ﬂr.-Aplicamﬁ0 a seguir
o metodo de Putzer(3.3, cap. I):
A l'i‘ A 2’1‘ A 3‘1‘
TA e M, {A,) e M, (AL) e M, (A)
o 1_ T 171 + 271 + 3'71 -
(Almkz)(AE-AB)(KILAQ) {Az—kl)(kzwk3)(k2~A ) (A3~Al)(h3ukz)(k3wx4
AT
4
s e Mé(Az)
(Aémil)(h4“R2)(h4“A3)
onde
Ml(Al) = (A1~k21)(Al“131)(Alwl4I)

M, (A) = (Al—kll}(Al—A3I)(Al—A41)

My (Ag) = (Ay=A I)(Almkzi)(AlmA4I)

1

~—
i

(Al—}\lz) (A'l-AZI) (Alw?\3-1}

onde Al’ 32: A3- € X, sac os autovalores de Al
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Tf\l
Obtemos finalmente o . -
o
AT '
// ol 0 0 0
/ . AJE AT AT
/ (e 2”9.1) ' e 2 0 0
i ey
AqT m?\.l’l AyT 0
@ 7 e 0 e
) m o f(\ ”r'l ] * . i A T
uiﬁn{e\4l+ekllmpkgimpkji) A4E_3A2T - (ekél—ehjl) . 4
P il - © © Ftro
mTAl
E assim podenos garantir a existéncia de e o, pois
TA (A, FALFALHA T
det e T = e L2 73 # 0.
TAZ
Analogamente para e » walculamos og autovalores de A2
By, o= r{l-2ua)-F , , = r(l-a)-r , Hy = r{i~ug) e Hy = T e

1

aplicamos o metodo de Putzer, obtendo:



.t T
(e 2*@ 1)

o (3B3 _ UIT

E‘H:*aew € )
ro (e"iqu"*lT*ei‘sze“zT)
Fim

Usando~se o fato de que p

uz‘l

i3

Uz_

42

it
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0 0
0 0
eU§T O
) (éwdq;eHB% QMQT
Moy = Kz
iy TN
0 0
0 0
(RB%Az)T o
a3 exéT



orcie
IWESUREL A AT 20T
T R L IR AL Y
21 F+ra €
o _r 32)\11 B @(A1+A2)T X (A 4T
<31 o F+ra €
o e O - (ALFALYT
. o rwo gAll ‘MZ}:"L (F2+rzu2+(F+ﬂM e 23
1 T Frra (@ toe ) y,
) (F+ru)
I (kl+32)f (A3+A4)£ Fro (}1+A3)l (A2+A4)1
+ m(e +e )mmmm-,é [ e +e
- (F+ro)
L EP(Aw}\BT)J;‘ s e2A4i i M(A2+A3)l \
42 Fara F+ra @
TA? TA}
Para calcularnos os autovalores de e e , bhasta resol-
TA2 ‘l‘}f‘s.m.1
vernos a ecuagao  det{e .e - yI) = 0, Cbtemos
v el(r(.ﬁLwZ(t)mF}T
1
- (2r{l-a)-F)T
o

Para analisarmos o comportamento assintdtico da solugao ague
passa por (t,, x,) teremos cue verificar os valores de |'riI:
para que a solugao seja assintOticamente estivel é necessario

gue ["yil <1 para todo i.

]'yll <1 se ?\lfi[} === F > r(i-2a)
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E733:|12|< 1 se l2+A3< 0 ==> F > 2r{(l-o) @|74|<J_5e A4<0 porém

isso nao deve ocorrer pois A, = r > 0

4 e dessa maneira para

qualguer valor de F, r, a e T a solugao serad sempre instd-

vel.,

Estimativa para 5, Rl, R2 e Ré

Para obtemos informagao scbre o estado & tunor apds a nésima troca de

farmacos ,devenros calcular x{(2nT) , onde:

S(2nT)
*{2nT)

#

Rl(ZnT)
R2(2nT)

R.(2nT)

d

Inicialmente, temos gue

TAZ TA1 n
x{2nT) = (e .e ) X

0

Se puderros encontrar uma matriz B tal gue

TA., TA, TA, TA
2 1 2 1 ~1
e .8 - Bu (e oe )diag.
T TA T T
onde le Az.e l]diag. representa a matriz diagonalizada d&e e AQ.e A1
. TA ThA TA TA
entao (e 2 e l)n = B. (e 2.8 1)ﬂ -1

diag.

e a expressao x(2nT) podera ser mais facilmente computada.



Consideremocs Bm{bij)4x4 tal que:

TA TA. Tha T
2 1 - 2 1
o a@ B " B- (t’fi ce; )diag, (_l.)
- TAB TAl
onde o N =
2A1T
e ' 0 0 0
(A +X_ )T
aZE € 23 0 0
Pl 0 © (A2+;\3)t1 O
31
a a a eth
“41 42 43
soendo
o by Ot T 2a T
Ay = ' e + T e - e
- 1 + Al
4 . Ta @lei ) P e(Rl Rz)T N Q(A2+R3)i
31 e 4o
. . - - . (AnatA,)T
. _ru ler zkéq (F2+rzaz+(F+ra)2)e 273
417 Firs e te ' 5 *
) (F+ro)
- (A 42,0 (AgH+a ) Pro (AT OGuma )T
+ e (e + e )RR Y + e ]
B P (A4$13)T ra 2l4T (K2+A3)T
a e e

a, .= +
42 F+ro F4+ro ©



2

;3

com Ay,= r{l=2a)~-F, A,= r(l-a), 2.= r{l-a)-F

Regsolvendo a igualdade

("ylﬂ’z} (72—74)

ag rm7y)

a31(71“74)

M =7y agtay . ta geay

e (e ° l)ﬂiag =
eEliT . .
0! 8(12+A3)T .
0 0 e(K2+A
0 0 0

{1) encontramos B

0 0
(72—74) 0

0 127y

Y2 43

82
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! 1 o 0
=7, (72-—7,@) Ty
G
A1 1
{"’1"7:2) (72«*74) 0 1y 0
mra oy lag e ptag e )y, S 1
N Oy = 7,) (ry=7,) (71-74) 1=y %Yy
’I‘A2 TAl n
Assim para calcularmes (e .e )‘} hasta resolver
TA TA. ]
.- N P AN 1
produto  B.{e . € )diag. B
Portanto:
TAE TAE n n
(e , & b= Dyya onde dllm Yy dlZ: 0, dle 0, dl4
. n n
4 = ) d,.= v, d,.= 0, d,,= 0
21 (}Lm 72) roe22 27 723 roT24
a,, () -l
_ Y31ty 2 — . n _
d3p7 - rd3p™ 0r dgy= 7y 0 dyg= 0
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n n n n n
4 - () = 7g) ey e gtag e, ) (rp =y )= 75 0n=7y) 7y
1" % Ty oy (=70 (=7 ) (=7 ) A N e
1 4 1 27 YL ﬁ4 2 "4 1 472 "4
n n
4 o ('vzmvé) 4 - a43(72 74) 4 0
- r . ?
42 42 v Ty 43 72 74 44 4
Por isso sendo
TA TA.
¥ (2nT) = (e 2,e L)n w(0) entao
s(2nT) = ? s{0)
a.. {(y" 5
ey 21Y71 2 n
r, (2nT) ro—— s(0) + v, r,(0)
1 2
(“{l - 72) n
1’2(21"}.[‘}5Z aBl "‘“7‘;*1““”_"_*-*,?— s(0) + 72 3_”2(0}
2
(S
rd(ZnT)m d4ls(0) + (d42+ﬁ43)r1(0) + d44 ré(G)
Entao se:
(i) [711<:1 ==> quando , n =+ ®, I7?I% 0 == s(2nT) ~ 0

ou seja as células sensiveis tendem & extingio;

(:) }71}«<l e |72!< 1 == guando n-9w, rl(ZHT) e r (2nT)+0

2
ou seja as células resistentes 1 e 2 tendem a extin-

cao.
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Como  |v > 1 == r, nao vai a extingdo.Porém como essa

"
populacao somente aparece em populagOes tumorais com  dimensdes:
muito grandes,entao isso significa gue o0 residuo duplamente re-~
sistente pode ser controlado tendo em vista gque a margem de defe

. . , 5 -
sa ilmunologica reguer uma massa mMenor gue aproximadamente 10~ cé

lulas.



CAPITULO III
UM MODELO MATEMATICO PARA O CRESCIMENTO TUMORAL E PARA O CONTRO
LE DA RESISTENCIA A0S FARMACOS ANTI-BLASTICOS, COM DEPENDENCIA

DA MEDIDA DAS CELULAS

1. As populacoes celulares com estrutura de medida

Consideremos uma populagao celular em que todos os indivi
duos sao diferenciados uns dos outros por sua medida, a gual de
notaremos por «. Neste caso podemos pensar "MEDIDA" como vo-
lume, massa, gquantidade de proteina ou gualguer outro tipo de
quantidade que obedeca a le? da consevvagao do massa. O desen -
volvimento dessas células & ilimitado e todos os mecanismos de
"feedback" nao sao conhecidos. De outra parte os elementos des
sa populacao estao sujeitos a crescimento, morte e fissio com a
hipotese de cque as taxas desses processos lisiolbgicos dependem

da medida dos individuos.

A TAXKA DE CEESCIMENTO DETERMINISTICO INDIVIDUAL

A taxa em gue cada individuo desta populacao cresce Com

relagao ao tempo & dado pela equacgao diferencial ordinaria

dx

dt

=  g(x) (1.1)

Suponhamos também gue cada célula-mae sempre se  divide

em duas células-filhas de mesma medida, ou seja, a medida meta

de da célula-mae

URICAEMYP
BIBLIOTEGS DLNTHA



Alguns pesquisadores Ja construiram modelos matemiaticos
deterministicos descrevendo a dinamica populacional para as es-
vecies de organismcs reproduzindo-se por fissoOes bindrias. Ini
clalmente, J.W. Sinko e W.Streifer no trabalho "A Model for
Populations Reproducing by Fission" [ 23] tomaram como hipotese
basica e A principais caracteristicas fisioldgicas
desses organismos podiam ser descritas pela medida de uma delas. Eles
chegaram a uma complicada equacao de evolugao nao~-linear que 50
rente podia ser resolvida por métodos numéricos.

Alén de Sinko e Streifer podemos encontrar ainda alguns
pesquisadores como A.G.Fredrickson, D.Ramkrishna e H.M.Tsuchiva
[ 12] que formularam alauns modelos de crescimento para popula-~

4
coes de células procaridticas.

O modelo matematico , no qual foi baseado- o nos -
50 problema, é uma extensio do problema formulado por Bell &
Anderson | 2,3}, que consistia em um modelo de crescimento de

uma populacgao com dependéncia de medida, onde a reprodugio se
dava por fissoes em duas partes iguais. Além disso eles genera
lizaram o problema, incorporando também a dependaéncia com a
idade. Mais tarde, H.J.A.M. Heimans, O.Diekmann e H.R. Thieme
[ 10] fizeram uma andlise mais profunda das propriedades espec-

trais dos operadores que derivam do modelo descrito para a



88

equagao diferencial parcial:

onte,x) , 2(g0nle,x)), _

ot K

—u{x)n{t,x) - b(x)n(t,x) + 4b2x)n(t,2x)

(1.2)

que descreve a dinamica populacional de certos organismos (al -
gas ou bactérias) reproduzindo-se por fissao em duas . partes
iguais.

Agui t e x denotam, resvectivamente, tempo e medida. A
fungao n(t,x) é a distribuicdo de individuos com medida x no tempo &
X

2
J n{t,s)ds = & o nAmero de células com tamanho entre X e X,

X

1
no tempo t. As fungoes u, b e g s8c0 as taxas especificas em

que as células x morrem, dividem ou crescem, respectivamente. O

termo d{g{xin(t,x)) descreve a variacio devido ao crescimen
dX
to dos individuos enquanto  w{x)n(t,x) descreve a variagao

devido a morte ou diluicao. O0s dois Gltimos termos do segundo
membro representam o processo de reproducdo. 0 fator 4  aue apa-
rece no altimo termo & devido a duplicacido do nimero de células
multiplicado pela duplicagao dos intervalos (que foram origina-
dos da divisao de (2x, 2x + 2dx) a partir de (x,x + dx).

O problema basico desse trabalho era o de verificar @
existéncia do autovalor dominante {isto &, um autovalor com a
parte real estritamente malor gue a parte real dos outros auto-
valores). Eles conseguiram demonstrar que se existe tal auto-
valor, entao pode-se obter o comportamento assintotico da solucao

quando  t o =
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2. 0 modelo sem a presenca do farmaco e sua interpretacao

/

Un dos objetivos bisicos de se colocar a medida da célula

em nossos modelos @ o fato que existem farmacos denominados "FA

V.

SE-REPRCIFICOS" como o caso da vinblastina e do metotrexato (usa-
do em leucemias), ou seja, as cdélulas tumorais sb serio elimina
das quando se anconlrarem na  fase-especifica de sensibilidade ao
farmaco, que em cada caso ocorre em um determinado intervalo de
medida da célula | 1] . Estes modelos construidos e estudados sao
atualmente de natureza totalmente tedrica pois ainda ndo se tem
condigoes de avaliar experimentalmente os efeitos dos farmacos
com relagao a medida da célula. Os confrontos serio portanto
reallzados oportunamente, quando da realizagio de tais experi - -

mentos.

Consideremos o sistema de eguagdes diferenciais parciais
lineares, que descreve a dinidmica de uma populagao de células

tumorais, seja farmaco-sensivel ou resistente,resultado de uma
selegao mutagénica espontfinea e reproduzindo-se por fissioc em
duas partes iguais. Aqul s{t,x)serd a representacido da distri-
buicao das células sensiveis de medida x no tempo t , e ¥(t,x)
Sera a representagao da distribuicao das células resisten-
tes de medida x no tempo t.

Entao podemos escrever:

aslt,x) + Ig)st,x)_ ~(uxi+b(x))s{t,x) + db{2)s(t,2x)
at ax

- da b(2x) s(t,2x)

sre,x) (gl .o, x))
at ax

= - (pX) ) rt,x) + b(2x) r{t,2x)

+ 4o b(2x) s{t,2x) (2.1)



sujeita as condigoes iniciais

s(0,%x) = so(x) , s,(x) , ¥olx) » 0

r{0,x) = ro{x) guando x + 1

-

ul(x) e a taxa de mortalidade das células com medida x :

a taxa de fissao das células com medida x:

M

b (x)
g(x) & a taxa de crescimento individual (1.1)

e o a frequéncia na gqual as células se mutam

O termo  4ab(2x)s(t,2x) representa na equagdo a parte de-
vida a mutacao das células sensiveis em resistentes.

Suponhamos que seja x = a a medida minima na qual uma
célula se divide e gue todas as células se dividem antes gque’

alcancem a medida maxima que consideraremos como sendo x = 1

(medida normalizada), portanto a . x < 1.
_—

Isto requer que a integral

X

{ R
| ﬁi;l de + w quando x 4+ 1 e
gt
rodemos considerarvr db(2x)s(t,2x) , 4a b{(2x) s {t,2x) e
4b (2x)r{t,2x) como zero ge > % ¢ pols caso contrario
2x 1.
Condigoes de Contorno
S
Pt S
f’ ‘\
1 i iy 1 ‘ ]
o a Tz, a S Ox i
2 Y ‘
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Podemos observar pelo esquema anterior que as ceélulas com me-

dida menor que x = & ndo existem, portanto podemos estabe -
| 2

cer as condigoes de contorno pare o sistema (2.1), i.e.,

s{tba ) =0 e r{t,a) = o0 (2.2)
2 2

Condigoes para as Funcoes g, u, b

(1Y g{x) e uma fungde continua e estritamente positiva para

noe Ei—:— ¢ JE H
F

{2y w(x) & uma fungdo integrdivel nao negativa para qualguer

(3} b(x) & uma fungao integrdvel ndo negativa para qualquer

¥ € [a, l-e] com & > 0.
(64
bx) =0 se x&l[3, al

X
[

o lim J biz) dr = + oo
a

Funcao de Desenvolvimento Individual

Vamos definir a fungao E(x) denominada FUN§AQ DE DESENVOL-
VIMENTO INDIVIDUAL, ou seja, E(x) & a probabilidade de que um

individuo com medida a alcance a medida x sem que se tenha
2
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dividido ou tenha morrido.

def

E(x) = exp (- de ) (2.3

g(e)

o
X

De (1), {(2) e (3) E(x) & bem definida e temos que:

(i}  E(1) =0 , i.e, a probabilidade de um individuo
de medida a alcancar a medida 1 & Bero;
: 2
(i) E(%) = 1 , i.e, a probabilidade de um individuo de

medida a alcangar a & 1.
2 2

Ex)
i e = - - - -
ECa} 4 oo o L m;h_ e
: 5
! |
]
Fig. 1 ; !
3 @ i x
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L oo A At it

rd

Nas eguagoes 1 e 2 do sistema (2.1) a funcao b(x) nao &

integravel para x = L , Ppois
2
2x :
lim J b{2e)de = 4o ,
x4+ 1 a
X

ou seja ,  lim ! ble)de = 4o, Isso nos leva a fazer

x4+ 1 a

umna reducao dessa singularidade, e para tanto consideremos as transg

formacgoes:

S(t,2%) = =D g (t,2x) (2.4).
B(x)
R(e,2x) = 2L pop oy (2.5)
E{x)
Portanto a primeira equagao
st g (x) s{t j 4 .
lte) Mgl s kb (1)) s (6, x) #4 (1o o) b0 (E,250)
R d xR
com s (L, % ) = 0, s(0,x) = S (x) @ 4(1-u) b(2x)s(t,2x)=0
1
para x > =
2

saera escrita “usando (2.4)

E{x) a8 (t,x) +
gi{x) at X g (x)

E(x) 250k _(n(x)+b (x)) S(t,x) E(x)

5 (x) + 4 (1-a) b(2x)
g (x) g (2x)

e

= = (u(x)+b(x)) S(t,x) E(2x) . 8(t,2x)
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25 (t,x) (2%) . E{Zx)

=~ glx) + A1) gx) 2 . S(t,2x)
nt X / g(2x) E(x)
WX = =gy X 4y ig) ke s, 20 (2.6)
at ax
com S(6,2) =0, 8(0,x) =g (x) = LK o (2.7)
2 Ei{x)
e K(x) s8(t,2x) = 0 quando x > 1
: 2
com Ki(x) = 4 g{x) b(2x) . E(2x) (2.8)

g{2x) E(x)

Observemos gue agora na equagido (2.6) a fungao K(x) & bem
definida e continua em [% , %}f e & também integravel, pois bas

ta verificar que para

X = 1 » K{x} pode ser determinada pela expressio
2
2%
b2X)  axp (- j _be) 4,
g (2x) 5 9(e)
2% 9%
pois K(x) = 4g(x) exp (- J ulc) g b (2x) exm-—[b‘” ae)
a g (e) g (2x) o g{e)
2

devido ao fato de que b{x) = 0 em {g,a};e

' é] eliminando o problema pre
A £

o

portanto, K(x) & integravel em |

cedente relativo a b(x).



Analogamente para a segunda equacado usando (2.4) e (2.5)
teremos

At ox

+ K(x) R(t,2x) + aK(x) $(t,x) (2.9)

cCom R(t,ﬁ) = 0, K{x) R{t,2x) = K(x) S(t,2x) = 0 para x> 1
2 2

x)

e por definigio R(0,x) = f,(x) = LEL ye x) (2.10)

B(x)

Portanto o sistema (2.1) pode ser escrito como:

4 (1-x) 0 .S(t,QX)

a8 (k%) 1 0 a8 (t,x)
It — IX FK ()
TR 0 1 AR(t,x) o 1 R{t,2x)
At ax
€ 53¢ gonsiderarmos u({t,x) = [5{t,x) entao
R{t,x)
\
sult,x) Li(x) aft,x) + M(x) ult,2x) (2.11)
REW
onde  Li{x} = -g(x) . I e M{x) = K{x). 4 (1=aw) 0
o 1
com uft, &) = 0 e U _(x) = u(0,x) = A, (=)
9 o



96

O espago onde devemos encontrar as soluches para (2.11),

como fungao de G, & derivado das condigdes de contorno

s(t, =) =R{t, 5 ) =0 , ou seja,

s(x),r(x) e C[%, 11 , s(%} = r{%) = 0} (2.12)

munido da norma do supremo.

Portanto o problema de evolucaec (2.11) pode ser escrito

cowmo o problema abstrato de Cauchy

ﬁﬂ = Au
dt (2.13)
u(0) = g(x)

onde A & um operador ilimitado definido.por:
Ap (x) = Li(x) ¢'(x) + M(x)} ¢ (2x) (2.14)

com M{x} ¢ (2%} = 0 para X > L.
2

Dominio de A

D(A) = {y € X | p € ot x et en | 52‘,1} —-{%}x[%,l] - {%}} (2.15)
com as seguintes condigdes:
(1) lim Li{x) ¢"{x ) = lim L{x) ¢'(x) + M(x) ¢ (2%) existe
i 1
P X4

2 2
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K

Os resultados a serem encontrados podem ser igualmente ob

tidos se considerarmos D(A) C Ll {%, 1) = L} {%,L}
C{A) = iy € L1 (2, 1] x Ll {ﬁ, 1F , ¢ & absolutamente
2 2
continua e (=) = 0)

Existéncia e Unicidade de uma Solucdo

Consideremos o problema de Cauchy como em (2,13)

du
dt

= Au

u{0) = @g(x)

Este operador A pode ser visto como A = Ay 0

D A
onde (Als) (x) = —g(x)s' (%) + (l-a) K(x) s(2x) (2.16)
(Azr) (x) = -g(x)r'(x) + K(x}) r{2x) (2.17)
(bs) (x) = o K(x)s (2x) (2.18)

formalumente podemos ainda considerar

Ay = By + Cy onde B, s{x) = =-g(x)s' (x)
@ Cl s{x) = (l-a) K{x) ={(2%)
Az = Bz o+ Cz B2 r{x) = -g{x) r'(x)

C, r{x) = Kix) ri(2x)

Portanto (2.13) pode ser reescrito sob a forma
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com ulfﬁ) = ﬂl
(2.19)

2 _ B, u, + C u, Dul com uz(O} = ﬁz

Neste sistema,Bl & um operador ilimitado de L]{%, 1] emn

si mesmo, com dominio D(Bl) = {g €& Ll / 8 & absolutamente con

tinua e s/ %~) = D}) e analogamente para o operador 82, onde

o dominio de B D(B,) = (r € L | r & absolutamente continua

1

a 1

rol @

) = 0) e Cyy C,eD sao operadores limitados de X em

Lllﬁ, 11 onde ¥ & 0 espaco descrito em (2.12)
-2

Consideremos por definigao a fungao G(x) = 1 dc(2.20)
g

)

g {

N e, 3

G{x}) pode ser interpretada como o tempo em que uma cé&lula

passa da medida 2 a X,e podemos verificar que lim G(x} = =,
2 x4t 1
A funcao inversa Gnl(t) definida em |0, G(1)] pode ser
definida como 2 para t < 0 e como x(t), ou seja, a medida
5 =
em t, gquando em t = (0 tivermos x = a Dessa manelra se con-
2
‘ - ~ dx
siderarmos X(t,x) com a solugao da equacgao -— = gix) , com
dt

X{0,%) = x, entao podemos escrever

X(t,x) = G ¥ (G(x) + t), (2.21)
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B.t
Dessa maneira podemos afirmar gue B1 sera um semi-grupo e
definido por

Blt

(e s) (X)) = s(X(-t,x))

&, portanto, por (2.21)

(e Y s} () = s @ HG(x) - ©) para Gx) - t > 0
-1 a Bt
Se t > G(X) == g 7 (r) = 2 > (e T 8) (x) =0,
2
‘ Blt
© para t > G(1}) definimos e = 0.
Byt
Analogamente temos que B, gera um semigrupo e defi
th : -1
nido por (e r) (x) = rX(-t,x))=r (G ~(G(x) -~ t)) com
Ezt Blt gzt\
e = 0 quando t > G(x} ou t > G(1) , e portanto e = @

Usando agora a f6rmula da variag¢ao de constantes, podemos escre-

ver a equagao integral relativa a primeira equagao do  sistema

(2.13), ou seja,

t
; B_t B, (t-)
ol N _ 1 o F1 C. w. (2)dr
- Elul 4 Clul . ul(t} ¢ ﬂl + J o 1 U )
di 0
siell = (2.22)
Com ul€0) ﬂl .

Vamos entao mostrar que uy (t) tem uma Gnica sclugdo
uy = ul(t;ﬁl) e depois verificar que Tl(t) = ul(t;ﬁl) define

un semigrupo em X , e gue Ay € o gerador de Tl(t}.

Lema 2.1 A formula

Bo{t~) a
e t Loug(z) di (2.23) define um

~ {3

1
i

ﬁul(t)

fan
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Operador linear de C({0,T];:X) em si mesmo. Para T suficien-~

'

temente pequeno, a norma de H & menor que 1.

PDem.: Para a verificagao desse fato, basta considerar

(2.23)

t

B, (t-7)
{Hu, (£)) (x) = ( e Cyu, (z)de) (%) (2.24)
1 171
0
Blt -1

e como (e ~ 5)(X) = s (G (G({x)~t))

(ClS) {(x) = (1 - a) K(x) s(2x)

Cls)(X) = e (Cl s(x)) .

= e - ((l-a) K(x) s(2x))

(1-e) K (6T -0)) s(2 6TR G (x)-t))

%

Considerando em (2.23) (e I Cl s) (x}) obtemos

(Hul(t))(x) = (1-w) R(G—l(G(x) -t + z;)u:L (z, EGle3b0mtﬁﬂ)dg“

[ e o o

Oz <t

Fazendo uma troca de varidveis & = G (G(x)-t + 73

- -1
entao temos que =0 m=> & = (G " (G (x)-t)

L0 s €T 1
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r/
X
__ . _ : g de 1
Logo (Hul(t))(x) = | {1-a) K(e) ul(G(h)WQ(X)+t,2€) (Xinm)
-1 gle) 2
G "(G(x)~t)
1/2
¢ (1~a) j K{e) ul{G{ﬂ)—G(x)+t,2§)mggh(xgwéd
ml (=) 2
G T{C{x)~-t)
et>cl ~al
2
0 para x > L t < Gx) - G(£ ),
\ - 3 2
Entao para {Hul(t))(x) sa0 validas:
(1) é continua em x para cada ¢t fixado, e
: - &y = 0.
(Hul(a))(z) 0,
(2) A norma do supremo relativa a x depende continuamente
de t;
{(3) Quando T + 0 a norma do supremo com respeitoa t e x

tendem a 0 uniformemente para u,  em um disco unitario

de C{0,7]; x).

Como consegquéncia deste resultade Ltemos gque a equacao
Bt b Bl(tma}
Uit = e - ﬁ} + e Cy uy(z) de tem wuma dnica so-
0

lucao em C( 0,T] ; x)) para cada ﬁla X e T >0,

Teorema 2.0 {7, (L)} forma um semi-grupo fortemente continuo
1 I

de  operaderes lineares em X.

Por definigao uma familia de pardmetros T(t), 0 < € < =,
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de operadores lineares em X & um semigrupo de operadores linea

)

res em X sgse:

{1} Tl(O) = I

(2) Tl(t+s) = Tl(t), Tl(s) para cada t, s > 0.
Mostraremos a segulr que {Tl(t)} forma um semigrupo:

T 00) By = vy (e, ) = £1 ems T(0) = I (12 propriedade)

Para verificarmos a segunda propriedade devemos calcular

ul(t-+5)- E, para isso inicialmente calculamos
s .
B . (s-e)
I - P 1
ui{s}) = e’1 ul(G) + f e <y ul(e) de, e
O
para L>s  temos
T
Bl(C.C“S) Bl(r,~$~«qa)
uy (n) = e u, (s) + J e €, uyle) de, e
g
para ¢ = t+s5 obtemos
t+s
Bt B, (t-e)
ul(t+s) = e ul(s) + [ e Cl ul(e) de.
3
g<ect+ts
Fazendo-se a troca de varidveis y = e - g
m>0<e-5<t:j>0<11<t.,
Bt t Bl(t~u)
Assim u1(t+s) = g ul(S) o+ [ e , Cl ul(u + 8) dp
0
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E;porta

emn X,

var gue

TEOREMA

nto pela unicidade dessa solucao temos que

Tz(t+s) = Tl(t) Ty (s)

Entao {T}(t)} forma um semigrupo de operadores lineares

Para mostrar que‘Tl€H & fortemente continuo basta obser-

Tim To(t) £, = lim w, (t, #.) = g,
Fio 1 £10 1 1 1

para cdda ﬁl € X.

Portanto {Tl(t)} & um semigrupo fortemente continuo.

2.8, Oc%mrka'Al & © gerador infinitesimal de Tl(t)“

Seja ﬁi um outro gerador de Tlft), e consideremos

ﬂi £ D(Ai) entao isso implica que Al ﬁl

&l.
Loao (AT - Al) ﬁl = Aﬂl - Al ﬁl = Aﬂl - wlh e se

Re) & suficientemente grande entio temos

— vt o
0

(Viﬁe Pazvy| 20])

-

A transformada de Laplace da equacao (2.22) &
gl = R(A? Bl)(Aﬁl - wl) + R\ Bl) Cl ﬁl
<om Bl' Cl operadores de X em Ll'

Assim @, € @(Bl) e (Bl + Cl) ﬁi = by
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G eomo vy € X, g€ D(Al)u e ?1ﬁl = ¥y isso implica que
D{Al) C D(Al) e A1 ﬂl = Alﬂl para cada ﬂl € D(Al),

Fazendo o mesmo procedimento inverso, mostramos que

D(A)) © D(ﬁz) , @ isto mostra que Ay gera T, (t). E° como
tAl
congequénciajpodemos afirmar que Tl(t) =@ , onde Al & o ge-

rador infinitesimal de T, (t).

1

Para resolvermos a segunda equagao do sistema (2.13)

du2
= B.,u, + C,u. + Du
at 272 272 1
tAl v
usamos o fato de que ul(t) = @ ﬂl.

Entao formalmente temos o problema

—= = B,u, + C,u, + £(t) onde f(t) = De }’ﬂ ’
ar 22 272

ou seja, temos o problema de Cauchy nao-homogéneo

4 du.
2
—— A)uz + £t}
at
< (2.25)
uz(G) = ﬂ2
b

Para o problema homogéneo resolvemos analogamente , €omo
feito anteriormente para a primeira equagao, e assim

t
Bt o
u, () = e 2 g, + J e By lt-2) u, (1) de (2.26)

HOMOG 0
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tA 2
€ 1880 nes mostra que Tz(t) ﬁz = {u2(t) ' ﬂz) = @ ﬁz
" HOMOG
portanto A, ¢ o gerador infinitesimal do semigrupo T, (t),

¢ da mesma forma a solugdo geral de (2.25) é obtida pela formula de

variacao de constantes

t
tA, , A, (t-1)
u, (t) = e 2 f}z + [ e Elr)dg (2.27)
0
,Cu seja,
t |
tA2 Az(tmg) rA]
uz(t) = oo ﬁz 4 [ e D.e ﬂl dr,
0

HWOram se consideramos o problema na forma
) k

du2
- = B.u, + {(C,u, + Du,)
dt 272 272 1
u, (0) = g,
temos que
t t
tB? {(t-z)B (t*t;)Bz
u,{t) = e < ﬂ2 + JO e Czuz(a)dc + J e Dlul(é)di.
\ / 0
-’
tA
2
e ﬂ2
Jortanto para se digoer que
ul(t,ﬁl) .
TE)d = (u{t);¢g) = w (b, go) e um semigrupo gerado por
2772
Ay 0 -
A = noA ¢ suficiente mostrar que o eperador
2
t
[ (t-z) B, - .
Lm}(L) = [ e vl ul(ﬁ) dg e continuo em X para cada
- J
0
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t fixado,6 e este resultado se verifica com base no Lema (2.1)

J

considerando
[ X
o J K(e) uy (G(e)-G(x)+t,2¢) de x 2 i
| 2
-1 g (&)
G T(G{x)-t)
Y
2
o J K(e) ul(G(a)nG(x)+t,2s) de b4 i.i @
- ) g (e) 2
Lul{t){x)~ < -1
G (G (x)~t)
£2G (x) G ()
2
0 se x > 1 e t < G(x) = G(%}
“ -~ 2 e 5

e portanto, temos que L ul(t)(x) & continuo em X , como vimos

anteriormente para Hul(t)(x).

Al 0
Portanto A = € um gerador infinitesimal de T (t) e
D A?.
. . tA
T(t) pode ser escrito como T(t) = e,
3. © Modelo com o Uso de um S6 Farmaco e sua Interpretacao

Suponhamos agora que a populagao tumoral estd sob efeito
de uma terapia anti-blastica onde existe a agao de um  {inico
farmaco com um grau de destruigao igual a ¥ {(x). Portanto, deve
mos adicionar ao sistema (2.1) uma funcdo g {x}, denominada FuN
CAC DE DESTRUIGAO, e assim o sistema inicial proposto podera ser

reescrito conmo:
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s ltx) L b (gx).s(t,x)
at 0x

(x)) s(t,x) + 4{1-a)b(2x)s (t,2x)

- m(nbﬂ+h{¥)*P“F

nr(t, %) . g (r).x(t,x))

= n(u(x)+b{x))r(t,x)+4b(2x)r(t,2ﬁ)+4mb(2x)s(t,2x)

at Ithe
(3.1)
com  r{t,d) = s(t,5) =0 (CONDIQTES DB CONTORNO)
e bi{Zx)s(t,2x) = D2x)r(t,2x%) = 0 quando x > 1
2

E malis,

upix} representa a taxa de mortalidade das cé@lulas com medida
% devida ao farmaco;
0 termo ip (X)) s(t,x) representa,na equagao,a parte sensi -

vel destruida devida ao farmaco.

CONDIQOES TRICIALS
Vamos supor que ao iniciar a terapia temos

s{0,x) = SO(X) e r(0,x) = ro(x) (3.2)

sendo que s _(x), r_(x) tendem a zero gquando x t 1.

Condicao para up(x)
i (%) € uma fungdo integradvel ndo-negativa para cada
a
x € [=, 11,
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Quanto & fung8o de desenvolvimento individual E(x) defi
K
nida em (2.3) como
X

E(x) = exp(~ f b(e)+ M(E))
a g{e)
2

de

podemos redefini-la com a dependéncia do farmaco, ou seja

X

‘ ( |
F(x) = E(x) . exp(- j i e)

de) (3.3)
g(e)

b i

que expressa a probabilidade em gue uma célula de medida 2 al
2
cance a medida X sem que seja dividida, morta ou destruida ng
lo farmaco.
Como para E(x}, temos gue F(x) & ben definida,e que
{1} = 0, ie, os individuos com medida maior que 1 nao podemn

aexistir.

&
se consideramos, COmno  caso particular, que esse farmaco

e igualmente ativo para todo x € [%, 1] entao uF(x) = F o, 12
portanto, F(x) = e 6 () onde

(X
Gx) = j 1 de definida anteriormente em (2.20),

a gle)

i

REDUGAO DO SISTEMA INICTAL EM UM PROBLEMA DE EVOLU(AO

A nao integralidade de b(x) em x = £ no sistema (3.1)
2

requer ainda uma redugao dessa singularidade, caso similar = ao
visto em (2,1). Dessa forma devemos considerar as transforma

coes:
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abhtemos

St = 3 50 | (3.4)
F () ’

Rt x) = L L5 (3.5)
B (x)

Portanto, substituindo (3.4) na primeira equagao em (3.1)

»
-

PE (L R ‘ )
.il:;ﬂ.w&i;ij.},),_ (g {x ) _Lc_.;m_(..g’hf.,zi)m EN Kl (X ) 24 ( t ; 2 w } ( k1 . & )
At a3
com S(t,ﬁ) = 0 a Kl(x} S(t,2%x) = 0 quando x »o=
2 2

onde KI(X) = 4 (1=a) g(x) (3.7) ~
' g(2x) F(x)
o a condigao inicial  $(0,x) = HJ(X) = 94x) . s{0,x) , (3.8)
" " {x)
Analogamente para a sequnda equagaon - usando  (3.4)

e {3.53)

obtemos

SRIEX) ol BBEE) k) R(E,2%) + h(x) S(t,2x)
31 A

(3.9}

A

com R{t,=) = 0 e K(x) R(t,2x) = h{x) 5{t,2x) = 0, quando

;  onde por definicao

da g (x) b {2x) . (2x)

B (3.10)
g (2x) E{x)

4o g(x) 2l28)  E(2x) (3.11)

g (2x%) E(x)
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€ a condigao inicial R(0,x) = ﬁz(x) = 9{x) r(0,x),. (3.12)
. B{x)

Com essas transformagoes observamos que:

(1} Kl(x) = (1=} K0 emF(G(Zx)—G(x)) para cada

(2)  As fungdes Ky(x), K(x) e h(x) s@o bem definidas e conti-

a -~ - a . o1
nuas em if’ 1}, e sao integraveis enm [ﬁqll)pols em x = -
2
K(x) pode ser determinada da exXpressao
2}{1 .
b(2x) . exp (- f b(e) de )
g (2x) a 9e)
X 2%
e assim K(x) = 4g(x).exp (- j ple) de) b(2x) exp(—J b{c} de)
a g(e) g (2x) a gfe)
2
. a
pois b(x) = 0 em [<, a]
2
e portanto K(x), K, (x) e h{x) sdo integrdveis
em {ﬂ, ii eliminando o problema da singularidade em
2 2
1
Xo=
2
EXISTENCIA E UNICIDADE DE UMA S0I o,
Usando (3.6) e (3.9) podemos escrever o sistema COMO

uma equagao matricial de evolugdo:



du (k)

= L(x) ———f=m + M(x) u(t,2x) (3.13)
onde u(t,x) = {§(t,x) r LX) = ~g(x).T
R{t,x)
@ M({x) = K(x) (1-a) e "F(G(2x) -G (x)) 0
v e =B G (2x) 1
com ult,2) =0 e M(x) . ult,2x) = 0 quando x > 1
2 ‘ 2

A condigao inicial serd dada pelo vetor

u, (X)) = u(o,x) = Ql {x)
¥, (x)
O espago X onde devemos procurar as solugoes para

(3.13), como funcdo de +t, serd encontrado da condigao de bordo

a .
ut, ;) = 0 ,e assim,
W= { = (s) !l s{x),r(x) € ¢ [..Efi, 11, S(g)ﬂr(i):(}} {3.14)
r (x) 2 2 2

com a norma do SUuprano,

Pessa maneira o problema de evolucao (3.13) podera ser

escrito como o PROBLEMA ABSTRATO DE CAUCHY du

at (3.15)
u{0) = #{x)
onde A & um operador ilimitado em X definido por:
Ad(x) = Lix) ¢" (%) + M(x) ¥(2x%) (3.16}
com M{(x) p(2x) = O quando X > L.

2
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Consideramnos D{A) = {¢ € L1 {ﬁ, 11 | v & absoclutamente con
. 2
tinua e (%) = 0] sem perda de generalidade, ao invés de con
2
siderarmos DI(A) = {y € X | ¢ € Cl ain ig, i) U(l, 11}
2 2 2

Tgualmente teremos que A & denso e fechado em X.
A demonstracao da existéncia e unicidade de uma solugao
para (3.15) e feita de maneira andloga aquela feita para o pro-

blema (2.13), ou seja A pode ser escrito, também neste caso, co

mo A = Ay 0 onde (Als) (x) = —-g{x) S‘(X)+K](x)s(2x)(3.16)
D AE
{AZ r) (x} = —g(x) r'(x) + K{x).r(2x) (3.17)
(Ds) (%) = h(x) s(2x),. (3.18) ~

Formalmente ainda podemos considerar

Ay = By Cl ‘onde Bls(x) = ~qg{x}) s'(x%)
. Cls(x) e Kl(x) s{2x)
Bzr(x} = ~g(x) r'(x)

A, = B, + C, Cor(x) = K(x) r(2x).

Portanto (3.15) poderi ser reescrito como:

du

1 ﬁ | . ~ .
a;w = Blul 4 Clu1 com ul(O) a ﬁl (3.19}
&uz

g;m = B2u2 + Czu2 + Dul con uz(O) = HZ

e também nesse caso como em (2.15):

B sao operadores ilimitados de LE[%’ 1] em si mesmo

1. Blf 2

com dominios D(By)={s€ L, | s & absolutamente continua
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6.

(=) = 0} e D(By)= {re L, | r & absolutamente continua e 1 (
A 2
Cl, 62 e D sao operadores limitados em X sobre Ll[%' i1
B3, B.t
B} gera o semigrupo e 82 gera o semigrupo e
Byt
nidos por: {e = s)(x) = (G "(G(x) ~ t)) G(x) > ¢
0 t > G(x)
ou t > G(1)
th -1
e {e 7 r)x) =] r (G {G(x)=-t)) G{x)> t
0 t>G{x) ou txG(1}
X
e 5 (x) & definida como em (2.20), ie, 3(x) = J _lw“ de
a g(e)
2

De (3) temos @inda que
O problema du

L = RB,u

dt 171

(formula de

1
3t .
Bl

=
Yo
_E.
O,

O operador Hul(t) =

Bl(twc)
o
t
Bl{t*c)
"
0

continuo em C([ 0, T}, X) em si mesmo e para cada T

no || H|| < 1,pois;

+ C

1

u

nos leva a equacdo integral

variagoes de constantes)

u, (z)dz) e

(3.20)

(3.21)

peque-

e
5

defi-

=)

0}
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If

(ay (6) (x) (1=a) K(é)ulcs(g)Js(x)+t,2g)e"ftg(2€%G(“}da

st (x)-t) g (=)

para x < i
2

no

8 5N

(1-u) J K(e)u (Gle)=Gr) + t, 20) ¢ F(G2e)=Cle))

] ¢ e -t) g(e)

para x > L e
2
L » G(x) -~ ¢ ()
2

\O para x > L e ¢ < G(x) - G(i)<

2
Logo (ﬂu{(t} (x) & uma fungao continua en ®x , para cada
t fixo e {ﬁul(tﬂx)(ﬁ} = 0 ,visto que,
2

K, (x) = (1-a) K(x) e T (G(2X)=G(x));

Bt v g
7. A equagdo u, (t) = e Lgw JG e €y vy (e)de tem uma

OGnica solugao em C(l 0,7], X) , para cada Ql € X e T>0 e

’

também podemos definir o operador linear Tl(t} em X por

Tl(t) gl 2= ul(t; ﬁl), onde ul(t; ﬂl) € a solugdo da equa
gao aCLma)

tA

8. Ay & o gerador infinitesimal de Ty (t) e Tl(t) = @ para
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9.,

10.

11.

cada t € [0, o] (Teorema (3.2) e (3,3)))

A cquacio %2 pou. + C,u, + D 3¢ 1, (£) = i nos 1
2UACE 2 . Byu, 2%y up com vy (k) = e g, L
at
va ao problema de Cauchy nao homoyéneo associado:
i‘f?_migj o A 3 u ? + 'i'— ( t) ( 3 - 2 2 )
dt
tAl
onde f£(t) m‘D e Ql ;
Luz{O) = 92
th t Bz(twq)
A parte homogénea u,(t) = e g, + J e Cou, () dg
HOM 0
(3.23)
é resolvida como a equagao anterior, e isso nos leva que
tA
o — ; - 2 . b
lz(t)ﬁz (uz(t) ' ﬁz) = @ 92_.§OKEH&D, A, €& operador

HOMOG

infinitesimal do semigrupo Tz(t);

A solugao geral do problema de Cauchy nao homogéneo usando

a formula de variagoes de constantes & dada por

€A, t Ay (t=t)
u, (t) = e @., + e f{z}) dg
2 2 ]
]
tA2 AZ (t~7) QAl
ou seja, u,(t) = e 92 + J e D e ﬁl di
O

—= = Byu, + (Cyu, + Duy) com u,(0) = 4,
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temos
/4
tB2 t (t—c)B2 t (t—--r;)B2
uz(t)x e 92+ J e uz(g)d§+ J ) n ul(i)dﬁ.
0 _ 0
s
A v-._
(3.24)
tA
2
e ﬁz
E, portanto, para gue possamos afirmar que
T = (u(t);0) = wy (e )
uz(t;ﬁz
€ um semigrupo gerado por = 0 & suficiente
D A2
t (t-z)B
mostrarmos que o operador IM {t)= J e D ul()dg (3.25)
0

¢ continuo em X para todo t fixo. Esle resultado se veri-

fica com a demonstragao andloga ao Lema (2.1) considerando

( 1
= ‘ _
J k() eTCR) Gle) i, 20) o xo L
o 1 B
qie) 2
G T{G(x)~t)
1
5 , ‘ Y 1
&ulfw) (x)- g(e) 2
G“lﬁﬂx)mﬁ
t > Gix) "(%%)
0 se x > 1 . t < Gx) - G(i)
\ 2 2

e portanto temos gue (Eul (€)) (x) & continuo em X, como vimos
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~f

em (2.25) para
Portanto
mal de T({t) e

(Lul(t))(x).

para todo

e un gerador infinitesi -

bel O, =)

BEDEESENTACTO DI UMA SOLUCAQ: EXPANGAO GERAL

A solugao do problema (3.19) pode

ser egorita COmo
t
u(t) = e By 4 [ (t=0)B ¢ u(r)ar (3.26)
0
com u(0) = ¢,
ou seja,
th t
) . (t- )B
131(L) - e OtB an N J a 0 0 ul(i)
-5
u, (t) 0 e v, %0 (£=2)82 e\, (2)
tB
onde  u(t) ul(t} P tB 1 0 ¢ o= 0 ’
th
u, (t) e ¢,
Seda {TO{t)}t“ o semigrupo gerado por B, ou seja
To{t) = eBt,@ considerando Cu(t) como um termo nao-homogéneo, -

encontramos

tes,

equagao integral (3.26), entdo podemos definir T, (E) 20,

= 0,1,2,...

(3.26)

indutivamente vpor

aplicando a formula de variacoes de constan-

Como existe uma relagao 1 a 1 entre o nroblema (3.19) e a
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t
(t) :J To(t-z) ¢ T, () gdc , t >0, i=1,2,.

(3.27)

- 2 0 [} »
Portanto podemos reescrever 3.26 como uma serie infinita

u(t) = To(t)f + = Ti(t)ﬁ. {3.28)
i=1

Essa expansac em série é denominada expansdo geral devi-
da a seguinte interpretacdo bioldgica : To(t) representa a po-
pulagao presehte em t =10, e gque ahxk1n50(pa$sou pelo  processo
de divisao. Indutivamente Ti(t} representa toda a populacgao
que pertence a i-ésima geracao, mas que ainda nesse estagio

nao se reproduziu.

N t o
Se congideramos em {3.26) L{u{t)) = J To{t-)C u(z.;‘)dz;J
0
t
entao obtemos L{To{t)) = { To(t-z) C To(r)dy = Tl(t)
-0
t
© L(Tl(t)) = JO To(t=-z) C 1l(r)di = Tz(t)
t
= [ To{t-z) ¢ L(To(z))dr,
0
e assim, T,(t) = L(L(To(t))) = L%(To(t))
e indutivamente, Ti+?(t) = Li+l (Po(t)).

Dessa maneira (3.28) se escreve

ult) = To(t) ¥ + 1t L" To(t) 4. (3.29)
ns=l
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Dickmann eém [5], lema (4.1) mostrou que L & nilpotente,
"y X : ’ [ n ' - "
Ou seja, que existe n tal que n » no L =0, 0 que nos-
: O - ‘
tra que a série contém um nimero finito de termos.
Concluimos que (3.29) da uma representacgio vilida e uti-
lizavel da solugdo. F ainda mais, cada termo tem uma interpre-

tagao muito clara ja descrita anteriormente.

COMPACTDADE

Da expansao geral (3.29) nés podemos calcular a solugao
para tempos finitos (em especial intervalos pequenos), porém is
50 ndo nos dd uma idéia do comportamento dessa solugao para
quando  t  tende ao infinito.Com a intencido de se obter mais in -
formagoessa nossa tentativa serd a de caracterizar o  espectro
de T(t) em termos do espectro de A. E & conhecido que esta ca
racterizagao se torna mais facil quando existe compacidade no
problema | 15, 20].

Enunciaremos os resultados fundamentais, principalmente
nmostrando que a taxa de crescimento individual g(x) tem uma
influéncia decisiva na compacidade dos operadores envolvidos.

Diekmann em | 10] mostrou os seguintes resultados:

Lema 3.1 Consideremos que 2g{x}) > g{2x) para
a3 1
DS
2 2

Seja t fixo. Entao a aplicacao

t _ Br -
g s I e B(t- 1) o o giar de X em X € compacta.
O .



Lema 3,2 Consideremos que 2g(x) > g(2x) para 2 <K <=

g 2 2
Seja, a n-désima geragao definida por
T B(t- o)
u (t,9) = J e “ ey (¢, ) du n > 1
0
Fixando © » 0 e n € N entao a aplicagao f — un(t,G)

de X em X & compacta.

. : : 1
Corolario 3.3 Se g(2x) < 2g(x). para todo x € {E, -]
' 2 2
- . tA . \
entao T(t) = e e compacto para t > G(1).
Dem.: Para t > G(1), To(t) = 0, e consequentemente T(t)
€ igual a uma soma finita de operadores compactos. .

Vamos assumir portanto gque em nosso problema g(2x) <29 (x)
a1 , . .
para x € | <, = (que significa gue a taxa de crescimento de
2 2
uma célula-filha & maior do que a metade da taxa de crescimento

de uma célula-mae, o que é confrontado com a realidade bioldgica.

4. 0 Comportamento Assintotico das Solucgoes

T, (t)

Como vimos nas secgoes precedentes T(t) forma

un Co-semigrupo em um espago de Banach X  sendo que o operador

A= (Al 0 ) & o seu gerador infinitesimal.

D A2

Nesta secgao estamos interessados em estudar o espectro

de A, ¢o(A}, visto que podemos estabelecer uma caracterizagéo
; tA - . \
do espectro de T(t) = e atraves do espectro de A.. B,

a partir disso,estudar o comportamento assintdtico das solucoes.
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O ESPECTRO DE A

. . 1 .
Vamos agul nos restringir ao caso on a » = (ou seja,

2

a mixima medida de uma célula-filha & menor que a minima medi-
da de uma célula-mde, ou ainda que uma célula para ser célula-

~ ‘ ‘ P . . . 1
mae  deve ter no minimo uma medida maior ou igqual a ~ | e por -

tanto as celulas-filhas sempre terfo uma medida entre % e
I
2 “
A @qudgﬁo nao~homogénea (A-AI)y = f pode ser escrita
COMO
L) (0 - Au(x) = £(x)  para x € [% 1]
2
. a 1 .
L' (2) = agp(x) = £(x) - M(x)y(2x) para x € [2, 3
2 2
onde AP (x) = L(x)d'{x) + M{x)¢(2%x) com Myx)Yp(2x) = 0
1
para x > =
2
ro = Gy ke = [T gy o[ 0
r(x) 0 ~g (x)
£, (x)
0
e definidos em (3.7), (3.10) (3.11)
K(x}
Para resolver a primeira equagao, temos o sistema
” . 1 -
~g{x) s'(x) - as(x) = fl{x) - < x < 1
’ 2
—gixy r'(x) - ar(x) = f,(x)
” .~ , - .8 (x)
A solucao desse sistema é dada por ¢ (x) = (r(x))
G5 - G)) F
onde s(x) = s(i} e 2 - J eK(G(E)“G(X)) fl(El de (4.1)
2
g{e)

bo s
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1
= X
e ro0 - (b e“"(z) Gx)) j MG =G £y0e) o 4
= gle)
2
X
onde G(x) = J de .
a gl(e)
2

ou seja, o sistema

i

—g{x)s' (X} - As(x) £1(x) = Ky () s(2x)

“g({x)r'(x) =~ ir{(x) = fz(x) - K{x}) r(2x) - hix) s{2x) .

x e 2, 4
2 2
Para a primcira ecuacao consideramos
?l(x) = fl(x) - Kl(x)eaymra 5(2x) Usamnos (4.1) pois
2% € ii, 11, se x e [Z, i], entao analogamente obtemos
2 2 2
V(G(5) - Gix)) % () T (e
.‘S{"{) - S(i) o 2 - [ @)\ (CJ(F}”G(X)) fl(F) dﬂi
5 .
a g{e) 8
Z
* 1
oy (G(x)-G ()
elogo s(x) = - | EECON gy p edy e 2 -
3 )
2
2e
_[ (O - G2l £ g, (4.3)



- 1 -
Como s(x} & contlnua em x = = entdo

2
1 1 1
” %) L K, (e) 2 (G(e)-6(2))
e 2 ﬁ g (E‘:“) j}
5 2
2
+ Kl(a) J e (Glo) = Gl2e}) fl.,(_i.)__ . de
1 g(z) 9le)
2
assim
1
A FI 1 2€
(7 AG(e) -G (2e)) K, (6) ] 1 A N p [ [P
(] e it de-1)s () :J o (G(e) G(Z)){fl(ﬁf)Kl{e) J o (G(2) 51(2&.
! gle) a 1
2
Eﬁl (7} i' ae
g (i) ()
e logo c,{%) (=1 = 1 (G, ) (4.4)
1
2
o ) B A{G(e) - G(22)) K, (e}
onde ‘il('\) waj e 1 de {(4.5)
5 g (g)
1
2 1 %
o EWL(A"El)mJ oM (G()-G(2)) £, () 4K, (c) J ot 6()-G2e) £,(0) 4 4 .
a 1 gz}  gle)
5 )
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Se w,(d) # 1 entao a equagao (4.4) pode ser resolvida

t, {x £.)

e 5(%) SYE S ANE (4.7)
‘ﬂ‘l()\) - 1

Da mesma forma podemos resolver a equacao para r(x) e

portanto

1, _
(5 (A)=1) r(ﬁ) = T, (x , fl, fz) (4.8)
1
onde nzmwj et (6(e)-G(2e)) K(e) 4. (4.9)
a g(e)
2
L 1 1
2 2 (6(e)-G(3)) M(Gl5) =G (2e)) 1
e Tz(\ ’fl’fE) = J e {fz(a)we h(E)Sfﬁ) +
2
2¢
[ AMG(n) = G(2e)) L hie)E, () + K(e) £ (1) .o
S { L 2 oshde gy,
i g(z) G (c)
]

. ﬂ ‘ i
Se mz{h) # 1 podemos encontrar também o valor rcz) ,

substituindo (4.7) em (4.10) e resolvendo

1 ol £y £y)
l”(“j) = *
'11'2(L\) - 1
e . e 1 1 L ~ _ s (x)
Para easses valores de r(j} e 8{5) a funcao ¢({x) = ( )
" {(3)
encontrada @ a solugao da equagac (A - A1)y = f, que depende

continuamente de f.

Portanto se n (1) # 1 e i, (1) # 1 g o= (A=AT) T Of
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existe , e entdo A € p(A), (1 & um elemento do resolvente de A)

Por outro lado, se (wl(l)gl)(nz(k)wl) =0 com f =20 te
mos ;
{a) Se nl(k) = 1 com £ = 0 entao (4.1) e (4.3) sao . escri -
tas como
L MEE) -G 60) :
six) = s{3) e para 3 < x < 1
e s{x) = 5(%} J GA(G(E)mG(X)+G(z) ~Glze)) ﬁijii de
a g (&)
2
. 1
para 5L oy
(b)) Se ﬁz(x) = 1 com £ = 0 entao (4.2) e (4.8) sao , egcritos
COMo
g
~ MG ) =GR} )
ri{x) o= r{i) e 2 ara L ¥ o< 1
" ) para 3 =
e 1
o v{x} = j @A (Gl =Gx) + ("cﬁ)“{;(Zg) )I_h(ﬁ)séi)ﬁK(a)r(l)} de .
N 2 2
2 g(e)
2
para z < X < 5
Portanto m(x)m{r(x)) encontradas acima para valores
5{x)
arbitrarios de w(%) €& uma solugao para (A - (I)y = 0,
e 1{x) = (wy (W) ~1) {w,(1)=1) = 0 & a equagao caracteristica.
Agora mostraremos que a equagao ﬂ]{k) = 1 tem apenas

uma raiz real e se as raizes sdo complexas,entdo elas ocorrem
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a0s pares conjugados.

Yeorema 4.1  Consideremos a equacgao my(*} = 1, entdo:
(1) Existe uma OGnica raiz real ) = Aé H {o autovalor

dominante),
(2) Se A =p+ gl (p,g€R g# 0) & uma outra solu—

1

a0 entdo A = p-qi & tambén solucdao e Rex < rg -

p

Dem.: Seja wi(k) = f ewhr(E) Fle) de

&

2

onde r{e) = G(2e) - G(e) # constante,desde que g(2x)<2g(x),

K. (=) .
@ F{e} = L + Calculando a derivada de ﬂl(A) em relacao a A
g {e)
1
du. (A) -2 o
temos Wwﬁwmw - ri{e} e Ar(e) FP{e) de = 0 e poy
dx
a
2
isso ul(k) & monotonica decrescente, e através do calculo dos limites
lim wl(l) = e lim wl{x) = ¢ podemos afirmar
."\-.\’—-fv..@ ) }\N,\“*nm
1 1
gue existe uma Unica raiz 4 tal que () =1,
m (2) suponhamos que x = a + bi seja uma solugao para
ﬂl(x) = 1 .. Entao
1
2

1o I'l{p+qi) — [ e*(P‘Fqi)}f(E) F(L) de

a

2



17

1 1
2 pr(e) | 2 ~pr{e)
= J e P e () cos  (~qr(e))de= J e P picy cos (gr(e) ) de
a
s &
3 2
1 1
2 . 2 .
= Re J eq(p+ql)r(€)F(a)daﬁ J e»(p+q1)r(s) F(e)de
a a
P 2

= iy (p~qgi)

1
Para mostrar gue Red < Ad suponhamos rue -
1
1 = .
Redi = p > ad , entao como 1 = my (p+qi) = Re 12 e (p+q1)r(ﬁ)glgl de
a gle)
2
1 I
1 (e | 2 _\dr(e)
@ o= Loe ocos{gr(e)F(e)de < e T {elde = 1
a’

logo Rer < ad, o que contradiz a hipdtese.

O mesmo resultado vale para {(A)=1, ou seja, exlste

2
i | ) u . :
Wit unica vaiz real Ag ., e as complexas ocorrem aos pares conju
| 2
gados com  Reh < 274,

Algumas observagoes:

(1) No caso onde g{2x) = 2g(x) entdo r(s) = G(a) =Cons

tante ) Z2
‘”1(?&) = g rG(a) I F{e)de , e

a
2



se ad & o Gnico autovalor real, entic consideremos

7

o= ad o+ 2Kr i, K=20,1,2,... Vemos que A satisfaz a
o O

G{a)
equacao nl(k} =1 e Rexg = Ad) assim nesse caso nao existe

auvtovalor dominante.

(2) Mostramos gque o espectro de A g (M), & formado pela
uniao dos elementos que satisfazem a equagao

Cig (M) = 1) (ry(A)-1) = 0, e que rd & um autovalor real domi

2
nante para wl(A) = 1, e xd & um autovalor real dominante
para wz(k} = 1. Entao vamos mostrar gque o autovalor dominan-
2 2 1

te Axd de o(A) € Ard , ou seja, que id > Ard.

Para mostrar esse fato consideremos a equacac que da

1
origem a Ad, (1) = 1, entao temos que
L
1 = {l-a) [ e”(Ad + Flr(e) Kie) de e como F » 0 logo
a gf{e)
7
1 1
5 é o g 1 1
1 @“’()\. A+ (e) K(e) 40 - J e-—-}\dr(fr) K(e) _ 7:2(2\6{} aseim
1= A gie) a g(e)
5 5
1 w
ﬁz(kd) > 1. E como ﬁz(A) € monotonica decrescente , e
1 2 1 2 ‘ 2 i
HQ(Ad) > ﬂz(hd) = 1 entao Ad < ad. Portanto ird = xd e

y

o autovalor dominante.

(3) ul(O) representa o nimero médio das células-filhas

sensiveis em % = a, e analogamente HZ(O) & o nlmero médio das




células-{ilhas resistentes em x =

a.
,Vj —J;
2 Ky ()
De (4.5) temos que wl(O) = J - d=s
a g{e)
2

onde K (1) = 4(1-u) g(e) 2022) FQe)  (qe 3.7,
g(2e) F(e) ’
Portanto substituindo Kl(e) emn ﬁl(ﬂ) obtemos
1 £
1 (0) 2 J VP"”"E‘E“)L exo (“J wiz) + b(z) + we(z) de )} de
Gie
a 9 3 g(z)
onde nessa expressao observamos que:
(1) b(e) & a densidade de chance em que a fissiao ocorre em
g («)
X = &g
&
(11} oxp - [ ni(e) + b{r) +uF(g) 4 representa a chance
“ g () ’
que a célula-mae possa alcancar a medida x = ¢;
a
(1ii)  exp wled + “F(S) & a chance de uma célula-filha
%J g (¢)
nascer com tamanho i e nao morrer ou ser destruida

pelo farmaco antes de alcancar o tamanho x = a, bLogo
assumindo todas as contribuigdes entre a e 1, temos gue
A expressao ﬂl(o) representa o nimero de células~—fi-

ithas em = = a . A mesma anilise ocorre tambénm para
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(4) Podemos estabelecer relacgbes entre os sinais de
1 2

Ad e ad  a partir de wl(O) e wz(O) - Para isso consideremos o

caso onde g(2x) < 2g(x).

1

2 X

Dado que wl(k) = J ewhr(e) rle) de onde
| a gle)
2
r(c) = G(2e) - Gle), Fle) = (l-o)K(e) o FE(E) e
1
2
ﬂz{k) = f ewlr{g) K{e) de

g(e)

entio r'(r) = 29Le) = g(2e¢)

>0, ou seja, r(e) é crescente em

g(2e ) g(e)
a 1 ‘ ' ~xG({a)
i?’ 5l com r{e) > G(a) e portanto wl(l) < e "1(0)
ﬂz(l) < ”AG(a)n2(0)u
1 —Ré Gla) 1 lnwl(ﬁ)
Logo L= %,(0d) = e a . (0) => ad < e
: 1 - 1 .
G(a)
2 In wz(O)
analogamente rd

< s A partir dos mesmos resultados

obtem-se uma relacao entre ﬁ](O) e nz(O), ou seja,

ﬁ](o) i (l"ﬁ) QMFG(a) ﬂz(O) dado gue F(E) i e”? G(a)
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I 1In », (0) _ In w,(0) .
Assim Ad < L irln Qmo ) _p o, 2 0 r ey
G(a) Gfa) G(a)

logo dessa relagao podemos considerar gque  se

In | (l=ca) ﬂ?(O)} 1
oo : entao Ad < 0,
G(a)

DISTRIBUICAD BSTAVEL DR MEDIDA

Cmmm'xd, o autovalor dominante, & algébricamente simples
e 0 resclvente de A p{(A) & compactogentﬁo 0 espago X das
solugoes pode ser decomposto da seguinte maneiras: (Teorema 1,sec

¢ao 4, Cap. 1)

X o= Xl 0 kz
onde Xy = Ker (A~Adl) espago nulo de A - AT
o
XZ = T {A—A&I) Imagem de A - Ag T
Sejam P a projegao sobre Ker(AmA&I) e Pl a projegao
sobre I (A=) 1) entaoc para # € X § = , + ¥, onde
ﬁi € Ker (A-3xdI) e 92 € Im (A-xdI}, e portanto PP = ﬁl e

] = : Y e - T,
il ] ﬁz e 1 T Pq
Seja ¢d o agutovetor de A corresvondente a Ad,
Apd = aypd  (observe gue $d & finico) e entdo Ker (A-xdIi) &
um subespaco unidimensional gerado vor yd , € assim
' s m il
Py ﬁl Copd.

As projecoes P,p comutam com I'(t),o semigrupo forte-

1
Adt

mente continuo com gerador infinitesimal A, e T{t)yd = e Pd .
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Pode-se estudar a agao de T(t) nos doig subespagos

i

L

Xl e X, , separadamente, porém o nosso ohjetivo é de fazer uma estima-
tiva exponencial para aa&ﬁocka T(t) sobre Im (Awkdl). Antes

enunciaremos  alguns teoremas que garantem esse resultado.

TEOREMA 4.2 Se 2q(x)xﬂ2xhym§o todos os outros autovalores
A satisfazem Re X < Ad -~ & para todo ¢ » 0, e en cada

eix0o vertical existe no maximo um nimero finito desses autovalores.

Dem.: Se gl(2x) < 2g(x) para todo x € 1%,%}J entao T(t) &

compacto para t > G(l) (corolario 3.3, cap. III) e usando

0 teorema 1, secq&o 4, Cap.I temos o resultado acima.

¢ @ M  tals gue

ey e gl < miereld™ Mgy

Dem.: Setia X2 = Tm (A - AdI) e vamos denotar ?xg(t) a
restricaoc de T(t) a X2 ; entao segue gue para todo e € (0,q)
existe um M) > 1 tal que

v, (0) ] < M) e TE I g v s 0, ge x

e,

2

(vide Pazy | 20], teorema 1.2.2) e teorema 4.2.).Se consideramos

g€ X entao § = PP + (I-P)y logo
T(L)F = T{L)PF + T, (L) (I-P) ¥ e desde que
2

T{t)pyg = eAd t P#, entao nds. encontramos
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ey g - o4t PPl = 1!Txl(t)(IMP)QE ,,,,,
e T T g e mge oM Ed gy
rPortanto ) g - () PRl < M(e) Q(Adwa)t][g”
ou seja, =pr e gll =1l pie™pll < ey e P90 gy
Corolario 4.4 Se g(2x) < 2g(x) entao
utt,x) = Gy o MY g w00, b s ke
R(t,x)

ou seja podemos dizer gue 0 termo dominante em expansao assintd

tica,para t + », & fatorizado no produto de uma fungac expo

.

kY

nencial de t, uma fungéo pd(x) = fsd(x) e um fator esca-
rd ()

lar ¢ que depende das condi¢oes iniciais.

-rdt o
Desde que e u{t,x) converge para um miltiplo de yd
nds chamamos ~ ¢d de distribuigdo estavel de u. Para vol -
tarmos solugao original s(t,x) consideremos as transforma-

coes (3.4} e (3.5) e assim teremos a distribuicdo estavel

gl () o= i) oosd(x)
g (x)
B (x) -
"""""" rd(x) e assim
g (%)
s(t,x) _ ehdt (c pd + 7 Cn e(Re AL - Ad)t) onde
ri{t,x} n=:0

An sao raizes caracteristicas com Rein<id,
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E o termo constante da expressdo

C 0 .
C o= é uma matriz constante dependendo das

Cao

condigOes inicials somente, ou seja,

s(e,x) = % (o sa) + 0(e?)) £ w
r(t,x) = o' (o, rao + ¢y, sdin) + 0(etdh))
onde o erro O(exdt) indica o termo que se aproxima de zero

quando t tende a infinito. Logo a existdncia dessa distribui

¢ao nos garante que para populacSes sensiveis e resistentes com

medida entre X, e x,
X X,
I s(t,x)dx j Cll sd(x)dx -
}\l Xl e -
o = — a proporgao sera
{ - -
j s (t,x)dx J 11 sd (x) dx constante para t
0 0 grande,
e
*2 *2
f §- { v
j r{t,x)dx j (Lz1 rd(x) + Cyo sd(x) )dx
. X
L N 1
(
; r{t,x)dx J (CZl rd{x) + sz sd{x))dx
0 0
quando £t =+ w
5. Un Modelo Matematico para uma Populacdo Tumoral com Estri-
tura de Medida Submetida a uma Terapia Alternada com é

Associacao de Dois Farmacos "Non-Cross Resistent"

Com o mesmo objetivo do modelo formulado na seccao 4 do

Capitulo I1I, vamos elaborar um modelo gque seria a extensao do
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moedelo anterior, visto que em certos casos a quimioterapia de um
sO farmaco ndo é eficiente, |

Consideremos o sistema de equactes diferenciais parciais
Lineares, que descreve a dinfmica de uma populagao tumoral Co
estrutura de medida, reproduzindo-se por fissao em duas partes
iguais, e além disso, no interno da mesma massa tumoral, sao de-
senvolvidas, independentemente uma da outra, duas subpopulagoes

x}(t,x} e rz{t,x) resistentes ao primeiro e ao segundo farmaco

respectivamente.  Vamos supor gue na terapia a ser adotada 0s
dois farmacos nao sao empregados simultaneamente {problema de
toxicidade) e que o primeiio farmaco & ativo sobre a populacgao

sensivel s(t,x) e rz(t,x); e analogamente o sequndo farmaco
€ ativo também sobre a populacdo sensivel s(t,x) e sobre a 90”\
pulacao o t, x).

Como para omodelo ordindrio, no interno dos clones ja re-
sistentes ry(t,x) e r (t,x) , logo apds uma segunda mutacio es
pontanea, podemos encontrar um fenotipo duplamente resistente

rd(t,x). Portanto para o desenvolvimento de uma dupla resistén-

cia sao necessdrias duas etapas, isto &,

“1 .wwrl(t,}()&“
S(t,xkﬁij”” ﬂww//f“w rd(t,x)

Cy S .
. — o .
2 “ﬁ&rz(t,x) W
onde aq ¢ a taxa de mutacdo (s(t,x) -+ r}(t,x)) e
g & a taxa de mutagdo (s(t,x) - rz(t,x))
com 0 o« a, < 1 e 0 < a, < 1,

1 2
Portante podemos escrever uma extensao do modelo (2.1)

Cap. IIT.
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EQUACAO DE SENSTBIL ITDADE

e (t;:‘{) 4 ! (g(x).s{t,X)) - (X)S(t,}{) - b(X)S(t,X) . ;.!F(t,}{}gft,}{)
ot Hb's

+ 4b(2x) s (t,2%) - 4a1b(2x)s(t,2x) -
4@2 b (2x%) s(t,2x) (5.1)
com s{t,g) = 0, sendo Xoip = % r & Mmenor medida gue uma célu-

ia-filha pode assumir, tendo em vista que as células se reprodu
zem a partir de x = a

0 termo pF(t,x}s(t,x) € a parte da populagdo sensivel

destruida devido aos farmacos, sendo

=

(%) nT < t < (Zn+l) T
(%) {(Zn+1)T<t< 2{n+l) 7T
n=20,1,2

0 termo 4u1b(2x) s(t,2x) & a parte que se nmuda de
s{t,x) na direcgdo de rl(t,x) e 4a2b(2x)s(t,2x) & a que se mi

da na diregao de r,(t,x).

A condigao inicial sera dada por s(0,x) = s, (%) sendo
gue lim sa(x) =0, x =1, (medida suprema normalizada) .
®+l
Admitindo-se que Xomse S 1 entao b(2x)s(t,2x) = 0

1
para X > 5



BQUACAO  DE RESISTENCIA 1

= oy (X)) rl(t,x) - b(x)rl(t,x) - ﬁFl(t,x)rl(t,x)

+ 4b(2x)rl(t,2x) + 4@1 b{Zx)s (£, 2x)

- 4@2 b(Zx)rl(t,Zx}

(5.2)
Com rl(t,ﬂ) =

5 0 e condigdo inicial r?(x) = 1y (0,x)

e lim

®4+1

O (

1 ®) = 0

O termo Mo {t,x)r

(t,x)
L 1

¢ a parte da populagio resisten

te 1 destruida devida ao farmaco, sendo

0 se t € [ 2K, (2R+1)7T |}

. (b,x) =
Fy

. (x) se t € [ {(2R+1)T, 2{K+1)T}
L

K= 20,1,2,...
O termo 4a, b(2x)r1(t,2x) é a parte que se muda de

r,(t,x) em diregdo a rd(t,x).

Os termos b(2x)s(t,2x) = b(2x}rl(t,2x) = 0 para x

23
EQUACAO DE RESISTENCIA 2
ar, (k%) a{g(x)rz(t,x)}
= 4 = =l (b,x)-b(x) v, (t,x) + 4b{2x) r {t,2x)
- 2 2 2
at X
+ 4a2b(2x)s(t,2x) = dayb(20) r, (t,2%)

(5.3)

N
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e lim
x4+ 1
tente 2
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a, = ; R _
2(t,w) = 0 e condicao 1nic%al 52(x} = rE(O,x)
e —
r, (x) = 0
0 termo M (t,x) rz(t,x) €& a parte da populacao resig-
2
destruida devido ao farmaco sendé,
p (x) t € [ 2KT, (2K+1)T]
2
Hp (b, x) =
2 n ‘
0 t e [ (2R+1)T, Z{K+1)7T]
K= 0,1,2,..
O termo 4“1 b(2x)r2(t, 2x) & a parte que se muda de

rz(t,x) em direcao a rd(t,x).

I,

ard(t,x

(0s termos

b{2x)s{t,2x) = b(2x)r?(t,2x) = 0 para x » %

finalmente

EQUACAO DE DUPLA RESISTRNCTA

) 8 {g(x) rq(t,x))

g

at

£,y =0

99X

e

= - u(x) rd(t,x} ~ b{x)} rd{tfx)

+ 4b(2x%) rd(t,Zx) + 4u2b(2x)rl(t,2x) +
4“1 b{2x) rz(t,ZX)~
(5.4)
condigao inicial rg(x) = 1 (0,x) e
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CONDICOES PARA AS FUNCOES g, w, b, 1.y 1. , w.
(1) g € continua e estritamente positiva para cada xé{%, 11
{2) W @ integrivel nao-negativa para cada x € I%, 1]

(3) Hpr Mo @ 530 integriveis nao-negativas para cada
1 2
: a

x e [y, 11, r 31-5 .

(4) b & integravel para cada x € [a, 1-¢] para, e > 0 ; e
s . '
b(x) = 0 em {%, al, positiva para x > a
. .
e lim J b{e) de = w
xtl
Se consideramos M (x) = W {x} = F e 4 T o, = o

1 2
entao podemos reescrever (5.1) {5.2) (5.3) (5.4) como

-~
sty alge) stx) (%) 45 (x) ) s (t,%)+4 (1-20) b (250) 5 (£, 2%)
It 0% ~Fs(t,%) (5.5
iy (t,x) 39 (g(x)rl(t,}i) )
- + : = -y {xH-b(X))rl(t,x)+4(l—-u)b(Zx)rl(t,ﬁzx)
at aw '
+ do b(22)s{t,2x) - My (t,x)rl(t, %)
1
d E (5.6)
arz(t,x) U(g(x)rz(t,x))
+- =] —-{;; (}{)4—];)(}{))1‘2 (t,X)"}'&(l_(}.)b(zX)rz (tr?«x)
at o
(5.7}
+4ab(2x)${t,2x)“uF (t:,x);::z(t,x)
2
ﬁrd(t,x) &(g(x)r%(t,x))
+ ¢ = = ()b (x) 14 (t,x) + da b(2x) (ry (£, 2%) 41, (£, 2%) )
ot ax
- (5.8)

+ 4b(2x%) rd{t,2x)



140

com s{t, gJ = rl(t, %) = rz(tr

£

B S _ ay
“2") = Id(t, ’j‘) = {}

s(0,x) = SO(X) ' rl(O,X)m ri{}i) ' rz(O,X):: rg %) e r

{x)

{0,%)= rS

d a

b(2x)s{t,2x) = b(2x) rl(t,2x) = bh{2x)r.,(t,2x) = b(Ex)ra{t,2x) =0

2
1

para x > =
Inicialmente consideramos o problema sem a presenca dos

farmacos, estudamos a sua solucdo, assim como o seu comportamen

to assintdtico, que significa obter informagoes sobre as popu

lagoes no periodo pré& terapia. Em  sequida o problema  sera

aquele de considerar Hp o Mg # 0 , e essa hipOtese gera um
1 2

tipo de problema, com diffcil tipo de resolugido, sendo que ao

invés de semigrupo teremos um operador de evolucao,

*

Entac consideremos o sistema descrito em (5.5}, (5.6),

(5.7} e (5.8) admitindo que = =0 ¥ xe{8g, 1}.

4 u
Fy Fy

Visto que as equagbes apresentam um problema de singulari
e 1 e _ - . . -
dade em x = 5 o entao faremos as seguintes transformagoes ten-

tando elimina-lo:

st = L g, x) (5.9)
E(x)

R (t,x) = EL » ¢ 5 (5.10)
E{x)

Ry (t,x) = T o e x) (5.11)
E(x)

Ry (t,x) = L2 v (g, x) (5.12)

d E (x) d

X .
onde E(x) = exp (- J ule) + ble) de) & a funcao de desenvol~
g(e)

a
2z

vimento individual (definida no Cap. III (2.3)),
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Assim o sistema com P = 0 e reescrito como:

25 g 25LE) L kG 50t 250 - 20 R(x)S(t,2x) (5.13)
ot a3
“l(t’x) uRi(t,x)
Tz e () e + RK{x) Rl(t,2x)me(x) R, {t,2x) +uK(x)S{t,2
bt - 1
(5.14)
R, (t,x) iR, (k,x)
~~~~~~~ Sl * 1 6.9 JIESA——' K(X)Rz(t,2x) - aK(x)R2(t,Zx)+uK(x)S(t,2x)
ot at
{(5.15)
ﬁgﬁtgn QRﬂtﬁd
e e (X)) e b K(X)R_ (L, 2%) 4 oK (OR, (L,2%) + aKGOR, (E,2%)
it X d ’ 1 i K
- (5.16)
. e Sy oop o 8y o a -8y
O u(t,z) Rl(t,.,Z) Rz(t,z} Rd(t,d) 0
{x
5(0,x) = g (x) = 2 s _(x)
1 E (x) e}
. 1{x}) _©
R, (0,x) = @, (x) = QAR (x)}
1 2 E (x) 1
R, (0,%) = ¢, (x) = XL 294
2 3 E (x) 2
Ry (0,%) = @1, (x) = $EL 10y
E{x)
e Kix) s{t,2x) = K(x) Rl(t,ZX) = K{x) Rz(t,Zx)mK(x)Rd(t,2x)z0
1
para x » 5
. K(x) = dg (o) 220 E(2x)

g(2x) E(x)

O espago X onde devemos procurar as solugoes do sistema

encontrado é dado pela condigio
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124

. o N a, _ Loay
S{ty5) = Ry(t,3) = Ry(t,5) = Rylt,5) =0,
ou seja, s(x)
rl(x) a a a
X =1y = v (x) | 's(x) ) (T, (6) 1y (x0e C 15, 1e s(3)= 1, (5=
rd{x)

- ay dy
= rzﬁﬁ "'Ia(z)‘"o },

E formalmente podemos considerar o problema de Cauchy

iﬁ = Bls + Cls - 2Dls {5.17)
d+

drl

[N - — 24

. 82rl + Czrl Dzrl b Dls {5.18)
<dr2

fj” = B3r2 + C3r2 - D3r2 + DlS (S.lg)
dt .

drd

EEW = B4rd + Crrd + Dzrl + D3r2 (5.20)

e

s{0) = ﬁl' rl(O) = ﬁz, r2(0) = g3 v rd(O) = ﬁ4

i
il

onde By (x) = By (x) Byt {x) Byi (x) mB4wGU = g(Ie" () (5.21)

iH
i
i

Ci (%) Cl‘i){x) szp(x) CBl}J (x} = Cdl{J () =Kz} (2:) (5.22)

a K(x)(2x) (5.23)

il

Dy (x) = Dyi(x) = Db (x) = Dy (x)

Para a primeira equacao usando o lema (2.1) do Cap. III e

tA
o teorema 2.3 mostramos que s(t) = e X gl com s{(0) = ﬁl (5.24)

e A =B+ C-2D

Somando  (5.17) e (5.18) obtemos
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¢ portanto s(t) + r,(t) = e (g, + 2,) (5.25)

onde A?_ =B 4+ C~D

subtrainde (5.25) de (5.24) obtemos
tA LA tA

2 1

rl(t) = (e - @ ) ﬁl + e ﬁz {(5.26)

Analogamente somando (5.17) e (5.19) obtemos

dr

ds bl = (B + C)(s+r2) - D{s+r2) e
dt dt
tAZ
portanto s{t) + r,(t) = e (Ql + ﬁ3).‘ (5.27)
subbtraindo (5.27) de (5.24) obtemos
tA2 tA1 tAZ
r?(t) = (e - ) gl + e 93 (5.28)

b, Dinalmente somando (5.17), (5.18), (5.19) e (h,20) ob~

temos

. dr dr dr

ds T B g (B+C}(rl+r?+r3+rd)

dt dt dt dt A

tA3
logo 5(t)+rl(t)+r2(m)+rd(t) = @ (gl+g2+g3+g4) (5.29)
onde AB = B 4+
@oasainm
tA

s (0 = e i agorgg ) - rp(E) = r (k) - s(t),

Substituindo  (5.24), (5.26) e (5.28) em {5.29) obtemos

TA. tA tA tA

ey o 03 P 2 M _ 2
}Td (t} wEE (glwé"gz-’ﬂ?)’igjg) (e (] )gl o gz
A tA tA tA.
- (e 2. e l)ﬁ. - e 29 - e 1 a. e portanto
1 3 1
A LA A tA tA tA tA
ri(t)=(e -2 4o 1)g1 + (e - & g, + (e e g o,
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Dessa maneira o vetor-solugac para §%<m Au @ escrito como:

s (1) et 0 0 0 2
tA tA tA
2 1 2
rl(t) e “-e e 0 0 g,
- tA.  tA tA
2 1 2
tA tA tA tA, tA 2
rd(t) @ 3*2@ 2+e 1 e 3we 2 @ %we?Az etAB ﬁg
N, v /
A
ou seja ult) = etA u{0) = etA 7] (5.31)
onde A = /A, 0 0 0 uft) = /s(t) e = 7,
/
( D A, 0 0 r (t) 7,
D 0 A, O r, () 2,
\0 D D A, rd(t) ;2!4/

ou seja, ul(t) & a solugao Unica do sistema, sendo gue o semi -

[ 4 - tA b . o . . ] .
grupo T(t) = e & um Cowsem;grupo e A € o gerador infinite
simal.

A solugao (5.31),como em (3.29), pode também ser escri

ta como uma série infinita

ul{t) = e g+ & L e '} (5.32)

onde L{u{t)) = J e(tnc)B Cu () dg
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E, também para t > 4(1) , se g(2x) < 2g(x) para todo

— a R Ld
% & 15,11 y O Céngemigrupo T(t) = etA e compacto (Corolario

3.3, Cap. ITI). E pelo Teorema 1 (seccao 4.5 Cap.I) existe um

avtovalor dominante Ad pertencente ao espectro de A,

OESPECTRO DE A4

Vamos supor ainda que a medida minima de reproducdo x = a

¢ tal que a » % .
A equagao nao-homogénea (A - AI) ¢ = f pode ser escri-
ta comor  L{x)gp'(x) - a¢(x) = [(x) % < x < 1
, . _ . a 1
Lixdw' (x) = ap(x) = £(x) - M{x) p(2x) 5 X <5
onde  Ap(x) = L{x) ¢'(x) + M(x) $(2x) Com
1
M{x)¥ (2%) = 0O se X > 3 e sendo
(x} = s (x) ' L(x) = £y ()
11(%) fz{x)
xz(x) fa(k)
rd(x) fé(y)
L{x}y = ~g(x) T e M{x) = K{x), 1 =2 0 0 0

o J=a 0 0

O primeiro passo € resolver o sistema

Li(x) 9" (x) = agp{x) = f(x) para x entre % e 1,
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entao temos que

, 1 .
MG &) -G(x)) . £ o{c)
s{xy = s(%) @ @ = j eA(G(&)WG(X)) 1 de (5.33)
1 Gle)
L
1 X
MG (2) -G (x)) \ £ (e)
r (x) = rz(%) e 2 - f MEEI-GEI) 270 (534
2
1 X
S e -am) oy Eo(e)
v, (x) = ’fz(‘%’ e 2 - f MGle)-G(x)) 13 7 4 (535
) 1 g(ﬁ)
2
RIS PR ME(e)-G(x) £, (e) »
Falx) = xrgl5) e "‘[ e 1 " a  (5.36)
1 g(e)
5
Usando (5.33), (5.34), (5.35) e (5.7%) no siste-
a

ma  L(x) 9'{x) - 2 ¢(x) = Ff(x) - M(x) ¢ (2x) para x entre 5 e

% obtemos

X L
AG(5)~G(2e) _

5 (x) -—-[ (l~2(x)K(a}s;(%) e ° et (Gle)-G(x) de

& q(e;)

5 :

. Ze
(h AG () -G (x) f](g) * A (G (e) ~G(x) AG()=G(26)

-1 e - i e - ft&ﬂa)Kﬁﬂ CHARA | J e
a ated g Joo
fl(c) | de (5.37)
glo)  gle)

- 1
Sendo s{x) continua em x = 5 tenos
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:1.4 —— . h
S(-;g—)(;?i(\)wi) = il()\,fl) {5.38)
1
2
onde w1 (1) = (1-24) J Rie) o=r(G(2e)-Gle)) 4 (5.39)
a gle)
2
2 (G(e) -6 (d) *
MGle)-G(= . vy B () .
e 1 0L ::)( e 2 [£,(e)+(1-20) R(e) Je“‘?"g)“‘?’“*" L -
a 1 g(f:) g(E::
2 2
(5.40)
Para a segunda equacio
& ’ 1 }\(G(%)“G(;BE)) )\(G(‘)“‘G{ )Y d
ri(x}xj (l-)K(e)r, () e e N TR LE .
- A - gle)
2
Y h
VN X .
; : MGE -G2ey N ) . o f.,(=)
. \4\({;)5(%} o 2 M G)=G(x)) d & [ MGle)-Gx)) "2
(“3'? ” gie) N gle)
2 P
. 2e
G —a ) 1 M (G(r) -G (2e)) L2 a -
Lol T i (1) K(&) rl ({:2?)[ [ € ol MAeE S F g S
K 1 g(z) gle)
¥ 2
. 2e
LG -Gl L[ a6 - e 5 e
o ’ e T R () s(-ié) { J @ T TEN e ] e (5.41)
& 1 g(o) g(e)
2 =
2
o - ) - 1 ~
e Ccomo rl(x) e continua em X = 5 entao
r(3) (n,(a) - 1) = 00 £, £) (5.42)
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1
onde  1,(0) = (1-a) j Kle) A(G(e) =~ G(2e) 4, (5.43)
a g(g:) :
2
1 1
( ) (l} o o) {2 /\(G(&:)“G(*Z,-})
e v.,(r, £., f 7 e ' T, () + e {
. L 1-2q
a
2
2e
_ A (G(5)=G(2e)) oL _ 1, .
, de
"5‘ g(z) gfle)
(5.44)
Analogamente resolvemos rz(x) e temos
ry(5) G-l =1y O, £, £) (5.45) |
onde 1?3(\) = Ifz()\) e
1 1
1 N 2 x{G(e) - G({:j))
"IB(A, fl' f?)) == -*&,(—2-“) - 'n'i(?\) + J [} {
&
a
P
2z
EL(e)+ f eA(G(g)WG(ze)K(g)[rz(%)(l-fx)f3(§)+s{%)uf}m(q}]d’;} a
% : g(s) g e}
(5.46)

I, finalmente para rd(x) obtemos

o . LM EE) 66 -6)
d{.}() == f K{e) {rd("%) + mrl(*ﬁ") + 1?2(":2;) =] de

75 gle)

R
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bt

tof

Tu

]

QR(G(E)”G(X) {ﬁ@(g) -+ J

e

Portanto de

onde

{n{x)

Como rd(x) o

(5.38}),

2e
eA€G(C)“G(2€))

;

{K(E)ra(%9f4(@) + a K(g)rl(%)fz(g)

1
2

1
ak(e)r, () £, () d: i
+ 2273 } de

g(z)

_ - 1
continua em ¥ = o

(

2)

Ty (A, 52, f3, f4)

25

D b

1 . dr
+oar,{x) f.(z)] —=—
23 g{c)
5.42), (5.45) e
}o= o (h, )
ol
0 0 0 ﬂ%?)
ﬂz(k) 0 0
Q HZ(A) 0

)

5 )

g(e)

+ r

1
2 K{e) @“A(G{ZE}“G(E) de
g (e
- ~ 0 o
L4) = nz(x) [Il(i
l—u

;ﬁ&
g (E:.: }

gl(z)

()

2°2

entao podemos

]

(5.47)

escrevery

(5.48)

{5.49)

{5.50}

(5.48) podemos escrever

{(5.51)

Tlﬁ, ;

t,{x, F

2
TB(k,fl,

?4(}\,1‘32j
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A condigao de que (r{})-1) & inversivel, ou seja,

4

nl{k}# 1, nz(x)#l, HB{A)#E e ﬁ4(l)# I implica que podemos

caleular w(%) , © para esse valor, a fungao ¢ =[ s(x) a
ry (x)
r, (x)
raq{x)

a solugao da equagao (B - aAI)y = f , a qual depende continua-

mente de f. Portanto A € um elemento do resolvente de A p (A)

ye ﬂl(A)#l, HZ(A)% 1, WB(A)# 1 e wd(A)# 1.

Se det (n(X)-1) = 0 , ou seja,

Hl(A%JJ(Hz(R)“l)(HB(K)—I)(Hé{K)"l) = 0 entao a solugao encon

trada para y(x) com £ = 0 define para valores arbitrarios de
&(%} uma solugao de (A-AI) m_O}

Segue que , x € um autovalor se

nl{R}ﬂl O nz(k)ml ou w3(k):l ou w4{k}ml , € a equagéo

(wl(x)~l)(nz(A)ml)(ﬁ3(A)wl)(ﬂa(A)*l) = 0 & denominada equa-

¢ao caracteristica.

podemos mostrar que para cada eguagao
i
i, (A) =1, 1=1,2,3,4 existe um Unico valor real id tal que

Se g(2x) < 29(x),
i
Re A < Ad (Teorema 4.1).
Entao o espectro de A serd composto desses quatro valores
1 2 3 4
reais Aad, ad, xd e iad e se outros valores satisfizerem

(n,(A)-1) = 0, entBo serao comwlexos conjugados.
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O AUTAVALOR DOMINANTE Ad DO BESPECTRO  DE A o(A)

i
O autovalor dominante serda o max {id:
i=1,...,4

i
Para isso consideremos as equagOes que dao origem a 3d

. 1 1
l' 5 ) - o -
1= ﬂl(Ad) = (1-2u) JZ e A orie) Fle) de onde r{e)=G{2:)-G(sg)
a F(e)=RLe)
g(e)
) 1 2
2 3 =
L = ﬁz(hé} = wB(Ad) m (Legy) JZ enkd r(e) Fl{e)de e
a
2
L
4 2 4 .
1 = 'nd(ld) = J em')\d r(e) Fl{e) de o
a8
2
4 4
Centao ﬂZ(Ad) = (1 - a) w4(Ad) = (1 - a) < 1,
Como ﬂzik) & monotdinica decrescente entao temos que
4 2 2 4
i, (Ad) < w,(Ad) e assim Ad <« Ad. A partir de w, (1)
2 2 1 5 1
2 Gl . -
Lemos ﬂ}(kd) = {1l - 2a) Jz e A orle) Fle)de = iiw%%L < 1 e
- (1=a)
a
2
1 2
analogamente como nlfA} e monotdonica decrescente id < Ad pois
2 L
'r!'i{Ad) < "ﬂl(ld) .
4
Portanto o autovalor dominante de o (A) sera ad = rd ,

4 4
cu seja, se A € of{A) A # ad entdo Re A < ad

Sob as mesmas condigoes do problema estudado na seccio 4,
. . ; - . v .
deste capitulo, temos gque id é um autovalor dominante algebri
: : =L
calmenta SimpleSJCOm resolivente p(A) = (A=-AT1) compacto, por-

tanto o espago X das solugoes pode também ser decomposto como
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soma direta dos espagos Ker{A - xdIl) e Im.(A ~ AadIl), ou seija,

N o= Xl it X2 onde Xl = Rer(A - »dI) ) X2 = Tm (A - Ad1).

Se consideramos yd como o autovetor de A correspon-
dente a xd, Ayd = avd, € entao Ker(a - »dI) tem dimensao 1,
e sera gerado por ¢d, o qual serd a distribuicdo estivel de
a{t,x).

A estimativa da agao do semigrupo T(t) = e sobre X5

& dada pelo seguinte resultado, ja demonstrado (Teo. 4.3) des -

se capitulo, ou seja, se g(2x) < 2g{x) entdo existem constan
tA ad-e) t

tes € e M tal que [P, e g]] < M(x) e ol
onde P & a projegao sobre Xz. CPinalmente, sobre as mesmas
condigoes podemos afirmar gue
S({t,x)
R, (t,x)
ul(t,x) = 1 = e)‘dt (C pd(x) -+ 0(1)) & =» o
Rz(t,x)
Rd(t,x)

onde ad e o autovalor dominante de o(A) e ¢ & o escalax
que depende das condigoes iniciais, Uma das consequéncias da
existéncia de uma distribuicdc estdvel & que para t grande, a
pProporgao éa populagao em qualguer grupo de medida é constante.

Por exemnlo, a proporgao da populacao que tem idade entre

(xl,xz) & xz
J ult,x) dx
3 - iz < X
numero com medida xl x<x2 ) 1
populagao total | @

J ul(t,x) dx
0
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que tende a 1
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CAPITULO IV

AS APLICACOES DOS MODELOS E CONCLUSOES

Neste capitulo faremos um estudo schbre a aplicabilidade
dos modelos propostos no Capitulo II, com o intuito de validar
os resultados obtidos. Faremos um confronto entre os resulta -
dos obtidos teoricamente e os dados fornecidos por experimentos
desenvolvidos "in vitro" em laboratéorio, nos quais foi usada
cultura celular tumoral exposta a um agente anti-blastico. Apre
sentaremos alguns exemplos de simulagdes feitas no caso de uma
associagao de farmacos e finalmente as conclusdes obtidas pelos

resultados encontrados nos modelos propostos [27, 28, 29].

1. Parte Experimental

Os experimentos foram feitos no Laboratorio de Oncologia
da Universidade de Florenca (Universita degli Studi di Firenze
(Italia)) e foram coordenados pelo Prof. Dr. Enrico Mini do
Departamento de Farmacologia Preclinica e Clinica.

Os dados experimentais foram obtidos "in vitro®, usando
uma cultura de células linfoblasticas do tipo CCRF-CEM mantidas
a uma temperatura de 37° ¢ no meio RPMI - 1640 suplementado
com L-glutamina {2mM), Na HCO3 (0,18} e "Foetal calf serum”
{10%). 50 mg/L CGaramycin foi adicionado como cobertura anti-

biotica. Essas células em fase de crescimento exponencial fo-

ram expostas ao Metotrexato (MTX) a uma densidade celular de

-
4 x 10”7 cel/ml. Depois de um periodo de incubagido de 24 horas,



as celulas foram lavadas duas vezes mediante centrifugacao a
/

1100 rpm por 10 minutos e o ‘“pellet" final fol recolocado no

meio RPMI 1640 enriquecido com 10% de "foetal calf serum” a
ot : 5

uma concentracao de aproximadamente 2 x 10~ cel/ml para as

amostras expostas ao metotrexato, e de 0,5 - 2,0 x 105 cel/ml

para o controle., Fstes valores de densidade celular se refe -
rem ao tempo t=0 relativamente ao calculo do periodo de recupe
ragao celular Tr {o tempo gasto para a massa celular atingir
o volune de céntroig inicial).

A contagem celular fol feita diariamente em um intervalo
de 24 horas com o auxilio de um microscopio Otico mediante s}
uso de "trypan-bleu" a 0,4%. Por razdes de manutencaoc da 1li-
nhagem celuiar quando a densidade celular superava o valor de
1 x 106 cel/ml a suspensfo celular era diluida, e guando a den
gidade celular decrescia a menos de 5 x 104 cel/ml, as ceélulas
cram concentradas de 2 a 4 vezes o seu velume. A dosagem de
MTX no experimento foi de 3uM {uM e unidade de concentracaoc) .

roram feitos varios ciclos repetidos com exposicao de 24
horas ao farmaco antes do inlcio de cada ciclo. Foi observado
que o tempo de recuperac¢ao a cada ciclo decrescia, ou seja, a
populacao tumoral retomava ¢ volume de controle em tempos cada
vez menores, o que caracterizava a resisténcia celular ao far-

maco.



1.1 Dados experimentais sewm a presenca do farmaco.

L
¢

TABELA l: Controle da Linhagem Celular - 12 Ciclo
DATA TEMPO (hs)  NQ TOTAL  CELULAS VIVAS  PREVISAO DO
CEL/ ML TOTATLS MODELCQ (r=0,69)
11/6 0 2,6 x 10° 1,3 x 107 1,3 x 107
12/6 23 5,3 x 10° 2,6 % 10 2,6 x 10
13/6 © 46.30 1% 10° 4,8 x 107 5,1 x 107
14/6 69 5,3 x 10° 1,1 x 108 1,04 x 10°
15/6 92,45 9,8 x 10° 2,1 x 10° 2,2 % 10°
17/6 138.30 7,6 x 10° 6,6 x 10° 8,3 x 10°
18/6 164.30 1,3 x 10° 1,1 x 10° 1,1 x 10°
19/6 188.30 3,6 x 10° 1,4 x 10° 1,4 x 10°
20/6 212.30 5,1 x 10° 2,1 x 10° 1,8 x 10°

Tabela de dados fornecida pelos experimentos realizados no Labo-

ratorio de Onceoloaia da Universidade de Florenca (Italia)

* r & a taxa de crescimento exponencial da populacgio obtida apro

ximadamente dos dados experimentais e da formula (2.1) . (Secdo

2 cap, 1V),

Podemos observar, na tabela 1, que a simulacao que fize-
mos para o modelo (3.5) apresenta resultados na mesma ordem
de grandeza dos dados fornecidos pelo experimento. Note que
apos o 69 dia a densidade celular superou o valor L x 106
cel/ml e por isso a suspensao celular foi diluida, e como con-
sequéencia fol alterada a taxa de crescimento das celulas.
Portanto, devemos refazer a simulacao apos o 79 dia. Este pro
codimento experimental causa dificuldade para estabelecer uma

relagao global entre toda a faixa de crescimento das celulas



sob o ponto de vista experimentalﬁe sob o ponto de vista tedri-
co, ou seja, aquele apresentado através da simulacao do modelo.
O mesmo procedimento foi tomado para outros quatro ciclos de
controle, e os resultados mostraram sempre a mesma tendéncia,
0 tempo gasto para poder observar a evolugao de cada ciclo era
em torno de 10 a 1% dias com leituras do nuimero de células vivas
na cultura celular. O tempo total da experiéncia foi de aproxi
madamente seis meses, compreendido entre junho e dezembro de

1985,

1.2 Dados experimentais com a presenga do farmaco

O farmaco utilizado fol o Metotrexato (MTX) com uma dose
de  3uM. O tempo de exposi¢ac era de 24 horas, sendo que esse
farmaco nao age instantaneamente. Foram necessarios cinco ci-
clos para que o farmaco perdesse a sua eficacia.

Vamos apresentar uma tabela de dados correspondentes a0
19 ¢iclo que apresenta o primeiro contato das ceélulas com o far

JHTE SR I
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TABELA 2: Crescimento Tumoral ApOs a Primeira Dose (19 Ciclo)

DATA TEMPO DENSIDADE  N© TOTAL PREVISAC DO MODET 0
(hs) N9 CEL/ML CEL.VIVAS T(P=1,18) 11(F=1,20) IIT(F=1,15)
11/6 0 2,5510°  1,25107  1,2¢107 1 2x107 1,2x107
12/6 23 2,3x10°  1,02107  0,83x107  0,72¢107  0,925107
13/6 46.30  2,1x10° 0,907 0,65x107 0,43x107  0,715107
14/6 69.00  2,2x10°  0,52x10"  0,27%107  0,26x107 0, 3x107
15/6 92.45  1,9x10°  0,17x10’  0,17x10°  0,15x107  0,19x107
17/6 138.30  2,8x10°  0,43x10  0,68x107  0,63x107  0,77x10’
18/6  164.30  4,9%10°  1,07x10° 1,36x107 1,2¢107 1,550
19/6  188.30  7,0x:10°  2,5x107  2,72d07 2,507 2,050
20/6  212.30 7,9%10°  2,8¢0°  3,46x107 3,207  3,0:10]
Tabela de dados fornecida pelos experimentos realizados no
Laboratdrio de Oncologia da Universidade de Florenca (Italia)

* I = taxa de destruigao devida ac farmaco, e é obtida dos dados

experimentais e da formula (2.2) (Secho 2 can. IV)

A partir da tabela 2 podemos observar que as simulagoes

feitas para o modelc (3.14) apresentam resultados na mesma or-
dem de grandeza dos dados fornecidos pelo experimento. Note
que apos o 49 dia a populagao tumoral retoma a curva de cresci-

mento devida ao término do efeito do farmaco,

sendo que no 79

dia de experimento a populacao ja supera o nimero de células

do inicio da terapia. Cinco ciclos foram estudados com o mesmo
procedimento, e foi observado ja a partir do 49 ciclo que a po-

pulagao tumoral superava o nlmero inicial de células no 39

§

dia,
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ou seja, o nivel de sensibilidade das células ao farmaco & bem
pequeno.  Portanto, concluimos que a cultura era constituida
em grande parte de celulas resistentes. Encontramos mais difi-
culdades nas sinulacdes feitas para © modelo, pois era de nosso
conhecimento apenas o valor de r que foi encontrado e usado
na simulacao do modelo sem farmaco. O valor da frequéncia de
mutagao o = 10“5 fol obtido na literatura médica para tumores
degsa natureza [13]1 e a partir disso, com o valor de r ja co-
nhecido e com os valores encontrados no experimento, pudemos en
contrar a taxa de destruicao F  devida ao farmaco. Fizemos
algumas perturbagoes em torno do valor de F para ajustar me-
lhor o modelo e, na simulacdo III (Tabela 2) os resultados en -
contrados foram os melhores,

Concluimos pols que os resultados tedricos propostos pelo
modelo sac validos em diversas faixas de crescimento da popula-
¢ao tumoral. Tivemos que adaptar o modelo as diversas situa—
coes ocorridas no experimento feito "in vitre". Os valores dos
parametros sao ainda muito grosseiros dada as dificuldades apre
sentadas no experimento e o desconhecimento da frequéncia de mu
tagao. Os resultados do modelo sugerem que de agora em diante
sejam feitos experimentos com o intuito de estimar o valor de
«, dado que ja podemos induzir o fendmeno da resisténcia celu -

lar em laboratOrio.,

2. DParte Computacional

Elaboramos um programa para o computador usando uma subro
tina intitulada LSODE que resolve equacdes diferenciais ordina

rias nao-lineares. A linguagem utilizada foi FORTRAN 77 e o
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computador VAX 85-C. Para a parte grafica foi utilizado um
programa intitulado 1IDRA e os terminais graficos foram Plot

ter  Benson @ Technitronik.

2.1 Estimativa para os Parametros r e F

(a) Estimativa para a taxa de crescimento r.
Consideremos a formula (3.4) do cap. 11

NO

N{t) =

KNo + (1-KNoje™Ft

onde No € a massa tumoral presente,

Seja td o tempo de duplicacao da massa No e denote
mos por &d = 2No. Esses valores podem ser medidos

experimentalmente,
-rtd 1-2KNo

Assim, e = e i e temos
2(1-KNo)
ro= -t in 2(1-KNo} (2.1)
td 1-2KNo

~-12

0 valor de K (=10 ) na formula acima pode ser ob

tido na literatura médica [4].

(b) Estimativa para a taxa de destruicaoc F
Consideremos a equagao (3.1) para as células sensi-
veis tumorais (vide pag. 44, cap. I)

ds
dt

= r{l-a)S {(1-KN} -~ PS

sob certas condigoes podemos supor (3.1) lineariza-
da.

Assin, as = {r{l-a}~-F) 8 e entao
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S(t) = So e(r(l““)”y)t: (2.2)

onde So & a massa tumoral sensivel no inicio da tera-

pia que podemos supor em t = 0, e S{t}) e a massa

50T
0

tumoral sensivel em t = T. Logol - representa a

fracao de células gque foram eliminadas se Frr{l-o} .
Portanto,

F o= r(l-a) - & 1n (240 (2.3)

T So

onde r € determinado em (a) e o & simulado.

A partir dos resultados encontrados apresentamos alguns
exemplos nunericos para descrever o comportamento da massa tumo-
ral e da massa resistente sob o efeito de uma terapia citotoxica
{271 . Como por exemplo:

Consideremos uma neoplasia com massa inicial No = 108 cé~
lulas que tem um tenpo de duplicagao de td = 30 dias no momen
to do inicio da terapia. Vamos utilizar um farmaco em duas si -
tuagoes: na primeira situagac o farmaco tem um poder de destrui

cao de "1 log-kill" (isto &, o farmaco elimina uma fragao cons -

tante de células sensivels a cada aplicacao, de um  logaritmo

equivalente a  90%  das ceélulas presentes) (Figura 1}, na se-
gunda situacgido o grau de destruicgao e de "2 log-kill". Vamos
s e ~ ~ - 5

considerar ainda que a frequencia de mutagaoc e o = 107 e gque

tomamos por hipoOtese que o farmaco €& administrado com dose maxi-
ma a cada 10 dias.
Usando as £o6rmulas (4.3) e (4.4} (Cap. II, secgao 4) temos
R = 1,8 % 104 celulas.

Como td = 30 entdo, r = 0,023 (formula 2.1, Secdo 2, cap. Iv ) e



Ry

o= 0,253 (1L log-kill) e F= 0;483 (2 log-kill} (Calculados

1
log
[y
84
N
4 \ q
6 \\\
h
R \\\”‘“‘m\_ I — ]
i g
O 4 | |
ZL) 4[) e«l.r ﬁb %?)o t(dla&}

Fig. 1 - Representacdo do desenvolvimento tumoral submetido a

uma terapla com grau de destruicao "log kill" igual a 1

Como podemos notar nesse primeiro caso sao necessarios 4

ciclos de aplicac¢des (equivalente a 40 dias) para que a parte
sensivel do tumor seja eliminada. Depois disso o tumor nao res

ponde mais a terapia, pois & todo resistente,
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'tg. 2 - Representagaco do desenvolvimento tumoral submetido a uma

terapia com grau de destruigao "log kili" igual a 2 -

Nesse segundo caso sao necessarios apenas dois ciclos de
aplicagoes (equivalente a 20 dias) para que a parte sensivel
seja toda destruida. Portanto, a administracio de um dado farma
co permite a destruigao de todas as células sensiveis em um tem-
po inversamente proporcional a sua eficacia e que depois de tal
periodo sera totalmente initil continuarmos a administracaoec do
mesmo farmaco, isso devido ao fato que toda a populacgao @ cons -
tituida de células resistentes.

Em pratica ¢linica a possibilidade de identificar o momen-
Lo em gue ocorre a maxima remissdo da neoplasia tem uma implica
gao pratica muito importante, pois permite suspender um tratamen
Lo inatil e passar mais eficazmente 3 terapia "non cross resistant"

ou a uma radioterapia [27, 29].
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Vamos agora apresentar alguns exenplos de terapias alter-
nadas envolvendo dols farmacos "non ¢ross resistant”.

10 células

Suponhamos gue o tamanho do tumor seja N = 10
tendo um tempo de duplicacao de td = 30 dias no momento do
inicio da terapia. Vamos utilizar deois farmacos igualmente ati
ves com poder de destruicao de 2"log-kill", e as taxas de muta

—6

coes por hipétese sao iguais, isto €, o, = a o = 10 7, Su-

1 2
ponhamos ainda que esses farmacos sejam aplicados em um periodo
de T = 21 dias. Usando as formulas (4.3) e (4.4) (Cap. IT ,

seccao 4) temos

[
= 2,2 x 10° células e R, = 5 células.

R, = R a

1 2

Como em nosso exemplo o tempo de duplicagdo € de 30 dias-:
entaoc r = 0,023 (utilizando a formula {(2.1}).

Fizenmos alguns esquemas de teraplas usando

(1) Aplicagoes 10 ciclos do tipo AAAAAAAAAA

(2) Aplicagoes 3 ciclos alternados do tipo AAABBB

{3) Aplicagdes 1 cilclo alternado do tipo ABAB

Inicialmente consideraremos gque a hipotese de destruigao
do farmaco utilizado € de agdo instanta@nea com poténcia igual a
2"log-kill".

Para o primeliro esquema temos a seguinte tabela:
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TABETA

3t Terapia com 10 ciclos

APLICACRD  TEMPO  TRATAMENTO  RESIST. 1 RESIST. DUPLA  MAS-
M RESIST.  SA
DTAS TUMD
- - - 2.2x10° 2, 2x10° 5 1019
| 0 A 2.2x10° 2.2x10° 5 10°
2 21 A 3,5x10° 3.6x10" 8 1.6x10°
3 42 A 5,6x10° 0 13 5. 6x10°
4 63 A 8,9x10° 0 45 8,9x10”
5 84 A 1,4x0° 0 74 1.4x10°
6 105 A 2, 3x10° 0 122 2,3x10°
7 126 A 3,7x10° 0 201 3,7x10°
8 147 A 6,1x10° 0 28 6,1xl00
9 168 A 107 0 536 107
10 189 A 1,6x10 0 877  1,6x10'
* Tabela de simulacgoes feita com o computador VAX 85-C
Podenos observar gue logo apbs a 32 aplicacao o tumor  nao

regsponde mais ao tratamento

A e esse tipo de estratégia vem a

falhar,com o tumor retomando o seu crescimento normal e o pacien

te continuando a ser

tratado com o farmaco.

Para o segundo protocolo elaboramos a seguinte tabela

TABELA 4: Terapia com 3 ciclos alternativos

APLICACRO TEMPO TRATAMENTO Ry R, Ry N
{DTAS)

- - - 2,2¢10°  2,2x10° 1010
1 0 A 2,2x10°  2,2x10° 108
2 a1 A 3,507  3,6x10° 1,6x10°
3 42 A 5,6x10° 0 13 5,6x10°
4 63 B 8,9x10° 0 5 8,9x0°
5 84 B 1,4x10° 0 72 2,2x10°
6 105 B 22 0 144 1,7x10°

* Tabela de simulacoes feita

com o computador VAX 8§5-C
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Negsse caso a massa tumoral & muito pequena porém a continui
dade a partir da 7° aplicacao Seria ineficaz sobre as celulas re
sistentes 2, e as celulas resistentes 1 cresceriam reforcando
a massa tumoral.

No tltimo caso elaboranos a seguinte tabela:

APLL L:Z\C\?\O 'ﬂfiﬁ‘fg’@ O TRATAMENTO Rl }"?2 R q N
- (DIAS) -

- - - 2,2x10°  2,2x10° & 1010
1 0 A 2,2¢10°  2,2¢10° 5 10°
2 21 B 3,5x10°  3,5x10° 1.6x10°
3 42 A 5,6x10°  5,6x10° 13 5,6x10°
4 63 B 8,500  8oxi0" 2x10°
5 84 A 1,4x10% 0 34 1,8x10°
6 105 B 2 0 a5 68

* Tabela de simulacao feita com o computador VAX 85-C

Esse esquema mostra a eliminagao aquase gue total da massa
tumoral, sendo gue o residuo é amplamente desprezivel. B impor-
tante que as celulas resistentes 1 e 2 sejam eliminadas COm
wna certa paridade pois as celulas duplamente resistentes depen-
dem das mesmas para o aumento de sua populagio.

Para farmacos com destruigao em um intervalo de tempo T fi
X0 propusemcs diversos esquemas para um programa alternado onde
os dois farmacos tem o0 mesmo grau de destruigﬁo FmFlsz = 0,24
em um periodo T = 10 dias(equivalente a 1 log-kill"a cada dez
dias}) .

A massa tumoral inicial & de 10° células, sendo gque nesse

Caso

R, = R, = 1,8x10°% células

R, = 3 ¢élulas
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i

t 30 dias (equivalente a r = 0,023) e

d
o coeliciente de mutagao é o = 1077,

Us esquenmas simulados foram os seguintes:
(L) ABAB (T = 10) {(Figura n% 1)

(2) AAABBBE (T = 30) (Figura n® 2)

(3) AAAARABBBBBR (T = 60) (Figura ne 3)

Esses esguemas mostram como € importante subministrar 085
farmacos conforme a modalidade gue reduzam ao minimo o apareci-
mento de resisténcia‘{xmx esse intuito o esquema ABABAB & aguele

mais eficaz, pois reduz mais rapidamente a massa tumoral por um

efeito melhor gue se explica sobre as células resistentes '1 e
2.
12
log
G
P

st}

e 'i N t{dias)

Fig. 3 = Representacac do desenvolvimento tumral siubretido a wa  tera~
pia do tipo ABAB
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t{dias)

Fig. 4 - Representagao do desenwolvirento turoral subnetid a uma terapia do

tipo  AAABEB,

A figura abaixo mostra um programa ineficaz, onde a insisténcia com a

v

terapia A depols de 30 dias, leva o tumor a retomar a curva de crescimento

inicial
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Fig. 5- Representagao do desenwlvimento turoral submetido a uma terapia o

tipo AAMADABBEBBEB.
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3. CONCLUSOES

Neste trabalho mostramos a importancia de se estudar a far-
maco-resisténcia proveniente de mutagoes espontineas, como uma
propriedade intrinseca do. tumor. Os modelos matematicos propog-
tos indicam diversos fatores cue podem influenciar na eficacia
de uma cuimiotevapia, tais como: o tamanho do tumor, o grau de
resisténcia celular no infcio da terapia, o vrograma terapeutico
a ser empregado, a frequéncia de mutagdes, a cinética tumoral
ero,

Cs resultados Ledricos adui obtidos, no minimo sugerem wuma
divegao para gque o terapeuta possa se orientar na escolha se seun
programa gquimioteranico. Até entao isto € feito de maneira empi~"
rica, onde nao se tem nenhum controle sobre o tratamento no ini-
cio da terapia e o seu desenvolvimento. Um dos resultados rele-
vantes desse trabalho foi obtido a partir dos primeiros modelos
construidos, onde tem~se a possibilidade de calcular o nimero de
celulas resistentes presentes no inicio da terapia em funcao do
nimero de c¢élulas tumorais e da frequéncia de mutagao. Egses mo-

delos permitem ainda conhecer a quantidade de células resisten-

tes logo apds um programa monoquimioteravico. Embora ainda nao
se conhega a freguéncia de mutacio (exceto em alguns casos, co

me na radioterapia ou terapias com agentes algquilantes) os mode-
los indicam alguns casos em cue a monogquimioterapia & indicada ,
@ em que casos ela pode falhar em fungdo da taxa de destruicao

celular devida ao farmaco e ds taxas de crescimento e mutagao das
células tumorais. Em linhas gerais mostramos cue um tratamento,
¢ eficaz, se a cuantidade de células tumorais for reduzida a um

-
- : ol - .
numero muito pequeno(mencr gue 107 células), pois nesse caso a



170

defesa imunoldgica do individuo pode completar a agao do farma-
co, destruindo askcélulas restantes. Por isso a eficacia da mono
auimioterapia, pode ser resumida a redugdo da massa tumoral na
ordem de 105. Em certos casos, como nos tumores em estagios avan
cados podemos ja. prever o insucesso da quimiéterapia, pois a mas
sa resistente no inicio da terapia ja supera o limite da efica-
cia imunoldgica.

Foi demonstrado matematicamente, atraves da analise assintd
tica das selué@es, um resultado empirico de certa relevancia,ou
seja, um tumor submetido a uma guimioterania ands diﬁersas apli
cagaes do farmaco, wverde toda a sua sensibilidade, existindo por
tanto wi L20po critico de aplicagao. Clinicamente, a possibilida
de de conhecer esse tempo critico tem uma implica¢ao oratica mui
to importante, pols permite suspender um tratamento inGtil e pas
sar mais eficazmente & terapia "non-cross resistant” ou a uma ra
dioterapia.

Foi demonstrada a vantagem terapeutica de se utilizar uim
programa composto de uma terapia alternada de farmacos "non-
cross rvesistant" sobre um programa composte de apenas um sO far-
maco. Os resultados nao se alteram cuando usamos as hipoteses
exclusivas de utilizagao de farmacos de agdo instantanea ou far-~
macos de agao continua. Foi observado, pelas simulacdes feitas ,
como explicado nas fiauras 3, 4 e 5 do capituleo IV gue os aspec-
tos gualitativos de uma terapia pode ser ligado unicamente a um
protocolo nao apropriado de subministracao de farmacos, muito em
bora ao programa escolhido sejam disponiveis dois farmacos igual
mente ativos. Em certos casos, dependendo do tamanho da massa tu.

moral, o uso indevido da alterndncia de farmacos pode acarretar
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um insucesso terapéutico., A partir dos dados experimentais obti-
dos em laboratorio(descritos na s;{eagﬁo L do cap. 1IV)  concluimos
aue os resultados tedricos propostos velos modelos sio relativa-
mente validos. Tivemos aue adaptar o modelo ds diversas situa~
coes de dificuldades . ocorridas no experim@nbe feito "in vitro" .
Os resultados deterministicos sugerem que sejam feitos experimen
tos com o intuito de estimar o valor da fregquéncia de mutagio,da
da a possibilidade de inducao de resisténcia celular em laboratd
rio.

Finalmente podemos afirmar aque todos os resultados tebricos
aqui obtidos tem uma grande relev@ncia dentro da Farmacologia an
ti-blastica, até mesmo nos modelos construidos com dependéncia
da medida das células. Tails modelos visam a aplicacao de farma-
cos fase-especificos, porém sao ainda de natureza tedrica avanga
da, pois ainda nao se tem condicgdes de avaliar experimentalmente
o crescimente tumoral e o efeito dos farmacos com relagdo a medi
da das células. O estudo destes modelos matematicos abriu a 0Cg-
sibilidade de novas inquisicoOes e o nosso objetivo futuro & pois
continuar trabalhando com o aperfeigoamento de tais modelos, pa-
ra estudar outros nroblemas relevantes, entre os auais: otimiza-
cao para dosagem de farmacos, relagao dosagem-efeito, tempo  de

troca de farmacos, estrutura de medida e idade das celulas, eto.
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