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NOTAQKO

¢ Cenjunto dos numercs complexos
R Conjunto dos numerecs reais
n ‘s . .
R Espago Euclidiano n-dimensional

se x, vy ¢ R", entao:

pxf, = Max [in
lgign
n 1/2
ixje |} x
i=1
x €y significa X £y, 0, i=1l...m

B{y) = {x e B tal que Ix¢<r}, r>0¢R

A m [aij] & a matriz formada pelos elementos aij

Biag‘{al, ans an} matriz diagonal formada peles elementos a;

I matriz identidade de dimensao . % n

- , . . n
Al e & matriz transposta {(transposta conjugada) da matriz A € K xR

(ae Cx ™




o] - - - u 3
A = 2—(&‘ + A) ? a parte simetrica da matriz A

2

A (-3 denota o autovalor de (+) que possul a maior parte real

Fene) denota o autovalor de (°) que possul a menor parte real

Ay = Max tAxl - lizz(A’A) & a Norma Spectral da matriz A
x il

1/2
2 - ‘e .
fAY, = z E a. . £ a Horma Puclidiana da matriz A
o : ij

1/2

G(AY = (A} HAwlﬂ) 6 o condition nwrber da matriz A

. no- . . - -
Dizemos que A £ P x 7" & gesintoticamente estavel (apenas gatavel) se

Re[a (a)] < 0 (Re[A (A} = O)

N« & o Espago Nule de (*)

Se M 8 ... matriz simetricaj;
M<Q indica A, () <O
M2 0 _ indica A_(M} 20
M= 0 ¢ a matriz nula

5., denota a funcap & de Kronecker

ii -



INTRODUCAQ GERAL

A complexidade, seja do ponto de vista do maior nimero de va-

riaveis ou mesmo da forma com que tais varifveis se interrrelacionamnos8is

remas de Grande Porte, torna os métodes de analise ¢ sintese convencionais

{noperantes devido tanto a capacidade limitada de memoria dos computa-

dores como também ao difieil tratamento matematico do sistema como um

todo.

A metodologia de Decompcsigﬁa*AgregagEo surgiu como uma come

plementagdo que viabiliza a utilizagao dos metodos Classicos de analise e

s{ntese no estude desses grandes sistemas.

Essa metodologia baseia-se no fato de que o sigtema original

g composto de varios sistemas de menor porte para os quais os métodos Clas

sicos sao aplicaveis. Tal metodologia teria aplicacao muito mais ampla se
nao fosse a conservatividade dos resultados por ela impesta. HNo entsnto 3

possivel amenizar esse problema explorando-se convenientemente os graus de

liberdade que o método especifice apresenta. F nesse contexto que se encal

xa o presente trabalho, cujo objetivo principal 2 apresentar um estudo com

parativo dos resultados obtidos com Geromel [2] e Patel e Toda [ﬁ].

naseados nesses artigos formulamos um novo problema de otimi~

zagao que nunca formece uma solugac inferior aquelas dos artigos acima nas

mesmas condigoes.

No capitule I apresentamos O0S métodos Classicos de analise
que utilizam a ideia do Segundo Metode de Lyapunov.

0 capitulo II contém os conceitos basices da metodologia de
Dacumposigznwﬁgregaggo e sua aplicagac com os metodos de Somas Ponderadas
¢ Sistema de Comparagac.

No capitulo 117 otimizamos as condigoes de  estabilidade

. - " e - -
& caracterizames as versoes menos conservativas desses uliimoes metodos.
Finalmente no capitulo IV apresentamos alguns exenplos e apli

cacoes a problemas encontrados na literatura.



CAPTTULO 1

ESTUDG DE ESTABILIDADE E FUNCOES DE LYAPUNOV



I.1. INTRODUCAQ

0 objetivo desse trabalho & o estudo de estabilidade de Siste
mas de Grande Porte utilizando os Metodos de Decomposigao/Agregacao e a
Teoria de Lyapunov.

Heste capitulo, apresentamos a Teoria de Lyapunov e no capf§5
le II, os Metodos de Decomposigao/Agregagao.

Na secgao seguinte faremos ums introdugac ao problema de esta
bilidade e sua importancia pratica. Logo em seguida apresentamos sob a for
ma eondensada de teoremss a parte da Teoria de Lyapunov que nos interessa,
Como notaremos ainda nessa secgao, & grande dificuldade dos métodos de aqg_
lise via Lyapunov & encontrar fungoes com certas propriedades (fungoes de
Lyapunov) com as quais faremos o estudo de estabilidade. A secgao 1.3 abor
da esse problema e nela, apresentamos os metodos mais conhecidos de deter-
minagae das fungoes de Lyapunov.

Finalmente, na secgao 1.4, apresentamos de forma resumida,
algumas ohservacoes e conclusces do capitule, na tentativa de orientar a

escolha do métode especifico para a determinagao dessas fungoes.

1.2, ESTABILIDADE E O SEGUNDO METODO DE LYAPUNOV

Estshilidade € uma propriedade muito importante e desejada no
projeto de gsistemas de controle,

Dizemos gue um determinado processo possui a propriedade de
ser estavel, gse todas as variaveis de estado desse processo, apos ums per—
turbagao, retornam aos niveis em gque se encontravam {repouso). Salvo casos
especiais, como naqueles em que tentamos caracterizar a estabilidade abso~
luta {subsecgoes I.3.6 ¢ 3.7) ou ainda dos sistemas lineares, estabilida-
de @ uma propriedade apenas local (numa certa vizinhanga) de um ponto de
equilfbrio+. Logicamente, existem algumas variagoes e sofisticacces no
conceito de estabilidade que acabamos de descrever. O estudo desses concei

tos & o objetivo desta secgao.

t Pontos de equilibrio de um sistema do tipo x = £(x) sao todos os pontos
x do espsgo de estado gue satisfazem £(x) = 0,



Apesar de todo este trabalho estar restrito aos Meétodos de
Lyapunov para caracterizagao de estabilidade, gostariamos de citar as im
porbantes contribuigoes de Popov, Poincare e oubros.

todo sistema Fisico apresenta variagoes nos seus parametros
com o passar do tempo. Podemos no entanto, para fins pratices, estudar
aqueles sistemas cujas variagoes sao pequenas como sistemas invariantes no
tempe (Beliman {2, Geromel [2]), Para contornar essas aproximagoes, aléem
de outras que porventura ocorram durante a fase de modelamento, podemos in
terpreti~las come perturbagbes no sistema invariante. Fatel e Toda 1] e

Geromel [1], [2] apresentam metodos que determinam limitantes para a magni
tude dessas perturbagoes de tal forma que dentro desses limites se garante
e estabilidade do sistema perturbado, Com base nos trabalkos acima citados
apresentamos no capitulo IIL um problema de otimizagao que fornece uma no-

va estimagao para a magnitude dessas perturbagoes.

Negssa direcao, sempre estaremos supondo que os sistemas fisi-

cos em consideracgao, podem ser descritos satisfatoriamente por modelos in-
variantes no tempo.

Seja entao um sistema do tipo
x = £(x) , £(0) =0 (1.1)

onde, X € % e £(+) : B(xr) » R® satisfaz Lipschitz em B(x), ou seja,

HE(x) - E(w) S k ix -y,

vx, v € B{r) e k>0

Assumimos tambBm que X = 0 & um ponto de equilibrio  isolade
do sistema (I.1), iste &, £(0) = 0 e existe 1, ¢ r onde V x $ 0 £ B(xy)
remos f{x} # 0.

Seja x{t, =) uma solugao générica {trajetoria) do sistema
(1.1), onde t & a varidvel tempo e x_ = x{(t_, X ) o vetor de estado que de
fine as condicoes iniciais, entgo: '

Definigbo I.8 = 0 ponto de equilibrio x = 0 do sistema (I.1) é dito eato

pel ge para todo £ » O existir B(g) > 0 tal que



pxit, xo)ﬁ g e

spempre que jx,) £ B{e).

Neste caso dizemos que o pounto de equilibric € wniformemente

eatavel, poisz R{+) independe da variavel tempo.

Definicao I.3 = O ponto x = 0 do sistema (I.1) & assintoticamente estdvel

se (i) ele & estavel e (ii} se existe um escalar n > 0 tal que

Lim #x(t, =) =0
Lo °

sempre que § Xl < .

0 conjunto de pontos x, £ B(r) que satisfazem (ii) & chamado

de dominio de estasbilidade do ponto de equilibrio em consideragao.,

Definiedo I.4 - O ponto de equilibrio x = 0 do sistema (I.1) & exponencial

mente eatavel se existir g > 0 tal que para € > 0 tivermos Y(€) que sa-

tisfazen
jx{t, xgHl £ € e . Vit

sempre que x5l £ v{(€).

0 parametro O acima, e conhecido como grau de estabilidade do

ponto de equilibrio x = 0 do sistema (IL.1}.

Definigdo I.5 ~ 0 ponto de equilibrio x = 0 do sistema (I.1) g dito insta

pel, se ele nap & estavel,

Neste caso existe uma sequencia de pontos iniciais {xoi}’ que

pertencem ¥ trajetdria x(t, x,), € uma sequencia de tempos {ty:} tais que
1x{tyi, Xoidl 2 €

qualquer que seja i (Michel e Miller [1]).



Definigap 1.6 ~ O ponto de equilibrio x = 0 do sistema (I.1) é dito global

mente assintoticumente estavel se ele & assintoticamente estavel para todo

%, € R", ou seja, quando B{r) na definigao I.3 for tal que B{®) = R,

: TIPO  DE
TRAJETORIAS | ¢ oTaBILIDADE
X (f,X04) EXP ESTAVEL
X {t,Xpz} ASSINT, ESTAVEL
X {t,%o3) INSTAVEL
X1, X0l
\ co” at
— il (1, X032l \
SR & X
£ }.(e}I mﬂmhxcﬂﬂ 1
, it N '
. H?’L fix(s, x40 f %
L t=1oD

Plgurg 1.7 = Interpretagao geometrica das definigoes de estabilidade.

Emaggl& I.8

Vamos considerar o sistema (¥.1) com f(x) = Ax onde A.ERn:an,

n T . -
% £ R®, Se seus autovalores sao distintes, existe uma transformagao gque

diagonaliza A, ou seja:

A = Diag {X;(A)} = 1 ar

At

portanto, a solugao de x = Ax, que sabemos ser x(t, x,) = ¢ x, (Bellman

[2]) possui a seguinte propriedade: e

t

bx(e, x )0 = Befx 1< et U ix b



mas
-1
TAT "t - -
1ty = je p=ar e gyt ety
smde
!Feﬁt I = Exp {Re[A,(A)] 2}
definindao
2
vi{g) = g /07 (T)
g = ~Re [}\..@(A)]
temos px{c, x )4 € ¢ engt gempre que X, f < v{(e), assim

a) se g = 0, entac x = 0 € um ponto de

linear % = Ax,

equilibrio estivel do sistems

h) se v > 0, entao x = 0 & um ponto de equilibrio exponencialmente es-

tavel do sistema linear x = Ax.

¢) se 0 < 0 o equilibrio & instavel,

Para o caso do exemplc (I.8) foi possivel encontrar explicita

mente & solugéo da equagao diferencial matricial x = Ax.

Para o caso dos

sistemas nao lineares, na maioria das vezes isto nao e possivel,

Para contornar esta dificuldade
tabilidade de sistemas do tipo (I.1) poderia
shecendo de forma explicita, as solugoes
isso, que consegulssemos encontrar uma certa
priedades (funcao de Lyapunov), gque teriamos

para garantir a eatabilidade do ponto de

Lyapunov [1] mostrou que & es
ger estudada, mesmo nze e CO
desse sistema. Bastaria para
fungac com determinadas pro~
em maos condicoes suficientes

equilibrio x = 0 do sistema

(I.1). Uma das propriedades dessas fungoes, & que elas devem ser definidas

positivas e a outra

quando avaliadas numa solugao genérica (trajetdria) do sistema (1.1},

devem ser positivas,

2 que as variagoes dessas fungoes ao longo do tempo,

nao

Definiode I.2 - Uma funcao continua ¥ : |0, ©] » R* & de classe K (¥ € K)
i &




ge (i) ¥{0) = 0 & {ii) ¢ & estritamente crescente no seu intervalo de defi

nigao.

Definigse T.10 - Duas funcoes Yy e Py € K possuem & mesma ordem de magnitu

de, se existem constantes positivas ¢y e ¢ tais que ¢y ¥, € wz < e *1 emn

todo o intervalo de definigac dessas fungoes,

Definigio I.11 ~ Uma fungao escalar v(x) : B(r) - R & dita definida positi
ve {semi~definida positiva) se v(x) > 0 {(v{x) 2 0) para todo x # 0 £ B(x)

e aginda se vw(0)} = O,

Como consequencia imediata das definigoes acima, vemos que se
existem duas fungoes v{+) 1 B(r) + R e ¥{(r) € K tais que: (i) v(x) > ¢{fxD

para todo x € B{xr) e (ii} v{0) = 0, entso v(x) & definida positiva,

Definiedo I.12 - Uma fungao escalar v(+) € definida negativa (semi-defini-

da) se =~v{(*) & definida positiva (semi-definida positiva).

Exemplo I.13

Uma fungao guadratica de tipo v(x) =x'Px, x ERn, P=p! Eﬂann,

sera:
i} definida positiva {definida negativa) se A_(P) > 0 (A, (F) < 0).

ii) semi-definida positiva {semi-definida negativa) se A(P) =0

(A, (F) = 0}, e neste caso existe x* #0 tal que Px* =0, ou se

ja x" & N[P], logo w(x*) = 0.

Nota 3
x'Px

)

As conclusoes acima baseiamse no fato de que A.(PF) £ £
X

“

£ 2,(P}, que & conhecido na literatura como quociente de Rayleigh,



Para analisar o comportamento de fungaes ao longoe do tempo,
quando avaliadas nos pontos que formam uma trajetoria do sistema (I.1),
vamos definir derivada temporal, como sendo apenas o limite lateral direi-

te ou sejal

Lovtx(e, x5)) = vix(t, %))
dt :
vix{t + At, xg)) ~ vi{x{t, %))
" Lim
Ar+0" At
V(K + At f(X)) - V(X(t, xg))
= Lim (I.14)
A0t At

pois somente valores crescentes do tempo nos interessa. Por outro lado, se

vw({x) & continuamente diferenciavel, entao (I.14) pede ser colocada na for-

ma

el = V'ulx) . E(x) (1.15)

ande VUv(x) & o vetor gradiente da funcao v{x).

0 Segundo Metodo de Lyapunov {ou Método Direto de Lyapunov,

como ficou conhecido por nao utilizar as solugoes do sistema na sua for~

ma explicita) € uma generalizagao do conceito de energla total associada

ao sistema, e consiste em determinar fungoes que tndicam « diatineiq de um

ponte no espago de estado ao ponto de equilibrio em consideraggﬁﬁ (uando
caleulamos a derivada temporal dessas fungoes ac longe de uma trajetoria
do sistema (I.1l) e essa derivada for sempre negativa, Lemos um indicador
de gque a medida que o tempo passa 08 pontos gue essa trajetoria assume
estdc mais proximos do ponto de equilibric, o que sugere estabilidade.

Devido a Hahn [{], [2], podemos estudar a estabilidade de (I.1) da seguin=-

te forma:

Peopeme I.18 - Se existe uma fungao escalar v{x) : B{z) ~» 7t (definida po~

sitiva sobre B(r)) que satisfaz as hipOteses:

2 b x D € v < B (ixD

b) v{x) € 0



10,

com Y. € K ¢i = 1, 2) entao o ponto de equilibrio x = 0 do sistema (I.1)

& estavel.

Propg - Pode ser encontrada em Geromel [}],

Teorema I.17 - Se existe uma fungac escalar v{x) : B(x) -~ R* (definida po~

gitiva sobre B(r)), que satisfaz as hipoteses:
a) Y1 (ixh) € v(x) < Yo (I )
by vix) < - (Ix 0

onide wi ¢ K (i =1, 2, 3), entao o ponto de equilibric = = 0 do sistema

(1.1) & assintoticamente estavel.

Prova - Pode ser encontrada em Geromel [1].

Teorema I.18 - Se as fungoes ¥; do teorema anterior forem de mesmaz ordem

ou seja, P; = Ui, com Jg > 0 e ¥ e K, entao o ponto de equi-

de magnitude

1{brio x = 0 do sistema (I.1) & expomencialmente estavel.

Prova - Para o caso geral ver Hahn [1]. Para o caso em que ¢i(ﬂxu) g li-

near em | x|, de Geromel [1] temos gque:

t
vix(t, x,)) - vix) = j v(x{t, x4))dr

0
£
£ g j Plx(T, x,) 14t
0
uq gt
S w-j v{x(1, x,})dt (1.19)

fom ¢ teorema I1.56 sobre inequagoes diferenciais, vemos que a solugao da

inequagao integral {1.19) satisfaz



i1,

-t gt

py PP € v, x5)) < e vix,) £ e uy Hlixg (1.20}
U
onde o = 3 N
H2

Como per hipotese Y{ix|) e linear em }xl, podemos colocar (I.20) na forma

U
2 -
faft, %0 £ — e 7 I Xg B
o]
< e e’ (1.21)
!
onde Y(g} = —— € > 0 para fxgf < v(e), VC>t,.
¥y '

Logo, o = usfuz & uma estimagao do grau de estabilidade do ponto de equi-
1Tbrio x = 0 do sistema (I.1), estimade por v(x), que satisfaz o teorema

T.18 com Y = §x{f, o gue prova o teorema.

£ importante notar que o numero O acima, & resultade de majo-

ragoes feitas nas fungoes v(x) e v{x) e portanto o grau de estabilidade es
timade depende da fungga v{x) escolhida. Assim, uma melhor estimagﬁo para

¢ depende da nossa habilidade de escolher a fungac de Lyapunov adequada. O

exemplo abaixe ilustra o problema aqui colocado.

Exemplo I.28

Seja o sistema {(I.1) com £{x) = Ax onde x € R®, Ae ® xR e
Ee[&i(A}] <0 {iwl ... n)., No exemplo 1.8 determinamos ¢ grau de estabi{i
dade exato do sistema, calculandc de forma explicita as solugoes de % = Ax.
Aqui, vamos obter uma estimagao, utilizando as Técnicas de Lyapunov conti-
das nos teoremas que acabamos de enunciar. Como até agora, nada foi dito a
respeito de como encontrar essas fungbes v(x) (ver secgao seguinte), vamos

considerar uma fungao do tipo

e = (x'pi) /2 (1.23)



12.

onde Pmp' e P x R & a solucao definida positiva da Equacgao Matricial

de Lyapunov

AP + PA+ Q = 0
para G = Q' > Q.

Temos ainda que

] . ¥ ¥
x'PAx x'(A'P + PA)x v(x)

Y = TG0k = =
2

vi{x) x ¥ Px

. -1 f.i@ﬁv(x)

2 x'Px

g portanteo

oo ¢ -+ 2@ 120, 1% )
2 AP

de onde tiramos

logo:

o = 21 2@ gl
By 2 Au(E)

(I.24%)

(I.25)

(I.26)

£ uma estimacac obtida conscante a prova do Teorema .18, Por outro lado,

. -~ »
com {I.25) podemos, com outra majoragao sobre v(x), escrever

®"Qx

vix) = - L vix) £ =0, v{x}
. 2

%= Px

onde

¥
o. = mint 2% o Luin{a / perg - 3p) = 0}
% 2 x'Px 2 X

« Lo oty
2
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Devemos notar que diferentes majoracoes nos levaram acs dife-

rentes valores de Uy € Uge No sentido de escolher a melhor estimagao,

veRes gue

5’"—‘91 < ) (1.27)
As(P)

e como B{P) > 1, concluimos que O 2.02 2.01, onde ¢ & o grau de estabilida

de exato do sistema, obtido ne exemplo 1.8 e a igualdade ocorre quandc a

matriz do sistema for ﬂormalf {Geromel [2]). Este fato evidencia o carater

conservativo dos Metedos de Lyapunav.

Apesar da conservatividade desses métodos, fato que a Teoria

de Otimizagao vem conseguindo amenizar {ver capitulo III), esses métodos

tem apresentado grande aplicabilidade, principalmente no estudo dos Siste-

mas Interconectados (Bailey [1], §iljak [1], Michel e Miller [{], Kaszkure-
wiez [1], Akebo [}] 2 outros)}.

Devemos notar tambeém, gue os Teoremas de Lyapunov sac proposi
ara a cstabilidade, salve no caso linear, onde @

coes apenas suficientes p
a de uma fungdo de Lyapunov qua

possivel se provar a necessidade {existenci

dratica do tipo {1.23) que satisfaga os teoremas) .

A grande dificuldade dos Métodos de Lyapunov & encontrar fun-

goes de Lyapunov para © caso geral, Existem no entanto, varios métodos de

determinacao dessas fungoes (ver seccao seguinte), porém associar algorit-

mos a esses metodos 2 uma tarefa muito diffeil, principalmente se a dimen-

aho do sistema naoc & pequena., Este fato tem motivado a classificagao

dos sistemas de maior interesse pratico segundo estruturas particulares,

para as quais se conhece uma funcac de Lyapunov especifica que fornega

bons resultados. [ o caso, por exemplo, dos Sistemas do tipo Llurfe e

Postuikov [i] ou de sistemas com determinadas propriedades estruturais

(Kaszkurewicz |1]) que serao estudados na proxima secgao.

+ Dizemos que a matriz M & Normal se M'M = MM' e nessas condigoes teremos

Re[ﬁi(ﬁ)] = Ai(MS), onde M° = E-{M + M') & g Parte Simétrica de M.
2
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1.3. TFUNCOES DE LYAPUNOV

Apresentamos nesta seccao o0s wetodos classicos de determina-
cao das fungoes de Lyapunov,
Por fungao de Lyapunov, entendemos uma fungao definida positi

va que satisfaz algum dos teoremas sobre estabilidade apresentados na

secgao anterior,
Apenas por questao didatica, dividimos esta secgac em sete

sub-secgoes e em cada uma delas apresentamos um metodo diferente,

A maioria dos resultados apresentados nesta secgao, podem
ser encentrados na literatura classica, como por exemplo Hahn [1], [i],

Castrucei e Curti {1], Czaki (1] e Narendra e Taylor [1].

1,3,1., Sistemas Lineares

Seia ¢ sistema linear

% = AX {1.28)

onde
n n . . .
.Ae R xR e a Matriz do Sistema
n -
. z¢g R ¢ o Vetor de Estado
f possivel mostrar (Hahn [1]) que para o caso linear, uma
funcao de Lyapunov quadratica fornece condigoes necessarias e suficientes

para a estabilidade,

Seja entao a fungao quadratica

v(x) = x'Px , P=p'eR xR" (1.29)

que sabemos, satisfaz as desigualdades

ulli‘XIEz < v(x) € - (T.30)
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com

B A®) 5w, = AR

Tomande agora, a derivada temporal de v{x) ao longo dos pon—

tos que degcrevem uma trajetoria do sistema (I.28), vem:

alx) = Vivix) . x = 2x'PAx = x"(A'P + PA)x (1.31)

que pode ser escrita na forma

. 2
vi{x) = -x'0x < ~Hiq

{1.32)
com | AP+ PA=-0 , Q=Q' e Mg = A-{Q)

£ possivel mostrar (Hahn [1]) gue para Q = Q' > 0, existe
FwP' >0 see somente se A for assintoticamente estavel e gque a equagao

metricial implicita em (1.32) apresente solugioc Gnica para o par (A, Q)
quando & matriz A tiver posto {Rank) completo.

Essas propriedades sac muito importantes e nos permitem esque

matizar o seguinte procedimento para o estudc da estabilidade de (X.28):

1) Pecolhemos uma matriz @ = Q' > 0 e resolvemos a equagac matricial
de Lyapunov
A'P + PA+ 0 =0 {1.33)
ii) Analisamos A_(P)

* ge A_{P) » @, com (1.30) e {1.32) verificamos que o gistema se

enquadra nas hipoteses do teorema 1,18 e portanto & exponencial-

mente- eatavel,

* ge A.(P) < 0, 0 sistema (I.28) serd instavel (Hahn [1], [2],

Lyapunov [I]).

Devemos notar gque o grau de estabilidade estimado por

v{x) = x’Px, pode ser cbtido com
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v{x)

vix) < =

o ]-c
Lan

)

logo, com ¢ Teporema IL1.36 & {I.30), podemos escrever

2 i 2
U, [®§ = Exp\— 2 teu hx_
1 | {r2 "7
H2
gue fornece
“03t
jxj < E e (1.34)

ondea:

py\1/2
hxg1 € v(€) ; € = (-—-) y(e)

U
& (}'3 . J— .......;.s- = ...1..‘. A~ (Q)
pz 2 }\-&(P)

W

g, onde 0, e ¢ sao os estima-~

2
dores obtidos no exemplo T.22, para wv(x) = (x'Px)l/z.

Portanto, vemos que 0O, 2 g,

Exerplo T.35

. . . a . TS
Seja o sistema linear de Z-~ ordem descrito pela equagao dife~-

rencial
EE) *
¥+ a, x+a x =0
1 o

cuja representacac por variaveis de estado &

v o= Ay A = {1.36)

Por simplicidade, vamos escolher Q = 21 e seguir o esquema as

sociado & (1.33), cuja solugao &
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P Py
J L {1‘3?)
a a *+ 1
onde Py~ - .
ao al
b - L
2
a5
) a, + 1
Pq
45 23

Pelo Critério de Sylvester, vemos que P em {(I,37) sera defi-

nida positiva se e somente se a_ > 0 e ay >0, que sabemos se tratar de
condigoes necessarias e suficientes para a estabilidade do sistema (I.36),

como nos coufirma o Critério de Routh-Hurwitz,

1.3.2. Sistemas Lineares Perturbados

Seja o sistema autonomo

%= Ax + g{x) , g{0) =0 {1.38)

onde

1
x £ R

. ae RPxR®

g(*) : B{x) + r" gatisfaz Lipschitz em B{r)

Podemos interpretar (I.38) como sendo um recurso matematico
{expansao por Série de Taylor em torno da origem) aplicade ao sistema
{1.1) ou entao dar uma interpretagao mais fisica que seria entende-lo como
um sistema linear (I,28) perturbado por g(x), vetoer do qual, normalmente,

temos informagoes do tipo
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a) gl € g,
(1.39)

h) 8y € gi{x) < EZi (i=1l...n)

Com este ultimo enfoque, Patel e Teda [{] e Geromel [?] utili
zam informagoes do tipo (a) para obter o conmjunto maximo de perturbagoes
gi{x), que ocorrendo nac instabilizam o sistema linear (I.28). No capitulo
1V  apresentamos um estudo comparativo dos resultados por eles propostos
bem como um procedimento para uma nova estimativa da magnitude g, que

nunca @ inferior aquela proposta por Geromel [?] e Patel e Toda [1}.

Fntretanto, qualquer gue seja a interpretag;go que e de para
{I.38), podemos imaginar que (I.2B) & a parte linear desse sistema, Tendo
isao em mente, wvamos aqui tentar impor condigoes do tipo (b), para o vetor
perturbagao g(x), de tal forma que o ponto de equilibrio x = 0 do sistema

(1.38) apresente o meswmo tipe de estabilidade que exibe sua parte linear
(1.28).

A questao que entac se coloca & a seguinte: "Dado que sabemos
estudar a estabilidade da parte linear (I.28), scb que condigoes o ponto
da equilibrio x = 0 do sistema nac linear (1.38) apresentara as mesmas pro
priedades do sistema linearizado?™

0 tipo de abordagem, dado ao estudo da estabilidade, pela
questdo acima & conhecido na literatura como Principic das Pequenas Pertur
bagoes (Hahn [1], [2]) ou ainda Principio da Estabilidade pela Primeira
Aproximagac (Castrucei e Curti [1}).

# intuitivo que se a parte linear (1.28) & exponencialmente
estivel, entio deve existir uma vizinhanga suficientemente pequena do pon~
to de equilibrio x = 0 do sistema nao linesr {I1.38), na qual esse ponto de
equilibrio continua sendc exponencialmenve estavel. O mesmo deve ocorrer
caso a parte linear seja insthdvel. Porém, quando & parte linear & critica
{Re[A+(4)] = 0) & estabilidade do ponto de equilibrie x = 0 do sistema

{1.38) dependera exclusivamente do termo nao linear g(x) e nessge caso, ip-
formagoes do tipo (1.39), podem nap ser suficientes (Hahn [1]).

No sentido de responder a questac que acima colocamos deve-
mog encontrar uma vizinbanga do ponto de equilibrio onde as propriede-

des da parte linear se mantenha, e para isso vames colocar (I1.38) na for-

[5:2:1
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Xom Ak o+ DOOX PO = [di 0] (1,40
gi-(x} . -
onde dij(x) - sao fungoes tais que
%,
J
]
Tim d..{(x) =0 ¥i,] e g. = g. . {%)
i i . i
0 =1

Sahemos, da secgao anterior, que uma fungao quadratica do ti-
po (1.29) fornece condigbes necessarias e suficientes para a estabilidade
da parte linear e por isso, vamos propor v{x)} em (I.29) como candidata a

fungao de Lyapunov para o sistema {1.,38).

S%e a parte linear for exponencialmente estavel, entao sabemos
que existe P = P' » 0 solugao da Equagao de Lyapunov (I.33) para
g = % > 0 e portanto, com (1.30) vemos que existe v(x) em (1.29) definids
positiva, Tomando agora, a derivada temporal de v(x) ao longo de uma tra

jetoria gengérica do sistema (1.38), teremos:

]

vi{x) = x'(A'P + PAYx + x'(D'(X)P *+ P D{x))x

= x' (-0 + D'{x)P + P D(x))x

= x"M{x)x . {1.41)

onde

M{x) = =Q + DT(x)P + P D(x} , AP + PA+ (G =D

e para que o ponto de equilibrio x = § do sistema {1,38) continue sendo ex

ponencialmente estavel & suficiente que v(x) em {I.41) seja definida nega~

tiva, isto 8, M(x) < 0. No entanto, garantir M(x) < 0 equivale & resolver
. o 2 ;
n{n - 1}/2 1inequagoes para 05 R elementos da matriz D(x), tarefa das

mais arduss, onde normalmente encontraremos como solugao, condigoes do tipo

d

b

que na forma matricial (elemento a elemento)
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D & D(x) €D (1.43)

onde as constantes D = gij] e D= {dij] definem uma regiao

(o) = {x / Ixif £ eg oy i=1...n} (I,44)

onde wix) em (I.41) & definida negativa.

0 dominio de estabilidade do ponto de equilibrio x = 0 do sis
vema (I.38) corresponde 3 maior curva de nivel da fungao v{x) em {1.29) to
talmente inserida na regiac (I.44) onde (x) & negativa. Podemos entao,

defini~lo na forma

Div) = {x 7 vi{x) € v} (I.45)
onde
Vo © M%n (voi)
1£ign
sendo v.. a maior curva de nivel da funcae v{x}, totalmente inserida na re

oi
gigo definida por fx;] ¢ ¢ (Hahn [1]),

5
Y xz

Pilgurg 1,46 - Interpretacao geometrica no Rz, do dominio de estabilidade
D(v) estimado por v(x) em (I.29).
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She dums as grandes dificuldades deste método. A primeira
delas & encontrar as constantes D e D enm (I.43), solucao das n{n -1)/2 ine
quagoes, obtidas quando aplicamos o Critério de Silvester em (I.41) para
garantir a negatividade de v{x). & segunda dificuldade, consiste em encon-
trar as constantes <&, em (I.44) a partir de (I.43), pois trata-se de n

problemas de otimizagao totalmente acoplados,

Devemos notar gue as constantes D e D em (I.43) dependem da
matriz Q =Q' » G escolhida paras resolver a Equagao de Lyapunov
(1.33) associada a parte linear do sistema (1.38). Logo, o dominio de esta
bilidade (I.45) obtido, depende da escolha dessa matriz que 4 priori pode

ser qualquer matriz simétrica definida positiva.

Até agora nao se conhece, para O caso geral, um procedimento

que pos oriente pa escolha da matriz §, no sentido de obter a melhor esti~

magac para o dowinio de estabilidade, Este fato poderk ser notado no exem

plo 1.47,
0 dominic de estabilidade em (I.45), obtide com v(x) em
{1.29) & uma egtimacao do doninio de estabilidade exato (ﬂe} ¢ somente am

casos muite especiais, conseguiremos com uma fungao guadratica obter

vy = He {ver exemplo T.47).

Zuhov motou gue atraves da escolha de uma fungac de Lyaspunov
adequada, dada pela solugac de uma equacao diferencial a derivadas par—
ciais era possivel obter o dominic de estabilidade exato. Quando o sistema
em questac, e do tipo (1.38), o metodo sofre algumas simplificagoes e pode
como uma generalizagao do MEtodo das Pequenas Perturba-

ser interpretado

goes que acabamos de apresentar. Apesar da importancia teorica desses dois
métodos, suas limitagoes de ordem pritica sao muito grandes, o que os tor~

nam praticamente inviavels.

Feemplo I.47 (Castrucei ¢ Curti (71,

Um servomecanismo com motor D.C. controlado pela excitacao e
com uma realimentagao avxiliar de velocidade para fins de estabilizagao,

pode ser descrite no espago de sstado por um conjunto de equagSes do tipo

=

107 *2

%2 =gy T 8x2 - (ﬁxz + xl)zx2
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que pedemos escrever na forma

x = Ax + D{x)x (1.48)
ande
0 i 0 0
A -1 D(x) -
2
-1 ] O ~(8x2 + xl)

Utrilizando oz resultados do exemplo I.35, temos que a parte
linear sera assintoticamente estavel para valores positivos do coeficiente
de realimentacac tacometrica B.

Resolvendo agora a equagac matricial (1.41) para o sistema
{1.48) e adotando por simplicidade Q = 21 pois 2 solucao ja calculamos em

{1,37%, encontraremos

f»z - {x)

M{x) ~ ' {1.49)
~n{x} -2 = 4p(x) /B

onde o(x) = (Bx, *+ x)°

Aplicando o Crit@rio de Silvester, vemos que M(x) ser defi~-

nida negativa implica em

0(x)? ~~§-—p<x> -4<0

que devido ao fato p(x) » 0 impce:

A
!

2
pix) &, (-{'-) + 4 (1.50)

¢ a regizo onde v{x) & definida negativa & dada pox

x| < (ﬁt v/ (f'f.)2 . 4)1/2 (1.51)

B R

-

6%,
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0 dowinio de estabilidade & a regiac delimitada pela maior

curva de nivel de

2 2 2
v{x} = (8 + “)Kl XX, ey (1.52)

2z
B 8

totalmente inserida na regiao (I.51) onde v{x) < 0,

i

X2

FPigura I.53 ~ Dominio de estabilidade do exemplo 1.47.

No sentido de estabelecer comparagoes, vamos considersr os ¥e

sultados obtidos em Castrucci e Curti [l] com a fungao de Lyapunov

2 2 .
vix) = x; 0,0éxlxz * %X, (I1.54)
onde a regizo em que o{x) < 0 & dada por
[Bx, + %] < (199,98 - gyt (1.55)

para valores 0,02 < f < 199,98,

Na figura 1.56, as retas ry € ¥y sao dadas por (I.51) e as re
tas 8, € 8, POT (1.55). A regiac interior s elipses v(x) = v, @ Uix) = Uge

definem os dominios de estabilidade estimadeos pelas funcoes v(x) em {1.52)

e ui{x) em (I.34).
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VYi{xX)=Vo
¥ X} = o
U
ay B = 0,02 o = 1,157
vy 0,02 %y » %y = *20
sx 0,02 w9 *+ xp = + 14,14
sy Ax,
| 14,07
__ANI®
T4
H 2,2
92
\\ # _xe
s \
g_.‘fx}: [AF
= VQ
e) B =2 S ow 53,437

r: 2 xp + x3 = *2,2
s 2 Xy * Xy 14,67

24,

'51
F4
p{¥jiz vp
ViX}=¥o
Fg
S2
]
b) B = 0,2 g = 11,31

r: 0,2 %3 + x) = £6,33
s: 0,2 x9 * Xy = +14,13

b oxy

N\

vixi= o

ViX}# ¥p

-~
- 0,67

%\
AN

\
/Af
&

4y B = 20 o = 87,147
r: 20 xp + %y = 31,49
sr 20 x, ¢ x5 = +13,42

Fioura I.56 - Comparacao dos dominies de estabilidade do sistema (1.48),
b i s o parr T

estimados por v(x)

em (I.52) e uf{x) en (I.54) (Desenho

ilustrative: fora de escala}.
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Devemos notar que a escolha da fungao de Lyapunov {que depen-
de da matriz Q em (1.33)) & fator decisivo na obtencao de uma melhor esti-

magao do dominio de estabilidade. Para melhor ilustrar este fato, se consi

derassemos em (I.41)

P =1 e g =-(A+ A") (1,57}

ericontrarlamos

M(x) =
0 =2(8 + p(x))

que apesar de semi-definida negativa, nos mostra que © dominio de estabili
dade & todo o espaco de estado, as custas de um grau de estabilidade esti-
pag * .
- el - o - * L
mado nule. Como nenhuma outra trajetoria que nao seja a origem torma v(x)

identicamente nula podemos concluir a estabilidade assintotica do ponto de

» o, -
equilibrio.

Exemplo I.58

Seja o sistema dinBmico

Xp ™ %, + xlh(xl)
. (1.59)
Xy = =Xy T Ky
Portanto as partes linear e nao~linear podem ser colocadas na forma
G 1 h(xl) 0
A = @ D{x) = {1.60)
-1 -1 0 ]

Para O = 2I, podemos com (1.37) determinar P e teremos com

(1.41)

~2 % 6h(xy)  h(xp)
Mix) = {1.61)
h(xl) -2
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e para que tenhamos M{x} £ 0, devemos impor

= 2(-3 = /10) € hix}) € 2(=3 + VIO = h (1.62)

Vix)z8{34+ VI0}

Figura I.83 - Determinagao do dominio de estabilidade do sistema (I.539)
2 . -
guando h(xl) = "Kys estimade pela fungac de Lyapunov

2 2
iz = 3}(1 + 2 %)Xy + 2 %oe

Novamente agui, podemos adotar a escolha (I.57) e teremos

Za(xy) O
M(x) = (1.64)
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que sera semi~definida negativa para valores de h{xy) € 0, gue dependendo
da fungao h(x;) pode ser wuma estimagao muito melbor do que aguela em
{I.62), Para h(xl) = *xi, podemos com {I.64) caracterizar a estabilidade
assintotica global do sistema, enguanto que (I.61) caracteriza a estabili-

dade exponencial do sistema, porém, vestrita a regise (I.62),

I.3.3. Q_Métada de Krasovskii

Vamos assumir que £(x) em (I.1} possui componentes fi(x), que

apresentam derivadas parciais continuas em todo o intervalo de defimigao

B{r). Isto nos permite definir a matriz Jacobiana

r”aflm afn(x>”
Bxl axl
Sy = 2E L : (1.65)
gx - [
3£, (x) IE_(x)
: 3xn an

que assumiremos ser nac—singular pars todo x £ B(r).

Este metode propge COmMO funqgn de Lyapunov para o sistema

{{.1) uma funcao do tipe
vi(x} = £ {x)P F{x) {1.66)

onde P @ qualquer matriz simetrica definida positiva. Isse garante
v{x} » 0 numa vizinhanga de x = 0, Noz resta agora, analisar o sinal da de

rivada temporal dessa funcac aoc longo das trajetorias do sistema (T.1), e

nesga direcac obtemos

v(x) = Tlu(x) . x = 26V()P J{x) £(x)
= £9(x) [I0P + P I(x)] £(x)

= £1(x) M{x) £{x) {(1.67)
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onde
MOxY = JT()P + P J(x)

e vemos que v(x) sera definida negativa se M{x) < 0 para todo x & B{(x).
Pelo teorema 1.18, estas condigoes sao suficientes para garantiy a estabi-

1idade assintStica do ponto de equilibrioc x = 0 do sistema (I.1).

Assegurar que M{x) em (I.67), seja definida negativa, equiva~
le a resolver un(n-1)/2 inequacoes nos n2 elementos da matriz J(x). Temos
no entanto, a liberdade de eséolher a matriz P = P' > 0 que mais nos con~
vier. Como no método anterior, aqui tamb@m encontraremos como solugao para
o problema acima, condigdes do tipo (I.44), onde o dominio de estabilida~

de estimado por v(x) em (I.66) pode ser obtido segundo (I.45).

Uma observagao interessante pode ser feita, quando considera-
wmos a funggo de Lyapunov v{x) em (I.66) para o sistema {(1,38). Recaleoulan~
do entac, sua derivada temporal, agora avaliada numa trajetdria do sistema

{1.38), teremos com £(x) = Ax + g{x)} que

v{x)

#

267 ()P (A + 2BYE£(x)
g%

¥
= £9(x) AP+ Pa + 2B P 4 P 2B o)
ax A%

= £'(x) M(x) £(x) | (1.68)

onde

1
M(x) = -Q+§—‘~?‘--P+P»§—g¥, A'P 4+ PA+ G =0
ax ax

Comparando (Y.68) com (I,4&1), vemos que as mesmas condigoes

obtidas para dij{xj) = gij(xj)[xj pelo Metodo das Pequenas Perturbagoses ,

sac obtidas aqui para-mém (g5

dxi 3

¢ao de Lyapunov, o Critéric de Krasovskii g mais restritivo, pois ele

(xj}), Coneluimos entac que para a mesma fun

T bDizemos que uma funcae escalar monovariavel h(f) : R~ x satisfaz a
condigao de setor se w{0) =0 e h{E}/E tem sinal definide para todo ek,
Hote gque nao necessariamente, seja esse o caso em quesiao {vide {I1.9%52),

por exemplo}.
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obtém condigoes para as derivadas em relacac a xj enquanto que o Metodo

das Pequenas Perturbacoes trabalha com a simples divisao por Xy

1.3.4, Q_Mgto&a do Gradiente Variavel

ry

Este método & o mals recente entre o0s ate agora estudados
{1962) e sua ideia basica esta calcada na diferenciabilidade das fungaes
de Lyapunov.

Se uma fungao de Lyapunov v(x) & continuamente diferenciavel,
quande calculamos sua derivada temporal ao longo de uma trajetoria do sis~

tema (I.1), podemos coloca-la na forma
vix) = V'v(x) . £{x) (X.69)

onde v{x) & uma fungao diferencisvel ainda desconhecida e x = f{x) define
o sistema (I.1).

Ao inves de escolhermos w(x), como nos métodos antexiores,
vamos escolher Vv{x) de tal forma que v(x) seja negativa e por integracao
em (I.70) determinamos v(x). Basta, em seguida, encontrar a regiac na qual
v{x) & definida positiva e com isto teremos em maos condigoes sufi
cientes para a estabilidade do ponte de equilibrio do sistema (I.1) em con
sideragaoc.

Por simplicidade na manipulagao algébrica, durante o processo
de determinagso efetiva do vetor gradienmte, seria conveniente congidera~

1o, a priori, como uma fungao do tipo
Fv(x) = 2P{x)x (1.74)

onde P{x) = [?ij(x}} 2 uma matriz a ser determinada, que pode ser interpre
tada como wuma extrapolagac do caso em que v(x) & uma quadratica do tipo

{1.29), onde ¥v(x) = 2Px e a matyriz Hesgiang H = 2P,

Por outro lado, da Analise Vetorial, temos que uma condigac
pnecessaria e suficiente para que um vetor de fungoes continuas, seja gra-

diente de uma funcdo qualquer w{x), & que
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3 fev(x)\ 9 dv{x) (1.71)
.“ng axi axi axj

ou equivalentemente, que a matriz Hessiana de v{(x) seja simetrica.

Escolhendo entao, um vetor gradiente do tipo (1.70) e determi
nando-o de forma que v{x) em (1.69) seja negativa e ainda (I.71) esteja sa
tisfeita, podemos em seguida, encentrar v(x) por integracao em (I.70), E
importante chservar que nesse procesgo, temos a liberdade de escolher o ca
minhe de integragao e em particular nos parece iuteressante aquele que per

4]
corre as arestas de um paralelepipedo no R, e teriames neste caso

n i i
v{x) = Z f v(E) dx; (1.72)
i=] 0 3){5_
onde .
i i i
g = [?l LR NS L g%}
tal que
g§ - % j<i
gl =g >
] J

Este motodo visa eliminar a necessidade de tentativas na hus~
ca de uma fungae de Lyapunov, porém, & ohtencao de bons resultados com a
funcao de Lyapunov encontrada depende da nossa habilidade em escolher os
elementos da wmatriz P(x) em (I.70) que satisfazem {(1.71) e garantem
vix) € 0 em (1.69),

Uma observacac interessante & que se f£{x) em {I.1) & tal

que

ij exi

(1.73)

podemos escolher Vv{x) = =-f(x) =& teriamos com {I1.69) que vix) =

= —fPx) . f{x} < wﬂf(x)ﬁz < ¢, Basta agora, determinar com {I.72), em

que condigoes
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n i .
vix) = j fi(gl)dxi (I.74)
o i=1 4,

gerd positiva definida.

Com o objetivo de tecer comparagoes entre o presente metodo ¢
o Prineipio das Pequenas Perturbagoes, vames aplicar este método & um sis-
tema do tipo (I.40). Escolhendo um vetor gradiente do tipe {1.70), temos

que (I.69), para £{(x) = Ax + D{x)x fica

vix) = 2x"P{x)(4 + D(x))x
= x'M{x)x {x.75)

onde
M{x) = A'P(x) + P(x)A + D' (x) P(x) + P(x) D(x)

¢ portanto, considerando a mesma funcac de Lyapunov para awbos os metodos ,
shteremos os mesmos resultados fipais, como podemos imediatamente verifi-

car com (I.75) e (1.41) quando fazemos P{x} = P.
Apecar de sempre termos adotado vvix)} da maneira como sugeri-
mos em (1.70), isto nac 2 obrigatorio, Apenas para exemplificar, se adotar
- ! -
mos  Vvix) = ZP(x}¢{x), onde dx} = {élfxl) eon @n(xﬁ)] , Para um sistems

do tipo x = Ad(x) encontraremos com {I1.69):
w(x) = ¢ (A'P(x) + P()AYY
Escolhendp P(x) = P = Diag{pi}, vemos que v{x) sera negativa
se a Equagav de Lyapunov (I.33) admite solucio diagonal defimida positiva.
Por outro lado, vemos que

W

" P x
vix) = E 2 f Piﬁbi('f)d't (Is?ﬁ}
1=} o

sers definida positiva em todo o espago de estado se T . ¢i(T) >0
y ¢ £ R. Esse vresultade @& conhecido come Tecrema de Persidskii

{Easzkurewicz [1}) ¢ nos assegura a estabilidade asgintdtica global do pon
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to de equilibrio x = 0 do sistema x = Ad(x), ¢{0) = 0, desde que os requi-

sitos acima se verifiquem. Estudaremos este problema com mais detalhes na

sub-geccao 1.3.7. :

Exemplo 1,77

Seja o sistema

5‘1"”‘2
(1.78)

%2 = Ky h{x)xy
que em termos da notagao utilizada em (I,1), fica

fl(X) = %,

fz(x) = =Xy - h{x)x,

Escolhendo Vv(x) segundo (I.,70), temos que a solucro mais sim
ples que satisfaz (I1.71) e (1.75) EP(x) = I e v(x) serd negativa para va~
lores de x tais que h{x) > 0. Com a escolha Yv(x) = 2x, podemos por inte-
gragﬁa encontrar wvw(x) = x'x = HK}F que nos permite concluir gque o sistema
{1.34) sera globalmente assintoticamente estavel se h{x} > 0, ja que
y{m)} = oo,

Quando h{x) = 8 + (sz + xl)z o8 sistemas {L.78) e {3,.48) fi~

cam idénticos e vemos que quando consideramos a mesma fungao de Lyapunov

utilizada no Método das Pequenas Perturbagoes, obtemos agui os mesmos re-

sultados,

1.3.5. 0 Método de Zubov

Com as funQSes de Lyapunov obtidas pelos métodos anteriores,

somente em casos especiais, os dominios de estabilidade estimados seriam

idénticos ou mesmo proximos do dominic de estabilidade real (P ). Este -

todo apresenta um procedimento de como escolhey uma fungae de Lyapunov, de
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tal forma que o dominio de estabilidade por ela estimado seja o proprio U,

Nesssg direggo, seia o sistema {I.1} e duas fungoes q(x) ¢

w{x) definidas sobre B{r), que satisfazem as condigges

1.79a) v{x) & continua, definida positiva sobre B(r) e para todo

x ¥ 0 € B{r), satisfaz 0 < v{x) < 1 e ainda vi{Q) = 0,

I,7%b) v(x) quando avaliada numa trajetoria do sistema (I.1) satisfaz

. - 1/2
vlx) = ~q(x) (1 - w(x)) (1 + iif(x)iiz) /

onde §(x) & continua, definida positiva sobre B{(x) e q(0) = 0,

Vamos imaginar, nessas condigoes, que existe uma sequencia de
pontos em B(r) que se aproxima da curva 3B(r) que define o contorno dessa

regizo. Equivale a dizer que sobre esta sequencia de pontos, necessaria-
nente

Lim w(x) = 1 (1.80)
FRE+T '

onde A
B(ry 2 {x /  xy< r}

e portante, com (I.79), podemos afirmar que v{(x) =1 & o dominioc de estabi
lidade real do ponte de equilibrio x = 0 do sistema (IL.1} e as condigoes

(1.79) sac suficientes para garantir a estabilidade assintotica do ponte
de equilibrio em consideragao.

Se as hipoteses acima forem validas em todo o Espago de Esta-
do, entdo v{x} = 1 quando Jx|> .

Nada foi dito entretanto, como encontrar as fungoes g{x) =
v(x) que satisfazem (1.79). Esta & a grande dificuldade deste metoda.

Utilizando a ideéia do metodo anteriow, vames reescrever

{T.79B) na forma

vix) = V'y(x) . £(x)

N Fv ()
= 7R fm o= -qlx) (- i) (1.81)

1=l axi
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onde

1/2
el =300 (1 + 1EID) >0, pois 4G > 0.

Vemos entan, que resolvendo a equagao diferencial a derivadas

parciais (I.81) teremos, para cada funcao q(x}, a funcao v{x) desejada.

No entanto, a solugdo de (I,81) & muito complicada. Fodemos

entretante simplifica-la de maneira significativa, supondo que o sistema

{I.1) admite @Xpanszo por gérie de Taylor em torno da origem, ou seja

X

£(x) = ) E(x) (1.82)
i=1
onde £ (%) & o i-ésimo termo resultamte da expansao de £(x).

Nessas condigoes, e possivel mostrar (Habn 11>, que (I1.8D)

sdmite uma solugao do tipo

o0

) v (0 (1,83
i=2

vi{x) =

Ll i, bt - - * * = - .
onde as fungoes v (x) sao Hcmngeneaé% de grau i e por simplicidade, admity

mos q{x) como sendo uma quadratica q{x} = %x'0x (motivo pelo qual em (I.83)

iz 2).
fom essas novas hipoteses, podemos reescrever {I.81) na forma
3 o= . ¥ 5 . o .
m_.( Z vl(x)) . Z £ (x)] = x’Qx( E vt {x) {1,843
2% Visl i=1 i=1

onde definimos vl(x) = ~1. A equagao acima gera infinitas igualdades poli~

nomiais do tipe

V'vz(x} . fl(x) w e PO
(I.85)

V'vz(x) . fz(x) + TuT(x) . fl = 0 ,..

+ Uma fungao £{-), monovariavel, & homogénea de grau r se £{ft) = £t £(E).
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-

cujo termo genérico e

. . K o
Y VIV L BT =y (%), k=i+i23 (1.86)
k
onde
K a , se kK & par
T (%) =
xQx v "(x) , se k e impar

pars fl(x) em (1.82) e v (x) em (I.83) com vl(x} = o],

Devemos notar, que a primeira das igualdades em (1.85), que
equi?ale a fazer k = 3 em (1.86), & uma Equagac Matricial ue .yspunov do
tipo {1.33}, pois sz(x) = 2Px e fl{x) = Jx, onde J & a matriz Jacohiana

de £{x), em {1.65), calculada na origem.

Outra observagao interessante, & que as equacoes (I.B6) sao
cumulativas, isto &, a solugao da primeira & utilizada na segunda e assim
por diante. Na r-8sima equagao, teremos uma aproximagao de ordem v para a

funcao de Lyapunov v{x) em (I.83) e vamos defini~la como

¥ .
Vi = ] v (1.87)
i=2

Nao & possivel mostrar entretanto, que o dominio de estabili-
dade egtimado por v (x) & melhor que aquele estimado por erl(x), porem
v(x) = V(x) =1 & o dominio real. Este fato & a grande desvantagem deste
método, que apesar da importincias tedrica muite grande, em termos prati-
cos, sug aplicagao fica reduzida,

De qualquer forma, o dominio de estabilidade estimade por
vi{x) & a regizo delimitada pels maior curva de nivel de vI{x) totalmente
inserida na regiso onde V (x) & negativa e para encontra-lec, vamos formu—

lar o seguinte problema de otimizacao

Min Vi) = J vi(m)

{1.88)
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Para resalvé-lo, podemos utilizar as condigoes nmecessarias de

ptimalidade, ou seja

oV (x) + AW (x) = O
(1.89)

PyE(x) . £0G) = O

kY
L2
vl (X}

t (%)
ATV
L// 'y

Figura I.90 - Interpretacac geométrica das equagoes (1.89) que resolvem

o problema de otimizagao (1.88).

Como dissemos anteriormente, o Metodo de Zubov pode ser intayr
pretado como uma generalizagao do Metodo das Pequenas Perturbacoes, Pode-
mos confirmar sste fato, notando que o dom¥nio estimado agul pela aproxima
gao de 22 srdem Vz{x), 2

pelo Método das Pequenas Perturbagoes.

sempre identico a (I.45) que 2 o dominio estimado

Exemplo T,91

Seja o sistema {1.59}.

Para calcular a primeira aproximagao {ordem 2) de w{x) em

{1.87), vamos utilizar (I1.83} sende que para o exemplo

i
£ {x) = Ax e szix) m 2Px%
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0 1

onde A = e P=P! & a solugho da Equagio Matricial de Lyapunov

~1 =1

{1,33)*_?ara resoiv3~la vamos escolher 0 = 2I e com {(I,37) vemos que
z .
¥y {x) = x'Fx onde P =

Lembrando que (1.59) pode ser escrito na forma x = Ax +D{(x)x,
com A e D{(x) definidas em (I.60), vamos com (1.89) resolver o problema

{1.88), e encontraremos
'2 ‘ 2 - ‘
Tix) = VIV {x) . x = x"M(x)x

onde M{x) ja foi calculada em (I1.61). Encontrar % # 0 tal que éz(x*j w {)
equivale a dizer que x* ¢ N[M(x)j que sera possivel somente sge
Rank[ﬁ{x)] £ 1. Para isto, devemos impor que h(x;) satisfaga (1.62) para a
igualdade, e portanto o dominio de estabilidade aqui estimado & identico
Rquele obtido em (1.62) pelo Metodo das Pequenas Perturbacoes, O calculo
da aproximacao de 3% srdem sera omitido, mas pode ser calculade de maneira
analoga com (I.86) para k = 4. Em Castruceci e Curti [1} pode ser encontra-

do um exemplo onde a aproximagio de ordem 3 & calculada.

1.3.,6. Estabilidade Abscluta : Sistemas do Tipe Lur'e E-E_Critgrim de

?ogcv

0 grande obsticulo a ser vencido, no estudo da estabilidade

via Lyapunov, & eacontrar as fungoes de Lyapunov.

Um obstAculo ainda maior aparece quando precisamos garantit a
estabilidade numa regiao muito ampla do espago de estado, pois, ps metodos
anteriores fornecem condicoes apenas suficientes € normalmente conservati~
V&S .

fgsas dificuldades, aliadas ao fato de que muitos sistemas de

interesse pratico possuem em comum a mesma estrutura, tem motivado a divi-
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sho desses sistemas em classes para as quais se conhece a priori, fungoes
de Lyapunov que fornecem bons resultados.
Uma classe mulfoe importante 2 conhecida como sistemas de con-

trole do tipo direto com apenas uma nao-linearidade (Figura 1.93).

Originalmente essa classe de gistemas nasceu com Lurie e
Postnikov [1], a quem se deve tambeém a proposta de (I.93) como funcao de

Lyspunov para os sistemas em questac,

x = Ax + bu , u = -f{y)
{1.92)

y = etz

onde o par (A, b) & controlavel,

=

Figura 7.93 - Sistema de coatrele do tipo diveto, com uma entrada e

uma salda e apenas uma nao-linearidade.
Flutuagges da nao~linearidade £{-)}, podem trazer problemas de

srdem pratica. O estudo da estabilidade absoluta, visa quantificar este fe

HOmenod.

Definigac 1.94 - O sistema (1.92) 8 abeolutamente estiwel no setor (0, k)

se as seguintes condicves forem satisfeitas:



i) O sistema for globalmente assintoticamente estavel e se f£(*) for

(0, k), ou seja, 0 £ £ £k € 4o,

restrita ap setor

. . T n ] . -
{i) A matriz A € R % B®  for assintoticamente estavel, ou no <aso de

o
ser critica, se apresentar na forma

onde A deve ser assintoticamente estavel (Hahn [L]).

iii) A condigac (i) for verdadeira, qualquer que seja a nao-linearida~-

de f£(+) desde que esteja no setor {0, .

Vamos cousiderar como candidata a fungao de Lyapunov para

o sistema (1.92), uma fungao do tipo

Y

v(x) = = x'Px + sj £(1)dr , 820 . (1.95)
s 0 finito

que sera definida positiva se P 2 0 e £(y) estiver restrita ao setor (0,
2

3
k), pois nesse caso O ¥ { £(E£)aE < %‘k ¥y .
Q

Yamos agora tomar a derivada temporal de v{x) em {E.95%),

sobre uma trajetoria do sistema (T.92):

iz} = x'Px + y £(y)B

= x'Px + c'x £(¥)B

{gA%c ~ Pb) r

L e

=[xt 1 £(n] (1.96)

i

£(y) |

i
L

~feth

Ao e s o e o i gy o

%{BA'C - PbYF

onde
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AP + PA+ Q= 0,

* - + - « W .
Para que V(X) gaa n&gatzva e pYteSD que (cr1tar10 de

Sylvester)

1.96 {) Exista ¢ = Q' > 0 tal que A'P + PA + Q@ = 0 tesmha cowo solucao

P = B! > 0, isto &, que A seja essintoticamente eatavel,
1.96ii) 28c'b > (BA'e ~ PbY'Q7H (BA’c - Pb)

Vemos assim que se a nao-linearidade £{«) esta restrita ao 5€
tor {0, “a e as condigoes (i) e {11} em (1.96) se verificam entac o siste-

ma (I.92) & absolutamente estavel nesse setor.

f intuitivo que quanto menor o valor de k maior € a possibili

dade de que o sistema (I.92) seja absolutamente estavel em (0, k). No

entanto, se v(x) em (1.9%6) nac for negativa o metode falha e nao nos forne

ce nenhuma indicacao de que valores de k tornariam o sistema absolutamente

estavel. Para contornar essa deficigncia de (I.96) vamos supor que existen

matrizes P = P' > 0, M = ¥' > 0 e um vetor ¢ qué satisfazem

a) AP+ PA+ Q=0 , QF gq' + M
) Ph -~ h = ¥ q (1.97)

ey o par {(q', A) & completamente observavel

onde &-? « Beth + E— & h = BAale + ¢
k

Entac, podemos reescrever (I.96) como

1

%(M + qq") -Z-(N q+ e | r

%{x) = ~[x’§ ﬁ(y)]

[ —- WP

gﬁ"‘qm)f%

[ o
e
) 1
7 ]
1

12
= aix'm-—%[x'q+«’w'f(y) -
2 . o

sy EQy) (1= £(y) / (yekd) (T.98)
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que & semi~definida negativa, mas {¢) em (1.97) garante gue v(x) nao &
identicamente nula para nenhuma outra trajetdria do sistems que nac seja a
erigem. :

Essas condigoes sao, entao, suficientes para garantir a esta-
hilidade absoluta do sistema {I.92) no setor (0, k). Resta, no entanto,
verificar em que condigoes as hipGteses (I1.97) sao validas e em caso afir-

mative, encontrar o valor de B em (I.95) que satisfaz (1.97).

Lema I.99 (Kalmem-Yekubovich) - A condigao necessaria e suficiente para

que as hipdteses (I.97) sejam validas & que a funcao complexa

H(s) = £ V¥ + h'(sI = &) b
2

geja Real Pogitiva.

Prova : Ver por exemplo Narendra e Taylor [1].

Com os valores de ¥ ¢ h em (1.97) podemos reescrever H{g) na

forma

H{s) = (1 + 8s8) G{(s) + X (1.100)
k .

onde G{s) = ¢'{(sI - A 2 & funcdo de transferencia da parte linear {ca-

nal direto) do sistema (I1.92).
Devemos agora, procurar valores de fe k de rtal forma que
H{s) em {I.100) seja Real Positiva. Este procedimento £ conhecido como Cri
terie de Popov.,
Em Narendra e Taylor {{] podemos  encontrar varias proprieda

des das fungoes reais positivas que nos ajudam a identifica~las como tais.

Apresentamos aqui, apenas algumas delas.

Definigdo I.101 - Uma fungdo H(s), da varidvel complexa s = T + juw & Real

FPogitiva se
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a) H{T) e real ¢

b} Re[ﬁ(s)] > 0 para todo s com R&[ﬁ] > 0,

Como normalmente trabalharemos com fungoes complexas racio-

neis, & de muito interssse as seguintes propriedades dessas fungoes:
1) Uma fungﬁo racional :H(s), com coeficientes reais & Real Positiva
se e somente se (i) & Analitica no semi—plano direito aberto e
(ii} o mapeamento [ de H(s), quando s percorre uma curva 'y {nor-
malmente adotada como o conterno de Nyquist da TFigura T.102.a)

ge encontra inteiramente no gemi-plano Re[ﬁ(s)] > 0 (Figura 1.102,

bl).
j Im[H( 8 )]
- . RelH(S)]
&Mim [£25 T )
3
QURVA ¥ MAPEAMENTD [
(SEMPRE SIMETRICO)

b) Mapeamento tipico no plano

relH(s)] = Im[H(s)]

a) Contorno de Nyquist

no plano §

Figura 1,102 ~ Propriedade de uma fungan complexa Real

Ppgitiva H(s).

-

. -1 -
P2} H{s) & Real Positiva se € somente se H {s) tambem o for. Fara
jgte & necessario que H(s) nao tenha nem polos nem Eeros no semi -

planc direito aberta,

Essas propriedades nos permitem enunciar um novo conjunto de

condigoes, mais simples de ser testado que aquele da Definigaec I,10L.
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Definigde I.103 - Uma fungao complexa H(s), racional, com coeficientes

reais & Regl Positiva se
- a) H(s) & Analitica no semi-plano direito aberto {ver proprieda~

de P2Y.

b) O mapeamento [ de H(s) se encontra inteiramente no semi-plano

Re[ﬁ(s)} > 0 {ver propriedade P1}.

Podemos agora, analisar geometricamente o Criterio de Popov,

Definindo G{jw) 4 $lw) + jBGw), com (X.100) = (b) na Definicao 1.103, tere

mos que

M@Gﬂ]*@@)“ﬁw@w)+éaﬂ

Definindo w @(w) = O, vem

b - RO +.£ > 0 (1.104)
s

logo, a regizo do plano ¢ x @ abaixo da reta

6 -BO+E=0 (1.,105)

define a regiac na qual deve se encontrar inteiramente os pontos (${w),
B{w)) quando w varia de zero a infinito.

Upa observagao importante & que o grafice de Re[H{jw)] & roin
cidente com o grafico de Re[ﬁ(-jw)l ne plano ¢ x 6.

Para garantir a estabilidade absoluta do sistema (1.92) no se
tor (0, k), devemos procurar uma reta com declividade 1/8 e que passa pelo
pouto (~1/k, 0) de tal forma que a curva Ra[ﬁ(jw)] esteja toda abaixe des—
za rets.

Devemos notar gue 2as hipoteses do Lema 1.99 sac apenas sufi-
cieutes para que v{x) em (1.96) seia negativa, porem, ensaios tem mostrado

que nao se tratam de hipoteses muito conservativas (Hetushil [1]}.
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a
// LINHA DE POPOY {[.405}
4

AN (4/8)

(1} e GO w=

¥
S

\Re [Hj01]

\REGlEO DE
FACTIBILIDADE

Piqura I.106 - Interpretagac geometrica do Critério de Popov: uma

situacdo em que o sistema & absolutamente estavel.

Em Narendra e Tayler {1] se encontram outras versoces do Lema
1.99, bem como uma abordagem mais profunda e detalhada dos problemas aqui
considerados. Pode ser encontrado tamb@m uma generalizagao para o caso de

um sistema do tipo {I.92) com varias malhas nac lineares de retraaggpﬁ

Exemplo 1,107

Seia o sistema (I.59). Podemos egcreve~lo na forma {(I.92) com

(r.1o8}

et

onde o par (A, b) & controlavel e Ai(A) e O .(i=1, 2}.

Escolhendo B = 1 e resolvendo (I.96) para os wvalores acima,

encontraremos que
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P o= e q = {I.109}
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satisfazem os requisitos. Assim, a fungao

*
v{x) = Lorpx + J h(E)dE i (1,110)
z 0
sera definida positiva se
h(xl)
0« < 4o . VX #0eR
X1

e este requisito adicional garante a estabilidade absoluta do sistema
{¥.59) no setor positivo (0, M].

Vamos agora resolver o mesmo exemplo utilizando o Critério de
Popov. Assim, o sistema {I.59) sera absolutamente estavel no setor (0, k)

e

H{s) = (1 + Bg)e"(sI ~ A)“lb +,£

satisfaz a definigac I.103.

Para o exemplo em queatgo, encontraremos com (I1.108)

sy = ALrBs) lre) 1
A 3
55 + g + 1
(kB + 1)92 + (kR + k + s + k+1
(1.111)

k(sz + 8 + 1)

Podemos notar, por imspecao, que os polos e os zeros de His)
em (I.111) estao todos no semi-plano esquerdo qualsquer que sejam k e

positivos. Por outro lade, com (I.104) temos:

Re[H(jw)] = ¢ ~ B O+ =3 0 (1.112}

Sl O
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onde

5 2 '
{1 -w) +w

w&
£ 0

2

0= w.In[c(j)] = -~
(- B’
w) o+ W

loge {(I.112) tambem se verifica quaisquer que sejam k e § positiveos e pode

mos entao afirmar que o sistema (1.59) & absolutamente estavel no setor

(0, =].

ran~ 1783

a e 20

Flguraq I.113 ~ interpretagao geometrica do Criterio de Popov para

o Exemplo I.107: sistema absolutamente astavel no

setor (0, ®).

£ oportuno lembrar que fol muito maig simples utilizar o Cri-

téric de Popov do que verificar as equacoes (I1.96).

1.3.7. Estabilidade Absoluta : Enfoque Estrutural

Na subseccac anterior estudamos uma classe muite importante

de sistemas, conhecida como sistemas do tipo Lur 'e-Fostnikov [1], Vanes
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aqui estudar uma cutra classe de sistemas, explorando agora particularida=-
des estruturais.
Desde Persidskii, varios trabalhos explorando proprieda-

des estruturais tem sparecido na litevatura, sobretudo na ares economica,

Vamos supor que o sistema (1.1) pode ser escrito na forma

xmAdx), xekR " (1.114)

onde A = [aij] e ?% x ¥ definiremos como sendo a Estrutura do Sistema
{Kaszkurewicz [1]) e o vetor de funcoes &{x) = [ﬁl(xl) P :i:n('xn)]s 2 tal

que ¢, (x.) {(i=1 ... n) satisfazem a condigao de setor

¢i(0} it O ; O < ‘S k oot (1“1,.»&,“) (1‘3115)

Teorema I.116 (Pareidskii) - Uma condigao necessaria e suficiente para que

a fungac

k4l L
v(x) = @y J ¢i(5)d5 (1.11%)
i=1 o
gseja fungao de Lyapunov para © sistema (I,114) & que a Equacao de Lyapunov

AP+ PA+ Q=0 |, 0=qQ'20 - {1.118)

admita uma saanEQ diagonal, definida positiva.

Prova - Pode ser encontrada em Kaszkurewics [1]¢

Queremos lembrar que ja discutimos este fato em (1.76), onde
concluimos que o, em {(1.117) & tal que a, = Z p, onde P = ﬁiag{pi} & a so-
lugae diagonal, definida positiva da Equagaﬂ de Lyapunov (1,118}, Ezsas
condigoes sho suficientes para garantir a estabilidade absoluta do sistems
(1.114) no setor (0, k), pois v(x) > 0, diverge para =x divergente e

vix) £ 0 VxeR.
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Podemos generalizar esses resultados para oulres tipos de gis

temas (Raszkurewicz [1]).

Poorema T.119 - Uma condicac suficiente para que v{x) em {1,117y geja fun~

gga de Lyapunov para o sistema

x=A$+DY
onde os vetores ¢ e ¥ possuem componentes que satisfazem (1,115} e
o Diag{di} £ 0, & que exista, P >0 diagonal, solucao da equagao (I,118),

Taorema I.180 ~ Uma condicae suficiente para que vi{x) em (I.117) seia fun-—

gao de Lyapunov para o sistema

-

x =L &+ DY

cndeg L= [iij] e tal que iii = G, b= Diag{di} < 0 ¢ on verores b & ¥ sa-

tiafazem (I.115), & que a equagao (1.118) admita solugao diagonal, defini-

da positiva para A =L + D,

As provas degses teoremas nac serao apresentadas, mas podem
ser encontradas em Kaszkurewicz [1],
Uma observagao importante 2 que podemos estudar a estabilida-

de de um sistema do tipo Lurfe~Postnikov (1.92) com o auxilico do tecrema

T.119, desde que o vetor b em (1.%92) renha todas suas componentes com ©

mesmo sinal.

0 problema de encontrar uma solugac diagonal, definida posi~
tiva, para (I1.118) estd vinculado a representagao de estado que adotamos e
até recentemente nac se conhecia em que condigoes uma Estrutura geral admi
ria solugao diagonal em (I.118), exceto para algums casos que foram chama-
das de Estruturas Favoraveis (Kaszkurewicz [Z] e Rego [1]). 0 problema
acima foi resclvide por Geromel {4] e nos fornece condigoes necessarias e

suficientes para que uma dada estrutura admita solucao diagonal, definida

positiva na Equagac de Lyapunov (L.118),

Em Kaszkurewicz [{} e Rego |[1] se encontram algoritmoes que
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executam uma redefinicio das variaveis de estade, numa tentativa de encon-

trar uma Estrutura Favoravel, caso Geromel [&] fornega resultado negativo,

Exemplo I.121

Seja o sistema (L.59), Vamos estudar sua estabilidade c¢om o

auxTlio do Teorema I,119, onde para o exemplo
g 1 -1 0 wh(xl). Xy
$=x 3 A = H D = ; ¥ =
' -1 -1 0 0 0
Yodemos verificar, no entanto, que

Paul e g = ~{A" + A} {1.122)

satisfaz (1,118}, entas, o sistema (1.59) sera absolutamente estavel se
=%y o h(xl) gsatisfaz (1,115) ou seja, se —h(xl) > {0 ou equivalentemente
h{xl} < 0, Assim a fungao v{x) = 2 x'x & funcac de Lyapunov para o siste-

ma (1.59), desde que h(xl) < 0.

Exemmio T.123

Seja agora o sistema (1.78). Com o auxllio do Teorema I.120,

podemos reescrevé-lo na forma

x= Lx+DV¥
onde
0 1 0 o D 0 1

-1 0 0 -1 hix) . X w] -3

Novamente aqui, (I.122) satisfaz (1.118) para os valores aci-

-

ma e o sistema (I,.78) ¢
catisfaz (I.115), ou seja, se h(x) > 0. Imaginando hix) = B + (8x2 + xl)2

absolutamente estavel no setor {0, ®) se h{(x) .x,




50,

que e positiva para valores positivos de B, o sistema (T.78) & absolutamen
te estavel e ainda se torna identico ao servomotor (I.48). Note que usamos

aqui uma relaxagﬁd das hipoteses (I.113), porém, preservamos as proprieda-

des da fungic w(x) = 2 x'x que @ funcao de Lyapunov para este sistema tem
beém.
¥ importante observar que este metodo fornece resultades iden

ticos aos obtidos mno Metodo das Pequenas Perturbagoes {subsecgao 1.3.2)

quando utilizamos a mesma fungao de Lyapunov para ambos 05 metodos,

T.4. COMENTARIOS

Neste capitule podemos notar que a dificuldade de se  encon-
trar uma funcao de Lyapunov que fornega bons resultados para o caso geral

scarretou uma diviszo dos sistemas de maior interesse pratico em classes

para as quais se conhece a priori uma fungﬁo de Lyapunov adequada. Este ti

po de enfoque perde ém generalidade porem apresenta, normalmente, resulta-

dos menos conservativos.

Os metodos de determinagﬁo de fungoes de Lyapunov para O Caso
geral sao bastante trabalhosos e a obtencac de bons resultados depende da
nossa habilidade de explorar adequadamente os graus de liberdade gue cada
metodo particular apresenta.

Todos os metodos apresentados neste capltulo fazem parte da

literatura Classica e podem ser encontrades em livros aespecializados no as

sunto tais como aqueles indicados na referéncia bibliografica no fim deste

trabalho.

%
i
l




CAPITULO 11

SISTEMAS INTERCONECTADOS : METODOS DE DECOMPOSTGAO-AGREGAGAC




Ly
k3
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1¥.1. INTRODUCAO

0 grande desenvolvimento pcorrido nos ultimos anos, nas
- ’ o el gl a "
areas de Comunicagoes, Procesramento de Dados e Controle, vem permitinde
um grau de coordenagao muito grande entre as partes de determinados siste-
mas .,

0s computadores digitals e mais recentemente os microprocessa

dores, teém um papel central nessa evolucac.

0 progresso nesse sentide, aumentou brutalmente a dimensao do

sistema como um todo e também a complexidade com que as varias partes se

acoplam. E imediato verificar, que os metodos discutides no capitulo I se

tornaram inviaveis diante de um problema dessa dimensac, quer seja do pon~

to de vista de capacidade computacional ou mesmo da capacidade limitada de
analise do sistema global. '
Chamaremos de Sistemas de Grande Porte ou ainda Ststemas In-

tavracnectados, 08 sistemas que apresentam as carascteristicas acima, ou

seja, aqueles para os quais os metodos apresentados anteriormente podem

se moatrar inviaveis, Podemos citar como exemplos tipicos desses siste—

mas

. Redes de Trafego Urbanc

., Redes de Comunicagoes

. Sistemas Ecologicos

. Sistemas Economicos

Sistemas El8tricos de Poténcia

Alguns Sistemas Industriais

Todos esses grandes sistemas, podem ser interpretados como
sendo um conjunto de subsistemas (sistemas de menor dimenseo e menor grau
de complexidade) interligados entre 5i atraves de fungoes de acoplemento,

gque chamaremos de Interconecgoes (Figura Il.l.a).

A Figura I1.1.b representa o mesmo sistema, de (a), porem,
auma situagso especial: quando todos os acoplamentos sao removidos. Dize-

mos entho, que os subsistemas estao Zsolados .
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Figura I7.1 ~ Configuracao de um sistema de grande porte

formade por 3 subsistemas.

£ intuitivo que, se os subsistemas quando isolados, 880 esta-
veis, quando fracamente acoplados também o serao, garantindo assim a esta-
bilidsde do sistema global,

Essa & a idéia dos métodos que estudaremos neste capltu-

io,

0s Métodos de Decomposigao—Agrepagao, como sac conhecidos,
foram a resposta para a seguinte questao?

"Dado que podemos garantir a estabilidade de cada subsistema
isolado (Figura II.1.b), em que condigoes podemos garantir a estabilidade
do sistema global interconectado (Figura II.l.ay 7"

Em 1962, baseado nos trabalhos de Wazewski [1] sobre inegua—
coes diferenciais e Corduneanu [1] sobre estabilidade, Matrosov [1] deter—
minou a metodologia necessaria para se vresponder tal questze e a resposta,
como poderemos verificar, nac fol outra: frace acoplamento.

Essa metodelopia pressupoe a seguinte estrutura de anali-~

&

i) sabemos obter ccn&igaas suficientes para a estabilidade de cada
subsistema isolado e ainda temos em maos uma medida {estima—

cao) do guao estavel & cada subsistema.
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11) conhecemos, sob certas condicoes, um limitante superior para a

magnitude de cada fungdo de acoplamento.

Com as informagoes (i) e (ii} Matrosov [1] montou um chamado
Sistema de Comparagio, limear, invariante no tempo, de dimensac igual ao
nimero de subsistemas e ainda apresentando uma estrutura particular muito

simples de ser estudada.

Vi3 ESTUDO

DESACOPLADD
(b}

DECOMPOSICAC
{a)}

INTERCONECGOES

SUB ~SISTEMA
ISOLADO !

/ e
\ _3; /—-fNFORMAQOSS(J}

\ (‘i)

AGREG&Q&Q ANALISE DO
P % sLoBaAL
{x}
- \ /nﬂﬂmm*qim_H“HM

iMFORMégﬁﬁa{H}

(w} / a ; INFORMASOES( |
hﬂm‘mdé? 3 COES{ I )
{ E
INTERCONECCOES
INFORMAGOES (i1 )
Figura II.2 - Metodologia de Decomposigao-Agregagac ne B

de 3 subsistemas: x' = jz] x! =li.
1 2 3
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baqui por diante, assumiremes que o passo {i) gera dade, uti-

1izando~se a Teoria de Lyapunov. Queremos no entanto, observar, que bons

resultados também vem se conseguindo cow o8 Métodos Input-Output no domi-

pio da frequéncia {Sandell, Varaiya, Athans € Safonov [1]).

{jueremos também chamar atencao, para o fato de gue podemos

stilizar os Metodos de Programagzo Matematica na decomposigao do sistema

global em varios subsistemas, porem, Nesses casos poderiamos ter problemas

de Realizacao, isto &, resultados sem significado fisico (Siljak 1.

Para contornar este fato, agsumiremos que O gistema global #

. - N a - " [ -
formado por varios e peguenos sistemas fisicos para os quais os metodos de

anilise do capitulo I, sao viaveis.
Com a metodologia da Figura 11.2 ¢ as iufarmagaes do passe

(ii), podemos determinar controles estabilizantes para cada subsistema iso

lado (passo (i)}, de tal forma a garantir a estabilidade do sistema global

{nterconectado. Qs controles assim obtidos sac chamadoes de controles descen

tralizados, pois foram obtidoz e serao implementados com inferma;ges ape-

nas locais (de cada subsistema). No caso de gistemas geograficamente dis-

tribuldos, como Sistemas Eletrices de PotBncia, Redes de Comunicagoes,

etc,, controles dessa natureza sao de grande interesse economico e muito

mzig simples de serem implementados, do que aqueles obtidos com informa—
goes globais.

A grande desvantagem desses metodos, que seraoc apresentados
2% seches 11.3 e 11.4, & que os resultados faynecidos podem ser bastante

conservativos. Isto ficara bem claro com os exemplos que S€rao considera~

dos.
Estudamos neste capitulo deis metodos, duas maneiras de se
construir o bloco malise do sistema global na Figura I1.2. Apesar do pro-

cesso de construgac ser analogo, os conceitos envolvidos sao bastantes di-

ferentes: um deles utiliza a dideia dos métodos escalares convencionais,

enquanto o outyre, que historicamente foi o primeiro utilizs fungoes veto-

riais enunciadas por Bellman [1} e aplicadas por Matrosov [1].
Nz secgao seguinte, apresentamos algumas consideragoes gerais
sobre a classe de sistemas e os aspectos de decomposicac com os quals tra-

balharemos. Apresenlamos tamhém algumas propriedades das M matrizes.

Nas secgoes 11.3 e II.4 apresentamos of Métodos <. omap Pon-

deradas (método escalar) e o Sistema de Canparagao de Matrosov {metodo ve-
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torial) respectivamente.

Como pederemos notar, com a escolha apropriada das fungcea de
Lyapunov para os subsistemas, podemos melhorar os resultados fornecidos

pelos metodos acima. No capitulo IXI, para uma classe especial de sistemas

{onde os subsistemas que formam o sistema global, sac lineares), apresenta

mos solugees para um problema de otimizaghc que caracteriza a melhor fun-

¢ao de Lyapunov quadratica, para cada subsistema.

Gostariamos de deixar bem clare que com este trabalho nao
pretendemos caracterizar oS metodos aqui apresentados na sua versao mails
geral. Procuramos, na medida do possivel, destacar alguns aspectos gerals,

porém, a maneira como serac apresentados ¢ bastante objetiva e dirigida
A0S NOSEOS Propositos.
Citamos o livro de Michel e Miller [1] como referBncia basi-

ca, onde pode também ser encontrada completa bibliografia no assunto,

11.2. CONSIDERACOES PRELIMINARES E DEFINICOES

Aates de tecermos quaisgquey consideragoes a respeito dos meto

dos, enunciamos alguns conceitos fundamentais necessirics & cCompreensac
dos assuntos expostos posteriormente.

Vamos imaginar que o sistema (I.1) e composto de N subsiste-
mas interligados entre si e gue a dinamica desses gubsistemas acoplados

pode ser descrita satisfatoriamente por um conjunteo de equagoes diferen—

ciais do tipo

ko= £ (x4 I I (11.3)
i#l
onde:
T oy i
Lxe R, x e R7, ,Z. n, = n
i=1
n. n.
. £o.(sy : RY =R , Ff,.{0} =0
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Definimos swbstetema isolado (Figura IT.1.b) como:

x; = fii(xi) s i=1,,.H8 (11,4}
obtido de (IX.3) quando se retira o acoplamento (Figura II.1...
)
f£..0(x.) , imi...N {(I1.5)
e 1
j#i AN |

De agora em diante assumiremos que os subsistemas isolados
(1T.4) sgo assintoticamente estaveis e ainda que conhecemos uma funcao de
Lyapunocv vi(xi) associada a cada um deles. Estas fungoes podem ser determi
nadas, por exemplo, com e auxilio de um dos métodos apresentados no capitu
1o I. Devemos escolher aquele que fornecer a funcao de Lyapunov que estima

o melhor grau de estabilidade, como poderemos notar nas proximas secgoes.

Quanto as fungoes (II.5) que descrevem o acoplamento entre os
subsistemas isolados assumimos gue elas possuem magnitude limitada e que e

possivel dentvo de um subconjunte B{r}, escrever

ﬁfij{xj)ﬂ £3 hij ij(ijH) (T1.6)

A o , , -
ende H = {hij(} - Sij)} 5 8 matriz de interconecgac e ij( Y e K,

j#i=1.,..N, devem ser as mesmas de (11.8),
Caso as funcoes £,.(x.) sejam lineares, ocu seja, £..{x.} =
o G i3'%; b da, £, })

= Aij xj temos gque hij = HAin e ij ux ﬂxjH,

Uma classe muito importante de matrizes e que sera largamente

utilizada neste capitulo sao as M matrizes (Chama {1]). Essas matrizes

possuem inimeras propriedades importantes (Fiedler e Ptak [1]). Enumer a-

mos, & seguixr, algumas dessas propriedades: fver ¥ na pag. seguinte)

Lema TI.7 ~ Se a matriz L € % % 8% 8 uma M matriz (L £ M), entao

R&[}i{L)] >0 (i=1,..q) se e somente se!
a} Existe z > 0 g Y tal que Lz > 0 ou equivalentemente

b} Existe y » 0 £ RT tal que y'L > 0
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o) AL >0, k=1...0

onde &k(*).fé o Menor Principal de ordem k da matriz  (¢)

(Sevastyanov-Kotelyanski)

d) Se {(adou (b) ou {(e) s verificam, entac o autovalor mais proxime da
origem & real e positivo e possui um autovetor associade que tam—

bEm & real com todas suas componentes positivas, ou geija
LE = AL(L)E
com MLy >0eR e £>0c¢ P4 ceu aubovelor assOe.. (0.
Por outre lado, se L € =M TTrerfamos:
LE = A (1K

onde A, (L) <0 eR e E>0c¢ RY  geu nutovetor correspondente.

e) §e duas matrizes L, L, £ -} sac assintoticamente estaveis, isto e,
satisfazem algum dos itens anteriores, entao a desigualdade L, < L,

tomada elemento a elemente implica na desigualdade A+(L1) £ R+(L2).

Propa ¢+ As provas dos itens {a), (b)Y, (¢} e {d} podem ser encentradas em

Fiedler e Ptak {1}. Segue~se a prova do item {e).

Sejam Ly, Ly € RB 3 F% duas ~M matrizes assintoticamente estaveis.

Se elemento 2 elemento Ly € Iy podemos verificar pelo item {a) que
exigte um vetor y > 0 € R*  tal que Ly y <0 e ainda

Ll ¥y & L2 ¥

Com o item (d) vemos que o vetor y pede ser escolhido como sendo o

sutovetoar de Ll assoclado zo K+(L1) e nessas condigaes teyemos:
Ly vy = MGy shyy = gly}
de onde concluimos que

gi(y) = ;}\+(L1>Yi ] 1= l...00

LI {iiﬁ} & uma M matriz se ﬁij g 0, Yid]

¥t 1 e M ge ~-L & uma M matriz.
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Como g{x) = L, ¢ uma fungao Quasimonotonica (definicao IX,S55),

pois LZ £ ~M, temos que para gqualquer vetor z > 0 & g cujas componentes

satisfazem

L

cj#i

i

it

4

Z: = X, @ Z: T K, . 1
) i I 3
teremos gi{x) £ gi(z). Escolhendo o vetor z come sendo o autovetor de L,

associado ac A.{L,) temos
g(ﬁ) = Lz z = )l,j.(Lz)z

& com essa escolha ficamos com

gi(z) = ;\+(L2)Zi ' L= leoant
Devemos notay que se 2z & um autovetor entao «az, o€ R, também o
Z ¢ dessa forma sempre & possivel encontrar um autovetor de L, tal que

g %y eom 2 =

y; para qualquer vetor y > 1, Este fato assogiado 3 quasimo
notonicidade da funcao g(*) implica em gi(y) R gi(z} de onde concluimoes

que A (L4} £ k¢(L2) que completa a prova.

11.3., O METODD DE SOMAS PONDERADAS

Fste motodo & uma das maneiras de se construir o bloco anali-
g do siatema giobal na Figura II.2 e utiliza para isto as t&cnicas wnor-
mais da Teoria de Lyapunov, tanto para 08 subsistemas, como para ¢ sistema

global interconectado. Fornece portanto condigoes apenas suficientes para

a estabilidade.

Vamos considerar que os subsistemas isoclados {I1.4% dp siste~
ms interconectade (II.3) sejam assintoticamente estaveis e gue conhecemes
tal

uma fungao de Lyapunov vi(xi), diferenciavel, para ocada subsistema,

ques

By xS volxg) € by, (e D (17.8)
vl(xi} & “U:}l &Bi{ﬂ Xi“) * 1«131 > 8

vai{xi}ﬂ £ ul;i ) Ui&i > 0
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para i = 1, ..., N, onde N & o nimero de subsistemas, ¥ . (+) € K (k = 1,

2, 3) ¢ ainda as fungoes ¢31(°} devem ser as mesmas de {I1.6).

Se vi(xi) satisfaz (II.,8), entao pelo Teorema I.17 os subsis-

temas sao assintoticamente estaveis.

Por outro lado, se as funcgoes b s (k=1, 2, 3) forem de mesma

Ordem de Magnitude, teremos:

My ¥ G 1) € vy (xg) € g, ipi(uxin) (11.9)
V0 € gy Blg) gy > 0
.HVvi(xi)ﬂ S U s Mep 20

que nos permite escrever

. U31
-

i
. N = [t | S "
vl(xl} £ 1( 1)

Hag

cuja solugao satisfaz (Teorema II.56)

-5 b —-J,
i i
s < L . .
Hyg ¢i(§xi§) £ Vi{xi) < e Vi, € 8 ¢1{onﬁ)u21 {11.10)
onde
Myt
Gi o PRI e——
Yai

& o grau de =stahilidade estimadc por vi(xi} para o i-esimo subsistema iso
lzde guando $i(§xi§} = gxig e pelo Teorema L.18 fica caracterizade a esta-

bilidade exponencial do ponto de equilibrie considerado.

Se as equagoes (I1I.6) e (11.8) forem validas apenas num certo

subconjunto B{r) do Espage de Estado todas as conclusoes posteriores ficam

limitadas ao subconjunto B{r). .

0 Métode de Somas Ponderadas consiste, como o propric nome
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sugere, em propor uma fungao do tipo (II,11) como candidata a fungas de

Lyapunov para o sistema interconectade (II.3).

N
o L = ’
v (x) ary izl d v, (x,) (1,11}

onde
¥

I Pl"'di] . di> o0 e R
¥ - an
Vo= {vl(xl) ‘ew VNfXH)] . vi(xi) e a fungao de Lyapunov

do i-&simo subsistema isolado.

Primeiramente, vamos mostrar que Us{x) em (1I.11) & definida

positiva, se Vi(xi) satisfaz (II.8Y.
N N
v (0 < igl d, ¥, (Ix 1) < (M?x ;) iél Uy, (hx, 1)
< u ?z(ﬂxﬂ) (11.123
onde:
2 _
_ N
Y = I
B AGCH R I
i=1
Por outro lado, temos:
N N
u (0 3 igl a ¥ U > (Min d.) izl (Y
zu Y xid (I1.13)
onde:
. Moo= Min di >
: _
¥
. ¥ Gx) = izz Wy %)
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Vamos agora verificar, em que condigoes v, (x) sera definida
negativa, Para isto, basta tomarmos a derivada temporal de Us(x), em
(I1.11), avaliada hos pontos que formam uma trajetdria genérica do sistema

interconectado 11,3}, e assim:

N N
- L L I
v ) = ]y vilx) = 14 woxg (11,14)
i=1 i=1
TS )
" d, Y. (f,.(x.) + £..0x.))
i1 * SRR B S § i#i 13173

N -
VA CIO P

N
Viv, {x, )£, . (x,
A 5§ v, () (x0))

i

onde vi(xi)l £ a derivada temporal de vi(xi) avaliada nas trajetorias do

j~8gimo subsistema isclado (II.4). Com (II.B) e {I1.6), vem:

’ N N
i=1 j#i
N ”Bi N
£ ‘z di Uéi(" i Lt'ﬁ(]ixili) + ‘Z. hij ij(ﬁxjn})
i=1 Bai FF1
que em notagao matricial fica:
Gs(x) $ 'S P (ix i) (17.15)

ondes

N
.b g E . bi = di Ugs > 0

. G o= “Diag{u:ﬁi;ul}i} + H » E ""M
para H definida em (1I.6) e Uags My satisfazendo (IT.8).

NG [?31(ﬁxln) een w3N(uxNﬁ)]‘

Sendo A;{S) < 0, § £ -H, podemos pelo Lema II.7 escolher o ve
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tor 4 > 0 de tal forma que b seja o autovetor de 3% associade a A,(8), ou

seja
bis = 2:(8)b° AslS) < O {(11.16)

- - - + . - » .
egssa condi¢ao e necessaria e suficiente para que Us seja negativa, porém
apenas suficiente para a estahilidade do sistema global, pois com (11,15}

e {11.16) vemos que

U (1) € A ()b lixi)

< =) Yylxn (11.17)
onde
N
WB(HXH} = izl b, w3i(ﬂxiﬂ) g K

e pelo Teorema I.17 o ponto de equilibric x = 0 de (I1.3) & assintoticamen
te estavel. Quando A,(8) = 0 o mesmo ponto de equilpbrio serd apenas esta-
vel {Teorema 1.16).

f interessante notar que se as fungoes Yy:, Wy, € WYag forem

de mesma Ordem de Magnitude fica caracterizado a estabilidade exponencial

do ponto de equilibrio x = 0, pois com {¥1.9), podemos reegcrever {I11.12}

e (I11,.13) na forma
Hy i & uq(x) S ¥ix (11.18)

onde

N
¥(ixD = ) b (s 1) e K
im1

Mmoo dy Mgy 5 My T Maxdy oy

Retomando (I1.9) podemos reescrever (I1.13) e apbs os calcu~

ios ficamos com

GS < B8 0D (11.19)
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ondes

N
R e B

. § = -Diag {uai/’n“} +H, ¢ -M

para H definida em (II.6) e Mase Mgy satisfazende (I11.9).

D = [h D) e G n)]

No entante, se escolhermos o vetor 4 de tal forma gue b seja

o asutovetor de S' associado a A,(8), (IL1.19) fica
O 00 € =S| BT UhxD , A(8) <0
<~} uy YD (11.20)
snde

N
= Min(d; u,) e ¥(xD) = Povtixn e K

u
3 1 =1

Com {11.18) e (IT.20) temos gque

b, () < Al ] = v (0 (11.21)
Ha

cuja solugas &

Ha

v {x) £ e IF vs{xo) , o= i) —= (11.22)
gue por sua vez implica em
Ha ~t
Y xl) £ —— ?(chﬁ) e , ¥(-) e kK {11.23}

Hy
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e pelo Teorema I.18 fica caracterizado a estabilidade exponencial do peonto
de equilibrio x = 0 do sistema global (II.3), e 0 em (X1.22) & o grau de
estabilidade estimado pelo metodo quando ¥(jxf} for linear em jxj, ou seja,

gquando @i(ﬁxiﬁ) em (I1.9) for linear em R=x.i.

Como vimes no capitule I, diferentes majoragoes mna fungao de

Lyapunov e sua derivada nos levam a diferentes estimacoes do grau de esta-

bilidade, Aqui ocorre o mesmo. FPara exemplificar este fate, vamos supor

que as fungoes g, k=1, 2, 3 em (I1.8) sdo de mesma Ordem de Magnitude,

Com (YI.9) podemos reescrever (II.15) na forma

| N N
5 = d, v, (x, Tty (x. ), . (%, .
v, (%) izl RACHI j;i v, () () (11.24)
H uBi N
< ) A u. (- Sl N ER P ) By s ﬁi-(ﬁxdt))
i=1 Mgy 3#i 31
N ‘ Has N v, {x,)}
< I 4 “41-(" 3t v, )+ L ~4-i—-) (11.25)
ind Myg Mos j# M3

que em notagao matricial fica

O,(x) € b' 5 piag {1/uy 1Y (11.26)

pnde
N
- b e B0/ b= odg
S = ~Diag { : s -
. 8 piag { Qg /1400 .(uli!uZi)} +y8, £ -M
para H definida em (IT.6) e os parametros M. (k=1, «v.,y 4)

satisfazendo {(I1.9).
LY o= [Qlfxl) .an VN(XN)]'

egealher o vetor d de tal forma

T1.26) fica

De maneira analoga, podemos

que b seja o autovetor de 8' associado ac 2o {8) e assim, {
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U, € ~12,(8)] b' Diag {lfvli} v

N od. ¥,
- ~ 4
< -G L Sy
i=l My
- _ Vog
< 1A My u (), My = Min £11.27)

oMy

cuja solugao & do tipo (I1.22) gque juntamente com (I1.18) fornwu.e

s—-

u -
Yixy < 2 ‘?(iixoll) e Ot , ¥ ek (11.28)
u
1

onda

= i,

sers uma estimagao do grau de estzbilidade do ponto de equilibrio x = 0 de
(I1.3) quando ¥{yx|) = yx} ou seja, quando ¢i(ﬂxiﬁ) em (IT.9) for linear
em R Q.

Quaisquer que gejam as majoracoes adotadas, 8 condigno neces~
shria e suficiente para que o metodo fornega resultado positive & que a ma
triz de teste seja assintoticamente estavel ou seja, que A,(*) < 0, Portan
to, nas mesmas condigoes, quanto menor I2,(+3] mais comservativo & ¢ méto
do. Isso implica que considerando 08 mesmos valores dos parametros By
k=1, 2, 3, 4 a matriz de teste 5§ em {11.19) fornecera resultados sempre

melhores que agueles fornecidos por S em (1I.26) pois uZi/uZi £ 1 e pele

No entanto, quando as duas matri-

»

Lewa 1I.7 temos que |k+(S)| 2 | A (8}
zes forem assintoticamente estaveis nao e possivel prever gual delas esti=

ma o melhor grau de estabilidade ja que

. Min 3, dy "

3 1 . i ~
— a Min wee— =
U Min U, 4. ioou 3

2 ; 11 i 11

nao guardam necessariamente nenhuma relacao de ordem entre si.

i
|
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Na proxima secgao apresentamos uma maneira de melhorar os re~
sultados fornecidos pela matriz de teste S que consiste basicamente em pro
CUTAT NOVOS estimadores do grau de estabilidade dos subsistemas isolados,
de tal forma que a passagem de (II,24) para (11.26) nao seja tao conserva-

tiva,

Todos o5 resultados agui obtidos se baseiam ne fato de que as
matrizes de teste aqui consideradas, pertencem a classe ~M e portanto, se
aplica o Lems IL.7. No entanto o Método de Somas Ponderadas pode apresen—
tar matrizes de teste quaisquer, Para isso basta mudar as hipoteses (LI.6)
sobre as fungoes de acoplamento e procurar novas condicoes (I1.8) compati-
?ais.a Em alguns cases pode-se obter melhores resultados {ver Michel e

Miller [1]). 0 exemplo que se segue ilustra melhor o que acabamos de ex-

poY.

Exemplo II.28

Vamos considersr o Exemplo 1.47 e resolvé-lo aplicando agora

a id&ia do Metodo de Somas Ponderadas. Podemos reescrever © gigtema

Xy ® X
a 8 2
X = mxp - Bxy - (Bxy 4 x) X
na forma
X = Ax + £(x) (11.30)
onde:
) {o 1
L EmAX LA™ &2 o subsigtema isclado
-1 -8
. ,
. E(x) = {O ~(fx, *+ x;) xg] € o vetor perturbagac
Considerands para (I1.30) uma fungao de Lyapunov quadratica
do tipo

vix) = x' P x {11.31)
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e tomando sua derivada remporal ao longo de uma trajetoria do sigtema glo—

bal perturbado (I;,BO), teremos

;(x) = G(x)l + Tiyl{x) f{x)

= x'Qx + 2x'P F(x) (11.32)

Podemos aproveitar a estrutura particular de {I¥.30) escolhen

do para (II.32)

=1 e g = ={A+ A"} (11,33

pois dessa forma, em (I1,32) tevemos x*E(x) £ 0, o que nos habilita a re-

-y
esereve~la na forma

o(x) € =x'0x = ~28x§ (11.34)

e o sistema {I7.30) & assintoticamente estavel para valores de B positivos,
Ho entanto, a majoragdo de (IT.32) para (I1.34), foi diferen—
te daquela sugerida em (11.6), e justamente por esse motive conseguimoes

mostrar, para este exemplo, a astabilidade assintotica global do sistema

{11.30).

Vamos agora considerar em (11.32) uma majoragao de tipe

{11.6). Com issc obtemos
wix) € =x'Qx + 2[{x"PEX) ] (IT.35)

Escolhendo novamente as matrizes P e Q segundo (I1.33), peode~

mos comparar os diferentes enfoques e {(11,35) fica
. 2 2 2
< -
vix} £ EBxZ + Z(sz + xl) N
A condigac para que v(x) £ 0 &

(B, + x)° € 8

ou equivalentemente
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I8z, + x| < /B (1I.36)

. . - 2 - .
e o dominio de estabilidade & vi{x) = Ixi < v, onde v, e a maior curva de

nivel de v(x) totalmente inserida na regiao (11,36) onde v{x ” negativa,

Este pequeno exemplo ilustra o efeito das majmragaes adotadas
para as fungoes que descrevem O acoplamento entre os subsistemas (vetor
perturbagac) sobre a estabilidade do sistema glohal. Apesar de que enm
alguns casos explorar a estrutura dos subsistemas & interessante, na
maioria das vezes nao se consegue outras majoragoes que nao sejam do tipo

{11.6), como pode ser constatado em Michel e Miller [1].

11.3.1. Aplicacao aos Subsistemas Lineares

Devido & sua import3ncia pratica e as propriedades extremamen

re interessantes dos sistemas lineares, apresentamos nesta subsecgao o M2

todo de Somas Ponderadas para o CRS0 €m que OF gubsistemas &ao
desde que satisfacam (I1.H), com ¢3j

lineares e
as fungdes de acoplamento quaisquer,
linear em i%;1, aun certe subespago B(x).

Com essas hipGoteses, o sistema (11.3} pode ser descrito por

um conjunto de equagoes diferenciais do tipo

N

w,om AE Ot 1 FTICH I i=1,,.8 (11,37

J#

onde?
n.
* xl E‘ R ’ i::‘}‘ &5 & N
) Ilj n.
o f‘ij(‘) H R “%R ¥ 3#131 L3 N
n N

., x £ K, n= ) n.

N & o nimero de subsistemas de {(I1.3)

:
;
;
i
<
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# fato que uma fungao de Lyapunov quadriatica fornece condi-
coes necessarias e suficientes para a estabilidade dos sistemas linearves
{Narendra e Taylor [1]). Além disso fungpes quadraticas possuem proprieda-
des muito interessantes e fiea facil verificar em que condicous olas satls
fazem (I1.9).

Por tudo isso, vamos consideyar para cada subsistema, uma fun
¢cas do tipo

(i x )2 (11.38)

v, X, =
l{l} 111

ondes.

T, n;
. P € xR

oy
. % £ R
1

Atraves do quociente de Rayleigh podemos verificar gue vi(xi}

em (11.38) satisfaz {11.9) com wi = ﬂxiﬂ e os parametros abaixo

1/2 . . 3 1/2
Uy A (Pi) 3 Moy A, (Pi)
{£1.39)
A_{Qy)
Hoo = o STV S leng,)
31 5 1/2 4% + 1.
A@ (Fi)

Com issp, para que pOosSSamos montar a matriz de teste, devemos

impor que, num certo subespago B{r), as funcoes de acoplamento satisfagam

{11.6) com ij(ﬁxjn) linear em “xfﬁ’ ou seja, para x € B{r)

g, vigic{l...nl {11,4D)

v
5,
el
p
"
o
o
W

Considerando uma funcao do tipo (II1.11) para o gsistema global

e derivando em relacsze ao tempe para as trajetorias de (I1.37), obtemos

com {II.39) e de maneira analoga a (I1.18) e {I1.19)

Gscx) < b8 V(e (X1.41)




onde:
1/2 .
.br0e R, b=, A7), i=l..N
A_0GQ.)
. 5= ~Diag§~£ L £+ H , =M
P2 a0

i
para H = {hij(l - 6ij}} satisfazendo (IT1.40)

+ piAi +Qi m (3,

C¥aED = g e xl]]
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¥
: LB+
g Az i

Como o vetor & > 0 & arbitrario, vamos escolher seus elemen-

Los di > 0 de tal forma que b seja o autoveter de 5' associado ao A, (S).

Como § £ ~M, essa escolha & necessaria ¢ suficiente para que v, sela nega~

tiva, e pelo Lema II.7, podemos reescrever {I1.41) como

6s<x) € 2,08 b ¥(xp) . A8 <0

Dado que Us(x) = 4'W £ bt Wizl temos
Us(x} X “Ik*(S)I U (%)

e analogamente a (I1.21) podemos concluir que
o= [A(s)]

% uma estimacio do grau de estabilidade do ponto de equilibrio

sistema global (IX.37) obtido com a fungao de Lyapunov

N
1/2
u_(x) = igl bov, () /AR

onde b & o autovetor de S' associado ao A,.(8) sendo § a matriz

em (II.41).

(11.42)

{II.43)

® w O do

(I1.44)

de teste

Podemos concluir finalmente, que a condigac necessaria e sufi
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giente para que a funggo (I1.44) =eja funggo de Lyapunov para © sistema

(II.37) & que a matriz de teste obtida seja assintoticamente estavel.

Naturalmente, a matriz de teste que obtemos depende do tipo
de majoragac que fazemos nas funcoes de Lyapunov dos subsistemas e suas de

rivadas, Para ilustrar este fato, vamos considerar a mesma fungao vi{xi}

em (IT1.38} & notar que

1
w. 0. %,
PTETE oL l_llf2

.

. 1 ~1 1/2
vi(xi) = W‘E vi(xi} " (?i Qi)km (Qi) Ix

vi(xi) € =Ugy X {11,45)

mmde

) . 172
Hyy = 5 (%“{?i Q) A»(Qi%}

0 interessante de {iy; & que

1 @)
E S H
2

klfz{Pi}

-~

Hai

para Y, em (11.39), Podemos entao trocar em (II1.39) Hae pOT §3i e montar

sovamentsé a matriz de teste, Apds os chlculos obtemos

O G £ BT B ¥GxD (11.46)
onde
_ A_(Q, ) 172
g = *Diags 5(\?&_(?.1%) -w——‘:-m) [y H, £ =M
[z t (2D |

e os demais parametros ja foram definides em {II.41),

Analogamente podemos concluiyr que (TI.44) sera funggo de

Lyapunov para o sistema global {11.37) se e somente se A+(§) < 0 e nessas
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condigoes

G = A5 (TT.47)

& o grau de estabilidade estimado para o ponto de equilibrio x = 0 de

(11.37), onde b agora & o autovetor de 5' aszociado ao k+(§}.

Com a desigualdade

. ()12 A_€0.)
{2 WD 2 a0

.

temos que § £ § e portanto para as mesmas funcoes vi(xi) em {IT.38) a ma~
triz de teste § nunca fornece resultados plores gue aqueles fornecidos por
Sa

Vimos na subseccgao anterior que existe ainda a possibilidade
de construirmes a matriz de teste escraevendo Us(x) em funcao de vi(xi) ao

- ool - Ll ] -
inves de I%;1 como fizemos ate agora. Nessa direcgao, vemos que para a mes—

ma fungao de Lyapunocv vi(xi) em {II1.38) temos

1

®.0,%, .
v.{x.) = - R T S < ~ E.A (p.Iq,) v. (x.)
i1 S TS i~"i
2 ' 1/2
(x.P,.%,)
R T N
< ~gs ve{x.) Mo, = L (P"ZQJ (11.48)
€ thgg viUed e g T TN y

Retomando {1I.24), ficamos com

i N N vj(xj)
Us(x) * 'El dl ("U3 vi{xi) * Zl Heg ij )
1 3 Ulj
que na forma matricial fica
- + T 1/2
v {x) < b' S Diag fin’eatv (11.49)

ende
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onde

IIZCP.)

+ L

b e R fn, =4 A
i S E

.8 = —niag% Aﬂ(leQi) /8()) f+ H, £-M

sendc H a matriz de interconecgao definida em (II.40) e

AP, +P.A + 0, =0,
11 R T 1
¥
V= [Vl(x1) s VN(XN)J

Se escolhermos o vetor d de tal forma que b seja ¢ autovetoy

de §’ associado ao l+{§) podeios de maneira analoga a (1I1,28) afirmar gue

F e |2, (8)] E&@n G(Pi):l (11.50}

1

& 0 grau de estabilidade estimado do ponto de equilibrio x = 0 de {11,337},

ghtide com a fungao de Lyapunov

5 1/2
v () = ] bovilx ) /A TR (11.51)

im]

Agora, vemos que nao & possivel estabelecer relagoes entre

Ly ol s / Ly ole. oot H2
i - A_{P, 0.} 9(?.)$ e Diag w-( _(r,70.0 “-“~w—) f
1ag 2 b 1 1 2 i 1 K_a_(?i) (11«52}

e portanto nao podemos afirmar a priori que og resultados fornecidos por S

sap melhores que agueles fornecidos por S cu 5. No entanto com © auxilio

de um problema de otimizagao podemes mostrar que os resultados fornecidos

S nuneca sac inferiores dqueles cbtidos com § ou 5,

pela matriz de teste
Este problema & abordado no proxime capitulo, onde estudaremos como resol-

ver
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1
AiPi * PiAi + Qi = 0 (11.53)

de tal forma gque os elementos de cada watriz em (II.52) sejam os maiores

- - - * bl - -
possiveis, caracterizando assim a versac menos congervativa degses meto-
dog,

Do que foi exposto até agui, dois fatos merecem destaque: {i}
que as varias versoes do Metodo de Somas Ponderadas que apresentamos 820
proposicoes apenas suficientes para a estabilidade do ponto de equilibrio
x = 0 de (II.37), porém cada versso apresentara resultado pesitive se e so
mente se a matriz de teste correspondente for assintoticamente estavel;

{ii) mesmo que (IX.37) seja linear, e nesse caso terlamos com (X1.6)

£..p = L.x.0 % hy, . o 34
§ 1JE uﬁi}xja i I 0 (11,534)
onde

, /2. s

nBo £ possivel mostrar & necessidade desses métodos, ou seja, nao & possi
vel mostrar a necessidade da existéncia de uma fungao de Lyapunov do ti

po (I1.11) para um sistema interconectads linear do tipo {II.37).

Uma outra observagac interessante £ que podemos montar & mes-

ma matriz de teste § em (II.44) utilizando uma outra téenica conhecida

como Stotema de Comparagdc. Este & o assunto da proxima secgac,

71.4, © SISTEMA DE COMPARALAQ

Historicamente esta fol a primeira metodologia que dentro do

enfoque da Figura II.2 determinou completamente o contetdo do bloco anali-

ga do sistema global na Figura II.2.

Em 1962 Matrosov |1] mostrou que utilizando um Vetfor Funpao
de Lyapunov era possivel mentar um sisteuma auxiliar chamado Ststema de Com
paragac cuja estabilidade implicava na estabilidade do sistema interconac-

tado original. Esse Sistema de Comparagao tinha a dimensze igual ac nimero
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de subsistemas e além de ser linear e invariante no tempo, poessuia uma es-—

trutura bastante simples e facil de ser estudada.

Como no wmetodo anterior, as condigoes aqui envolvidas 520

apenas suficientes para a estabilidade e devido as hipoteses de trabalho

devemns esperar resultados conservativos.

Este metodo nac apresenta a flexibilidade do metodo anterior

pois como veremos a matriz de teste do sistema de comparagaoc deve sy uma

-4 matriz para que sua estabilidade implique na estabilidade do gistema
original. AlEm do mais, este metodo utiliza a idéia do Metodo das Pequenas

Perturbagoes apresentado na seccao 1.3 e na pratica sua aplicacao fica re-

duzids aoc caso em que os subsistemas sao lineares, motive pelo qual estuda

remos somente este caso.
Em Michel e Miller [1] pode ser encontrado um egtudo mais de-
talhado além de completa bibliografia do assunto.

Apresentamos a seguir e de maneira condensada alguns concei~

) » i - bt » -
tog imprescindivels para uma melhor compreensac do sistema de comparagao e

das suas relagdes com o sistema original.

Definigao II.55 = Uma fungao continua gl(x) : " > 8" & dita Quasimonotoni—

ea, se todas suas

componentes gi(-} san tais que gi(x} & gi(y) para quais-

no .
quer vetores x, y € R cujas componentes satisfazem

Xq £ Y
% . Lfi=l...n

eorema 11,56 (Waszewski [1]) — Seja a inequagao diferencial

x(£) € glx(t)) , x(0) = x,
onde g(°) 3 RO = R" & uma fungao Quasimonotonica gque satisfaz Lipschitz.
Seja também a equagac diferencial vetorial

gty = gx()) »  ¥(O) =y,

entao, se x, € ¥, teremos x{t} € yvy{t) , V&t 2 0.

Ppoypa - Pode ser encontrada em Geromel [ﬁ].
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Teorema II.57 (Corduneam [1}) - Seja o sistema (IX,1) e uma fungao esca-

lar v(x) definida positiva tal que sobre as trajetorias de (II.1)
ij wl(ﬁxﬂ) £ vix) £ ¢2(ﬂx§)
i) v(x) € Py (v(x))

Seia ainda o sistema escalar w = Yy(w), que admite solugao unica ¥ w(D) =

ww >0 e que possue w = 0 ‘como um ponte de equilibrio isolado.

Entao: se Y; e wz g K e w = ¢3(w) satisfaz algum dos teoremas

sobre estabilidade, apresentados no capitulo I, o ponte de

equilibric x = 0 de {II.1) satisfaz o mesmo teorema,

Frova ~ Pode ser encontrada em Geromel [L}.

T1.4.1. Aplicacao aos Subsistemas Lineares

Como vimos na secgao anterior, ¢ caso em que o8 subsistemas

s%o lineares & de extremo interesse pois sabemos que uma fungao de

Lyapunov quadratica do tipo

e 1/2
Vi(xi) = (x Pox.) _ (11.58)

sl8m de fornecer condigGes necessarias e suficientes para a estabilidade
degses subsistemas podemos mostrar que
%) S v o8 g x,
Myl vl(xl) PR
vy xg) S gy vy () (11.59)

172 1/2
ﬂ'ﬂde “li = )1__{ {Pi} M Uzi = uz{“i = )\.*f (Pi>

1 -1 ¥ -
= - A_(Pi Q) » AP, +PA G, =0

B > 1
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Seja o sistema interconectado

L N
%, = &ixi + jéi fij(xj) , im1,..H {11.60)}

ende os subsistemas lsolados

Ky = AiX. » i=1,,.N {T1.61)

sZo assintoticamente estdveis., GSabemos entdo que existe uma fungao de
Lyapunoy do tipo (II.58) para cada subsistema,
Segundo Bellman [{] e Matresov [ﬁ} vamos considerar o seguin-

te Vetor Fungac de Lyapwiov

Vo= [%1(“1} e vN(xN)]' (I1.62)

onde vi(xi) Z a fungao de Lyapunov associada ao i-€sime subsistema isolado

(11.61}).

Tomando a derivada temporal de (I1.62) ac longoe das trajeto-
rias do sistema intercomectado (II.60), teremos que =a i-esima componente

do vetor V fica com (II.59)

: N
v {m ) € vilng)y * 'Z‘ B9 ()0 REL L () (11.63)
Jj#
N u,. h..
o 41 1)
€ gy v, (x) + %Zs s vj(xj)
37 ﬁl:j
e na forma matricial tevemos
VELVY (I1.64)
oade
. 172 - -
1. = Diag{ A+f (Pi)} S Diag {A_lfz(Pi}} , £ =M e

21}

gt 3;_ ~1 ) -
Diagl= A_(¥;70Q;) /oY + B, e M
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A matriz de teste S acima @ identica aquela obtida em {(I1.49)

com o Metodo de Somas Ponderzdas,

Com (II.64) podemos construir o Sistema de Comparagao Veto—
rial

e LW {11.65)

e desde que 0 € V(x ) ¢ Wix ), = = x(0, x), as trajetorias de {I1.65) e
(II.64) saoc tais que V{x(t, 1)) < Wix(t, x)) para V t >0, pois a fun~-
gao (V) =LV & uma fungao QuasimonotSnica ja que L € -M,

Com os Teoremas 11,56 e II.57 podemos observar que a estabill
dade do sistema de comparacao (I1.65) implica na estabilidade do sistema
interconectads (11.60) (Matrosov [1]),

Devemos notar que (I1.65) sera exponencialmente estavel se e
somente ge A+CL) < 0 e ainda que isto ocorrerz se ¢ somente se A+{§}< o,
£ claro que se A+(§) = 0, (II.65) sera apenas estavel, Fssas condigoes, no
entanto, sac apenas suficientes para a estabilidade do sistema original
(11.60). ‘

Existem na literatura (Siljak [1], Geromel [3]) algumas fun~
¢oes de Lyapunov bastante especificas e adequadas ao estudo da estabilida-
de do sistema interconectado (II,60) gquando se utiliza o Sistema de Com~

paracao (I1.65)., Vamos no entanto, considerar apenas dois tipos de fun-
goes:

N
a) v (V) = d'W = ] dov.(x) (11.66)

im=]

B) VL AV) = ng [?1ag-{di}i] = M?x divi(xi)

onde d. > 0 & arbitrarioc.
Com (I1I.66.a), podemos comparar os Metodos de Somas Pondera~

das e 0 Sistema de Comparagao. Tomando a derivada temporal de Usfx) em

(11.66.a) e avaliando~a ac longo das trajetorias do sistema interconectado

{11.60), teremos:

O, () = 'V < d'Lv

< b'3§ Diagi:lzlfz(Pi}}V (11.67)
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[seu14id

be B /b, =2 %pa, >0 e
o 1 + R,

T e _piaglta 7L I

S Blag?z A“(Pi Qi)/ a(p;) §+ B, € ~M
sendo H & matriz de interconecgac definida em (IL.50).

Novamente, aqui, podemos escolher d > 0 de tal forma que b
seia o autovetor de 5' associado ao 2,.(8) o que nos permite colocar (I1.67
na forma

1/2

-

»

. .
URORRSIN ] lz biv, (x) /A TR, A (5 <0

< -12,(5)] E\{;n G(Pi)] U (%) (11.68)
1

Comcz)s(x)satisfaz (TI,18) com ¥(ix§) = ixj, podemocs analoga~

mente a (I1.26) concluir gque

G = IA+(§)[ [%%n @(Pi}] (11.69)
1

wned

& o grau de estabilidade estimado do ponto de equilibrioc x = 0 do sistema

interconectado (I1.60), obtido com & fungac de Lyapunow

N 1/2
y_ (x) = E bivi(xi) /3, (Pi) (I1.70)
] iﬂl -

£ importante notar gue os resultados obtidos com (11,70} via
sistema de comparacac sao identicos Fqueles obtidos com (II.51) pelo Meto-
do de Somas Ponderadas, pois as matrizes de teste Seo grau de estabilida
de estimado O saoc idénticos para os dois métodos, Isto j3 nao acontece se
considerarmos a fungao de Lyapunov Uc(x) em {(II.66.b), pols apesar de apre
sentar a mesma matriz de teste S ¢ a mesma estimagao do grau de estabilida

de, os dominios de estabilidade estimados sao diferentes.

Ao considerarmos (IT1.66.b) devemos notar com {11.59) qua
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Yy B%l, € v () € uy Ixl, (rr.71)

onde
. 1/2 1/2

®;)

tomando agora sua derivada remporal segundo {I.14), avaliada numa trajeto

ria genérica do sistema global {11.60), encontraremos

v [Vx(e + 8e0] = v [YGe(e)]

U {x) = Lim
€ Apr0* At
v [Vx(e)) + At Tx(en] - v [Vix(e)]
= Lim
Ar+0F At

2%

Uc(é(x}) « Max Diag {d;} X,
1

e com {I1.64) vemos que para raodo instante de tempo

Gc(x) £ sz Diag {di liiz(Pi)} S v (11,72}

onde

V= Diag {k:l;Z(Pi)} Y.

-

Seja £ o autovetor de S asgociado ao seu maior autovalor.

Entao para VvV a(t) > 0 ¢ K
s £ a(t) = A(DE alt) A, () <0

Porem, 8{(V) =S V e QuasimonotGnica o gue implica pa ewisten

cia de uma componente do vetor g{V) oande ocoxva

gi(g) ES gi(E p{t)) (17.73)

pois se A (8) <0 & sempre pessivel para todo instante de tempo gscolher

s escalar oft) tal que
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;i(x:’,) = £, alt) e {'r}. (xj) < F,j alt) JEi=1, N

Como (I1.73) ocorre para todo instante de tempo, devemos no-

tar gue

Max Diag {di liKZ(Pi)}g Ea(t) =

i

= dax Diag (d, A/F@INLEE ale)
1

= Max =\, (5] Diag {d; A2 )3 ale)
n :

w =2, (5)] [M%n Diag {d, }\i‘/z(?i}}g a(t)A{ (11.74)

i

Se escolhermos d; de tal forma que di lifz(Pi) = 5;1 reremos

Min Diag {ggl}a a(ty = Max Diag {g;l}g al{t) (11.75)
i i
qualquer que seja a j-Bsima componente., Em particular para aquela onde
scorre {(II.73) de onde podemos concluir que
v, () € -1, (®)] [M{m Diag {ggl}g a(t)} (11.76)
1

Mas por hipotese em (I1.73) assumimos gue v g £ aft) ¢ isso

nas permite majorar (11.76) para obtermos

A

5 ) € = ()] [ng Diag { E;;l}ﬂ {11.77)

1[2(P y o= gzl com (II.66.b) vemos que

Pipalmente como 4. A )
i L

v, (x) = Max Diag {6;1 Ai”z(Pi) }v (11.78)

i
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e com {I7.77) e {T1.78) podemos escrever

f}c(;;) < ~IA+{§H I:Min B(Pi)} v, (%) (11.79)

cuja solugao e

-] t ) -
ulx) < e ¢ u, ) s g, = A (8)] [miﬂ @(Pi)]

que com {II.71) pode ser colocada nz forma

¢ (11.80)

e portanto O definido acima €@ a estimagao do grau de estabilidade que pro
curamos.

Devemos notar que

= o= 13 : . ]
o 3 2, (s)] [Mx:n O0(p) | (11.81)

o
X .

> 2, (]

onde & em (I1.69) & a estimagao obrida com a fungao U _(x) em (I1.66.a) nas
mesmas condigoes.

Com (I1.71) & {I1.79) podemos concluir que a hipotese assumi-
da em {IX.73) & suficiente para a estabilidade exponencial do ponto de
equilibrio x = 0 do sistema interconectado {(11.60), Por cutro lade, o Lema

11.7 nos garante que tal hipOtese & necessaria e suficiente para que U _(x)
em {I1.78) seja fungas de Lyapunov para {IL.60).

Concluimos entao gque a unica diferenca que encontramos aoc ado
tarmes um ou ocutro tipo de fungro em (IL.66) & que os dominies de estabili

dade estimados sao diferentes,
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Supondo que (I1.%9) e (IT.40) sejam validas em um certo sub-
espago B(r) Geromel [3] apresenta um estudo de quande a fungao (1I,78) cer

tamente apresent&fé um dominic de estabilidade melhor que aguele estimado

por (I1.70).

I1.5. COMENTARIOS

Neste capitulo utilizamos a metodologia de Decomposigao-Agre

gagac gssociada ao Segundo Método de Lyapunov no estude de estabilidade de
sistemas intercenectados.

Em contrapartida a generalidade desses metodos devemos espe-~
rar resultados normalmente bastante conservativos, pois existe uma superpo
sicao dos efeitos conservativos proprios da metodologia de  Decomposigao-

&gragaggo com efeitos de mesma natureza do Segundo Método de Lyapunov.

Com relacac aos primeiros efeitos vimos que normalmente sac
inevitaveis nesses metodos, pois somente em casos especials podemos obter
condicoes menos restritivas que aquelas sugeridas em (IY.40). Por outro la
do a conservatividade do Segundo Metodo de Lyapunov pode ser reduzida com

o avzllio da Teoria de Otimizacae, que & o assunto do proxime capitule.

No que diz respeito acs meétodos em i, mostramos que diferen—

tes majoragces nas fungoes de Lyapunov e suas derivadas nos levam a dife-

rentes matrizes de teste e este fato ¢ decisive na obtengao de melhoras re

sultados.




CaPITULO IIX

SISTEMAS INTERCONECTADOS : O’I‘IMIZA§}§O DAS CONDICOES DE ESTABILIDADE
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o

III.1. INTRODUCAO

No capitulo anterior, considerando diferentes majoragoes nas
funcoes de Lyapunov e suas derivadas, obtemos, coms resultado, diferentes

matrizes de teste, Apesar de distintas, tais matrizes possuem em comum &

forma

~piag {*} + R s £ =M (I11I. 1)

onde a matriz H & a matriz de interconecgao definida em (I1.40) e a matriz
diagonal depende das fungoes de Lyapunov escolhidas para os subsistemas,
futra particularidade dessas matrizes de teste & que a influgncia de um

dado subsistema estz isolada num Unico elemento da sua diagonal prinei~

pal.

Neste capitulo vamos otimizar as matrizes de teste apresenta-

- " . —* . -
das no capitulo anterlor, isto &, vamos encontrar as condi¢oes mals favo

- - - - . - *
riveis possiveis para gque essas matrizes apresentem resultado positivo.

Supomos conhecidas as condigoes de acoplamento entre os subsistemas, iste

£, a matriz de interconecgao H.

&  condigao  suficiente para que os metodos de ana

1ise de estabilidade que apresentamos no capitulo anterior fornegam resul—
tados positivos & que as respectivas matrizes de teste sejam assintotica-

- . « . . - . “ +
mente estavels. Lopo, otimizar uma matriz de teste significa tornar mals

nagativo possivel seu maior autovalor pois dele depende a conservatividade

do metodo.

com o Lema I1.7 podemos verificar que a situagao mais favora-
val para que uma matriz de teste do tipe (IIX.1) seja assintoticamente es-

-t . - < - .
tavel ocorre quando os elementos da sua diagonal principal sao os mals ne-

gativos possiveis.

Mo capitulo anterior apresentamos tres matrizes de teste do
tipo (II1I,.1): "sY, ngn o WEM  » mostramos que a unica diferenga entre elas
2 a matriz Diag {°1.

Neste capitulo vamos otimizar cada uma dessas matrizes, 1sto

2, mostraremos como escolher as fungoes de Lyapunov dos subsistemas de tal

forma que o5 elementos da matriz Diag{*} de cada matriz de teste sejam os

. - '
malores posslvels.
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Na secgao I1I.2 otimizamos a matriz de teste 8", A solugao
otima do problema de otimizacao decorrente foi encontrada por Patel e Toda
[1] e & extremamente simples de ser implementada.

Na secgao 1I1.3 apresentamos uma solugao apenas sub-Gtima
para o problema de otimizagao da matriz de teate "§", pois nac foi possi-
vel caracterizarmos a solugao otima., Esta solugao sub-otima foi proposta
por Geromel [2}.

0 problema de otimizacao da matriz de teste "3" & abordado na
secgao IIL.4 onde mostrames que nas mesmas condigoes a matriz de teste "g"
nunca fornece resultados inferiores aocs obtidos com “S" ou "§",

Associado a cada matriz de teste apresentamos um algoritmo
que testa a estabilidade do sistema dinamico interconectado em considera-
£80.

Pinalmente na ultima secgdo fazemos algumas comparagoes € co-

mentarios gerais.

TIT.2. OTIMIZACAO DA MATRIZ DE TESTE "g"

Seia o sistema interconectado

N
x = A %, + § f£..{x), i=l,,.N (111.2)
17 BT 5
i#l :
n, n,
ende N & o numerc de subsistemas, A € R* x R* & assintoticamente esta-

vel e fij(xj) satisfaz (I1.40). Sejs tambeém a fungﬁm

N
mE i =9
v, (x) a'v igl d, v, (x,) (1T1.3)

onde vi(x.) satisfaz (I11.39). Para que Us(x) seia fun;éo de Lyapunov para

1
{III.2) & preciso encontrar di > 0 tal que

Gs<x} < b s wlixh) (TR 40
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, . 1/2 '
seja negativa, onde bi = di A+! (Pi}’ izl = [Hxlﬁ sen ngiﬂ e a matriz

de teste "S" dada por

= (111.5)

L M)
§ = - Diag}-« §+ H
2 A+€Pi)

Como § £ ~M podemos concluir pelo Lema IL.7 que a condigao ne
cessaria e suficiente para que a funcao Qs(x) em (III.4) seia negativa &

que a matriz de teste "g¥ apresente Ay {8} < 0.

Nesta secgﬁo vamos determinar as fungSes de Lyapunov

v, (x,) = (x£ P, xi)lxz (111.6)

onde P, 2 a solugao da equagao matricial

¥
Al P 4B A + Q=0 (II1.7)

que definem a situsgao mais favoravel para que a matriz de teste "S" em

{I11.5) possa aspresentar resultado positive para uma dada condicro de aco-

plamento entre og subsistemas (matriz HJ}.

Vimos gque para isso temos que maximizar os elementos da ma-

¢riz disgonal em (I11.5), onde as matrizes P, e Q. &8¢ relacionam gepgundo

{Y11.7}. Temos entao N problemas totalmente desacoplados do tipe (por sim—

plificar a notagao retiramos os Indices i)

1 A-(@
Max = (111.8)

a
Q Ae(P)

5.4 AP+ PA+Q =0 , Q=0'>0

Poorema T1I.8 (Patel & Toda [7]) - A matriz Q que resolve o problema

{IT1.8) & a matriz Q = 2I,

Prova ~ Hotando gque ao multiplicarmos a equagac de restricac do problema
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acima por um escalar nac alteramos o valor da fungac objetive, vamos esco-

lhg-lo de tal forma que A-(Q) = 2. Vemos que agora nosso chjetivo &

Mén AL (P) (111,10}

s.a A'P+PA+Q =20

Qe = {Q/r(@) =2)

Devemos notar ainda que o conjunto mais amplo de matrizes Q € ¢ pode ser
definido como

¢ = {q/qQ=21} (IIT.11)
Seja P a solugao da Equagao de Lyapunov obtida cem Q = 2I. Vemos entao

que

- At At
P-D = f ¢ Q- 21) e dt > (I1Y,12)

0

s que nos permite concluir que P > P e portanto Ae(P) > A (P). Porém quere
mos encontrar a matriz Q € 9 com a qual cobtemos o menor valor possivel
de A,(P). Com (ITL.11) e {IT1.12) podemos ver que & solucao desse proble

ma e Q=21 e esta provade o teorema.

Tecwema III.13 (Patel ¢ Toda [1]) - Com a escolba Q@ = 21 o escalar 1/, ()

satisfaz a

g <« ..1.. f:,,.@._).. £ g* m  ~-Re [}“4-(3'*)]
2 (P

e & igualdade ocorre se A for Normal.

Prova — Sela ii o autovetor de A associado av seu i-@simo autovalor, ou

sejs, Aﬁi o ki(ﬁjgi' Temns entac
¥ ¥ 1
Ei(ﬁ P+ PA)E‘:L = ”Ei(zl)gi
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que nos permite escrever
1

£k,
A_(P) e = ! < A (®
;£ -Re [ X, (&)]

g como ¥ > ( podemos concluir gue

0 < b ¢ 0% = -Re [A, )] (1T1.14)
A, (P)

Se A for Normal existe uma matriz T de transformagac unitaria que diagona-

liza A ou seja A = T'AT. Com isto vemos que

0
k1
= 2T j( AN TIE.
0
= T* Diag; ! %T
: ~Re [ (a)]
e portanto, como T'T =1 vem
1
Ap(PY = PP = v ml; (IX1.15)

~Re | Ay ()] o

que juntamente com (I1I.14) prova o teorema.

0 interessante do Teorema II1.9 2 que ele nos possibilita ca-
racterizar a matriz de teste "SY Gtima sem trabalho adicional algum & com
o Teorema III.13 vemos que mesmo os melhores resultados gque podemos  obter
podem ser mais ou menos conservativos dependendo da estrutura da matriz A
que define cada subsistema.

Podemos agora caracterizar a matriz de teste "S" em (IIL.3)
que fornece os resultados menos conservativos possiveis. A essa matriz
chamaremos de matriz de teste "S" OStima e a denoctaremos por S%. Com

(I11.5) e o Teorema TII.% podemos defini~la como

S* = *Diag% N €+ H {I1r.16)
RIS
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onde P € a solugao da equacap matricial
AiPi + Pi;‘&i + 211'. Q (TI1.17)

0 algeritmo abaixo descreve os passos a serem executados na

direcao de estudar a estabilidade do sistema interconectado (I11.2) com a

matriz de teste S em (ITI.16),

Algoritmo ITI.18

Pagso 1 - construa a matriz de interconeccac H segundo {(II1.40).

Passo § ~ certifique~se de que os subsistemas sao assintoticamente es~
tiveis e resolva para cada um deles a equagao (II7,17) obten
do em seguida AL (P;).
' . » ‘ . *
Pasgo 3 - com as informagoes do Pagseo I e £ monte a matriz de teste §
em (ITI,18} & calcule 20 (8%),
Pugeo 4 - se A+(S*) < 0 (A¢(S*) = 0} o ponto de equilibrio x = 0 do

sistema interconectade {II1.2) & exponencialmente estavel
(apenas estavel) onde uma estimagao do grau de estabilidade
g fornecida por {(II1.43). Se A+(S*) > 0 o métode falha e nao
e possivel, com uma matriz do tipo (ITI.5) aferir sobre a es

tabilidade do sistema (117.2), com a matriz H do Passo 1.

111.3, OTIMIZACAC DA MATRIZ DE TESTE "5

Seja o sistema interconectade (II1.2) e a fungao

N
u () = 'y = iél d; v, (x;) {T11.193

onde vi(xi} satisfaz (I11.59),
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Para que Uﬁ(x) seja fungae de Lyapunov para o sistema (II1.2)

& preciso encontrar di >0 tal gue

» g ~1 /2

S0 < b* 5 piag (AT ) v (171.20)
seja negativa, sendo que b, = d RIIZ(P»)

’ 4 TR A
5 = wDiagﬁ-l EW(P*1Q¢)@“1(P_) E+ H (ITT.21)
)2 i i ﬁ
para - P, e Q, satisfazendo
¥ ¥
AP, +PLA Q=0 , 0= 0 (I11.22)

No capitulo anterior mostramos que a condigao necess@ria e sy
ficiénte para que a fungﬁo (X11.19) seja funcao de Lyspunov para o sistema
interconectado (III.2) € que a matriz de teste HSY em (ITI.21) seja assin-
toticamente estavel, Vimos também que a condigao mais favoravel para que
isso acontega ocorre quando, para uma dada condicao de acoplamento, esco-
ithemos as matrizes Qi que maximizam os elementos da matriz diagonal em
{I11.2%4).

Novamente teremos N problemas de otimizagao totalmente desaco

plades {isto nos permite eliminar os Iindices que diferenciam os subsgiste-

masy.

Agora o problema a ser resolvido & o seguinte
-1 -1
Max = A_(P Q) O (P) (111.23)
a 2

s.4 AP+ PA+OG =0 , Q=Q" >0

Teoremg 111,24 (Geromel [2]) ~ 0 valor da fungao objetivo no problema aci-

ma satisfaz

0 <d vl o) € oF = —re [M(a)]

2
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¢ a igualdade ocorre se A for Normal.

Prove ~ Com (11.59) vemos gque k_(Ple)fZ & uma estimacao do grau de estabi

lidade do subsistema isclado em consideragao, obtide com uma fungao do ti-
po (11.58). Llogo, podemos afirmar que

Lot ¢o® = -Re [Ma(a)]
2

que fornece

Lo ety el o, o) 21
: _

Por outro lado, se A for Normal sabemos que
X, (4%) = Re [ (]

e portanto podemos escolher P = I e consequentemente teremos Q = -2 A% que

por sua vez implica em

Li gl el = 2a-2a% = 0"
2 2

gue completa a prova,

Vamos AROTA propor uma solugao para o problema (I11.23) segun

de Geromel [2].

come o estude direto de (IIT.23) e inviavel, vanmos fazer

algumas manipulagoes algébricas e transformi-1lo num problema equivalente.

Defininde
.}:— }\“(Pm}‘Q) = -\!( (}:II:;ZS)
2
vemos que
R=g-24P >0 , O<y<o {I11.26)

onde a matriz R & obrigatoriamente semi~definida positiva ao considerarmos
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(I11.25). Vemos entao que R > 0 implica em ¢ > 0 e com isto o problema

abaixo & equivalente ao (IIX.23)

1/2
Max vy | 2n(B) (111.27}
R,Y PURALS]

8.8 F'P + PF + R = (

Foe A+ ¥yl H g <vy<gqg

. - * - " "
Fixando ¥ em um valor factivel, a matriz F & assintoticamente

estavel e da igualdade

@ 1
R [ eF t(R + 2F%) eFt dt (111.28)
0

. . 8
podemos concluir que P 2 I sempre que tivermos R + 2F° 2 0.
Como R = R' 2 O & uma matriz arbitraria podemos escolhe~la de
forma a garantir R + 2F° » 0.

Nessa divecac vamos adotar a matriz R com a seguinte estrutu-

ra (Ceromel {27}

It
R= T X% (R .z (111.29)
5oy iti

~ . , 8
onde r. sao os autovetores ortonormais damatriz F e portantoc 08 mesmos

de A%,

Ma determinacao dos autovalores KjCR} em (IT1.29) devemos no-
tar gue quanto maior os autovalores de matriz R + 2F° maior sera APy,
porém nada podemos afirmar sobre A_(P), a nac ser gue A.{P) 2 1, Portanto
minimizar Rj(R + 2F°) 2 0 em fungao de Aj(R} & uma proposicac apenas sufi-
ciente para (111.27). Apesar disso a escolha de kj(ﬁ} com tal finalidade

nos leva a obter com {(II1.29) e {II1.28) os seguintas valores

Aj(R) - =2 Min {0 2 13<A$) + v} £, 30)

|
3
;
%
E
?
;
|
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e portanto a melhor escolha da matriz R do tipo (II1.29) que podemos fazer

de tal forma a minimizar A.(P) quando R esta restrita ao subconjunto
R+ 2F° >0 2
n

¥y = =2 7 min{0 ; A% +v)r,r. (111.31)
jel J 33

- . g
ande rj sag og aubovetores ortonormais de A7,

- '3 - = o~
Devemos notar que ao restringirmos as possivels solugoes (R,

Y Y de (II1.27) ao subconjunte R + 2F° 2 0 podemos nac estar considerando
a solugao otima do problema.

Podemos portantoe  encontrar uma solugac sub-otima  para

(II1.27) resolvendo o problema de otimizagao unidimensional

1/2
Max A-(P) £311Y.32)
Yo A (F)
s.a F'P o+ PF 4+ R(Yy) =0

Fw A+ vI . O<YSO‘*

onde R¥(y) esta definida em (III.31).

Uma observacao interessante € que nao foi possivel caracteri-
zar a solugao otima do problema (I11.27). No entanto, apesar da sub~otima—
1idade de (II1.32) os resultados com ele obtides podem ser melhores que
aqueles fornecidos pela solucao otima do preoblema (I1L1.8), Isto dependera

da estrutura da matriz A dos subsistemas, como ilustram os exemplos do pro

ximo capitulo.

Outro fato importante & que a solugas do problema (ITI.32)

nac & tac simples como aquela de (III.8), pois a cada passe do matedo
de Buseca Unidimensional teremos que calcular as matrizes F e R que
envolve cAlculo de autovetores, € por fim resolver uma Equagao  de

Lyapunov para encontrar a matriz P, Esse processe iterativo poderia ser

eliminado se a solugao fosse analitica, Este £ o assunto da proxima sub-

SECLAT.




8¢,

TI7.3.1. Uma Solucao Sub~Otima Analltica

0 objetivo desta subsecgao & eliminar o processo de Busca Uni
dimensional na resolucao do problema (ITT.32). Como veremc: . segulr iste

se consegue ao majorarmos o problema (IXI,32), isto &, aoc considerarmos um

subproblema mais vrestritivo que (IIL.32}.

Teorema III.33 (Geromel [2]) - Uma solugdo sub-Otima para o problema

(I11.32) & o valor do parametro ¥ calculado pela expressao

1/2
3a + 0% (33 + 0*)2 %
i AL ATT =}~ g a
4 &

ES & -
onde a = ~i.(A%) e o = -Re{ X (W)].

<1
i

Prove - Seja T  a transformagao que diagonaliza a watriz A4, isto e,

A = T°F AT. Entdo se

o]
¥
P o= J eF t R*(Y} eF £ dt
o

temss que
T g 2
Ape(P) = P £ A+(R {r)) je” Ty dt {111.34)
0
Ho entanto podemos verificar que
F o ]
AMEREY)) = 2a-vy) e J te’ T ar < .__9;_5_2‘2.._.
0 2™ - )

que nos permite reescrever (III.34) como

a -~
-y

AL (P) € 8°(T)

Retomando (IYT.32) e lembrande que a 2o 2 v e A (P) =1 vemos gue

b

1/2
. [.1_@} N PJ *Y] (111.35)
Ay (P) (r) -y
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e a condicae de maximo pode ser gbtida por diferenciagac ja que em
{II1,35) o termo a direita e diferenciavel em relagao ao parametro y. Efe-

ruando os calculod obtemos como condigao
272 ~ {3a + 0*)Y + 20%5 = O

. - P a & - . . .
cuja unica raiz no intervalo (0, o'y & aguela indicada no teorema e 18LO

completa a prova.

0 valor de Y forﬁecido pelo Teorema TTI.33 & apenas sub-otimo

mesmo para o problema (111.32) que ja formece uma selugéo sub—btima para

(1I1.27), porém ensaios tEm mostrade que dependendo da estrutura da ma—
triz A podemos conseguir boms resultados, as wvezes melhores que aqueles ob

tidos com (IIX.8) (ver exemplos IV.18 e IV.19).

117.3.2. Aplicacao 2o Estudo da Estabilidade

Finalmente podemos utilizar os resultados desta BeQcac no es-
eudo da estabilidade de um sistema interconectadso do tipo (II1.2} gquando

utilizamos a matriz de teste "SY em (IIX.21).

Algoritmo 111,36

Pasgo 1 - construa a matriz de interconecgsc H segundo (I1.40).

Pazso 2 ~ certifique—se de que os subsistemas sac assintoticamente es-
taveis e atraves de um metodo de Busca Unidimensional resol-
va o problema (I11.32) (ou entao utilize o Teorema IIT.33)
para cada subsistema isolado, encontrando assim o valor oti-

mo (sub-otime) da fungzo objetivo para cada um desses proble

Mmas.

Passe & - com as informacoes do Pasgo 1 e & monte a matriz de teste

TEN gub-~atima em (II1.21) e calcule A+(§).
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Pasgo 4 - se A+(§) < 0 (= 0) o ponto de equilibrio x = 0§ do sistema in
terconectade (YII.2) & expeonencialmente estavel (apenas es;é
vel} e uma est.macac para o prau de estabilidade e fornecida
por (11.69), Se l+(§) > 0 o métode falha, porém nao & possi-
vel afirmar 2 nao existencia de um outro conjunto de matri-

zes {Q para os subsistemas com a qual o metodo apresente re-~

sultads positivo.

Foto

A utilizacdo do Teorema II1.33 no passo 2 reduz consideravel-
mente o trabalho computacional e em contrapartida acarreta uma diminuicao
do valor da funcao objetive que pode As vezes ser desprezivel, Isto depen

ders da estrutura da matriz de cada subsistema (ver exemplo IV.19}.

I1T.4. OTIMIZACAC DA MATRIZ DE TESTE "S”

Seia o sistema interconectado (ILXI.2) e a funcao

N
=] ‘ =
v_(x) daty i£1 d. Vi(xi) (111.37)

onde vi(xi} satisfaz (IT.45).
Tomands sua derivada temporal ao longo das trajetdrias de

{I11.2) encontraremos analogamente a (IX.46)

U_(x) € b S Y(ixp) (111.38)
1/2 P .
onde b, = d; A, e 5 e a matriz de teste dada por
- 1 o et
§ = ~Diag( -~ A.{P.7Q.) ~——m C o H {117.39)
2 R WY 5

No capitule anterior mostramos que a ccndiggo necessaria e su
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ficiente para que a matriz de teste acima fornega resultado pesitive & que
ela seja assintoticamente estavel, Mostramos também que para uma dada con=
digao de acoplamento H, a situagao mais favoravel para que isto acoentega &

aquela em que os elementos da matriz diagonal em (111.39) sao os maiores
e .
possiveis.

Novamente teremos N problemas totalmente desacoplados do tipo
{por simplicidnde na notagas foi eliminado o Indice 1 que caracteriza o

subsistema)

1/2
Max — AM(P"IQ) A-CQ) (YI1.40)
9 2 A (D)

s.2a AP +PA+Q=0 g=0q'>0

syt }\..- - -
Como A(P 1Q) 2—wm£gl podemos verificar com o Teorema III.24
A (P}

gue

1 L () 1/2
o <Ll ol 28 <o e re [ ()] ;
5 A (P) (I11.41)
ende a igualdade ccorre se A for Normal.

Uma propriedade importante da funcao objerivo do problema

(I11.40) & que

~1/2
L A.,(P"IQJM s 2 2@ (111.42)
2 AL (P} Z (P

e - '
e portantp a solugao otima do problema de Patel ¢ Toda LL] pode ser consi=
derada como uma solugae sub-otima para (II1.40) sendo que nessas condigoes
esses dois problemas forpecem o mesmo valor, como podemos verificar assu~

minde Q = 2I em ambos os lados da desigualdade (IIT.42).

Caracterizar a solugac otima de (IXI.40) ¢ um trabalho smito

complicado e algumas manipulagoes algébricas podem ser convenientes,

Seguindo Geramel[}], vamos definir
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2y = e ) | (111.43)
de onde podemos concluir
Re Q-2YP 20, 0 <y <o (T11.44)

sendo que R 2 0 e vy > 0 implica em Q > 0. Assim com {(¥11.43) e (III1.44) po

demos reescrever o problema (III,40) na forma

1/2
Max L 2y AR+ 2Y P)} {TI1,.45)
Ry 2 A R)

s.,a P'P+PF4+R=0 , R=2R 20

Fea+ vl 0 <y <£g

- - - -» -~
Vamos imaginar que temos em maos um valor factivel do parame-
tro Y e que estamos interessados em determinar a matriz R de ral forma gque

o par (R, v} seja solugao do problema {III.45).

Uma propriedade importante do problema acima & que nao altera
mos o valor da fungao objetivo ac multiplicarmos a matriz R por um escalar
positive. TIsto nos permite escolher convenientemente tal escalar como sen-

do 2y e dessa forma (ITT.45) fica

1/2
Max v |AofR*P) (11T.46)
R Al (P) |

5.3 F'P + PF + Z2YR = 0

Fe A+ vI s <y <£yqg

Poorema ITI.47 — O problema {(I111.27) pode ser considerado como um subpro-

blema de (ITI.46) e consequentemente a matriz R obtida com {ITI1.31) & tam

bem uma solugac sub~Stima para (II1.46) e assim o problema
' 172
Am{R* + P
Max Y [wwﬁﬁ@~wwwl} {I11.48}
Y Ay (P |

w
g.a F'P 4+ PF + 2y R = 0

¥Feo A+ vI . 8 <y £ o*




101,

* - : . . -
onde R se obtém com {IT1I.31}, nunca fornece resultados inferieores agueles

obtidos com (111.32).

Provag - Como AR + P) 2 ARy + A(P) 2 A_(P) podemos concluir que o wa-
lor da funcac objetive em (ITI.46) nunca & inferior ao da respectiva fun—
gao em (III.27). Por outro lado, mostramos que o problema {~~7 323 forne-
ce uma solugao sub—Gtima para (I11.27) e portanto tamb®m o € para (II1.46),

Tomando entzo a matriz R* em (III.31} o problema (IIT.46) fica identico ao

proposto no teorema e isto completa a prova.

- " - ’ - -
O nrocessoe de Busca Inidimensional necessario para resolver o
P P

problema (II1.48) exige um trabalho computacional rlevado. O tecrema se-

guinte elimina tal esforgo sendo que em alpuns casos a perda no valer da

fungao objetivo & insignificante.

Tecrema T11.48 — Uma solugEG sub-otima analitica para o problema (IT11.46) &

o valor do parametreo Y calculado pela expressao

Q- (32 - g* 331/2

]

-
onde

5 * -
AT e o = =Re [Ma(a)]

i
f

Prova - De maneira idéntica a prova de Teorema III.33 podemos obter a de-

sigualdade
[MM}‘“{R * 1’3}1;2 » AR H (111.50)
,Y - o &
e P 20%(1) (a ~ ¥).

que diferenciando em relagac a Y obtemos como condigao de maximo

2 *
Y© = 2ay+a a = U
- -tk . b . P - * -
cuja uica solugao factival, isteo &, que pertence ao intervale (0, 0 ) e

aguela enunciada no teorema e isto completa a provid.
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Devemos notar entrefanio que & scluggo sub=0tima (?} proposta
no Teorema 111,33 continua valida também neste caso e podemos verificar
que Y < Y porém os valores da fungao objetiveo em (II1.46) para esses dois

valores do parametro Y nao necessariamente guardam entre si alguma relagao

de ordem {ver exemplos IV.17 e IV,18),

11I.4.1. Aplicacao ao Estudo da Estabilidade

Para o estudo da estabilidade de um sistema interconectado do
tipo {I1¥.2) podemos utilizar a matriz de teste "EY em (IT11.39) sendo que
o problema (III.48) fornece uma versao sub-otima do processo de construgaoc
dessa matriz,

0 algoritmo abaixe descreve o8 Dpagse’ & serem executados

nessa diregao,

Algoritme ITI, 51

Passo 1 - construa a matriz de interconeccao H segunde (I1,40).

Passo £ - certifique-se de que os subsistemas sac assintoticamente eg=

taveis. Resolva o problema (I11.46) com um método de Busca
Unidimensional (ou com o auxilio do Teorema ITI.49) para
cada um dos subsistemas isolados, encontrando assim o valor

Stime (sub—-otime) da func¢ac objetive de cada problema,

Paaso 3 - com as informacoes dos passos 1 e 2 monte 2 matriz de teste

SN gub-atima com (I17.39) e caleule k+(§)

Pasgo 4 - se k+(§) < 0 {= 0} o ponto de equilibrioc x = 0 do sistema in
terconectado (III1.2) € exponencialmente estavel ({apenas egpé
vel) ¢ uma estimagac do grau de estabilidade & formecida por
{I1.47). Se A+{§) > 0 o metodo falha, porém nao & possivel

afirmar a nao existeéncia de um outro procedimento de constru
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cao da matriz de teste "S" (Passo 2) com o qual ela se torme

assintoticamente estavel,

I1I.5. COMENTARIOS

Neste capitulo formulamos e apresentamos solugoes para os pro

blemas que otimizam as condigoes de estabilidade apresentadas no capitulo
anterior.
No caso da matriz de teste "S" caracterizamos sua versao oti-

mz sende que o trabalho computacional envolvide na sua construgac & o
-
menor passivel.
Para a matriz de teste "S" apresentamos uma versac sub~-5tima

do processo de construcao ¢ mostramos que em alguns casos essa matriz pode

fornecer resultados melhores que aqueles formecides pela matriz de teste

Mg Btima, isto.dependends da estrutura das matrizes dos subsistemas, O
trabalho computacional envolvideo  significativamente maior que © primeiro
mas podemos elimind-lo com uma relativa redugao no valor da fungac objeti=
vo de cada problema acarretando assim um resultado mais conservative em re
lagao ac Otimo.

A matriz de teste gt pode ser considerada como uma generali-
zagao das duas matrizes anteriores pols mostrames que ssta, nas mesmas con

digoes, nunca fornece resultado pior que as demais. Isto se consegue com

um trabalho computacional praticamente identico.
Finalmente ressaltamos a importancia de se encontrar a solu-
gga otima do problema (IIT.46) pois com ela poderiamos construir a matriz
Ll - . . "~ R
de teste VS' Atima e certamente os resultados com ela obtidos nac seriam

inferiores aos que apresentamos ate agul.




CapTTULO TV

APLICACOES
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I¥.1. INTRODUCAOC

No primeirc capitulo apresentamos os conceitos basicos da Teo
ria de Estabilidade segundo Lyapunov bem como 03 Metodos Classicos de de-
terminagao das fungoes de Lyapunov. % medida que a dimensao e a complexida
de dos sistemas aumentam tais métodos vao se tornando inviaveis dewido a

enorme quantidade de caleulo e trabalho computacional envolvido,

0s métodes apresentados no segundo capitulo contornam as difi
culdades impostas peles grandes sistemas no estudo da estabilidade. Em con

trapartida esses metodos podem se mostrar bastante conservativos.

Este nltimo fato demonstra a necessidade de se obter crite-

rios de escolha das funcdes de Lyapunov dos subsistemas que otimizewm as

condigoes de estabilidade. Esse problema & abordado no terceiro capitulo.

Reste ultimo capitule vamos apresentar alguns aspectos numé—

ricos dos algoritmos propostos enfatizando a resolucao da Equagao de

Lyapunov gque 2 a ferramenta principal de todo neosso estudo. B finalmente

mostramos a aplicabilidade da Teoria apresentada nos capitulos anteriores

resolvendo alguns exsmplos encantrados na literatura. Na ultima secgac

fazemos alguns comentarios e conclusoes a respeito da metodologiaque apre

sentamos,

IV.2. ASPECTOS NUMERICOS

A grande vantagem dos Matodos de Decomposicac e que, sob cer—
tas condigoes, & possivel e extremamente interessante a implementagac de

algoritmos que testem &3 estabilidade de um prande sistema interconectado,

Ho terceiro capitulo apresentamos tres desses algoritmos, sendo que a cada

um esta associado uma matriz de reste.

Um passo fundamental nesses algoritmos consiste em resolver 4

Equagap de Lyapunov

AP+ PACQ =0, Q=070 (1v.1)

cuja solugao P = P’ > 0 nos permite construir a fungao de Lyapunov
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vi) = ' P ox) P (1v.2)

para cada subsistema isolado x = Ax assintoticamente eatavel.

Podemos verificar que a equagao
P-~U"PU=Y (1v.3)

ande

U= (qT + AY(qL - &)7F

W = 2q(q1 - A07F g1 - &7

3 identica a (IV.1) para qualquer escalar q > D. Se A e assintoticamente

estavel entao [MU)| <l e a solucac da equagac (IV.3) converge para o so-

matorio (Barnet e Storey [l])

(2]

o= ) wn* wnk (1V.4)
=0

Podemos associar ao somatdric acima a seguinte equacao recur—
siva

= L =
Rk+1 W+ U Rk U s R O {IV.5)

onde

P = Lim (R {(IV.6)

fden

Na literatura este metodo # conhecido como Método da Serie In

finita e sua convergencia pode ser acelerada notando que

p o= Lim (R) = Lim (Iy) (IV.7)
reinr Tson
onde L & o termo gendrico da equagdo recursiva
_ 2 2K
Ly = b * @D LW , L =W (TV.8)
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Podemos verificar que

R = L (IV.Q)

¢ consequentemente a recorrencia (IV.8) converge mals rapidamente que
{IV.5).

0 Metodo da Série Infinita associado ao processo recursivo de
Smith {IV.B) tem se mostrado como uma das recnicas mais promissoras de re-

soluggo da Equagao de Lyapunov quando grandes dimensoes {(n > 10) estac pre
sentes (Barnet e Storey [1}}.

Devemos notar que a convergéncia da recorrencia (IV.8) depen-

de do escalar q adotado. Bons resultades vem se conseguindo com o valor de

q dado pela eXPressao

- IR Dim(A) * n (1V.10)
n

Como eritirio de convergencia adotamos

BL = Lyl /ML d, <€ (1v.11) ;

para algum £ > 0 suficientemente pequeno onde §+1 denota a Horma Eucli-
e
: . : 3 e
diana de (-} e assim P = Lk+1'

Um outro aspecto também importante na implementacao dos al-
goritmos do capitulo III & que as matrizes envolvidas sao simétricas e a
matriz de teste € ~M. Isto facilita consideravelmente o Cratamento numari-

co do problema, seja pela eficincia dos métodos ou pela maior precisac

dos resultados.

IV.3. APLICAGOES E EXEMPLOS

Nésta sedcao mostramos como utilizar os resultades que apre-

sentamcs nos capitulos anteriores no estudo de estabilidade.
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1v.3.1. Medidas de Robustez de unm Sistema DinAmico Linear

Podemos utilizar os problemas de otimizacdo do terceiro capi-
tulo para obter melhores estimativas para robustez de um sistema linear
sujeito a perturbagoes.

Mostramos agqui que podemos obter melhores estimativas que
aquelas propostas por Patel e Toda [1] e Geromel [2] porém nao & possivel
prever a priori qual dos metodos fornece melhor resultado, pois isto depen

dera da estrutura da matriz do sistema em consideracao.

Seja um sistema do tipo

x = Ax + g{x) (1V.12)

onde A £ B x B® § assintoticamente esthvel e g(x) & um vetor perturbagao.,
Na pratica pouco sabemos a respeite desze vetor. Na secgao I.3 determina~
mos condigoes do tipo (I.39.b) para ¢ vetor perturbacac g{x). Vamos agora
determinar majorantes para sua magnitude (1.39.a).

Para que uma fungao do tipo (IV.2) seja fungao de Lyapunov

para o sistema (IV.12) & preciso que v(x) seja negativa e apos os calecules

obtemos como condigao

x'Qx , x'Pglx) 4 (Iv.13)
vix) v{x)

vix) = - L
2

onde as matrizes P e Q sao simétricas e se relacionam segundo (IV.1).

Diferentes majoracoes na inequagao (IV.13) nos levam a dife-

rentes estimadores:

a) Utilizando a ideia da matriz de teste "SV

ey < £ A= -y (1V.14)
2 e ®)

b} Da matriz de teste g

-1
A Qg (IV.15)

relxly < L
2 0Py
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¢} Da matriz de teste "S"

. 1/2
ﬁg{x)n < -[} (r Q) k*cqf} = 3 (IV.16)
2 Ay (P)

No caleulo dos parametros M, U e U devemos notar que a matriz

Q escolhida para resclver (1v;1) tem um papel fundamental mna obtengac de

melhores estimativas dos paramatros acima., Este fato ja foi estudado e no

capitulo T1I apresentamos critérios de escolha que otimizam as condigoes

de estabilidade para cada um dos parametros.

Hos exemplos que se seguem utilizamos o Teorema I11.9 na oti-~
mizaggc de {IV.14), o problema {(IIT.32) na atimizaggc de U em ({IV.15) e o

problema (II1.48) na otimizagao de v em (IV.16), Com os Teoremas II1,33 e

IIT.49 encontramos solugoes subbtimas para [ e i calculadas a partir dos

valores v e y respectivamente,

Ewemplo IV, 17

Seja um sistema do tipo (IV.1Z) onde a matriz A, definida

shaixo, fol obtida de Patel e Toda [1]. Utilizando os resultados do capitu

le I1I e os programas apresentados no ApBndice 1 podemos calcular os  walo

veg de U, U e 1 indicados abaixo.

-0,201 0,755 0,351 -0,075 0,033
-0,149  -0,696 ~0,160 0,110  ~0,048
A = 0,081 0,004 ~0,189 ~0,003 0,001

-0,173 0,802 0,251 -0,804 0,056

0,092 ~0,467 ~0,127 0,075 ~1,162
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Plgurq IV.17 ~ Comportamento dos problemas (I11.32)} e (LIL,48) em

funcho do parametro Y definido ewm (I11.23).

Evxemplo IV, 18

Com o objetive de enfatizar o problems estrutural envolvide
no calculo dos parametros vamos imaginar que a matyiz do sistema anterior

estivesse na forma Compagnion. Refazendo os calculos obtemos

D 1 0 0 0
g G 1 0 0
A = 0 0 0 1 0
0 D 0 0 1
-0,0315  -0,387  -1,643  -3,333  -3,052 |
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Figura IV.18 - Comportamento dos problemas (IT7.32) e {IIT1.48) em

Exemplo IV.19

funcdo do parametro Y definido em (ITI,25).

Seja um sistema do tipo (IV.12) onde

0
0,02
0
0,05
o
0

0
0

0,03
0
0

0,04

0 0
0
1

-4 0,01
0 0

0,02 0
0 -6
0

0,08 0
0 0,05

01

0
-11
0,04
£
0

B
0,03

0

0
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§xio?

BOO
2

“}g; b 0,034

u = 0,059

* o= 0,043

081 o* = 0,823

Ao e e e e e

Preqo

3
s R
m-«

o

Pigurg IV.19 ~ Comportamento dos problemas {TT1.32) e {I11.48) em

fungho do parametro Y definido em (III1.25),

- g bl '
Com os exemplos acima podemos notar que nap & pessivel prever
para o caso geral qual dos estimadores fornecem melhor resultado., O mesmo

ocorre com as solugoes sub~Gtimas ¥ e ¥ em relagao ae problema (II1.48).

Gutro fato importrante que deve ser evidenciado & o esforgo
computacional envolvido, HNo caso dos estimadores Jepo esforge depende
do nimero de iteragoes do método de Busca Unidimensional. Para o exemplo
IV.19, cuja matriz possui dimensao apreciavel (n = 10) foram feitas 20
discretizacoes para a construgac do grafico, sendo que o tempo de CPU
(PDP~10) correspondente ao calcule dog parametros U ey foram4l,32 e 65,77
segundos respectivamgnte, enquanto que o calcule de ¥ solicitou apenas 4,18
segundos de CPU., Esta extrema simplicidade de calculo & um ponto importan~
te a favor do resultado proposto por Patel e Toda [1}. No entanto ao uti-

lizarmos o Teorema ITT1.49 gue propoe uma solugao analitica (processo equi~
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valente a0 de Patel e Toda [l]) o tempo de CPU fica reduzido 2 4,97 segun-
dos e apesar de um grau de sub-otimalidade de 757 o valor do parametyro

(3 = 0,044 & melhor que § e u como podemos verificar através da Figura

iv,19,

1v.3.2. Sistemas Interconectados : Anzlise e Determinacio do Dominio de

Estahilidade

Mostramos no capitule ITI que podemos utilizar os MEtodos de

ﬁacemposig§o~Agrega§§o associados & Teoria de Lyapunov no estudo de estabi
iidade de Sistemas de Grande Porte. Para esse fim, basta que implementemos

qualquer um dos algoritmos propostos naguele capitulo (vide Apendice 1),

Exemplo IV.20

Vamos considerar o problema de estabilizagao do LST - Large
Seale Telescope ~ ja abordado por varips awntores, entre eles, Yamakami [1]
siljek [1].

s controles descentralizados estabilizantes propostos por Ya
makami[}l sho suficientes para garantir a estabilidade do L8T. No entanto,
com o obietivo de estabelecer comparagoes entre os métodos que apresenta-
wos vamos comsiderar tais controles, com 08 quais a dinamica do LT pode
geyr descrita por

x = &x + B(X)x (1v.21)

onde

oom
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[ ; !
A 0 0
Ly
; h——
A= ] O} Ay O com
i
i
] 6 10 AB#
0 1 0 1 Y 1
A= Ay = Ay =
~76,58 -17 .57 _~12,24 -13,21 ~1,32% ~2,095
0 | ! BZ
Bi{x} = 83 Q 0 com
] O Bl 4] )
0 0 0 0 0 (0
E}_ = }32 Es 33 e
o "0’806 z xlz O "0,223 » x22 ‘“0,3?6 .l x32 G

Com (11.40) podemos montar a wmatriz de intarcanecgga cnde

apos os caleulos obtemos

"0 0 hz'
H = hB 0 0 {Iv.22)
] O hl O_M
onde
h1 = ﬁBlﬁ = 0,806 o,
hy = By = 0,223 wy
hy = 1Byl = 0,876 0q

o 4 it
sendo que o8 parametros o definem ns regloes




2
P, = ; . < @, vy
; {xl e R" / lxlzi S (1v.23)
Com as matrizes Ai dos subsistemas e a matriz de interco-

- + * -+
nexap acima, podemos montar as matrizes de teste apresentadas no capitulo

1L,

i) Aplicando as condicoes de Sevastyanov-Kotelyanskii {Lema I1.7) na

matriz de teste "§" encontramos como condicao de estabilidade

3 =
1 o, < 0,512 ¢ (IV.24)
jel 7t

1i) Com a matriz de teste g obtemos

3
Moo < 0,019 (IV.25)

1=

{ii) Finalmente, com a matriz de teste "S" encontrames

3
Roe < 0,823 (IV.26)

i=]

logo, para o exemplo, a matriz de teste Mot fornece  a condie
¢ao menos restritiva e o dominio de estabilidade a ela sssociado pode ser

calculado impondo 0y = G, = O, = 0,8 que claramente satisfaz {IV.26% & fi~

nalmente com (II,44) podemos definir a regizo de estabilidade

D= {xeR /v sy} (1v.27)
onde
3 \ 1/2
ulx) = z di(xi Pi xi} e
§=1
169,4 1,528 /2
Py, o= ‘ dy = by /2@ 2 0,056

1,915 1,57
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33,41 2,259 ] 1/2
P, = d, = b, /A () = 0,094
0 l250 1,722 R
" 4,019 1,528 172
P. = d, = b,/ 2 (@) = 0,192
3 {1,528 1,960 | 33w 3 '
Min d.(x, P, x.)lfz
i 1 1 1 1
v = 0,056 =
O

§.8  X:ip 7 0,8

sendo bY = {%1 b2 b3] o autovetor de S' associado a l+(§) e nessas con-

digoes ¢ = 0,072 ¢ uma estimagao do grau de estabilidade do sistema glebal
interconectado ~ LST.

Como era de se esperar, o resultado obtido € inferior aquele
encontrado por Yamakami [1] pois a metodologia de Decomposigao~Agregagas
normalmente fornece resultados bastante conservativos,

Devemos notar entretanto que existe um compromigso entre a re
gizo de estabilidade U e o grau de estabilidade estimado ©. Sendo assim

podemos ampliar U eom uma escolha mais adequada dos paramelros Qs porem,

igto acarveta uma diminuigao no valor de 0.

Exemplo IV, 28

Seja o sistema linear x = Ax considerado no Exemplo IV,18,

Vamos imaginar que ele & constituido de tres subsistemas como indicado

abaixo

Mit M2t M
- -E— ¥ ] ¥ ] L
= ! ut
A A1 | %22 | 23 X ["1 ¥z “3]
A ! A A
| As1 Mz 0 P
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4 3
onde %y € RT3 %y, Xy € R
Com este enfoque podemos utilizar os algoritmos do capitulo

III e montar as respectivas matrizes de teste:

- -0,034 0,017 0,014 ]
§ = 0,03 ~0,163 0,08
0,08 0,05 -0,157 |
[ ~0,043 0,017 0,014
5 = | 0,03 ~0,119 0,08
0,08 0,05 -0,113 |
" -0,059 0,017 0,014 |
s =1 0,03 ~0,228 0,08
0,08 0,05 -0,253 |

Novamente aqui a matriz de teste 8" foroece o melhor resulta
do sendo que com ela estimamos para o sistema global x = Ax um grau de eg-
tabilidade ¢ = 0,046 que nao se trata de uma estimagao muito ruim se compa

varmos com asquelas obtidas no Exemplo IV.19., WNo entanto este fato se

deve 3 estrutura bastante particular da matriz do sistema em considera~

CRO.

Ty, 4. COMENTARIOS

Com os exemplos que acabamos de apresentar fica claro que nao
# posslvel afirmar a priori qual dos problemas de otimizagao do capitulo
III fornece melhor resultado. Isto implica gue para o caso geral nao pode-

mos afirmar qual das matrizes de teste formece o resultado menocs conserva-

Livo,
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Um fato muito importante & que a quantidade de calculo impli-

cita no problema de otimizacio (II1.48) necessario no processo de montagem

da matriz de teste "S" & muitas vezes maior gque aquele do problema
(T11,17) associadc a matriz de teste "S", ELste fato pode ser decisive na
escolha do metodo a ser utilizado se lembrarmos que apesar do maior traba—
1ho nao garantimos uma melhora dos resultados. No entanto isto pode aconte

cer de maneira significativa como ilustra o Exemplo IV.18.

Quants aos Teoremas IY1.33 e IIT.49 mostramos que quando uti-
lizados reduzem substancialmente a quantidade de calculo e as vezes forne-
cem resultados melhores que o de Patel e Teda {1] (ver Exemplo IV.18), Nao

Z possivel, novamente, estabelecer a priori qualquer relagac de grandeza

entre os resultados com eles obtidos. Isto pode ser notado nos Exemplos

1v.17 e IV,18.
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CONCLUSAO CERAL

Muitos sistemas de interesse pratico pessuzm em Comum & mesma
estrutura, Este fato, aliade %g dificuldades impostas pelos metodos de de-
terminacao de fungoes de Lyapunov para o £aso geral, vem fazendo com que O
estude de estabilidade via Lyapunov seja feito com fungoes especificas e
adequadas para cada classe de sistemas. O conhecimento a priori de tais

fungoes vigs adequar as propriedades de cada tipo de fungao com a estrutu-

ra particular de cada clasge de tal forma que os vesultados gglam 08 MENoS

» - ) wrt . w
conservativos possiveis. Esse enfoque e bem marcante no primeiro capitulo.

0s métados apresentados no capitulo II gac bastante gerais,
pordm, s6 foi possivel sistematizar o procedimento de anidlise de um siste-

ma interconectado para a3 classe de sistemas onde todas as nac~linearida-

den estao isoladas nas interconecgoes entre of varios subsistemas lineares.

4 grande limitagao desses metodos 2 a conservatividade impos—
ta pela metodologia de DecompasigﬁawAgregaggo associada aocs efeitos de mes

ma natureza dos metodos classicos de Lyapunov.

No capitule 11T mestramos que CEACSH ultimos efritos podem ner

eliminados total ou parcialmente pela Teoria de Otimizagae, dependendn da

estyutura particular de cada subsistema. Exemplos desse fato podem ger en

contrados no capitulo IV.

0s matodos utilizados por Yamakami 1] e Kaszkurewicz [1] no
estudo de estabilidade de sistemas intercongctados nac empregam a metedolo
gia de Decomposicio-Agregagdo e por esse wotivo gao menos conservativos
que agueles do capitule II. Em contrapartida a aplicagao de tais metodos

fiea restrita a uma classe menor de sistemas pois dependem de uma estyufu~

ra favoravel mais particular que aquela exigida pelos méatodos do segundo

capitulo.

Merecem destaque alguns resultades obtides no terceiro eapi-

tnlo.
0 problema (111.46) nac fornece, GA5 MEsEMAs candigges, um re-
sultado inferior aquele obtido com Patel & Toda [1] e Geromel 2], porém

nao foi possivel caracterizar a solugao otima de tal problema.
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A solugae proposta por Patel e Toda 1] para o problema
{111.8) & bastante simples, porem, devemos esperar em alguns casos resulta
dos bastante conservativos como, por exemplo, o de um sistema na forma
Compagnian.

A solugao proposta por Geromel [2} & sub~dtima para o proble~
ma {II1T.48) e envolve uma quantidade de caleculo significativamente maior
em relagsa 2 primeira. Entretanto nao & possivel mostrar para o Caso  ge-
ral a supremacia de nms ew relagac a outra, pois isso dependery da egtyuty

ra do sistema em consideracao como ilustram os exemplos IV.17, 18 e 19,

GENERALIDADE DO
ME TODO

P
CONSERVATIVIDADE
DOS RESULTARCS

3
3
:
T
k
4
'
3
4
k
3
:
§

— CARATER SUFICIENTE

Do capitulo I podemos observar que os metodos mails perais de
determinagao das funcoes de Lyapunov se encaixam no lado (b) da figura aci

- . - u > »
ma, enquanto os metodos mais especificos (que exploram particularidades es
truturals) se situam em (a).

s .
Dos eapitulos 11, III e IV podemos notar que os metodos de
agregacac {(mesmo na versac otimizada) se localizam em (h) enguanto os me

rodos que exploram particularidades estruturais {Yamakami [}],Kaszkurawicz

[1]3 ete,) se situam em {(a).
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