ONTVRRSTIDADE ESTADUAL DB CAMP TNAN
PACULDBADE DE ENGENHARLA BE CAMPTNAS

SEPARLTAMENTO DE ENGENHARIA L ETRICA

Iy . _?:\:
i e B Py ek
i A Sk. ) | }jyuu?"" s
Y ) (}\}\ ¥ . {2}“‘:}

CONTROLADGIL AUTO AJUSTAVEL  POR

ALOCAGRO DE POLOS i MINTMIZAGAO

o UMA VARYLS \( TA CENI 1’1",}.,{..._ :
/{..},z--
pot: RAPAFL SANTOS MENIGS
Orientadores: Prof. D

047/84

Frof., Hr.

Tese de mestrado apresentada a Paculdads de

Engenharia de Campinas da Univers idade Esta
dual de Campinas

JURHO DE 1084




A minka familia.



AGRADECIMENTOS

Agradego aos Profs. Dr. WAGNER CARADORI DO
AMARAL e Dr. LUIS GIMENO LATRE pela orientagac e in-
teresse no desenvolvimento deste trabalhe, ao Prof.
Dr. FERNANDO ANTONIO CAMPOS GOMIDE pelo apoio e va-
liosaé sugestdes, a Silvia e aos amigos pela dedica-
cdo, e & Taka pela eficiencia na preparacao dos ori-

ginais.

L



Este trabalho contou com o apoic financeiro do Conselho
Nacional de Desenvolvimento CientIfico e Tecnologico -
CNPq e da Fundagdo de Amparo a Pesquisa no Estado de

Sac Paulo - FAPESP.



RESUMG

Neste trabalho & proposto um nove controlador cu-
jo objetivo € obter, para o sistema controlado, o comporta-
mento especificado como resposta a mudancas no sinal de re-
feréncia (comportamento deterministico) e um comportamento
eficiente do ponto de vista de rejeigaoc a perturbagdes (com
portamento estocastico).

0 novo controlador & obtido calculando-se os poli

nomios de ponderacdc da fungao de custe do controlador de
. . o . -

variancia minima generalizada, de modo a alocar es poles do

sistema em malha fechada e minimizar a combina¢ac linear das

variancias dos sinais de salda e de controle dada pela equa

CA0 & seguir:

A =

1 var u

2 +
Var }’t Cf.Z t

onde o, € o, sao numeros reais positivos.

Propde-se também uma metodologia freqiiencial al-
ternativa na qual os polindmios da fungBo de custo do con-
trolador de varidncia minima generalizada sdo calculados,co
mo anteriormente, atraveés da alocac¢io dos polos em maltha
fechada, e ainda, através do ajuste do ganho do controlador
numa determinada fregliencia,
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CAPTTULO 3

INTRODUCAO

1.1. HISTORICO -~ DEFINICAO DO PROBLEMA

Grande parte das malhas de controle encontradas atual-
mente nas indiastrias é constitulda por controladores com parame-
tros fixos (PID, etc), cuja eficiencia € suficiente na maioria
dos casos. Entretanto, saoc observadas dificuldades no ajuste dos
parametros do controlador, quando o pProcesso apresenta parametros
variantes no tempo, os pontos de operagac estao sujeitos a alte-
ragbes ou ainda o objetivo de controle implica na utilizagdce do
modelo matematico do processo que, via de regra, niio € suficiente
mente conhecido. Para estes casos € necessaria a obtencdo de  um
modelo matem3tico conveniente a partir do qual obtém-se o contro-
lador ou técnicas de controle gue construam internamente um mode-
1o aproximado do sistema. Entre estes controladores incluem-se os
controladores adaptativos.

A implementacao destes algoritmos had alguns anos atras
era economicamente inviavel devido ao custo elevado dos minicompu
tadores disponiveis. Contudo, com o desenvelvimento dos micropro-
cessadores observou-se uma redugao no custo dos sistemas digitais
disponiveis no mercado, acompanhada da superagao, cada vez mals
acentuada, de limitagdes em tempo de cilculo e capacidade de memd
ria. Estes fatos permitiram uma nova énfase na andlise de algorit
mos de controle complexos. Neste trabalho propoem-se algoritmos
de controle adaptativo obtidosa partir do controlador de varian-
cia minima generalizada, que minimizem uma soma ponderada das va-
riancias da saida e do controle, alocando os polos em malha fecha
da.

Para melhor compreensac deste objetivo no contexto do.
trabalhos 33 existentes apresentam-se a seguir a descrigao do
pfablema de contrele adaptativo estudado neste trabalho e um bre-
ve relato das contribuicdes apresentadas nesta area nos altimos
anos .

Utilizam-se modelos discretos do tipo entrada-saida ARMA
descriteos por equacbes a diferengas lineares (ou linearizadas).Su
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ple~se que as perturbagdes costocistivas possam ser descritas conforme o teore
ma da fatorizagao espectral (11, isto &, qualquer processo  esto
castico estacionirio com média zero ¢ densidade espectral  racio-
nal pode ser representado come a saida de um sistema linear cuja
entrada € uma seqliencia branca de variaveis aleatdrias. Das consi

deragoes acima resulta o seguinte modelo para o sistema:

-d B¥{ZF—]) CT[Z-“!)
Ye 52 oy U e
g Azl AT T

onde:

o sinal de saida do sistema no instante t

e
t_f
o

o sinal de controle do sistema no instante t

o
[

uma seqgiiencia aleatdria nido correlata ne tempo (ruido

b
(1229

branco) com média nula e variancia dada por var Ty
z" ' & o operador atraso

A AL, B¥ e C} sao polinomios no operador atraso

d & o atraso de transporte do sistema.

A figura 1.1 apresenta o diagrama de blocos do sistema

a controlar.

C1
bt ’ A,
+
u - B1 ¥ ¥
Fig. 1.1 - Diagrama de blocos do sistema a controlar,

A equagao gue modela o sistema pode ser escrita confor-
me a equagao (1.1} a seguir:
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Supde~se ainda que os valores de z que anulam o polino
mio A(z"}) estejam dentro do circulo unitario, caracterizando um
sistema em malha aberta estavel, e que os valores de z que anulam
o polinbmio C{z—i) estejam dentro ou sobre o circulo unitario,con

forme o teorema de fatorizagao espectral.

0 atraso de transporte d e as ordens dos polinomios A,
B e C, dadas por n,, ny € n. sao considerados conhecidos. Os coe-
ficientes destes polinomics sao considerados total ou parcialmen-

te desconhecidos e admite~se que variem lentamente nc tempo.

A varifvel de controle u, deve ser calculada em cada
instante de tempo de modo a satisfazer algum criterio de desempe-
nho, O cgritério de descmpenho ¢ normnlmente cxpresso por uma fun-
¢do de custo que deve ser minimizada em cada instante ou ao longo
de um horizonte de tempe, dando origem assim a uma lei de contyo-
le, que em geral depende dos parametros do sistema, tornando ne-

cessaria sua estimagao.

0 algoritmo desejado deve portanto satisfazer a lei de
controle obtida e, além disso, estimar os parametros do sistema.

A solucio do problema acima leva aos conceitos de con-
trole dual e controle cauteloso [ 2].

O controle dual € a solucde O0tima do problema,  quando
a funcdo de custo & minimizada ao longo de um horizonte de tempo.
Consiste em considerar as incertezas da estimagiio no cdlculo do
controle e, além disso, excitar o sistema de modo & melhorar a
estimacdo dos parametros. Entretanto, devido a complexidade e ao
grande esforco computacional exigido por esta solugdo, apenas Cca-
sos simples sdo resolvidos na literatura e nao se conhecem utili-
zaces praticas [ 3].



O problema ¢ simplificado quando a funciio de custo mini
mizada considera apenas as medidas disponiveis, sem levar er
conta 2 existencia de medidas em instantes futuros. O controle
cauteloso & obtido da minimizacho desta fungdo, e consiste em pon
derar, no calculo do controle, as incevtezas da estimacao. I bem
coenhecido neste caso a possibilidade do fendmeno de "turn-off”

- . i ~l
ue pode levar ao "desligamento' do controle {4 7,
g

LY

Finalmente, a altcrnativa mais simples € a de wutilizar
os parametros estimados no lugar dos parametros do modelo do sis-
tema. bsta estratégia € conhecida como "certainty-oquivalence” e

em geral nio € Stima.

&) .
Em 1973, Astrom [5 ] deu grande desenvolvimento a esta
area de pesquisa ao introduzir o regulador auto-ajustivel (self-

tuning), que serd descrito na proxima secio.

1.2. CONTROLADORES AUTO-AJUSTAVEIS

O regulador auto-ajustavel inicialmente apresentado mi-
nimiza a variancia do sinal de saida e portanto sua funcio de cus
to & do tipo dado pela equac@io {1.2) a seguir:

3

’ s | ' w3
I=Bly}, /9, (1.2)

onde:

vy Veaqreod Vo U o ...} & a informagac disponivel no

.
|

instante t.

E{-/J,} & a esperanca matemitica condicionada 3 observacio
Te

Este regulador € do tipo "certainty-equivalence', isto

&, 0s parametros estimados sdo usados na lei de controle em subs-
e n Ll Lad - R 3 O

tituigao aos parametros verdadeiros do modelo do sistema. Astrom
provou dque, sob certas condicgdes no algoritmo apresentado, se os
parametros estimados convergirem para algum valor entac o regula-
dor obtido minimiza & eguagac (1.2).

0 regulador auto-ajustdvel tem sido utilizado nas apli-
cagdes praticas, havendo ma literatura diversos relatos de sua



q

utilizagao ewm miquinas de papel [ 6}, trocadores de calor [77
moedores de mineric [ 8], etc. FEntretanto, algumas dificuldades

impeden sua maior vulgarizagao, podendo-se¢ citar:

a) Dificuldade de inicializacao do algorItmo;
b)} Convergéncia nao garantida;

)} Utilizacgao nao recomendada em sistemas de fase nao-
minima, poils imprecisdes na estimagac levam 3 insta-

bilidade do sistema;

d} Excessiva variancia no sinal de controle.

Em 1975, Clarke [ 9] apresentou uma generalizacao do
k) — - - . + -~ «
regulador de Astrom, onde a fungao minimizada ¢ do tipo apresenta
da na equacaoc (1.3):

2 fevt Z
ECHCESINEIA N

(1.3)

T, = B((P(z" Ny, - R(z™Duy)

onde:

W, & um sinal de referéncia;
P(z“1}* R(z“}) e Q'(z"1} sdc poelindmios no operador atraso

¥

-1
z .

Este controlador, além de permitir o rastreamento de
um sinal de referencia, e eficiente para sistemas de fase nio-mi-
nima e permite diminuir variancia no sinal de controle em relagdo

% obtida no controle de variancia minima.

iste fato & mostrado por Clarke [18], analisando o ca=-
so em que os polindmios de ponderacdo do controlador de variancia
minima generalizada sdo dados por:

-1

P{z"') = Rz~

- 1

Q'(z ) =X A0 , AelR

Neste caso minimiza-se a funcgao de custo dada pela equa

cao {1.4) a seguir:
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1 e 2 X W2
.i.z = ) {_(yt+d~u}t) A+ {P\'L:it) /Jt} {1.4)

0 contrelador resultante pode ser utilizado em sistemas
de fase ndo-minima e permite diminuir a variancia do sinal de con
trole em relagdoc a obtida com o regulador de variancia minima de
Rstrom. A generalizacao para o caso multivariavel foi apresentada
em {11,12,13%.14] e, em |15} & introduzida uma ponderacio X varian
te no tempo, © queé atribul um carater cauteloso ao controle. Na
equacdao {(1.4) embora o simples ajuste de A possa resultar em valo
res satisfatGrios para as variancias dos sinais de saida e de con
trole, em muitos casos leva a comportamentos deterministicos ina-
dequados cu seja, respostas insatisfatorias do sinal de saida a

variagdes no sinal de referencia.

Em [16] € apresentada a extensac da equagdo (1.3} para
o caso multivariavel e, em [17], os polinomios P, Q' e R séo subs
tituidos por funcdes racionais, sendos apresentados alguns CASO0S
particulares de escolha destas funcdes. Uma andlise de todos es-
tes casos e encontrada em [19].

A minimizacdo da fungao de custo dada pela equacao (1.3)
pode ainda ser relacionada acs controladores por modelo de refe-

réncia., Neste caso escolhe-se:

onde N/M & a funcic de transferéncia do modelo de referéncia, ha-
vendo portanto alocagao dos polos e zeros do sistema em malha fe-
chada. Este controlador pode apresentar excessiva variancia no
sinal de controle (pois Q'=0) e & ineficiente para sistemas de fa

se nao-minima.

£ possivel contudo alocar polos com controladores mais
gerals e em [}9,201 os parametros do controlador saoc obtidos a
partir da especificacgao dos polos em malha fechada.

Em [21] & apresentado um controlador de variancia minima
generalizada em que os polindmios P, (' e R sao obtidos a partir
da alocacio dos polos em malha fechada.

A vantagem de especificar os polos em malha fechada &
fixar o comportamento deterministico do sistema, isto &, a respos



ta do sinal de saida frente a variacdes no sinal de referencia.BEn
tretanto, embora o comportamento estocastico do sistema {varian~
cias dos sinais de salda e de controle) dependa da escolha dos po
los em malha fechada, esta dependencia nao & trivial e conseqlien-
temente controladores obtidos através de alocagao de polos podem

resultar em variancias cxcessivas nos sinais de saida e de contro
le.

Finalmente ¢ importante observar gue a escolha dos po-
los do sistema em malha fechada esti mais diretamente relacionada
ao comportamento temporal e freqiiencial do sistema que a escolha
direta dos polinbémiocs P, Q' e R e, neste trabalho, este critério
serd utilizado para especificagao do comportamento deterministico

do sistema.

1.3, OBJETIVOS DO TRABALHO

0 objetivo deste trabalho & obter um controlador gue
possa ser ajustado através de especificagdes famillares aos opera

dores industriais e que apresente as seguintes caracteristicas:

i) Comportamento deterministico especificado pela esco
1ha dos polos do sistema em malha fechada.

Comportamento estocéstico otimizado através da mini

b
fesin
Qo

mizacdo da fungdo A apresentada a seguir:

A o= o Var Y. * oo, VAT Uy (1.5)

onde o, € 4, sdc nimeros reais pertencentes ao in-
tervalo [0,1].

Para tanto o controlador proposto & obtide como um con~
trolador de variancia minima generalizada (equacao 1.3) em que os
palinémios da fungio de custo P, Q' e R sao calculados de forma a
minimizar a equacdc (1.5}, sujeitos 3 restrigado da equagdo de alo
cacdo de polos dada pela equagac (1.6} a seguir:

BP + AQ = T {(1.6)



onde:

- q. -

Qz"" = —2 o' (z
bopa

Y

R P e . . N
T{z '} & o polinowmio cujos valores de z que o anulam sac 0%
npolos do sistema em malha fechada.

A equacao (1.6) relaciona os polinomios da fungao de
custo (P e Q) e os polinomios do modelo do sistema (A e B) aos po
los do sistema em malha fechada e & deduzida em {21 e no capitu-
le 2 deste trabalho.

Portanto os polinomios da fungao de custo dada pela equa

gao {1.3) sao obtidos através da solucgao do seguinte problema de

minimizagdc com restrigoes:

i A=, va + oo, VAT u
min 1 VAt Yy p vVar

P,0 (1.7)
s.a.  BPFAQ = T

A solucio do problema dado pela equag@o (1.7) € obtida
utilizando-se o fato bem conhecido de que a equagao polinomial
{1.6) ndo tem solugic unica para P e Q quando as ordens escolhidas

para estes polindmios nfo sdo minimas.

Obtém~-se desta forma um contrelador em que o usudrio de
ve fixar o polindémic T e os parametros o, ¢ a,, pedendo =stes se-
rem ajustados através de um simples dial. Todos estes ajustes tem
estreita relacio com os cbjetivos praticos do usuario, eliminando
-se portanto a necessidade de escolha direta dos polinomios da fim
cio de custo,

Mostra-se que, quanto maior as ordens utilizadas  .para
os polinomios P e Q, melhor o comportamento estocastico obtido.

Apresenta-se também uma metodologia alternativa para o
cAlculo dos polindmios P e Q, baseada em critérios fregilenciails e
semelhante a apresentada por Hughes [22]. Neste caso os polind-
mios da funcio de custo sado obtidos a partir da escolha dos polos
em malha fechada e da fixagao do ganho do controlador numa deter-
minada freqiiéncia. O comportamento estocdstico do sistema pode en



thio ser melhorado pela fixagao adequada do ganho do coutrolador
feita pelo usuario.

A organizacio do trabalho ¢ a seguinte:

No capitulo 2 ¢ apresentado o controlador auto-ajusta-
vel de variancia minima generalizada desenvolvido por Clarke [:9]?
e deduzidos os resultados necessidrios ao desenvolvimento da meto-
dologia desejada.

No capitulo 3, a metodologia para o cdlculo dos polind

Dy

mios da funcdo de custo e apresentada e no capitulo 4 o mesmo

feito em relacdo a metodologia freqliencial alternativa.

No capitulo 5 sao apresentados oS resultados de alguns

exemplos de simulagdo e a anilise destes resultados.

Finalmente, no capitulo 6 sdo apresentadas as conclusoes.
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CAPITULO 2

CONTROLADOR AUTO-AJUSTAVEL DE VARIANCIA MINIMA GENERALIZADA

2.1. INTRODUCAO

Neste capitulo sio resumidos alguns resultados ji conhe
cidos referentes ao controlador de variancia minima generalizada,
. u - g I it {-. .
apresentade inicialmente por Clarke [ 9], e estudado em [23,24].

0 controlador auto-ajustivel de variancia minima genera
lizada & utilizado em sistemas descritos por equacdes a diferen-

¢as lineares do tipo dado pela equagao (1.1) reescrita a seguir:

-d 1

A(z"*)yt =274 Bz Hu, + (2" ey (1.1)

A lei de controle ¢ obtida minimizando, em cada instan-
te de amostragem, uma fungdao de custo do tipo descrito pela equa-
gao (1.3):

et - 7 _ - 7
T BT Dy - RET D0 " v T hu) e (1.3)

Conforme citado no capitulo anterior, a lei de controle
e deduzida supondo conhecidos os parametros do sistema. Obtém-se
o sinal de controle substituindo-se os parametros do sistema por
seus valores estimados. Neste controlador, a estimacdo € realiza-
da por um estimador dos minimoes quadrados recursivo.

A organizacdo deste capitulec € a seguinte:

Na segaoc 2.2 obtém-se a lei de controle em funcio dos
parametros do sistema. Na secio 2.3 obtém-se um esquema implici-
to que estima diretamente os parametros do controlador. Na segido
seguinte altera~se a equagao do estimador de modo a permitir que
a estimagao seja independente das ponderagdes da fungdo de custo
dada pela equagao (1.3). As motivacles para esta independéncia sio
dadas na mesma seg¢ao. Na segio 2.5 é apresentado o algoritmo do
contrelador e finalmente, na secdo 2.6 s3o deduzidas as fung¢oes
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de transferencis do sistema em malha Techada e ohtidas as suas

equagoes caracteristicas.

2.4, LEI DE CONTROLE

Nesta secao & deduzida a lei de controle, obtida a par-
tir dos parametros do sistema a controlar, de modo a minimizar a

fun¢do de custo dada pela equacgao (1.3), reapresentada a seguir:

1.

D= BLP(z Dy - Rz Dup® + (@ 2" e a1 (1.3)

Para que se minimize a expressao {1.3) em relagao a u, .
deve-se estabelecer a dependencia entre esta exXpressao e o contro

le u A lei de controle & obtida a partir de:

£

a1

In

A seguir, determinar-se-23 a melhor previsdo de Pyt+d<n§
dicionada & observagao i separando-se a parte independente das
medidas da parte dependente das mesmas.

Da equacao (1.1) tem-se que:

B C

Yeadg = A U ¥ . brad

Multiplicando-se ambos os lados da equagao acima  pelo
polindmic P(z ') obtém-se:

PB PC

PYieg = PO TS ¥ (.1

Observa-se, no lado direito da equagso anterior, que apenas g se-
gunda parcela contém termos independentes das medidas realizadas até o instan-
te t. Para que, nesta parcela, se possa separar a parte dependente das
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medidas da parte independente das mesmas, utiliza-se a seguinte

separacac polinomial descrita pela equacio (2.2

PC g ©
— = F o g% = C(2.2)
*&/ fq
onde:
F(z"') & um polinémio de orden np=d-1
-1 . L _ . Sna -1 (
G{z ') ¢ um polinomio de ordem n_=max
8 ?np+nc-ds

Em [28] € mostrado que existe uma Unica solucao F e G,
com as ordens acima, que satisfaz a equacas (2.2).

Substituinde-se a equagac (2.2) na equacao (2.1), ob~-
tén-se:
BP G
Py = - 1, + Fr - g (z.3)
t+d A T t+d I

Nesta equacao, o termo Fg

Cped dado pela equagdo (2.4},

Fr = f

S ped v

+ F

"d-1 P+ (z.4)

z L ...
0 *t+d 1 "t+d~1

¢ independente das medidas disponiveis no instante t, pois o poli
nomic F tem ordem d-1 e (£ € uma segiiéncia de varidveis aleatd-
rias nac correlatas.

Portante, a melhor previsidc para ny+d’ com ¢ conjunto
de medidas disponiveis no instante t, & dada pela equagio (2.5):

PR

PYeedse © N Ue *

onde P§t+dft € a previsdo desejada obtida com a informagio dispo-
nivel no instante t. Das equagles (2.3) e (2.5) resulta a equacio
(2.6):
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eva T Feraze 7 Preaa (2.6)

Todos os termos da equacac {2.5) sao conhecidos no ins-

tante t. A perturbacao ¢ obtida a partir da equagio do siste-

by
ma {equagdc (1.1}) reescrita a seguir:

Substituindo-se esta equacioc na equacgdo (2.5), obtém-se:

PB G [;\ _q B ]
Py T Y, F e ey = 2 = U
t+d/t A ¢ A c 't c t

ou
o G B 4
PYieaje T R A B T

Utilizando-se a identidade descrita pela equagaoc (2.2),
obtém-se o seguinte modelo para a previsao de Pyt+d condicionada

as medidas disponiveis no instante t:

A eguagao {(2.7) fornece a melhor previsao para PYiagq 1O
instante t, em funcao das medidas disponiveis neste instante e do

controle ut“

A seguir estabelece-se a dependéncia entre a fungao de
custo, dada pela equacio (1.3) e a variavel de controle u_. Subse

t
tituindo~-se a equacio (2.6) na equacao (1.3} obtém-se:
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i
i

» by H - X 2 e 2,y
= BLPY pqpe * Fopag - Rogd ™+ (Qru)7/0 ]

e o I e . g » Z
= L{(pyt+d/t - R, ) +2L16t+d(Pyt+d/t"th}J‘*(}¢t+d) +
2,5
+ (Q’u't} /Jt}
= I7. y R . h) 2 Nyt 2 : o S 2
= L{(Pyt+d/t Rmt) + (0 ut) /Jt}é-h{{Fct+d) th} +

T T - T
tOELFD g o (PYgye ~ Rugd /3]
Contudo, tem-se que:

a) E{(??t+dxt"th32 +(Q’“t)2/Jt} = (p§t+d/t“‘R“t)2 +(Q“%32

pois todas as variaveils da expressio acima sdo conhecidas no ins-
tante f.

b} }S{FC‘{:*'C’I » (P}}t‘f‘d‘/t - thijtJL = 0

s

pois a perturbacao Fi dada pela equagao (2.4) & nio correla-

t+d’
ta com gualguer medida disponivel no instante t.

) B{(Fc,, ) /9, } = Bl(Fe %)

peis a perturbacao Fg

crrd © independente da observacao Jy

Portanto, a fungido de custo pode ser reescrita como se-

gue:
. - Y a2 v 2 . 2
= - + ' 3 H
L ={PYyqse ~ Rogd (Qlug) ™ + El(Fr, %)
Anulando-se a derivada da expressido acima em relacac a
u,, obtem-se que:

t!
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ol aiPy -
i 3(Iyt+d/t Rmﬁ)

. = l m‘) - ’ - L3
o 2y gy oy , vl Ty
duy dut
S0 n n N Ay
3{Q ut) . ”[L{(1€t+d%wf} .
But Sut

Bas eguagdes {(2.7) e {2.2) tem-sc:

D(PYiqse = Rog)

311t

além disso, tem-se:

2lQuy) s[Etcre,, ]

But 0 dut

Substituindo~se estas derivadas na lei de controle, ob-

tem-se:
31 ) ,
— YT - 1 - . o t - =
—— 7 AlPVpaqge 7 Regd boPg * 2(QTu) gy = 0
oth
ou
_ Eh .
- - 4 ¥ =
PYeease ~ By - Qruy
0Po
Definindo:
q!
=1 . -1
oz™ly = —2 grzh (2.8)
bsPg
obtém~se a lei de controle:
PForase - Rig * Qug = 0 , (2.9)

A equagac (Z2.9) pode ser reescrita em funcdo das medi-
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das disponiveis no instante t. Substituindo-se a equacdo (2.7) na
equacgao {2.9) tem-se:

o B
v, b e+ Ou - Ry, o= 0
L t t

Pertanto,

Gy, + (BF + QQu, - RC w, =0

Definindo-se:

H

BE + QC (2.10)

E = -RC

obtem-se o controle U, a partir de:

G Ye * H n, ¥ B e = 0 ' {Z2.11)

A equacao {2.11) permite o calcule da varidvel de con-
trole u, em cada instante de modo a minimizar a fungao de custo
dada pela equagao (1.3). Esta equagac mostra que ¢ controle, en
cada instante, © obtido como uma funcio das medidas da saida, do
controle e da referencia, em instantes anteriores. £ importante
também observar que a lei de controle dada pela equag@o (2.11) de
pende dos parametros do sistema a controlar que, em geral, SA0

desconhecidos. Neste caso, torna~-se necessaria uma estimagio  “on
line”.

2.3, ESTIMACAO DE PARAMETROS

Nesta segdo & apresentado em esquema de estimacdo de pa
rametros para o controlador auto-ajustivel de variancia minima ge
neralizada.
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Conforme citado anteriormente, este controlador utiliza,
na lei de controle deduzida na se¢do anterior, 0s parametros esti
mados em substituichio aos parametros reais e desconhecidos do sis
tema.

Assim, um procedimento plausivel € estimar os  parame-
tros do sistema, descrito pela cquagno (1,1), utilizar estes valo
res estimados no calculo dos polincmios F e 6 atraves da equagao
(2.2) e, finalmente, obter os parametros do controlador através
das equacgdes {(2.10) e (2.11). A este procedimento da-se o nome de
estimacido explicita [25].

Entretanto, neste trabalho, adotar-se-a como em [ 9] ,um
procedimento diferente denominado estimagdo implicita, que consis
te em estimar diretamente os polinomios H, G e E da lei de contro
le dada pela equagdao (2.11). Com este procedimento, elimina-se ©
cdlculo dos polinomios F e G através da solugdo da identidade des
crita pela equagdaoe {2.2). A seguir, deduz-se um esquema de estima
¢do implicita, a partir de medidas das variaveis do sistema.

Para tanto, define-se inicialmente a variavel auxiliar
dada pela equacao (2.12).

beag = P¥pag * Qug - Rug (2.12)

Define-se também a previsdo da variavel auxiliar ¢, , con
dicionada & observagao Jt’ conforme a equagac {(2.13}:

= Py Qu, - Rw (2.13)

Pred/e t+d/t t

A partir da equacao {2.6) & possivel escrever a equagao

{2.14) que relaciona as equagOes (2.12) e (2.13).

s

Seq 7 Paase T T

S (2.14)

Substituindo~se a equacao {2.7) na equacao (2.13) e uti
lizando a equacdo (2.10), & possivel reescrever a equagao de pre-
visdo da variavel auxiliar como uma fungao dosﬂparémetros do con-
trolador, portanto:
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N L Ve F i, * Bowy

Yprase T - ' (2.15)

Como o controle em cada instante ¢ obtido de modo a anu
tar o lado direito desta equagdo, tem-se que, €N cada instante, a
1av : & anulada.
variavel ¢t+dft ¢

Os parametros a serem estimados sio os coeficientes dos
polinomios G, H e E e esta estimagao deve ser realizada a partir
das medidas disnoniveis. A seguir define-se o vetor de parametros
8 a ser estimado e o vetor de medidas x, conforme as equagoes (2.
16y e (2.17):

T

67 = [gy gy - Bg My e g €, - (2.16)
T

X, = [yt Yeoq toc Ug Ypaq ot Wy Wy g ] 2.17)

A previsdo da saida auxiliar, descrita pela equagao {Z.15)
pode agora ser reescrita conforme a equacao (2.18): '

bpadse =T (2.18)

Substituindo~se a equacdo (2.18) na equagao (2.14}, ob

tem-se
T
Pred ” * Frea
G

ou

Co.. . = xi 8 + CFL

ted T Tt t+d

e

_ . T
drppg = X¥¢ 9 T CFLy gt (1-Clbiyg

Substituindo-se a varidvel auxiliar dada pela  equagao
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(2.14) no lado dircito da cyuacio anterior, obtem-se:

an ..ri.: TR . .'.... 1 n"‘: . :
brog = ¥pl * Ulgg * U L)[wt+d/t . 1¢t+d]

2U

e

T, s o ,
bepg = X4 0 * [0 by pqye vyl 2.19)

Como o controle & obtido de forma a anular a previsao

da variavel auxiliar em todos o5 instantes de tempo, tem-se que:

T . g
bopq = X0 * Flygg (2.20)

Como a perturbhagao Fat+d & independente das medidas dis
poniveis no instante t, tem-se que quando ¢ utilizada a lei de
controle descrita pela equagao (2.11), a perturbagio dada na equa
cio (2.19) também & independente do vetor de medidas X, .

Os parametros do controlador sdo cobtidos através de um
estimador dos minimos quadrados recursivo que utiliza a equagan
(2.21) a seguir:

» (2.21)

Esta equacho & idéntica d equagdo (2.20), porém € dada

em funcdo das medidas disponiveis no instante t.

prova~se |26] que neste caso o estimador dos parametros

do controlador serd assintoticamente nao polarizado.

Caso nio se utilize a lei de controle descrita pela equd
cdo (2.11), a perturbagao dada ma equagao (2.19) é correlata com

o vetor de medidas x € 2 estimacio & polarizada.

A seguir sao apresentadas as f6rmulas recursivas deste
estimador. A deducdo destas f6rmulas pode ser encontrada na ref.

[26] -
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L B R S
B = Dpoy ht[dt - | 0t~1]
_ N -1
Ky "}}elxt—d(1 + Xt—dkt—lxtud} (2.22}

P

i
e
H
=
—~
+

, T
Xe_g Peoq Fpogl¥e

As eqguacoes (2.22) permitem que, a cada instante, a es-
timagao @t seja refinada utilizando-se a nova medida ¢, e o valor

da estimagao no instante anterior.

A matriz P & proporcional a matriz de covariancia e da
uma medida da dispersdc dos parametros estimados.

Finalmente, €& importante observar que, como em todo es-
timador recursive, sfo necessarias inicializagles para o vetor €
g a matriz Pt' Estas iniclializacoes traduzem o conhecimento "a
priori” sobre o sistema.

2.4. ESTIMACAO DE PARAMETROS INDEPENDENTE DA FUNCAC DE CUSTO

0 esguema de estimac¢ao deduzido ma secao anterior esti-
ma diretamente os parametros do controlador, isto &, os coeficien

tes dos polinomios G, H e E.

Entretanto, estes polinomios dependem da fungao de cus-
to dada pela equacio {1.3), conforme as equagoes (2.2) e (Z.10)re
gscritas a seguir:

G
.}_“)_E;,zf'-q-z_dm
A A
H = BF + QC
E = ~RC

Neste trabalho os polinomios da func¢do de custo poderao
ser alterados "on-line” resultando num problema de estimagdc  de
parametros variantes no tempo, o que pode comprometer a convergen
cia do estimador dado pela equacao {2.22).

Em Clarke [27] @ apresentado um algoritmo em que a esti
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macio dos parametros do controlador & independente do  polinomio
g, dependendo entretanto 4o polinomio P. Nesta segao deduz-se um
esgquema alternativo de estimacdo, iniclalmente proposto por Hix~
ghes [22], em que os parametros estimados sao independentes da
funcio de custo. Obtém-sc wm nove esquema de estimacdo implicita,
impondo-se uma condicdo a0 polinomio P(ZHT}. fm seguida mostra-
se que a informagao trazida pelos polinomios da funcgao de custo ,

pode ser incluida no vetor de medidas .

~ - : In A - -~ -
Supoe-se, como em Hughes 122:, que o polinomic P seja

da forma descrita pela equagao (21.23):

P =1+ z P (2.23)

onde P* & um polinOmic gualquer na ordem npa.

Na secdo 3.3 mostra-se que esta condigdo ndo restringe
a alocagio dos poles do sistema em malha fechada.
Na segdo 3.5 discute-se a influencia desta escolha so-

bre o problema de minimizagaoc proposto para © cadlculo do controla
dor.

Com o novo polinomio P pode-se reescrever a identidade

(2.2}, obtendo-se a equagaoc (2.24):

(1 + 2% PHC g 6
= F + 7z —
A A
C g 6~ P¥C]
— = F + 2 (2.24)
A A

Nefinindo o polindmioc G’ conforme a equagdo (2.25):
G' =G~ P*C {2.25)

a squacio (2.24) pode ser veescrita Como segue:

C
] F 7 e . {2.26)
A
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A ddentidade (2.26) mostra que o5 polinomics ¥ e G’ de-
penden somente dos polinomios C e A, isto &, sio independentes dos
polinomios de ponderagao 1", Q¢ R da fungdo de custo.

A eguacao utilizada para cstimacio pode ser modificads
de modo a ser obtida independente dos polinomios de ponderagao,co
mo & mostrado a segulr:

Reescrevende a equagzo (2.21) e utilizando as equagoes
(2.16) e (2.17), obtém-se a seguinte expressao para a variavel au

xiliar 4.°

Substituindo os polindmios G, H e B, dadoes pelas equa-

¢cdes {2.10) e (2.25), na equacio anterior obtem-se:

by = Gy g * BFu g clery, g+ Queg - Rw, 4] + Fr,

Definindo Vt conforme a equagao (2.27},

Vt = P*yt + Qut - Rmt {2.27)

obtém-se a variavel auxiliar ¢, como:

b, = Gy, g * BFu g * CVy g * Fiy (2.28)

A equacfo (2.28) mostra que se pode estimar ©0S coeficien
tes dos pplinémios G', BF e C, todos eles independentes dos poli-
nomios de ponderacdo P, Q e¢ R da fungdo de custo. Como © termo in
dependente do polindmio C & igual a um, pode-se definir:

ct o= C - 3 | (2.29)

e a equacgdo (2.28) fica:



b, = ¥ = (i + Blu I O

d‘”t t-d ‘ Yud -4 b"t-’-d ! (Jt

Substituindo na expressio acima os valores de $t ¢
Vewd? dados pelas equacdes (2.12) ¢ (£.27), obtdm-se o cquagio
{2.30).

. = 7 o= Tt - ¥ } 2 .
¢t teg = Yy G Yeea * BYut“d + O \t“d‘+ Z (2.30)

Neste trabalho, utilizar-se-4 a expressaoc acima  para
estimacdo dos coeficientes dos polinomios G', BF e C7.
A equagadc (2.30) para estimagac dos parametros lo  con-

trolador pode ser reescrita como segue:

- g T - 4 oz
Yy T Xpog &7 Fhy (2.31)
onde:

o7 = [g) & b bf. ... C, C ] (2.32)

go 1 * & B 0 } L _I :.2 " & = r #
)l = g Yoy eee up Weoq e Yooy V ] (2.33)

t t “t-1 ’ t Tt~ : t-1 "t-2 °°° '

Estima-se o vetor 8' através do estimador dos minimos
quadrados recursivo cujas formulas sio dadas pelas equagoes

(2.34) a segulr:

X — TR tr{‘ il
8L = By I{1:[3’1: X i.a Bpaq
K. =P, x! {1+ x'b P ox! 3! (2.34)
t t-1"t-4 t-d t-17t-d T
P =P.. =K. (1+x'- P xl 9K
t 1 t t-d Yt-1 Fe-a/ 0t

Ohserva-se que o vetor de parametros estimados dado pe-
la equacdo {2.32) sé contém parametros independentes dos polinég-
mios P*, Q e R, sendo que o vetor de medidas, dado pela equacao
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{2.33), contém valares de Vt que introduzem a influencia dos poli
nomios P*, O e R. Esta separagiio ¢ possivel devido a condigao im-
posta pela equagao (2.23) que torna a parte imprevisivel da varia

vel auxiliar ¢ independente do polinomio P.

t+d”
A seguir, reescreve-se a lei de controle em fungao do
novo vetor de parametros cstimados.
Substituindo~se as equagbes (2.10) e {2.25) na lei de

controle dada pela equagdo (2.11) obtéem-sec:
Gly, + BFug # C{P*yt * Qug - th] = 0

Substituindo~se o termo entre colchetes por sua defini-

cgao dada pela equagao (2.27}:

0

1l

Gly, * B?ut + CV

T t

Substituindo o polindmio € de acordo com a equagao (2.29):

G'y, + BFu + C'V + V, =0

Finalmente, usando as equagdes (2.31) e (2.32), a lei

de controle pode ser escrita conforme & equagao {2.35) a seguir:

tT t 7 - s
X'y 80+ V=0 (2.35)
Em sintese o polindmio P definido pela eguagao {2.23)

permite que:

i) Os parametros estimados sejam independentes dos polji

némios de ponderacac P, § e R,
ii} Estes polindmios influenciem somente o vetor de medi

das X{ s

Pode~se portanto alterar os polindmios da fungao de



custo durante o processo, scm vesultar em estimagao de parametros

variantes no tempo.

2.5, STINTESE DO ALGORTTMO DE CONTROLE DE VARIANCIA MINIMA GENERA-
LIZADA

0 algoritmo para cdlculo do controle u, & resumido como

segue:

Passo 1) Inicializacgao do vetor 86 e da matriz de covariancia Py
Passo 2) Aquisicio da medida da saida Ve

Passo 3) Chlculo da variavel escalar Vi.a dada pela equagaoc (2.27)
Viea = PPeg * Qg ~ Rupg

Passo 4) Atualizagio da estimacio dos parametros através do esti-

mador minimos quadrados recursivo:

=

o I .
b = Op g 7 'Ktb"t X eed Ot—1]

JI‘ i)

L1
X s-afpo1 Xt-d)

= P ! !
¢ = Prg¥e gl £ X

p, =P o (Vx4 P

i T
L £ -1 t X'y oa) Ky

t -1
Passo 5) Cilculo da variavel de controle Uy s de modo a satisfazer
a equagao {2.35):

1

s .
Xy Bt + ¥V 0

t

Passo 6) Volta ao passo 2.

2.6. FUNCOES DE TRANSFERENCIA ~ POLOS EM MALHA FECHADA

Nesta segfo sao deduzidas para o sistema em malha fecha
da, as fungbes de transferéncia entre os sinais de saida e contro
le e os sinais de referéncia e ruido. A partir das funcgoes de
transferéncia apresentadas determina-se a equacho caracteristica
do sistema em malha fechada, que permitird analisar a relagao en-
tre os polinomios P, Q@ e R da funcgao de custo e 0s polos'em mna-
tha fechada do sistema.
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Obtém-se o diagrama de blocos do sistema controlado a
partir da lei de controle dada pela equagdo (2.11) e do modelo do
sistema descrito pela equagao (1.1). Estas equagoes sao reescri-

tas & seguir e o diagrama de blocos & dado na Fig. 2.1.

G £
ytﬂg“dfutJrigt (1.1)
A A
[oTTeToTomTTmmmTmmomommmmEmm T
: i
§
G S i
t A '
; !
______ , |
i H
! t
; i
¢ e + g
W \ + fu & ¢ y
t E i -d B ; t
- w e 2R -
- e :
' s
G ]_
'I‘ff
Fig. 2.1 - Diagrama de blocos do sistema controlado.
Para o chlculo das funcbes de transferencia entre o si-
nal de saTda e o sinal de referencia e o ruido, substitui~-se a
1ei de controle (egquacdc (2.11)) na equagao do sistema (1.1}, con

forme descrito a seguir:

—d (5 B
Ayt = Bl- g Yt - g-mt + C;t

Multiplicando ambos os lados da equagao anterior  pelo

polinomio H, obtém-se:
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MLy, ® .4 [-Bo v, - Blin, | + HC o

dagyy. = -2 BE o+ HC £ (2.36,

{(AH + 2 ¢ + ot

0 termo do lado esquerdo da equagao (2.36), pode ser re

escrito, em funcado dos polinomios P ¢ Q da fungao de custo, como

sepue:
A+ 2 Y BG = ABE + QC) + B{PC - AF) = C(BP + AQ)
{(2.37}
Substituindo~se a equacao {2.37) na equacac (2.36), ob-
tém~-se:

"

C(BP + AQ)y, = 274 BEw, *+ HC ¢,

Finalmente, substituindo-se o polinomio E dado pela e~
quacdo {(2.10). na equagao acima, obtém-se as fungdes de transfe-

réncia, conforme a equagac [2.33) dada a seguir:

-d BR H
= e PR 7
Ye T 7 BPrAG Yt T OBPEAT Gt (2.38)

As funcdes de transferencia entre ¢ sinal de controle

e o sinal de referéncia e o ruidc sdo obtidas de maneira analoga.
Substituindo-se a equacao (1.1) que modela o sistema na lei de

controle dada pela squacdo (2.11) obtém-se:

Multiplicando ambos os lados da equagao anterior pelo

polindmio A, obtém-se:

. .md - an
AH u, = ~Z BG Uy GC Et AE Wy

«d e o
(AH + 27% BG)ug | GC t, - AB
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Finalmente, substituinde o termo do lado esquerdo da e-
quagfio anterior de acordo com a equacgde (2.37) e o polinomio B,de
acordo com a equacdo (2.10), obtém-se as funcoes de transferéncia

conforme a equagao (Z.39) dada a seguir:

G AR

U, & = e Lt ——— {2.39)
t BP+AQ © BP+AQ ©

T importante observar que as funcdes de transferencia
dadas pelas equagdes (2.358) e (2.39) siao escritas em fungao do
operador atraso 2”1, para que os polos e zeros destas fungodoes pos
sam ser definidos € necessirio que estas equacgdes sejam yeescri-
tas em funcao do operador avango z.

Bsta transformacdo € obtida multiplicando-se o numera-
dor e o denominador de uma funcaoc de transferencia por zn1 onde
n, ¢ a maior ordem entrye os polinomics do numerador e do denomina
dor. Apos a transformacdo, o polinomio de menor ordem apresentara
n,~n, 2eYos na origem, onde n, & a menor ordem entre oS poling-

mios do numerader e do denominador.

Portanto, as fungOes de transferencia dadas pelas equa
cOes [2.38) e (2.39) apresentam os seguintes polos em malha fecha
da:

i} 0s valores de z que anulanm a equacio algébrica dads pela equa
cdo (2.40) a seguir:

1 1

Bz" Y rz” Y ¢ oacz”hy g™y = o (2.40)

ii) Polos na origem, em nimero que depende das ordens do numera-

dor e do denominador da fungdo de transferéncia.

Os polos localizados na origem tem influéncia somente ne
atraso da resposta do sistema, ¢ neste trabalhe considerar-se-a
como equagao de alocacao dos polos do sistema em malha fechada a
equacdo polinomial (2.41) escrita a seguir:

Bz ) P(z7) + AT QzTh = Tz (2.41)
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p o1 - N oo .
onde T{z '} ¢ um polinomio tal que o0s valores de¢ 7 que 0 anulam
sao os polos desejados em malha fechada.

As equagoes {(2.35) ¢ (2.39) mostram a influencia dos
polindmios da funcdc de custo sobre as variaveils de saida e de

controle do sistema. Os polos do sistema em malha fechada locali-
zados fora da origem sao dados pela solugac da equagao algebri-
ca (2.40) e portanto os polinomios P ¢ Q devem ser escolhidos de

modo a satisfazer a eguagao polinomial (2.41).

0s resultados resumidos neste capituleo servdo utilizados
no capitulo 3 para o calculo dos polinomios da fungao de custo de
modo a resultar num contrelador com comportamento deterministico
sspecificade pelos polos do sistema em malha fechada e com compor

tamento estocastico otimizado, conforme citado no capitulo 1.



CAPTTULO 3

ALOCACKO DE POLOS B MINIMIZACAO DAS VARLANCIAS DOS SINAIS DE SAT-
DA E CONTROLD

3.1. INTRODUCAC

Neste capitulo, & apresentado um novo método para o cal
culo dos polinomios da funcgao de custo que, além de alocar os po-
los em malha fechada do sistema em posigoes especificadas pelo
usudric, minimiza uma cowbinac¢do linear das variancias dos sinais

de saida ¢ de controle dada pela equacgido a seguir:

A = o, var y, * a, var u

i 2 t

-y

onde a, € o, sao numeros reals pertencentes ao intervalo [0, 1].
Para tanto utiliza-se o fato de que a equagdo {2.41)nao
tem solugdo umnica, como apontado por diversos autores 1287 e,

atraves de acréscimos sobre as ordens dos polinomios P e Q, resol

ve~se o problema mais geral indicado pela equagao (3.1) a seguir:

min: A = oy var y, * a, var u

P,Q (3.1)
5.a. BP + AQ =T

A solucao do problema apresentado na equacac (3.1) per-
mite obter os polinomios P e § a partir de especificagfes simples,
tais como os polos deseiados em malha fechada e os parametros o

& O0,, que podem ser ajustados através de um simples dial.

Inicialmente, na secao 3.2, sao apresentadas as caracte
risticas dos polinomios de ponderacao P, Q e R de modo a se obter
um controlader em que os parametros estimados sejam independentes
dos polinomios da funcgao de custo, conforme a secac 2.4, e o erro

em regime para uma mudanga na referéncia em degrau seja nulo.

Na secfio 3.3 sao dadas as condigbes de existencia de
solugdo para a equagao de alocacao de polos e, a partir delas, de



31

duzidas as ordens minimas parna os polinomios P e (0 de modo que a
solugio existente secja Unica. Analisa-sc entao a influencia de

acrbscimos sehre as ordens minimas obtidas, om tormos de:

i) grau de liberdade para escolha da solugac da equagao de alo-

cacao de polos,
ii) consegiiéncias sobre as ordens do controlador,

iii) conseqiiencias sobre as fungoes de transferencia em malha fe

chada.

Na secdo 3.4 ¢ mostrado que a equagao de alocagao de po
los pode ser escrita em fungao dos coeficlientes dos polinomios es
timados G', BF e C, uma vez que os polinomios A e B que aparecen

na equagdo de alocaciio de polos nic serde diretamente estimados.

Na secfio 3.5 define-se o problema de minimizagao dado
pela equagdc 3.1 expressando-se as variancias dos sinais de saida
e de controle em funcdo dos coeficientes dos polinomios P e Q. Na

secio 3.6 & apresentada a solugao deste problema.

Na secao 3.7 mostra-se que o valor minimo do problema
apresentado pela equagao (3.1) nunca aumenta gquando incrementa-se
as ordens dos polindmios de ponderagac P e Q. Garante-se portan-
to que a maior complexidade do controlador resultante traduzir-
se-a sempre em melhoria no comportamento estacastico do sistema .
Resta, de um ponto de vista pritico, escolher ou limitar o nime-

ro de acréscimos quando a melhoria & pouco significativa.

3,2, CARACTERTSTICAS DOS POLINOMIOS DE PONDERAGAO DA FUNCAO DE
CUSTO

Neste trabalho impdem-se ans seguintes condigoes sobre
os polindmios da fungdo de custo:

a) O polindmio P deve satisfazer a equagao (2.23) reescrita a se-
guir:

P =1+ z p* {2.23)

Conforme visto na segao 2.4, esta condigao permite que o8 para
metros estimados sejam independentes dospolinomios da fungao

de custic.
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b) Os polinomiocs ¢ e R devem satisfazer as equagoes (3.2) e (3.3}

a seguir:

Q=(1-2z"" g (3.2)

R{1} = P(1} {3.3)

cnde 0% & um polinomio qualguer de ordem nga.
D

0 objetivo destas condicdes € obter erro nulo em Tregi-

me para um sinal de referencia em degrau,

As influéncias da condicdo imposta sobre o polinomio P
na alocac3o de polos e na minimizagfio do problema proposto serao
discutidas respectivamente nas secOes 3.3 ¢ 3.5. As condigoes so-
bre os polindmios Q e R sdo usuals nas aplicacdes e saoc obtidas a
partir do teorema do valor final da teoria de transformadas Z, a-
presentado a segulr:

y R

lim x, = lim ———X(z)
00 A zZ

onde X{z) & a transformada 7 do sinal temporal Xy
De acordo com a equacdo [2.33) o sinal de safda € dado
pela seguinte equagiao:

BR i
F e

Ye T 2 FpFA0 Yt T BPEAQ St
Considerando somente a parte deterministica do sinal,

posto que a parte estocastica tem media nula, a transformada 'de
y, & dada por:

Y(Z) = Z W‘;ﬁi {,U{Z}

A transformada z de uma referencia em degrau de amplitu
de ¢ & dada por:

Wz
w{z} =

z-1
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Aplicando o teorema do valor final obtém-se o valor cm regime da
saida
~q BR g 2

Lim Yy = TAT e ..z .
e el o BP+ Z\{:} 7]

Para Q:(Iwzhl}Q*, tem-se que ({1)=0, portanto:

Tim Ye T Iim %}E W= R(31)
oo 71 - P(1)

"

Assim, para se obter o erro em regime nulo, para uma re

ferencia em degrau, & suficlente ter-se que:

1

= (1-27)Q*

Y

sa
?R(?) = P{1)

O polinomio R nao influi na posicaoc dos polos do sig-
tema em malha fechada nem no comportaménto estociastico dos sinais
de saida ¢ de controle, conforme as equacoes (2.38) e (2.39). Sua
influéncia restringe-se 4 definig¢do dos zeros das fungoes de
transferéncia entre os sinais de saida e controle ¢ o sinal de re
feréncia. Neste trabalho, a especificagao do comportamento deter-
ministico limita-se & alocagdo dos polos em malha fechada e & ga-
rantia de errvc nulo em regime para uma referencia em degrau. Por-
tanto, assume-se a condigdo mais simples para o polinomio R, dada
pela equacao {3.4) a seguir:

B = const = P{1) (3.4}

Bm resumo, os polinomios da funcgéo de custo dada pela
equacdo (2.3) estardo sujeitos as seguintes condigbes:

P o= 1 + 2% pe

(1-2"yo*

A
H

=
i

P{1)
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A partir deste ponto, o objetive deste trabalho limita-
se a obtencao dos polinomios P* ¢ Q”, pois a partir deles estarao
definidos os polindmios P, Q ¢ R da fungao de custo do controla-
dor de varifincia minima generalizada. Deste modo, recscreve-se a
equacdo de alocacdo de polos dada pela equagao (2.41) em  fungdo
dos polinOmios P* e (Q*. Para tanto, substituem-se as equacoes {2.23)
e (3.2) na equagdo de alocagdo de polos, obtendo-se a equagao(3.5)
a seguir:

BP + AR = T
- -d pe -1 -
B{1+z & P*} + A(i-z )Q* = T
PR S A(1~z"‘)Q* =71 - B {5.5)

A equacdo (3.5) permite obter os polinomios P* e Q* a
partir dos parametros de sistema e dos polos especificados em ma-
1ha fechada. Na secio seguinte, serao discutidos alguns aspectos
da solucio desta equagac, bem como definidas as ordens dos polino
mios P* ¢ Q¥.

3.3, EQUACAC DE ALOCAGAO DE POLOS ¥ ORDENS DOS POLINOMIOS DA FUN-
CAC DE CUSTO

Nesta secio sao apresentadas as condigdes de existéncia
de solucido para a equacgado de alocacio de polos e, a partir delas,
sio deduzidas as ordens minimas para os polinomios P* ¢ Q%., Mos-
tra~se entio, que acréscimos sobre as ordens minimas obtidas le-
vam & existéncia de mUltiplas soluges para esta equagio. Estes
resultados sdao conhecidos da teoria de equacles polinomiais [28],
sendo entretanto deduzidos nesta secgioc para melhor compreensiao dos

conceites envolvidos.,

A equacdo de alocagdo de polos dada pela equagao (3.5)
permite obter os pelindmios P* ¢ Q* em fungao dos polinomios A,
B e T. Obtém-se estes polindmios de ponderagac através da solugdo
de um sistema de equacGes lineares cujas incbgnitas sdo os coefi-
cientes dos polindmios P* e Q* e cujas equagOes sao obtidas da
identificacio de termos de mesma poténcia, dos polinomios doo



dois lados da cyuagao {3.5}).

0 nimero de incognitas do sistema de equagdes  obtido,
definido a partir deste ponto por nin, ¢ igual ao nimero de coefi

ciente do polinomio P* ¢ Q*, conforme a equagao (3.6) a seguir:
nin = npa + nga + = {3.8)

0 numero de equagdes, definido por neq, € fungao da

maior ordem existente entre os polinomios do lade esquerdo da equa
gao (3.5), conforme a equagao (3.7) dada a seguir:

4 £ &
s ny d npa
neq = max

n, + 1 + nga
£

3.3.1. Condig¢Oes de existencia de solucdo para a equagio de aloca
cao de polos

Para que a equagao (3.5) tenha solugao para um polind-
mio T qualquer, o polinomio do lado esquerdo desta equacgio deve
ter ordem maior ou igual a do polindmio do lado direito da equa-
¢ao, assim, uma condigdc para existencia de solucdo & expressa pe

la equacao {3.8), escrita a seguir:

(3.8)

gnb + d + npa}

n, + 1 ¢ nqas

L

Sabe-se também que para um sistema de equagdes linea-
res tenha solu¢ao, o numero de incdgnitas deve ser maior ou igual
ao nimero de equacdes; portanto, outra condicdc de existéncia de

solucde para a equagdo (3.5) & dada pela equagio (3.9):

nin » neg {3.9)
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3.3.2. Especificagiio do nlmero de polos em malha fechada
Neste trabalho, a analise refere-se principalmente ar

caso em que a identidade polinomial dada pela equagac (3.5) e Te-

gular, ou seja, a equagao (3.10) a seguir € satisfeita:

n
ma X € n, v + d

ou
e € n o+ N ¥ d (3.10)

Se a identidade polinomial dada pela equagac {3.5) nao
for regular, no ¢ dado pela equagac a seguir:

Dp ® T, + My d + k

onde k & um inteiro positivo.

De um ponto de vista pratico, o primeiro casoc {identida
de regular) & o que interessa dado gue o polinomic T especificado
sera normalmente de ordem baixa.

%.3.3 Ordens dos polinomios P* e QF

A seguir sdo deduzidas as ordens minimas para os polino
mios P* e Q% a partir das condicbes de existencia apresentadas pe
las equagdes (3.8) e (3.9}, supondo que a identidade polinomial
dada pela equagao (3.5} seja regular.

No apéndice A & mostrado, a partir das equagoes {3.9)
e (3.10), que nfo ha perda de generalidade em escolher npa e nqa
tais que a ordem do polinomio »"9 ppe na equacao {(3.5) seja igual
4 ordem do polinomio A[i—z”])Q*. Prova-se que quande um dos poli-
némio tem termos de ordem superior ao termo de maior ordem do ou-
tro polindmic, entfo, para gue a equacido de alocagao dos polos,da
da pela equacdo (3.5), seja satisfeita, estes termos deverdc ser
nulos, isto &, ambos 0% polindmios devem ter a mesma ordem.
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Lste resultado & expresso pela equagao (3.11):

n, + 1 + nga {3.11)

+ d + npa o
("

By

A equacac {3.11) estabelece portanto uma relagac entre

as ordens dos polinomios P* e 0%,

0 nitmero de equagdes do sistema linear obtido para reésg
lucio da equagao (3.5}, pode ser reescrito, substituinde a equa-
cdo {3.11) na equacido {3.7), conforme a equagae (3.12), a seguir:

neq = ng * d + mpa * 1 = ¥ 2 + nga [3,12)

Para obtengio da ordem minima do polindmio P*, substi-
tui-se as equacdes (3.6) e (3.12) na condig¢do dada pela equagao
{3.9). O resultado ¢ dado pela equagao (3.13). apresentada a se-
guly:

nin z neq

-

npa + nga + 2 » n, + 2+ nga

npa (3.13)

S
=

Da equagio anterjor, conclui-se que a ordem minima para

o polindmio P* & dada pela equagdo (3.14):

= 3
npa g {3.14)

Obtém-se a ordem minima para o polindmio Q* substituin-
do & equacio (3.14) na equagdo (3.11). 0 resultade & dado na equa
cao {3.15}):

nga = m, * d - 1 {3.15)
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As equagoes [{3.14) e {3.15) fornecem as ordens para 0%
polindémios P* ¢ Q¥ de modo que exista uma Unica solugfc para 0
sistema de equagtes lineares, obtido a partir da equacao de aloca
gao de polos.

A condicho de existencia de solugao dada pela equagao
{3.9) também €& satisfeita quando a ordem do polindmic P* for dada

pela equagao (3,10} a spguir:

npa = n, *m (3.16)

onde m € um numero inteiro positivo que representa o nimero de
acréscimos na ordem do polinbmic P*, além da ordem winima necessa

ria para existéncia de sclugio.

Neste case a ordem do polindmio Q*, & obtida substituin
do~se a equacao [3.16) na equagao (3.11}), conforme a equagao (3.17),
a seguir:

nga = noF d - 1 +m (3.17)

A condicido de existéncia de solugac dada pela equagdo (3.8) tam-

bém & satisfeita com as ordens obtidas para os polindmios P*e Q*.

De fato, substituindo estas ordens no lado direito da
equacdo (3.8} obtem-se:

g n, +d+n +m }
b a
=notn vdem

BEsta condicio sera satisfeita para qualguer m positi~-

vo se n, for escolhide de maneira a satisfazer a equagao (3.10).

Tem~se portanto gue as equagdes (5.16) e {3.17) sio as
ordens dos polindmios P* e Q* que levam da existencia de solucdo
para a equacao de alocacao de polos dada pela equagao (3.5). As
ordens minimas dadas pelas equagbes (3.14) e (3.15) constituem o
caso particular das equagbes (3.16) e (3.17) em que m € nulo.
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No apendice B apalisa-se o caso em que a identidade po-
linomial dada pels equacdo (3.5) nio &€ repular. Mostra-se que pa-
Ta este caso, os resultados deduzidos neste capftulo continuam vé

lidos, desde que sejam alteradas as ordens dos polinomios P* e QF.

Finalmente, € importante obscrvar que se as ordens dos
polinomios P* e Q* satisfizerem as cquagoes (3.16) ¢ (3.17) os po
1os em malha fechada podem ser alocadas em gualquer regiao do pla
no z. Portanto, as condicdes impostas pelas eguagoes {2.23) e
(3.2) aos polinomios P e Q respectivamente naco restringem a espe-
cificagio sobre o comportamento deterministico do sistema, causan
do entretanto um pequenc aumento do esforgo computacioconal, pois
caso os polinomios P e Q ndo satisfacam as condigoes impostas pe-
las equacdes (2.23) e (3.2}, as ordens minimas destes polinomios
sdoc menores que as apresentadas pelas equacgoes {(3.16) e (3.17)

[21].

-

3.3.4. Grau de liberdade para escolha da solugao da equagao de

alocagao de polos

As ordens dos polindomios P* e QF dadas pelas equagoes
(3.16) e (3.17), substituidas nas equacoes (3.6) e (3.12) forne-
cem o numero de eguacdes e o namero de incognitas do sistema de
equagbes lineares a ser resolvido, conforme as equagbes (3.18) e

{3.19) dadas a seguir:

nin = npa * nga + Z =qn  * 0 d + 1 + Im (3.18}
neq =@y +d+mpatl = n 4+ ong o+ d+ 1+ m (3.19)
Tem-se portanto que:
nin -~ neqg = m (3.20)

A equagfo (3.20) indica gue o acréscimo (m) sobre as or
dens minimas de P* e Q* também representa a diferenca entre o ni-
mero de incdgnitas e ¢ numerc de equagdes do sistema linear gera-
do pela equacio de alocacao de polos.
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Portanto, o conjunto de solugoes pode ser interpretado

geometricamente como um hiperplano de dimensao m do espaco ROER

P11 - . .

onde |[R ¢ o espaco gerado pelos vetores cujas componentes sao
os coeficientes dos polindmios P* ¢ Q*.

Deste modo, quanto maior for o acréscimo sobre as or-

dens minimas dos polinomios P* e QFf, maior sera o grau de liberda
de para escolha; da solugan. Bvidentemente, quando w ¢ nulo, a so-

lucdc & Gnica, nfo havendo liberdade de escolha de solucao.

Nas segoes seguintes, procurar-se-a obter, para um dado
m, a selucdo que minimiza umna combinagdo linear das variancias
dos sinais de salda e de controle conforme o problema proposto pe
la equagaoc (3.1).

3.3.5. Ordem do controlador
0 parAmetro m também estad dirvetamente relacionado com a

ordem do controlador obtido. A lei de controle, dada pela equagao

(2.14), & reescrita a sepulr:

L i
U, = om e Y e e i {(2.14)
¢ T
0s polindmios G e H estac relacionados com 05 poling

mios P* e Q* através das equagdes (2.25) e {2.10) reescritas a se-

guir:

93]

= G+ PYC {2.25)

H

i

BE + QC (2.10)

0 numerc de zeros e o numerc de polos do controlador en
“fead-bhack! sdo dados respectivamente pelas ordens dos polinomios

G e I, conforme as equagdes (3.21) e (3.22) a segulr:

i n,o- 1 ) na - 1
= AN = max =n o+ n.+tm 3.2
ng a i ( “])
npa + n n, +tm+n



no+ g o~ 1 n, +d -1
§ b § b
B, = max ;= MUK =, F 4 + n,+tm
nga +on. Is n, *d+mEDn s
( nga oo ny, d o+ c
(3.22)
Conforme as cquagoes {(3.21) ¢ (35.24}) © parametro m  tam

bém representa o acréscime sobre o numero de polos ¢ zeros do con
trotador em "“Tecd-hack” ¢ sobre o ntmern dJde polos do controlador

em Yfeed-foward™.

3.3.6, Comportamento deterministico e comportamento estocastico.

Considerem-se agora as funcgdes de transferencia entre 0S5
sinais de saida e de controle ¢ o sinal de referencia e a pertur-

bacgao r,, dadas pelas equagfes (2.38) e (2.39) reescritasa seguir:

T

4 BR I
y, =2 S ——— a4+ ——— 1y (2.38)
BP+AQ  © BP+AQ
AR G
W, B i e {2.39)
t  BpsAQ ¢ BP+AQ ©

Tem-se que se a equagao {3.5) for satisfeita, os polos
alocados nfic sio alterados pelo aumento nas ordens dos polinomios
P e Q. Consegllentemente, as fungoes de transferencia entre os si-
nais de safda e de controle e o sinal de referencia permanecem as
mesmas, o que significa que o comportamento deterministico do sig

tema nao se altera gquando m varia.

As partes estocdsticas dos sinals de saida e de contro-
le apresentam fungdes de transfer@ncia cujos numeradores SA0 YEes-
pectivamente os polindmios H e G. Conforme as equacoes {(3.21) e
(3.22) as ordens destes polinomios dependem do parametro m, haven
do portanto aumento do nimero de zeros das fungoes de transferen-
cia entre os sinais de saida e de controle e a perturbagao Ly
quando m cresce. Portanto, de acordo com o descrito na segao 2.6,
a cada acTéscimo em m, acrescenta-se um polo, nestas fungoes de

transferéncia, na origem do planoc z.
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Em conclusdo tem-se¢ gue somente o comportamento estocﬁg
tico do sistema ¢ alterado quando m varia. Hste fato permite que
se resolva o problema dado pela eguacio (3.1) com um numerc arbi
trario de acréscimo (m) sem que se altere o comportamento determi

nistico do sistema.
3.4, EQUAQAQ nE ALQCAQKO nE POLOS EM FUNQ&Q DOS PARAMETROS ﬁSTIMﬁ
NS IMPLICITAMENTE

Nesta secdo, obtém-se a equagao de alocagio de polos,

em funcio dos polindmiocs estimados G', BF e C.

A equacdo de alocagao de polos ¢ dada por:

d 1

z % Bp* + A(i~z 'JQ* =T - B

Multiplicando-se ambos os lados desta equagao pelo poll

nomic F, obtém-se:

"4 BE PA & AR(1-2713Q% = ET - BF

A equacdo (2.26) dada na se¢ao 2.4 pode ser reescrita conforme &

equagdo a segulir:
AF = C ~ z 3

Substituindo-se esta equagio na eguag¢do anterior, obtém-se:
4 pr e+ [(c-27% 6y (1-27y]er = BT - BE

Definindo-se os polindémios § e F conforme as  equagOes

{3.23) e {3.24), apresentadas a seguir:

(c-z"% ey (-2 h (3.23)

€]
f

FoeF - “ (3.24)
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ohtem-se que:

(% BEype ¢+ (5)Q* - (T)F = T - BF (3.25)

Portanto, a oquacdo (3.25) permite obter os polindémios P¥, Q" e IS

a partir dos polinomios estimados BF, G' o C e do polinomio T.

Note-se que o multiplicagao da identidade dada pela
equacido (3.5) por T tem como conseqiencia um aumento na ordem dos
polindmios da identidade, o que significa um maior nimero de equa
coes a serem resolvidas, em contrapartida ha um aumento equivalen
te no numerc de incdgnitas do problema, representadas pelos coefl
cientes de F. Em resumo, hid um aumento no esforgo computacional

fornecendo come resultado adicional o polinomio F.

A equagdo (3.25), apesar de levara umsistema de equa-
¢Bbes lineares de malor ordem que o sistema obtido pela equacao
(3.5), & preferivel nas aplicagles por ser dada em funcao dos pa-
rametros estimados. No final deste capitulo serdo discutidos este

e alguns outros aspectos da implementacgdo deste controlador.

0s resultados obtidos na se¢io anterior continuam vali-
dos, alterando-se somente o nimero de incBgnitas e o nimero de
equacdes do sistema linear obtido. A dimensao do nove sistema de

equagbes lineares obtido & deduzida a seguir:

0 nimere de equaces & obtido a partir da equacdo {3.25):

ny o+ 2d + npa - 1
neq’ = max : + o1
n, * d + nga
Substituindo as equagbes (3.16) e (3.17) na equagao an-
terior, obtém~se a equacdoc (3.26) dada a seguir:
nbi—Zd*-n +m o~ 1 )
B a
neq’ = max =m, tmy v 2d+m

+ 1
n +d-+ "*d-?““ms
a " (3.26)

0 nimero de incdgnitas & dado pelo ntmero de coeficien
tes dos polinomios P*, Q* e F, conforme a equacao dada a segulr:
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npin’ =npa + nga + 2+ {d-1) ~ 1+ 1 =mnpa * nga =« d+ 1

Substituindao-se as ordens dos polinomios P* e QF dadas
pelas equagdes (3.16) e (3.17) obtém-se a equagao (3.27) a seguir:

nin' = n o+ ot 2d + Im {(3.27)

A comparacio das equagdes (3.27) e (3.18) mostra que o
novo sistema de equacoes obtide apresenta (d-1) incbgnitas a mais
que o sistema de equagdes anterior, que & o nimero de coeficien-
tes do polinbmio F.

Conclusdo idéntica se chega pela comparacao das equa-
cbes (3.26) e (3.19).

Como d-1 & em geral muitc menor que o nimero de inclgni
tas do sistema de equagdes obtide a partir da equacao (3.5), tem-

se apenas um pegquenc aumento do esforco computacional.

3.5. NOVO CRITERIO DE OTIMIZAGAQ PARA OBTENCAO DO CONTROLADOR

0 problema a ser vesolvido & dado pela equagao {3.1) re

escrita a seguir:

in: A= rar + 0. ar
min Ja) 0, var y, 4 v Uy

?,0 (3.1)
s.a. BP+AQ = T

0 gque se pretende portanto & alocar os poles em malha fo
chada, minimizando wma soma ponderada das variancias dos sinais
de saida e de controle.

0 comportamento deterministico & especificado pela esco
1ha dos polos em malha fechada ¢ © comportamento estocastico pe-
los parametros o, € O, cujo ajuste pode ser realizado através
de un simples dial, e pelo parametro m, que também influencia o
valor 6timo da fungido A.

A seguir reescreve-se o problema dado pela equagao (3.1]
em funcgdo dos polindmios P* e Q¥ obtidos na secdo 3.2.
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0s polindmios P e Q estao sujeltos s condigoes dadas pe

las equacgdes (2.23) ¢ (3.2}, reapresentadas abalixo:

p =1+ 2% p (2.23)
-1

0 o= {1-z }Q¥ (3.2}

Portanto., utilizando a equacao (3.5}, o problema apre-~

sentado em (3.1} pode ser reescrito conforme a equacio abaixo:

min: A = 0
P*:;Q*

- LS S -
, var y, oy VAT U,

-d

s.a. z  BPY + ACt-z"]

Q% = T - B

Y

para maior facilidade de manipulagdo, o problema acima
g, nesta segao, eXpresso oOm forma matricial. Inicialmente, sao de-
duzidas as expressoes das variancias dos sinais de saida e de con-
tronle em funcao dos coeficientes dos polindmios P* e Q%. Em segui-
da, & apresentada a forma matricial da funcdo objetivo e das Tres-
tricgdes do problema. Na secio 3.6 & apresentada 2 solucac do pro-

blema.

2.5.1. Calculo das variancias dos sinais de saida e de controle

Para gue se possa expressar as variancias dos sinais de
safda e de controle em forma matricial, definem-se os vetores p, g
¢ x a partir dos coeficientes dos polinémios P* e Q* conforme as
equacdes (3.28), (3.29) e (3.30) a segulr:

-3
Py

D) . |ppat (3.28)

¥

. Papa
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e * —_

q = . £ iana+1 (3.29)

8¢
it

P .
{?__] o (piin (3.30)
4

As partes estocasticas dos sinais de saida e controle do
sistema em malhs fechada deduzidas na segio 2.6, sao obtidas anu-
lando~-se a referéncia {wt:O) nas equagtes (2.38) e (2.39), rees-

critas a segulr:

B
Ve = ~ 7 (2.38)
t o oppepn P
-G
U, = o L (2.39)
Y gpspg

Os pclinﬁmios G e M, utilizados neste trabalho, sao da-

dos pelas equagbes (2.25) e (2.10) reescritas a segulr:

G = G + P*C (2.25)
H = BE + QC (2.10)
Substituindo-se as equacgbes (2.25) e (2.10) nas equa-

coes {2.38) e (2.39), obtén-se:

BF+QC BF (i-2" ¢
v s e T = L, *+ Q* [
L ppsag © BPAQ © BP+AQ T
e
G'+P*C G ¢
e T bp T Ly v P - by

BP+AQ
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No problema proposto, Cem fue a equacac de alocagao de

polos € satisfeita, tem-se de acordo com a equagac (Z2.41) que:

BP + AQ = T

Substituindo-se esta equagilo nas equacoes anterviores,

obtém-se as equaghes da salda ¢ da entrada dadas a sepulr:

1.

BF . (1-z7 )C

Yy T B T Q e Ly {3.31)
T T
G C |

Uy = ﬂj? Ly - R ; Te {3.32)

Definindo-se os sinals Vi, Vi, Vg & Vy de acordo conm
as equacoes (3.33) apresentadas a sepuir:

BF
(1-2" Y
v, (t) = - z
2 T t
(%.33)
G!
valt) = — &y
T
C
L (t) B o [
4 Tt

podem-se reescrever as equacoes {3.31) e (3.32} conforme as equa-
coes (3.34) e (3.35) abalxo:

e = Vy Q¥ A {3.34)
Uy = ~Vg - p* Vg _ {3.35)
Das equac¢oes anteriores, tem-se que, s & equacao de

alocagao de polos for satisfeita, as perturbagoes Vs Vo Vi o8 Yy
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independem dos polinomios P* e Q7.

Deve-se ressaltar que a condigao imposta sobre o polino
mio P, dada pela equagdo (2.23), permite que o polinomio G  seja
escrito como a soma de uma parcela dependente do polinomioc P e ou
tra independente, conforme a equacao (2.25). Caso esta separacao
nio existisse. nao seria imediata a definigao de perturbagoes 1n-
dependentes do polinomio P,{v,, Vs, Vgl devido & relagao entre

os polindmiocs P, F e G dada pela identidade polinomial (2.2},

As varifncias dos sinais de saida e de controle poden

ser obtidas em funcio das perturbacdes defimidas pela equagao (3.33)

e dos polindmios P* ¢ Q*, conforme as equagbes (3.36) e (3.37)
abaixo:
2 2. . i
vary, = E{yg} = E{Vl} + Eh{vl.Q*v?} + E{{Q*v,) 7} {3.36)
cr 2 2 - e rema N2 .
vai u, = h{ut} = E{VS} + ak{vzt?*vﬁ} + B{{P vgj ¥ {3.37)

Para simplificagao da notagho utilizada, definem-se as
funcbes de covariancia e autocovariincia das perturbagdes v,, V,,

o

vy © Vg conforme as equagdes (3.38) abaixo:

yT(k) E{Vi(t},vl(t~k)}

B

v, (k) = Blv,(t) vy (t-k3}

vy, (k) = Blv, (1) .v, (-1

(3.38)
Ygik) = E{V%(t).v3(t~k}}
v (k) = E{vgtt).vg[twk)}
Yag () = Elvg(t) vy (t-K)
A seguir, deduz-se a forma matricial de cada parcela

das equactes (3.36) e (3.37}.

A segunda parcela do lado direito da equagdo (3.36} po-
de ser reescrita conforme segue:
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H{V1Q*V§} = B{g" Vi{t) v, (t) + q? Vl(t) Vo {t=1} + ..
“ 0 - -

3 . . iy ’
g N v}{t} Vz(t ngad )

Substituindo-se, nesta equagao, as definigoes dadas pe-

las equacdes (3.38), obteém~sc:

ar A E ey - * . . " 2 ® - o
Eiv Q VZ} 4q ;12£0) * 4] Y12(1)+"'+qnqa glz(nqd}

Definindo-se o vetor w, © %ana+1 conforme a equagao
{3.39):
Y15 (0)
w, = : e |RRAEH (3.39)

ohtém-se o resultado dado pela equacao (3.40}):

255

, ; I
h{v1.Q*v2J = w, 4 (3.40)

Analogamente, a segunda parcela do lado direito da equa
cio (5.39) & dada pela eguagao (3.41) a segulr:

. woo 2 o T :
E{VS.P vybo=wy p {3.41)
onde:
Y34L0)
w, = : e |RPPET (3.42)
Y4 (np2)
A terceira parcela do lado direito da equagao (3.36)

tambén pode ser resscrita, de acordoe com a equagao abalxo:
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- 2. Y * ko o o z
hi{Q”vE) b= h{ﬁlﬁ wz(t) * o, vz(t~1)+.,.+qnqa vz(t~nqa)} 1

Considerando as cquUacoes (3,38}, csta expressao ¢ dada

POY:

7

.T g s . R R .
BL(Q*v,) F = (ag? + dy et Ay v,(0) +

L

A o Kk, * * y
+ gy 44 * o, 9 ot qnqa__i qnf{:;'i) 32(\1) +

- & * £l & s * i -
v “(QO R T4 9y Teee? qnqawz qnqa) YZ(”} i
+ 2(dy Gge) Yo (maR)

Definindo-se a matriz Vl £ ER(nqa+1)X(nqa+1) de acordo

com a eguagao {(3.43) dada a seguivr:

- ' . -
v, (0) v, 0 - ¥, L)
YZ(TE YZ[G] - yzﬁmyrl}
Vsl va(2) vyl e vg (et jp(naari)x(nqa*)
. . (3.43)
. {nqa}y,(ﬂqaﬂi} -
L Tz e SO
obtém-se a eguagac (3.44):
EL(Qv )" = q' Vya (3.44)
Analogamente, & terceira parcela do lado direito da

escrita come na equacao (3.45) abaixo:

squacdo (3.37) pode ser re

T (3.45)

E{{P*v4)z} =p V, P

onde:
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"§4(U) Y4(!j e yd{npa) 1
v [ v L0 v v, Lnpa~ o .
v, = 4 ) {4_ ) 4% P ) e lR(npa+l)x(npa+i)
74 mpa) Yy (mpa-1) vy L) ] {3.46)
Substituindo-sc¢ as equagoes (%.40), (3.41), (5.44) e

{3.45) nas eQuiagoces (3.36) ¢ (3.37), abtém-se finalmente as egua-

goes (3.47) e (3.48), que sdo a forma matricial das variancias dos

sinais de saida e de controle.

var v, = y,.0) + 2 ml qo* qT V., g (3.47)
t 1 1 1
2
, c (0 F 2wl p ot Y, 3.48
var Uy Y 2w, P D 5 P (3.48)

(3.4%) permitem que S¢ esCTEVE &
minimizacdo dado em (3.1} de forma

para sud resolugao.

As equacOes (3.47) e
funcde objetlivo do problema de
adequada as manipulagoes necessarias

75,7, Forma matricial da fungao objetivo

i %

Reescrevendo a fungao objetiva do problema dado em(3.1),

ohtém~se:

A = ooy yar y t o, vayr u
=

Substituindo as equagoes (3.47) e (3.48) na equagao an-~

terior, chtém-se a equagao (3.49):

. T T .. T T
A= CX1['\“‘1(0j *wygra Yy q] N &2[”"3€0) i, prp Yy p]
(3.49)

A equacdo (3.49) pode ser veescrita como apresentada a seguir:



T T . P
A= dp g .Y ey 7t e N

q b q
onde:
w, Vo t 0
} - -
v = ﬁw___w“_% ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ - ERHiHKﬂLH (3.50)
. i
{ ! u1V1
Gy g |
= [ o |ER1}1.1’1 (5.5])
g Wy
e = G, 7, (03 + o, yz(ﬂ) e |R (3.52)

Utitizando a definicao dada em {3.30} a funcao A  pode
ser reescrita em forma matricial, de acorde com a equacdo (3.53),

dada a seguir:

A= x Vx+ 2 wj X oF g (3.53)

Finalmente, € importante observar que a matriz V, o ve-
tor w e o escalar ¢ dependem somente do sistema 2 controlar, dos

polos em malha fechada sspecificados e das ponderagdes o, € O,.

3.5.%. Forma matricial das restrigles

A equagao de alocagac de polos dada pela eguagao {3.5)
levas a um sistema de equagOes lineares cujas incognitas ~ a0 0s
coeficientes dos polindomios P* e Q*, cenforme discutido na segao
7.%. Portanto, esta equagdo pode ser escrita, em forma matricial,

como na equagdo (3.54) a seguir:

Mx = & {3.54)

onde x £ |R™H

Wy

o vetor dado pela equagdo (3.30) cujas componen
LI A RAP -

RiB1QTR(A C(ERTRA




tes sao os cocficientes dos polinomios P* ¢ Q%. A matriz Me o ve
3

tor £ saoc definidos
a)
? e mar  ay
1‘}0
!')1
M = .
b
L
com
(1-z2" 1A =
e B s
Ty -
& = t1 -
0

Utrilizando
minimizagas pode ser
cao {3.57}):

pelas equagoes (3.55) ¢ (3

P
0 Mo 0
_______ v
; dil .
0 : . .
A . %o
. : . T _
. i . I i
. b 0 i; . it
a ‘.1 - . :
by { “i{na+1) .
. ! . :
L] 1 " *
. 1 * * :
- i i L]
. i . B E
. bnb ; { . ai[na 1
-1 -na-
- b " ,.i,.
B * 85, 2 oo * di{na 1) oz
-1 L ~nb
bg + hi A S & bnb z
bo
b, | e [R*®4

as eguagoes (3.53) e (3.54} o problema

L5011 a seprir:

R negxnin

i
H
]

(3.55)

1

de

colocado na forma matricial, dada pela equa-

T
0 ¥V o x + Zwx + 2

(3,57)

A equagde (3.57) apresenta o problema dado na forma de-

sejada,.

Na secgdo 3.6 obtém-se a solugdo deste problema.



3.6. SOLUCAO DO PROBLEMA DE MINIMIZACAO
0 problema dade em (3.57) € um problema de otimizagdo
com fungio objctive guadriticy o restrigoes lincares, oxtensamen-

te estudado na literatura [3V].

Proposigas 3.1:

O problema dado pela equagac (3.57) & convexo.

Prova:

A prova desta proposicac baseia-se em resultados classi
cos da teoria de programacio matemidtica [311, enunciados a se-
gulr.

Um problema de otimizagao & convexo se a fungao objeti-
vo & uma funclo convexa ¢ se seu conjunto de solugdes factiveis ¢

um Conjunto CONVEexo.

Como um sistema de equagoes lineares sempre define um
- i . - ot - -
conjunto Convexo 131l, tem-s5€ gque o conjunto de sovlugoes tacti-

veis do probleme dado &€ um conjunto convexo.

A funcao objetivo do problema proposto & quadratica e,

portanto, serd convexa se a matriz V for semidefinida positiva.

Resta, portanto, provar que a matriz V € semidefinida

positiva.

Prova-se que a matriz V € semidefinida positiva, mes -~

trando-se que as matrizes V, e V, sao definidas positivas.

Da equacao (3.44) tem-se que:
2
a" v, q = sifor vy0]%r = varfor vy

Como a varidncia do sinal Q%v., & nositiva para qualquer
? X 1

polinomio Q*, pode-se escrever que:

a- V] g = Var[Q* vz] > {0, vaq # 0

Fica assinm provado que a matriz Vl ¢ definida positiva.



55
Com relacao a matriz V,, tem-se, da equacgao (3.45} que:

pl V, p = E{[P* vd(tjlzj > 0, vp F O

Resulta portanto que a matriz v, também ¢ definida posi
tiva.

A matriz V pode ser obtida a partir da equagido (3.50)

reescrita a segulr:

--------- (%.50)

=
it
|
|
i
H
|
t
4
t
- .w..l s

T T T
[p qu} Voj----- = a,lq” Vya) + a,(p V, p)

Como a, e O sao por definicio reails positives ou nulos,
tem-se que a expressdo acima & positiva ou nula para qualquer ve-
tor x dade por:

Portanto, a matriz V & semi~definida positiva ¢ a fun-

¢do objetivo & convexa.

Corolario:

Se x* € uma solugdo Otima do problema dado em (3.57) e
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A{x*) & o valor da funcao objetivo correspondente a esta solugao,

entao:

Alx*y o Afxy o wx/Mx o= 2

Prova:

F também um resultads classice da teoria de programagao
matematica [ 31! que, num problema convexo, um minimo local & tam-

bam minime global.

Portanto, se x* satisfaz as condigoes de estacionarieda

de, ent@o x* & um ponto de minimo gleobal e a prova estd completa.

A solucio do problema dado pela equagac (3.57) & obtida

a partir da construgao da fungao Lagrangeano dada pela equagao
{3.58):
Lix,A) = xi YV ox o+ Zmix + o8+ Al[Mx - Q} {3.58}
L pNEG = . \ ST e Ay .
onde A £ R e o vetor de wmultiplicadores de Lagrange.

Como ¢ problema dado & convexo. as condigdes de estacio
nariedade s3o condigdes suficientes de otimalidade. Estas condi-

cSes sdo escritas a seguir:

oL T
—= ¥ % P+ MTA = 0
B

aL

—_— = My -~ § = 0

RS

Resscrevendo-se as condicfes otimalidade apresentadas ,

ohtém-se que:

2Vx + Mlh = -Zw

Mx = &

ou



57

[ 2V I MT ] i % S 2w
_wm_%__%w}c I S {3.59)
L Mot 0 I '

0 valeor 4timo para eos vetores x e A & dado pela equagio
(3.59). Se a matriz da equacio anterior for nao-singular tem-se
que:

|
ES |
i
1
=
Mw-‘ﬂ,v‘-‘"" i
i
i
Dy
i
| SE——
1
1
i
o 1
¥
t
I—

A equagdo (3.59) fornece entdo os polindmios P* e Q*
desejados e envolve a solugiio de um sistema de dimensio n onde n

¢ dado por:

n = nin + neg

A substituigao nesta equacgio dos valores de nin e neq
dados pelas equagdes (3.18) e {3.18) fornece a dimensio do proble
ma a ser resolvido, dada pela equagido (3.60):

n o= Z(na oyt d + 1} + 3m (3.60)

A equagao (3.60) mostra também a relagdo entre o nimero
de acréscimos sobre as ordens minimas dos polindmios P* e Q* e a

dimensaoc do problema a ser resolvido,

Finalmente, convém ressaltar que poT uma questéo de
simplicidade utilizou-se nesta se¢lo a equacgio de alocacgio de po-
los na forma dada pela equacao {3.5) em lugar de se utilizar a
forma dada pela equagdo (3.25). Entretante, nas aplicagdes, a
equagdo (3.25) deve ser preferida por ser dada em fungio dos pard
metros estimados ¢ as modifica¢bes requeridas para seu uso so pe
quenas. 08 resultados obtidos nesta segdo ndoc se alteram se a
equacdo {3.25) for utilizada,
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3.7, INFLUECNCIAS DE ACRESCIMOS NAS ORDENS DOS POLINOMICS DE PONDE
RACAD SOBRE O VALOR DA FUNCAD OBJETIVO

Nesta secao, mostra-se que o valor Gtimo da funcao obje
tivo do problema dado em {3.57) nunca aumenta quando sc  aumentam
as ordens dos polindmios P* e Q*. Isto significa que ¢ possivel
reduzir a variancia dos sinais de saida e de controle, sem alte~
rar seu desempenho deterministico, atraveés de aumento das ordens
dos polindmios P* e Q*, que &, om ultima andlise, um aumente  da
ordem do controlador.

Proposicao 3.4:

Sejam m_ e my dois nimeros inteiros tais que

<
Ty My
Sejam P_ e Pb problemas do tipo dado em {3.57) associla-
p
dos respectivamente a m, € My, © obtidos a partir do mesmo siste-
ma & controlar, da mesma especificacaoc de polos em malha fechada

¢ do.mesmo par [&}, ug)'

: S T, 5 T .
min ﬁa[xa) = X, %a X, v 2w, X, £y
P *a
a . =
3.4 Ma X, Qa
min hq fxy ) = XT Vi X * qu %, * €
: b H b b “¥R b b
Py *h
§.8 Mb X, = Qb

Sejam ainda x_ e xj pontos de Gtimo dos problewas P, e
Pb'
Entao:
# &
aa(ka} 3 &b(xb)
Prova:

Os problemas P, e P, diferem somente na dimensao de ca-
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da um deles. Tem-se que os vetores X, ¢ xg sae tals que:.
£ .
¥ Py
Py Py
* L oaphin, x| . nin
X, 7 f-e--poe {RTTa e xS -~ & |[R"7h
& _
¢ ¢
ta L9

onde, de acordo com a equagio {3.18), nin, e ninh sap dados por:
< ;

nin = n + n
a b

+ d 4+ 1 + Im
Y a

i
f]
+

; = v
niny, a ny + 4 + 1+ Zmy,

Portante, o vetor xg contém Z(mb—ma) componentes a mais
que o vetor x7. Para prova da proposigdo, mostra-se que a solucao
X3 pode ser considerada como uma solugao factivel do problema Py
em que os termecs de maior ordem dos polinomios P¥ e Q% sao nulos.
Para tanto, define-se o vetor 0 ¢ iRmmea dado pela equagao a se-

guir.

[

Fame BE I N ]

Definem~s5¢ tamb&m 03 vetores xé, Py @ qg dados pelas equagocs a-

haixo:

D’ « Py.
: ? ta ’ nin
pb = Bl q%} = - X}‘) = - £ iR b
1] 0 '
- qb

Na definigac anterior, nota-se que o vetor xé tem a mes
ma dimensdo que o vetor X[.

Além disso, o0s vetores qé e q; estio associados ao mes-
mo polincmio %, pois apesar de qé ter ordem superior, tem 05 ter
mos de maior ordem nulos. O mesmo se pode afirmar a respeito dos

vetores py © p;. Tem-se ent3ao que o vetor xé deve satisfazer a
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restrigao dada pelo problicnma Pry s pois os vetores que o compbe sa-
tisfazem a egquagdo de alocacao de polos. Este resultado pode ser

expresso pela eguagao (3.01) dada a scgulyr:
~ ' om0 P
Nb £ Sy (3.61)

Os vetores xé e x; estao associados aos mesmos polino-
mios P* e Q*, Conseqilentemente, as variancias dos sinais de saida
e de controle independem do uso de uma solugao ou de outra., Este

resultado & dado a seguir:

E{[v1 + Q* va]z} Yoo, E{[VS + P vﬁ]z}

Y

Y = e
Aa{xa; %

&b(_x{’) = oy B [‘"1 v QT Vz]:} M) 'f:‘{[vg + P Vq]z}

Portanto, tem-se a equacao (3.62), a seguir:

H

&a(x;) by, () (3.62)

Conforme o corolirio apresentado anteriormente, a solugao xg e
tal gue:

b ) < Byl ) VX /My X = gy,

Da equacao (3.61) tem-se que a solugao xé pertence ao
conjunto de solugbes factiveis do problema Py, portanto & possi-
vel escrever:

Ab(xg) £ &b[xé)

3

Substituindo o valor de &b(xg} conforme a equacgao (3.87},
obtéem-se:
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A {2y ¢ A R
A (XD« A, Ixg)

e a proposicao estd provada.

Fm resumo, acréscimos nas ordens dos polinomios P* e QF
resultam, em geral, em melhor comportamento ecstocdstico para 0

sistema controlado, sem alterar o comportamento deterministico.

Na sec¢ao scguinte sao aprosentadas sugestoes para  im-

plementagac do controlador apresentado.

3.8, CONCLUSAO

Neste capitulo, definiu-se uma wmetodologia para o cilcu
lo dos polinomios da fungao de custo do controlador auto-ajusta-
vel de variancia minima generalizada apresentado no Capitule 2.

0s polinomios sao calculados de modo a alocar os polos
em malha fechada do sistema, em posicoes especificadas, e ainda
minimizar uma combinacio das variancias dos sinais de saida e de
controle. Este calculo € resumido pela equacao {3.59).

Tem-se que o lade direito da equagao (3.59) depende so-
mente dos pardmetros estimados do sistema a controlar, dos pelos
gspecificados em malha fechada e das ponderagoes G, € «,. Portan-
to, esta eguacdo pode ser usada “on-line” para atualizagao dos
polindmios P* e Q* na medida em gque as estimagoes saoc melhoradas.,
Supondo convergencia dos algoritmos de estimacdo, obtém-se um con
trolador auto-ajustidvel cuio comportamentce deterministico é defi-
nido pela alocagao de polos e cujo comportamento estocastico, ava
liado pelas variancias dos sinais de saida e de controle, pode
ser melhorado pela escolha adequada das ponderagoes ty & o, € pe-

la escolha do nimero de acréscimos dada pelo parametro m,

Mostrou-se que quanto maior o numers de acréscimos so-
bre as ordens minimas dos polindmios P* e Q*, melhor € o desempe-
nho estocastico do sistema, sem alteragdac do desempenho determi-
nistico.

Se o sistema a controlar for conhecido, a equacao (3.59)
pode ser usada "off-line” e fornecver diretamente os polindmios da
funcao de custo. Se o sistema for desconhecido, a equacadoc (3.59)

deve ser resolvida on-line', pois o calculo dos polinomios P* e



67

Q* depende do conhecimento do modelo do sistema. fem-se, entretan
to, que a dimensac do sistema de equagoes lineares a ser resolvi-
do pode inviabilizar a solugho da equagae (3.59) entre dois ins-
tantes de amostragem. Neste €aso, sugere-se (ue 4 mesma seja  re-
solvida num nivel de supervisdo, em outro processador, diferente
do processador de controle. Neste caso, o processador de supervi
530 deve ser informado da Gltima estimacio de parametros, utili-
za~-la para o cialeulo dos polinomios P*, Q% e R, e retornar o Te-

4

sultado ao computador de controle.

No caplitulo seguinte ¢ apresentada uma metodologia al-
ternativa para o calculo dos polinomios da funcao de custo, basea
da em critérios freqilenciais, em que ¢ volume de calculo envolvi

do 8 sensivelmente menor gue o correspondente a equagao {3.59).
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CAPTTULO 4

METODO FREQUENCIAL PARA O AJUSTE BOS POLINGOMIOS DE PONDERACAO

4.31. INTRODUGAO

OQutra metodologia para o calcule dos polinomios da fun-
cdo de custo do controlador de variancia minima generalizada &
apresentada neste capitulo. Esta metodologia é basecada em crité-
rios freqlienciais e, como em Hughes [22], procura ajustar a res-

posta em freqléncia do controlador em "feed-back".

Conforme descritoc nos capitulos anteriores, £n alguns
sistemas s alocacdo dos polos em malha fechada pode causarx valo-
res elevados na variancia do sinal de controle. Estes valores ele
vados sio devidos #s caracteristicas da rejeig¢do ao ruido do con-
rrolador em ''feed-back', conforme estudado em Athans 7291, 0 com-
portamento estocastico do sinal de controle pode sexr mantido den
tro das especificagbes se o controlador tiver uma resposta em fre
giigncia que atenue as {regiiencias predominantes na perturbacao do

sinal de saida.

=

Na metodologia proposta por Hughes {221, os polindmios
P, O e R da fungao de custo sfo obtidos a partir do ajuste do ga-
nho do controlador em duas fregluéncias, sendo uma alta e cutra
haixa. Desse modo, obigm-se um controlador que yesulta em mencgy
variancia do sinal de controle. Entretanto, quando a resposta em
freqiiencia do controlador ¢ alterada, os poles do sistema em ma-
1ha fechada sio realocados para posigoes nho especificadas, o que
pode resultar num comportamento deterministico fora das especifi-

cagles desejadas.

A metodologia estudada neste capitulo, permite ajustar
o ganho do contrclador numa determinada freqlencia e ainda alocar
os polos do sistema em malha fechada. Desse modo, O comportamento
estocastico do sinal de controle pode ser melhorado em relacao aos
controladores obtidos por simples alocagao de polos, sem altera~-
a0 no comportamento deterministico dos sinais de controle e de
saida.

A nova metodologia pode ser resumida como se segue:
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a) Obtem-se a rvelacio entre o ganho do controlador e os coeficien
tes dos polinomiocs P* e %, Na Sequo 4.2 mostra-se que esta
relagido € linear nos cocficientes dos polindémios P* e Q*, se o
ganho for calculado para a freqiiencia dada pela equagio 4.1 a
Seguir:

f o= (d.l}

onde 7' € o periodo de amostragem.

b} Escolhem-se as ordens dos polinomios P* o Q% tais que o exces-
so do numero de incdgnitas sobre o niumero de equagoes no sists
ma de equagoes lineares, obtido a partir da egquagao de aloca-

cao de polos, seja unitdrio {ou seja, m=l na equagao [(3.207.

¢) Utiliza-se a relacdo entre o ganho do controlador ¢ os coefi-
cientes dos polinomios P* e Q* obtida anteriormente Como equa-
gao adicional no sistema de ©quacoes lineares obtido a partir
da equagao de alocagdo de polos.

d) Tem-se finalmente um sistema de equagoes linares com nlmero de
equagoes igual ao nimero de incdgnitas gue pode ser usado para
o calculo dos polindmios I'* ¢ (.,

A organizagio deste capitule € a seguinte:

Na seqao 4.2 deduz-se a exuressfio que relaciona o ganho do contro

lador e os coeficientes dos polindmios P* e Q*. Na secho 4.3 &
apresentado o sistems de eguagdes lineares obtido a partir da

equacao de alocacao de polos e da expressio deduzida na secaoc 4.2.
Finalmente, na segic 4.4 sdo apresentadas algumas conclusdes e
sugestoes para implementacio deste controlador.

4.2, CALCULC DO GANHO DO CONTROLADOR

Nesta secac obtém-se a expressic que relaciona o ganho
do controlador e os coeficientes dos polindmios P* e Q*. Mostra-

3¢ que esta relagio € linear nos coeficientes dos polinomios P* e
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Q% se o ganho for calculado na freqliencia dada pela equagac (4.1),

reescrita a seguir:

{"‘:“w (é?‘n]}

Na secao 2.0 mostrou-se que o controladar em ' feed-back”
pode ser descrito pela funcao de transferencia G/H onde G e H siao
dados respectivamente pelas equactes (2.25) e (2.10). Lstes resul

tados sao resumidos pela equagao (4.2) a seguir:

o)

G' + P*C
- = ‘ - (4.2)
H o OBE + 0%(1-2 ')C

E conhecido na literatura [30] que a resposta em fre-
qliencia de um sistema discreto descrito pela fungdo de transferen

cig F(zwi) ¢ dada por:

-1y - p(aienir,

Zzejaﬂfi

Flz

A substituigao indicada acima resulta em um nimero complexe cujo
modulo & o ganho do sistema e cujo argumento & o atraso de  fase
do sistema na freglencia f.

E interessante reocordar que o diagrama de ganho versus
freqliencia de um sistema discreto apresenta um periodo f13 dado pe
la equagdo (4.3) a seguir [30]:

f., = -— {4.3)

De fato:

& portanto,
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iz h = Pz )

j2nfr j2w(£+%)?

7 =g Z=e

Além disso, este diagrama é simeétrico em relacdo a fre
gliencia fp/z, pois:

T s (T T sy ] D 32u(f 2~G 7
RG ejwﬂifpj“+h)j - Retej ;(£pf2 5}?}

i

. ”ejzw(fp/gfﬁjy_

iy fp - i & ol
- d2n(£,/2+8)7
me Imt? b J

e portanto

-1

e

jZﬁ(fpj2+§)T|

y o jEH{EPKZ—éjTi

Z=8

A figura 4.1 ilustra o diagrama de ganho versus fregiiencia de um
sistema discreto.

0 fé/ﬁ fﬂ f

Fig. 4.1 - Resposta em freqiiencia de um sistena

discreto.

Tem-se portanto que o ganho do controlador dado pela
equagao (4.2) pode ser escrito conforme a equacao (4.4):
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oo A T A YA o AN B 15 &

! G“! G (5 7 epe ) 21 ¢ g3 20T
gan = R e IRy B R FEE TR e
B, gzefr IBRe! Sy e ey ) 32T ye(ed 2T

Da equagao (4.4) verifica-se que o ganho & uma fung@o ndo linear
dos polinbmios P* ¢ O+ para uma freqliencia qualguer I,

A segulr, mostra-se que, para a freqtiencia dada pela e~
quagao (4.1) € possivel estabelecer uma relagdo entre o ganho e
0s coeficientes dos polindmios P* o Q*, linear nos coeficientes
destes polinomios. Nesta frequencia tem-se que o atraso de fase
do controlador & nulo ou 1807, Pois:

Z~1 - g}Zﬁff = SiT

¢, conseqllentemente o numerador e o denominador da funcgao de
transferéncia dada pela equacfo (4.2) sio reais.

£ -
Para f=-f tem-se que o ganho do controlador é dado por:
2 .
=1 7 PE-13C(-1)

gan = |- J
BE{~1) + Q%(-1) 2 C(~1)

Esta expressdo pode ser reescrita conforme a equagdo (4.5) a se-

guir:
g+ C vug 4 P
gan = % (4.5
z - 3
bE fQC‘m%ma q
onde:



- i
I“}O
p = :
*
pﬂpa
-
C{O
q = .
*
qnqa
o
-1
Vi = i &
-1

R

phqat 1

piH

apat
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Da equacgao {4.5) obtém-se a seguinte relacgfo:

VUiog P

Os sinais duplos

* g

do operador

lgan vuT
. nga

{(+) na equagao {4.7) indicam se o valor

g + gan bf
{(4.7)
c
dentro
Estes

i . na equagao {4.5), € positivo ou negativo.

sinais podem ser eliminados se for permitido ao operador atribuir

sinais negativos

a0 ganho. 0 sinal atribuido aoc ganho indica se o©

atraso de fase do controlador & nulo ou 130°. A equacao {4.7) po-

de entao ser reescrita conforme a equagao [4.8):

onde: Yapa 1

VET = e e £
fbuﬂpa,aan
P

x = le—=] g Rppa+nqa+2
-4
-g + gan-bf

k = € R

<

Rnpa+nqa+2

{4.8)

(4.9}
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Portanto, a equacdo {4.8) ¢ linear nos coeficientes dos polino-
mios P* e Q% e, sc satisfeita, rvesulta num controlador com ganho
dado por gan na freqiincia 1/27. Note-se que, na equagao (4.8}, o
vetor vet o o escalar k 56 dependem de dados disponiveis, isto €,
dos parametros estimados e dJdo ganho do controladoy especificado

pelo usuario.

A escolha da freqiiéncia 1/27 para ajuste do ganho do
controlador resulta de duas consideragoes. Inicialmente esta fre-
qiléncia permite o ajuste com apenas uma equagao linear, simplifi-
cando portanto os calculos necessarios. Esta simplificagéo € devi
da ac fato de cue nesta fregiiencia o atraso de fase € nulo ou
180° em qualquer sistema discreto. Além disso, o diagrama de ga-
nho, dado pela figura (4.1), & simétrico em rvelagdo a freqiléncia
1/27. Portanto, esta & a mais alta freqliéncia em que o diagrama
nio se repete., Ajustes em freqlencias malores correspondem na rea
lidade a ajustes em freqliéncias menores que 1/27, devido a sime-
tria e a periodicidade da resposta em freqliencia de sistemas dis-
cretos. Na pratica, as perturbagfes indesejiveis normalmente ocor
rem em freqiiéncias elevadas e portanto o ganho € ajustado na fre-
gliencia £=1/27.

4,3, ALOCACAD DE POLOS E AJUSTE DE GANHO

Nesta segno € apresentado um sistema de equagoes linea-
res, para cAlculo dos coeficientes dos polindmios P* e Q~. Este
sistema & obtido a partir da equagao de alocacac de polos e da
equacdo de ajuste de ganho do controlador dada pela equagao (4.8)
deduzida na segao anterior. Inicialmente determina-se as ordens

dos polinomios P* & Q*.

Conforme visto na secao 3.3, para que existam solucoes
para a equacgao de alocacdo de polos dada pela equagac (3.5), as
ordens dos polindmios P* e Q* devem ser dadas pelas equagoes(3.16)
e {3.17) reescritasa seguir:

npa = n, + m [3.16)

nga = my ¥ d - T+ m ” {3.17}
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onde m & um inteire positivo que representa o niimero de acrésci-
1o sobre as ordens minimas necessarias para existéencia de solu-
¢io da equagdo de alocagio de polos.

Tem-se¢ ainda, conforme a equacao {3.20) obtida na $e¢ao
3.3, que o nhamerc de incbgnitas e © nimero de equagoes do siste-

ma linear obtido sao tais que:

L3

nin - neq = m {3.20)

Fazendo-se m unitario nas equacdes (3.106) e {3,17) acima,
resta um grau de liberdade no sistema de equacoes lineares obti-
do a partir da equacao de alocacao de polos. Este grau de liberda
de & utilizado para fixagao do ganho do controlador. Portanto, as
ordens dos polindmios P* e Q* utilizadas neste capitulo sao dadas

pelas cquagdes {4.10) e (4.11).

npa =n, *+ 1 {(4.10)

nqa ny, * d (4.11)

Neste caso a formag matricial da equagao de alocagao de
polos, pode ser escrita, de acorde com a equagao (3.55) apresenta

da na secdo 3.6 e reescrita a seguir:

Mx = 1 {3.55)
onde

p o pheqxRin

As dimensaes da matriz M, de acordo com as equagtes (3.18) ¢ (3.19)
ohtidas na secao 3.3, sao dadas por:

= + 1, + od o+ 2
neg I}a h ¢l

=z + \ + -+
nin n, ny d 3
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Acrescentando-se ‘a equagio de ajuste de ganho, (equagio 4.8}, ao

sistema descrito pela equagio {3.55), obtém-se o sistema de equa-

coes dado pela equacao (4.12) a seguir:

M Fo
mmm— X B e {(4.12)
T _
vet ' Lok
onde
M negxnin ; %o neg’
[ © B 12 o * e £ R {
!:E:!
vet k
neq' = neq + |1
Neste sistema de equactes, o nimero de incoOgnitas &

igual ao numero de equagdes. Portanto, através da equacgio (4.12)
pode-se calcular os coeficientes dos polinomios P* e Q*. O contro
lador obtido apresentard o ganho fixado pelo usuric, na freqiien-
cia £=1/27, além de alocar os polos do sistema em malha fechada

nas posicoes especificadas.

4.4 . CONCLUSAO

Neste caplitulo apresenta-s¢ uma nova metodologia para o
calculo dos polinomios de ponderagio da funcao de custo do contrg

jador de varifncia minima generalizada.

Esta metodologia baseia-se no fato de que acréscimos so
bre as ordens minimas dos polinomios P* e Q*, correspondem a acrés
cimos no nimero de graus de liberdade para a escolha da solugaods
equacac de alocagao de polos.

Assim sendo, um acréscimo sobre as ordens minimas dos po
lindmios P* e Q¥ permite que 5e acrescente a equagao de ajuste de
ganho do controlador (egquacao {(4.8}) ac sistema de equagoes linea
res obtido a partir da equagaoc de alocagao de polos. A principal
vantagem desta metodologia em relacio a apresentada no capitulo
anterior consiste na redugio do esforgo computaciconal envolvido.
0 sistema de equacdes a ser resolvido pela nova metodologia  tem
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sua ovdem dada pela equagao (3.16) com m unitario. Esta equacao

¢ reescrita a seguir:

nin = neq = n, *tong ¢t d + 3
L%

A metodologia apresentada no capitule anterior, envolve a solu-
gao de um sistema de equacbes cuja ordem ¢ dada pela equacgioc (3.60).
Esta equagio ¢ também reescrita a segulr, utilizando-se m unita-

ric para comparar controladores de mesma ordem:
n o= 2{n, +n-b+d) + 5

Da comparacao das equagoes anteriores verifica-se uma
sensivel redugdo no esforgo computacional, para controladores de
nesma ordem.

A nova metodologia apresenta contudo algumas desvanta-
gens. Para ¢ ajuste do ganho do controlador exige-se do usudrio
interagir com o algoritmo a nivel de resposta em freqiiéncia. Além
disso, a nova metodologia & menos geral que a apresentada no capl
tulo anterior pols compreende somente acréscimos unitirios sobre
as ordens minimas necessarias para a solugho da equagao de aloca-
cao de polos e redur, diretamente, somente a variancia do sinal
de controle.

Portanto, a escolha de uma ou ocutra metodologia depende
ra da disponibilidade computacional, da sensibilidade do usuario
com respeito ao processo e da precisac desejada.

A reducdo no esforco computacional em relaglo a metodo-
logia anterior pode permitir a obtengdo dos polinomios P* e Q* sem
a necessidade de um nivel de supervisido. Esta possibilidade esta
condicionada as ordens do modelo utilizado para o sistema, ao pe-
riodo de amostragem e ao hardware e software utilizados para 0
controle. Por outre lado, caso o tempo de computagido seja excessi
vo,pode~se resolver a equagao {4.12) no nivel de supervisdo, con-
forme proposto para o controlader desenvolvido no capitule ante
rior. Em qualquer dos casos e conveniente que o sistema apresente
a0 usuario, quando este achar necessario, o diagrama de ganho do
controlador, de modo a orientar os ajustes a serem feltos.
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0 procedimento apresentado neste capitulo pode ser gene
ralizado. Qualquer outro ajuste, yue possa ser feito levando em
conta a sensibilidade do usulirio com respeito ap processo, € que
possa ser expresso numa relagido linear nos coeficientes dos poli-
nomios P* e Q*, pode substituir o ajuste de ganho do controlador.
Uma alteracio possivel & ajustar o ganho das fungoes de transfe-
rencia em malha fechada entre os sinails de saida ou de controle
e a perturbacgao i, -

No proximo capitule sdo apresentados exemplos de simula
coes de controladores auto-ajustaveis obtidos a partir das metodo

logias apresentadas.
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CAPTIULO 5

RESULTADOS B SIMULACOES

5.1. TNTRODUCAO

Neste capituio, as metodolozias propostas nos capftulos
anteriores, para calcule dos polinomics de ponderacae da fungao
de custo de controladores auto—ajustﬁveis, sao i1lustradas atra-~
vés de exemplos de simulacifio. Para cada exemplo, os polinOmios de
ponderacas P e § g0 ﬁbtidos a partir da alocagao dos polos em ma
lha fechada, minimizando a fungao objetivo descrita pela equacdo
(1.5). Também €& apresentado um exemplo que ilustra a metodologia
apresentada no capitulo 4. Neste casp, o calcule dos polinomies P
e § & realizado a partir da especificacdo dos polos em malha fe-
chada do sistema e do ganho do controlador numa fregiiencia especi
ficada.

Nos exemplos simulados através da metodologia descrita
no capitulo 3, sido apresentados:

i

o modelo do sistema (polinomio A, B, C e o atraso d};

- 08 polos em malha fechada definidos pelo usuario (po-
lingGmio T}

- as ponderacgoes a, e w,, definidas pelo usuario;
, .

- 0s polinomios da fungac de custo do contrelador auto-
ajustavel (polinomios P, Q e R) obtidos através da me

todologia em analise;

- evolugdo dos sinais de saida e de controle nc tempo,
obtidos atraves de simulacido do sistema controlado
guando houver relevancisa;

- varianciss dos sinais de saida e de controle e do rul

do, obtidas através de simulacio.

Na simulagao obtida atraves da metodologia descrita no
capitulo 4, sdo apresentades:

« o modelo do sistema;
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- 05 polos em malha fechada definidos pelo usuario;

- a resposta em fregliencia do controlador obtido atra~

vés de simples alocacgido de polos;
~ ganho do controlador em f=1/27, definido pelo usulrio;

~ os polindmios de ponderagio da fungilio de custo do con
troladoyr auto-ajustavel [polindmios P, ¢ ¢ R) obti-
dos atraves da metodologia em anialise;

- a resposta em freqiencia do contrelador obtido atra

ves da metodologia em anflise;

- evoluciio dos sinais de saida e de controle no tempo ,

obtidos atraveés de simulagao do sistema controlado.

~ variancias dos sinais de saida ¢ de controle e do rui

do, obtides através de simulacao.

0 comportamento deterministico de cada exemplo, & defi-
nido pela escolha dos polos em malha fechada e pode ser avaliado
pela andlise da evolugdo dos sinais de saida e de controle no tem
po. O comportamento estocistico € avaliade através da anadlise an-
terior e das variancias dos sinais de saida e de controle, obti-
das em cada exemplo.

Na secao 5.2 sao apresentados exemplos de utilizagaoc da
metodologia descrita no capitule 3. Na secao 5.3 apresentam-se oS
exemplos veferentes & metodologia desenvolvida no capitulo 4 e na
secdo 5.4 os resultados obtidos sao analisados. No anexo A Sa0
apresentadas as rotinas desenvolvidas para calculo dos polindmios

de ponderagdao P e ( e para simulacgdo dos sistemas controlados.

5.2. BEXEMPLOS DE UTILIZACAO DA METODOLOGIA DE MINIMIZAGAG DAS VA~
RIANCIAS

Nesta secaoc sdo apresentadas as simulagdes de exemplos

gue ilustram a metodologia descrita no capitulo 3.

Para cada exemplo, calculam-se os polindmios de pondera
gao P e  para diversos valores de m. Para m=0 tem-se simplesmen-
te alocacgao de polos, existindo apenas uma solugfo para a  equa-
cao de alocagao de polos. Para m>0, alem da alocagao de polos &
possivel minimizar a fungdo A dada pela equagdo (1.5).
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5.2.1. Sistema de fase minima

Seja o sistema descrito pela seguinte equacac a dife-

rengas:

com o var

TJY‘C = ZH}({),O?E.)U_‘& A (i"{),g:{ Z“"I'J?..

{1-0,93 2z Zy

=0, 2

T

0 sinal de refervencia w, ¢ um degrau de amplitude 10.

t

Bspecificarse os polos do sistema controlado segundo

o polindmio T(z ') dado a seguir:

a}

b}

(1‘1 (Z‘"‘})

i
—
i
<5

-
[te)
2
]

Para m=0 (somente alocacao de poles) cbtém-se:

Polinomiosda fungido de custo:

] 2

Plz™H =1« 12,5 27" - q2.0 277

0,93 - 0,93 gz~

'
it

o= 1,3

Simulagio:

As figuras 5.1 e 5.7 mostram a evolugde dos sinais de controle

e de salida no tempo, para m=0.

Para m=2, o, =0 ,=1, obtém-se:

PolinOmios da funcio de custo:

p(zmj) = 423,43 270 % 1,29 27% - 1,0 277 - 3.47 274
a(z"" = 0,93 ~ 0,290 277 - 0,37 27% - 0,27 270

-1
R{z™") = 1,25
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Simulacao:

A figura 5.3 mostra a evolucgac do sinal

de controle no

tempo .

0 comportamento do sinal de saida & semelhante ao representado

na figura 5.2,

¢) Para m=7, o, = o, = 1

1 &

PalinBmios da fungao

obtém-se:

de custo:

pez™1y = 140,64 27 '+0,51 27440, 30 27 70,2 “440,07 270
, =6 o« o7 -8 - -4
~ 0,10 z “-0,28 z "-0,49 z T-0,70 2z
-1y =1 6 Ll _ -3 -4 -5
Q(z 'y = 0,93-0,09 =z "~0,12 z “-0,14 z “~0,15 z "-0,14 z
- 0,13 27%-0,10 27 7-0,05 2 7¢
riz" % = 1,26
Simulagao:
A figura 5.4 mostra a evolugao do sinal de controle no tempo.

0 comportamento do sinal de saida & semelhante zo apresentado

na figura 5.2.

Na tabela 5.1 zpresentam-se as variancias dos

de saida e de controle em funcao do aumento na ordem dos

mios de ponderacace, para o exemplo simulado.

m var u, var y.
0 59,3 0,36
2 5,33 0,24
7 0,34 0,21
Tabela 5.1: Variancias do ex., 5.2.1

sinais

polino-
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Neste cxemplo, 08 paranctros Gy € Oy foram wantidos

constantes (r_za_}~~-'<:c..'-1==1j,E devido a pequena sensibilidade, neste caso,

dos resultados em relagdo a estes narametros .

-~ -1

L.2.2, Sistema de fasce nao-minioa

Seja o sistema de fasg nao-minima descrito pela se-

guinte equagao a difcrengas:

- - - -t ) - __,:
{(1-1.3 z 04 2 ”}ytﬂz 1{:'!H.,S A Ejut+(}*8,05 z 1+D$12 i}gt

com var gt = (0,2

0 sinal de referéncia wg, 5 um degrau de amplitude 10.

Fspecifica-se 0s polos do sistema controlado segundo
s a e .
o polinomic T(z ') dado a segulr:

T(z_}} =1 - 0,5 2

a) Para m=0 (somente alocagao de polos) obtém~se

Polinsmios da fungdo de custo

prz” 1y = 1-1.41 27" + 0,77 2”2 0,16 270
-1 = [ -1 I -2

Q{z '3 =-0,59 =z + 0,59 z
w‘1 _ -

Ri{z '} = 0,2

Para os polindmiocs acima, a fungao de transferéncia
do controlador, dada pela equagdo ( 2.11 ), apresenta um par de
polos complexos conjugados fora do cireulo unitdrio. Estes polos
sdo dades por:

z, , = - 0,635 1§ 0,938



com

e o1 o= 1,17

Ty, :

Bete fato impossibilita a utilizacao deste controlador
pols qualquer imprecisao na identificacao do sistema leva & sua

instabilidade.
Simulacao

As figuras 5.5 ¢ 5.0 mostram a evolucao dos sinais de

5
controle e de saida no tempo.

b} Para m=2, u1=a?=¥, obtem~-se

Polinémios da fungao de custo

pez"1y = 120,87 271~ 0,16 27 740,04 27740, 52 240,13 270
Qfz 1) = ~1,13 Z“!+O,66 z—3+0343 3“4
R(z™') = 0.2

para os polindémios acima, a fungao de transferéncia
do controlador apresenta ainda um par de polos complexos conjuga-

dos fora do circulo unitario. Estes polos sao dados por:

z = 0,17 + i 1,007

3,4

COm

Como no caso anterior, este fato impossibilita a uti-
lizacdo deste controlador. Entretanto deve-se observar que © mﬁdg

lo do polo instavel diminuiu com o aumento de m.

Simulagoes

A figura 5.7 mostra a evolugBo do sinal de controle
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no tempo. O comportamento do sinal de saida ¢ semelhante ao apre-

sentado no item a.
c) Para m=7, o, =t =T, ohtem-se:
Polinomios da fungho de custo:
Pz = 1059 2 1e0,17 2772005 2 -0 02 2 Y002 270

' - -0 i -
0,02 27%-0,02 277%0,012 %0 15 27 %0 07 210

Q(Z_T) = ~1,41 210,78 200,14 27040 21 2704038 270 4
=€ - -8 €
+0,40 z 6+0,512 7+G,¢9 z 5+313? 7 9
._} o
Rz ') = 0,2

Para os polinomios acima, a funcac de transferencia do
controlador apresenta todos os polos dentro do circulo unitario |,

sendo gque o par de polos complexos coniungados de maior médulo &

dado por:

Z2g g = 0,786 + j 0,537
com

%25,65 = 0,95

Tem~se portanto que um controlador originalmente insta
vel, obtido de modo a somente alocar os polos do sistema em malha
fechada, pode se tornar estavel a partir de acréscimos em sua or-

dem. A analise deste rvesultado & apresentada na secio 5.4.
Simulacao

As figuras 5.8 e 5.9 mostram a evolugdo dos sinais de
controle e de salda no tempo.

Na tabela 5.2 apresentam-se as variancias dos sinais
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de controle ¢ de saida em fungiao do aumento na ordem dos polino-
nios de ponderacao, para o exemplo simulado. Como no exemplo ante

ricr, 6s parametros %y € Uy foram mantidos constantes.

F

M var o u ¥ Var oy t
0 0,34 1,21
: 0,04 H.96
7 0,01 0,57

5.2.3, Sistema com atraso maior que um periodo de amostra-

gem

Seja o sistema descrito pela seguinte eguagao a dife
TEeNgas:
-1,

),

}

(1-1.85 27 1+0,86 279y, = 277 (0,5+0,5 27 Ju +(1-0.5 =

com var g, = 0,2

0 sinal de referéncia w,, & um degrau de amplitude 10.

t?
Neste exemple inicialmente especifica-se ¢ polo do
sistema em malha fechada de acordo com o polinomio Tl[z") dado a

SeguiT:

T](z"]) =1~ 0,7 27

Entretanto, para andlise da influéncia da escolha do
polo em malha fechada no comportamento do sistema, apresenta-se
no item ¢, a simulagdo deste exemplo com o polo alocado segunde o

pelindmio T,(z ') dado a seguir:

Tq(z“1) = 1 - 0,4 "

4
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de

b)
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Para m=0 e polos alocados segundo o polinomio T1, obtém-se:

Polinomio da fungao de custo

Pzt =1 - 1,85 2% 0,73 270 - 0,09 278
-l , ne =1 . - 2 -3
Q(z ') = 0,50 - 0,28 z - 0,27 z + 0,05 2
....} . A
R(Z ) - G,n.g .
$imulagao:
As figuras 5.10 e 5.11 mostram a evolugac dos sinais

controle e de saida no tempo.

Para m=2, o, = a, = | ¢ polos alocados segundo o polinomio T,,

Polinomios da fungao de custo:

- -7 - - - -
Piz i) = t-1, 4 z "+0,27 z ﬁ+{J,H z 4+O,16 7z 0,11 2 o
Qfe™ 1) = 0.50-0,28 27 '=0.37 27%-0.01 27 °+0,10 2z %+0,06 2~
R(z™") = 0,29
Simulagao

As figuras 5.12 e 5.13 mostram a evolugao dos sinais de

controle e de saida no tempo.

)

Para m=2, o, = o, = 1 ¢ polos alocados segundo o polindmio TZ‘

ochtem-se:

Folindmios da funcao de custo:

-1

- -
P(z 10,5527 °+0,33 27 520,13 z

)

-3 -1

it

) = 0,5040,02 27 1w0,11 27%-0,12 27°-0,20 2z Y-0.00 2

Q(z
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Simulagaoc

As figuras 5.14 ¢ 5,15 mostram a evolucio dos sinais de
controle e de saida no tempo.

Na tabela 5.3 apresentam-se as variancias dos sinais de
controle e de safda em fungio do aumento na ordem dos polinomios

de ponderacao e¢ do polo especificado em malha fechada.

m polc em var u, var y
£ t t
m.f. T
0 T, 0,063 1,59
y T, 0,055 1.54
2 T, 0,285 0,83

y

Tab. 5.3 - Variancias do ex. 5.2.3.

Na segdo 5.4 € apresentada a andlise destes resultados.

d)} Para este exemplo, foram ainda simulados os seguintes casos:

m o= 7 Gy = Qy = 1
m = 7 W, = 0,1; By = |

Em ambos os casos o3 polos foram alocados segundo ¢ po-
linomio T,. '
Na tabela 5.4 sao apresentadas as variancias dos sinais

de controle e de saida em fungdo dos parametros m, o, € G,

i

m &1 0‘.2 var Ut var yt
0 : 1 0,063 1,59
2 i 1 0,055 1,54
7 1 i 0,145 1,27
7 0,1 ] 1 0,046 1,53

Tab., 5.4 - Variﬁncias do ex. 5.2.3.
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Observa~se que houve um aumente na varianciaza do sinal
de controle quando m varia de 2 para 7. Este fato entretanto nao
contradiz a proposicaoc 3.2, pois o soma das varifncias dos sinais
de salda e de controle (ponderadas pelos parametros o, @ .} para
m=2 & maior que para m=7. Nota-se tambim, que alterando~seuos pa-

rametTos oy e o, e possivel obter, nara m=7, ambas as variancias

reduzidas em relagdo as obtidas para m=2.

5.3. EXEMPLO DE UTILIZACAO DA METODOLOGIA FREQUENCIAL

Nesta secio ¢ apresentada a2 simulacac de um exemplo

que ilustra a metodolegia descrita no capitulo 4.

E utilizado o mesmo exemplo apresentado na se¢ao 5.2.1.
Sdo comparados os controladores obtidos através de simples aloca-
cao de polos ¢ o obtido através de alocacdo de polos com ajuste

do ganho do controlador.

¢ modelo do sistema € descrite pela equacao a diferen-

£as a segulr:

: -1 -1, ooty
{(1-0,93 z )yt =z {0,072)u, + (1-0,92 2 )at

com varg, = 0,2 e periodo de amostragem 7=3,0 seg.
Os polos do sistema em malha fechada sao alocados, como

na segdo 5.2.1, de acordo com o polinomio T{z”1} ahaixo:

s q.0,01 27!

A funcio de transferencia do controlador obtido na se-

gdo 5.2.%ta, através de simples alocagfio de polos, istoe &, m=0, &

dada por:
-1 ., -2
G{z ) 12,25 -~ 23,28 z + 11,03 2
u(z™ Y 1~ 1,78 271+ 0,85 277

A evolugfio dos sinais de controle e de salda no tempo

sac mostradas nas figuras 5.1 e 5.2. A resposta em fregliéncia des



83
to controlador & spresentadn na Cipura 5016, onde s observa gue
o ganho para a fregiiéneia /1727 ¢ dudo por:

e

ganho = 12,73

A partir da andlise da resposta em freqiiéncia do contro
lador, o operador pode reajustar o ganho dJdo mesmo na freallencia
£=1/27 de modo a obter uma melhor rejeiclo as perturbagles presen
tes no sinal de salda.

A seguir & apresentada a simulagao obtida, supondo o se
guinte ajuste de ganho, feito pelo operador:

ganho = 4,0

Polindmics da fungdo de custo:

1+ 507 27 % 1,85 2%~ 6,67 2

5~
P
[
i
S
#

0.93 - 0,41 2z~ " = 0,52 277

A2
L)
3
i
—
p—
it

R(z"'y = 1,25

Funcae de transferéncia do controlador

Gz 5,08 - 2,81 27" - 8,37 27 + 6, 4 27

Hez™')  0,9% - 1,27 270 -0, 4 2% + 0,48 277

Simulagio

As figuras 5.17 e 5.18 mostram a evolugao dos sinals de
controle ¢ de saida no tempo. A figura 5.19 mostra a resposta om
fregiiencia do controlador,

Na tabela 5.5 apresentam-se as variancias dos sinais de
controle ¢ de saida para os dois controladores analisados.
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e .
var u VAT
t Y
som ajuste - - -
I U 59,3 0,36
de ganho '
com ajuste :
&t 13,94 0,26
de ganho
Tab. 5.5 - Variancias do ex. 5.3.1

5.4. ANALISE DOS RESULTADOS

Os exemplos apresentados nas segoes anteriores ilustram

a eficiencia dasmetodologias propostas.

No exemplo descrito na segao 5.2.1 observa-se uma redu-
cdo da varifncia do sinal de controle 3 medida em que o nlmero de
acrescimos {m) cresce. bngquanto m varia entre 0 e 7 esta varian-~
cia varia entre 59,3 ¢ 0,34. A variancia do sinal de saida  mos~
frou-se menos sensivel & variag8es no nimero de acréscimos, vari~

ando entre 0,36 e 0,21.

Apesar de nao terem sido estudadas neste trabalho as
condicdes de estabilidade para 05 controladores obtidos, nota-se
no exemplo descrito na secgdo 5.2.2 algumas caracteristicas inte-
ressantes. Observa-se gue o controlador obtido para simples aloca
cao de polos apresenta polos na regido instavel. Entretanto, com
o aumento do numero de acréscimos (m} © médulo dos polos insta-
veis tende a diminuir, sendo que para m=7 obtém-se um controlador
estavel. Sugere-se portanto como tema para trabalhos futuros a
analise das condicdes sob as quails acréscimos nas ordens de con-

tproladores instaveis levam a sua estabilizagao.

No exemplo apresentado na secdo 5.2.3 mostra~se a in-
flueéncia da Eﬁ@ﬁﬁifi@ggaﬁ dos polos em malha fechada no comporta-
mento estocastico do sistema. Na tabela 5.3 observa-se que & alo-
caclo do polo em malha fechada mais proximo da origem (polinomio
T. }, resulta num aumento da variancia do sinal de controle € numa
dimlnulgao da varianciz do sinal de salda. Este resultado & espe-
rado pois o polo alocado mais préximo da origem representa uma
maior estabilidade para o sistema, exigindo portanto maior esfor-
co da variavel de controle. No capitulo seguinte & apresentadauma
sugestio para escolha dos polos a serem alocados em malha fechada.
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Finalmente, na scgaoe 5.3 mostra-se que, COom um voiume
de calculo menor que o apresentado na segao 5,2.1, pode-se obter
redugdes consideraveis na variancia do sinal de controle. Fste

método entretanto, cstd condicionado a sensibilidade do operador

com respeite ao pracesea ceontrolado ¢ deve apresentar em geral
. . Sw M o . L. - ] .
varidncias superigres @s obtidas com a utilizagao do metodo de

- - ot a L.* =
minimizacao das variancias.
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CAPTTULO 6

CONCLUSOES

0 controlador proposte neste trabalho obtém, para o Sis
tema controlade, o comportamento especificado como resposta @ mu-
dangas no sinal de referéncia (comportamento deterministico) e um
comportamento eficiente do ponto de vista de rejeigho a perturba
cGes (comportamento estociistico} .

Ohtém-se o controlador proposto calculando-se oS polino
mios de ponderagio da fungao de custo do controlador de variancla
minima generalizada, alocando-s¢ 05 polos do sistema em malha fe-
rhada e minimizando a combinacde linear das variancias dos sinais

de saida e de controle dada pela equagdc a seguir:

A o= @, ovar y, t o, var u

| T a T

Sio utilizados pelinomios de ponderagio com ordens au-
mentadas em relacdo as ordens minimas necessarias a resolugido da
equacde de alocagao de polos, resultando em aumento do grau de 11
berdade para escolha da solugao desta equacio. Minimiza-se a fun-
gdo A, tendo como restricio a equagao de alocacidc de polos. O com
portamento deterministico desejado &€ especificado pela alocagao
dos polos em malha fechada e o comportamento estocastico & otimi-

zado pela minimizagao da fungao 4.

Quanto malor o acréscime (m] utilizado nas ordens dos
polintmios de ponderagdo, melhor o comportamento estocastico Te-
sultante, sem alteragac no comportamento deterministico.

Além disso, o controlador proposto apresenta maior faci
1idade de ajuste por operadores da ind{istria, através da escolha
dos polos em malha fechada e da fixagdo dos parametros w,, o, €
m mals estreitamente xﬁlac1onados a0 comportamento temporal e fre
gilencial dos sinais dc saida e de controle do que a definigao di-
reta dos polindomios de ponderacdo da fungac de custo do controla-
dor de variancia minima generalizada.

Uma metodologia freqiiencial alternativa também & propos
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ta, em alguns aspectos semelhantes a desenvolvida por Hughes[227,
na qual os polinomios da funcgio de custo do controlader de varian-
cia minima generalizada sao calculados, como anteriormente, atra-
vds da alocacdo dos polos em malha fechada, e ainda, através do
ajuste do ganho do controlador em "feed-back” numa determinada

freqiiencia. O contreolador assim cobtido demanda um esforgo computa
cional menor do que o proposte anteriormente, mas exige que o usuy

drio interaja com o processo pelo ajuste do ganho do controlador.

0s resultados obtidos mostram que os controladores pro-
postos meste trabalho resultam em comportamento estocastico me-

lhor do gue o apresentado por controladores obtidos por simples
alocacao de polos.

Fntretanto alpgumas questoes exigem maior aprofundamento
constituindo-se em possiveis temas para estudes posteriores. Al-

gumas destas questoes sac descritas a seguir:

Neste trabalho nido se consideraram o$ aspectos transitd
rios da estimacio, isto &, ndo se analisou o comportamento dos
algoritmos nos instantes inlclals do controle do processo, guando
os valores estimados dos parametros sao ainda muito diferentes dos
valores do modelo matemidtico. Esta andlise & importante para com~
provacio da utilidade das metodologius apresentadas, ¢ € sugerida
come tema para trabalhos futuros.

Finalmente, cumpre observar que, conforme mostrado no
capitule 5, segdo 5.2.3, a escolha dos polos em malha fechada in-
fluencia no comportamento estocidstico dos sinals de saida e de
controle. Por outro lade, em geral, as especificacgodes industriais
permitem que os polos do sistema em malha fechada sejam alocados
numa regido do plano z e nio necessariamente em pontos univocamen
te estabelecidos. Assim sendo, sugere-se também como tema para
trabalhos futuros, o estudo de técnicas para determinacdo da alo-
cagdao Gtima de poleos do sistema em malha fechada com as seguintes
caracteristicas:

a)l FixacBo, pelo usudrio, de faixas permissivels para critérios
de desempenho industriais (por exemplo, figuras de mérito da
teoria de controle classico}.

b) Determinagao de regides permissiveis para os poles do sistema

em malha Ffechada, obtidos a partir dos critérios fixados pelo
usuério.
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c) Determinacdo da alecacio de polos gue satisfaga a regldo acima
determinada e que leve ao menor valor Otimo para o problema de

I3

minimizacao da funcio A dada pela cguagaoc (1.7).



e

102

REFERENCIAS BIBLIOCRALTUAS

11 ASTROM, K.J., (1970). Introduction to Stochastic Control

Theory, Academic Press, New York.
[2] WITTENMARK, B.

A Survey™. Int. J. Control, vol . Z1, n® b1 705~730,

. {1975%). "Stochastic Adaptive Control Methods:

33} CLORENTING, J.0., (1962} "Optimnd probing adptive control
of a simple Bavesian system”. Int. J. Control, vol. 11l:
165,

"
o
b

WITTENMARK. B. (1971). On the turn-off phenomenon in adaptive

Sweden.

"5]  ASTROM, K.J.; WITTENMARK, B., (1973). "On Self Tuning

Regulators'™. Automatica, vol. 9 183-199.

6] BORISSON, U.; WITTENMARK, B.. (1973). Moisture Control of a

paper machine - on application of a self tuning regulator

Report n? 7337 - Lund Institute of Technology - Sweden.

(71 JENSEN, L.: HANSEL, R., (1974). Computer Control of on

Hnthalpy exchanger. Report n? 7417 - Lund Institute of

Technology ~ Sweden.

[87 BORISSON, U., (1975). Self Tuning Regulators - Industrial
Application and Multivariable Theory. Report n?® 7513 ~

Lund Institute of Technology - Sweden.

(8] CLARKE, D.W.; GAWTHROP, P.J., (1975} . "Self Tuning Controller”
Proc. IEE, vol. 122, n® 9: 829-834.

107 CLARKE, D.W. et all, (1975). Feasibility study of the

application of microprocessors 1o self tuning control.

Report n® 1137. University of Oxford - England,

[11] BORISSON, U. {1979)."Self-Tuning regulators for a class of
multivariabhle systems". Automatica, vol. 15: 209-215.




103

[12]  KEVICZKY, f.o; HETTHESSY, J., (1977). "Self-Tuning minlmum
variance control of MIMO discrete time systems',

Automatic Control Theory and Applications, vol. 5, n? 1.

137 KBVICZKY, L.; KUMAR, K.S5.P., (1981). "Multivariable Self-
Tuning regulator with generalized cost function”. Int.

J. Control, vol., 33, n® 5, U13-9J1.

(141 PAVIER, G.; HASSANI, M. (1982). “"Multivariusble Self-Tuning
controliers bused on generalized minimum variance®.

proc. of LLEL Conference on Decision and Control.

151 MACHADO, R.C. et all. (1982). "A MIMO Self-Tuning Controller

with Cautions Behaviocur'. Proc. of American Control

Conference.

[16] KOIVO, H.N., (1980). "A multivariable self-tunming controlier”
Automatica, vol. 16: 351-3066,

(177 GAWTHROP, P.J., (1977). "Some interpretations of the self-
tuning controller”. Proc. ITLE, wvol. 124, n? 10: 889-894,

[18] FAVIER, G., (1981). Filtrage, identification et commande

adaptative des systemes linéaires stochastiques a temp

discret. Thdse d'Etat, Université de Nice - France.

WELLSTEAD, PL.E., et all. (1978}). '"Pole assignment self-
tuning regulator". Proc. IEE, wvol. 126, n°® &: 761~787.

AT e

r20] ASTROM, K.J. et all. (1978). Self-Tuning controller based
on pole-placement design. Report n® 3148 - Lund

Institute of Technology . Sweden.

| B
3

Rl

L

ALLIDINA, A.Y. et all., (1980). "Generalised self-tuning
controller with pole assignment’. Proc. IEH, vol. 127,
pt U, n? 1: 13-18.

[22] HUGHES, F.M.; ALLIDINA, A.Y. (1982). "Self-Tuning controller
design incorporating Irequency response criteria'., Proc,
of IFAC Symposium on Identification and System Parameter

Estimation.




iy
i

"2
N
<

130]

[31]

104

CLARKE, D.W.; CAWTHROP, P.J.; (1879). "Self-Tuning lontrol'’.

FAVIBR, C.: GUILLERMIN, P., [1980). "A comparative study of

self-tuning regulators’. Proc, of TFAC Conference on

System Aproach for Development.

FAVIER, G., {(1982). "Commande adaptative multivariable a
1'aide d'un svsteme de commande auto-ajustable.
Presentation de différents algorithmes et coumparison’.
Collogque CNRS. RCP 567, Belle Ile.

EYKHOFF, P. (1974). Systems Identification; parameters and

state estimation.

CLARKE, D.W.; CGAWTHROP, P.J., (1979). “"ITmplementation and

application of microprocessor based self tuners”. Proc.

of IFAC Symposium on Identification and System Parameter

Estimation. Wiley London.

GUILLERMIN, P.., {1980). La commande adaptative. Tese de dou

toramento - Université de Nice - France.

ATHANS, M.; VALAVANL, L., (1982). "Some Critical Questions
about Deterministic and Stochastic Adaptive Control

Algorithms', Proc. of IPAC Symposium on Identification

and System Parameter Estimation.

JONG, M.T.., (1982). Methods of Discrete Signal and Systems

Analysis. McGraw-Hill.

LUENBERGER, D0.CG., (1973). Introduction to Linear and Nonlinear

Programming. Addison-Wesley Pub. Co. Massachusetts.




105
ADPCHNDICE A

RELACARO ENTRE AS ORDENS A0S POLINOMIOS DI PONDERAGAO P* B QF

Neste Apcndice demonstra-se o resultado dade pela equa-

cio (3.11), segao 3.3, reapresentado @ scgulr na proposigas ALl

Proposigao A.t:

Seja a equagaoc de alocacho de polos dada pela equagao
(%3.5), a seguir:

¢ gpr o+ A(1-27) QF =T - B (3.5)

Supbe~se que as equagoes (3.9} e (3.10) abaixo sejam
satisfeitas:

nin 3 neq (3.9}

Ny € Ny oy d {3,103

onde nin e neq sao respectivamente o nimerc de incdgnitas e o ni-
mero de equagbes do sistema de equacoes lineares obtidos a partir
da equagao (3.5). Estes valores sio dados pelas equagdes (3.6} e
(3.7), escritas a seguir:

]

nin = npa + nga + 2 {3.0)

ny ¥ d + npa

neq

]
=
)
e
+

{3.7}

+ + 3
LNy 1 nga

Prova-se que nac hi perda de generalidade em escolher
as ordens dos polindmios P* e Q* tais que as ordens dos  polind-



106

. ~d S ; . . ; -
mies % BP* ¢ A(1-z '30% sejam lguals, 1sto ¢, que as ordens npa

e nga satisfacam a equagaoc (3.11) reecscrita a segulr:

m, f d +» npa = on, b T ngao (3.11)

Para n demonstracio da proppsi¢ao A1, provar-se~-a que:

P1} se my, v 4+ onpa vong ¥ 1+ nga
ou npa = ng ot o0y o d+ 1 + nga + Kk (A.1)

onde k € um inteiro positivo,

entio os k coeficientes de malor ovdem de P~ serao nules, © ue
) 4

equivale a afirmar que:

npa = n, <oy - d + 1 + nqa

a 3
ou
+ ¢ + q = + + 18
ny, d + npa = n, 1 nga
2] s¢ .+ d + npa < n, + 1+ ngé
Fi) se Yiy, d o+ ony o, naa
ou nga = n, * d - n,o- t + npa + k (A2

onde k & um inteiro positivo,

entio os k coeficientes de maior ordem de Q¥ serao nulos, © que

equivale a afirmar gque:

nga = ny * d-mn, ~ 1 +npa

(4354

ny * d + npa n_ + 1 + nga

a

As proposigbes PI e P2 mostram que, se & equagao (3.11)
nic for satisfeita, os coeficientes de maior ordem dos polinomios
P* ou Q* serfdo nulos, e portanto naio hd perda de generalidade em
escolher as ordens npg & nga gque satisfagam a relacao dada em
(3.11}.
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Prova de P1)

0 numero de equacoes do sistema de equagdes lineares ob
tido a partir da eguagao de alocagao de polos ¢ dade pela equagao

(3.7).

&n? + d + npa

neqg = mix

I T ——

gy o + 105
{_Qq- 1 i

Se a escolha das ordens npa e nga satisfizer a equagdo

(A.1) tem-se gque:
neg = g ¢ d + npa + 1
0 nimero de incBgnitas & dado pela equagio (3.6).
nin = npa + nga *

Substituindo as expressOes acima na equacgao (3.9}, ob-

tém-s5e:

nin > neq
ou npa + nga * 2 oz oy * d + npa + 1
ou

nga z my, * d - 1

A inequacfo acima pode ser reescrita conforme a equagao

(A.3) a seguir:

nga = ny + 4 - 1T +m (A.3)




1048

onde m € um inteiro positivo ou nulo.

Fara obtencgdo da ordem do polinémio P*, substitui-se a
equacao (A.3) na equagido (A.1) resultando a cquagio {A.4) a Se-

guir:

npa = n_* k + m 1 (A.4)

Para a demonstracac descjada ¢ necessario que se esta-
belecam relacOes entre as ordens dos polinomios que aparecem  na
equacac de alocagao de polos. Sejam Ni, N2 e N3 respectivamente
as ordens dos polinomios z“d BP*, A(I~z*1)Q* e T-BE, entdo:

N = oy # d + npa
N2 = n,o* 1+ nga
; — . !, -
N3 maxing, nb}
Substituindo-se as equacdes (A.3) e (A.4) nas equa-

cGes acima obtém-se:

N1 o= o d o+ n, * k + m
N2 = g + Ty, + ¢+ om
N3 = max {nT, ﬂh}

Da equacac (3.10) tem-se que:
N3 = max {np, ngb € n, 4 omy d

Das equacbes acima, pode-se escrever as seguintes rela
cdes entre N1, NI e N3:

N1 NZ + k

NZ » N3

As eguagdes {A.5) mostram que, no sistema de equacgtes
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lineares obtido a partir da equacdo de alocacao de polos as k 01~

. « P -d 4 .
timas equacdes dependem somente do polinomio Z BP*, Estas equa-

cOes sho escritas a seguir:

cew F = {

bnb 11npa—k+1

# e

_:;_;t_l:}wl i);11}5_3.~1 “ b2 Papa v
bnb p;pami bap-1 Popa ~ ¢
Eb p;pa )
Tem-se que, s¢ b, 7 U, existe uma solucdo uUnica tri

vial para os k coeficientes de maior ordem de P*. Esta solugdo @
escrita a segulr:

*

pnpa~k+1

#

D
“npa

v w3

*
i
Ppapa-k+2
Fica assim demonstrada a proposigao P1.

Prova de P2)

A prova da proposicdo PI @ analoga a da proposicaoc P e
seri omitida. Tem-se que se a ordem do polindémio Q* for dada pela

eguagac A-2 entao:

&

qhqa

= . e =

q;qa~k+3 Ynga-k+2

¢ portanto nie hd perda de generalidade em escolher
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APENDICE B

EQUACOES POLINOMIALS NAQ-REGULARES

Neste Apéndice apresenta-se o Caso cmoque a identidade
solinomial dada pela cquagio (3.5) nao & regular, isto &, T & da

do pela cquagdo (B.1) @ scguir:

Mg = 0, * Ty ¥ d + k (B.1}

onde k & um inteiro positivo.

0 nimero de equacOes do sistema linear obtido a partir
da equacao de alocagao de polos & dado pela eguagado (3.7} reescri

ta a segulr:

%nb-!"d-?npa;
neg = Max + (3.7}
4 + ;:‘
? ny 1 naga
Para o caso nio-regulary, sao possiveis duas escolhas pa
ra as ordens dos polinomios P* e Q% que resultam em diferentes va
lores para ¢ anumero de equaglbes apresentado anteriormente. A se-
guir sdo analisados nos itens a) e b) as duas escolhas passiveis.

a) Escolhendo-se as ordens npa e nga tais que:

ny, ¥ d + npa » n, * 1 + nga {B.2)

tem-se, da equacgao (3.7):
neq = My * d + npa + |

Portante a. gondigio de existéncia de solugao dada pela
inequacgao (3.9) resulta;

nin » neq
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01
npa + nga + 7 : ny ot d + nga + 1

ou
nga > ny + o d o~ 1 {B.3}
Conseqlientemente a ordem winima para o polinomio QF &

dada pela equacio (B.4) a seguir:

nga = g, Y d - 1 (B.4)

Para que a condigao de existencia de solucao dada pela
inequacio (3.9) seja satisfeita, a ordem do polinomio P* deve sa-

tisfazer 3 inequagao a seguir:
< + d + npa
HT Ry Ilb . p{

substituindo a ordem de polinomio T, dada pela equacao (B.1) na

inequacio anterior obtém-se:

n, vomy d + k = ny ot 4 + npa

(8131

npa z n ¥ k (B.5)

Portante a ordem minima para o polinomic P* ¢ dada pela

equacao {(B.6} a segulir:

npa = n_, * K {B.6)

As inequagdes (B.3) e (B.5) podem ser reescritas con-
forme as equacdes {B.7) e (B.8) a segulr:
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npa = m_ o+ kK + mpa (B.38)
onde mpa ¢ wmga sdao inteirvos positives  ou nules gue representan
respectivamente o numero de acréscimos sobre as ordens minimas

dos polinomios P* o (0%,

Conforme as cquacoes {3.148) ¢ (3.19), ¢ as cquugdes
(B.7) e (B.28) o nimero de incognitas ¢ o numero de equagoes do
sistema de equacoes lincares obtide a partir da equagao de aloca-

cao de polos sao dados por:

nin = n, ¥y * d - 1+ k + mpa + mqa *+ 2

neq

i
o
o

+ d + n + k + moa + 1
y a b

Portanto:

3

nin - neq meia

Da equagdo anterior tem-se gue O numereo de graus de 1i-
berdade para escolha da solugdo na equagao de alocaglo de polos
2 dado pelo nimero de acrescimos sobre a ordem minima do polinG-
mio Q*. O parametro mpa nao contribul para este aumento do nlmero
de graus de liberddade e¢ & feito nulo por motivo de simplicidade.
Tem-se entic que as ordens dos polinomios P* e (* sao dadas pelas
eguacodes a seguir:

]
]
R
?q“

npa
k 51

nqa = ny o+ d - 1 +m

onde m = mga

£ importente ainda observar que para m > k a inequacao
(B.2} ndo & verdadeira e os resultados anteriores ndo sao validos.

Para este caso passam a valer os resultados obtidos no apéndice A,
isto &, aplica-se a equagao (3.11),

As ordens dos polinomios P* e QF sdo dadas portanto pe-
las equacdes (B.9) e (B.10) a seguir:
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npa = e (B.9)
n,_ + n

nga o= ot d o~ 1 o (B.10)

0s resultados apresentados no capitule 3 sio validos pa

ra as ordens aprescntadas pelas equagoes (B.0) e (B.10).
b) Escolhendo-se as ordens npa e nga tals que
ny ¥ d v+ npa <n, + 1 + nga

Tem-se analogamente ao caso anterior que as ordens dos

oslinomiocs P* e 0O* sao dadas por:
P I

npa =n, *m {B.11)
m d -~ 1+ k , sem <K

nga = (B.12)

' 1 b +¢d -~ 1 4+ m, scm > k

0s resultados apresentados no capitule 3 s@o também vi-
1idos para as ordens apresentadas pelas equagdes (B.11) e (B.12).
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ANEXO A:  PROGRAMAS
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