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RESUMO

N3o linearidade e discretizacfo resiultam num-¥en8men0 chamado
CANS, onde se  observa uwma dinfmice extremsmente  complicada PaFa
guuBacoes simnples.

Este trabalho da énfase ao estudo da estabilidade local de
sistemas de controle com nodelios discretos. Dhserva e estuda a2
evolugfo de sua dinfmica: pontos Tixos, pontos estdveis, bifurcagdes,
Cals 2 CRISE.

As  condigdes suficientes para a existéncia de bifurcacio e
CAats sHO Tevantadas e aplicadas =a  um | sistemna de controle
eletrohidradlico controlado por modulagio em largura de pulso, onde se
nostra condi¢des citadas anterinrmﬁﬁte.

As candicﬁe§ suficientes para =& existéncia de CAOE sio
mostradas para sistemas de controle com modelos discreto e se  dd
Entase para o 1evantameﬁto destas condighes em sistemas de  controle

amostrados com planta linsar, gue $Em vasts aplicagio em controle.
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CARITULD 4

HISTORICO E INIRODUCAD

1.4 ~ HISTORICO

No inicio deste trabalho procuara-ss  dare HMma visdo dos
primeiros estudos sobre CAO0S, os primeiros sistemas onde eles FToram
cncontrados, através da ohservagio da existéncia de atratores
zstranhos. No campo  da Enﬁwnharia Kalman sm 19356 nmostroy que o
conportamento  de um sistena de controale anostrado unidimensional pode
sEr representado por qualguer processo finito de FMarkove Seguiramn-se a
este trabhalho, tratando de conportamento de sistemas caoticos, 0%
casns de lorenz AN example nomperiodic Flow em 19635 de  Swmale:
Differenciable dynamicaly systems™ em 1967: e de Willians: "One
dimensional nonwandering sets’ &w 1747 tawbém. Depois disto destacam-se
trabalhos gue aplicam as nogdes de CADS em vdrios campos cisntificos
como Badan em 1973, taygy em 1974, Haken em 4978 & Yamaguti & Ushiki em 1981,
sendo que estes 1ltimos tEm mais importincia histdrica por terem
aberto novos campos de aplicagdes de CADS enqguanto os Primeiros
destacam-4¢ pelo S2U PIiCNSirismG.

0 fenémeno de CADS € encontrado numa grande quant idade de
problemas fratados em termos de gquactes a diferengas e como ja foi
dite anteriormente, tem desperiado o interesse em um bom ndnerc de
pesgyisadores  die vAFIios canpos matemat icamente relacionados. Lorenz
deg o primeiro impulso para o teorema maito iwmportante de Li & Yorke,

ohservando originalmente CADNS no contexto de sistemas hidrodinimicos.



Entretanto gste conceito tem aplicagao =até em sistemas onde
aparentemnente nlo existiriam grandes relagBes com  sua  descoberta
inicial. O campo da hioloegia com €nfase a populag8es dindmicas ¢  um
destes sistemas. 5Suas squagles s80 empregadas para modelos discretos
de crescimento de populiaghes numa rede de trabalho de pn  espécies
interativas.

Sabe-se que a patuwreza € bastante compiexz, ne entanto
emprega~se  modelos mateniticos simplificados para capturar a esséncia
flos sistemas observados., Esta estratégia que alcanca bong resultados
ﬁa Fisica € na aguimica tem sido aplicada com Sucesso na biologia com
éntase no campo tocado no pardgrafo anterior. Com o enpreac destas
?Erramentﬁs matemat icas os ecologistas t&m  interpretado infornagbes
aparentemente erraticas nas  interacBes das populagBes como ruide

N .
T ES

estocastico, erro experimental aleatdrio ouw CAOS. Abravés des
mmdé]amentms objetiva-se mostrar o comportanento gxtremament e
complicado de sistemas dindmicos sinples. Apesar da éntase na bhiologia
ser nova este tipo de idéia no o €, peis, por exemplo, Poincard j&
havia expressado aflicHo em observar movinentos completamentes nio
COMPreEnsivels =m 5istemas mecinicos triviais.

Sistemas fisicos dissipativos tais como ocorre em plasmas,
Tlnidos, acdstica, sistemas dpticné, dispositivo de estado sdlido,

etc, sempre 3o observados seu ordenamento dentro de um estado caodtico

o de movimento turbulento. Un sistema recorrente do tipao i = F{x ),
] t

unidimensional, tem solugdes que entram num regine que nEo s aproxinanm
do eauilibrio & nem 3530 mesmo  assintoticamente periddicas. Pode-se

lembrar aqui  alaguns sistemas que ubilizam esta equagio, come o &
Cifadm de fluxo turbulento (Lorens, i763), estabilidade de movimento
de gscavadeira rotativa_(ﬁ.Loﬁata ¢ P.Rusek, 4197¢) & flutuagles de

populacdes naturais (Syunro Utida, 1957) que dew origem ao sstudo de

Robert May (1274-1974).



Dz exemplos anteriores, qQue Wsam @ equagio recorrente
unidimencional, %0 mostrados, pars dar 8nfase a importdncia da provs
do teorema sobre UCaAODS feita por Li & Yorke (197%9) .FG¥€V&ﬁt€ Ao
compartanento surpreendente da citada sauagio. EIQS'méstram aue sob
certas condigBes wum ponto de periodo 3 implica num  comportamento
cadtico. Mas este teorema sd & vdlido para uma dinensio, 1040 aparecel

n
a neressidade de aplicar estes conceifos para sistemas no ezpago R .

Marottu (em 4978-1979) apresentol teoremas que  Fazem sste
tipo de generalizagio. No entanto seus teorewmas Ticaran dificeis para
ser aplivcado na pratica, para sistemas milti-dimensionais, pois
precisa  se conhecer bem as proprigdades globais do sistema discreto.
tiais recentemente Shiraws ¢ Kurata (1979), Hata (1982) nlbrapassaram
geste problema com feoremas importantes. hkstes trabalhos  inspiraram
Uehio = Hirai (4983)Y para provar a exisiéncia de CADS em sistemas
amostrados n&n linear. dinda estes dois antorss em 1985 discutem  um
elemento nio linear sendo descrito através de uma funcio linear por.
partes, € usando-se D teorema Shirawa & Kurata provam que o sistema dg
controle amostrado sob certas condigdrs &€ cadtico s o sistema de
dimensio mwais baixa induzido do original tambdm € cadtico. Mo Brasil
pote fendmeno teve sua obssrvagio iniciada através de estudos de
estabilidade de eistémas digcretos feitos por Yaro & Bottura (4972 £
por Badan (i19273) e foi registrado por Badan (1979), onde o Ca0s
aparece em UM sistema de controle pulsado. Este histdrico procura
retratar 2 evolucfo do estado de CADS nestas dltimas deécadas. A sua
importdncia para a engenharia e como abordar estes temas passa a ser

enfotado a sSeguir.



1.2 - INTRODUCED

0 gque se deseja agora & destacar a aplicabilidade deste tipo
de sstudo 2 engenharia. Inicialmente se reporta ao gstudo feito para a
gquagio de Puffing, a linha de jungfeo de Josephson, a CAOS em sistenn
te controle amost rado através de Kalman. Estes sistemas
rid imencionais abriram £spagco para o estudo de sitemas bidimencionais
Teito atraves de observacdes npuméricas de CADS  para ﬁi%temaﬁ
amgstracdos de duas dimenstes. Este tipo de fendomeno aparecé, Junto =a
oustro chamado GRISE, quando se aumenta o periodo de amostragem além de
M certo wvalor. Para aplicagio dos teoremas que dio as candigdes
5u¥iﬂient%s para existéncia de 2ADS, aparecem as dificuldades
inerentes do desconhecimento das propriedades globais dos sistemas. Em
particular chama-se a2 atengio para sistemas amostrados aplicados 2
varias fTormas de controle por acionamento e€letrico. FEstes sistemas
merccem  destmgue devido a sua importancia no controle moderno & sua
aﬁpla faixra de aplicagio. 0 estudo de um sistema &m  particular,
mostrando sua aplicacfo generalizada € destague neste trabalho.

CJ4d foi tratado de CAOS mas nfo foi dada uma noclo do que ele
veillh a ser € como aparece. HNeste pardgrafo tenta-se dar estas idéias.
Parece que a combinacio entre discretizacio e ndo linearidade garante
qUE  LmMa  equagso r&cmrrenté deterministica simples possun classes  de
solugles de variedades extraordinarias. Esta quantidade de solugdes
£EE&m  um &ompmrtamento semelhante a um ruido estocastico o um erro
rancddmico experimental. Na realidade, gistemas dissipativos de

[k}
eguaghees de diferengas no espago R tém  solugdes com  trajetdrias
limitadas cujo comportamento nfo converge para um ponto de gauilibrio,
nem para um ponto periddico on uma Arbita quase periddica. Elas sfo
atraidas por um objgto de estrutura complicada  gue  chamam  para

Praxings de si o8 pontos vizinhos, porém possuidores de uma



instabil idade inerente ao longo deles. Estes estrituras <30
denominadas  atratoreg estranhos e sua existéncia 118) sistema
caracteriza o aparecinento de CAO0S.

£ conveniente salientar aque o CADS existe numa Faixa de
valores de pardnetros para 0s auais as snlugdes correpondentes das
equagoes determinfsticas, resnltam num  conjunto de hifurcagio emn
cascata que desembocam num estado cadtico ou no simples aparecimento
deste 111timo. Este estado é caracterizado por um atrator estranho no
espago de fase e associado & dm raido de banda larga no espectro de
Frequenc ia. Em todos o8 casos este tipo de comportamento &
consequéncia de  forgas externas adicionais gque =atyam no sistema
nodificando SEus PAramneiros.

fs BiturcacBes s3o um Fendmeno de midanga de comportamnento
que, geralmente, precede o CADE mas que necessariamente NAaG Precisam
gxistir para que ele ocorra., CADS e Rifurcacio 8o prodimansnte
relacionados e €  importante sstudd-los Juntos para =& afiservar o
comportamento global do sistemna nfo linear. Na bifurcagHo aparece una
transicio de comportamento dindmico m sistemas experimentais. s
aspectos computacionais destas hi?urcacﬁea_ (diregao, eztabilidade,
cat inadores de periodo) s3n considerados sob a optica de umd varisdade
de pontos de vista. Vdrios metodos s3o emnpregados, todos buscando
generalidade e facilidade de aplicagio.

4 dinfmica do sistems ecstudado neste trabalho, compresnode a
existBncia de estado de equilibrio, solucfes periodicas, hifurcagdes e
Cangs. & partir do apareciméntn deste ultimo passa a s€ observar os
atratores estranhnse e entio se constata a3 presenga de  um guinto
Eompnrtamento que 2 o comportamento de CRISE. Este fendmeno aparece
para  causar 2 maioria das sdbidas wmodificaeBes na dinfdmica cadtica,
aparecendo em omyitas circunstincias 2 sistemas ¢ em  seguida A sua

prorFréncia & certo o aparecimente de CADS.

¢



Aléem dos teoremas citados pode—se estudar CAOS através da
teoria da ergodicidade ou de termos taﬁmidgicos. A . pIrimeira
alternativa ndo 6 abordada devido 3 sun dificuldade de aplicagio  em
caszos particulares enquanto que a  segunda  alternativa ajuda no
conhecinento da evolucio dos sistemas. Ainda se observa que sob certas
contd ictes CADS aparece em mapeamentos continuamente di?grwnciﬁveiﬁ.

Neste trabalho se enfoca no capitulo 2 exenmplos  importantes
e mostram  numer icamente a  existéncia de bhifurcacio & CadS  em
sistemas N30 linearess. No tEFEEiFQ Teem deste capitulo cita-se alguns
dos  importantes  sistemas contendo CADS gue chaman 2 atencio  para 2
universal idade da existéncia deste fendneno.

i terceirn capitulo traz as definigles @ condigihes

TN

suficientes da existéEncia de CHIS & diturcagdes para sistemas

H

unidimensionais, sigtemas n-dimensionais 3 PAFE = istemas
bidimensionais amostrados.

0 capitulo 4 tem o nodelamgnto do sistema de controle que
serve como exemplo para esta tese. £ discufido seux modelamento e sua
normalizacio, deivando-a, matenat icamente, em condigdes de ser
anzlisado  em que condigoes existe CAOS.

Mo capitulo 95 levanta-se as condigBes suficientes para a
existéncia de CADS. Primeiramente estuda-se a estabilidade do ponto
duple, logo apds levanta-ge as condicﬁes 5u¥icientes para a existéncia
de CAODS aplicando-se os teoremas do capitulo 3. Este estudo e
acompanhaéo de similagOes digitais € analdgicas que tarnam clarg o
acontecimento do fendmeno. E finalmente todos estes resultados tem
seus pontos mais iaportantes ressaltados nas conclustes do capitulo &,
onde tambem esstio supsestOes de proximas etapas para avangar no sstudo

de TAUS.



Cae Il

SI1STEMAS DINAMICOS ONDRE DCORRE CAQS

INTRODUCAD

Apos  a  expousiclo do histdrico do estudo de CADS e de s
mostrar como e€le vai ser abordado mais adiante neste trabalho, este
capitulo traz exenplos de equagles dindmicas onde a variagho de
pPArinstros provoca o aparecimento do fendmeng.

Ezpera-se com  este gapitulo dar a motivac8o inicial Para a
pesquisa  de CADS mostrando sua aplicaglo a vdrios campos do  estudo,
como na  Fisica, na quimica, na ecologia, na Fisiologia € na
gngenharia. Procura-se mostrar como os sistemas evoluen para o estado
caotico, QLA i s implicacies isto acarreta e procura-ss também
pﬁdporcinnar o prineiro contato, de aodo mais intuitivo € numdrico com
Ds conceitos de bifurcagio, CADS, extingHo, crise, atrater estranho,
entire outros.

Para se chegar a este objetivo nostra-se primeiranente um
exemplo sinples gque trata do assunto de maneira.mais superficial LPiv1,
em seguida nostra-se um exenplo mais completo ¢ elaborado EP7 e P15,
onde s passa  por uma evoluglo detalhada do sistema e por  dltimo
enumnera-se alguns outros sistemas onde se pdde constatar a presenca do

fendmeno CADNS.



2.1 - COMPORIAMENIO CAGIICO DE UM  BENRULOD AHQRTIECIRQ
EARAMETIRICAMENTE EXCITARD

Pracilra-ee comd primeiro exemplo mostrar um  sistema muito

simples de um péndulo amortecido parametricamente excitado. Este ¢ um
cos meritos sistemnas de ogciladores - nZo lingares excitados

paramelr icamente que mostram um comportamento aparentemgnta Cantico.
Piostra-se numeEr icamente oz VAR I0s aparecinentos e desapares imentos  de

CAans = como evolul no fempo o conportamento dindmico do sistema.

2.4.1 - DESCRICAD DO SISTEMAS

0 pénthilo ¢ descrito pela equacao:

(f + Acos D t) sen o = O ' (2.8.41.173

wa
.
+
ca
x
+

onde { B - Anortecimento

{

£ A -3 Amplitude da forga dirigida para tras
{

{

~% Fregqueéncia

0 amortecimento € a frequéncia s&o considerados constantes para efeito
deste estudo € o deslocamento vertical & do pEndulo é variado, e esta
amplitude vertical em principioc ¢ nio limitada.

Qualitativamente, nota~-se duE Para RegUEnos deslocangntos
verticais A as solugbes da equagio (2.1.1.4) aparecem no planoc de fase
coma ciclos liwmites e pontos Tixos. Enguanto gue para grandes
oscilacbes o0 wistema tem grandes variagfes em regime onde aparecem
solughes cadticas o periddicas tendo diferentes tipos de transagOes

entre estados turbulentos e periddicos. Para a equagao em  ambos os



casos d€ o0scilagbes ¢ estudada sua evoluclo no tempo, através de
representacio de Fase estroboscdpica, E}SPE‘CtII’D de poténcia e expoentes
caracteristicos de Liapunov.

Ainda sdo fixados para o exenplo e valores para B = 0,15 e
~[2_=: 1.96 & wvaria-se A em iﬁtervalog PEGUENDS PAFA qUEe S pPOLESa
analisar chmo o osistems evolul com o crescimento de A,

E importante observar aue o gstudo de CAUOS se deseja observar
o que acontece N regido de instabilidade do sistema. Para ilugtrar
este  ponkto MDStFﬁ”JB a equagio de Mathisu aue fewm um tipo  de
comportamento de estabilidade semelhante a ecguagio do p@ndaleo

amcrtecido. & equacio de FMathiew é dada por
#

EC+ A cos £ 3 &

ii
&

(2.1.4.2)

£y
4+

A Figurs (2.4.1.1) mostra as regides de  instabilidade da

equagio em guestio.

7 ’//

% / ,
o

o

CZ?O % ik 3 R 3 | § 9 10 . C

Fig (2.1.4.1) Regibes de estabilidade e instabilidade (regides
achureadas) para a equagho de Mathicu



Faz~se ama analigia entre a eauagio de Mathieu é a egquacio do
péndulo amortecido. No ponto C = { passa-se uma  linha imagindria
paralela ao eixo A onde faz-se A crescer de zero até valores altos,
para a cequacio de Mathiew. No estudo do p@ndulo amortecido faz-se  um
Faciocinino andlogo. Fixando-se og parimstros e variand0m§e & obhserva-

s a sstabilidade do soluglfes do sistema.

2ai.2 ~ COMPORTAMENIO DAS SOLUCOES DO SISIEMA EY  EUNCAD DA
VARIALAD DRE &

Part indo-se de valores baivos para A, tem-se inicialmente que
todas as solugdes sBo atraidas para o ponto fixo estdvel (=@ éwﬁ).
& medida ague o deslocamento vertical periddice do ponte de zuspensio
do pendulo vat aunmentando o comportamento das solugBes do sistema  vai
modificandeo. Assim para ﬁz @,316 aparece dois ciclos sendo O primeiro
deles estavel & o segundo deles instavel situado entre o anterior ¢ o
ponto eafﬁvel Fivao(d,d?},

A partir deste ponto gquando A continua crescendo © ciclo

Timite estdavel continua aproximando-se da origem atd chegar a2 @ se

bifurcar e faze-la ficar instavel. Quando A Y 9,337 aparece uma solncio

estdavel, _chamada Pi, com periodoe 477/ . Esta solugc se  torna
instdvel para A ¥ 0,85 & se hifurca em um par de Srbhitas periddicas
FEtAvE S, contihuandu s bifurcando com o anmento de A ateé que gle
atinja o valor A = AL ¥ @,7025, onde surge um movimento aparentemente

atrator n8o periddico.

19



Depois deste ponto o plano de fase estroboscopica mostra que
para walores de 6, na vizinhanga de AL, o comportamento do sistema
depende tortemsnte das condigBes iniciais (¢ ,é Y. GQualguer trajetdria

. o 0
que parta de pontos proximnos a (¢ ,% )} aproxima-se  de de dois
. a o
conjuntos de curvas situados no segundo & no quarto quadrante, = estes
conjuntos 3o chamados de atratores estranhos.

Mas o comportamento cadtico anterior nfo se wverifica mzis
auando A 3 9,70%, nac aparecendo mais trajetdrias formando atratores
eastranhos, pars  guaisquer condicOes iniciais. Surgem a partir  dai
pontos  que evoluen para (@,9) ou para o reging do péEndulo rotacional.
E oo comportamento do sistema volta a evoluir da mesma Forms  pors A
partir de A l 0,793 surgem bifurcactes de duplicaglio de periodo e
quando A Y 9,21073554 o sistema volta a apresentar  comportamento
cadtico. A tabela (2.1.2.4) mastra_as valores de & para onde acontsce
Fifurcagdes neste intérvalo de frabaltho.

TABELA (2.4.72.4) ~ Valores de A para bifurcagdes
da squagio (2.1.1.1)

n A oisf- . .;' o
) 0,519 T e
0y - o

i @, 72338 L .
2 *,B9150 Cooesp ot
3 @, 907097 O A

0 - ' E] . [ ' -,
4 @,709900 ol ] | L]

o oo 0.02 093 4

5 G, 185672 ‘ :
& Q,910469997 Figura (2.4.2.1) Variagio do

maior expoente carscteristico
7 G, PIG727?Y AN

Lyapunov ( /N ) em fungio do
parimetro de excitagio A

14



Nowva

entase ¢ dada para o intervalo ¢,94 { A { 9,93 , cowmo

mogtrado na Figuwra (2.4.2.1).

Fazr-se AC

@,7i%4, 2 para @,%91 ¢ A < Ao,

Y N

o maior exposnte caracteristico de Lyapunoy ( /\ ) cresce sem  grandes

diterengas entre um ponto & outro e na regiio pequens Ac { Ar { 9,914

N\

N\

arorre ums transicio onde /N pula para valores maiores que o dobro logo

em seguida voltando a crescer

Aainda que no

Observa-se

intervalo anter ior.

quEe para a ¥ Ac

lTentanmente com A, sendo mais Yagaroso

ndo existe ponkto fixo estavel ou

Orbita periddica estavel. 0 ponto de fase vaguela no plano de fase

Formando  um

(R2.1.2.2) par

TABELA (2.4.2.2) — Euxpoente de
valores de @,44 ( & (

A

®,%4
2,95
@,?7
9,97
i,10
i,3¢
i,50
1,55
1,79
i,7e
2,10
2,30

gegundo  atrator

3 B = 0,74

Expognte de
N,
Lyapunaoy (AN
@,181
%,4197
@,4714
2,217
0,230
%,231
- 2,063
&, 249
3,240
@, 274
Q,274
@, 277

estranho,

LYapunoy para

come mostvado na  figara

-

Ry el

3 -7 -1 ] ' F) T x

Fig(2.1.2.2)-Representacio

de fase estroboscopica do
atratoer estranho  grande
B = @,94



& tabhela (2.1.2.2) revela uma outra transigao ho
AN
comportamento dindmico do sistema. Os valores de /N %0 positivos,
tmplicando um comnportamento cadtico desde A = @,94 a3té auando & = 1,50,
Neste ponto aparece uma €olugio periddicn sstdvel de periodo 47. Para

A o= 1,53 observa-se & priongira de uma sdriz de bifurcacBes en  cascata

até A % 1,539 auando o movimento volta a ser nfo periddice. 6

transicio vizlta s ocorver  quando & 0 ) 2,468, Dnde temese im
/!
comportamento periddico ateé para & = 4,40% guando volta a APAFECer 0O

LADS .

21,3 - CONCLUSAD

Da~se &nfase que para valores suficientemente grande de
pertubagdes externas o péndulo matemdtico excitado paramets icamente
con amortecimento mostea om movimento aparentementg radtico. E mesmos
neste valores grandes aparecem solugtes periddicas gue de noveo evoluen
para o CADS, ocorrendo  entio  vdrias transicdes entre solugBes

periddicas e solugdes aperiddicas.

2.2 - BIEUBCAGCUES E RINAMICA COMPLEXA EN MORELOS ECOLOGICOS
218ELES

0 seoundo dos exemnplos abordados @ o de modelos ecoldgicos
simples. Nele serd mostrado gue uma eqiragHo aparentemente simples pode
ter am comportamento dindmico complicado quando submetido 3 certas

cond igoES.

13



No exemplo, se focaliza, com auxilio de representacBes
gridficas & psando~se aFgumentos  qual itativos do mogelo, o
cbmportamentm dindmico das eanacdes de diferencas sinples desde ponto
éstéval, biturcacBes ¢ CANS, sio vistas algumas implicagies ccoldgicas
do Fendmeno ¢ trata-se de um auarto tipo de comportamento chanado
ext ingdo. Algumas observacdes importantes sio Feitas  guando fa
descricio @ andlise do Ffendmeno, e estas observacbes serio
aprofundadas guando da exposicio tedrica dos fenfmenos descritos neste

EEEmnE 1o

RaRal ~ BIFURCACUOES EM EQUACOES DE RIFERENCAS SIMPLES

Neste exemplo s& Foonlisa um dos sistemas populacionais mais
simples que € a criaglo de organisnos periddicos cujas geraghes nao s
sobrepoem. A figura (2.2.1.4) mostra o comportamento histdrico do
ninero de componentes das geragdes & nela mesmo & salientado o mdximo
dizstas gévacﬁes. No setudo em guestio normaluente se estd interessado
no ndmero total, no mimero maximo oo no ndmero sddio de seres de cads
geragio, dividido em espaganentos idénticos. Esta populaglo & descrita

pela egurgio de diferenga recorretnte da forma: N = F(N ) (Z2.2.1.1)
i o

Alguns modelos  em ecologia com este tipo de comportamsnto

Fforam desenvolvidos e s30 mostradog na tabela (2.2.4.4).

i4



TABELA (2.2.1.1) ~ Eqguagdes de diferengas extraidas da literatura
hioldgica que exibem o fendmeno de bifurcagio

e ataT Bws anr o e A B BT S5 Sy mmh frm e ke Rk Fak G THE B4 BE FH DT S s et B ESM THS TR PSSy e et s nnd S SREE FBE E U L R AL ML ARSI e o mirm mem Bk bms e e el A4 L ik d b 4 P B B R e

F(ND Fonte

N explr(4-N/K)Y D Moran 19350 Ricker 1254 Mactaduen 1963

Cool 1965 May 1974

N Cf + ¢ (4-~-NAKY D Maunard Smith 1968,1974; May 19725 Krebs
i97e: Lie & Yorke 17975%;  Chaudy  and
Phillips 1934

N
(/N WY/ Livexpl-Ali-N/B)Y 1D Pennycaik et al. 1948 Usher 41972

Beddington 1974

N\ ' ey
NN (14 + a N) . Hazssell 41274 Hassel et al. 1974

A% b _
(/N N)Y / D4+ (N/BY ] Maynard Smith 1974 lLeslie 1997 Shellam

1951 Dtida 1947

|
w| A SN

Fig(a.2.1.4} - Representaglo do maximo de sistemas populacionais

simples de geragio 9Ue NAD S€ SODFEPOeMn.



Entre os varios modelamentos tem-se em comum 3 caracteristicas
qualitativas:
(I) Eles s80 homogeneos, isto &, se a populacio vai a 2ero num  ano

permanece ai todo o tempo depois.

N O
0

(I0) Eles tém um ponto critico, dF/dN = 0 para algum N

(IIL)., Eles CEm parimetros ajustiveis cuja mudanca afets a  forma  da

curva FIn) .

Cabe observar que sob o ponto de vista ecoldgico o item (II) é
reflexo Ida dinsidade de  dependéncia  atraszada  do crescimento  da
populagio  aue faz com gus, guando N cresce, eventuslmente o razio de
nascimento decdresce /00 3 FazE0 de morte aumenta. 0 mdximo de  FOND
implica q&e a dependéncia de dénsidade tgnha um intervalo suficisnte
paIFa  cerar um pico de equilibrio. Quanto ao item (II1) o paridmetro
ajustave]l do exemplo € a razdo de reproducfo da populacio, mutavel ano
a ang e chamada " inter alia’.

A fim de se descrever o fendmeno se traga o grafico N 2 N
L+ £

obtido da fung8o FI(N). O ponto Tixo (N%) acontece na interssccla  do

grafico com 2 reta N = N . A sequéncia dos pontos N, N, ... no
R t o i

tempo €& obtida a partir de um ponto proxime ao ponto fixe, & a
convergéncia da trajetoria de FI(N) depende do mddulo dos autovalores

de F para N = N%, sendo que para o caso em guestBo a inclinaclo da

df i Ay AN i
curva e representa o auntovalor /N(S). Logo para (/%520 ¢ 4
A PN=N®
i : :
o ponto fixo local & atrator € para [/N(8)! Y 1 o ponto fixo local &

ié



repulsor. A figura (2.2.1.2) mostra como se traca o graftico de N x t
) t

¥ N e traz om ponte critico com dependfncia
t+i t

a partir da curva N

de densidade de atrazo que produzx um overshoot de equilibrio em Nx

Ntﬂ

Fig (2.2.1.2) - Levantamento do plano de fase N 2 N a partir da
t+i t

CHImva M H t.
t

Todo o raviocinio anterior foi realizado partindo-se da

hipotese 4que 0% parfimetros sHo Tixos. Mas com os parametros do sitema

sendo alterados, por exemplo, havendo um crescimentd Progressivo da

razgo de crescimento  (potencial Dbidtico) =a trajetdria dindmica

generalizada por F wuda ¢ também 3 estabilidade do ponto fixo.

i7



Para realizar este estudo usa~se um exemplo, com a finalidade
de dar um entend imento numdrico € intuitivo do fendmeno, ressaltando-se
no entanto, que as ohservacbes feitas para o exemplo &m gquestio sBo de
caracter genérico. Eacolhe?ae ‘para isto o modelo de um paridmetro,

mimero 41 da tabela (2.2.1.1), onde se chama X = N. K e tem-se
¢ £

X = X mup L or (L~ X 3 1=F X ir ) (Z.2.1.2)
t+4 £ t t
E o oimportante chamar a atencBo para o fato de que uranto maior
o valor de r, no exemplo, maior sersd o ponto de maximo & isto  causa
alteraches no comportamento dindmico do sistenn. Para se Fazger 2

andlise do sistema acha-se o ponto fixo da cquagio (2.2.1.2)!

¥ = X exp Lr (4 - X33 . o &= exp Lee (4 - X1 . . @=1vr (3 - X))

t t t t £
. *
. o X om X o= i
t
: d¥ H )
D ponto critice é dado por ——-- (X , ¥r} i o= ogup Lr (1o~ X 31
dX € X =i t X =i
t "t t
- { X - oexp Cr(i ~ X 33 1%
t t X = 4
t
- qF H
Tl G SENUS S = exp L r (4 - X )y 1L 4 ¢ X 3
dt t X = 4 t t X = 4
t £
. dF AN
e e e UOX P ) = oA Y = (L)
X t
t

Como r » © entio tem—se que 0 ponto fino é:

18



: N - -
repulsor /N () ¥ 14 . . 4L -rFr ¥ 1 . oK K

2

\ - -
atrator Nk {4 . 0 i ~-r L0 o )R

Pode~se observar o que acontece também para pontos de pericodo

2, onde X m (X i r}y = FL FX) 1 & para pontos de periodo 2

X S (4 1o 0 ponto fido original inicialmente € estavel,
diepois s&  torna instdvel & se hifurca em dois pontos de pericodo 2,

inicialmente estdveizs. Fastes dois novos pontos periddicos fazem  oom

(2
quE F tenha 2 pontos criticos. A Figura (2.2.4.3) mostra
(2)
graticamente a obtengldn de F e a figura (2.2.1.4) torna claroc a
()
mudanga de comportanentn de F para o valor de r ecrescente.
My g ST !
PN
5 / T :' I : ‘\\L,’/-I .-
TN
£ i vy I "\\ I
N e L L
t‘z i i, ' .
I /'—!--\\—Z--.\ ‘i!""i* i i j
' AN i .
b / \\ P .
' R A !
- i N 3 ,
,/ , b \\\s L
‘ I o S
Nyooo i NP
- ‘II' Jd . \}_/(\ |
Fig(2.2.1.3) ~ OGbten¢io da curva N 2 N atraves da conposigio de

- com

i



=) _ ' (D}~ ' ()
ps
Fig (2.2.1.4) - dMudanga de comportansnto de F 2 t. Onde: v (2 btem-se
pto. Timvo estavel; r=2 bhifurcagio do pto. Fixoi r ¥ 2
dois ponto fixos abtratores ( vindos do original 3} & um

repllsor .

(35 dois novos pontos estidveis se tornam instdveis depois que
I continua a crescer g atinge um certo valor € a partiv dai eles se
dividem em dois pares de pontes de periodo 4. Esta sequincia  se
ectabelecse toda a ver gue 0% pontos de perfmda K s tornam instiveis &
entfo sles se bifurcam em pontos 2K-periddicos.

A Ffigura (2.2.1.5) traz o diagrama de ramnos  que expde o
prucesaolda bifurcagio. £ F4cil observar satravés da exposigio anterior

gue o processo oantes citado gera uma seguincia de ciclos com periondos

i
2 (n ~—% ooJ. No entanto & janela para os guais os valores de
resirltam T Em pontos peEriodicos estdveis. VA diminwindo
progiressivamente, fazendo com gue gando o o atinge o valor r { no

C

2,6924), entio todo o proceEssd CORNVErgE  para um S0,

i

exempleo  r
c
n

denominado CADS. A segiléncia de ciclos estiaveis de ordem 2 & mostrada

ma Figurs (2.2.1.5%).



M
<
i8]
n
™
i
)
o
Il IS
i
-
I
gF-
a3

Fig (2.2.1.5) (a) Sequéncia de ciclos estdveis de periodo 2 1imitados
pelo valor r o (h) Bifurcagdo detalhads para a Janela de (3).
(o
0 fenbmeno de bifurcagio tem caracter generico, comng ji foi
dito antes, embmra‘tenha sido tratado nam exemplo particular. Pode-se
afirmar, gque qualquer ponto p-periddico gquando se torna  instdvel =z
hifurca em 2 pontoa 2p-peridgdicos que  inicialmente s3o0 estiveis.
Dbhvisawmente existe diferengas de comportamento entre os Cipos de
. N\ N
instabilidade quando, no exemplo, o autovalor /A(r) ( -1 e /Ndr) > 4,
mas em  ambos 0% casos o comportamento qualitative do  fendmeno de
hifurcagio é 0 nesmo.  Em dimenstes maiores gue 1 @ existéncia de
bifurcagbes para orbitas periddicas nio necessitam da presencs  do
ponto critico (mdxime), bhifurcagfo pode oacorrer com sistemas quase
lingeares. |
Na figura (2.2.1.3) nota-se aque o ponto v = ¢ & o limite de
C
um  novo tipo de comportamento. Nele existe um  infinito niumero  de

pontos periddicos e 30 nesmo tenpo existe um ndmero ndo enumerdvel de

21



paint os (condi¢tes iniciais) cujas trajetorias sBo0 completamente
aperiodicas, nunca se repetindo, mesmo que a serie gerada no Eempo por
FIN) seja mitito grande. Este tiPD-dE comportamento ¢ indistiguivel em
relagio a fungfes amostradas de um processo estocdstico. Embora para
uma  série de pontos extremsnente 1uﬁga g precisa o ciclo pode nio ser
aperiddico.
0 comportamento tratado anteriormente é denominado CADS e
Teva eates modelios bioldgicos razoavelmsnte simples K tErem
comportamento matemdtico semelhante a sistemas mais complicados. Para
o eomportanento cadtico, depois de v, o dominico de F  pode ser
c

particionado em pelo nenos dois conjuntos. 0 primgiro € o doninio de
atracio do numero finito de pontos periddiceos ¢ o segundo  que £ o
comnp lemento do primsiro contendo  uwm mimera inTinito de pontos
periadicos instdveis = um 0B wenumerivel  ndmero  de pontos gue
vagusiam aper iodicamnente.

B tabela (2.2.1.2) mostra com mais detalhes o comportamento
humér ico do exemplo abordado.

Tabela (2.2.4.2) Dindmica populacional descrita pela ia. @ 2a. equagio
da tabela (2.2.1.1)

Comportamento ;
Dinamico b Yalor da razio de nascimento r
H Equag3do 1 ; Equacio 2

Ponto de sguilibrio estdvel b @dr{2 ! QLrdz

n d i
ciclos estdveis de periodo 2 i i
Ciclo de & pontos POR2,8004r{2,526 | 2,00040r{2,44Y
Ciclo de 4 pontos O RL,B28r {2,656  2,499{r{2,544
Ciclo de 8 pontos T 2,858{r {2,485 | 2,3444r {2,564
16,32,64 . b 2,685 42,692 1 2,596441r<2,57¢
Comportamento Cadtico Pordy 2,892 Pro» 2,979

r
8



222.2 ~ IMBLICACOES ECOLOBICAS

0 comportangnto da equagfo (2.2.4.2) tem uma caracteristica
que pode ser chamada de "quase periddica’. Para alguns periodos de
tempo = pnpula;ﬁo & pequena ol até insignificante & ela Cresce pPouLco
até um limiar ser atingido, neste ponto uma nudanga brusca para  Uma
populacieo alta zacontece, num crescimento muito rapido e da mesma forma,
maito rapidamente, lagolem seglida uma nova descida para o nivel baixo
anterior & werificada. Entretanto na descida a pepulacio ndo  volta
ewatamente para o nivel igual ao anterior, mas sin proximo a ele, €
isto & que fax com que o comportamnento seja quase periédico'.. Fate
tipo de comportamento é tipico de populagiies como gafanhotos e tragas,
e nota-se ainda gue quanto maior For r mais acentusdas, mais abruptas
sa0 &g mudangas de nfveis.papulaciunafs.

Assinm embora qualitativanente se tenha uma idéia da evolugio

dos pontos X R sob .o aspecto quantitativo nio se pode afirmar com
n

certera seus valores. Isto fazr com gue num modelamento deste tipo seja
mitito dificil distinguir se as informnpgdes foram geradas 2 partiv  de
um  processo deterministico, de um ruido #stocdstico verdadeiro ou de
um erro expsicinental na amostragem ow medigio. £ interessante ver que
56 as informaghes de valores populacionais ndc s8o0 suficientes para
caracterizar o 2 Processo, maé conhecinento bioldgico externo do
exper imento =/0u uma quant idade de informagoes suficientemente exatas
80 aspectos que auxiliam neste reconhecimento. Ainda reforga  esie
aspecte o fato de gue as iwmplica¢fes scologicas destes periodos de

ordem alta & Orbitas periddicas nio gstdo estabelecidas em sua maioria.

23



Tenta-se uma soluglo para o problema, de so se usar a4
informacoes populacionais para se reconhecer o tipo de processo,
conastituwindo-se uma FuncBo geral para plotar o0g  pares adjacentes

(X , X Y  invertendo-se F. A suposigio € que se Processo @
i b+

deterministico F pode ser reconstituida invertendo-se o processo. No
entanteo nfo & necessiario que F tenha inversa, e por outro lado este
nEe & um bhom weio de reproduzir FOuma ves que  peEaueEnos  Erros  na
medigin pode leﬁar os valores a cairem fora do grafico de F, &
andlogamente uma auant idade minima de flutuagio estocdstica no valor
ge r, também tifa a curva do grafico ﬂe F,  permanscendo a dilvida de
car&cteviz&cﬁo do processo, @& inversa F funciona como boa  indicagio
guando ela € proxima 5 F ogor un pariodes curto, servindo bem para acthar
as condigoese anteriores de F.

A partir deste ponto, chama-se & atengio de MOYO RFara que

quando ¥ wvali crescendo o comportamento da funcin vail se  acentuando,

atd surgir um auarto tipo de comportamento chamado ext inGgico.

2a2a3 — EXTINGAQ

44 foi dito que o processo de svolugio de F(N) embora vd até
reoibes que sRo cadticas, tem populagdes das geragbes limitadas entre
valores sﬁperinres e inferiores e ainda mais, gque guando a populacio
vai para nfveis Mt baixos € em algum periodo desaparece, ela  ndo

comportamente qualitativo pode  ser

5

mais wolta a existir. Fat

determinado no aspecto quantitativo.

24



A fronteira superior da série X acontece no ponto critico
t N
cF
(N )} do grafico i X N . Meste ponto e (N} = @ 2 tem-se que
0 t+i t clid o

N = (N D (2.2.3.4)
Max o]

Para © caso em que a populagfo nio desaparece, apds os
transitdrios do  processo, normelments 5 minima populagio ohtenivel
ocarre na geragdo imediatamente subsequente a geracio do valor maxino,

Ol 8Eeja

L F(W )y 3 o= F (N ) (2322
Hi iR (0] ' o

=
-

Desta  forwma pode se detsrminar os limites ndximos €  minimos
das populaczBes & mais ainda, 0% niveis onde elss continuam existindo,
nio  indo para 2eroc. Para o exenplo de populzacles cuja unidade £
inteira uma guantidade N { 1 implica que a populagio desaparsce. S5 F

2
tem r alto entio a populagio sofrerd extingdo se F (Y ¢ 1.
0 N\

Nio é necessirio que as populagdes caim abaixo de 1 para que
desaparegam elas podem cair abaixo de um valor A& superior a i1 e este
valor levar a que a populagko desapareca{ pois este valor =as atrai
para zmero. lsto acontece porade o maximo da funcio & suficientemente

grande tal que as populaghes posteriores tendem & extingio. Este

tendmeno ¢ chamado de efeito &llee, onde:

A (2.2.3.3)

P
Ly



G o figura (2.2.3.1) mostra um exemplo deste efeito.

Nh{_

Fig (2.2.3.1) - Generalizagio de uma equagio de diferencas de densidade

dependente que incorpora o e€feito Adllee.

224 — CONCLUSAQ

0 comportamento dinZmico geral deste sistema pode ser definido

e 4 partes

(1) Pontos estaveis

n
(1I) Ciclos estiveis de periodo 2
(IT1I) Regime cadtico para ¥ 3} ¢

C

(IV) Extingio para altos valores de ra

Que revielam ctomportamento complicado BAra fyngoes

deterministicas simples.



2.3 — QUIRDS EXEMELOS

Alguns sistemas onde foi observado comportamento cadtico S20
wqui citados, mostrando gue este tipo de Ffendweno jd Ffoi detectado cm

VEF 08 campos da cifncia pura & aplicada.
0 primeiro exemplo apresentado & mais antigo que se ten

noticia onde e notow 2 presenca de atratores extranhos, presencgs seta

detgrminante de CADS, Seque 2 relagio dos swenplos.

Exemplo 2.2.1 - Modelo de Lorenz de Fluxo LP223

Equagtes

’ o= - T+ Gy com C= 10 , b = 8/3 e
H oW owME o+t o -y r tomado como parimetro
A A

Para 24,046 ( r { 24,74 aparece um atirator estranho e dois

pontos  Fixos atratores. Para r Y 24,74 foram encontrados dois pontos

Tivos selas € um soO atrator estranho.

2y,

xemplo 2.3.2 - Eauag¢io de Duffing com termo forgado LP241

LN ] - 3
Fquagio - Wk Kig b =B o+ I cos t
& i
Alguns wvalores dos pardmetros onde aparece o 0CADNS =30

K, b, b ) = (&,05; ¢; 12) , (0,05; ¢,045; @,146) , (0,1 @; 1¢)



Exemple 2.3.3 - Alguns atratores de Rossler

Equagies

Moo~ (Y 3 o)
= }-\.( .|.‘ aﬂ
o= obx ot omE o~ oon

Para a = 0,2 ; b = @,2 ; ¢ = 5,7

LPR231

cetes atvatorss

AP A ECEm, 5Ba

equagcao diferencial «quadratica simples com um 86 termo n3o 1inear.

Exemplo 2.3.4 -~ Um modelo dissipativo de Hénon-Heiles [P25]

Fasagbes

» | ] ;2 \

o= op o PBoE o~ o e 2udy b SN

] | | ’3 ;—)- \
o, g o= -y - A SNy
A AN Py &
AN BN sl by - 1))

Este exemplo da wmeclnics n3o linear se torna o
Lorenz para x = p = 0@ , e para a = 4,5 i V = 4,125 ;

atrrator estranho de dinensio % & achado.

modelo de

@,4 um

CExemplo 2.3.5 - 0 modelo de Brussel para reag%o adimica [P24]
EauagSes:
" 2

o+ a cos wt

Para & = 8,4 ; B = {,2 ; a =

Aparecs CADS.



2

I3I6

Lemplo

torgado P27

Eauagio

*

dparece o CADS gquando M =

Lasmplo 2.3.7

EouasBes

- M (1

(4

Ll
c

—

0;;3

- )

A

wor

iV

- Um modelo da reagfo

K=

3

4 i B =

Belovsov-Zhabotinskii P28

Um oscilador n%o linear com dissipagio & termo

B cos Vi

17

Mo L B B ¢
4= o~ (4 +B) Yy ¢ o o~ wy o
pE = - (i + p@) = Mooy
Os pardmetros sBom =m + Dy , y=41 ,p =90 ¢ @ = 9,048,
o G o
0 CAUDS aparece quande varia-se m
n)
~xemplo 2.3.8 - Modele de Glass-Mackey para producSo de
cangue LPRe]
Fquagfo
| ] c —'1
#(t) = ax (¢t - E)Y {1+ (x (&t — &y ) - hx(t)
Para a = &,2 i h = @,1 5 ¢ = 410 Ffixos o atrator estranho

ocorre com & ¥ 14,8



GaR III

REEINICAQ E CONRICUES SUEICIENIES PARA A EXISIENCIA DE CaAQS E
BIFURCACOES

INTRODULCAD

Nesta parte do trabalho dia-se Enfase aosg conceitos formais de
CADS e as condigOes suficientes para a sua edisténcia. E  constatado
também que em muitos sistemas ad evoliirem de solucdes periddicas para
o LAQS passam antes pela bifurcagio. Este segundo fenomeno também &
abordado em suas definicdes ¢ condighes suficientes de existércia.

Initia]menté 08 sistemas eram ditos cadticos quando se
encontrava em 5803 £spagos de fase os atratoress Emtranhm?. Letes podem
serr entendidos como supertficies formadas complicadamente no espagd de
fase de wvaridveis dinamicas para o qual a orbita do sistema n3o &
assintdtica no tempo € no qual ela vagueia de modo aperiddico ou
caotico. Dos atratores estranhos ftem-~se uma grande guant idade de
estudos que comprovam sua existéncia através de simulagbes numéricas
ol exper imentos Fisicos direfas, no entanto, sabe—-se pouce a respeito
sua estrutura, sua origem ouw 0 nodo como eie evolui.

ﬁodemga ainda salientar que gquestdes como predicio de valores
de  pardmeiros para os  quais o0s atratores sstranhos aparecem e
desaparecem, exame de sua geometria para dimensdes maiores que 2 sXo

fatores complicadores do estudo de CADS sob sste aspecto.
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Baseado nesta diticuldade prefere~se neste trabalho seguir o
caminho  que define CADS para uma 806 dimensio através do teorema de |
& York, abordar o CA03 Tmpar, expandir o conceito de CADS &  suas

§
condighes esuficientes de existfncia para o espagco R e depoig  aplicar
gstes conceitos par# sistemas amostrados.  Ainda aborda-se a parte de
bifurcacio e seus principais Eipos.

Na diltima parte ¢ feita uma andlise dos principais resultados
obtidos neste capitulo & aqueles que s& deve ter mais atencio e que

serdo  usados na determinaclo da existéncia de CADS e bhifurcacio.

2.1 - CONCEIIO DE CA0S PARA EQUAGUES ESCALARES E CAQS IHPAR

Como  ja  foi dado a conhecer anteriorments, 2 Primsirs
definigdo  fornal de CADS foi desenvolvida por Li e Yorke LPi®l & els

trata de problemas definidos por equagoes escalares do tipo

e = F(x ) (3.1.4)
K+1 K

Exenplos Jja foram mostrados € aparecem pestes sistemnas
simples, cowmportamentos dinfAmicos complicados, & a principio nio
previsiveis. 0s problemas em quest3o ndo apresentam uma evoluclio para
solucoes periddictas ou estdveis quando K -—=) po. Primeirn serio

detinidas as condigBes do problema & al enunciadas propriedades para

clas.
Seja um sistema descrito pela egumglo (3.1.1), onde: + @&
n
continua, £ : R ——) R , para todo x 8 R , §F (%) nota a cowposigin de +

com ela mesma N vezes. D ponto X & um ponto periddico de peiodo p  se

3%



P K

F () = %, com £ () # % , qualguer que seja 1 { K { p , e a cole¢io
N _
K o
de pontos £+ (22 forma um p-cicleo de (F3.41.1). Diz-se ainda que 4 &
=g
‘ m
eventnalmente periddico =g existe um inteirom , onde ¥« = § (9). Comao

+ nBo precisa ser uma funcio biunivoca pode haver pontos que  s30
eventualmente periddicos mas nao periddicos. 0 teorema a seguir mostra
aie & houver um 3-¢ciclo no sistema, pode-se gsperal um comportamerto

meite irregular para as solucdess de (3.1.4), chawnado TADS.

Teorema (3.4.4) Seda um conjunto U L R & seja £ ¢ U —-=} U

continua. B assumido qgue existe um ponto x B U para o gual tem-se

0
s 3
o= (Y , o= F (), v = F {x) , & estes pontos sAo tais aue ,
i (a] 2 w] 3 ]
M { = { { o o L ¥ e PR X YoM
3 N\ ] i 2 3 f ln i 2
Entao: (1) para todo p = 1,2,... existe um ponto periddico em U tendo

periodo p.

(11) Existe um conjunto nBo enumeravel 8 C U , de pontos nAo

periddicos, e ohedecem a!

~ (&) Qualquer x,9y E & com ¢ # Yy

i K K i

.im Sup ! F (g) - F (=) } > @
K~—300 H }
i K . K '

Lim Inf § F (y) = F () V = @
K—=300 t i



(B) Qualquer que seja % € 5 ¢ um ponto periddicoy € U ,

i K K i
Lim Bup § F (x) ~ § (4 | ¥ @
K——1}oo H !
Este teorema meErece alguns comentar ios importantes.

Primeiraments ¢ levantada uma hipdtese de comportamento da funcgio f
dentro do  interwvalo U. Com base nesta hipdtese descreve-se aeu
comportamento. Existem pontos periddicos de gqualguer walor inteiro
posit ivo dE.PEFdeG. Pode-se ainda separar uwm intervalo nio snumerivel
dentro de U, denotado por $, com pontos nio periddicos & dois pontos
quaisqgier fdeste intervalo ao terem o mapgamento T aplicado a eles K
veres, com K -~ 00, resuliam en pontos cujos limites superiores sio

diferentes, & s Jlimites infer iores 30 iguais. E parn  gw ponto

pertencente 3 & & oubtro nfo, isto & um ponto periodico de V), os
limites superiores do resulitade da aplicagio de K werss, 20O
K. ==~ oo , sso diferentes.

Uma oubtra importante constatagio ¢ que um ponteo pericodico de
periodo 3 atende a hipdtese do teorema (3.%.1). L a existfncia deste
pontes é condig8o suficiente para o comportamento da fung8o descrita
AC ima,

Ainda pode-se observar que, se um ponto assintoticamente
periddico % & U & tal gue, para um ponto periddico ¥y £ U tem-se

I 14
F () = F (4} =~ @ para K ——) po , ent8o o conjuntoe S nfo comporta

pantos assintoticamente periddicos.
Em algumas fungdes o comportamento assintotico das interagdes
de um ponto pode ser entendido através do estudo de pontos periddicos

& SUAS propfiedadeﬁ de estabilidade.
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Para alguma fungdo + um ponto 4y € U com periodo K ¢ dito
asgsintot icamente periddico se para  um intervalo definido por
K

S = (Y —w , ¥4+ w) temse 1§ () - g1 < i ~ y9i , para toda x & §.

Be T & diferencidvel nos pontos ¥, F(4), .u., ¥ {(y) , entio

ama cond iGE0 gque Assegura o comportanento assintoticanente estivel &

iood K :
RS S 610 N S G
GO b i
¢l n cl ri=1 dl n~4
Pela reqra da cadeisa  ——— § (4} = —ww F(F (4))y. - F (4)
i d ax
d n-1 d -2 V) Nz
Assim ~—— § {g) = ——= F(F (y)d). === F (4) , desta forma
e ed 5 tlse
d n d n—-i o - d n—-3 d
e (4§ ) m e PLF LT I o (92) o ———=F{F (43) 2 waw =—=F{g2
ol ci cl thx i
n o=~ A
K d n Y d
Comp 9 = F (3) , entlo === & (4) = | ; — g ), &
K ol K = 9 odx K
: n—1i t
; T d ;
Y & nm ponto assintoticamente esstdvel se i ot R A - I < 1,
d i=Q ol i i

i
para 4 = § (4
i
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& condigl3o anterior garante que o ponto & assintoticamente
estavel mas nio 42 nenhumzs informagso sobre o comportancento limite dos
pontos que nRo comecam proximos ao ponto periddico ou &m uma de  SUAS
interaghes.

Pode~5e ainda mostrar que para um ponte X proximo de um ponto

. or - e 2 . . . x - 3 .
periddico ¥, onde x ndo € assintoticamente estavel tem o sua  n-esind

interagio f(x) mais distante de 4 gue %, isto €, o mapeamento ¢ nio

11 n 3] o n
convergente. A expansio de £ () & + G0 = F (y) -+ ~=- F (y) {y-x)
th3e :
. n d fi .
romo Y € um ponto periddiceo entBo £ () = y 4+ === £ (4} (y-x) . .,
el
n d ] _ n
F (y) — gy = e Fo(u) (y=u). Como ¥ & proding de ¥ entfdo [ F () - yi =
A
i cl n g
B o4 - oyl 1 o= £ (y) !, comg o ponto u nfo é assintoticamente estavel
R B H : '
; o 3] 1 n
entBSe L o-— F (4) 1 Y 1, de onde concliuimos que §F (xX) £ mais distante
Pode ;

dé 4 que X 0 &, isto &, para este x a série nio converge.

Outro conceito Dbastante dtil para o estudo de CAODS  ewm
equagdes escalares € o conceito de CADS impar [Piild. Através deste
conceito pode-se determinar a existéncia de CADS em gquagtes escalares
sem precisar ter maiores informacbes a respeito da fungHo £, a nRo ser
gue ela & continua & alguns pontos iniciais de interagdes. 0O conceito

de CAODS fmpsur assegura que a sequéncia o , M s aes , ¥ de (3.41.1)
0 i n

tem comportamento cadtico. Como foi apressntadoe antes a SELENC A de
pontos  {x 3} de (3.1i.1) ¢ determinada se para quaisquer pontos x, 4 de

K
K K

um intervalo peaueno U, supondo um & > @ e pequeno iF GO - F (g9)f (&

qualquer que seja K.



Deve haver valores de x, denotado por x » onde a partir do
2

qual o terwmo de comportamento longo muda e apsrecem  comportamnentos
cabt icos. Normalmente nfo é simples avaliar estes valores criticos de
¥.  Atraves do  CADS  impar pode-se prever comportamento cadtico
anal isando o comportamento de pontos iniciais de uma sequBncia.

Lo conceito de CADS desenvolvido por Li ¢ Yorke no teorema
(3;1.1) 0 conjunto de pontos § escolhido se torna mais complicado de
sEIr entontrado na medida gue vail se aplicando f.  Foi provado ewm [P143
que se existe no sistema um periodo diferente de 1,2,4,8, . « Logo
(3.4.4) & cadtico. Conclui-se que ¢ suficiente achar um  RORLO

periddico fmpar, superior a 1. No entanto este ponto periddico nio &

muitas veres facil de ser achado. Tendo um ponto inicial tal que,

3 2 3 2

FoGe ¥y € C Flx Y £F G o F (20) 3 3¢ 0y FCx oy 3 F () (F.1.2)
) Iv] o o0 ) 0 0 0

Ent8o existe um ponto de periodos 3 2 o CADS,. Deixou-se de lado
3
propositalmente £ (¢ ) = » por nio interessar ao teorema  tratazdo
o

adiante.

A Hnica hipotese gque se faxr sobre ¥ é que ela deve ser
cont inua em seu intervalo de definiglo. 0 teorema (3.1.2) traz

progressos sobre a ineguagio (3.41.2).

que satisfaz

=

Teorema {(3.1.2). Seja uum ponto inicial p

¥ () x4 F () (3.4.3), com n sendo impar e maior aque 1. Isto
implica gue existe um ponto periddico com per iodo Tmpar K, onde 1<K<{n

N
e n/K = inteiro.
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Assim sendo, pelo resultade de CADS em L[Pi4Y tem-se o
comportamento cadtico para o sistema em questio. 0 teorema também vale

n
para guando a inequaglo (3.1.3) se inverte, ouw seja, F (%) ) % ¥y F{x}.

O tipo de £A0S mostrado pelo teorema é o CAQS impar.

Entretanto pode se  observar gue eate fenbmeno tem
comportamento bastante irregular, pois pode haver drhita periddics, por
gremplo  igual a 6, ¢ existir CADS, e por outen lado {oda  sequéncia

K

F () tem comportamento alternado regular, com 0% ternos pares da
o]

sequéncia de um lado e os termos (mpares do outro lado de um ponteo P.

Logo a sequéncia para ser caotica depende da fungio F ser cadtica, das

hipoteses do teorema (3.1.2) serem satisfeitas & ainda do % , que pode
[}

farer a sequfncia evoluir para pontos atratores, ponios periodicos ou
ponttos de CADS.

Pequenas quantidades de ruido, portanto rodem modificar o
céﬁpnrtamentn regaliar de ﬁma Grbita périddica estavel. Pode-se,
finalmente, determinar se ¥ € cadtico sem.cnnhecer nada ¢de f, exceto

sua continuidade em seuw intervalo de definigio.

: i
3.2 — GENERALIZACAD DO CONCEIID RE CAQS RARA O ESPACO R

Depois dan analise feita para o CAQS em uma dimensdo parte-se

£
agora para a andlise do comportamento cadtico para o 2spaco R . Tem-se

inicialmente os teoremas desenvolvidog por Frederick R. Marotto LP4,P5]

que fazem a deneralizacio do teorema de Li-Yorke. A anidlise feoita 2
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segiir sobre estes teoremas permitird o conceituacio ¢  levantamento

n
das condigbes suficientes da existéncia de CADS para O espago B . A
notagdo empregada dagui por diante & as Premissas Nas qulie se baseiam

os estudos s8o:

A equagdo a diferenga multidimensional de primeira oFdem da

fourma
i
X = F(X Yy (3.2.4) , onde X% £ R
fe+4 k Lk
{ n T
{ F R -7 R
£
L K = 0, 4 , ...
K
Seja F & aplicaglo de F sobre ele mesmo K vezes, onde K &
: ~K
um numero inteiro. Seja F a2 composicio da inversa de F (para guando

existe) sobre ela mesma K vezes. X & um ponto periddico de (3.2.1) se

p K
F (X = X com F (X)) # X para gqualagueer 1 { K £ p. figssim sendo =&
) N\
K P
colegio dos pontos {F (X)3 € chamada de um p~ciclio de (3.2.1).
K=1

0 Jacobiano da funcio F no ponto X € denotado por DE(X) & o
determinante deste Jacobhiano representa-se por !DF(X)E. 0 ponto

periddico. X de periode p € =stdvel sob (3.2.1) se todos os autovalores

1» .
de DF (X)) s30 menores que i em norma. Seja  também B (X) uma bola
n r
fechada em R aque tem raio ¢ e centro em X e interior  denotado por

0
B (X).
r

& neorma Fuclidiana & demnotada por X1,
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Estas defini¢bBes s3o empregadas daqui por diante para o
estabelecimento das condigdes suficientes para a existéncia de Cads.
posteriormnente para analise do comportamento do sistema, existéncia de
cquilibrio estavel, solugfo periddica & CADS.

Para se ter as condi¢gdes suficientes de existéneia de CADS em

[ '
R  s3a0 necessarias 3 defini¢gdes inportantes: a inversa da funcio F rnuam
determinado conjunto, o ponto Tixo expandido de F em uma Bola B ¢ o
Snap—Bacikt Repeligr de F.

"
Seja V um subconjunto de R que estad contido no dominio de F &
sabtisefar a FEV] C V. Pode-se ver Tacilmente que escolbhendo-se um ponto
o0

X 2V, & garantida uma dnica trajetdria {¥X 3 para (B3.2.1). B

o K K=
trajetdria inversa pode ser dma unita colegho de pontos {X 3}, para

K

n
- o £ K O£ @ onde  exista um congunto Y C R que atendes 2

{ F é& uma fTung8o biunivoca em U
{ (3.2.2)
£ W T =)

E  importante se chamar a atengRo que F o nBo precisa ser
biunivoca em todo seu dominio. Logo s& um ponto X B F{l) e existe um

Y & U tal aque FLYD1 = X, ent3o:

Definigiao 3.2.4 - Sedam U e F satigfazendo as condicdes de
._i ._1
(2.2.2) a inversa de ¥ em U, denotads por F = 7 , & a funglo que

e i o LA Do Sk 1 £ i £ i S i i R i ik P n

assinala a cada ponto X € U um dnico ponto ¥ € U tal que FIY} = X
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aplicando esta detinichio a eguacfeo (3.2.1) ¢ escolhendo o

ponto inicial X £ U a trajetdria das inversas (X 2 ¢ obtida

O K
-1
através de X = F (X)) , K=0, -{, -2, ... (3.2.3)
' K—-1 K
-1
F ¢ a inversa de F em U.

Seja agorz a fungio F diferegnciavel num conjunto V e Z & V
um ponto periodico com periodo P = 4, istp & 7 & um ponto fixo de F.
Para ftrodos os avtovalores do Jacobiano de F (DF(2)) maiores que § e
norma, o comportamento local de F oem Z € dado por:
. £8 »4 , ¢ ¥ 0@
EFLXY ~ FOYXil 2 8 1iX = Yii para { (3.72.4)
{ todo X, Y & B (L}
r
Como a fungio F 4 divergente para » bola entio a conssguéncia
¢ que F & Dbiunivoca em B (Z). Esta relagio € vdlida para  auando
Y = Z, ou seja IF(X) -~ Zit ¥ 11X - ZHl, para qualauer X & B (Z).
' v

CE & um homeomor Figmo emn B (Z) 2 portanto B (2 C FLB (Z3y 1,
- r r

satisfazendo as condigBes (3.2.2) se 0 conjunto U  for a hbola B (Z).
IP
~-q
Meste caso a inversa F eviste em B {(Z)., Aplicando a funglo inverssa
na relacio (3.2.4) tewm-se!
K -K - . —K ~K - K
PAX-Yht Y 8 MiF (X)) ~ F (Y3t oo . TiF Xy - F il L8 aX - Y

- —K
Farendo-se Y = 7 um ponto Fixo, ioga FO(¥Y) = £ implicando
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LiX - Zii —K
Guando K - Y 00 , 2ntEo seesmeeee Y @, dai F Xy ==Y Z,
KK

5

-1
para todo X € 8 (Z). Notamos que F contrai B (Z) no ponte 72, e F
¥ : r

expande B (£, ¢ gque resulta na definigfo a seguir.

*

Definigio 3.2.2 - Seja F diferenciavel em B (2), 0 ponto Fixo
r
Y
Z B R & dito um ponto fixo expandido de F enm B (2}, se £(ZY = 7 @

dtd bmrk medh wdrs bms rmd ree rms Ean Sge RS Riel dmms s pRFP VRS RS WEE SR PRP RRAE EEFRS AP e ims rms b mpg dmme If' — -
todons os autovalores de DF(X) s3o maiores que & em norma paras gual guer

X B B (Z).
r
Seja 4 um ponto Fido expandido de F oem B (Zy, e F nEo
. [-"
n
biunivoca em todo espago R, logo & possivel existir oam ponto

i
X E B (Z) , tal qus para X ¥ L e F (X )Y = & para algum inteiro M.
0 I 0 o
Como F & uma fungio biunivoca em B (2) ¢ também F(Z) = Z entfo M ) %,

r

pois € preciso aplicar a fungin mais de uma ver sobre X para voliarmns

(]
a Z. A possibilidade da existéncia de X CcoOm 3% caracteristicas
[
mostradas conduzem a definicﬁa de Snap~Back Repeller.

Definigio 3.2.3 ~ 8eja Z um ponto +ixo expandido de F em B (Z)

[l"
para algum r } @. 0 ponto fixo expandido Z & un Spap—Pack Repeller de

M
Fose existir am ponto X B B (Z)Y com X # & , onde F (X 3} = ¢ e
- € r D : O
M
tendo IRE (X )! # @, para algum M inteiro positivo.
)
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Para um ponto X £ B (Z), onde X # 72 a colgcﬁn de peontos

0 g 0
o0
{xX 3 & conseguida dividindo~se em duas series. & primeira
K K = - pno
Qo . _
coleglo X 3 g obtida aplicando~se (3.2.1) & a segunda colegfo
K K = @
]
£x 2 usando-se (3.2.3). Se o ponto Tive Z ¢ um  Snap~Back
KK =~ 0o
Repeller entfo por definicﬁb X = & qualquer que seja K ¥ M e X ~-) Z
I / -
auando K -~ Y ~ o0 . Labe obseryar e 8 existéncia de um Snap-PBack

Repeller & uma  proprisdade  estivel sob  condigBes  de P&guenng
4]
pertihagdes de F, A existéncia de inverss de F na vizinhanga de 7 sstd
assegurada pela condicg8Eo de 1F(X )i # @.
(o)

0 resultado mais importante desta etapa do estudo & EXPOsto
o teorema (S.2«ida

Teorema 3.2.14 - Se a fun¢Bo F possui um Snap~-Back Repeller
entao (3.2.1) € cadtico. Em outras palavras existe!
(a) Um nidnero positivo N tal que para qualquer p » N, F tem um ponto

/s
de peiriodo p.

(b} Para um conjunto qualquer S de F de nEo enumeraveis pontos nio

pericodicos tem-se!

(I) VI8 C 8
(I} Para todo X, Y £ S , tal ague X #£ Y , tem-se
K K

lim giupliF (X)) -~ F (Y)Yii » @
K==} 00



(III) Para todo X B & & Y ponto periddico de F, tem-se:

1im suptiF (X) - F (Y)ii )
K--=3 oo

(e) Um subconjunto n3o enumeravel 8 de § & tal que para todo X,Y & 5
o €

Estas relagoes anteriormente mostradas descrevem 0 comnporta-
nento de um sistema com CADS. Depois de um determinado valor inteivro N
s350 encontrados pontos periddicos de gualauer periodo maior gue N,
Para um conjunto § de pontos nio periddicos as aplicagbes de F sobre S
resnltam em conjuntos contidos neste. Dois Pontos QLA | S L
pertencentes ao conjunto S tEm o limite superior diferentes entre. & i
quandp & aplicar K vezes a fun¢gio F para K --% oo mesmo que um destes
p&ntns seja periodico. Para um  subconjunto n&o egnumerdvel de 8
qua i s quer dnié pontos dele t8m limites inferiores idénticos quando se
aplica K vezes a fungdo F com K -2 oo.

Para sictemas maic sinples a obtengio do Snap-Back Repeller @
menos complicada. Mo entanto existe sistemas mais complicados a  ser
descritos. @& solugio encontrada € desacoplar estes sistemas ¢ entio
analisar Wm novo sistema, mwenor, originado do desacoplamento do
primeiro e sob certas premissas seu comportamneEnio & descrito pelo
compor-tamento do segundo.

Este estudo ¢ feito usando~se conceito de Shap—Back Repeller
e orbita homoelinica transversal, wmostrando sua equivaléncia & como a

existéncia deles implica em CADS.
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Para um sistema onde Z € um ponto fixo de um difeomortismo F,
onde alguns antovalores do Jacobiano s3o maiores que 14 €m norma &€ 05
demais 280 wmenores que 1 téEm-se alexigténcia de superficies estdveis e
instdveis de [ em Z. Estas auperffcfeﬁ geralmente se  interceptan

transversalmente em algum ponto X # 7, Orbits homoclinica ¢ransversal

o
o0
(THO) & a trajetoria (X 3} sob a equagBo (3.2.1) que atende
K K = - oo
X e Y Z, & X - Y 'Z para K =) - 0o .

A relagio entre SBR e o THD fica evidenciada. 0 SBR é um caso
ggspecial  de ponto fixke com uma THO, quandeo ela & generalizada para
fungfes que nde s8o necessiriamente bBiunivooas. No SHR & superficie

n
instdavel R (autovalores do determinante do Jacobiano maiores que  um

em normad & interceptado por uma superficie estiavel Z de dinensio zero
0o

que cria a orbita X 2 onde X Z para m Yy p e X w~) 7
K K = - Do m o _ /! K

i

quando K ——2» =~ oo

. Sabe-se da equivaléncia entre o S$BR e a THO. Ainda deve se
levar em conta gue a existéncia do primeiro implica na existéncia de
CAa0s como ja mostirado, € o aegundn acarreta o aparecimento, wmostrado
por Smale L[P1i21, de um automorfismo de muadanga que ,  PoOr  sda  VeEZ,
implica na existéncia de uma colegHo densa de pontos periddicos, da
MESma ?o%ma gire outro comportamento cadtico. Como 3 existéncia  de
gualquer um dos dois implica em EﬂDS ¢ preciso entdo ter a idéta  de
Como othmlaa. A THO para ser obiida ¢ preciso primeiro achar  as
superticiecs estdvel e instdvel & entio achar sus  intsreecgidn. Para

r!*_'- ¢ - L .- qyos . e .
achar as wuperficies calecwlios matematicos complicados 80 regusr idos @
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a interseccio entre elas geralmente se precisa de computaglo grafica,
por outro lado um SBR & mais fiacil ser encontrado, uma vVez que
depende de um processe interativo finito, E mais simples determinar
wm SBR gue uma THO. Serad mostrado adiaﬁte gque a existéncias daquele wob
certas conﬁicﬁes implica na existéncia do dltimo em aisteﬁaa de
dimencio maior, quando o sistena de dimensio maior & uma  perbturbagio
peqguena  do  de dimensfo wenor. 0 que permite a determinagio de CAdS
Feduzindo & dimensio do éiﬁt@ma, achandeo um SHER e aplicando npele
métodos de pertuwrbagio.

Para completar =@ descricio do cowmportamento do sistema &
preciso determinar a existéncia e estabilidade de solugbhes periddicas.
Serd  mostrado 9que de modo anélﬁgo an comentado anteriormente estas
solugdes sHo encontradas.

& andlise serd iniciada com um sistema bidimensional gque pode
ser reduzido A umﬁ equagao escalar.

Suponha uma equaglao escalar da forma!

b4 = F(X , b X y == 3 b X ) (3.2.9)
K41 K K1 o Kem
uma pertubagio da equagdo escalar X = f(X , ® ; cus , @) (3.2.4}
[{+1 K
{ by , X E R
{ K
onde tem—-sg £
{ m+i
£ § @ R S RE gt inuamente diferenciavel,

X = F{(X  , b X s wem 2 b X )
K+l K K1 v K—m

W4 I



Marotto provouw em LPAT que!

(I) Se (3.2.46) tem um ponto estavel de periocdo p, logo (3.2.5)
tem um ponto estivel de periodo p qualauer gue seja thii ¢ & , onde
& Y 0. Masim sendo o sistema (3.2.7) também tem um ponto estdvel de

per fodo p nas mesmas condigdes.

(I1) Se (3.2.4) tem um 5BR, iwplica que (3.2.7) tem um  THO

para todo fhit < & , onde & ) €. Logo (3.2.7) tem A0S .

g resultados acima sR0 para analise da dindmica de sistemas
hbidimensionais redutiveis a uma eauagio lingar. A proxima etapa &
considerar mapeamentos bhi~dimensionais redut (veie o duns edquaghes

coralares.

Seja o sistema Gle,y,b,c} da Torma

{ X = § X , BY )
{ K+1 K 4
{ (3.2.8)
£y =g ( c X ] Y )
{ K+1 K K
2 2
{ §, 3 : R —¥ R
onde {
{ b, v & R e proximos de 2Eero.
Faz~se b = € = @ , e desacopla-se o sistema

(3.2.7)

>
ii
-+
<
s

Y =g (@&, Y )} (3.2.10)

Eatt T e T i B e W i
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0 mapeamento G(x,yY,b,c¢) pode ser veduzido para G(x,9,90,0)
quandoe b,c 530 pPEqUENOSs, e como G(x,4y,b,cy & uma pertunaggg'
cont inuamente diferenciavel de 5(x¢,4,¢,2), Marotto em CP41 prova que:

Teorema (3.2.2) — S (3.2.9) tem um ponto estavel X e
Q

perfodo  "pt & (3.7.4Q) tem um ponto estdvel de periodo  "qa7, mplica
gue  existe um & > € , tal que (3.2.8)Y tenha um ponto eatiavel
( xd{b,c?, 3(h,a)-\) de periodo PMMOC ﬁntfﬁ T Ta para  gualguer
thi,itct £ & . Neste caso »2(b,c) & y(h,cy s%o funcBes continuas,

unicaments definidas de b e o, onde (Ga(9,9) , 3(&,@3) = (& , 9 3}
O w]

Teorema (D.m.3)

(I} - Se um dos problemas (3.2.9) ou (3.2.49) tem SBR € o
outro o ponto Tixo instdvel, entio (2.2.8) tem um SBR, para algum

ithy,lct < & , onde & ¥ €.

(1I) ~ Se um dos problemas (3.2.9) oux (3.2.10) tem um SBR e o
autro tem um ponte Tixo sstdvel, entZo (2.2.8) tem uma THO, para algum

tht, ict { &, onde & » @.

E importante observar para o fato do parametro & ser maior que
»ero, mas naoc ser aquantificado. Se por um lado deixa quem esta
trabalhando com certas limitagdes no uso do teoréma{ por outiro lado
descreve as possibilidades din@micas destes wmwapeamentos quando 0%
par@metros variam., A avaliagfo correta dos valores de & & umz das mais

duras tarefas para determinacio do TAO0S.
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3.3 - GENERALIZACAD DO IEOREMA RE MARQITQ E DE CAO0S BARA SISILMAS
DE CONIROLE DRISCRETIZAROS NO IEMRO

n
Depois da definigho de CADS numa =0 dimensio, e no espago R,

Shiraiwa e Kurata em [P&T realizaram ums generalizacio do teorema de
Marotto onde também leva em conta a generalizagio do conceito de
Srbhita  homooclinica transversal para a existéncia de CADS. Novamente
SEr A0 apreaentadaa'as condigBes suficientes pars a sua existéncia.
PBea-se novas definigdes € as feitas no item anterior. Seja um

sigtena discretizado no tempo X(K+1) = F X{K) K = @&,1,2,... (3.3.1),

Pefinigfo  (B.3.1) ~ Um ponto Fixo Q & chamado de ponto fixo

hiperbdlico de (3.3.1), se F & diferencidvel em alguma vizinhanga de x

e nenhum autovalor de DF(x) & igual a i
Se w6 um ponto fixo hiperbdlice define-se:
<
Detinigin (2.3.2) — Superficie localmente getdvel (W yoem o
loc

€ o conjunto dos pontons ¥ pertencentes a bola de centro i, = Faic &

onde aplicando sobre x o napeamento F, K veres com K tendendo a

; _ 2 - -
infinito, obtem-se ., Pode ser escritoc da forma W (2 = {0 B B ()
loc &
K —
Tim F (&) = ¥ 3.
K—=-3 Qo
. _ 1 _
DefinicSo (3.2.2) - Superficie localmente instavel (W }oem ¢
' loc

2 o conjunto dos pontos 1 pertencentes a bola de centro x, & raio &,

ande aplicando sobre ¥ o difeomor fismo F/0 (;), K wezes quando ¥ tande

&
- 1)
a menos intinito, obtem-se x. Pode ser escrito da  forma W =
: ioc
- K - -
= {w € B () 5 1lim F /B () (u) o= 3 03,
& K—~—3% 00 &
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Em todas as defini¢oes & € um nimero positivo pequeno. Usando

cstas definiches o teorema € enunciado!l

Teorema (3.3.1) — Seja  um ponto fixe hiperhslico = de  um
sistema discretizado no tempo (3.3.4), #le & cadtico se atende as
condigoes A SEQUIF .

¥ ] -
(1Y A dimensio u da superficie localmente instdvel W () &
1

positiva.

(ITY Existe um ponto (T () (¥ #oHY e um inteiro
(o] [ xis o}
fs i} =
positivo m, tal que F £ diterencisvel om ¥ & Folu ) & i
0 0 FRalis

5}

~

31 Tl -
(I11) Existe um disco u-dinensional B, embutido em W (=)
Toc
5, 1l » mu L 1
tal que B ¢ uma virzinhanga de o g&m W (¥, F /B : B ---) R & um
o] o
W 85 .
diteomorfismo "embutidor™, e F (B )} intercepta W () transversalmente
oo '
oW
em F (x ).
)

Deste teorema podem ser fTeitas algumas observagbes
importantes:

—_—

nDHE 4 -~ F deve sE° diterencisavel na vizinhanga de ¥ & na vizinhanga da

Grhita de ® .
o

2

o teorema (3.3.1) s reduz

St
H

e

oy

DBS 2 - Para o casso onde 1L =10, Fox

ap teogrema de mMarotto.

OBE 3 —~ Se F & um difeomor fismo onde F (X y # x , lngo A hipotese
(o]
K
acima implica gue F (¢ ), & um ponto homoclinico transversal.
Q
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A

ExXpOsta

controle discretizado no tempon definido da Forma.

H o (K+E) = F  x (K} , &
i i
o (K+d) = o % (K 4+ L
& i 4 2
orde,
i ne
{ x (K¥y e R , L ER
{ i : i
{
{ i1 ne s}
L R A Y R
{
£ paor partes . A dimens
{
Fazendo-sz & = &
i 2
rFedilr al
¥
w (K+4) = F (2 (KY)Y = ¥
1 i
 (K+1) = 1. x (K) + L
2 1 4 P2s
+ g (w , &, ¢, ... , @)
;:_:: .
w
r
RDenotada por K(K+i)X= [
[
I
= F(u{K)) (3.3.5)

num sistema de controle discreto no tempo.

piroxima etapa do estudo é a aplicacfSo da teoria

ate

2|

quri

Seja o sistema de

w (KY , e & 3 (K)) )
i 2 m 2 ¥
3
oKy + glx (K),& ® oK), uunw o & o (KY)y 3
Py 1 m+i 2 m+l 2
(3.3.2)
i ne M neg
; LB R s & BER (i o= 4,2,ca., wtl)
2 i
ni ne Fie
@ g R ww R = > R s80 Ffungdes linsares
30 do sistena e n =1 +n , en £ O
i 2 i
= & om o ., = & = &, 0o sistems (3.3.2) se
3 m+1
(% , @, @, vuus , @) (3.3.3)
i
%
¥ (Y + a (x (KY)y = L W Ky + ¥ (K) +
2 i i i 2 pey
(3.2.4)
o
W (K+%)3 L (x (K)) 1
i 1 [ i 1
o= [ * ] o=
o (K+4) 1 L o Ky + L = (K + a (2 (K1)
o 3 i i i 2 2 i 3
=0



Lo 3
C 4 3
£ assumido que a origem @ = [ 1 & um ponto Fivo de (3.3.%)
C o 1
L2 1
% * *
w 08 Jacobianos DFf (& 3 e BDg (& ) existem. Dz antovalores de DF (@ )
i i i
.)(.
R0 em Norma maiores que i, ¢ todos ot de Dg (¢ ) s8o0 menores que 1.
i
Gssim para (3.3.59) tem-se o lema (3.3.1).
%
Lema (3.3.4) ~ Para Dg (4 ) existindo, para gualquer 2 , tal
i i
.u.
que Df (1 ) existe. Eptdo (3.2.5) & cadtico se n origem @ ¢ um S8R de
1 1

(3.3.3).

EFste lema € uma aplicagio do teorema de Marotto. Para
um sistema com as caracteristicas de (3.3.3), se ele tem um SBR entfo
(3.3.9), o sistema de dimensao maior, que da origem =no odtro, &
cadtico. Depois aplica-se os métodos de perturbacgio & conclui~se que o
sistema (3.3.2) tem CADE sob certas condighHes. FEste resultado estz

wmostrado no teorema (3.3.27.

Teorema (3.3.2) - Sob as hipdteses do lema (3.3.1), se (3.2.73)
tem wum SBR, entdHo existe um nimero positivo &% tal dque (3.3.2) &

cadtico para qualquer & , onde 1& 1 { &% , i = 4, 2, seu , m+l.
i i
Agora considera-se um sistema de controle amostrade com
realimentagio de estado e um outro com real imentacio de  saida, onde

serd aplicado o teorema (3.2.2).



0 sistema de controie amostrado com realimentagio

mostrado na figura (3.3.1) ¢ delinido por:

il)
y(t)

g

1
ongde £
£
{
£ A
£
£
¢ F
{
LT
& ¥

FIG.

= o~ FLRKTY)

= Axlt) + Bult)

= Cr(t)

KT ¢ ¢ ¢ (K+58I)T7 , K = @,

yit) & R , (kY B OR .

MmN

R ———3 R e um maka continuamente d

~—3 Pgriodo o amostragen

i OSBEGURADOR -
T L i HI ¥4
/ pOBE GREEM 1 '
———f e ! e 3 Yy
i ZERD t i
? - § TR T e s s s [ Bant
:
:
et T o X I B e
(3.3.1) ~ Sistema de controle nio 1inear

£ assumido gue det & # 0.

de estado &

(2.3.4)

L N

s R

i ferenciavel

o i e b s

amostrado.



Beja w0 = 2 (KT) 5 y(KY = 9KT) ,  u(K) = w(KT) , entfo a
saluclo de (3.3.6) & dada por:
g}
#OK+4) = exp (AT) <K + A [ gup ( AT - I 3 3 8B w(k) 3
Y(K) = Cul(K) ; (3.3.7)
B(KY = 1 - F  =x{K) ) g

onde T

A mquagio (3.3.7)

@ a matriz unitaria n % p.

pode ser reescrita da fTormas

WlK+4) = F  »(i)y 5 T ¥. Ginda € detinida uma outra fungio
independente do periodo de amostragem chamads ($(x).
De (3.3.7) somando~-se e subtraindo-gse w{K) temn-se:
-4
“{K+4) = eup (A4T) =(KY + & LCexp {(AT) - I3 B () + 2(K) - 2{(K)
n ~%
. oa MEKHLY = o (K)Y 4+ exp (AT)Y m{K) ~ ={(K) + & CfLexp (ATI-I11 B ufk)
. -1
e »  MEKH+L) = n(K) + Lexp (AT)~I3 =2(K) + A TLexup (ATY-IY1 B ulK)
| J _1
« v HAK+1) = R(K) + Lexp (ATI-I3 Cx(K)y + A B (K3 , de onde se
g#v0lli para.
: -4
IK+L) = FGaCOKY 5 F) = o w(K) + Dexp (4T)-I7 Dxw (i) + A B Kyl
Fu{K) &+ T)Y = w{(K) + Lexp (ATY-I1 G (ux(K)) (3.3.8).

ande G(xrIKY)Y = % + A 3

-1

) (3.3.9)



NDs mapeamentos F R % R ) R e B R --)R %40

] . n
cont inuamente diferenciaveis uma ver gque F§ @ R ——=-) R o e, Lmpa

outra caracteristica de (3.3.9) & que qualaguzr ponto fiwo x &

independente do periodo de amostragem.

Seja 2 um ponto fixo de (3.3.8) entBo

o+ LawuplAT) ~ T3 6 ) o o Ledp(aT) -~ TI1 06 () = @, uma vexr que

i

-~
oy

det L

gup (ATY —~ T 3 # & ==) § () = @&,

Pode-se gntao fazer (3.3.9) igual a zero

— —'i [ — '—i
@ = % + A B gfKy o & o= - b B{r-fix)).

0 principal resultadeo desta etapa € 0O teorema que did  as

condigBes suficientes para a existéncia de CADS.

Teor gma (3.2.3) - Para o sistema descrito por (3.3.4) seja

" n
f : R —-—} R um mapa continuamente diferenciavel. As condigBes (I) e

(I1} =80 adotadas:

(1) O sistema  M(K+i) = F (=(K} ; T) (3.3.10) tem dois pontos Fixos

XL (2) (1) 2
M ot tal que det DF {x Y # 0 e det BF(x Y £ @ (3.3.41)

(LI A parte real dos autovalores de A 2 positiva.
Haseado nestas duas suposiscdes, Lem-s56 que existe um per fodo  de

amostragem Tx tal gue (3.3.19) é cadtico para todo T ¥ T,



A demonstracio deste teorema ¢ feita detalhadamente em LP21.
Algumas observactes importantes devem ser feitas. Em primeiro lugar
deve-ge notar que  para o sigtema de controle amostrado Com
realimentacino de estado o teorema gue estuda o CADS € para o sistens
cmmpleto.ﬁem desacopla~lo. Em geguhda lngar ferx-se a suposigio gque &
parte real dos autovalores & wmaior que  zZRro, parte-se gntio  da
premissa que 3 planta do sistems linear € instdvel. Em terceiro lugar
A prova do teorema (3.3.3) € feita demonstrando~se gue ; & um SHER para
valores de T 5 T , o gue chama a atengio para o aplicabilidaede do
tearema de Marotto para este tipo de =istema.

A anilise =agora cal num sistema de controle amostrado  con

realimentacio de saida. Ele & definido da forma:

£ o (K+4) J £ A A I3 L w (KYy 1 L B8 | }
L 4 ] L i1 i2 1 @ 1 i 1. 11 ¥
C 1 =1 i I i+ L Y oK) 3
I % (K+1) 3 LA & I L o (K 1 £ B 1 M
r 2 | i pnE g2 1 L 2 3 E 2 1 H
¥
- I ] Y
(k) =L C . 1 = (K) 3 (3.3.122
v i = 3 ¥
}
¥
Ky = -~ F ( 9C(K)Y ) ¥
' 3
n
i n 1
onde £ = (K? E R y WIK)Y = [ (K31 , 30K) E R ; H(K) 2 R
< i | I X 1
£ ' L 3
£ Lx ()1
{ E 2 1
{
{
{ n ¥ n n o i
{ i J i W3 1
£ A & R , B E R s & R (i=4i,22y, & R
L iJ i
{
L n I
{F R == R ¢ uma fungio linear por partes

h
i



3 sistema (3.3.4i2) pode ser reescrito da farma

{ w (K+4) = A M (KY + & ¥ O (KY + B udi)

{ 1 i1 4 iz 2 i

{.

{

£ w (K+i) = A w (K) + A w o (KY + B u{K)

{ =2 21 1 22 2 2

Como wlKY = — F (9qidy o o Ky = ¢ -~ F(LEC G 3 «2()), implicando em
2 '

£ 30 (K+1i3 = A  (KY 4+ & 2 (K + B (- = FLE £ 3 =w(K})

{ i : i1 4 i 2 i i 2

{

{

€ o (K+4) = A w {KY + & w {KY + B (r ~ FfLC £ 3 x(K))

{ 2 21 4 2w 72 a i 2

fone iderando-se o sistema de dimensin menor

. (K4+4) = f v (KYy + B Lr — F LT (K} 1 (3.3.43)
i i1 1 i i

Pode ser demonstrado aplicando-se o teorema (3.3.28) sobre (3.3.42)

tem~se:

Teorema {(23.3.4) - Seg (3.2.13) tem um SBR e o0s valores

absolutos. de todos o0s autovalores de A {1 ' BXiSLE  um  RUMEro
22 '

positivo & tal gque (3.3.12) ¢ cadtico para dualgusr A e L, tal que

1
11
k
1

ti
Podaii

{ &.

{ & I

1t
t 1
il
(I

~

-
=



D sistema tratado agora € mostrado na figura abaixo:

: B B B e A B AR BT S R S :
¢ SEGURADOR | § et s |
T ] i L SESTEMA o
r + £ _ t DE ORDEM I i o |
L ik o 1 L 1 ....m.........j [T ) i : A " ) : LINL'QIR : e rn rane : ‘.....”>
i ZERO ; 1 t :
f - : e et et nam e i i e $rn e e ; : et erar pat Lt ot o woct Ao it : :
‘ ;
d Jrmmemmee ]
oo et | fF g Y st ot it o o o ot o g e v
FIG. (3.23.2) - Sistema de controle mmostrado com alimentacio de saids

0 zistema acima & descrito por:

#{t) = A H) + B (%} )
¥
gty = C x(%) Y (3.3.14)
) ) 3
wiEgd) = o~ F { ${Kt)> 3
3
KT € £ ¢ (K+4y T K o=@, i, 2, wus ¥
\ AN
i i m 1
ande L x2{t) €& R , HEE)Y B R , 9t B R . B R
{

{ 4,B,C s%o matrizes apropriadas ¢ T € o periodo de amostragem

£ assumido gue nenhuma parte real dos autovalores de A & nula,

entdo a solug8o para o sistema discreto de (3.3.14) &

—4
HOK+L) = exp (AT)Y 2(K) + & [ exp AT - I Y 3B () 3
3
YK = Cx(K) To(3.3015)
}
BCKY = ¢ —= F  w(K) ) : 3



0 estudo d& as condigBes suficientes para a existéncia de
CaDs do sistema (3.3.15). A principio condi¢bes para o periodo de
amostiragem que implicam em LADS, e em seguida desaclopando o sistema
getabrlece~se  as cnndicﬁés para o sistema MENOr NRs quais existe o
CAalds para este implicandu no CADS do sistema maior, |

3} 1
Teorema  (3.3.95) - & funcdo nfo lingar £ @ R -—=3 R e

(3.3.44) € diferencidvel por partes ¢ as cundicdes seguintes S50
Fespe il tadas:

{89 _(2)
() O sistema (3.2.13) tem daois pontos fixos © » , dijterentes

L0 _
e DF(x Yy (i o= 41, &) existe , & 0 determinante do  Jacobiano de

G(x) (det DG(K(E)) £, (i = i, 2) ) onde G(x) = x 4+ AM1 BLr - #([:) 1
(ITI} A parte real dos autovalores de & é positiva.

Entdo existe um periodo de amosteagem T% > 8. Tal que qualgquer
T ¥ T% , (3.3.15) tem um Bnap~-Back Repelier, isto €, o sistema &
cacgtico. |

Sem- perda de generalidade, pode-se fazer a diagonalizagcio de A e

obter o novo sistema.

L o= (K+4} 3 C a {3y (KY , » (K)Y & T, C 3y 3
L 1 ] L1 i 2 2 1
o (K+4) = [ J = [ J (3.3.48)
i £ o (K413 I g (= Ky , 2« €KY 5 T, 00y 1
£ 2 J L 2 i P 2
L A & 1 L # '}
N L 4 | N L 11 A
Comos & == [ 4 s B owm= [ 1 PR P I W oo s
7 A ] L 8 .1 i 2
i 2 1 L2 1



I

onde 2 {({) & R i B B
i i

R

fAs partes reais de todos os autovalores de &

i
M 1
de A 530 negativas & T kR —-~—3 R € linear por partes. De (3.3.16)
2
. YA -4,
tem-se que g € , 2 , T , C ) == exp (A T) x + & (exp (& TY - T 3
i ) ] i i i i i
B ir = F4C x + £ 2 33, onide I ¢ a makriz unitdris n = n .
i i 4 2 2 i i i
Fazendo-se C = @& o sistema (3.3.44) evolui para
2
¥ AN
¥ (K+1) = g (x (K) ; Ty == g (x , 2 ;i T , &) (2.3.17)
i i i 1 i 2
¥ AN
O AKFLY =g (x {K) , 2 i T)==g (x ,ux ;T , 0) (3.3.48)
& 2 i 2 P i &
Aplicando-se o teorema (2.3.4) em (3.3.14) ftem—se:

Teorema (2.3.46) - Se

+

T = 7 ,  Entio sxiste um
cadbtico para C , tal ague (i
2 HEH

s teoremas (2.3.9%) e

i i i

by

Iy

¥ N 31 1

mxn
Ci=1,2)

-
o

. B

O3
3

<%0 positivas e

(3.3.17) tem um Snap-~Back Repeller para
+

minero positivo & (T ) onde (3.3.16) &

-+
P4 &Y Y.
{(3.3.4) resulitam ne corolario (3.3.1).
5



Corolirio (3.3.4) —~ Seja G (x ) = x  + A B v - FAC x )1
i 1 i i i i 1

e {3.3.17) rcom dois pontos Fixos x = 1 y diferentes. Sg

i i (i) 2 i
G : R ey R & diferencidvel em e 3 , & det DO (x Y,
i i i i
i

(i o= &, 2, existe, com § DG ) | ¥ @ entBo existe uwm  periodo
de amostragen que atende a condigfo: gualoguzr T 3 TH exisie wum
wm mimero positivo &C7T) tal que (3.2.14) & cadtica pars qualquer
“3
. [

tal que 116 1 ¢ &(T).
! i

1 [
I I
i 3
ioeie

Observacio -~ 0 cdlculo de & € um dos aspectos mais importantes, 0o
entanto nAo existe um modo geral de calcula-lo. Este problema €

resolvido calculando & heuristicamente.

3.4 ~ BICURALAQ E CAUS. CQEXISTENCIA E RELAGUES

Para e haja ma descrigio mais complets do sistema, além do
estudo {eérico de CADS & muito importante o estudo tedrico de
bifurcag3o. Esta pode coexistir num sistema qug tenha CADS, ol pode
evoluir para o CAOS. Trés tipos de bifurcacdes ser8o descritos,
de*ihidus e levantadas suas condicoes de exisgténcia para sistemas de
rontrole nio lineéveg, amostrados. |

Seja um sistema recorrente descrito por:

A% N
® = F (X , /\) (3.4.1), onde € /\ & um pariametro real
n+i n <
€ AN
£ $¢ %, AN Y & uma  fungio
£ hY
{ continua de % e /\

&G



Eete sistema de uma sd dinens8o tem solugio que currespondela
uma bifurcagio estrutural da equacfo. A sua solugBo ¢ uma fronteira de
dois comportamentos qualitativos.

Seja um & t30 pequeno quanto se queira. Diz-se que o valor
A At
AU VAN & um valor de bifurcacfio se a estruiura das singularidades

[w]

do sistema & diferente para:

Ja Foi dito gue as bifurcacfes modificam o comportanento das

solughes. Elas sfo divididas em dois grupos de acordo com a qualidade
AN
da modificagio incerida. O wvalor de bifurcagio /N  das solugBes de
Lu)

(3.4.4) # uma fronteira de comportamento para suss solucdes. Quando 3s

bifurcagbes acarretam mudangss progressivas do  comportamento  das
solugbes com efeitos de pequeno porte com relagio &8 pequUenas

AN AN
variagdes de /N em torno de /N, este € chamado de fronteira nio
L]
perigosa no sentido de Baantin £1.43. Por outro lado, quando acontece
uma, mudanga  brutal no comportamento gualitativo com riscos de
irreversibilidade tem-se entdn, uma fronieira peridosa de estabilidade
no sentido de Bautin [L1il. Fste comportamento & um caso critico no
A N, : -

sensc de Liapunoyvy para A\ AN
()

&y



As Dbifurcagbes separam dois camportamentos Juncionaimente
diferentes no espago dos parimetros do sistema € nNO €SPago das fungoes
definidas das equa¢bes consideradas. Fstes comportamentos para 0%
sistenas amostrados s8o0 normalmente indesejaveis. Logo o valor pritico
de definir-se onde elas OCorren & gque se pode trabalhar com valores de
parametros que afastem as solugbes das fronteiras de bifurcacoes,
esperialmente as perigosas no senso de Pautin.

Deve-zse levar em conts, outros fatores de ordem Pedt ica ouLeE
podem acarretar bifuwrcagbes, quando nao s espeEra por ¢las. Primeiro,
o efeito do envelbhecinments dos componentes de Wn dete?minado Histena,
aue  modificam suas caracteristicas ao longo do tempo, implicando em
midangas nos parfmetros do sistema. Segundo, o efeito do meio onde
estido mergulhados os componentes intfluencia os valores dos paramnetros.
Por ditimo, o nodelamento do sistema descreve sua dindmica com certas
aproxXinacoes, que em alguns casos podem ser relevantes.

Uma observagio impﬂrtanté ¢ a diferenca de complexidade entre
os endomorfismos e os difeomorfismos. 0 primeiro pelo +fato da
FECOFFENCia ndo ter uma dnica inverss tem sua estrutura  associada  ao
comportamento dindmico complexo dos endomorfisnos & chamada de
"Bifurcaglo Caixa Embutida”™ [iLil.

(s e?eitos das bifurcagbes nas soiugdes voltam 2 ser
analisados. As bifurcagdes gue afetam apenas a vizinhanga de um ponto
fixo ou dé um ciclo, sHo consideradas com respeito a uma modifica¢io
local do comportamento qualitativo das solugdes. No entanto euxistem
putros casos de bifurcacio que transFormam um dominio de estabilidade,
simplesmente conexo, em miitos, ou pnuma infinidade de dominios sem

conexdo  entre eles e de hifurcagles que aparecem £ desaparecemn Oas



solugfes complexas do tipo "Segmento Estocdstico’. Esses tipos de
bifurcactes acarretam nodificagBes globais nas equaghes do sistema.

Seguindo a seqiéncia estabelecida no estudo de CADS, defimi-
s agora bifurcacio para um sistema de dimensfo dois. Suponha uma

recorréncia de seosunda orden descrita pela equagio’

\\
b = F (%, M y AN (3.4.23 :
n+1i n hi
hY
4 = a (x4 , /N
n+i in n

N
onde /N & um pardmetro real, f e g fungles continuas de varidveis reais
i & o ,  pelo menos uma vex diferenciavel com respeito a  suas
I n

var javeis.

i
Sejam f , 9 fungdes pertencentes a classe T num certo dominio
\ AN AY N\
G do plano (,4) € continuo com respeito a /\ . Para /N /N { /\ .
1 2

Se existe um & ) @, tal gue n estrutura topoldgica das

: A% AN N\
cuirvas invaridveis de (32.4.2) sAo diferentes para /N { /N ¢ /N,
i &

hY \ hY AN AY AN hY i

VA VU SR A U S AN e SN = SN ocom oSN SN i { & . ent8o o

o 2 el ju)
N\
valtor de /\ g dito um valor de bhiturcagio.
o}

Os casos criticos no sentido de Liapunov para um sistema de

seqgunda ordem com auvtovalores S & 5 580!
i 2

(a} 8 =+ 1} T

1 2

&3



(h) 5 = = 4§ » 19 ¢ ¥ 1

i 2
(c) 8 = gup (& § B)
1,2 - :
(d) & = § = § { B = 0 para () )
i 2
(e} § =6 = -1 (@ =717 para (¢) )
i g
(F)y & =8 = + {§ { n%o saido do caso @ = @ , mas sim, um sO dos )
i 2 ( !
( mEnores b ool o da matriz b
( L = @M o+ by 2 }
{ L nt+t N (3 T J
( £ i é nulo )
{ £y =0 oy b )
( { n+i n n )

Destes casbs criticos aparecem vAFIos Cipos de bifurcasbes,
descritos =m seEquida.

(a) Um ponto fixo se transforma em wais de um ponto Tixe, depois que o

N \
valor de /N cresce e dltrapassa o valor de /\ o4 o ponto  Fiuo
o
N\
desaparece quando /\ caminha no sentido contrdrio e passa pelo valor
N o .
de /N . Este & o caso onde & = + i.

[
(b) Um ponto FTixo da origem a um ol mMais ciclos de ordem 2 na
\ N\

vizinhanga do ponto fixko, guando A\ uwlirapassa o valor de /N .
w]

(cy Um cicio de ordem K d& origem a um ciclo de ordem 2K apds o valor

N N
de /N uitrapassar /N .

&



0
Estes trés casos abordados anteriormente dao origem a  ama

modificagio local do comportamenton gualitativo de (2.4.2). a
modifTicagao no comportamento das solugBes acontece na virinhanca de um
ponto Tixo ou de um ciclo.

e

Os proxinos tipos de biturcagdes R0 as  que  provocan

modificagBes globais no comportamento das solucbes das recorréncias:

(d) Um dominio de estabilidade conexo se transtorma em miitos dominios

AY

o infinite:s dominios sem Conexio entre gles auando o valor de /)
\ -
passa pelo valor de /N .

o

(e) Nasg solugfes apargcem ou desaparecem solugoes estocdsticas sob  a

!
forma de arceos ow  zonds estocssticas, devido & nBo wnicidade de 7
N, N\
(endomor fismo), quando o valor de /N crdaza A\ dependendo deo sentido

O

do cruzamento.

() Nas solugbes acontecem o nascimento ou desaparecimento de  uma

fronteira nebulosa.

0 aumento da dimensio da recorrénciz de primegira para segunda
ordem provoca o aparecimento de novos mecanismes de modilTicaghDes. As

solugoes com modificaghes locais de comportamento sHo:

(g} Um ponto fTixo pode dar origem 3 uma cuarva invariante fechada em

N\
sua vizinhanga ou 2 um ciclo de ordem K, quando o valor de /N pagssa por
'\
AN .

[w]



(h) Um ciclo de ordem K pode gerar "m" curvas fechadas invariantes dos
*m” pontos do ciclo, ou a um circulo de ordem K o m .
hY hY
Para dimensio 2 guanda /N passa por /N as modificagles

v}
globais 530 as seguintes:

(i) Uma curva invariante pode degenerar um ciclo

(j) Pode aparecer uma curva fechads invariante de ogwma  Familia  de

curvas invariantes do tipo nicleno.,

(1) Podem surgir ou despsrecer ag soluches cadticas.

2.0 - BIEURCALAD £ CANS EYM SISIENAS RE CONIRQLE AMDSIRAROS

2] hi?wrtacﬁa Jjd  metudads no item anterior, passa a2 serF
aplicada em sistemas de controle anostrados. A bifurcacio de Hopt, =a
bifurcagio Fold & a bifurcagio de duplicagio de periodo sio oz trés
tipmos abordados nesta etapa.

. Como  jJa fui mencionado anteriormente a bifurcacHo modifica o
comportamento das singularidades do sistema. Elas surgem quando os
midulios dos awtovalores do Jacobiano do sistemna de controle ampstrado
ASTUMEM O valar da unidade. Logo alaé peorrem a partir de pontos de
nudanga de eestabilidade do sistema. Pode-se definir os trés tipos Ja&

titados da seguinte maneira:

Definigan (3.5.1i) ~ Bifurcaglo Fold ou Sela-nd ou Tangsente &
aquela onde o ponto fixo ou par de pontos periddicos sfo gerados ou

degenerados por ama teve muadanga nos paransiros do sistema.

&&



befinigRo (3.9.2) - Bifurcagfo de duplicagao de pericdo ou
subharmonica € aquela em que o ponto Tixo ou o ponto p-periddico
separam-se num  ponto de periodo 2 ou num ponto de Rp-periddico

respect ivanente.

De*infcﬁo (3.5.3) =~ Bifurcacio de Hopf € aguela en que uma
curva fechada invariante _é gerada em torno do ponto Fixo por uma
mudanca suave dos parinetros.

i
Para uma funcio F(x) nio linear do tipo s uhm o
autmvélores de  DF(x) & & entfo ocorre bidturcacio Fold, se um  dos
antovalores de DFE(x) ¢ -1 entfo ocorre biturcacio de duplicacio de
p@rfodo e =2 o valor absoluto do par de antovalores de  DF (), com
parte imaginaria diferente de zerﬁ, é 4 entfo ocorre a bhifurcacio de
Mop f.

A premissas  assumidas no item 3.2 cont inuam sendo  validas
neste ponto do estudo. Inicialmente serad descrilto o zistema amostrado
de  ordem n & partir de onde serio tiradas as &mncluaﬁes. s figura

(3.5.1) mostra o sistens de controle amostrado nBo lingar.

it SEGURADOR 1 P e e —

_ T i : o= A 4+ b

-+ s ! DE ORDEM d i

o e e bt i Y i ————3 Lt gy = e I b

: ! ZERO i d i i
' o 1 e e e s it e | § it it g s 3 !
e T T I T T e S

FIG. (3.9.4) — Sistema de controle amostrado n8c linear
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Este sistema & descrito da seguinte forma:

;(t) mof (b)Y + b outt) )
y{t) = C =(t) i (3.5.4)
gCty = 1 ~ F (4(KTYY , Kf {t K+ T, K o= @,1;2,.;. ;
N
i 1 0m nxdi ixn
(x(t) B R o9y , uty 8 R+ A ER i bhe R i o B R
E r & uma entrada constante
onde E i i 1
£ F¢tYy ¢ R~ R £ uma fungio no  linsar ou uma fungio
E cont {nua por partes e T ¢ 0 periodo de amnostragem.
t {(f,b} é um par controlavel
A solucfio do sistema (3.5.1) ¢ duda por:
T
w41y = eup (AT (K> + 2xp (ATY b . dT w(K)
@

(3.5.2}

q{K) = . x(K)

L L L) S W

iKYy = r = F{g(K))

onde IKT) = 2{K) i 9(KT) = g(K) ; a(KT) = uik)

analisa-ee, @agora, as condicdes para 0. aparecimentce da
biturcacio Fold num ponto fTixo. £ mostrado por Ushio e Hirai LP33  que
pars o sistema de controle descrito por (3.30.1) a bifurcagio Fold para
um ponto Tixo n&o ocorre pela nudanga do periodo de amostragem T, 0o
entantn, esta mudanga do periodo de amostragem T pode acarretaf

Bifurcasio Fold no casn de um ponto periodico.
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Um condunto de parametros para a bifurcagio Fold, dito
: 1i
conjuntoe de bifurcagio Fold & estudado para uma Ffungio © n3o linear e
para uma Tuncio centinua linear por partes.
i

Iniciaiments suponhe-se gue §{.) ¢ uma funcio C nao  linear

para auz exista bhifurcegiu Fold & precisco gue:
det (I~ DFCxYy = 0 (3.5.3), onde 1T € & matriz unitdria n X n .

Supondo-ge o par (&,bh) um par controelivel o equagio  (3.5.20

pode ser resscrita na Forma comnpanheira:

. @ i ? ) S ¢ 1 L & ]
L 3 i 1
. @ @ i @ - @ 1 L @ 3
i 4 L i
WIK+4) = [ o ] @ i " B 3 MKy + L2 1 (kY (3.5.4)

I : 3 Lo d
I W WamwmamEmuwmmnenmemawsnanweun  J I ]
L -5 -5 -5 -5 - T | £ 4 2
i i W 3 4 nod

L ]

Y{Ky = § (C [ e T B 1 (K
£01 2 3 n
iKY = — § (g{lK))

0 Jacobiano de {(3.5.4) & dado por:
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Farendo—se n = 3 e Ll - DF(;(K))]

i
1
&
[N

i
[
[ -}

L A 3 c
df i d¥
ohde A = 8§ + ——=- 1_ G i B o= 8§ 4 ———= i_ u L i
i dy ty i 2 dx | P
af i
C =41 +% + - -t n G
3 dy Yy 3
5 1+14 L 4 wd 142 Lo -1 1
det U1 o~ DFEGYI] = (~4) (i) K T 4+ (=13 (-4 I o
L B € 3 L & £ 1
143
+ (-1} w9
. = odF
- - det LI - BF (2 (KXY = D4B+A = 4 + (8 + &+ 8 ) b el A0+ T4+ € )
1 2 3 oy ly 4 & 3
{ - 4F i aF ¢
Fazendo~se n=4, onde € & = 5 &+ o] [ S R e D
: { i g4 iy =) 2 Wy v 2
{
i . df JdF |
£ C=86 + =——1_ L i D = 4 + § —wmemw] C
{ 3 d4y iy 3 4 d9 iy 4
Foi -4 @ % 1
I |
- £ o i -4 ¢ 1
desim ET ~ DF(<{KK)Y1 = [ N s logo
L @ ¢ 4 -4 1
[ 4
L A B 2 [WR
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rs -1 o1 : e -i 03

- 144 L 3 142 I ) 1
det CI = DF{(KIY)Yd = (=1 (i) Lo 4 =11 + (~1) (~1) L0 i -1l +
i ] i ]
8 £ bl - C R
i+1 : o1 -4 1 i+ [ & ~1 1 :
2 + @ = (-1 » (i L 1+ (-1 (~1) [ } o+ 0 o+
L Q _D i £ B [
i+2 L? -4 Li ~3 ] Lo -4 Lo -4
(-1) (1) 1 1+ ¢ = 1+ L 1+ i I I T e
La D1 (™ DI LB Dl LA D1
dgF |
= 4+ (5 -+ 8 + 8 45 ) et LD L T L)
4 i 3 4 g4 1y 1 2 3 4

Futrapolando © mesmo  raciocinio para dimensbes maiores,

i
prodE-9 ver que para uma Fuhcﬁn C nao 1lingar tem-se GLe s
- : b
_ { A ) afi N (N }
det (I-DF(x)) = (L + /... 8 ) + —1{_ (N Yoo W /ATy = @ (3.3.5)
{ i=1 i) dytyg = (/__ C Iu (i=4 i)

(=1 i)

pnde uma superficie de eapilibrio para o ponto Ffixo x =K & dada
in+] n
B
) . |
( AV L (N - ?
(1 + /.. 51w ++ /. C w))=r (3.5.4)
( 174 i) Ci=i i )

0 conjgunto de bifurcag8o FTold pode ser obtido gliminando x de

O
t

i

)
H
&

(3.5.5) & (3.5.6), onde & assumido que

-~

:E§
Lanl
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Para o sistema descrito pela equagio (3.5.4) se a fungBo $(y)

¢ continua € linear por partes da forma:

{my + p ¥ { d

{ o o b1

£

{my + p d {ouw { d

Fly) = { & 1 £ N w

{ " 2 & B R & E & B A mEw (3.5}.7)

{:.

Emy +p d £ w Lo

{ i i i N i

{: " A ¥ R = - wm " A R

£

L my + p d { y

{ 1 1 1 N )
ande  Tly) & continua. Assim ten-se que um valor de  p aualguer @

i

achado por:
Para 4 = d , ent8o Ffly) = f{d ) = m o +p =m d 4+ p . .

i i o i ) i i 1
o= (m o~ m yd +p

)3 O i i (w}

Para 4 = ¢ , o =nti8o f(d 3} = md +p + md + p « o w Po= (| o-m dd 4+ p

P 2 1 2 1 2 & z 2 i 2 2 i
Para d =y, entio F(d ¥} = m d + p = md + P . P F {m - m d

i i i-i i i=4 P i i ! i
.}. P
=1
como p = {m O ) d + P2 .8 assim por diante,substitui-ge
i—1 j -2 i—i i1 i

os valores de p com J indn de | até 1 ¢ tem-se que

J
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+ {m o~ W )d + p
o i i O

i

{ m - m e o+ op , onde © = 1,2, ... ,1 (3.5.8)
j - 3

[ S
i
(RN

[

i

PN

[

—

Para se obter os pontos fixes da  equacio (3.95.4) faz-se

woowm com i = 3, &, wea , n-1 . Logo:
i i+i

- L : - ( _n_ D .

Moo= N { -5 2 3 4+ rF - FO N £ % ) w .

n . Joo /o g oJ )
o Yo { .n_ -

(i + “_ 5 ) 3 + ¥ 0 N cC o ox ) o= (3.5.9)
Y. J Yy n ( /_. JooJd3
J=h NEah!

A egquacio (3.5.9) & uma superficie de equilibrio de (3.9.4).
Na eguagho (3.5.9) ¢ interessante observar que uma superficie de
equilibrio pode ser representada por apenas uma varidvel de estado.

Como a bifurcagin Fold occorre num ponto nio diferencidvel de
(3.5.9) e a Fungio T(.) & linear por partes entfo o cnnJunto- de
bifturcagio Fold. se¢ torna um conjunto de parametros onde @ equacdo
(3.95.9) tem wvalores extremos. Dail pode-se chegar aoc conjunto de

bifurcagio Feold a partir de:

74



=
=
i

{ N b ( \_ 3
( & + o d Y d = (/o C Y Cr - p )
( J=1 iJ ) i { j=14 J ) i
(3.5.10)
L N
{ A I § A 3
( 1 + /o d b & T Y S d ) £ @
J=i ijg 2 A J=1 i~1,d )
L0 8 €4, 2, van , 12
aonde {
£ d =5 +m
{ iJ J [

Para 0 estudo da bifurcagio de duplicagio de periodo
procede-se de modo identico zo exposto para a bifurcagio Fold. & dnica

que a condicglo de existéncia de bifurcacio de duplicagio

fin

diferenca

de periodo & dada por:
det (I + DEGO)) = 0 (3.%5.41)

Para o0 casos mostrados anteriormente, com F{.)Y sendn ums

i
fungio linear por partes ou uma fungio ngo linear raciocina-se da

mEsma Forma.

3.6 - BRINCIPALS RESULIARQS

Depois de nostrar a definigio de CADS em uma dimenzio, no

¥}
ESPAGO R sob o ponto de vista do SER o4 sob o ponto de wvista de
superficies estaveis e instdveis, e depois de aplicar estes teoremas

para sistemas de controle discretizados no femnpo, 05 principais

resyltados deste estudo serfo agora relacionados.



s condi¢des suficientes para a existéncia de CADS para cada
um destes casos s8o arroladas, colocando de forma clara o que se deve
gstar interessado para mostrar que existe CADD em cada um dos CaAs0%.
As hipoteses de partida dos teoremnss nio sfo abordadas nesta  fase. B
aupuaté que elas <80 respeitadas.

Para um sistema unidimensional a preocupagfo ¢ provar que
existe periodo 3 na evolugio dos pontos recorrentes. o existéneia de
um ponto com este periode implica na existéncia  do COnportanento
cadtico. No entanto, as veres @ dificil encontrar ponteo de perinde 3,
pois se precisa conhecsr uama guant idade de pontos bastante grande g ze
conhecer - hem as caracteristicas dos mapeanentos. Os FECU SO
cnmhutacionais maie desenvolvidos minimizam o aspecto de fter gue se
conhecer mLitos pontos da evolugfEo da fungfo. Mas ainds en  uma 50
diﬁ@naﬂn tem—-se m modo mAis ﬁimplE§ de se detsrwinar A  ocorvéncia
CansS. E o CADS ifmpar. Nele € suficiegnte a funcio ser cont inua em seu
dominio e g& conhscer menos pontos para determinar a  exisiEncia de
CADS. As condiches para 3s dauais 0 sistemas mudam de um comportamento
periodico e/ou  regular para um  comportamento irregular nfeo  sio
discutidés pelos teoremas. Estas condigbes sio conseginidas através de
similagBes numdricas, € o CADS é atingido ou ndo dependendo dos
parimetros ¢ das condicﬁes do sistema.

.Marotto mostrx as condigbes 5u¥iciente$.para a existéncia de

. I
CADS no espago R1 . Partindo de suas hipoteses e consideragdes iniciais
Precisa-se .provar a existéncia de um Snap-Back Repeller (SBR)Y no
sistema estudado. A existéncia do SBR implica gue & Preciso indicar um
ponta  Fixo ; no sistema. Este ponte five deve ser tal que os
atovalores do Jacobiano da Tungfo sejam maiores gue um em norma pars

valores nfuma vizinhanga (Bola Centrada em x2) do ponto 2 o E  ainds
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dentro desta wvizinhanga deve se achar pelo menos uam ponto  onde
aplicando~se a transformagio sobre este ponto um ndmero inteiro @
Finite de vezes retorna-se ao ponto Fixo ; , seEndo os determinantes do
Jacobiano desta sequéncia df*erente de rero. Esta dltima exianeia é
feita para que a inversa dﬁ funcﬁo em questio exista.- Nota-ge ainda
que =@ parte mais dificil da aplicagfo destes pontos € a determinacio
da bola que atenda as condicﬁes regueridas, € a aplicagfo da funcHo M
veres 1o ponto dentro da bola para voliar ao ponto fixo ; v A pPrimeira

I

dificuldade A & retirada heuristicamente tendo-se um conhetimento

@

razoavel a respeitn da dindmica do sistema, enguanteo a  segunda &

diminida se ao invéz de se aplicar a transformagdo direta, aplicanos
SILA inversa  em 2 até chegarmos a um ponto dentro da bola. Ocorre,
entretanto, que para sistemas mais complexoalaté para achkar o ponto
Fiwo & um trabalho dificil. Assim Marotto passoun a estudsr meios de
descrevef as caracteristicas dinamicas do sistemda de  forma nais
simplies. £ mostera que desacoplando aluunsg sistemas ele cohsegue, sob
certas condighes, Imostrar qie o comportamento do sistema maior  em
termos de pontos egtéveis e CADS & iguml ao do mEnor para PeQIENAS
pertubagtbes deste. 0 SBR se existir no menor existira no maior & os
pontos Fixos estidveis. @Ainda é importante chamar a atengio gque se
consegue neste estudo mostrar a existéncia de CAOQS analisando pequenas
variagbes em. torno do pohtn fing. Estes parameires de wvariaglo
proimos de zero sio dificeis de serem avaliados, € s3o achados
Aumer icanente. A endase aqui € nas condigbes suficientes da existéncia
de CADS, e nin descreve completamentes o comportamento do sistema.

A generalizacio do teorema de Marotto € feita e o
detalhamento do comportanento de um sitema de controle discretizado . é

apresentado na  dltime parte. A existéncia de CADE passa a  ser

77



‘analisada atraves de superficies localmente esstaveis e instdvels
detinidas para wum ponto fixo hiperbdlico. Sistemas de controle com
realimentacio de estado e de saida 880 vistos e ecstabelecidas
condicoes para'ﬁeus parimnetros. 0 mais importante resultado é que o
sistema e dividido ﬁuma parte estdvel & outra instiavel para ser
analisado. Assim estuda-ge o que aconfece com o sistemsd atraves de un
oirttroe menor, derivado do primeiru i odeterninaz-se onde existe CADS para
o periodo de amostragem acima de um periocdo de amostragen determinado,
e fara variagbes pequenas dos par@metros de entrada e saida.

Para comnpletar a anélise_da dinfimica do sistena & importante
passar pela etapa de biturcacio. Como muitas vezes para atingir o CAOS
antes o sistena passa por bi?uvcacﬁes e mesmo estas existen sem que se
atinia o CADS passando-se por glas. 0 item 3.5 faz uma descricio de
algquns resitltados  inportantes sobre hifurcacfes & mostrs O
sncontra-las & deterpinar o gspago onde el#ﬁ @Exigtemn.

Pode-se entB3o0 mostrar & dindmica do sistema qualitativamente
& geterminar quant itat ivamente algumas  de SUAS regioes tde

comportamentos diferentes.
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Cap IY

DESCRICAD DD SISTENMA RE  CONTROLE pE ROSICAQ
ELEIROHIRRAULICO COM UMA SERVOVALVULA DE DOIg L3IAGINS

INIRODRUCEQ

Baseado no estudo feito em T4 7 serd descrito o gistema de
controle de posicie eletruhidrﬁulico Com uha- sErvovEiviila de dois
estigios onde serfo Aplicados no capitule 5 os teorenss levantados no
cap itulo anterior,

De inicio Eerﬁ‘¥eita & descrigfo dn servovalvula de dais
estAgios usada Ppara sate estudo. Depois a descrigho do sistdma de
controle 2 0 mode]aﬁentg de  ambos, Em  seguida gerg ?eita a
normalizacio © aplicada 0 controlador em modulagio de largura de prulso.
Em 5eguiﬂa acha-se a equagfo recokrente do sistema, descrevendo-se
detalhadamente cada parte do modelo e finalmﬁnté oheerva-se o erro
nédio de Vegime & oa estahilidade do pPonto §ixo.

4.1 - SERVOVALYULE DE DOIS ESTAGIOS

Neste trabalho seryg nsado o megmo.examplu empregado na tese
de  doutoramento do Frof, Alvaro Badan [T4. Anzalisa-se entfp ums
servovalvula eletrohidriulica convensional linear que tem dois
estdgios sendo o primeiro deles dg tipo hocal palheta, £la tem ainda
uma real imentagio interna de POSi¢Ro dn carretel centrado popr molas., @

Figura 4.4.4 mostra o tipo de servovalvyla en questdo.

79



Fig(4.

) AT AT
prmadura montado sobre //—%_ /Moqr\eto
mola de T1ensw g | | Gemnonente
! S Agﬂhkpj N A .
! . — . 1 g
| | . .ﬁ_‘ A4 j
\Entrads _ 0o i - % - .
s Ped
hotor de forque 4 g
i £ :,/ polar }[
. - [~ W
.oy R > - |
Orlficlo , s g 4
' o ——— :
////// L - Fitiro

_ saratsl

AN
N

)

{.4) - Servovdlvula cletrohidrdulica 1

KR

AMOSTRADOR
KE (M

MODULADOR
{a)

Fig(4.1.2)

- Sistema de controle de

R

o i)
+-ho ta

inear de dois cstdgios

FONTE
HIDRAULICA
DE ENERGIA

L

SE RVO
VALVULA

A\

p—

"

(53 1
CONVERSOR
PP

DEMODULADOR

-

Bo

/’1'//,-/' // /

i

ATUADOR LINEAR

posigio eletroh jdrdulico

L7 Lk A



ACQ pPrimegiro estagio estd acoplado um notor de torque, € este
gstagio funciona como uUm pre-amplificador hidraulico aque aumenta a
poténcia do wotor em sua atuacio sobre o carretel. A rgalimentacﬁa
entre os dois estdgios € feita internanente Com real imentagdo de
pOSiGRAD para & gqual a camisa do carretel do primeiro estﬁgio pode sevr
controlada através de  uma  alavanca. s tipos diferentes de
real imentagio tém diferentes relaghes entre pressio, vazfo e corvente
de entradsa.

A servovailvala da  figura 4.1.3 sera . alimentada  por  uma
Pressan qQue & operada  de forma pulasante através de modulagio em
largura de pulsgo  no bordo posterior. 0O s istema de conkrole que
controla est= owrvoviivila € mostrado na figura 4.1;2. Ele ;ontrmla B
posicgio de uma  CANga transiacional por meio do acionamento de um
pistio atuador que =E encontra num cilindro hidranlico, Este cilindro
¢ ligade a servovalvula atraves de um% linha, assumida como curta, de
rransmissio hidraniica.

Una hipétese importante é se conaidefar o pringiro estagio
como tendo atuacio instantnea com relagho ao segundo, fazendo com que
a relagio entre o deslocaménto do carretel no segundo gstAaAgio 4t e R
corrente diferencial "1 seja alaébrica. A vazlo na carga € uma fungio
da pre;éﬁo e da corrsnte nNa CRNGE:C G = Q(P,1? (4.1.1)

£ suyposto que o ponto de geanilibrio & dado por @ (P ,I ) & ©
@ o0 O

getudo  vail ser fEito para pequEnas pertubagbes em torno deste  ponto.

Fatas pRauen’as pertubagdes ser o denotsdas por letras mindscilasa.

=0 + q o= P P T = 1 + i (4.1e2)
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A variagio de varSo do fluido hidriaulico atraves de valvula é
func®o da variacio da pressfo da fonte e da pressfo da carga. Comno 2
pressio  da fonte é assumida conatahte a varia¢gao de vazho € ftun¢io da
corrente do servomokor 'f'. Através do método das peguenas pertubacles
pede-s5e expandir a equaﬁﬁes aﬁteriares empregandomée g prineiro termo

da série de Taylor:

JQ
p + [T ER

i i [ (4.1.3)
P 0 = N

O
i

[0} o}

onde o sinal menos nostra que o pressfo de carga redur 20 vazio de

entrada no cilindro principal. Renomina~-se antfo,

=1 :
Co=m e (4.1.4)
P P
iP
]
4G
C = ——=— (4.4.5) --) Ganho da servovdalvula, considerado
1 41
H constante.
o

A vazdo no fluido gue entra no cilindro atende as CQHQicﬁeg

de continutidade de equilibrio, descrita pela equagio:



onde q canponente

i

incompress ivel

da vazio

g -~ componente compressivel do escoamento

L

g
L

de baixa pressio.

~ componente de fugs do Fluaido da linha de alta para linha

A gegdir descreve-se cada umm dags parcelas:
dy (L) )
q = K o s e (4.4.7) onde K & uma constante & q gers o
i i dt } i
movimenrto i) do - Embulg
principal o oo 4{8) expresss
2 posicio controlada do pistio.
L idm
G e e (4.5.8) onde V ¢ o volume efetivo do  fluido
C £} dt
soh pressao, B € o modulo de
elasticidade volumétrica do
CFiluido
a =K p (4.4.9) onde K & eosficiente de fuga de todo
¥ ¥ ¥
sistema.
Substitwindo—se em (4.1.4) as eaguagbes (4.1.3), (4.4.7),
{4.1.8) e (4.1.9) tem—se:
dy(t) v dp
C i - C R = K rons v s man e i o+ R — Y K P
I P i ct B ot +
- dyg ¢t V dp
L. b o= K i e ek {0+ K Y P (4.4.19)
1 i gt B dt th ¥

g3



A forca no pistdo atuador e dada por:

$§ = N A P (4,.4.11) onde N & o rendimento do conjunto na
conversio da forga € A a Area  do
Bmbolo do atuador principal.

Farendo N A = K , isto implica que.¥ = KP (4.1.42)

f

0 Ambolo principsl moviments wma CRrgR tranglacional mEcAn | Ca

2
o gk) dg{t)
descr ita por: T = m oemmemem e (4.5.437
2 at
dt

Tem~88 GUE =R equagaop de equilibrio de forcas & dada por:

“ o
d 4t dy (t)
K . PRy = m ek e (4.1.44) ande {m € 2 Mmassa,
) 2 dt . <
dt th & o cogficiente

{
{de atriteo viscoso

Na squacio anter o tem-se:

I T T TS R TR R 2
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3 2
dp i d 4yt d y(t)
“““““ 2 e [ e b f mmem—mees (4.4.16)
dt K 3 )

3 dt dt

Subpstitui-se (4.1.15) = (A.1.16) em (4.4.10) e obtem-se:

3 pd
dy (£ Y] i g 9(%) d 4 ()
C . = K it e ittt e o e PP 1: [l e s e e e e o b T .-.. R j +
I i dt 13 ¥ 3 2
S et ot
(C + K 2
P f d y(i) dy (L)
i e e e s s i e e 2 l: M [P P b [ ‘J
¥ _ 2 dt
) dt
3 P
. W m d y(&) Y I H d 4{t)
. . C ‘ J S [ [PPSR 1 l: [P r—— e (C 4 K ) [— ] [
I B K 3 B K P 4 i &
153 dt _ = s dt
(0 + K )
P ¥ dy (i}
4 [ K 4 e fp ) e (4.1.47)
i K dt
=

Supondo desprexiveis 0s efeitos de compressividade € de fuga,

A equagio (4.1.47) s& torna:

C m 2 [
P d 9¢¢) P du (k)
C | ® e womwme=— o [ O ST T « I Sk {(4.1.418)
I K 2 i K : bt
g dt %



0 modelo +foi reduzido de terceira para segunda ordem € @

equasio (4.1.18) pode ser Feescrita de manegirs mais simples:

g .
d y(t) gyt
il [P ¥ 2] P w .i C4.4.49)
. ot I
dt
ande
C m
P
Mo e Masaa do atuador mais carga
K
5
C b
!‘J
B o= ¥ A e toeficiente de atrito viscoso do conrjunto
i K

Na realimentagdo considera-se Um transdutor de posigdo, COm
fungieo de transferé&ncia que represents uma relagio congtante entre a
tensio de saida do transdutor & o sinal de posi¢cio e saida da

cervavalvula, descrito por:

B(s) {
o e = K onde ( B(s) -~ Tensfio de saida do transdutor
Y(s) a £ ;
{ K - Ganho do transdutor de posi¢ao
£ "

Bd



Para montagem do sistema em andlise foi usado um equipamento
Nashua Contfol Bystems - Eletro-Hydraulic Suystems - Model-B45, com ums
servaovalvula Moog-Model 740 de 5 MP. O transdutor que ¢ usado neste
sistema & o transdutor diferencial com nidcleo movel. 0O sinal de
modulaglo & obtido através da comparacfo de um sinal dente de serra
com @ saida do controlador que a0 Ccoincidirem definem o instante «de
conutagio para as chaves (transistores ou tiristores) gque entregam =
corrente  ao motor de torgue. O resultado desta comutacfo & i
corrente aproximada por uma onda guadrads modiilada em largurs de pulso

no bordo posterior com frequéncia de amostragem constante.

4.2 - REPRESENIACED DE ESTADG NA FORMA A IMENSIONAL

A equacio (4.4.19) da zegico anterior pode sSer reescirita da

forma:
= C
g 9{t B dy(t) I
—————————— Tt s e e R(E) (4.2.1)
2 M dt M
gt
onde hit) = h para M) » o
L 0 :
{
{ h(t) ‘I i i N | !
{ tu
sendo h a amplitude da corrente modulada do motor de torque e MEY o
] : '

sinal do modulador.

87



M
Pode-se definir T = == a constante de tempo finita do
B
cdo processo, logo a equagdo diferencial que descreve o bloco que

representa & servovdlvula, o atuador e a carga torna-ses

a2 C
d yit) i dy(t) I
“““““““ Foennm, eesen e E e h(t) (4-:3-2)
2 T dt M
dt

»

Y(s) I /2 i )

______ Y P T (4.2.3)
H{s) Mo/ T )

O sistema modelado anteriormente € exibido através de seu diamgrama de

blocos na figura (4.2.1).

his)
E " KE AMOS'I;_II?}ADOR Mt} hol__' h(t) K2/M
M ODULADOR M
~ (a) I"'o ) S{S+1/%)
Kr
Fig(4.2.1) — Dizgrama de blocos do controlndor proporcional controlado
por MLP
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Parte~ge agora para normalizar o sistema no tempo & £m
amplitude com a finalidade de facilitar a analise posterior. Pars co

normalizar 2m tempo define-se a varidvel de tempo adimensional

t
B = —— -~ n (4.2.4) onde { T - & o periodo de amostragem constante
T ' {
- {n ~ n-egimo pericdo adinensional.
dy{t) /N d8 cy (8) i
ASSIM LEM—~SE QUE e D@ s M m e 5 e dy {8) (4.2.5)
dt dt ds T
o
o w(t) dé du(B3) i
s G e M e o R e L dt}(ﬂ) (4.0 .43
2 dt d(E) 2
dt T
Substituindo-se (4.2.5) e (4.2.46) em (4.2.2) gncontra-se !
C
i - i i - I
—e Y(8) A ey - g (B) = e hi(Q)
2 .3 T i
T
C
v e T - I 2
P YHIB) + —we g(B) = e — T hi{8) {(4.2.7)
S M
Para se fazer a normalizag¢lo em amplitude assume-se que:
el
AN B
LZIB) mm e (4.2.8)
M G h
i Q
hig)
UiB) = —em—e (4.2.9)
h
0
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Multiplicando-se ambos os memhros de (4.2.7) por

2
B
-------------- tem-se
M T R
I o
2
s 2 2 T
B - B T . B I
e e e b e e i i SB ] (B) B S [V, Y (f_.] ) B e ae s g et e e s #ont bt b b e h (B)
MC b ML h & M C i
I o I o I o

Olhando-ge para {4.2.B) e (4.2.9) & simplificando~se a equagio

anterior chega-se 3.

2
"n T . 2 B h(3) "
L (B 4 e (R =T L e o e - =
& Py i
M L]
2
.- T ( T 2
Z (8) + w7 om e o {8)
3 { &)
T, N
Farendo-se ——-—- = /N obten-se
&
. N N2
ZCOY + SN L8y = /N .o ou(d) (4.2.459)
£ Xi(8) = L (8)
Pode-~se entfo definir duns variiveis de estado { .
{ £ (e
£ OX2(0) = e
\
N\

?¢



A equagido (4.2.10) pode ser reescrita da forma:

L2 ) \ [l \ 2 -
Z(B)= /N Z2(8) +/N uiB) , logo em termos de variaveis de estado ge

EHRLIrBVE

. 2@y 3 L &) ]
[ X1(m)y 1 [z 1 i 1
N 1 E.. 3 £ . Ay 3
L. 3= 0L 2By I = [ =~Z(3) + /N w(Ey
L X2y 1 I e 3 I 1
PO T | F. ]
Y A W i ]
: N
Lo« - ! L @ SN i 3 L @ |
. L X4{8)y 1 I ] L X4i{6) 1 E 1
R 1 = [ N i i 3 C N 1 (@)
i . il L@ -IN 3 I ¥ A N
L ox2(8) 1 [N ] L X208y 3 . 1
a varidvel de controle u(8) & dada por:
£ 4 para @ { 8 ¢ 8
: L hY n
a8y = ¢
£ -1 para 8 {8 { 1%
< 0o
onde 8 & a ﬁargﬁra adimensional do n-édsimo puliso positive de
n
corrente do motor de torgue.
D sinal de erro normalizsdo no tempo € definido por
E{B)Y = R - K Y@ (4.2.19) ¢ epupresso na Forns admensional o

-
representando  realimentagio unitaria com as  arandesas admensionais

sendo definidas paor:
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2 3
B 3
(O) T e E(e)D
MC h K } .
I 6 r 3. - ©(8) = r — Z(©) (4.2.1i1)
3
2 }
B 3
[om e e b e i R 3
MC h K 3
I o r 3

4,3 ~ CONTROLADOR MLP PROPORCIONAL, AMOSTRAGEM NATURAL, EQUACAD

RECORRENTE

No wmistems em estudo & aplicado um sinal dente de servra como
ginal de comutagio que € somnade a referénecia e passam por um detetor de
nivel que emite o comando para o comutador. A figura (4.3.1) mostra o

sistema representado pelo diagrama de blocos de sun forma admensional.

Q)| K Kgt hO"'('.) [0] N Nl —N E (ﬂ
—~~hg m 'Y s
4] Y
Q =X
Fig{4.3.4) - Diagrama de blocos do sistema em sua forma adimensional



Parte-se agolrra para ESCFEVEN a equacﬁm_ recorrente

X (B = F(X (M) , isto ¢ o estado no instante (n+i) come fungio do
el " .

n-égime instante. Com este objetivo parte~se de X até X , valor da
3] Bn

varigvel de estado onde ocorre o conutacgfo, € depois caminha-se de

X atd X , ?ina}ﬁente BECreve-s5e X By = F X (8)
Bin A+ n+i n

4 colugfio da equacio (4.2.13), agssumindo-6e que o instante

inicial & o estado X do n-ésimo periodo & chamando-se de X(B) a
n

evolugio do estado desde X atéd o instante de comutagio X(8 ) detinido
Y n

através do dngulo de comutagdo 8, € dada por:

n
E, P
X8y =  exp (A0) X(@) + exp (AB) exp (~A&) bu(d) dd (4.3.2)
- Jo
£ () = X
{ n
Como ja dito antes para esta equagio { Para @ (8 {8 , ten-se
{ n
L (k) = 4
e
X(B) = exp (AB) X(Q) + exp (AB) j exp (-A%) bul(d) dé (4.3.8)
. : L0

Como N30 hd descontinuwidade para o estado X(B8) quando da

comitagio entfo o valor final da evolugio do estado X(B ) serd o valor
- n

inicial para a segunda parte da evolugdo que vai se¢ ancerrar em X .
R

oL seja, no instante de comutagfo forgada ao términe do  periodo de

ampstragem. & soluclc apds 2 comutagio gquando B (B (1 & escrita  da
n

£ ma -

?3



' 1
X(B) = exp (AB) X(8 3} + exp (4D -¥ exp (~A8Y b u(d)dd icomo u(d)l= ~i
1] a
n
1B
. _ . n
¥(0) = exp (AB) X(HB ) - exp (AD) exp(-A8Y b d& (4.3.37
Como sge DUsca &scCrever X = F (X Y, parte-se Agora para
i n

atraves de X(8 ) usando-se as expressoes (4.3.2) e (4.3.3), para chegar
n _

ao ohjetive final.
Sabe~se que da  solugSo mostrada em  (4.3.4) a watriz de
transicin de estado 2(8) = sup (AB). Logo-tem_ae que

Fj

Para (4.3.2) o valor de X(83 ) &

f
5]
n
¥(D Y= (3 X+ C(B ) (4.73.4), onde L(B ) = eupl-4€(Z-0 Y1 b d&
S0 noon " r n
@
Para (4.23.3) o valor de X Lo
n+i
X m P{4~B ¥} X(B 3 - (i~ ) (4.3.5)
R : n n i
1—-8
R
ondeg, L(1-8 ) = eupl-Al&-1+8 31 h d&
n I
B

Substitui~se o valor de (4.3.4) em (4.3.3)
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X = BCL~-8 ) (@M » X + C(@ ) ~ C(1-8 )
nti n I §] 3] |

A ¢ = PCi-8 ) BB ) X o+ B(i~-B ¥ C(B » - C1-8 ) ,.
n+i 3 n n o n n fi

zabe-se gue para watrizes de transigion de estado @(E-0 1808 ) = @1y

r n
entio X w B4y X+ @18 ) C@ )y - S0i-3. 3 , B saﬁa dan segundn e
RS n ) I "
terceira parcela se toraa Hia y = @ ( 4-8 ) ﬁfﬂ ¥ o~ GC 1-8 ) . logo
n ) n n
ESUIEVE-SE X = (¥ ) da seguinte Forma
’ n44 M :
X s @(4) X+ H(B ) (4.2.6).
1t n 1]

A4 matriz de transicio de estado B(B) = exp (AD) segundo O

teorema de Cadley~-Hamilton @{0D) = K T + K @

) i
£ o exp (5 8) =K + 5 K
onde i o i 01

{ , para £ & 8§ adtovalores de A

{ i 2

{

£ exp (5 8) =K + 85 K

{ & o) 7 i
£ exp (S 8) - euxp (5 8)
{ i 2
{ K S e em e e e e H449 A i AT SR S T A A £ e £ £ s e e 1

Das squaghes acima acha-se {4 8 -8

{ i o
£ (4.3.7)
{
¢ S exp(8 8) - 8 exp(8 B8)
{ i 2 P 1
{: ]( G505yt en 2 4 4B v ek RN R S S B J $ S £ e o
{ o 5 — 8
{ i 2

~5
Lh



Acha~se ps atovalores de &

i N C \ 1
[ /N : . L s - IN K| .
& = [ 3 , logo detisI-A} = & . . det [ 1= 0 -
L N o] L N
L& =~/\ 13 £ o g + /N
{5 = @
A . {1
S {8 4+ /") =0 ., . £ AN , aplicando-se sstes valores a
£S5 = =/
{ &
(4.3.7) tem-se gae £ K = §
: { o
{ N\
{ L o= exp(-/\)
{_‘ K [ T
{ 1 N\
{ AN
Dail decorre oueg:
N L AN 1
. _ ' L i e 1 Lo~ exp(-/N)Y L @& VAN .
iy = exp (ABY = 1 L T et i I
L, S AN I A
AN L @ ST A

N AN i
L i 1-gxp(-/\G) 1
pLey = T b (4.3.8)
I . \ J
£ o exp (~-/\8) 1
A expressio (4.3.4) pode entio ser achada, pois
i AN K|
E i I - exp(-/\N) 1
N4y = L j (4.3.9)
L A
L@ exp(-/N\) 1
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H(g } == @B (41 -8 ), L (8 )»~0C (4 -8 )Y , onde

n n n n
=] %}
) " \
L 4 L-gupl /N\N(&-B Y11 L0
LB ) == gxp L~&(E-B ) lhdd = I n 1L
n n [ AY J LN
2 ] L& expl/N\(&-8 331 1 L/\
n
I.
: I f o
N VAN \ 1 EN b \ i
n L /ANLi~eupl/N(4-8 )1 1 AV ~ grpL/N(B - &)}
dd = L n 3 dé = [ 2 n t
C N\ AN 3 W L]
£ /N expl/N(&-B )] 3 i B
@& [N 3] ] k. N iR
E gupl-/N(0 ~ &)!
- n - i
L ]
£\ AN |
. E /N8 ~ 1 + eup(-/8 ) I
-« s G Y = [ 1} n 1 (A4.3.10)
n N \ _ i
i I - sup(~/\B ¥} ]
i n 3
Analogamente acha-se L(4-0 )
n
[N Ay 3
C /NC4-€ ) - 1 + gup{-/\N(4 - & } 1]
Cii-~ 8 ) = L n 1] 3 (4.3.14%
n £ hY 3
L 1 - gxp(-/A"(i - 8 ) 1
[ ' nod

@7

RN NN



k. N\ ]
[ I+ gxp(~/\N(1 -8 ) 1
Bii- 6 ) = [ : n 1 (4.3.1i2)
" N \ ]
. @& exp(-/N(L - 8 ) 1
]

i I

Suhstituwindo~ae (4.3.140), (4.3.11) & (4.43.42) acha-se

EN M hY S i
E 2788 4+ 4~ 2 eup(=-/2(i =~ B ) 1 ~ /N + gup(-/\)
k n n ]
H{g » = [ 1 (4.3.43
3] I \ hY ]
I o4+ 2 puple/N{il - 8 ¥ 1 -~ eup(~/\) i
I ' n 1
A equagio (4.3.4) cujos valores de B(1) e H(B ) sfo dadas por

n

(4.3.9) & (4.3.13), 2 uma equacio recorrente ndo linear 2 implicita.
& fungio de comutscio do sistema € descrita da seguinte Forma
Na FTigura (4.3.2) ten—sg que!.

K . .
e L - o LB(B X + 0 (B) 1y =28 - 4 (4.3.14)

a - n n ] ry

(28 -~ i)a =) & a funglio de dente de serra

{
{
onde £
£ a -~ & a amplitude do sinal dente de serra, positiva € constante
{
{

K ~» € o ganho do contreolador proporcional, positivo
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Ainda & definido o valor de X para o qual acontece o ponto
n

fixvo. A determinagio deste ponto serd importante para se estudar 2
estabilidade do sistema. O ponto fixo ocorre guando X w X o= X ,
' n-+4 n P

Para B8 =8 onde B € a largura do n-ésimo pulso no ponto  duplo
I |§ l:}

ap!ir"rr:?:i i '*H (‘}) & (4-3-14)-

figaim X = @C1)Y X+ H(B ) o L I ~ B0 X = M8 3 (4.3.15)

P P 2 P P

g(Xp , Bp) = K fr — ¢ [@(BP) Xp + C(Op)T 3 + 4 — 28p = @ (4.3.46)
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CARITW.O ¥

Lal3 NO SREH

INTRODUCAQ

Neste capitulo PAsSsSa-58 A ap}icar as teorgmas  desenvolvidos
no caplitulo III para o SPEH. Serfo mostradeos as condigBes suticientes
para @ existéncia de CAOS neste sistema. Inicialmente ¢ conveniente
notar que 0% feorenas para sistemas de controle amostrados n3o Frcadiem
ser diretamente aplicados, uma vex que eles partem de uma planta
linear & um segurador de ordem zero. No caso do SPEM parte-se de  umz
planta nao linear onde =2e faz oma amostragsm natural, com uma fungio
de comutagdo implicita.

Peste modo para estudo do comportamento dinfmico proximo  ao
ponto  Fixo escolhe-se o caminho de se fazer uma linearirzacho em torno
deste  ponto, partinddmse dai para realizar 3 andlise dos autovalores

da equacio & entdo mostrar em que regibes aparecem o LADS.

=+ — RRIGRILIRARE DO EONTD RURLO

Para se esstudar a gstabilidade do ponto fixko lineariza-se o
sigstemna recorrente em torno dele, resultando num sistema recorrente

aLtonomo de segunda ordem: S X w= 8 X (Getai
n+i 31

jee



Para que na proxima etapa do trabalho se aplique o teorema de
Marotto € preciso levantar os pontos onde pelo menos um dos
autovalores do Jacobiano da funclo F(x) sejam ﬁaimres qie 1 em norma.
A existénecia deste intervalo € que possibilita a existéncia
de um poﬁtn fixo expandido & permite a investigacBo se este ¢ um SBR.
 Passa-se B9 examinar as fronteiras de estabilidade & antes
desta ctapn Ffar-se consideracdes a respeito dos autovalores da matriz
A do sistema recorrente linear. FEsta andlise estd feita na tese de
doutorade do prof. Badan LTid & saui serfo extraidas seus principais
reeyltados para se aplicar o teorgma de Marotto.
A linearizagio € +Jeita através da expansio em série de
Tasimr, ande oo desprezados os termos de ordem superior. Inigialmente
se oabtem o tipo de instabilidade qug aparFece alem fronteira para ecte

controladar. Resscreve-se o modelo recorrente.

. - '\
X = FUX Y = B4y X4+ H (B o . 0X = TCANY X+ H(E ) (5.4.2)
e+l n 1 n n+i 3] n

{
¢ .
i N \ ]
{ \ A 1 1 = exp{-/\) 1
C TCANY = € il
£ £ AY 1
{ E @ exp {(-/\} ]
{

ande
£ LN N\ : \ 1
L L-/NC(1— 28 3} + § + exp{-/\)} — 2 exp L-/2N1 — 8 1)1 1
¢ H(BY = [ n n A
{ C AN \ 3
{ L-4 — exp(~/\} + 2 exp L-/N{L - B ) ]
L i n a
{
{
£

E a funcio de comutagio ¢ dada por:

io1



GEX(B ) , 8 3=KLr ~ciB@ )X +CB I+ 4 20 =06 (5.4.9)
n ] - n [} 1] . n

Pode-se reescrever X = FUX Y na forma  1inear P or
’ .n+1i N

aproximagino da expanelo em sdrie de Taglor:

X

B

X 4 B BX 4+ hid ) . 5_9 (S5.1.4) ;
YR P n P . 0

%

e S X e Siﬂ definem wuma vizinhanga &m  forng  do ponte de

N n
gauilibrio P = ( Xi , X2 , 8 ) , sendo pequenas pertubagles en
0 2 P P
torno de P que afetam o desenpenho do processo definidas por:
o
[ X4 =~ X1
VAN £ n B
X m= i i (H.4.59)
N L X2 — Xz 1
i i} p
AN
o R L 1.1.6)
I 2l P

Neste ponto passa-se a desenvolver cada am dogs  termos

componentes de (J3.1.4). Iniciando-se por B 0 que preciss ser escrito
- n N
de forma explicita, was ele € uma fungfo implicita do estado X ¢ 0%
"
fungao de comutacBo B, entdo 8 € EXPresso  pPor aproximnacieo  linear
£

através da relagio:

i o
6{3 = 8 - B = o e LONJG (X, 8 ), X 2 (5.14.7)
n 1} P gf [ [ 3]
>
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{ G 6
{ o] o] R
onde { p 4 8
{ h IR
{ 0
L .-
NGB (X, 8 ) -~ Bradiente de G, aplicade no ponto fixo.
{ [* P

0 prdxime termo a ser analisado ¢ K(B ) gue € definido como o
P

prrimeEiro termo da expansio em Taylor do vetor HB ) no ponto P, logo:
B o

LodH (B )
i i n
[ A P Ak b e i Bt T

_ [ 4 B

k(g ) = E i

=) [
L d4H (83 3
I 2 n

i
[ e s e}

, onde H e M sBo as componentes de HIG )
i L n

i 4 R
. "

P

RS S NI N S0 0 B A O g

&

Assim (5.1.4) pode ser reescrito comno:

Ly Jx b h(B ) JB . .
1] 2] ]

Gy
>
i}
b4
1
>
Hi

C 4 H (8 )
(3 i n
i: Pt e wek e b e it W ( i
£ -.:I '3 ( e
L n a ( 3 8 P
L 1 ( :
L J ~ H (B

)
i- 2 n i
3
1
t
i
1

L X1 - Xi
@iy L n P
r+i i
L X2 - X2

§ 6

x>
i

L L e
+

S
[ <8
N n

Pt Tt T e T e T e T e T i Bt T s P T Y
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[ T e O B |

b &+
P
X
P

X4
in

xe
n

i
k.
L
N

w

1
]
]
1

X1 ir X2 ip

L
£
N
C

1

Ld H (@ 2
Cot W (B )

el

e R B

0

j
Y
i

n

o

|

n

C
[
L
£

o S I T O

LKA

¥

dX1 1

e

13

)]

X4

n
G / do

d 8
E e e et o i o o A e kA

CIdH (8 )

]
= L ALY~
n+i

CLbx

Fe] ™
Lo B B e B B s T e T e T e T e TR |
W
far] Fon I O O e T B 2 |
D -
o T
p— - YR W W s =W n
c |
b Iord i
T i D
TP P
2 m.f.r
H
ol £
T i@ I B
mor D :
i
al o
o,
01 0d i
X i
- i o ! c
I @
] “d
—~ ! PN
= }
o i = 13
— | @ I D
MDD i
o I i
o I i
(IR I S SUN NS

Wt bt L B L L b L
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Chama~se 0 termo entre parenteses de A , entlo a expressio
oo

(5.,1.8) torna-se! d X = ﬁé X (5.1.9). Agura vai s calcular as
n+i i n

der ivadas funcionsis, primeiramente acha-se M3 ) e GLX(B ), 1B 1,

[ | "
CH (3 ¥3 noN AY hY A
MG Y = I 4 n 1 = E=/\ (4-28 Y+iveup (-/\)-2exupl-/\(1-E ¥l
n I. 1 L A ] 1 (H.4019)
e (B ) I AY N i
E 2 n 1l i ' —femexp (- I rRexpl~/N(1-0 )1 3
W 3] 1
e, GEX(B 1,0 1 =K fr — ¢ LOB X + C(B Y13 + 4 - 28 = 0
’ n 7] - n n n n
L ' \ 5 EN \
. . - L 4 d-exp(—~/5\0 YILX4 1 L/58 +exp(-=/\8 )-41i1
W BL¥B y,8 d=K r-Li @1 C n b n i+l " }] i
nooon - \ n [N I & \ I
E @ eHp(~/\B YILX2 1 & —exp (=B il
K n 3 nli §] 1
+ 4 - 28 = &
i}
. — N N ™ .
. WBDx(E 2,8 1 =K {r-LX4 +li-~exp(-/\B X2 +/\B_+axp(w!\@ YL 3ri-283 = @
’ n I n . )} N n n 1
(5.4.44)

Com base em (9.1.1@) & (H5.1.44) calcula~-se as derivadas
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dH '
i N

\

ez 2SN LY - pup /N (L0~ 8 )13
46 n

n
oH

- N\ AN
- 2N eup I~/ (L - 8B 0) ]
5 L

n
46 A | \
e m e B N K L0 - X2 ) exp (O -/NB ) - 4 2
48 ! n

4]

J6 -
———— o K

d Xi

n

J6 - A
mmmmmmm = ~ K L4 ~ exp(-/\ 8 )]

dX2 n

n
E a b 1
Seja uma matriz A do tipe & = { o A matriy A
I " E c d 1 g
definida como o0 jacobiano da funcfo F, onde JX = F( (f-x ). fAssim
n+i n

seus componentes sa0:"
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A4 (B )

N AN
2 /N K Ld - eup (~/\ 7/ 231
i e e 4 ks Bn S R Tt LB e o A1 4408 s 8 i w7258 £ Fbrn £ e e sren et e £
A AY
¢ 2+ SN K tg hi/N 74

N N

\ 2 /N K DL~ exp (~/N /7 203

moq - Exp(m/\) 1 it L0 4102 T 1 4 ARRS ik kA A VAAS A A 4m8 301 88D 1 AR a7 e bt £S04
N \

P o 2 F/NK tg h(/N /4)

o
=

g B ) 1
2 n 16 ]
8 HX1 : N N\
n n : 2 /N K exp (=/N / 2
H

N X\

J46 /4 J8 -
P 2+ /N K kg hi/\ /4)

HH (B 2
2 n d6G
48 Xz
1 n

dG /7 8
n

A N N
N\ 2K exp(-/\/2)W. i-eup(~/\/2)]
i EMp ( .../'\ ) e N s gk e ek IS SHE ALEE 4608 Tk e R LAk iy £ 8 7oy e BH Sb4s bree S e 2has Fom mras mn Firs £ AP
N \
P a2t /N K tg h{/\ 74)

&
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Para seg fazer o estudo da estabilidade do ponto duplo

levanta~se o plano de paramefros dado por traco (A ) % determinante de
_ ¥ )
A . Com o auxilio deste plano define-se a3s regioes dg ocorr®ncias de
n _
antovalores nmaiogres e menores &m 1 &m norma.

Faz—se ent8o P = trago (&4 ) e P = det & , & chega-se as

i i o) ¢

EQEACORS -

AN
P det A4 9= exp (~/\) (H.4.12)
2 "
N N

N 2 /%K L - exp(-/\)

P o= trage (A ) = § + @HP =/ N) o o o i s st s vt 1 e oot (S5.4.43)

i " A A

2 4 /N K tg h{//4)

0 pontoc Fixo ¢é assintoticamente estdvel se as condigBes

abaixo sio satisfeitas

e

P + P + 1 > 9 (S.1.14)

Dom base nestas condigbes o prot. Badan levantou o dominio de
estabilidade do controlador moduiado em largura de paiso proporcicnal.

B Figura (5.1.1) mostra este dominio de sstabilidade.

ieB



lngz;/

A

-

77

Fig (3.1.1)~DomTnio de estabilidade do controlador MLP proporcional

- N\ )
Fora da #rea marcada do grdfico K # /N o ponto fixe &

instdvel, ou seja existem autovalores de A 530 naiores que 1 em norma
F
Este resultado € importante para se aplicar o teorema de Marotto. Esta

serd a prdxima etapa do estudo.

5.2. — APLICACKO DO TEOREMA DE MAROTTO

O teorema (3.2.1) de Marotto mostra as condigBes suficientes

para a existéncia de CADS.

Seja um esquemz multidimencional de primeira ordems

€ X & IR
X = F(X ) r com { K
K+1 K £ n n
€ F# IR —2 IR
{
{ K = @,4,una
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Se =a Ffungho F possui um Snap Back Repeller entio o sistema

acima € cadtico. Possiwir um SBR significa:

(i} A funcio F tem um ponto periodico de periodo igual a 4
chamado ponto fixo.
{ii} A Funcﬁo F & diferenciavel na bola 8 (X ) & X € um ponto
roP P

fixo expandido de F o oem B (X Y, oy seja todos os
I P

antovalorese de DF(X) s30 maiores que 1 &m  NDOrma para

gqualquer X pertencente a B (X ).
rop

(iii) Fate ponto Fixo expandido X 2 um Spnap-back repeller de
[k}

F quando existe um ponto X pertencente a B (X ), dife-
] R
M
rente de X onde aplicando-se F (X )=X com JFCK ) I#G
12 v P 0

para algum M inteiro positivo.

Parte-~se para levanktar estas condigdes suficientes no  SPEH.

Do item anterior tem~se pela eqguaclo (5.1.9) gue X = A Ko, que
| n+i r n
2 .2
& uma funcfo bidimensional gue aplica R -3 R , para K = ¢,1,2, ...

0 ponto fixo encontrado para esta fungio é dado por:

Y
X2 = ~ tg h{/\/4)
P
(J.2.11
N\ b
X4 = r = /\/2 + 2 tg h {(/\/4) , para 8 = 1/2
* )
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Acondiglo (ii) € satisfeita pois com o0 estudo de estabilidade

feito através da lineariza¢Ro mostrada pela Tigura (5.1.1) pode~ge
definir uma bola com centro em X @ raio r onde o8 autovalores do
[#]

Jacobiano sRo maiores que 1 em norma, logo o sistema é instavel e
existe um ponto Fixo expandido.

A condigio (iti) £ mostrada definindo-se a bhola B (X )} e

roop
H
achando um X pertencente 5 ele tal que F (X ) = X e | DF(X Y | # 6.
] ' [} &) ) =]

Nesta etapa faz-se uso de um IBM-4381 para cdlculo das aplicagBes das

transformagies .

b@$gnemge pPrimeiro a fronteira de mudanca de  comportamnento.
Atraveés do prograpa mostrado na figura (5.2.1). Chega-se entio para
N\ -
AN = 3,00 ate o valor de K = 2,44%944 & inequacio (H.1.14) ¢ valida, ou

sejan o ponto fido é estiavel. A& partir deste valor o ponto fixo @&

instavel. Neste ponto os valores sBo:

P = —1,949787
4
P = @, ,049787
E
Xi = @,776297
|D
Xet = ~0,435449
i:.'l
. L 0,77029B1
Refine-se entan a bhola B (x Y de centro 2m X = {0 e
roop [ [~0,463514%]
U, 000t00] N\ -
rain [ 1 . Comp as varidveis de estado e sHo Tungbes de /\ e I,

L¢,¢9001¢9]

hY -
entiEo Fida-se /\ & faz-se K=2,47, o que aarante pelns novos valores de
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P = - 1,650005 e P = 0,049787, que se estar numa regifo instdvel.
i @

Ent3o o ponto fixo X & um ponto fixo expandido.
F

Dentro deste intervalo necessita~se mostrar que existe pelo

menos  um  ponto X # X tal que X (%] B (¢ ) e aplicando~se
o P 0 A

M .
F (X ) =X . Emprega~se para este fim o limites da bola escolhida.

0 P

mﬁ&nvnﬁnﬁ PARG DETERMINAR 06 ANGULOS TE ¢ cnvurnrnu & ESTADDE DO
ﬁ CUNTRHFADU EM WL ‘ b 0% ESTADOS DO

l
- T b b i e e am TR RS MMAT am b sl ek ke ek o mer 4 mmim e B ek o s e s eae o
. TR MG e s om am w R e e

READ (5,10) AL, X1 XP CR,.R
WRITE (& 15) ol xI %30 R
FORMAT (5CiX, Fi0, 635
FORMAT 7 LARBTDA=' Fap.g ' xq4+1 Fip.6, A S
'K_BARRAw',Fit.a,' R=t Fi{n,8) T
EﬁLCUto Dh Pi , Pr . 51, 82
P e LJEXP ALY ~ (PRALACEBXCA~EXP (~AL D)) / (2441 %CRRTAN “
PAT LLEXRL. ¢ TENHCAL 74 )
i PP+ PL o4 4
S2= P2 - pg o4 f
WRITE (6,100) Fi PP 64,80
FORMAT (7 Pi=' FL2.8)7"Ph=1 rin.4, "8I L FI2.5, 0 2= F{2. 4)
rqxru;o DU ESTADD INIr1m
Xi= R_«~ (AL/2.) + PRTANHCAL 74)
X2= -TANHCAL/4) -
WRTTE (7,2000) AL,X4,X2,CR,R
FORMAT (SCAX,Fi2.4)
STOP
END

Fig (9.2.43 — Programa em Fortran para determinaglo dos 1imites de
estabilidade com condigdes iniciais da equagho (5.2.1)
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A tabela (5.2.1) mostra o valor do M mencionado no  paragrato

anterior para os pontos limites do intervalo escolhido.

Tabela S.2.1 - Valores de M para a prova gue X & um SBR
)

Var iavel 1 Variavel 2  Valor de M

Akt nmim dih Bkt £k bk rrm e e wmkm ik ek f e b b bk b b Ak 20Es Sk Sk 4k Pl Bl A AL I Eik Bk dhad b b IR T s s S P FEH SHS EB B S e s e 80 AHE DA AP AR b d s miap SRR A6 b bmn 2B EHR T ek rass reee mrey mem AH

0, 770197 ' -@,4635049 38
G, 774197 ~@, 635249 19
,770397 -@, BLGAQ 131

&,77¢3?7 —&, 635249 43

fs  taebelas de (5.2.2) ald (5.2.9% mostram oz valores que as
M . '
var i dveis assumem até gque F (X ) o= X
] P
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TABELA 5.2.2

~- EVOLUCAD DA EQUACAD X(N+id= F(X(N))

- 00

A

R

P L ATOO00
~Q.430N049

#
L5

K BORRA-

0770197

J.000000

Xi".:

L &MB DA

TNICTIALS

PARAMETROSG
CONDICO

L

“

X

(L)

-
L

X

XKiELT)

INTERGCAD
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TABELA T.2.3 - EVOLUCAD DA EQUACAD X(N+i)= F{X(NJ))

F ARAME TROS L AMRTDA-  3,000000 K RARRA- DLATOO00  Re 5,00
CONDICOES INICIATS Xi= 0.770197 X2= ~0.435249
INTERACAD X4 (1) X ()
0 0.770197 Q. 635247
; 0.77040¢ 0L 635066
2 0.770189 -0, 635029
3 770406 Bl dR506LE
4 LZ704590 -0 635059
5 0. 770405 -9. 625044
4 0.776490 0,435
7 0.770402 -9.63
8 770192 &
% 0.770A04 Q.
1G 0.770192 -§
i1 0. 770A -0
12 Q.770195 0.
13 0.770399 -9
14 6.770197 -0
i 0L770098 o
1 G.770157 -§
§7 0,.770499 -
18 0.770497 -0
59 07705855 0.
20 0.770201 -0}
24 0.770393 - g
2 0.770203 P:
2 0. 770897 -0
23 0.77020% Q4
5 0. 770051 0. 43568
24 0.770207 o,aﬂ; 4.7
27 0.770489 . 6REOR]
28 0.770207 L 6B5R1 4
59 0. 77038¢ ~G . 6a5082
50 0.770210 -0, 635244
31 0.77038¢4 - 0. 635084
3D 0.770214 -§. 635241
34 0.770385 ~0 5 62506 A
3 0.770213 -0.435213
3% 0.776A83 ~0 . LBEOEE
34 0.770213 QL6352
37 0.770402 -0 . 635086
2g 0.776244% -0.63524 4
36 O.7704881 -0.635gRs
40 0.770046 Q. HA5240
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4%, 0.770381 -0 . 635088
44 0.770P47 0. $A5209
47 0770377 01635684
A3 0.770018 0. 635208
49 0.7706370 -0 . 63EE0
50 0.770219 ~Q 35008
g9 0.77047¢6 -0 635050
52 0. 776001 0. 635206
53 G.7700374 -~ Q635691
&4 0.770222 -0 6B520T
5 0.770375 Q0 6AFETD
5 O.77ORDE Q. 635204
57 0.770376 - GREOTA
50 0.770278 -0 LSR5
55 0.770368 ~0 . 6AGOYE
69 0.770%7 Q. 635200
b1 0.770d64 -~ 6A5OGH
b 0.770230 0L EB5£ 00
b3 Q.770364 - Q. 6ATEFE
&4 0.770231 QL 35460
HF 6. 770840 - 0. 6% 00
S 0.770234 0. 635196
&7 0.7700342 ~Qub3ET01
&8 0.770%35 Q635108
69 0. 770359 - 0. 635107
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- EVOLUCAD DA EQUACND X{N+1)= F(X(N))
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.3 - SIMULACHD RIGITAL

Mesta etapa do estudo, mostra-se a existéncia de CAOS no SPEM
aplicando-se o teorema de Li £ Yorike 4 observagio das variaveis de
pstado. A aplicagio do referido teorema ¢ assegurada pelo  teorems
(3.2.2), o qual afirma gque 3¢ um sistema maior & desacoplado em dois
OutFOs MENOFESs & Se em um destes dois menores existe CA0S, entio no
sistema maior também.ncnrr&ré o fendmeno para pequenas pertubacﬁea.

0 objetivo entfio € através da simulacHo digital levantar as
var iaveis de estado mostrando-se CADS atravis de Li € Yorke & Tsvantar
o espaco. de  fase X2 % Xi para chamar 3 atengdo  da presenga de
atratores estranhqs.

Nestsn etapa, para o cdlcoculo de X , USR-S A eqﬁacﬁo (4.3.4),

ti+1
no  sntanto a comutaglo € implicita € ocorre quando a fungio (4.3.14)

atinge o wvalor zero. Para que esta fungBo atinga o valor zero serd

wsado um  método de otimizagfo nBo linear gue a3 anwla. 0 mwétado

escolhido para este trabalho foi o da busca unidimensional por secio

aurea até se ter o intervalo de incerteza desejado, depois parte-se dali
e acha-sg O ﬁngulo de comutacio através do nmétodo de Newton-Raphson.

A0 achar o Angulo de comutacEo entre os instantes i e "i+1i" aplica-se
as equacoes (4.3.6); {(4.3.9) & (4.3.13) chegando-se aos valores de

estado do instante "i+i’.

Como Ja %ni.dito antes o problema visa minimizar uma  funglo
de comutagio G6(E) ( na pratica deseja-se torna~la nuia, o que
obrigatoritamente acontece Y. O valor de 8 para o ﬁual a fun¢io G(8) &
minimizada € o tempo de comutagio do sistema (B = & /7 T). Logo =

fungdo de comutacio ¢ a fungio objetiveo e ela nlo apresenta restricdes

da  forma comd estd concebida. Tem~se ainda que (8 comuts  sewmpre
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quando & {( B { { para cada periodo de comutatﬁo. Assim o intervalo de
incerteza &€ £@,11, onde esta o valor B que minimiza G(8).

A funclo de comutagHo € uma Funcio extritamente qUASE CONVENA
logo o intervalo da incerteza pode ser dimintido avaliando-se 6 em
dois pontos dentro dele, 0O mdtodo da seqfo dures reduy este intervalo

através da razio r

modulo de intervaleo da incerteza depois de v observaghes serem tomadas

lr I et e s i mma A b ik nis b THE B SRS AME Sma mem s Gmi tmm FmE wmE H ] dimd bk mm mms mem s ek Ak S M S e s vk Dl memk mmkk Bt B B EFH dkek rims pem pa1 B+ dmr mims e e mimd dor I mma M M merm mmms Ams gy Lmm pm am ap b
modeLlo dio intervalo da incerteza antes de tomar as observagdes
0 mais eficiente ndtodo de seclo dures 4 aguele =m  gue 2
v~i
F 4 & . T d '3
razao =acima € r = {(0,4618) . Uma infteraciao K do método gue  tem
intervalo de incerteza descrito por La , b 1 acontece de tal forma que
K K

O RProxime intervalo da incerteza sera LB ;o b, s FBOY Y FCu oy ou
) K K 14 K

gerda Loa o, 31 se FMB )Y ¢ Fu e A figura (5.3.1) wostra ests
K 4 4 Y, ¥

interasio.

a i3 1 b
K i K i
) 8 b, iy
K+1 K+1 [£+4 [+
a i3 u b
K+4 K-+1 K+1 -1
Figura {(9.3.4) ~ Intervalo da incerteza para o metodo da se¢io  aurea

na interacio K.



A maneira de se selecionar os pontos B e 0 € a seguinte:

K K
(i} O tamanho do novo intervalo da incerieza nh g a £ dado por
' ' K+1 K44
B =B = @ . Supondo~se que B o= a o+ (1 -8 ) (h o~ a
K K. K K K K K 4
onde @{5{4 , tem-se gue u = a + 3 - a ). . b - = 8(h ~ a )
: K K K ¥ {44 K+14 K K
(ii) Quando H =BT 280 selecionados parz a nova interzgdo o ponto
K+i K+1i
B coincide com B ou entl0 4w coincide com u .
i +14, _ K [K+4 i€

Resume~se o 2 método a seguir pars obtencio do  intervalo da

incerteza e , b 1, dividindo~o em passos!:
€ K

(i) Passo de inicializagio

- K = @

- Escolhe-gse um tamanho final permissivel de incerteza 1 ) @

Farese La , b 3 ser o intervalo inicial de inceriesza.

i i
- B =a +(i~ 8 b - a ) € u=a+ 8 (b -a), para § = Q0,418
i i i i i i i i
-~ Acha~se os valores de G(B ) & G(u )
' i i
~ Faz~se K = 1 2 vai-sg para o Pass0 principal
{i1i) Pagso principal
Passo 4.
- B bh - =& 11 para. f smlucﬁo_étima estd neste intervalo

K K



-8 b ~-a >»1 , entdo € se FB ) Flu ) vd para o passo 2.

i K / { K K
: {
£ se F(B ) { Flu ) vad para o passo 3.
{ K\ K
Passo 2.
_ AN
- Faz-se -1 wm N
K-+14 K
by w3
+4 4
!-; ) l.l
i€ +14 I£
I = a  + 8 (b - & }
K+i {+1 K41 K+4%
~ fAcha-se G(u ) & vai-s€ para o passo 4
{+1 :

Passo 3.

- [Faz-se a = 7
K+4 ¥
v} |
K+1 K
7] = I
{+1 i
B = 7 + (4 -8 ¥y (b - & )
K+4 K+1 K+1i K+g
~ Acha-se G(B ) & vai—se para o passn 4
K+1

~ Passo 4.

- Bubstitui-se K por K+1i 2 volta-se an passo 1.



Obtido o intervalo da incerteza La , b 1, passa—se a Proxima
K K _

ctapa do trabalho que é achar o Angulo de comutagiao (B) dentro dests
intervalo. Para isto usa-sz 0 método ds Newfonmﬂaphson. Este método
FEYUENF PArd AsSEgUIrar sus ConvErgencia que SE CONECE O ProceEsso WM
ponte inicial suficientemente préximne do ponto estaciondrio. Assim &
Feita uma bhusca por secio durea e quande $¢ encontra um intervalo  da
incerteza pequeno o0 hastante aplica-se o metodo de Newton-Raphson para
cada comutacEo.

Fate método consiste de ackar B pela expressio:

i+i
G(S )
. . i '
N I —— (5.3.4)
i+4 i G'(8 )

i
cnde
G'(O) & a derivada da‘$uncﬁa de comuitagio

Encontra o valor de 8 ,aptica~o na funcio de comutacio G(8)
i+i

e veritica se gla tem valor nulo. Nota-se, entretanto, o possibilidade
do sistema Tisico comitar mais de uma vez num determinado periodo, e
isto acontece guando se tem o fendmeno de reticéncias. Para contornar
esta situacio na sinulaglo digital deve-se assegurar da melhor forma
POSSivEl, que © programa pegue o primgiro Angulo de comutacgio.

E precisg para aplicagfo da metodologia agui discutida que a

Funce seja unimodal. No entanto se ocorrer o fenbmeno de reticéncias

eota hipotese nao ¢ valida. Ent&e para contornar o problema divide-se

o intervalto da incertera entre zero & 1L em dez partes iguais. E
siposto gue nestes novos intervalos 3 fungio ssja unimodal, logo
veriTica-se qqual @ primeira comutagdo aue ocorre nos 1@ intervalos.



20
20

00

Ela aparece quando se verifica uma inversfo do sinal da funclo
comutacio, encontrando-se 3 partir dai seu ponto nulo.

D programa computacional esta mostrado na figura (5,.3.2).

TOMC MR m mmiwn R mL R SLRGEE S A ME L R R S s M b emi e b e s g e Mt s e e A e e o

PROGRAMA PARA DETERMINAR 0S5 ANGUIOS DE COMUTAGAD £ 05 EZTADES DO
SFEH CONTROLADG EH ML P

FURSBIET - mmas s E Mol nem s HSHLE M R E SRR R R WML W w sn wn b sibm emem me e A M me B S Ame b e am e e e L

DIMENSTION THI(Q3400) T(OI400) X1T(02400) X2T(01400)

DATA COMP1/.00001/ COMP2/., 0008001/

READ (5,10) AL, X1T18) ,X8T(0),CR,R

WREITE (&,15)

WRITE (4,00)

WRITE (6,25) AL CB R

WRITE ¢6.30) Xif(0} xor1(0)

FORMAT - (501X, Fe2,56))

FORMAT €7/, TRELL & o = EVOLUCAD DA EQUACAD X(N4Id= FN(NY)')
rORMAT ' eTABELA + EVOLUCAD DA EQUACAD X(Nr{)= Fex(MY)*)
 FORHAT 562,;)Phrﬁﬁtrhu LAMBIDA=" F10.6," I BARRA- ' FiP. 4,
! T;l,l::. n

FORMAT ¢/, CONDICONS INTCTATS Xie !, FE0.6,5%, 'X2=1 Fi0.6)

CﬁlPUiO DO ANGULD DE LﬁﬁU?ﬁChD

s pree B mm n m amib ae b M ks e e pe e a8 e B T T T

PO 5000 I= 00,4200

Xi= XiI(F)

Xet= X2T (L)

CAbL BUGSA (AL X4, X2,.CR,R,T)

APLICACAD DU METORO DE NEWTON- RAPHOON
DO 06 J- 60 100

ERe R X4~ C8-EXP (=OL 2T (D) XD~ CAL T (I I ~FXP (=L KT () ) 44
5% (CBRER) #4mCART (1))

BL = - ALAEXP (- AL T (Y I RCBR (XD~ 1)~ (AL RCB+D)

TCAra)s TCJ) - /00

IF (&RS(B) L F.COMPEY 60 TO 700

Ex (TCIEAI-TCIT) /7 (TCJ+1)+T(JI))

IF (ABS(E) LGT,.COMPD) GO TO 8OO

TMA(T)= T{J+1)

GO TO 1000

EONT ENISE

FQIPUID DB PRUXlHG E?TQDD

TOTUTTIN M oA MMl T MG M e WL WU e M memm n kW e amin em e e e b W W v e W 4 4 R em oaen . J—

CALL ESTAD (AL, X5, X2, TME, 1)
XTiT(T+4)= X4

X2T{I+§)= XD

M= T4 _ _

IF (I.EQ.Q.0R.I.E6.70) GO TO 1200

TF (I1.EQ.140.0R.T.EQ.210) G TO 1200

TF (I.EQ.3%0) G0 TO 41700

GO TO {230

WRETE (6, 41250)

FORMAT (XM /7 4%, 'INTERACAD' 06X, 'XE<I) ', 42X, "X2(IY", /)
WRITE ¢6,1800) T, X4TC¢I), XP1 (1S

FORMAT (34X, I3,06X,F10.6.6X,F10.6)

CONTINUE

g7 0P

END

SUBROTINA QUE CALCULA O INTERVALD ba INFERTEZA £ DA B Ul AR Sh
ANGULO D COMUTACAD "INICTAL, TARA AFL TEACAD DI NFWTON- RAPHSON

L R R L - T LR [ s v emrmr ey -a T

SURROUTINE BUSA (AL X3, X2, CH_R,T)
DTMENSTON ﬁ(0"40 0).B (0 108 ALAM(O:400) SAMTCO2400) , T(O400)
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Em seguida sio levantadas situagBes onde o comportamento do

I

sistema € estavel e onde ocorre o CAOS. As tabelas (5.3.1) a (5.3.5)
chamam =a atengBo deste processo, e para a tabela (5.3.4) s3o
levantados 499 pontos que mostram a condig8o de CAQS do sistema e
o5 pontos da interacfo 100 até a intersclSo 256 t8m plokadas SILa% duas

valr idveis de sstado, Xi 2 X2 & o0 plane de fase X2 = Xi

C J L 1k 3L Y \ N D
X1 J i SN T EXE T 28 wi-2expl /NGB Y- SN\reup (- ]
L n+id 0L Ldeewpl-/3 10 nlf n n 1
x = 1=( 1E +E . 1
n+i S S 3 C N Nd
I A2 JLe exp (- N1 [X2 3 [ trexpl~/N0i-8 1. ~expl{-/\}]
L n+il [ 31 n3d L n 3
(5.3.1)

A '¥igura (5.3.2) mostra o comportanento da  varidvel 4
i ) s

enquanto que a figwa (G.3.4) mostra o comportamento da varidgvel 2, e

a Figura (5.3.5) mostra o plano de fasze %2 % X4 .

Aplicando~se o teorema de Li e York tem—-se  uma fungio
) &1 = FLXL1 ) aque aplica TIIR —)IR com X1 E IR , sendo £ uma fungio
n+i l N
3 2
cont inua, existe um ponto X tal qgue 3 relagBo F (X4 Y4X4 (F(X1 Y(F (X1 )
o O N D o (]

2 mant ida .
0 ponto X & o ponto de interagfo numero 203 na tabela 5.3.5%
0

e gle estd mostrado na fFigura (5.3.3).
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Parte-se agora para verificar a existéncia do CAOS impar.

Seja a fungHo F continua existe um valor X mostrado na tabela (5.3.5)
' C
5
que corresponde 3 interagHo ndmero 151 onde a relagio F (X )¢X ¢ F X
C c C

¢ vAlida. Logo aplicando o teorema (3.1.2) tem-se Ggue n o= 5 & K = 5

provando-se a exist@ncia do CADS fmpar. A Figura (5.3.3) ilustra a

prescnea do CATS {mpar.
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TABELA

— EVOLUCAO DA EQUACAD X(N+i)= F{X{(N))

Re 4,00
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2.4 - SIMULACAQ ANALQGICA

Para se ganhar maior conhecimento da dinfmica do sistema e
para  levantar e plotar um grande ndimero de situagBes cadticas fol
féito neste esstudo 2 simlacio analdgica de SPEM cmﬁtrmlada por  MLP.
Com estas sinulagBes pode-se aplicar raciocinio andlogo ao do item 5.3
= mostrar 8 existéncia de CADS,.

Nog itens .2 & 5.3 o objetivo deste trabalho foi mostrar as
condigtes suficientes da existéncia de CADS aplicando-se teoremas
diferentes. Neste item se quer jluctrar o comportamento do  sistema,
para varios pontos onde surge o fendmeno.

A Figura (G.4.4) mostra o programa analdgico veado parn A
simuiagio. Na saida do integrador 12 estd o varidvel X1 Qe BEICE
observada ns saida. Para que o pragréma analdgico funciocns & precisoc
que seja feito um escalonamgnte das wvaridveis em funcio dnﬁ valores

mAximos das variidveis.

Var iavel Valor Maximo
0s valores normalizados
Xz X :
m - 830 portanto dados,
X4 Xi por exemplo, através de
m
X2 = X2 7 X2
& b5 3 . m
[\ |1
¥ ¥
m
m W
m



X1

12

Q19

R/T

FF

04

p

Y

+1




e acordo com o programa mostrado anteriormente tem-se:

senader 246

. L r 2 L X1 7/ J L g 4 3 .
- 4+ X1 o= @ T M B /XY I =6k /X1 3. Xa ~ »
" m L v ] ml m] L m m
fi1
- X1 -
W _ fil . n
N T e X wmog (5.4.1)
X1 n n Ir X4 X1 3] n r
m n n m h
r
m
Potencibmetro @b =—=—) =---— = cgeficiente de r
X4 n
m .
Potencidmwetro 15 ~—-) & = coeficiente de X4
: n

Sompdor @7

Ke +v=m, onde v ¢ o dente de serrz, saida do intedrador @2, logo

I}'

C & 1 K
E ¢ 1 om0 . m i _
KXi Le=—=T + v & [=~=-=v=7 | e ekl T e Ly o= (5.4.2
m L X1 Lom ] [} m g m ry
£ m 1 At n n m

1466




Potenciometro @7 ——) —wmw = cpeficiente de v

KX4
it
Potencidmetro 88 ==} —cveew = coeticiente de e
) r
m n

Pode-se ainda caso seja necessario ou conveniente fazer o gacalanento

o valor de v fazendo-se:

X1
m ] L v .

——omee + o e Lo ) = o , puis o maximo valor do dente

It r it Loa 1 1 )

I £ m de serra € a sua amplitude

logo:
A W

Potenc idmetro @7 ~~) —-——— = coeficiente de v = ———

i LK a
m ’

Deve-se para guardar a cogréncia normalizar os valores envolvidos no
dente de serra  para que dele saia a fungBo [v/al e gue chega na

entrada do potencidmetro ¢7.
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Intearador 1¢

\ AN X2 » \ N\ L X2 1 d L X2 1 .
SN o INKR e VAN WENAY ¢ o= = A2 e Pttt R
dt mo L oX2 1 m dt L X2 13
m M
‘\ .
N h N o
T R N & i I ¢~ (5.4.3)
Xd " dt n
m
N : \
) AN N
Potencidmetro 10 ~—) = = coeticiente de h & ~weecm———— 403
Xz ' e . X2
m m
N\
N AN .
Potencidmetro 12 —-3) /N = -~ | {40} = coeficiente de XD
io n

Intearadeor 12

£ 3
. dX4 AY - o £ X1 3 A L X2 1 . d
Cmmmmm m UNKR L L KL mmmm e 3 m o /N XR L D] .y e X4 ] =
dt mo oot T X1 1 Y] . X2 1 dt ¥}
P ' it : it

FAY o=

= e [X2 (5.4.4)

162



INXE

m

—— ) —

toeficiente de X2

« (1@) =

xe

Potenciometro ii

i

m

1e Xi

X1

m

1 1]

o

Conclue-sg #ntao que:

valor

ampl iador

Potenciometro |

gascalado

OQoegracional

X1

I

Q4

A&

[H]

m /

S om

&7

&7

s

/

K X1

o8

A7

19

19

AL

S o1

PR ¢

i1

i

m /S

12

ie

15

25

oQ

11

ud

&1

¢

gt

A

'3

Hipoteses assumidas

aiEfrira.

escalanento no dente de

Faz—-ge

@,

@
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Para realizar o escalamento assume-se 05 seguintes wvalores

WA oS

m m n hi 11

Com cates valores maximos s%o feitas simulagbes ohde foram
selecionada  algumas, que (lustram o comportamento cadtico do sistema.
Para se colocar as  condigdes iniciais nfo ninlas oiiliza-se o
potencimetro 19 para as condi¢fBes iniciais de X4 & o potencifmetro 0

para as condighes iniciais de X2.
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- Fig

(5.4.2)

Simulagdo analdgica X1 x t pare X:4,44 K=5,50
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"Fig (54.3)
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Simulagio onaldgica X1 x t pare A= 4,44 e K=5,60
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~Fig (5.4.4)

Simulagdo analdgica X)x1t parn

167

— e | ———

MN=4,44 ¢ K=5,80
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Fig (5.4.5) Simulagdo anofdgica X1xt para A=4,44 @ mnmA.OQ.
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Simulagdo onalégica X1x1t para X=4,44 o K=7,00
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CARITULD VI

CONCLUSOES

Nesta etapa do trabalho recoloca~se 0% principais pontos
ﬁhurdados a0 longo de toda a tese © procura-se indicar  caminhos  por
onde se pode prosseguir a investigagho destes Tendnenos.

Imnicialmente chama-se a atenglo para a universzlidade do
Fendmeno CADSB, eszte conceito tem aplicagio em vAr 103 canpos diterentes
ta cifncia. Pode se confundir este tipo de camportamento_ﬁum L gFro
experimenta]l na amnostragem ou na medigfo od com um ruido estocdstico
simpies. NO entanfn 0 que pcorre & que aistemas de equacdes dinfmicas
simples sBo levados a solugdes de comportanento complicado.

Existem outros fendmenos que podem modificar a dinﬁmica das
s0lugOes dos sistemas, entre eles destacam—se hifurcagdes, CFige @
eﬁtincﬁm. 0 fendmeno de bifurcagfo pode coexistir com o CADS, nfo
sendo NECESSArio R SHa PIresenga  para gue ele ocorra. fA bifurcagio de
duplicacdo de periodo usualmente desemboca num processo cadtico. O
fendmeno de crise também pode coexistir com o CADS e woditica
subitamente o comportamnenteo aleatorio do sistema recolocando-o Auma
dinﬁmi;a estdavel que evoluird para o CADS. A extingio observada na
biolongia zera = varidavel de estado quando esta pPara exist ir depende
que  sum interagio anterior, seja tiferente de zero. Todos estes
fenbmenos ocorrem com @ noditicacRo dos valores de parfinetros dos
sistemas provocado, usualmente, por forgas externas, e dependem também

da condigdes iniciais.
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Neste estudo analisou-se equacdes do tipo X F(X ¥, ¢
' t+1 t
ievantou-se as condigOss suficientes para a existincia de CANS no

3] _ :
gapagco IR (com n= 1,2, veute Também foram levantadas as condigOes

&

au?ic{ent&g paira sistemas em IR ndo  lineares amostrados, O
real imentagio de estado ou realimentacio de  saida. No espago (R
(assumidas . as hipdteses pertinentes 20 estudo) ¢ existéncia  de  om
ponto  com periodo 3 oy a ver ificacio da inequasio do teorems  (S.1.1)
agsegurs B existdncia de CADSE ¢ este ¢ fmpar para uma funcfo cont inus
e sel dominio e conhecidos alguns pontos do sistema onde 3 inequacio

. : : 1
do teorema (2.1.2) & wvidlida. No espago R aplica-se o3 teoremas de

Marotto ¢ verifica-se a existéncia do SBR que ¢ ouma condicio
suficiente para A existéncia de CADE, e guando o sistems & complicado
deéacuplawo, estudando o fenfmeno no menor que & vilido para btoda  en
condigBes de pequenas pertubagles,

Comu- exemplo  aplicou-se o teorema de Marotto € o de Li e
Yorke para ZPEH controlado por Mi.P gue tem ums plants nEo linear, onde
5E ?az .uma amostragem natural atraves de uma eguagio de comnutacio
implicita. Mostrou-se a existéncia do CADS (mpar, do CADS. Chegou-ss a
exemplos de comportamento cadtico através de simulagHes digitals @

analdgicas.
' No estudo de bifurcacio levantou-se as equagfes gerais para

aS regiﬁe% ande éparecem as de Hopt, Fold & de duplicagBo de periodo,
para sistemas amostrados cuja funglo de real imentagfo de saida f(y) &
ndo linear ou continua e linear por partes.

Os fendmenos ftratados aqui apareCem nos sistemnas pela

modificagio de pardmetros. Estes sistemas Podem ser mofores con
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modelamentos matemsticos semelhantes an do SPEH controlado por  MLP
auancdo se fax a aproximacio de 5&9unQa ordem para ele, ou
servomnecanisnos de um rdbo, ou qualguer sistema de controle amngstrado.
Pode-se definir regites onde estes fenfmenos, n%o ocorram. Portanto,
sistenas contrﬁladns por chaveamento, sistemas de controle amostfados
e <sistemas de controle digitais ousg combinam nfo  1linesridade com
discretizagio, 230 aiﬁteméz anplamente wesados ewm Controle moderno e

poden ser modelados por X = F(X ) e apresentam CAO0S Para alaguns
le+d K

valores de parfimetros. N entanto €  importante salientar qgue
nodelanento para gimuiactes gque nio retratem o sistemns com snat idio,
envelhecimento dos componentes ol Lnugancas significativas em condigBes
ambientaiz podem farer om gque os sistemas Lrabalhen com wvalores de
parametros que condurem & este tipo de instabilidade.

0 CAOS pode ser notado através de atratores estrankos no
plang de fase das varidveis de estado. Fstes atratores tém existéncia
comprovada através  de simulagdes nundricas ou  exper imentos fFisicos
diretos, mas sabe-se PoLCo 3 respeito de sun oOr igem, sua estriutura e o
nmode  como evoluem. Este & portanto um dos possiveis caminhos Para se
prossegilir no setudo de CAQs,

Os fendmenons de extingfo ¢ crise foram @aqui Citados, o
Primeiro num exemplo & o segundo de forma maia.g&ral. Pode~se estudar
as condigbes suficientes da existéncia deles pars sis2tenas recorrentes
de uma  forma geral, bem Cono para sistemas amostrados aplicados =
varias formas de acionamento eléfrico.

Para se egstudar as cmndicﬁes alobais de estabilidade &
precisn  empregar a teoria da grgodigidade sendo este estudo outro

caminho para s continuar este ecaetudo.
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