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Estimação Ótima de Velocidade em Radar ArcSAR
com Alvo Distribúıdo
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Resumo

Este trabalho propõe um estimador ótimo de velocidade utilizando a matriz de co-

variância da função de máxima verossimilhança para radares de abertura sintética

(SAR) com geometria circular, denominados ArcSAR, com alvos distribúıdos mó-

veis. Radares ArcSAR podem ser utilizados em aplicações meteorológicas na detec-

ção de nuvens, que são modeladas como alvos distribúıdos por refletirem diversos

ecos. Este tipo de alvo apresenta algumas dificuldades na estimação de parâmetros

por ter seu espectro não simétrico, fazendo o receptor ter um somatório de sinais

refletidos. Além desse problema há ainda o rúıdo que descaracteriza o espectro do

sinal recebido e outras complicações que os alvos móveis originam, como mudanças

na informação de fase do sinal. Devido à forma de operação do ArcSAR, é necessário

estimar a velocidade do alvo de forma precisa para saber a localização geográfica.

A estimação do método proposto apresenta o menor erro e a maior precisão dentre

os métodos já existentes na literatura. A sua eficiência é comprovada por meio de

simulações.

Palavras-chave: ArcSAR. Detecção de alvos distribúıdos móveis. Estimação de ve-

locidade. Processamento de sinais de radar.
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Abstract

This work proposes an optimal velocity estimator, using maximum likelihood cova-

riance matrix, for synthetic aperture radars (SAR) with circular geometry, called

ArcSAR, with mobiles distributed targets. ArcSAR radars can be used in meteo-

rological applications for detecting clouds, which are modeled as distributed targets

due several echo reflections. This kind of target presents some parameters estima-

tion difficulties, because its spectrum is non symmetrical, causing a sum of reflected

signals over the receptor. Besides this problem, the noise corrupts the received sig-

nal spectrum and there are other complications that mobile targets introduce, like

changes at the signal phase information. Due ArcSAR operation, it is necessary a

good accuracy on target velocity estimation to know its geographic location. The

proposed method estimation presents the lowest error and the best accuracy among

the existent methods in the literature. Its accuracy is proven by simulations.

Key-words: ArcSAR. Distributed mobile targets detection. Radar signal processing.

Velocity estimation.
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5.3 Precisão do Método Proposto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.4 Comparação Para Diferentes Sigmas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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sinal recebido de um alvo distribúıdo para velocidade de 0 m/s, frequência de
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Lista de Acrônimos e Notação

SAR Synthetic Aperture Radar (Radar de Abertura Sintética)
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✓ ângulo de incidência do sinal
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Ai variável aleatória com distribuição Rayleigh
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xxiii



Xn amostragem aleatória com n variáveis
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dk distância do alvo à antena
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✓k ângulo entre rk e o eixo y positivo
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Capı́tulo 1
Introdução Geral

Este caṕıtulo apresenta um breve histórico da criação dos radares e como eles foram modifi-

cados de acordo com o avanço tecnológico para atender diversas aplicações. São descritos desde

os primeiros radares mais simples até chegar nos radares SAR e ArcSAR, que serão tratados

neste trabalho, bem como a aplicação meteorológica que os envolvem. São apresentados os ob-

jetivos principais e a proposta de trabalho com suas devidas contribuições. Ao final, é mostrada

a estrutura do trabalho e como estão divididos os caṕıtulos com um breve resumo de cada um.

1.1 Radares

Os radares foram inicialmente criados com fins militares para detectar alvos como aviões,

navios e transportes terrestres. Porém, com o avanço da tecnologia na área de antenas, rádio

frequência e processamento de sinais, os radares ganharam novas aplicações como, por exemplo,

o mapeamento terrestre, localização de queimadas e aplicações meteorológicas na detecção de

nuvens, chuvas, tornados, dentre outros.

Os primeiros radares determinavam a distância de um alvo utilizando apenas a informação de

atraso temporal do sinal enviado com antenas diretivas. Pouco tempo depois, o efeito Doppler

começou a ser usado para discriminar alvos móveis de alvos estáticos e medir a velocidade. Foi

descoberto também que o deslocamento em frequência do sinal recebido causado pelo efeito

Doppler poderia ser utilizado para obter um aumento na resolução. Com este último conceito

foi visto que é posśıvel criar uma imagem de boa resolução utilizando o radar. O método foi

nomeado como radar de abertura sintética (SAR - Synthetic Aperture Radar), se referindo ao

efeito equivalente de um arranjo de antenas com um número muito grande de elementos [1].

O radar SAR é utilizado tanto em plaataformas aéreas como orbitais e é capaz de produzir

imagens com alta resolução após o processamento dos dados recebidos. Em uma arquitetura

monoestática padrão, o sistema é composto por uma plataforma que possui apenas uma an-

tena que é utilizada tanto na transmissão quanto na recepção do sinal [2], [3] e [4]. Quando

a plataforma passa por uma área, a antena transmite uma série de pulsos eletromagnéticos.

Quando um pulso atinge um objeto, ocorre o efeito de eco do sinal, ou seja, o sinal atinge o

objeto e é refletido de volta. Parte dessa radiação refletida é recebida pela antena na plataforma

[5]. Existem outros tipos de configuração, como o SAR biestático, onde uma antena é utilizada

1



Caṕıtulo 1. Introdução Geral 2

apenas para transmissão e outra apenas para recepção. Este trabalho foca no caso dos radares

monoestáticos, embora os resultados possam ser generalisados para outros tipos de sistemas.

Analogamente ao radar SAR, existe o radar ArcSAR, que é um sistema que utiliza o mesmo

conceito de radar SAR linear, porém em uma geometria circular. Ele consiste de uma antena

que gira em torno de um eixo central fixo [6], [7], [8] e [9]. Ao rotacionar, a antena transmite

uma sequência de pulsos eletromagnéticos. Esta mesma antena recebe os sinais de ecos refletidos

pelos alvos, que são processados para se extrair as informações de interesse. Seu funcionamento

será detalhado nos caṕıtulos seguintes.

1.2 Objetivos e Proposta do Trabalho

O principal objetivo da utilização do ArcSAR neste trabalho é uma nova aplicação deste

radar na área de meteorologia. Este radar será utilizado para detectar a aproximação de nuvens

a uma região de interesse.

Para o correto funcionamento desse radar na detecção da nuvem, é necessário estimar a

velocidade desta a partir do sinal refletido. Pela forma de operação do ArcSAR, a velocidade

é necessária para determinar a posição da nuvem. Desta forma, a precisão na detecção da

velocidade é fundamental para as aplicações meteorológicas.

Uma das dificuldades em se estimar a velocidade das nuvens no processamento dos dados

brutos se dá pelo fato de as nuvens serem alvos distribúıdos. Este tipo de alvo reflete o sinal

em diversos pontos, gerando um somatório de sinais mesmo ao se enviar apenas um pulso na

transmissão. Isto faz com que o espectro do sinal, ou somatório de sinais refletidos, que chega

ao receptor seja assimétrico, dificultando a detecção do parâmetro velocidade.

Há alguns métodos para a estimação da velocidade em radares SAR que podem ser adaptados

para a estimação da velocidade em radares ArcSAR. Cada método tem suas caracteŕısticas

peculiares de acordo com sua abordagem. Alguns métodos são baseados na energia do sinal,

enquanto que outros utilizam a informação contida na fase do sinal, por exemplo. As diferentes

abordagens geram diferentes resultados em termos de precisão, porém não existe um método

que consiga estimar a velocidade do sinal de forma ótima.

Em [1], há uma abordagem baseada na magnitude do sinal, onde o espectro de potência é

considerado simétrico em torno da frequência central. A velocidade é estimada pela divisão do

espectro no ponto onde a simetria ocorre. Já em [10] apresenta-se um algoritmo baseado na fase

do sinal complexo recebido pelo radar. Estes métodos serão utlizados para comparação neste

trabalho.

A contribuição deste trabalho é o desenvolvimento de um detector ótimo baseado na máxima

verossimilhança (ML -maximum likelihood) para estimação da velocidade de um alvo distribúıdo

em sistemas ArcSAR. A matriz Σ da função de máxima verossimilhança é utilizada no algoritmo

elaborado para se obter o resultado ótimo, como será demonstrado posteriormente. Desta forma,

a matriz teórica é determinada de forma anaĺıtica para se aplicar o método desenvolvido.
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1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho está dividido da seguinte forma:

• Caṕıtulo 1 - São apresentadas a introdução geral do tema principal, a contextualização

do assunto de radares a ser abordado e as motivações iniciais para o desenvolvimento do

trabalho.

• Caṕıtulo 2 - É feita uma análise geral do funcionamento básico do radar SAR e são mostra-

dos os principais conceitos deste tipo de radar, tanto na transmissão quanto na recepção

do sinal. É destacado o efeito do arranjo de antenas, que é utilizado na sintetização de

antenas por este radar. Em seguida, é feita a definição de alvos pontuais e alvos distribúı-

dos. Por fim, é mostrada a forma de operação do radar ArcSAR e a formulação teórica

do sinal por ele recebido.

• Caṕıtulo 3 - São mostrados, de forma geral, os conceitos básicos de probabilidade e estat́ıs-

tica na estimação de parâmetros para apresentar o estimador de Máxima Verossimilhança.

Por último, é apresentado o Teorema Central do Limite.

• Caṕıtulo 4 - É mostrada uma forma alternativa para o cálculo do centroide Doppler para

provar a relação da velocidade do alvo com o deslocamento do espectro. Apresenta-se o

método da Correlação na Frequência, o método da Energia e o método de Madsen para

serem comparados posteriormente. Em seguida, é apresentada a modelagem matemática

do método proposto neste trabalho, bem como um exemplo numérico e o diagrama de

blocos geral.

• Caṕıtulo 5 - São apresentados os resultados e discussões das simulações que comparam o

método proposto com os outros métodos descritos anteriormente.

• Caṕıtulo 6 - São dispostas as conclusões e as considerações finais do trabalho.

1.4 Resumo do Caṕıtulo

Este caṕıtulo mostrou um pequeno resumo geral do desenvolvimento dos radares e como eles

avançaram de forma a se obter novas aplicações, não só para fins militares, mas como também

para diversas outras finalidades, especialmente na área de meteorologia, que será abordado

neste trabalho. Introduziu os conceitos básicos do radar SAR e do radar ArcSAR, bem como

seu objetivo na sua utilização. Apresentou, ainda, a contribuição principal deste trabalho na

estimação ótima de velocidade com o estimador de máxima verossimilhança. Por último, mostra

a estrutura geral do trabalho e os temas a serem abordados em cada caṕıtulo.



Capı́tulo 2
Radares SAR e ArcSAR

Este caṕıtulo apresenta a estrutura geral de um radar comum para que possa ser introduzido

o funcionamento básico do SAR. Este tipo de radar tem uma complexidade maior que os radares

comuns, necessitando de um processamento de sinais pela sua forma de operação para se obter

a precisão desejada. É mostrado o conceito de arranjo de antenas e como este é aplicado no

SAR para sintetizar uma antena com uma determinada abertura.

É ilustrada a diferença de alvos pontuais e alvos distribúıdos, pois cada um possui suas

caracteŕısticas particulares para o cálculo anaĺıtico da equação do sinal recebido. Por fim, é

mostrado geometricamente o funcionamento do radar ArcSAR e o sinal recebido por ele em

condições ideais, bem como uma análise da influência do rúıdo no espectro do sinal.

2.1 Radar Convencional

O radar convencional é uma estrutura constitúıda por uma antena, um transmissor, um

receptor, um switch, uma memória e um processador. O transmissor gera ondas eletromagnéticas

com alta potência. O switch direciona o pulso transmitido para a antena e o eco recebido

pela antena, para o receptor. O receptor demodula e digitaliza o sinal analógico recebido e o

armazena na memória para posterior processamento. Após passar pelo processador, os dados

são mostrados em um display. A Figura 2.1 ilustra o diagrama de blocos do radar.

2.2 Radar SAR

O SAR é um radar que normalmente opera na banda de microondas, a qual tem excelentes

propriedades e potenciais aplicações [12]. Existem várias dificulades na geração de uma imagem

SAR como a informação de fase do sinal [13] [14] [15] e erros no sinal recebido pelo radar devido

às propriedades f́ısicas dos refletores [16] [17] [18]. Apesar dessas e outras complicações, existem

boas técnicas na construção das imagens SAR que podem prover uma boa detecção e garantir

um bom desempenho do SAR [19].

Para entendimento dos aspectos abordados neste trabalho é necessário entender como é

estruturado o radar SAR e o funcionamento da abertura sintética, ou abertura simulada, do

4
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no diagrama de irradiação para diferentes arranjos. A Figura 2.3a ilustra o diagrama para um

arranjo que possui 5 elementos, a Figura 2.3b para um arranjo que possui 10 elementos, a Figura

2.3c para um arranjo que possui 20 elementos e a Figura 2.3d para um arranjo que possui 50

elementos. É posśıvel observar claramente que com o aumento do número de elementos há

um aumento da diretividade da antena resultante. No caso do SAR essa diretividade é obtida

apenas depois do processamento dos dados, pois o arranjo de antenas é formado após a aquisição

de todos os dados e posterior processamento de forma a simular os elementos da antena.

(a) Arranjo com 5 elementos. (b) Arranjo com 10 elementos.

(c) Arranjo com 20 elementos. (d) Arranjo com 50 elementos.

Figura 2.3: Diagrama de antena normalizado resultante do arranjo com 5, 10, 20 e 50 elementos
de antena nas Figuras 2.3a, 2.3b 2.3c e 2.3d, respectivamente.

2.2.4 Geometria do Radar SAR

A Figura 2.4 ilustra a geometria do radar SAR montado em uma plataforma que pode ser

aérea ou orbital, com velocidade v. A abertura f́ısica da antena do radar tem largura Wa e

comprimento l. O radar gera pulsos de largura ⌧p que iluminam uma faixa (swath) de largura

Wg. O ângulo ✓V é o espalhamento angular na direção de range e é determinado pela largura

da antena e pelo comprimento de onda (�) do sinal transmitido. Essa relação é definida da

seguinte forma:
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⇢r =
c⌧p

2 sin(✓)
(2.5)

onde c é a velocidade da luz.

Para o SAR, com processamento do sinal eco, essa resolução é dada por:

⇢r >
c

2∆'
(2.6)

onde ∆' é a banda espectral do sinal transmitido.

A resolução em azimute é a distância mı́nima na direção paralela ao movimento da plataforma

na qual dois alvos podem ser iluminados separadamente. Esta resolução depende da abertura

da antena e é definida por [11]:

⇢a = R✓H =
R�

l
(2.7)

O processamento do SAR é feito utilizando o efeito Doppler do sinal de eco [20]. Para a

abertura sintética, é demonstrado em [11] que:

⇢a >
l

2
(2.8)

Portanto, a melhor resolução em azimute posśıvel para o radar de abertura sintética será

quando:

⇢a =
l

2
(2.9)

Na elaboração de um projeto de um radar, deseja-se o menor custo na construção que atenda

ao requisito mı́nimo exigido. Por exemplo, uma aplicação na qual deseja-se uma precisão de 1

metro tem um custo diferente de um radar com precisão de 10 metros. Seria um desperd́ıcio de

recursos utilizar o radar com precisão de 1 metro na aplicação que exige 10 metros de precisão.

Por isso, existem diversos fatores e parâmetros que podem ser escolhidos na elaboração de um

projeto de radar SAR, tais como: frequência de transmissão, modulação, resolução espacial,

PRF, antena, dentre outros.

2.3 Radar ArcSAR

O radar ArcSAR é uma modificação do radar SAR linear que opera em uma geometria

circular, porém utiliza os mesmos conceitos e formulações do radar SAR linear com algumas

adaptações devido à sua geometria. Apesar de suas semelhanças e conceitos similares, o radar

ArcSAR possui uma estrutura diferente tendo, portanto, aplicações diferentes, como a utilizada

neste trabalho em uma aplicação meteorológica na detecção de nuvens. O radar SAR é mais

utilizado para mapeamento terrestre, deteção de queimadas, desmatamentos, etc.

Serão tratados basicamente dois tipos de alvo: alvo pontual e alvo distribúıdo. Os alvos

pontuais são mais simples e ajudam na formulação matemática inicial da análise do ArcSAR.

Os alvos distribúıdos já possuem uma complexidade maior, por se tratarem de um conjunto



Caṕıtulo 2. Radares SAR e ArcSAR 10

de pontos distribúıdos aleatoriamente formando uma estutura não uniforme que pode refletir o

sinal em diversas direções. O alvo distribúıdo é utilizado para modelar nuvens, dado o enorme

número de part́ıculas que formam a mesma.

2.3.1 Alvo Pontual

Um alvo pontual é um alvo de dimensão pontual que é idealmente criado para análises fun-

damentais na modelagem de radares para determinação, por exemplo, da função espalhamento

pontual ou resposta impulsiva do Sistema Radar. Seus resultados podem ser estendidos para

outros tipos de alvos de interesse. A Figura 2.5 ilustra um radar ArcSAR enviando um sinal de

pulso para detectar um alvo pontual que, por sua vez, reflete este sinal gerando um único sinal

de eco na recepção do radar.

Figura 2.5: Alvo Pontual.

A antena receptora do radar detecta o sinal eco que, em condições ideais, deve ser exatamente

o mesmo sinal enviado diferindo apenas de uma diferença de fase. Porém, na prática, existem

diversos fatores que podem degradar o sinal recebido, como o rúıdo e o desvanecimento.

2.3.2 Alvo Distribúıdo

Alvos distribúıdos são alvos encontrados em cenas reais que tem uma dimensão não pontual

de modo que o sinal eco é composto pela interferência das múltiplas reflexões que ocorrem na

extensão do alvo.

Uma nuvem é um exemplo de alvo distribúıdo pois é formada por diversas part́ıculas de

água, que refletem, refratam e absorvem parte do sinal enviado.

Assim como no caso do alvo pontual, é preciso considerar a presença do rúıdo aditivo para

simular as condições reais que degradam o sinal, além da degradação proveniente do alvo dis-

tribúıdo. A Figura 2.6 ilustra um radar ArcSAR enviando um sinal de pulso para detectar uma

nuvem.
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Figura 2.6: Alvo Distribúıdo.

2.3.3 Funcionamento do Radar ArcSAR

Diferentemente de aeronaves e satélites com radar SAR, onde normalmente a plataforma

descreve uma trajetória linear, uma implementação mecânica de uma trajetória linear para a

antena em uma plataforma na Terra se torna dif́ıcil. O sistema ArcSAR apresentado, simplifica

este problema por meio da rotação da antena em torno de um eixo [21].

O radar ArcSAR é acoplado a uma estrutura fixa na Terra que gira em torno de um eixo.

Durante a rotação, o radar transmite pulsos em intervalos regulares de tempo que corresponde

a uma determinada frequência (PRF - Pulse Repetition Frequency) e recebe os ecos dos alvos

de interesse. Os ecos são processados de forma a obter a melhor resolução posśıvel de acordo

com a velocidade angular da antena.

2.3.4 Estrutura do Radar ArcSAR

A Figura 2.7 ilustra a estrutura fixa na Terra com o radar ArcSAR transmitindo pulsos em

diferentes instantes de tempo, de acordo com a sua PRF. Esta imagem deixa clara a forma

básica de funcionamento do radar ArcSAR evidenciando a rotação da antena em torno de um

eixo central. O pulso é radiado na frequência da portadora durante o tempo de transmissão e

em seguida espera-se pelo retorno do eco durante o tempo de escuta. Após esse peŕıodo, outro

pulso é radiado novamente e o ciclo se repete. O tempo entre a transmissão do primeiro pulso

e o pulso seguinte é chamado de PRI (Pulse Repetition Interval) e é igual ao inverso da PRF,

como segue:

PRI =
1

PRF
(2.10)
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Figura 2.7: Transmissão do sinal em um radar ArcSAR rotacionando em diferentes instantes
de tempo.

2.3.5 Geometria do Radar ArcSAR

A Figura 2.8 ilustra o radar ArcSAR com a antena girando em torno de um eixo. É consi-

derado que a antena de transmissão é a mesma utilizada na recepção. A distância d representa

a distância do centro do radar ao centro do alvo, r é o raio de rotação da antena utilizada, R1

é a distância da antena ao alvo em t0, R2 é a distância da antena ao alvo em t1, ✓ é o ângulo

da antena com relação ao centro de coordenadas. O sinal transmitido é um pulso linearmente

modulado em frequência de largura de banda ∆f , que após a aplicação da compressão de pulso

(filtro casado) proporciona uma resolução espacial na direção radial equivalente a a = c/(2∆f)

[1] e b = d✓sint é a resolução na direção azimutal resultante da técnica de abertura sintética,

estas são as dimensões do alvo distribúıdo e ✓sint é a abertura sintética correspondente a uma

célula de resolução.

2.3.6 Sinal do Radar ArcSAR

O sinal enviado em t0 é uma onda eletromagnética e devido à propagação desta onda, há um

deslocamento de fase proporcional a 2⇡/�, onde � é o comprimento de onda. O alvo reflete esta

onda e a antena recebe o sinal em t1 com uma distância R2. O sinal recebido após a compressão

em range é então definido por:

s(t) = Aeφej
2π
λ
(R1+R2) (2.11)

onde A e � são variáveis aleatórias com distribuição Rayleigh e uniforme no intervalo [0, 2⇡],

respectivamente, que representam a alteração em amplitude e fase introduzida por cada part́ı-
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2.3.7 Transformada de Fourier da Função de Autocorrelação do Sinal

Recebido pelo Radar ArcSAR

A transformada de Fourier da função de autocorrelação do sinal recebido pelo radar ArcSAR

provindo de um alvo pontual, já considerando a compressão de pulso, está ilustrada na Figura

2.9. O espectro do sinal é centralizado na velocidade do alvo, e como este sinal simula um alvo

que não possui velocidade, observa-se que o espectro está centralizado em zero.

No caso do alvo pontual, o espectro possui simetria em relação ao eixo y, como é posśıvel

observar na figura. Este caso apresenta o espectro de um sinal sem rúıdo para analisar o

formato padrão do espectro e estudar as melhores formas de abordar o problema da detecção

da velocidade. Porém em casos reais o sinal que chega ao receptor possui rúıdo, deformando

o formato padrão com picos ruidosos aleatórios em toda a faixa analisada. Quanto menor é a

razão sinal rúıdo, mais dif́ıcil se dá a detecção do formato do espectro e consequentemente da

detecção da velocidade na qual o espectro está centralizado.

Figura 2.9: Gráfico normalizado da Transformada de Fourier da função de autocorrelação do
sinal recebido de um alvo pontual para velocidade de 0 m/s, frequência de rotação de 300 rpm,
distância inicial do alvo de 10000 m e raio da antena de 0,5 m.

A Figura 2.10 mostra um caso mais real, pois ilustra o espectro da função de autocorrelação

também de um alvo pontual sem velocidade, mas com rúıdo. Para evidenciar a dificuldade da

detecção da velocidade, os gráficos mostram os espectros do sinal em diferentes condições de

rúıdo. A Figura 2.10a ilustra o caso onde a SNR é de 20 dB, a Figura 2.10b o caso onde a SNR
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é de 10 dB, a Figura 2.10c o caso onde a SNR é de 0 dB e a Figura 2.10d o caso onde a SNR é

de -10 dB .

A Figura 2.11 ilustra a transformada de Fourier da função de autocorrelação do sinal recebido

com compressão de pulso no caso do alvo distribúıdo. Da mesma forma que no caso do alvo

pontual, o espectro fica centralizado em torno da velocidade do alvo. Porém para alvo distribúıdo

o espectro não possui simetria, pois o sinal que chega ao receptor é, na verdade, um somatório

de vários sinais refletidos por diversos pontos do alvo distribúıdo. A falta de simetria dificulta

a detecção da velocidade. Esta figura também apresenta um caso sem rúıdo. Portanto além

da falta de simetria, o rúıdo vai piorar ainda mais a detecção da velocidade na qual o espectro

está centralizado inserindo picos aleatórios em todo o espectro. A Figura 2.12 mostra este caso

mais real do espectro da função de autocorrelação do sinal recebido de um alvo distribúıdo para

diferentes condições de rúıdo. A Figura 2.12a ilustra o caso onde a SNR é de 20 dB, a Figura

2.12b o caso onde a SNR é de 10 dB, a Figura 2.12c o caso onde a SNR é de 0 dB e a Figura

2.12d o caso onde a SNR é de -10 dB .

Por estes fatores torna-se clara a maior complexidade de se detectar a velocidade de um alvo

distribúıdo do que a detecção da velocidade de um alvo pontual, especialmente para casos onde

a razão sinal rúıdo é baixa.

Figura 2.11: Gráfico normalizado da Transformada de Fourier da função de autocorrelação do
sinal recebido de um alvo distribúıdo para velocidade de 0 m/s, frequência de rotação de 300
rpm, distância inicial do alvo de 10000 m e raio da antena de 0,5 m..
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2.4 Resumo do Caṕıtulo

Este caṕıtulo mostrou o funcionamento básico de um sistema de radar, bem como seu di-

agrama de blocos. Em seguida, foi mostrado, de forma geral, os principais conceitos do radar

SAR e como ele funciona para se obter boas resoluções. O processamento de sinais é algo fun-

damental para sua operação, pois os dados são coletados para posterior processamento. Este

é o principal conceito utilizado pelo radar SAR, utilizando a ideia de uma arranjo de antenas,

mas de forma sintética, pois não há um arranjo real.

O radar ArcSAR foi definido como uma modificação do radar SAR linear, porém com uma

geometria circular. Para se entender o funcionamento do radar ArcSAR foi visto a definição de

alvos pontuais e alvos distribúıdos. Os alvos pontuais são mais simples e ajudam na formulação

matemática inicial do radar ArcSAR, porém os resultados podem ser expandidos para alvos

distribúıdos, que são alvos mais reais e que possuem uma complexidade mais alta na análise

dos sinais. Em seguida, foi apresentado o esquema de funcionamento do radar ArcSAR para os

dois tipos de alvos citados, bem como as transformadas de Fourier da função de autocorrelação

de cada caso, evidenciando as suas diferenças no espectro que podem atrapalhar a detecção da

velocidade do alvo. Foi visto ainda, como o rúıdo pode alterar o espectro e se tornar mais um

obstáculo na detecção da velocidade.



Capı́tulo 3
Probabilidade e a Máxima Verossimilhança

Este caṕıtulo mostra alguns conceitos importantes de probabilidade e estat́ıstica na análise

de estimadores de parâmetros. Existem vários tipos de estimadores que podem ser utilizados

de acordo com a necessidade do problema a ser tratado. Estes conceitos são apresentados para

que possa ser introduzido o estimador de máxima verossimilhança, que é o estimador utilizado

neste trabalho. Em seguida, é apresentado o Teorema Central do Limite, que tem um resultado

muito importante que será utilizado no Caṕıtulo 4.

3.1 Probabilidade

A teoria de probabilidade permite que sejam modeladas situações que apresentam aleatori-

edade em termos de experimentos envolvendo espaço amostral, eventos e distribuições proba-

biĺısticas. Os axiomas de probabilidade permitem o desenvolvimento de um conjunto extenso

de ferramentas para calcular probabilidades e médias para um conjunto longo de experimentos.

A estat́ıstica tem um papel fundamental por ser a ponte entre os modelos probabiĺısticos e o

mundo real. Para aplicar os modelos probabiĺısticos em situações reais, é preciso realizar expe-

rimentos e coletar dados para descobrir os parâmetros do processo estocástico, como médias e

variâncias, e analisar qual distribuição se adapta ao conjunto de dados coletados.

A estat́ıstica está preocupada com a aquisição e análise dos dados para se tirar conclusões

sobre uma população (coleção de elementos sob estudo em determinada situação). Geralmente o

tamanho da população é muito grande para fazer análises exaustivas, então são feitas inferências

estat́ısticas sobre toda a população baseadas em amostras. O objeto de interesse pode ser

medido e modelado por uma variável aleatória X. Para que as inferências sobre a população

sejam válidas, é importante que os indiv́ıduos das amostras sejam representativos sobre toda

população. Em essência, é requerido que as n observações do experimento sejam feitas sob as

mesmas condições. Por esta razão, é definida a amostragem aleatória Xn = (X1, X2, ..., Xn),

que consiste de n variáveis aleatórias independentes com a mesma distribuição de X.

Os métodos estat́ısticos envolvem cálculos utilizando os dados observados. Por alguma razão,

por exemplo, pode ser necessário estimar certo parâmetro  de uma população com variável

aleatória X, o que leva a se tirar conclusões de  baseado em Xn. Então o cálculo de uma

estat́ıstica baseada no vetor de variáveis aleatórias Xn pode ser escrita como:

19
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bΨ(Xn) = g(X1, X2, ..., Xn) (3.1)

Em outras palavras, uma estat́ıstica é simplesmente uma função do conjunto de variáveis

aleatórias Xn. Claramente a estat́ıstica bΨ é uma variável aleatória. Portanto estimativas,

inferências e conclusões baseadas na estat́ısticas devem ser formuladas em termos probabiĺısticos.

Existem estat́ısticas para estimar parâmetros importantes de uma variável aleatória. A média

amostral, por exemplo, é utilizada para estimar o valor esperado de uma variável aleatória X:

X̄n =
1

n

nX

j=1

Xj (3.2)

Outras estat́ısticas importantes envolvem a variância deX, o mı́nimo, o máximo, a correlação

cruzada entre duas variáveis aleatórias, etc.

A distribuição amostral de uma estat́ıstica bΨ é dada pela função densidade de probabilidade.

A distribuição amostral permite o cálculo de parâmetros de bΨ, como média e variância, assim

como as probabilidades envolvendo bΨ, como a probabilidade de um evento ocorrer em dado

intervalo, por exemplo. A distribuição amostral e seus parâmetros permitem determinar a

precisão e a qualidade de uma estat́ıstica bΨ.

Após fazer as n observações, tem-se os valores (x1, x2, ..., xn) que são utilizados para estimar

o parâmetro  como um simples valor g(x1, x2, ..., xn). Por esta razão bΨ é chamado o ponto

estimador para o parâmetro  . Podem existir vários estimadores para  e cada estimador

possui suas caracteŕısticas próprias para o tratamento dos dados e como eles são processados.

Portanto, é preciso caracterizar cada estimador de forma a poder compará-los e encontrar o

melhor estimador para  .

O estimador ideal é o que, na média, encontra o valor exatamente igual a  .

E[bΨ] =  (3.3)

Com o objetivo de se assegurar cálculos de estimadores de qualidade para um dado pa-

râmetro, é utilizado o conceito de viés associado aos estimadores produzidos, que podem ser

calculados matematicamente.

O viés é calculado como a esperança da diferença entre o verdadeiro valor do parâmetro e o

valor produzido pelo estimador.

O viés (ou v́ıcio) de um estimador é definido por:

V [bΨ] = E[bΨ]�  (3.4)

Se a igualdade em (3.3) ocorre, então diz-se que o estimador é não viesado (ou não viciado),

porém se a igualdade não for satisfeita, então o estimador é dito como sendo um estimador

viesado (ou viciado).

Uma segunda medida de qualidade do estimador a ser analisado é o erro quadrático médio,

que é definido por:
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E[(bΨ�  )2] = E[(bΨ� E[bΨ] + E[bΨ]�  )2]

= E[(bΨ� E[bΨ] + V [bΨ])2]

= E[(bΨ� E[bΨ])2 + 2(bΨ� E[bΨ])V [bΨ] + (V [bΨ])2]

= E[(bΨ� E[bΨ])2] + E[2(bΨ� E[bΨ])V [bΨ]] + E[(V [bΨ])2]

= V ar[bΨ] + 2V [bΨ]E[(bΨ� E[bΨ])] + V [bΨ]2

= V ar[bΨ] + 2V [bΨ](E[bΨ]� E[E[bΨ]]) + V [bΨ]2

= V ar[bΨ] + 2V [bΨ](E[bΨ]� E[bΨ]) + V [bΨ]2

= V ar[bΨ] + V [bΨ]2 (3.5)

Obviamente um bom estimador deve ter um erro médio quadrático pequeno, pois isto implica

que o valor estimado está próximo de  . Se o viés é zero, então o erro médio quadrático é dado

simplesmente pela variância do estimador bΨ. Ao comparar dois estimadores com viés nulo,

claramente é prefeŕıvel o estimador que possui a menor variância.

Uma terceira medida de qualidade de um estimador consiste no seu comportamento quando

o número de amostras n aumenta. O estimador bΨ é considerado um estimador consistente se bΨ
converge para  para todo ✏ > 0. Desta forma:

lim
n→∞

P [|bΨ�  | > ✏] = 0 (3.6)

O estimador bΨ é dito como sendo um estimador forte e consistente se bΨ converge para  

certamente, ou seja, com probabilidade 1. Estimadores consistentes, sejam viesados ou não

viesados, tendem para o valor correto de  quando n aumenta.

Os estimadores ideais desejados são aqueles onde o viés é nulo, o erro médio quadrático

é mı́nimo e são consistentes. Infelizmente não há garantias que existam estimadores com es-

tas caracteŕısticas para todos os parâmetros de interesse a serem tratados. Porém, existe uma

classe particular de estimadores com algumas caracteŕısticas interessantes. Esta classe é conhe-

cida como a classe dos estimadores de máxima verossimilhança, que tem várias propriedades

desejáveis para n grande e podem ser modificados para se obter viés pequeno e variância mı́nima.

3.2 Máxima Verossimilhança

Considerando que xn = (x1, x2, ..., xn) sejam os valores observados de uma amostra aleatória

da variável aleatória X e  seja o parâmetro de interesse, a função de máxima verossimilhança

[23] da amostra é uma função de  definida por:

l(xn; ) = l(x1, x2, ..., xn; )

= fX(x1, x2, ..., xn| ) (3.7)

onde fX é a função densidade de probabilidade conjunta dos valores observados e X é uma

variável aleatória cont́ınua. Se as amostras X1, X2, ..., Xn são iid, chega-se a uma expressão

mais simples para a função de máxima verossimilhança:



Caṕıtulo 3. Probabilidade e a Máxima Verossimilhança 22

fX(x1, x2, ..., xn| ) = fX(x1| )fX(x2| )...fX(xn| ) =
nY

j=1

fX(xj| ) (3.8)

O método da máxima verossimilhança seleciona o valor do estimador bΨ =  ∗, onde  ∗ é o

valor do parâmetro que maximiza a função de máxima verossimilhança, ou seja:

l(x1, x2, ..., xn; 
∗) = max

ψ
l(x1, x2, ..., xn; ) (3.9)

onde o máximo é escolhido dentre todos os valores posśıveis de  . Normalmente  possui um

conjunto de valores cont́ınuos, então o máximo da função de máxima verossimilhança, em função

de  , pode ser determinado por qualquer método padrão de cálculo.

Normalmente é mais conveniente trabalhar com a função logaŕıtmica, pois se trabalha com

a soma dos termos ao invés do produto, portanto:

L(xn| ) = ln l(xn; ) (3.10)

L(xn| ) =
nX

j=1

ln fX(xj| ) =
nX

j=1

L(xj| ) (3.11)

Maximizar a função logaŕıtmica ML é equivalente a maximizar a função ML, já que a

função ln(x) é crescente com x. A estimação de máxima verossimilhança pode ser obtida

derivando a função de verossimilhança em relação a  e igualando a zero, portanto:

@

@ 
L(xn| ) =

@

@ 
ln l(xn| ) = 0 (3.12)

Ao resolver o problema acima, encontra-se o valor do parâmetro  ∗ estimado pelo método

da máxima verossimilhança.

3.3 Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite [23] é muito utilizado devido à importância de seu resultado

na área de probabilidade e estat́ıstica. Seja X1, X2, ..., Xn uma sequência de variáveis aleatórias

com média finita µ e variância �2, e seja Sn a soma das n primeiras variáveis aleatórias definida

por:

Sn = X1 +X2 + ...+Xn (3.13)

O Teorema Central do Limite diz que quando n aumenta, a função densidade de proba-

bilidade de Sn se aproxima de uma distribuição normal. Muitas demonstrações de teoremas

e fórmulas dependem deste teorema, pois partem deste resultado para o seu desenvolvimento

matemático. O Teorema Central do Limite explica porque a variável aleatória Gaussiana é tão

importante e aparece em muitas aplicações na engenharia e em diversas áreas do conhecimento.

Em muitos problemas a média é o grande interesse da análise, que geralmente consiste da

soma de variáveis aleatórias independentes, o que leva justamente à variável aleatória Gaussiana.
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Uma das razões da força deste resultado se dá por não importar a distribuição da variável de

interesse, pois para grandes amostras a distribuição da soma tenderá para a distribuição normal

à medida que o número de amostras cresce. O teorema pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema Central do Limite: Seja Sn a soma das n variáveis aleatórias iid com média

finita E[X] = µ e variância finita �2, e seja Zn a variável aleatória de média nula e variância

unitária definida por:

Zn =
Sn � nµ

�
p
n

(3.14)

Então:

lim
n→∞

P [Zn  z] =
1p
2⇡

Z z

−∞

e−x2/2dx (3.15)

3.4 Resumo do Caṕıtulo

Este caṕıtulo apresentou a importância da probabilidade na modelagem de experimentos

que possuem aleatoriedade, bem como o objetivo da estat́ıstica ao se tirar conclusões a partir da

aquisição e análise dos dados de campo. Foi vista uma forma geral do cálculo de uma estat́ıstica

baseada em uma variável aleatória, que representa os dados aleatórios obtidos, e, ainda, como

os métodos estat́ısticos podem ser utilizados na estimação de parâmetros. Estimadores ideais

possuem certas caracteŕısticas espećıficas que foram mostradas de acordo com algumas medidas

de qualidade do estimador.

Com estes conceitos apresentados, foi introduzido o estimador de Máxima Verossimilhança,

que é um estimador que possui algumas propriedades desejáveis na estimação de parâmetros.

Este estimador seleciona o valor que maximiza a função de Máxima Verossimilhança. Foi visto

a forma logaŕımica da função de Máxima Verossimilhança, pois esta é mais conveniente de se

trabalhar do que a própria função.

A última parte deste caṕıtulo apresentou o Teorema Central do Limite, que tem uma grande

importância em diversas áreas da ciência que envolvem probabilidade e estat́ıstica. Este teorema

tem um forte resultado que será aplicado posteriormente na demostração do método proposto

para a estimação de velocidade do radar ArcSAR.



Capı́tulo 4
Formulação Matemática dos Métodos

Alguns autores referem-se ao problema de estimação de velocidade como estimação do cen-

troide Doppler ou frequência Doppler, pois há uma relação entre a frequência Doppler e a

velocidade do alvo. Essa relação é dada por [24] [25] [23] :

f =
2Vrel

�
(4.1)

onde � é o comprimento de onda do sinal e Vrel é a velocidade radial relativa.

Este caṕıtulo apresenta uma forma alternativa para o cálculo do centroide Doppler para

demonstrar matematicamente o efeito do deslocamento espectral devido à velocidade do alvo.

Este efeito é um ponto crucial para a estimação da velocidade, sendo utilizado pelos métodos

de estimação. Estendendo um pouco a análise espectral do sinal recebido, além desta demons-

tração, é calculada a autocorrelação do sinal recebido pelo radar ArcSAR e é feita, ainda, uma

aproximação para a função de autocorrelação deste mesmo sinal.

Com esta demonstração já expĺıcita, é feita a formulação matemática dos seguintes métodos

já existentes:

• Método da Correlação na Frequência

• Método da Energia

• Método de Madsen

Por último, é feita uma demonstração teórica do método proposto neste trabalho. A proposta

é baseada no método de estimação da máxima verossimilhança, na qual pode ser utilizada a

matriz de covariância da função de máxima verossimilhança para a aplicação do algoritmo

elaborado neste trabalho. Ao final da demonstração é feito um exemplo numérico para ilustrar

as matrizes teóricas que são utilizadas na estimação da velocidade e, por último é mostrado o

diagrama geral de blocos geral do método proposto.

4.1 Centroide Doppler

Como visto no caṕıtulo 2, o espectro do sinal do radar ArcSAR tem uma relação direta com

a velocidade do alvo, pois o espectro fica centralizado em torno da velocidade. Para demonstrar

24
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essa relação é preciso recorrer à forma de operação do radar ArcSAR. A Figura 4.1 mostra o

radar ArcSAR detectando um alvo pontual e, por simplificação, este esquema será considerado

para provar a relação da velocidade com a frequência, porém os resultados para o alvo pontual

podem ser estendidos para o caso de alvos distribúıdos. No caṕıtulo 2 foi apresentado um modelo

geométrico apropriado para modelar o alvo distribúıdo, neste caṕıtulo um modelo mais simples

será apresentado com a finalidade de calcular a autocorrelação e o espectro do sinal.

A Figura 4.1 mostra um alvo pontual se deslocando com velocidade v em uma única direção,

porém esta velocidade será adicionada posteriormente à equação. Inicialmente é considerado

que o alvo está estático. Por uma relação geométrica, a distância dk pode ser calculada por

(4.2).

Figura 4.1: Radar ArcSAR em operação para um alvo pontual com velocidade

dk =
p

(rk sin ✓k � ra sin ✓a)2 + (rk cos ✓k � ra cos ✓a)2 (4.2)

Simplificando o termo de dentro da raiz, tem-se:

dk =
q

r2k + r2a � 2rark cos(✓a � ✓k) (4.3)

Colocando-se r2k em evidência:

dk =

s
r2k

✓
1 +

r2a
r2k

� 2
rark
r2k

cos(✓a � ✓k)

◆
(4.4)
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Então:

dk = rk

s
1 +

r2a � 2rark cos(✓a � ✓k)

r2k
(4.5)

Para resolver a raiz quadrada é posśıvel utilizar uma aproximação que pode ser definida da

seguinte forma:

p
1 + x ' 1 +

x

2
(4.6)

Essa relação é válida quando x << 1.

Portanto:

dk ' rk

✓
1 +

r2a � 2rark cos(✓a � ✓k)

2r2k

◆
(4.7)

Como r2a é muito menor que 2r2k, tem-se que:

dk ' rk

✓
1� ra cos(✓a � ✓k)

rk

◆
(4.8)

Expandindo a expressão, obtém-se:

dk ' rk � ra cos(✓a � ✓k) (4.9)

Após determinar a distância dk do alvo pontual à antena do radar, pode-se neste ponto

inserir a velocidade do alvo, pois a distância real de dk do alvo à antena será dada pela distância

inicial mais a distância vt, que varia a cada instante de tempo devido à velocidade radial do

alvo. Desta forma, fazendo rk = r0 + vt, tem-se que:

dk ' r0 + vt� ra cos(✓a � ✓k) (4.10)

Portanto, como a propagação da onda eletromagnética gera um deslocamento de fase, o sinal

recebido pelo radar será dado por:

s(t) ' e
j4π
λ

dk = e
j4π
λ

(r0+vt−ra cos(θa−θk)) (4.11)

Com o movimento da antena, o ângulo ✓a varia com o tempo e pode ser escrito em função

do tempo por ✓a = !at. Então o sinal s(t) pode ser reescrito como:

s(t) ' e
j4π
λ

dk = e
j4π
λ

(r0+vt−ra cos(ωat−θk)) (4.12)

4.1.1 Transformada de Fourier do Sinal Recebido pelo Radar Arc-

SAR

Definindo-se sest(t) como o sinal recebido pelo radar de um alvo pontual estático, sem velo-

cidade, tem-se que:
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sest(t) ' e
j4π
λ

dk = e
j4π
λ

(rk−ra cos(ωat−θk)) (4.13)

Com isto, pode-se escrever s(t) em função de sest(t) da seguinte forma:

s(t) = sest(t)e
j4π
λ

vt (4.14)

= sest(t)e
j2π( 2v

λ
t) (4.15)

A transformada de Fourier de s(t) pode ser definida por S(f) e a transformada de sest(t)

pode ser definida por Sest(f). Para se verificar a relação entre S(f) e Sest(f) pode ser utilizada

a propriedade da transformada de Fourier de deslocamento em frequência, que é definida da

seguinte forma:

s(t)ej2πf0t , S(f � f0) (4.16)

Utilizando-se esta propriedade, a transformada de Fourier do sinal s(t) será dada por:

S(f) = Sest

✓
f � 2v

�

◆
(4.17)

A Eq. (4.17) mostra que haverá um deslocamento em frequência de 2v
λ
do sinal estático em

relação ao alvo com velocidade.

Portanto, pela propriedade de deslocamento em frequência da transformada de Fourier, fica

claro que o espectro do sinal recebido pelo radar ArcSAR se deslocará quando o alvo possui

velocidade e ficará centralizado em torno da velocidade do alvo.

Para encontrar o espectro do sinal, é preciso determinar a transformada de Fourier do sinal

determinado em (4.12). A transformada de Fourier do sinal s(t) é definida por:

S(f) =

Z
∞

∞

s(t)e−j2πftdt (4.18)

Substituindo-se (4.12) em (4.18), encontra-se a transformada de Fourier do sinal do radar

ArcSAR:

S(f) =

Z π

2ωA

−
π

2ωA

e
j4π
λ

(rk+vt−ra cos(ωat−θk))e−j2πftdt (4.19)

Assumindo, por simplicidade, que a part́ıcula está localizada a zero grau em relação à antena

do radar tem-se que ✓k = 0. Portanto a transformada será calculada como:

S(f) =

Z π

2ωA

−
π

2ωA

e
j4π
λ

(rk+vt−ra cos(ωat))e−j2πftdt (4.20)

S(f) =

Z π

2ωA

−
π

2ωA

e−j2πft+ j4π
λ

(rk+vt−ra cos(ωat−θk))dt (4.21)

Resolvendo a integral, por meio do software Wolfram Mathematica, tem-se:
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S(f) =
4j⇡rk
�

⇡

 
�qFp

"
1,

 
1�

⇡
�
f � 2v

λ

�

!A

, 1 +
⇡
�
f � 2v

λ

�

!A

!
,�4⇡2r2a

�2

#!

�
 
2j⇡2raH

"
1,

3

2
�
⇡
�
f � 2v

λ

�

!A

,
3

2
+
⇡
�
f � 2v

λ

�

!A

,�4⇡2r2a
�2

#!
(4.22)

onde qFp é a função hipergeométrica generalizada regularizada, definida por:

qFp(a1, ..., ap; b1, ..., bq; z) =
∞X

k=0

Qp
j=1(aj)kz

k

k!
Qq

j=1 Γ(k + bj)
(4.23)

e Γ é a função Gama, definida por:

Γ(x) =

Z
∞

0

tx−1e−tdt (4.24)

4.1.2 Função de Autocorrelação do Sinal Recebido pelo Radar Arc-

SAR

Também é posśıvel determinar uma expressão aproximada para a autocorrelação do sinal do

radar ArcSAR. Partindo-se da definição de autocorrelação para o sinal, tem-se:

⇢(⌧) =

Z
∞

∞

s(t)s̄(t� ⌧)dt (4.25)

onde s̄ representa o conjugado complexo de s e ⌧ um atraso no tempo.

Substituindo-se (4.12) em (4.25), encontra-se a função de autocorrelação em função da inte-

gral, definida por:

⇢(⌧) =

Z π

2ωA

−
π

2ωA

e
j4π
λ

[rk−ra cos(ωAt)]e−
j4π
λ

[rk−ra cos(ωA(t−τ))]dt (4.26)

Simplificando os termos da exponencial, tem-se:

⇢(⌧) =

Z π

2ωA

−
π

2ωA

e
4iπra[− cos(tωA)+cos((t−τ)ωA)]

λ dt (4.27)

É posśıvel resolver a integral da Eq. (4.27) de forma a encontrar um valor aproximado para

a função de autocorrelação do sinal do radar ArcSAR. Após resolver esta integral, por meio do

software Wolfram Mathematica, encontra-se a seguinte expressão aproximada:

⇢(⌧) ' 1

!A

⇡Jα


0,

8⇡ra sin(
τωA

2
)

�

�
(4.28)

onde Jα é a função Bessel, a qual é definida por ser a solução da seguinte equação diferencial:

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 � ↵2)y = 0 (4.29)
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onde ↵ é um número qualquer real ou complexo. Para o caso espećıfico onde seu valor é inteiro,

ele é definido como sendo a ordem da função Bessel.

A função Bessel de primeira ordem pode ser representada por uma série de Taylor da seguinte

forma:

Jα(x) =
∞X

m=0

(�1)m

m!Γ(m+ ↵ + 1)

⇣x
2

⌘2m+α

(4.30)

Ou na forma integral por:

Jn(x) =
1

⇡

Z π

0

cos(n⌧ � x sin(⌧))d⌧ (4.31)

Figura 4.2: Função de autoccorelação do sinal do radar ArcSAR, considerando !A = 1 rad/s,
ra = 1 m e � = 0, 03 m.

Desta forma, foi posśıvel encontrar uma expressão aproximada para a função de autocor-

relação do sinal do radar ArcSAR em função da função Bessel. A Figura 4.2 ilustra a função

de autorrelação do sinal ArcSAR dado pela expressão encontrada, considerando !A = 1 rad/s,

ra = 1 m e � = 0, 03 m.

A seguir, serão descritos, de uma forma geral, três métodos diferentes de estimação da

velocidade já existentes na literatura.
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Figura 4.4: Correlação cruzada entre os sinais de referência e o sinal recebido de um alvo
pontual com velocidade de 5 m/s num cenário sem rúıdo.

e o sinal recebido. O sinal de referência que apresenta a máxima correlação cruzada com o

sinal recebido é escolhido como o mais provável. A Figura 4.4 ilustra um exemplo onde havia

um alvo pontual com velocidade de 5 m/s em um cenário sem rúıdo. Este gráfico apresenta a

correlação cruzada entre cada sinal de referência e o sinal recebido. É posśıvel observar que a

correlação vai aumentando de forma praticamente linear a medida que a velocidade do sinal de

referência se aproxima da velocidade real do alvo e, da mesma forma, começa a diminuir quase

linearmente a medida que a velocidade do sinal de referência se distancia da velocidade real do

alvo pontual.

É um método eficaz na detecção, porém exige um alto custo computacional pois é necessário

fazer a correlação cruzada do sinal recebido com todos os posśıveis sinais de referência. Quanto

maior a precisão desejada, maior é o tamanho do conjunto de sinais de referência e maior o

custo computacional.

4.3 Método da Energia

Este método estima a velocidade utilizando a frequência central do espectro de potência

Doppler do sinal recebido. É conhecido como método spectral fit [1]. A frequência central é

estimada assumindo que o espectro esperado é simétrico, o que nem sempre é verdade para o
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4.4 Método de Madsen

O método proposto por Madsen utiliza a fase do sinal complexo recebido para estimar a

frequência Doppler, ou a velocidade. Também é conhecido como método de incremento de fase,

pois o estimador utiliza a diferença de fase de amostra por amostra [10]. Supondo que, no

receptor, chega um sinal em t1 deslocado em frequência devido ao efeito Doppler dado por:

s(t1) = ejθ(t1)ej2πfDC t1 (4.33)

onde fDC representa o deslocamento devido ao efeito Doppler. A fase de s(t1) é dada por:

�1 = ✓(t1) + 2⇡fDCt1 (4.34)

Da mesma forma, considera-se um sinal chegando ao receptor no tempo t2 para se obter a

diferença de fase. Este sinal será:

s(t2) = ejθ(t2)ej2πfDC t2 (4.35)

E a sua fase:

�2 = ✓(t2) + 2⇡fDCt2 (4.36)

A diferença de fase pode ser calculada como:

�2 � �1 = [✓(t1) + 2⇡fDCt1]� [✓(t2) + 2⇡fDCt2] (4.37)

�2 � �1 = ✓(t1)� ✓(t2) + 2⇡fDC(t2 � t1) (4.38)

Assumindo que ✓(t1) ⇡ ✓(t2), então:

�2 � �1 = 2⇡fDC(t2 � t1) (4.39)

Deseja-se determinar fDC , portanto ao isolar este parâmetro:

fDC =
�2 � �1

2⇡(t2 � t1)
(4.40)

Como ∆t = t2 � t1 = 1/Fa, onde Fa é a PRF, então a fórmula para o cálculo do centróide

Doppler é dada por:

fDC =
∆�

2⇡
Fa (4.41)

onde ∆� é a diferença de fase.

Este método é relativamente simples de ser implementado, porém sua estimação não é muito

precisa.
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4.5 Método Proposto

O método proposto baseia-se na função de máxima verossimilhança [23] para estimar a

velocidade do alvo. Partindo-se do sinal recebido s(t) para o caso de alvo distribúıdo (2.15),

devido ao teorema do limite central pode-se considerar que s(t) ⇠ CN(0, �2). Ao amostrar s(t),

tem-se que:

s = {s(tm), m = 1, 2, ..., N} (4.42)

Portanto, a distribuição conjunta de s(t) amostrado é dada por:

fs(s, µ,Σ) =
1p

(2⇡)N det(Σ)
e−

1
2
(s−µ)Σ

−1
(s−µ)H (4.43)

onde Σ é a matriz de covariância que depende da velocidade v e s é o vetor sinal recebido

N-dimensional. A matriz Σ é dada por:

Σ =

2
6664

�11 �12 · · · �1N
�21 �22 · · · �2N
...

...
. . .

...
�N1 �N2 · · · �NN

3
7775 (4.44)

Cada elemento �mw da matriz é dado por:

�mw = Cov[s(tm), s(tw)] (4.45)

para m = 1, 2, . . . , N e w = 1, 2, . . . , N .

Desta forma:

�mw = �∗

wm (4.46)

A função de Máxima Verossimilhança, descrita pela Eq. (3.8), será dada por:

l(µ,Σ) =
nY

i=1

fs(s, µ,Σ) (4.47)

onde n é o número de amostras.

Portanto:

l(µ,Σ) =
nY

i=1

1p
(2⇡)N det(Σ)

e−
1
2
(si−µ)Σ

−1
(si−µ)H (4.48)

l(µ,Σ) = (2⇡)−nN/2 det(Σ)−n/2

nY

i=1

e−
1
2
(si−µ)Σ

−1
(si−µ)H (4.49)

l(µ,Σ) = (2⇡)−nN/2 det(Σ)−n/2e−
1
2

Pn
i=1(si−µ)Σ

−1
(si−µ)H (4.50)
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O detector ML consiste em encontrar o estimador v̂ que maximiza a função de Máxima

Verossimilhança, dada pela Eq. (4.50). Desta forma, o estimador pode ser calculado da seguinte

forma:

v̂ = arg max
v

l(µ,Σ) (4.51)

onde arg max
x

f(x) denota o ponto x em que ocorre o máximo de f(x).

É mais conveniente trabalhar com a função ML logaritmica, pois tem-se a soma dos termos ao

invés da multiplicação. Maximizar a função ML logaritmica é equivalente a maximizar a função

ML já que ln(x) é uma função crescente com x. Portanto define-se a função ML logaritmica

como:

L(µ,Σ) = ln (l(µ,Σ)) (4.52)

L(µ,Σ) = �nN

2
ln(2⇡)� n

2
ln(det(Σ))� 1

2

nX

i=1

(si � µ)Σ−1(si � µ)H (4.53)

O estimador ML é obtido ao derivar esta função em relação aos parâmetros µ e Σ e igualar

a zero para encontrar o ponto de máximo:

@

@µ
L(µ,Σ) = 0 (4.54)

@

@Σ
L(µ,Σ) = 0 (4.55)

Uma forma alternativa da derivada da função ML pode ser feita por meio do cálculo matricial.

Como (si � µ)Σ−1(si � µ)H é um escalar, então:

(si � µ)Σ−1(si � µ)H = tr
⇥
(si � µ)Σ−1(si � µ)H

⇤
(4.56)

onde tr é o operador traço de uma matriz.

Este passo não intuitivo permite escrever este termo como o traço da matriz. Substituindo

pelo traço na Eq. (4.53), tem-se:

L(µ,Σ) = �nN

2
ln(2⇡)� n

2
ln(det(Σ))� 1

2

nX

i=1

tr
⇥
(si � µ)Σ−1(si � µ)H

⇤
(4.57)

Desta forma, é posśıvel utilizar a seguinte propriedade do traço de uma matriz:

Propriedade [26]: O traço de um produto de matriz é independente da ordem do produto.

Se A é uma matriz m⇥n e B uma matriz n⇥m, então:

tr(AB) = tr(BA) (4.58)

Utilizando-se esta propriedade, pode-se escrever:

L(µ,Σ) = �nN

2
ln(2⇡)� n

2
ln(det(Σ))� 1

2

nX

i=1

tr
⇥
Σ

−1(si � µ)H(si � µ)
⇤

(4.59)
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Colocando-se o somatório para dentro do traço, a Função ML logaritmica pode ser reescrita

da seguinte forma:

L(µ,Σ) = �nN

2
ln(2⇡)� n

2
ln(det(Σ))� 1

2
tr

"
Σ

−1
nX

i=1

(si � µ)H(si � µ)

#
(4.60)

Agora é preciso calcular a derivada desta função. Como a soma da derivada é igual a derivada

da soma, a Eq. (4.60) será dividida em duas partes. A primeira parte será:

↵ = �nN

2
ln(2⇡)� n

2
ln(det(Σ)) (4.61)

E a segunda parte será:

� =
1

2
tr

"
Σ

−1
nX

i=1

(si � µ)H(si � µ)

#
(4.62)

Portanto:

L(µ,Σ) = ↵� � (4.63)

Desta forma:

@L(µ,Σ)

@µ
=
@↵

@µ
� @�

@µ
(4.64)

@L(µ,Σ)

@Σ
=
@↵

@Σ
� @�

@Σ
(4.65)

A derivada parcial de ↵ em relação a µ é, obviamente, zero, já que ↵ não depende de µ.

Para calcular a derivada de ↵ em relação a Σ é necessário recorrer à definição da derivada

do determinante, pois o primeiro termo depende do determinante de Σ.

Definição [26]: A derivada do determinante de uma matrizA que depende de um parâmetro

t pode ser representada em função de sua adjunta e da derivada de A pela fórmula de Jacobi

da seguinte forma:

d det(A)

dt
= tr

✓
adj(A)

dA

dt

◆
(4.66)

Lembrando-se ainda a seguinte propriedade:

Propriedade [26]: Se A é uma matriz inverśıvel, então:

adj(A) = det(A)A−1 (4.67)

É posśıvel calcular a derivada de ↵ utilizando a regra da cadeia da seguinte forma:

@↵

@Σ
= �n

2

1

detΣ
tr [adj(Σ)dΣ] (4.68)



Caṕıtulo 4. Formulação Matemática dos Métodos 37

@↵

@Σ
= �n

2

1

detΣ
tr
⇥
det(Σ)Σ−1dΣ

⇤
(4.69)

@↵

@Σ
= �n

2
tr
⇥
Σ

−1dΣ
⇤

(4.70)

Para calcular a derivada de � em relação a Σ será preciso recorrer à definição da derivada

de uma matriz inversa. Esta definição é enunciada da seguinte forma:

Definição [26]: Suponha que existe uma matriz A que seja inverśıvel e dependente de um

parâmetro t. Então a derivada da inversa de A, ou seja, a derivada de A−1 em relação a t é

dada por:

dA−1

dt
= �A−1dA

dt
A−1 (4.71)

Utilizando ainda a regra do produto, a derivada de � em relação a Σ pode ser calculada da

seguinte forma:

@�

@Σ
=

1

2
tr

"
�Σ

−1(dΣ)Σ−1
nX

i=1

(si � µ)H(si � µ)

#
(4.72)

A derivada de � em relação e µ será:

@�

@µ
=

1

2
tr

"
�2Σ−1

nX

i=1

(si � µ)Hdµ

#
(4.73)

Portanto:

@L(µ,Σ)

@µ
= �1

2
tr

"
�2Σ−1

nX

i=1

(si � µ)Hdµ

#
(4.74)

@L(µ,Σ)

@Σ
= �n

2
tr


Σ

−1dΣ

dv

�
� 1

2
tr

"
�Σ

−1dΣ

dv
Σ

−1
nX

i=1

(si � µ)(si � µ)H

#
(4.75)

A condição de primeira ordem descrita pelas Eqs. (4.54) e (4.55) é satisfeita quando os

termos que multiplicam dµ e dΣ são identicamente zero. Assumindo Σ não singular, a condição

de primeira ordem para a estimação do vetor médio é:

nX

i=1

(si � µ) = 0 (4.76)

o que leva ao estimador ML para a média:

µ̂ = s̄ =
1

n

nX

i=1

si (4.77)

O que permite a seguinte simplificação:
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nX

i=1

(si � µ)(si � µ)H =
NX

i=1

(si � s̄)(si � s̄)H (4.78)

Definindo ainda que:

Q =
1

n

nX

i=1

(si � s̄)(si � s̄)H (4.79)

Os termos envolvendo dΣ em (4.75) podem ser combinados da seguinte forma:

�n

2
tr


Σ

−1dΣ

dv

�
� 1

2
tr

"
�Σ

−1dΣ

dv
Σ

−1
nX

i=1

(si � µ)(si � µ)H

#
= �1

2
tr


Σ

−1dΣ

dv
(nI �Σ

−1nQ)

�

(4.80)

onde I é a matriz identidade.

A condição de primeira ordem ∂L(µ,Σ)

∂Σ
= 0 será mantida se (nI �Σ

−1nQ) = 0. Isto ocorre

quando:

Σ̂ = Q (4.81)

Portanto, a matriz de covariância Σ pode ser utilizada para encontrar o detector de máxima

verossimilhança para estimar a velocidade. Dito de outra forma, a velocidade que maximiza a

função de ML ocorre no mesmo ponto em que a igualdade em (4.81) é satisfeita. A equação do

estimador ML dada em (4.51) pode ser escrita da seguinte forma:

arg max
v

l(µ,Σ) = arg min
v∈V

||Σv �Q|| (4.82)

Q é obtido pelos valores do sinal detectado pela antena, como definido em (4.79). Neste

ponto, é necessário calcular os valores teóricos da matriz Σ para se utilizar do modelo dado em

(4.82). A seguir, será mostrado como os valores de �mw, definido em (4.45), são calculados.

A média de s(t) é nula, pois a média de Aie
jφi em (2.15) é nula. Desta forma, �mw dado

pela covariância em (4.45) se resumirá a:

�mw = E[s(tm)s
∗(tw)] (4.83)

Substituindo s(t) pelo sinal em (2.15), tem-se:

�mw = E

"
nX

i=1

Aie
jφiej

4π
λ
βim

nX

k=1

Ake
−jφke−j 4π

λ
βkw

#
(4.84)

onde:

�im =

q
(yi + d+ vtm � rcos(!tm))

2 + (r sin(!tm)� xi)
2 (4.85)

Então:



Caṕıtulo 4. Formulação Matemática dos Métodos 39

�mw =
nX

i=1

nX

k=1

E[Aie
jφiej

4π
λ
βimAke

−jφke−j 4π
λ
βkw ] (4.86)

Como as variáveis aleatórias são independentes:

�mw =
nX

i=1

nX

k=1

E[Aie
jφiAke

−jφk ]E[ej
4π
λ
βime−j 4π

λ
βkw ] (4.87)

Se i 6= k:

E[Aie
jφiAke

−jφk ] = 0 (4.88)

E se i = k:

E[Aie
jφiAke

−jφk ] =
nX

i=1

E[A2
i ] =

nX

i=1

2�2 = 2n�2 (4.89)

Portanto, a média será nula para i 6= k e não nula para i = k. Como yi é uma variável

aleatória uniforme entre �a/2 e a/2 e xi uma variável aleatória uniforme entre �b/2 e b/2, é

posśıvel encontrar uma expressão em função da integral dupla para os intervalos citados:

E[ej
4π
λ
βime−j 4π

λ
βkw ] =

1

ab

Z a
2

−
a
2

Z b
2

−
b
2

ej
4π
λ
βime−j 4π

λ
βiwdxidyi (4.90)

Ao juntar as duas médias, encontra-se uma expressão para determinar os valores de cada

elemento �m,w da matriz Σ:

�mw =
2n�2

ab

Z a
2

−
a
2

Z b
2

−
b
2

ej
4π
λ
βime−j 4π

λ
βiwdxidyi (4.91)

Note que �mw depende da velocidade v, ou seja, Σ é função da velocidade, como dito ante-

riormente.

Cada elemento da matriz de covariância é dado pela integral dupla em (4.91) . Apesar de não

haver uma solução fechada para a integral, é posśıvel fazer o cálculo para valores numéricos e,

desta forma, preencher todos os elementos da matriz. A matriz Σ é calculada para um intervalo

que considera as posśıveis velocidades que o alvo possa ter. Desta forma é obtido um conjunto de

matrizes para diferentes velocidades que pode ser representado por uma matriz tridimensional,

onde cada dimensão corresponde a uma matriz de covariância para uma determinada velocidade.

O próximo passo é determinar a matriz do sinal recebido, que é dada pela multiplicação do

vetor sinal recebido pelo seu vetor transposto. Esta matriz é comparada com todas as diferentes

matrizes de covariância. O ı́ndice da matriz de covariância mais próxima da matriz do sinal

recebido indica a velocidade estimada do alvo. Sendo assim a escolha da velocidade é dada por:

v̂ = arg min
v∈V

||Σv �Q|| (4.92)

onde V representa o conjunto das posśıveis velocidades que o alvo possa ter.



Caṕıtulo 4. Formulação Matemática dos Métodos 40

4.5.1 Exemplo Numérico

Para exemplificar o funcionamento do método proposto, é considerado um sinal recebido já

amostrado, onde:

Q =

2
66664

0.09 0.09� 0.03i 0.08� 0.05i 0.06� 0.07i 0.03� 0.09i
0.09 + 0.03i 0.09 0.09� 0.03i 0.08� 0.05i 0.06� 0.07i
0.08 + 0.05i 0.09 + 0.03i 0.09 0.09� 0.03i 0.08� 0.05i
0.06 + 0.07i 0.08 + 0.05i 0.09 + 0.03i 0.09 0.09� 0.03i
0.03 + 0.09i 0.06 + 0.07i 0.08 + 0.05i 0.09 + 0.03i 0.09

3
77775

(4.93)

Supondo o conjunto de velocidades, em m/s, V = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10), calcula-se

as matrizes teóricas para cada velocidade. Portanto:

Σv=0 =

2
66664

1.00 0.85� 0.53i 0.45� 0.89i �0.09� 0.10i �0.59� 0.81i
0.85 + 0.53i 1.00 0.85� 0.52i 0.45� 0.89i �0.08� 0.10i
0.45 + 0.89i 0.85 + 0.52i 1.00 0.85� 0.52i 0.46� 0.89i
�0.09 + 0.10i 0.45 + 0.89i 0.85 + 0.52i 1.00 0.85� 0.52i
�0.59 + 0.81i �0.08 + 0.10i 0.46 + 0.89i 0.85 + 0.52i 1.00

3
77775

(4.94)

Σv=1 =

2
66664

1.00 0.88� 0.48i 0.54� 0.84i 0.06� 0.10i �0.42� 0.91i
0.88 + 0.48i 1.00 0.88� 0.48i 0.54� 0.84i 0.07� 0.10i
0.54 + 0.84i 0.88 + 0.48i 1.00 0.88� 0.48i 0.54� 0.84i
0.06 + 0.10i 0.54 + 0.84i 0.88 + 0.48i 1.00 0.88� 0.48i
�0.42 + 0.91i 0.07 + 0.10i 0.54 + 0.84i 0.88 + 0.48i 1.00

3
77775

(4.95)

Σv=2 =

2
66664

1.00 0.90� 0.44i 0.62� 0.79i 0.21� 0.98i �0.23� 0.97i
0.90 + 0.44i 1.00 0.90� 0.44i 0.62� 0.78i 0.22� 0.98i
0.62 + 0.79i 0.90 + 0.44i 1.00 0.90� 0.43i 0.62� 0.78i
0.21 + 0.98i 0.62 + 0.78i 0.90 + 0.43i 1.00 0.90� 0.43i
�0.23 + 0.97i 0.22 + 0.98i 0.62 + 0.78i 0.90 + 0.43i 1.00

3
77775

(4.96)

Σv=3 =

2
66664

1.00 0.92� 0.39i 0.69� 0.72i 0.36� 0.93i �0.03� 0.10i
0.92 + 0.39i 1.00 0.92� 0.39i 0.70� 0.72i 0.36� 0.93i
0.69 + 0.72i 0.92 + 0.39i 1.00 0.92� 0.39i 0.70� 0.72i
0.36 + 0.93i 0.70 + 0.72i 0.92 + 0.39i 1.00 0.92� 0.39i
�0.03 + 0.10i 0.36 + 0.93i 0.70 + 0.72i 0.92 + 0.39i 1.00

3
77775

(4.97)

Σv=4 =

2
66664

1.00 0.94� 0.35i 0.76� 0.65i 0.49� 0.87i 0.17� 0.99i
0.94 + 0.35i 1.00 0.94� 0.34i 0.76� 0.65i 0.50� 0.87i
0.76 + 0.65i 0.94 + 0.34i 1.00 0.94� 0.34i 0.77� 0.64i
0.49 + 0.87i 0.76 + 0.65i 0.94 + 0.34i 1.00 0.94� 0.34i
0.17 + 0.99i 0.50 + 0.87i 0.77 + 0.64i 0.94 + 0.34i 1.00

3
77775

(4.98)
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Σv=5 =

2
66664

1.00 0.95� 0.30i 0.82� 0.57i 0.62� 0.79i 0.36� 0.93i
0.95 + 0.30i 1.00 0.95� 0.30i 0.82� 0.57i 0.62� 0.78i
0.82 + 0.57i 0.95 + 0.30i 1.00 0.96� 0.30i 0.83� 0.56i
0.62 + 0.79i 0.82 + 0.57i 0.96 + 0.30i 1.00 0.9� 0.29i
0.36 + 0.93i 0.62 + 0.78i 0.83 + 0.56i 0.96 + 0.29i 1.00

3
77775

(4.99)

Σv=6 =

2
66664

1.00 0.97� 0.25i 0.87� 0.48i 0.73� 0.69i 0.54� 0.84i
0.97 + 0.25i 1.00 0.97� 0.25i 0.88� 0.48i 0.73� 0.68i
0.87 + 0.48i 0.97 + 0.25i 1.00 0.97� 0.25i 0.88� 0.48i
0.73 + 0.69i 0.88 + 0.48i 0.97 + 0.25i 1.00 0.97� 0.25i
0.54 + 0.84i 0.73 + 0.68i 0.88 + 0.48i 0.97 + 0.25i 1.00

3
77775

(4.100)

Σv=7 =

2
66664

1.00 0.98� 0.20i 0.92� 0.40i 0.82� 0.57i 0.69� 0.72i
0.98 + 0.20i 1.00 0.98� 0.20i 0.92� 0.39i 0.83� 0.56i
0.92 + 0.40i 0.98 + 0.20i 1.00 0.98� 0.20i 0.92� 0.39i
0.82 + 0.57i 0.92 + 0.39i 0.98 + 0.20i 1.00 0.98� 0.20i
0.69 + 0.72i 0.83 + 0.56i 0.92 + 0.39i 0.98 + 0.20i 1.00

3
77775

(4.101)

Σv=8 =

2
66664

1.00 0.99� 0.15i 0.95� 0.30i 0.90� 0.44i 0.82� 0.57i
0.99 + 0.15i 1.00 0.99� 0.15i 0.95� 0.30i 0.90� 0.43i
0.95 + 0.30i 0.99 + 0.15i 1.00 0.99� 0.15i 0.96� 0.29i
0.90 + 0.44i 0.95 + 0.30i 0.99 + 0.15i 1.00 0.99� 0.15i
0.82 + 0.57i 0.90 + 0.43i 0.96 + 0.29i 0.99 + 0.15i 1.00

3
77775

(4.102)

Σv=9 =

2
66664

1.00 0.99� 0.10i 0.98� 0.20i 0.95� 0.30i 0.92� 0.39i
0.99 + 0.10i 1.00 0.99� 0.10i 0.98� 0.20i 0.96� 0.30i
0.98 + 0.20i 0.99 + 0.10i 1.00 1.00� 0.10i 0.98� 0.20i
0.95 + 0.30i 0.98 + 0.20i 1.00 + 0.10i 1.00 1.00� 0.10i
0.92 + 0.39i 1.00 + 0.30i 0.98 + 0.20i 1.00 + 0.10i 1.00

3
77775

(4.103)

Σv=10 =

2
66664

1.00 1.00� 0.05i 0.99� 0.11i 0.99� 0.16 0.98� 0.20i
1.00 + 0.05i 1.00 1.00� 0.05i 0.99� 0.10i 1.00� 0.15i
0.99 + 0.11i 1.00 + 0.05i 1.00 1.00� 0.05i 1.00� 0.10i
0.99 + 0.16i 0.99 + 0.10i 1.00 + 0.05i 1.00 1.00� 0.05i
0.98 + 0.20i 0.99 + 0.15i 1.00 + 0.10i 1.00 + 0.05i 1.00

3
77775

(4.104)

Após calcular as matrizes teóricas, deve-se utilizar a Eq. (4.92) para encontrar a matriz

referente ao seu respectivo parâmetro v que minimiza a função descrita pela Equação citada.

Para o conjunto com as 11 velocidades, obtem-se nesse exemplo que o v que minimiza a diferença

é v = 5 m/s.

A Figura 4.6 ilustra o erro absoluto entre a matriz Σ calculada teoricamente para cada uma

das 11 velocidades testadas e a covariância amostral Q, dada em (4.93), que foi encontrada por

meio de simulação. Observa-se que o erro absoluto começa a diminuir à medida que a velocidade

se aproxima da velocidade real do alvo, 5 m/s, onde atinge seu menor erro absoluto. Da mesma

forma, ao se distanciar da velocidade real do alvo, o erro volta a aumentar.
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Figura 4.6: Erro absoluto entre a matriz Σ e a covariância amostral do exemplo numérico.

4.5.2 Diagrama de Blocos Geral

A Figura 4.7 representa o diagrama de blocos geral da metodologia proposta. O primeiro

passo é definir o tipo de alvo que será detectado pelo radar ArcSAR, com o objetivo de definir

a estimativa de suas dimensões, mesmo que esta definição seja estat́ıstica baseada em alguma

variável aleatória da modelagem do alvo. No caso deste trabalho, é tratada uma aplicação

meteorológica onde há o caso particular da detecção de nuvens, as quais foram modeladas como

alvos distribúıdos com velocidade, pois foi considerado o deslocamento da nuvens devido ao

efeito do vento.

A partir da definição destas dimensões, deve ser calculado o valor do parâmetro �im definido

em (4.85). Este parâmetro pode ser modificado de acordo com o tipo de alvo tratado e com a

configuração adotada para o radar utilizado. Portanto, este é um ponto chave para a definição

do sinal de eco que será posteriormente recebido e, consequentemente, afetará a precisão do

método.

No caso do alvo ter velocidade, a definição de �im será uma função da velocidade do alvo.

Por isso, deve ser definida uma margem de posśıveis velocidade que o alvo pode ter, ou seja,

matematicamente isto sigifica que é necessaria uma definição do domı́nio da função �im, que

é o conjunto onde a função é definida. Além disso, deve ser definida a precisão desejada da

velocidade para o cálculo da matriz Σ. Quanto maior é a precisão escolhida, maior é a matriz

Σ e, consequentemente, mais cálculos serão necessários para a estimação da velocidade. Com
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velocidade do alvo influencia o sinal recebido pelo radar e, consequentemente, o deslocamento

que causa no espectro. Foi calculada a transformada de Fourier do sinal recebido, a qual foi

expressa em função da hipergeométrica generalizada regularizada. Por último, nesta análise, foi

determinada uma expressão aproximada para a função de autocorrelação do sinal recebido.

Foi visto que o método da Correlação na Frequência gera um conjunto de sinais de referência

para comparar com o sinal que chega no receptor por meio da correlação cruzada. Este método

utiliza o método da força bruta para buscar a solução do problema.

Foi visto o funcionamento do método da Energia, que assume a simetria do espectro (condição

ideal) para estimar a velocidade. A estimação é feita por meio de um um filtro passa-baixa que

faz o balanceamento de potência do espectro.

Foi visto que o método de Madsen utiliza a fase do sinal complexo recebido para estimar a

velocidade do alvo por meio da diferença de fase de amostra por amostra.

Por último, foi feita uma demonstração anaĺıtica do método proposto neste trabalho. O

método utiliza o detector ML para estimar a velocidade do alvo. O dector ML consiste em en-

contrar o estimador v̂ que maximiza a função de Máxima Verossimilhança. Foi demonstrado que

existe uma forma alternativa para encontrar o detector ML, a partir da a matriz de covariância.

Partindo deste prinćıpio, foi encontrada uma expressão para o detector ML de velocidade para

o radar ArcSAR. Em seguida, foi feito um exemplo numérico para ilustrar o funcionamento do

detector numericamente. Por fim, foi feito um esquemático em forma de diagrama de blocos

que resume, de forma geral, o funcionamento de método proposto.



Capı́tulo 5
Discussões e Resultados

Os resultados encontrados são promissores, pois comprovaram a teoria desenvolvida nos

caṕıtulos anteriores de forma a destacar, principalmente, a eficácia do método proposto que foi

demonstrado matematicamente no Caṕıtulo 4. As técnicas desenvolvidas foram aplicadas de

acordo com o diagrama da Figura 4.7.

Este caṕıtulo começa mostrando o erro normalizado entre cada matrizΣ posśıvel do conjunto

de matrizes para as velocidades do alvo e a covariância amostral para mostrar o prinćıpio do

funcionamento do método proposto. É ilustrado o gráfico que é utilizado como prinćıpio básico

do método, no qual se encontra o erro mı́nimo, representado por um vale, entre a matriz teórica

e a covariância amostral.

Após esta desmonstração gráfica, é feita uma simulação de 1000 sinais, para se calcular o

erro médio e o erro médio quadrático de cada método a fim de compará-los e mostrar o compor-

tamento de cada um para uma faixa de SNR escolhida. É evidenciado o melhor comportamento

do método proposto para toda faixa de SNR.

A precisão do método proposto, bem como dos outros métodos é mostrada na subseção

seguinte. É feita uma análise de cada método, de forma a mostrar os pontos cŕıticos de cada

um por meio do desvio médio na estimação e do desvio padrão encontrado.

Todas as simulações deste trabalho que serão apresentadas nas próximas seções foram feitas

utilizando o programa computacional Matlab.

5.1 Erro Normalizado Entre Cada Matriz Sigma e a Co-

variância Amostral

Para verificar o funcionamento do método proposto, a primeira simulação gera o sinal rece-

bido pelo radar, simulando um sinal de eco provindo de um alvo distribúıdo com velocidade de

5 m/s, com rúıdo Gaussiano Branco e com SNR de -6 dB. A frequência de rotação da antena

foi escolhida como 300 rpm e seu raio de 0,5 m.

45
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5.1.1 Parâmetros de Simulação

A Tabela 5.1 mostra as configurações dos principais parâmetros para esta simulação. É

importante ressaltar que a precisão de Σ foi escolhida como 0, 1 m. Quanto maior a precisão

desejada maior é a matriz Σ, o que gera maior custo computacional. Portanto, é necessário se

atentar para o valor escolhido para não gerar um custo desenecessário.

Tabela 5.1: Parâmetros de simulação

Frequência do Sinal 9, 4⇥ 109 Hz

Comprimento de Onda 0, 032 m

PRF 7, 87⇥ 103 Hz

Banda do Sinal 50⇥ 106 Hz

Frequência de rotaç~ao 300 rpm

Abertura da Antena ⇡/2
Raio da Antena 0, 5 m

Tipo do Ruı́do Gaussiano Branco

SNR �6 dB

Velocidade do Alvo no Eixo y 5 m/s

Velocidade do Alvo no Eixo x 0 m/s

Movimento do Alvo em relaç~ao ao Radar Aproximaç~ao

Distância Inicial do Alvo 10000 m

Faixa de Velocidades Possı́veis 0 a 10 m/s

Precis~ao de Σ 0, 1 m

5.1.2 Resultados de Simulação

A Figura 5.1 apresenta no seu eixo x todas as posśıveis velocidades que o alvo pode ter,

como uma nuvem no caso da aplicação meteorológica. Nesta simulação, a faixa de variação da

velocidade do alvo foi definida pelo intervalo de 0 a 10 m/s.

A curva apresenta o erro normalizado entre cada matriz Σ e a covariância amostral. Pode

ser observado um vale em um ponto, enquanto para os outros pontos há uma diferença maior

e praticamente uniforme para o sinal, o que deixa clara a precisão na estimação. A velocidade

v escolhida é a que minimiza esse erro, neste caso 5 m/s. Com a diminuição da SNR, há uma

diminuição na precisão da estimação, e mesmo em piores condições de rúıdo, o método proposto

obteve um bom comportamento. A segunda simulação mostrará uma comparação entre os

métodos para diferentes valores de SNR.

5.2 Simulação: Erro Médio e Erro Médio Quadrático

A fim de verificar a sensibilidade do método com a SNR, foi feita uma simulação com 1000

sinais variando a SNR de -30 dB a 10 dB. Este caso também simula um alvo distribúıdo móvel
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Figura 5.1: Erro absoluto entre Σ e a covariância amostral. O eixo y mostra o erro para cada
velocidade do eixo x.

com velocidade de 5 m/s, mas para diferentes valores de SNR para observar o comportamento

da estimação da velocidade em diferentes condições de rúıdo. Foi calculado o erro médio, em

m/s, para os quatro métodos em toda a faixa de SNR citada.

As curvas apresentadas na Figura 5.2 mostram o erro médio de cada método com o aumento

da SNR para uma faixa de -30 dB até 10 dB. O método de Madsen (em preto) foi o que

obteve o pior comportamento apresentando o maior erro médio. Ao chegar em -5 dB, o erro

médio do método de Madsen se aproxima do método da Energia (em vermelho), tendendo a

um comportamento similar a este até 10 dB. O método da Correlação na Frequência (em azul)

obteve menor erro médio que os outros dois métodos, mas exige um custo computacional maior.

Já as curvas ilustradas na Figura 5.3 apresentam o erro médio quadrático com o aumento

da SNR para a mesma faixa de -30 dB a 10 dB. Estas curvas são parecidas com as curvas do

erro médio ilustradas na Figura 5.2, evidenciando a maior eficácia do método proposto diante

os outros métodos testados neste trabalho.

Pelo gráfico, é posśıvel observar que o método proposto (em verde) alcança um erro médio

menor que todos os outros métodos citados para toda a faixa de SNR.

Todas as curvas tendem a decair com o aumento gradativo da SNR, pois quanto maior a

SNR menor é o erro médio.

Para exemplificar numericamente, a Tabela 5.2 mostra os valores do erro médio dos métodos
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Figura 5.3: Erro quadrático médio na estimação de v para o método proposto (verde) e os
métodos Correlação na Frequência (azul), Energia (vermelho) e Madsen (preto).

Tabela 5.4: Erro Quadrático Médio para todos os métodos com SNR de -30 dB, -20 dB, -10 dB,
0 dB e 10 dB

Método \SNR(dB) -30 dB -20 dB -10 dB 0 dB 10 dB

Madsen 460,7789 358,6361 133,0663 19,3339 3,1799

Energia 62,5794 54,1559 28,9416 6,5609 0,9672

Correlaç~ao na Frequência 11,3453 7,9576 1,8200 0,2325 0,0033

Método Proposto 8,1735 4,9526 1,0818 0,1348 0

analisados no gráfico da Figura 5.2 para SNR de -30 dB, -20 dB, -10 dB, 0 dB e 10 dB e a

Tabela 5.3 mostra os valores do desvio padrão dos quatro métodos para os mesmos valores de

SNR. Para SNR de -30 dB, é posśıvel observar que o erro médio do método de Madsen é mais

do que o dobro do erro médio obtido pelo método da Energia.

O método de Madsen obteve o maior erro médio para os cinco valores de SNR e o maior

desvio padrão, o que mostra que sua estimação não foi precisa. O método proposto foi o que

apresentou o menor erro médio e o menor desvio padrão para todos os cinco valores, chegando

a apresentar um erro médio muito próximo de zero em 10 dB. Devido à aproximação feita para
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limitar as casas decimais, este valor é apresentado como zero na tabela de erro médio.

Pela Tabela do erro médio, observa-se que o método proposto obteve um erro médio de 2,4276

para SNR de -30 dB, enquanto os métodos de Madsen, da Energia e Correlação na Frequência

apresentaram um erro médio de 17,5957, 6,4581 e 2,9767, respectivamente. Considerando ainda

esta mesma situação, o método proposto obteve um desvio padrão de 1,5178 para SNR de -30

dB e os métodos de Madsen, da Energia e Correlação na Frequência obtiveram desvio padrão de

12,2952, 4,5709 e 1,5770, respectivamente. Observa-se que o método proposto obteve erro médio

e desvio padrão menores que os métodos de Madsen e da Energia mesmo com SNR menor, ou

seja, o método proposto consegue ser mais robusto em uma SNR de -30 dB que os métodos

de Madsen e da Energia para SNR mais alta de -10 dB. O método que mais se aproximou do

método proposto foi o método da Correlação na Frequência.

5.3 Precisão do Método Proposto

A precisão de um método é algo fundamental na estimação de parâmetros, pois dependendo

da aplicação envolvida, um pequeno erro pode ser fatal, especialmente na área de radares. Por

exemplo, radares com aplicações militares requerem uma alta precisão em suas estimatições, já

que muitas vezes é necessário determinar a posição exata de um alvo, seja este móvel ou estático.

Portanto, a precisão de cada método deve ser analisada para avaliar se um dado método

atende as condições mı́nimas de variação dos dados requeridas pela aplicação. Esta análise torna

posśıvel fazer a escolha adequada do método a ser utilizado, pois há aplicações que não exigem

tanta precisão enquanto outros necessitam de precisão máxima para atingir seus objetivos.

Para verificar a precisão do método proposto e poder comparar com os outros métodos, foi

feita uma simulação de um alvo distribúıdo com velocidade de 6 m/s para diferentes valores de

SNR, a qual variou em uma faixa de -30 dB a 10 dB.

O primeiro método a ser analisado é o método de Madsen. O gráfico da Figura 5.4 mostra a

estimação média deste método em torno do desvio padrão, representado pelas barras verticais.

Para valores de SNR mais baixas, o método de Madsen obteve um desvio padrão alto, estimando

a velocidade para valores bem distantes de 6 m/s. Para valores acima de -10 dB, o método obteve

um melhor desempenho, estimando valores mais próximos de 6 m/s e com desvio padrão um

pouco menor. Apesar da melhora na estimação para SNR acima de -10 dB, o desvio padrão

ainda é alto, considerando-se o aumento da SNR.

O segundo método testado foi o método da Energia. Este método está representado na Figura

5.5, a qual mostra o gráfico da sua estimação média em torno do desvio padrão. Analogamente

ao método de Madsen, o método da Energia também apresentou um grande desvio médio entre

os valores estimados e o valor real da velocidade de 6 m/s e também apresentou um alto desvio

padrão, principalmente para baixa SNR. Na SNR de -10 dB, os valores começam a convergir,

se aproximando de 6 m/s e com desvio padrão relativametne pequeno. O método da Energia

apresentou uma precisão relativamente melhor que método de Madsen, porém, dependendo da

aplicação a ser utilizada e do ńıvel de rúıdo, ainda pode gerar grandes erros na sua estimação.

O método da Correlação na Frequência foi o terceiro analisado. O gráfico da estimação

média em torno do desvio padrão deste método está ilustrado na Figura 5.6. Ao comparar com
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Figura 5.4: Precisão de estimação de velocidade do método de Madsen.

Figura 5.5: Precisão de estimação de velocidade do método da Energia.
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os métodos de Madsen e da Energia, pode-se observar uma razoável melhoria na estimação com

valores médios bem mais próximos de 6 m/s, tanto para SNR mais baixas quanto para SNR

mais alta. Obviamente, para valores de SNR mais baixa a estimação foi mais dispersa com

desvio padrão mais elevado que os valores de SNR mais alto. Ao passar de -10 dB, a estimação

melhora consideravelmente e tende para o valor real de 6 m/s e com desvio padrão pequeno.

Figura 5.6: Precisão de estimação de velocidade do método da Correlação na Frequência.

Por último foi feito o teste de precisão com o método proposto. Este método tem seu

gráfico de estimação média em torno do desvio padrão ilustrado na Figura 5.7. Para toda a

faixa do espectro, o método proposto obteve resultados mais próximos de 6 m/s que todos os

outros métodos anteriores, evidenciando melhor desempenho que todos os métodos, inclusive

o método da Correlação na Frequência. Até para valores relativamente baixos de SNR este

método obteve um bom comportamento com pequeno desvio entre os valores estimados e o

valor real da velocidade. O método apresentou ainda pequenos valores para o desvio padrão,

o que mostra o seu bom desempenho na estimação da velocidade de alvos distribúıdos. Como

nos métodos anteriores, houve uma melhoria na estimação de acordo com o aumento da SNR,

porém ao chegar em uma SNR de -15 dB, o método praticamente convergiu para o valor real

de 6 m/s, já que seu desvio médio tendeu a zero, mostrando que não há uma variação grande

na estimação, o que evidencia a boa precisão do método proposto.
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Figura 5.7: Precisão de estimação de velocidade do método Proposto (Máxima Verossimilhança).

5.4 Comparação Para Diferentes Sigmas

Nem sempre as aplicações requerem precisão máxima na estimação da velocidade. Algumas

aplicações exigem um algoritmo mais rápido ao custo de uma precisão mais baixa. Levando

isto em consideração, pode haver variações do método proposto, nas quais a matriz Σ teórica

pode ter uma menor dimensão com menos elementos, gerando menos cálculos computacionais,

ao custo de uma precisão menor. Quanto menor é a dimensão da matriz Σ, menor é a precisão

do método, tendo como vantagem menos cálculos feitos na comparação da matriz teórica com

os dados adquiridos pelo radar, bem como na construção da matriz teórica.

Uma ideia simples é diminuir a matriz Σ selecionando elementos em um intervalo definido.

Uma matriz M ⇥ M pode ser diminúıda por um fator simples do tamanho de um intervalo I

desejado, sendo que I é um número inteiro e positivo. Desta forma, a matriz passa a ser uma

matriz M
I
⇥ M

I
.

Para testar esta ideia, foi feita a mesma simulação do caso anterior, com um alvo distribúıdo

móvel com velocidade de 6 m/s dentro da faixa de SNR entre -30 dB e 10 dB.

O primeiro caso foi selecionado um fator I = 5. Neste caso, a precisão do método já

começou a cair ńıtidamente pelo gráfico da Figura 5.8. Com a matriz Σ completa, a estimação

já converge para o valor correto da velocidade em aproximadamente -10 dB, enquanto para a

matriz selecionando de 5 em 5 elementos o método começa a convergir em aproximadamente -5

dB. Portato, houve uma perda de 5 dB com este fator.

Utilizando um fator de I = 10, a precisão diminui ainda mais. Este caso está ilustrado na
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Figura 5.8: Precisão de estimação de velocidade do método Proposto para um fator I = 5.

Figura 5.9: Precisão de estimação de velocidade do método Proposto para um fator I = 10.
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Figura 5.10: Precisão de estimação de velocidade do método Proposto para um fator I = 20.

Figura 5.9. Pelo gráfico, é posśıvel observar que a estimação da velocidade converge para o valor

correto para SNR de -1 dB, enquanto o caso anterior a convergência se deu com 4 dB a menos.

Tabela 5.5: Convergência da estimação da velocidade para o valor correto com os fatores: I = 1,
I = 5, I = 10 e I = 20.

Fator I Convergência

1 -10 dB

5 -5 dB

10 -1 dB

20 5 dB

O último caso foi uma simulação para um fator I = 20, no qual houve mais uma queda na

precisão da estimação da velocidade. Pelo gráfico da Figura 5.10, a convergência da velocidade

para o valor correto se dá apenas em 5 dB, sendo 6 dB a mais que o caso para o fator I = 10.

Tendo em vista os quatro casos: fator I = 1 (matriz completa), fator I = 5, fator I = 10

e fator I = 20, foi observada uma queda praticamente linear na precisão da estimação da

velocidade. A tabela 5.5 mostra o ponto de convergência na estimação da velocidade para estes

quatro casos.



Caṕıtulo 5. Discussões e Resultados 56

5.5 Resumo do Caṕıtulo

Este caṕıtulo começou mostrando os parâmetros de simulação utilizados para a geração do

sinal. Foi calculado o erro absoluto entre a matriz teórica Σ e a covariância amostral, mostrando

a precisão do método proposto ao ter um mı́nimo no erro na velocidade real do alvo.

Outra simulação foi feita para diferentes condições de SNR. Nesta simulação foram utilizados,

além do método proposto, o método da Correlação na Frequência, o método da Energia e o

método de Madsen para fins de comparação. O método proposto se mostrou mais robusto,

possuindo o menor erro médio e o menor erro médio quadrático dentre os métodos testados. O

método que mais se aproximou do método proposto foi o método da Correlação na Frequência.

Os outros métodos apresentaram erros consideravelmente maiores.

Foi evidenciada a precisão do método proposto ao se mostrar a estimação média em torno

do desvio padrão para cada método. Foi avaliada a mesma faixa de SNR para cada método,

onde foi posśıvel observar que o método proposto converge para o valor correto da velocidade

com SNR mais baixa que os outros métodos, ou seja, o método proposto apresentou o melhor

compartamento mesmo para baixa SNR.

Por último, foram apresentadas algumas variações do método proposto, de forma a se obter

menos cálculos computacionais ao custo de uma menor precisão. Algumas aplicações não exigem

alto ńıvel de precisão e, por isso, é posśıvel diminuir a dimensão, ou o número de elementos

da matriz e, consequentemente ter um algoritmo com menos cálculos e mais rápido. A ideia

utilizada foi adotar diferentes intervalos para o cálculo das matrizes teóricas. Quanto maior o

intervalo escolhido, menos elementos tem a matriz, menos cálculos são feitos e, como resultado,

menor é a precisão do método.



Capı́tulo 6
Conclusões e Perspectivas

Este trabalho apresentou alguns conceitos básicos de radares SAR e ArcSAR, que foram

utilizados em aplicações meteorológicas na detecção de nuvens. O radar SAR possui diversas

caracteŕısticas interessantes que fazem com que este tenha uma boa resolução diferenciando-o

dos radares convencionais. A partir deste, abordou-se o radar ArcSAR, que é uma variação do

radar SAR, porém a sua forma de operação é em geometria circular. O radar ArcSAR é uma

boa alternativa para diminuir os custos de um radar convencional, pois necessita de uma antena

menor e consegue atingir altas resoluções devido às suas caracteŕısticas.

O objetivo principal foi desenvolver um método baseado na máxima verossimilhança para

estimação ótima de velocidade em radar ArcSAR a partir dos ecos provindos de alvos distribúı-

dos, pois são alvos reais que possibilitam a aplicação na área de meteorologia na detecção de

nuvens. Os alvos distribúıdos apresentam um espectro não simétrico, o que prejudica a estima-

ção da velocidade. Foi feito um desenvolvimento anaĺıtico para demonstrar matematicamente o

funcionamento do método baseado na função de máxima verossimilhança. Foi encontrada uma

expressão matemática em função da matriz de covariância que estima a velocidade de forma

ótima. O método proposto faz uma comparação desta matriz, para cada velocidade dentro de

um conjunto de posśıveis velocidades, com o sinal recebido de forma a encontrar uma velocidade

estimada que minimize o erro absoluto entre a matriz de covariância e o sinal recebido.

Por meio de simulações, o método proposto foi implementado para verificar a sua eficiência

na detecção da velocidade. Ao compará-lo com outros métodos já existentes para verificar a

eficiência e precisão, ficou claro que o método proposto obteve o melhor desempenho para toda

a faixa de SNR testada por meio do erro médio, erro médio quadrático e a estimação feita

para cada método separadamente, onde foram gerados os gráficos da estimação média em torno

do desvio padrão. Indo um pouco além, foram feitas propostas de diferentes matrizes Σ com

menores dimensões para diminuir a quantidade de cálculos feitos pelo algoritmo, em detrimento

da precisão do método, já que existem diversas aplicações que exigem diferentes valores de

precisão.
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Perspectivas

Para dar continuidade ao trabalho, sugere-se que sejam feitas análises detalhadas do custo

e da complexidade do método proposto. Desta forma, será posśıvel medir a velocidade do

algoritmo e comparar a sua complexidade com a de outros métodos existentes para avaliar a

viabilidade do método proposto neste trabalho em aplicações em tempo real, que requerem

algoritmos velozes e enxutos.

Outra proposta seria, a partir da complexidade do algoritmo, encontrar outras métricas para

a matriz Σ de forma a se obter uma base matemática que permita escolher o custo exato do

algoritmo. Com isto, seria posśıvel criar uma qualificação de diferentes matrizes de acordo com

a aplicação, já que cada uma requer uma precisão diferente.

Pode ser feita uma extensão do caso monoestático para o caso biestático, utilizando os

cálculos feitos neste trabalho como base ao se usar diferentes canais para transmissão e recepção

do sinal. Deve-se verificar quais os impactos que a utilização de outra antena terá sobre a

forma de operação do radar ArcSAR e o comportamento do método proposto de acordo com as

posśıveis variações na matriz de covariância teórica do sinal.
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