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Resumo

Esta dissertacdo apresenta uma caracterizacdo para sistemas estocasticos em tempo continuo em
que a variacdo da acdo de controle aumenta a incerteza sobre o estado. Este tipo de sistema pode ser
aplicado em diversas dreas da ciéncia e da engenharia, haja vista sua capacidade de modelar sistemas
estocdsticos complexos, cujas dindmicas ndo s@o completamente conhecidas. Processos de difusao
controlada de Itd sdo usados para descrever a trajetéria do estado, e a otimizagdo € realizada por
meio do método da programacdo dinamica, sendo, portanto, necessdria a resolucao da equacdo de
Hamilton-Jacobi-Bellman. Adicionalmente, a utilizagdo de ferramentas da andalise de fun¢des ndo
suaves indicou a existéncia de uma regido no espaco de estados onde a acdo 6tima de controle con-
siste na manuten¢do do controle que tem sido aplicado ao sistema, seja ele qual for. Intuitivamente,
este resultado estd de acordo com a natureza cautelosa do controle de sistemas subdeterminados.
Finalmente, estudou-se analiticamente o caso particular de um sistema com custo quadratico. Este
estudo revelou que a técnica desenvolvida permite o cédlculo da solucdo 6tima de maneira simples e
eficaz para comportamentos assintéticos do sistema. Essa peculiaridade da solu¢do vem de auxilio a
obtencdo da solucdo completa do problema via aproximagdes numéricas.

Palavras-chave: Sistemas Estocasticos Nao Lineares, Processos de Difusdo Controlada, Calculo
de It6, Programacdo Dindmica, Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Abstract

This dissertation presents a framework for continuous-time stochastic systems in which the con-
trol variations increase the state uncertainty. This type of system can be applied in several areas of
science and engineering, due to its hability of modelling complex stochastic systems, for which the
dynamics are not completely known. Controlled It6 diffusion processes are used in order to describe
the state path, and the optimization was achieved by the dynamic programming method, so it was nec-
essary to solve the Hamilton-Jacobi-Bellman equation. In addition, tools from nonsmooth analysis
indicated the existence of a region in the state space in which the optimal control action is charac-
terized by no variation, no matter the previous control were. Intuitively, this result is expected from
the cautionary nature of controlling underdetermined systems. Finally, it was analytically studied the
particular case of a system with quadratic running costs. This study revealed that the technique de-
veloped allows the computation of the optimal solution in a simple and effective way for asymptotic
behavior of the system. This feature of the solution comes in hand to obtain the complete solution of
the problem by means of numerical approximations.

Keywords: Stochastic Nonlinear Systems, Controlled Diffusion Processes, Ito Calculus, Dyna-
mic Programming, Hamilton-Jacobi-Bellman Equation.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo apresenta a contextualizagdo desta dissertagdao no universo da teoria de controle e
a motivacdo para o estudo de sistemas em que a Variagdo do Controle Aumenta a Incerteza do es-
tado (sistemas VCAI). Em seguida, sdo expostos os objetivos do trabalho e um breve histérico do
surgimento da teoria de controle 6timo estocdstico, citando desde os primeiros trabalhos matemati-
cos que a precederam até as atuais contribuicdes na area. Finalmente, conclui-se o capitulo com a

apresentacdo da estrutura da dissertacao.

1.1 Contextualizacao

Inameros sistemas de controle estudados atualmente estdo sujeitos a distirbios aleatdrios, de
modo que os controladores precisam lidar com um conhecimento imperfeito da dinamica do sistema.
O controle de sistemas lineares e ndo lineares na presenca de tais distirbios — isto €, o controle
estocdstico — representa um problema extremamente comum em diversas dreas da ciéncia e da enge-
nharia, abrangendo desde a otimizacao de estratégias para investimentos financeiros até o controle de
processos fisico-quimicos. Neste cendrio, dado um sistema dindmico em um estado especifico em um
certo instante de tempo, o problema de controle 6timo consiste na determinagdo da trajetéria 6tima
de acdes a serem tomadas a partir da observagdo continua da trajetoria do estado do sistema com o
intuito de se atingir um estado final desejado em algum instante futuro. Ressalta-se a existéncia de
custos associados as acdes de controle e a0 comportamento da trajetéria do estado. Sendo assim, o
que se entende por 6timo estd relacionado com a minimizagdo destes custos. Por outro lado, a pre-
senca do ruido e o desconhecimento parcial da dindmica do sistema faz com que esta otimizacao seja
realizada em termos da esperanca matemética do funcional de custo.

Na literatura, solu¢des 6timas globais para o problema de controle estocdstico estdo disponiveis

analiticamente somente para o caso particular em que a dinamica do sistema ¢ linear e perfeitamente
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conhecida, o funcional de custo € quadratico e o ruido € gaussiano aditivo (sistemas LQG). Portanto,
quando a dindmica nao € perfeitamente conhecida, ndo se pode mais falar em solugdo 6tima global.
Uma alternativa seria realizar uma andlise de pior caso, a fim de se obter um desempenho aceitdvel
em toda a regido de interesse. Essa ideia remonta a teoria de controle robusto que, apesar de ser muito
difundida atualmente, ndo pertence ao escopo desta dissertacdo. Uma outra alternativa, menos conser-
vadora que a andlise de pior caso, € construida a partir da adi¢do de incertezas ao modelo. Incertezas
estas relacionadas a dindmica do sistema e consideradas, neste trabalho, por meio do acréscimo de
um termo de ruido modulado pelo sinal de controle. Tal abordagem da origem a um sistema em que

a variacdo do controle aumenta a incerteza do estado, denominado sistema VCAL

1.2 Motivacao

Uma das principais motivagdes para o estudo de modelos de sistemas VCAI € a sintese de contro-
ladores para sistemas estocdsticos complexos, cujas dindmicas ndo sdo completamente conhecidas.

Ha pelo menos duas aplicacdes importantes para este tipo de sistema, a saber,

* 0 problema de controle da dosagem de medicamentos ministrada em um paciente sujeito a
um tratamento quimioterdpico [1]. Neste caso, mudancas grandes de dosagens podem levar a

consequéncias incertas, enquanto variagdes pequenas podem nao surtir efeito algum;

* o problema de controle da taxa de juros basica definida pelo Banco Central a partir da dinamica
macroecondmica parcialmente conhecida [2]. Aqui, variacdes muito grandes na taxa de juros
podem resultar em consequéncias indesejadas e imprevisiveis como o aumento da inflacdo
ou a reducdo do Produto Interno Bruto (PIB). Por outro lado, caso haja uma variacdo muito
pequena da taxa de juros, os agentes econdomicos podem comecar a duvidar da competéncia
do Banco Central em atingir a meta inflaciondria, gerando um aumento de incerteza no cendrio

econdmico.

Nestes exemplos, devido a inviabilidade de se fazer experimento no corpo do paciente ou na
economia nacional, ndo € possivel utilizar técnicas tradicionais de identificagdo para modelar com-
pletamente a dinamica destes sistemas. Destarte, pode-se apenas obter um modelo do sistema por
meio de dados histdricos, o que normalmente limita a capacidade de controlar o sistema e restringe a
precisao do modelo a uma faixa de valores do estado e do controle.

Além disso, devido as nao linearidades ou outras dindmicas indeterminadas dos sistemas, grandes
variacdes do controle podem conduzir o sistema a regidoes onde o erro de aproximagao torna-se muito
grande. Neste caso, o erro corresponderd a incerteza gerada por variacdes da magnitude da politica

de controle, caracterizando o sistema como um VCAI
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Nota-se, portanto, que ambos os exemplos tratam de situacdes em que o sistema provavelmente
esteja operando em algum ponto de equilibrio associado a alguma agdo de controle fixa, e sua dina-
mica seja parcialmente conhecida. Poder-se-ia entdo restringir o modelo a uma representacdo local
(vélida préxima ao tal ponto de equilibrio) na forma de um sistema linear. Nesse sentido, o termo
extra de ruido, modulado pelo sinal de controle, corresponderia ao erro gerado no estado, induzido
por desvios de ordens superiores devido as variagdes em torno do valor nominal do controle. Em
outras palavras, o termo acrescido reflete a grande incerteza no modelo linear como consequéncia de

se negligenciarem termos de maior ordem na dindmica do sistema.

1.3 Objetivos

O objetivo desta dissertagdo € estender para o caso continuo no tempo a teoria de controle de
sistemas VCALI iniciada em [3]. Assim, serd estudado um processo multidimensional de difusdo
controlada de It6 com apenas uma entrada de controle e avaliado por um funcional de custo dado
pelo valor esperado de um critério de Bolza. Deseja-se obter uma politica 6tima de controle via
programacao dinamica.

Tal como no caso discreto no tempo, pretende-se mostrar o surgimento de uma regiio no espaco
de estados em que a politica 6tima corresponde a ndo variacdo do sinal de controle, ou seja, dado que
o sistema esteja operando nessa regido, o melhor a fazer (no sentido de minimizar o custo total) € ndo
alterar a atual forma de intervencao.

Um outro objetivo desta dissertacdo consiste na busca por propriedades da fun¢do custo 6timo,
tais como convexidade, diferenciabilidade, comportamento assintético etc. O conhecimento destas
propriedades certamente serd de grande valia para o cdlculo da solucao do problema e o seu completo
entendimento. Espera-se que essa caracterizagdo possa compor um conjunto de ferramentas mate-
maticas importantes para trabalhos futuros na drea, como, por exemplo, a andlise da estabilidade do
sistema.

Ao final, propde-se também um estudo preliminar acerca de um caso particular em que o custo do
sistema € quadratico. Essa escolha visa um tratamento analitico mais ameno das equagdes. O foco
deste estudo estd na aplicag¢do dos resultados encontrados e na tentativa de se obter uma compreensao

mais abrangente dos conceitos introduzidos.

1.4 Uma Visao Historica

Embora o nome Teoria de Controle Otimo tenha surgido, pela primeira vez, no final da década

de 1950, o problema essencialmente de mesma natureza possui uma longa histéria que remonta aos
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tempos antigos, quando os estudiosos descobriram ser um segmento de linha reta 0 menor caminho
entre dois pontos. Nesse sentido, o precursor mais aceito da teoria de controle 6timo € o célculo
variacional — surgido no século XVII. Muitos foram os que contribuiram para o desenvolvimento
desta teoria; contudo, este breve histérico mencionara apenas alguns dos principais nomes em uma
extensa trajetoria de trabalhos cientificos surpreendentes.

Em 1662, Pierre de Fermat' escreveu um artigo utilizando o método do calculo para minimizar
o tempo de percurso de um raio de luz que se propaga através de dois meios Opticos. Sua pes-
quisa marcou o surgimento do célculo variacional, e seu resultado ficou conhecido como Principio
de Fermat. Em junho de 1696, Johann Bernoulli? desafiou a comunidade cientifica de seu tempo
a resolver o famoso problema da braquistécrona (do grego, brdchistos, “o mais curto, o menor”, e
cronos, “tempo, atraso”), o qual fora estudado primeiramente por Galileo Galilei® em 1638, tendo
sido apresentado, todavia, com uma solu¢ao incorreta. A solucdo correta foi entdo dada em 1697 pelo
préprio Johann Bernoulli, seu irmao Jacobi*, e também por Gottfried W. Leibniz’, Isaac Newton®,
I’Hopital” e Tschirnhaus®. Em 1744, Leonhard Euler® obteve as condigdes necessdrias de primeira
ordem dos pontos extremos, dando origem a Equacao de Euler (ou Equacdo de Euler-Lagrange, como
é conhecida atualmente). J4 em 1755, Joseph L. Lagrange!? introduziu o entio chamado Célculo &
que iniciou uma nova era nesse campo de pesquisa. Apds estuda-lo, Euler, em 1756, cunhou o nome
Célculo Variacional para esse assunto.

Anos depois, em 1786, Adrien-Marie Legendre!! introduziu as condigdes suficientes para um
ponto extremo ser um ponto de maximo ou de minimo. Porém, seu artigo continha algumas lacunas
que foram preenchidas mais tarde por Karl G. J. Jacobi'? em 1838, originando a Teoria de Legendre-
Jacobi.

Em 1833, William R. Hamilton!? introduziu o Principio da Minima Acio e, por volta de 1835,
encontrou um sistema de equacdes diferenciais ordindrias (atualmente cognominado de Sistema Ha-
miltoniano Canonico) equivalente as Equacdes de Euler-Lagrange. Hamilton também desenvolveu a
famosa Equacdo de Hamilton-Jacobi, aperfeicoada por Jacobi em 1838. Posteriormente, diversos ci-
entistas, como Karl Weierstrass'4, Oskar Bolza!’, David Hilbert!® e Carathéodory”, fizeram amplas
contribui¢des nesta drea. Muitos autores concordam que, por volta da metade do século XX, a entdo
denominada Teoria Cléssica do Cdlculo Variacional estava completa.

Em se tratando mais especificamente da teoria de controle, poder-se-ia retornar aos trabalhos de
James C. Maxwell'® em 1868. Dentre os cientistas que mais contribuiram inicialmente para esta teo-
ria, destacam-se: Adolf Hurwitz!'?, Henri Poincaré?’, Aleksandr M. Lyapunovzl, Norbert Wiener?? e
Andrey N. Kolmogorov?3. Contudo, quando se fala em Teoria de Controle Otimo Moderno, seu inicio
€ marcado com os primeiros estudos da Teoria dos Jogos realizados nos Estados Unidos e na antiga

Unido Soviética logo ap6s o final da Segunda Guerra Mundial. Tais estudos propiciaram o ambiente



1.4 Uma Visao Historica 5

perfeito para a criagdo do Método da Programacdo Dinamica, publicado por Richard Bellman** em

1952 [4]. O famoso Principio do Médximo de Pontryagin, desenvolvido pelo grupo de pesquisa de
Lev S. Pontryagin®®, surgiu em 1956 [5] e, no final da década de 1950, Kalman?% estabeleceu a Teo-
ria de Controle Otimo para problemas envolvendo sistemas lineares com custo quadrético [6]. Estes
trés grandes trabalhos, anunciados formalmente no primeiro Congresso da Federacdo Internacional
de Controle Automatico (IFAC), em 1960, na cidade de Moscou, constituem os pilares da Teoria de
Controle Otimo Moderno.

Em 1954, Bellman descobriu que a técnica da programacao dindmica poderia ser aplicada também
a problemas de controle 6timo, cujas equagdes de estado eram equacdes diferenciais ordindrias [7],
levando a uma equacdo diferencial parcial ndo linear, hoje conhecida como Equacdo de Hamilton-
Jacobi-Bellman. Naquele tempo, Bellman ndo se deu conta de que sua equagdo estava estreitamente
relacionada com a Equacao de Hamilton-Jacobi, ja consagrada na mecanica. Somente em 1960 Kal-
man visualizou a relacdo entre as duas, sendo provavelmente o primeiro a usar o termo Equagdo de
Hamilton-Jacobi do Problema de Controle [8].

Um artigo de Bellman de 1958 [9] foi provavelmente o primeiro a mencionar o termo Controle
Estocastico. Nota-se que desde os primeiros passos no desenvolvimento da teoria de controle estocas-
tico a aleatoriedade j4 vinha sendo considerada. Entretanto, ndo eram mencionadas ainda equacdes
diferenciais estocésticas do tipo difusdo de Itd6>’. O primeiro artigo a lidar com sistemas analogos aos
sistemas envolvendo esses tipos de equacdes surgiu em 1961 [10], e a abordagem da programacao
dindmica de Bellman foi utilizada para se derivar uma equacdo diferencial parcial associada a um
processo controlado de Markov?® em tempo continuo.

Embora a versdo estocdstica discreta no tempo da programacao dinamica fosse discutida desde os
primeiros trabalhos de Bellman, a versdo estocéstica continua no tempo (envolvendo equacdes dife-
renciais estocdsticas do tipo Itd como equagdes de estado) foi primeiramente estudada por Kushner?
em 1962 [11]. Desde entdo, numerosos trabalhos vém contribuindo nessa area.

Na linha dos problemas de controle 6timo para sistemas parcialmente observaveis, por exemplo,
havia dois componentes a serem considerados: a estimac¢do e o controle. A parte da estimacdo estava
relacionada com o problema de filtragem, e o filtro de Kalman-Bucy [12], desenvolvido em 1961,
resolveu elegantemente o problema para o caso linear. J4 para o problema de filtragem nao linear,
bem mais dificil, houve diferentes abordagens de tratamento ao longo da histéria. No que tange ao
aspecto de controle de sistemas parcialmente observaveis, um passo importante foi a descoberta de
Wonham?°, em 1968, do Principio de Separacio para o caso linear [13]. Este principio permitia que
se resolvesse primeiro um problema de estimacgdo (filtragem) e depois um outro de controle de um
sistema completamente observdvel conduzido pelo observador de estados. Para o caso nao linear,

todavia, o principio de separacdo poderia ndo funcionar, levando a comunidade cientifica a buscar
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outras maneiras de se resolver o problema. Atualmente, hd diversos estudos neste campo, sendo
Fleming?!, Soner®?, Davis® e Elliott>* alguns dos pesquisadores envolvidos no assunto.

Por muito tempo, a teoria da programacio dindmica, mesmo para os sistemas deterministicos,
permaneceu sem um forte rigor matematico. A principal dificuldade matemética para um tratamento
rigoroso consistia no fato de que a Equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman fosse uma equacao diferen-
cial parcial de primeira ordem que normalmente ndo admitia uma solugdo cldssica, ou ainda, que as
fungdes de custo 6timo ndo fossem, necessariamente, continuamente diferencidveis. Nesse aspecto,
diversos autores esforcaram-se para introduzir diferentes nocdes de solucdes fracas ou generalizadas,
tentando provar que a funcdo de custo 6timo fosse uma solugdo da equagdo de Hamilton-Jacobi-
Bellman em um certo sentido.

Assim, no inicio da década de 1980, surgiram importantes contribui¢Oes para o caso determinis-
tico, como, por exemplo, a Solucdo Minimax de Subbotin® [14], a nocdo de viscosidade de Cran-
dall*® e Lions?” [15] e o emprego de gradientes generalizados por Clarke?® e Vinter® [16]. Em se
tratando do caso estocdstico, a equacao diferencial parcial era de segunda ordem, o que demandava
outras técnicas matematicas mais aprimoradas. Novas no¢des do gradiente generalizado, tais como as
apresentadas por Rockafellar*”, em 1988 [17], e uma hessiana generalizada, baseada no movimento

browniano introduzida por Haussmann*!

, no inicio da década de 1990 [18], fizeram parte do conjunto
destas técnicas.

No contexto de indmeras contribui¢des recentes, o estudo de sistemas estocdsticos torna-se cada
vez mais promissor. Novos modelos, como, por exemplo, o proposto no artigo [19], surgem a todo
instante. Neste, especificadamente, a modelagem foi realizada para um sistema monoentrada e dis-
creto no tempo, possuindo um termo de ruido modulado pelas variacdes do sinal de controle. Devido
as suas caracteristicas, o sistema foi batizado de Sistema VCALI (sistema em que a variacdo do con-
trole aumenta a incerteza do estado). Apesar dos resultados iniciais satisfatorios, o modelo ainda ndo

foi estendido para o tempo continuo.

1.5 Estrutura da Dissertacao

O capitulo 2 apresenta os conceitos matemadticos utilizados ao longo do texto e necessarios para
a compreensao integral desse trabalho. J4 o capitulo 3 contém as principais contribuicdes dessa
dissertacdo. Neste, o problema € exposto de maneira geral para uma ampla classe de fungdes de custo
e tratado por meio do método da programacdo dindmica em tempo continuo. Para ilustrar a teoria,
estuda-se o caso particular do custo quadratico no capitulo 4. Finalmente, conclusdes sao realizadas
no capitulo 5, havendo também espaco para uma breve discussao de possiveis trabalhos futuros nessa

area.
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Capitulo 2
Fundamentos Teoricos

Este capitulo apresenta as principais ferramentas matematicas necessdrias para a compreensao
dos resultados desenvolvidos nesta dissertacdo. O texto a seguir consiste essencialmente em uma co-
lecdo de definicoes matematicas e resultados de cdlculo estocdstico e teoria de controle encontrados
na literatura. Os livros [20], [21], [22] e [23] constituem a base deste capitulo e formam um conjunto
de 6timas referéncias para o aprofundamento do conteudo aqui discutido. As demonstracdes de al-
guns resultados serdo omitidas, embora presentes nos livros mencionados. Além disso, este capitulo

também registra a nomenclatura e a notacao a serem utilizadas ao longo desta dissertagao.

2.1 Nocoes de Probabilidade e Processos Estocasticos

Antes de se estabelecer uma definicdo matematica para um processo estocastico, € preciso instituir
um conceito para varidveis aleatérias. Para tanto, sdo necessdrias algumas definicdes da Teoria de
Probabilidade.

Definicao 1. /20, p. 7] Se Q for um conjunto dado, entdo uma c-dlgebra % de Q é uma familia .F

de subconjuntos de €2 com as seguintes propriedades:

i 0e.7;

(i) F € .Z = F¢c %, sendo F€ = Q\F o complemento de F em Q;
(i) F,F,...€e #F =>F: = FF€%.

Os subconjuntos F de Q que pertencem a . sdo chamados de conjuntos .7 -mensurdveis, e o par
(Q,.7) é chamado de espago mensurdvel. Com isso, uma medida de probabilidade P em um espago

mensurdvel (Q,.F) é uma funcdo P : F — [0,1], tal que
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(i) P(0)=0eP(Q)=1;
(i) Se Fi,F,... € F e {F}7, édisjunto', entdo P(Ur | F;) = Yo P(F)).

A tripla (Q,.% ,P) é chamada de espago de probabilidade. Em um contexto de probabilidade, os
conjuntos % -mensurdveis sdo chamados de eventos, sendo P(F) interpretado como a probabilidade
de o evento F ocorrer. Dois eventos Fy e F, sdo ditos independentes, se P(Fi N\ F,) = P(Fy)P(F3).
Um evento F ¢ dito independente da c-dlgebra %, se F for independente de qualquer F € 7.
Finalmente, duas c-dlgebras 7| e ¥, sdo ditas independentes, se qualquer evento F € %\ for

independente de .%,.

Definicao 2. [20, p. 8] Dada qualquer familia 4 de subconjuntos de ., a menor 6-dlgebra contendo
G — a saber, \{F; F o-dlgebra de Q; G C .F} — ¢ definida como a 6-dlgebra gerada por 4.
Cabe ressaltar que essa interse¢do sempre existird, uma vez que o conjunto das partes de €, isto é,
o conjunto de todos os subconjuntos de Q, é uma oc-dlgebra e, portanto, hd pelo menos um % que
contém 9.

Seja o par (Q,T) um espago topoldgico, em que T é uma topologia®> qualquer de Q. Se 9 for a
colegdo de todos os abertos de (Q,T), entdo B = {c-dlgebra gerada por 9} é chamada de c-dlgebra

de Borel, e os seus elementos sdo chamados de conjuntos de Borel ou, simplesmente, borelianos.

Definicao 3. /20, p. 8] Seja Y : Q — R" uma funcdo qualquer. Para S C R", define-se sua imagem
inversa Y ~1(S) como sendo todos os elementos @ de Q, tais que suas respectivas imagens Y (o)

pertencam a S. Matematicamente,
Yy 1S)={weQ, Y(w) S}, SCR"

Sejam entdo dois espacos mensurdveis (Q,.7) e (R",%). Assim, uma funcdo Y é chamada 7 -
mensurdvel, se, para todos os conjuntos de Borel U C R", sua imagem inversa Y ~1(U) pertencer a

o-dlgebra 7.

Comentario 1. Pode-se também gerar uma o-dlgebra por meio de uma fun¢do qualquer. Para tanto,
considere uma fungdo X : Q — R". Assim, a 6-dlgebra gerada por X é a menor G-dlgebra de €

contendo todos os conjuntos X ' (U), em que U C R" é um conjunto de Borel.

Compreendendo estas defini¢cdes, o passo seguinte € o estabelecimento de um conceito para va-

ridveis aleatdrias e, posteriormente, para processos estocasticos.

Ipor disjunto, entende-se: F;NF; =0, sei# j.
ZPor exemplo, para Q = R, uma topologia T pode ser gerada a partir do conjunto das bolas abertas.
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Definicao 4. [20, p. 9] Uma varidvel aleatéria X é uma funcdo .7 -mensurdvel X : Q — R". Toda
varidvel aleatéria induz uma medida de probabilidade ux em R", definida por ux(U) = P(X~1(U)).

A essa medida |y, dd-se o nome de distribuicdo de X.

Definicao 5. [20, p. 10] Um processo estocdstico é uma colegcdo parametrizada de varidveis aleato-

rias {X; };c 7 definidas em um espaco de probabilidade (Q,.F , P) e assumindo valores em R".

O espaco de pardmetros .7 é normalmente escolhido como sendo o intervalo [0, o) e, nesse caso,
pode receber uma interpretacdo de tempo. Um exemplo extremamente importante de um processo
estocdstico € o Movimento Browniano a ser descrito mais detalhadamente na proxima se¢do. Antes,
porém, é necessdrio fixar mais alguns conceitos e estabelecer uma ultima definicdo: a de espaco de
probabilidade filtrado.

Definicio 6. [20, p. 25] Seja X;(®) um processo estocdstico m-dimensional. Define-se %, como a
o-dlgebra gerada pelas varidveis aleatorias {X;(s)}1<i<m, 0 < s <t. Em outras palavras, F; é a
menor G-dlgebra contendo todos os conjuntos da forma {®; X;, (®) € F,..., X;,(®) € F}, em que
ti<t j<k=1.2,..,eF; CR"sdo borelianos. Além disso, considera-se que todos os conjuntos

de medida nula estejam incluidos em F;.

Definicao 7. [20, p. 25] Uma fungdo Y (w) serd #;-mensurdvel, se, e somente se, Y puder ser
escrita como um limite ponto a ponto de somas de fungdes na forma g1(W;,)g2(Wy,) ... gx(Wy,), em

que 81,82, .. .,8k sdo fungdes continuas limitadas e t; <t para j <k=1,2,...

Comentario 2. Intuitivamente, dizer que Y é F,-mensurdvel significa que o valor de Y (®) pode
ser decidido a partir dos valores de X(®) para s < t. Exemplificando, Y1(®) = X, »(®) é ;-
mensurdvel, enquanto que Y>(®) = Xo,(®) ndo o é. Nesse sentido, pode-se pensar em F; como
sendo a historia de X até o instante t, ou seja, a quantidade de informagdo gerada por X, sendo
s <t. Nota-se que Fs C F; para s < t, isto é, { %} estd crescendo com o passar do tempo. E ainda,

Gy C ¥ para todo t.

Definicio 8. [23, p. 16] Para um espagco mensurdvel (Q,.7) dado, define-se uma filtracdo {F: }1>0
como sendo uma familia monoténica® de c-dlgebras F; C ., com t € [0,T]. Assim, a tripla
(Q, F ,{Z}1>0) é chamada de espago mensurdvel filtrado e (Q,.F ,{.% }1>0,P) de espago de pro-
babilidade filtrado.

Definicao 9. /20, p. 25] Seja {.%; }1>0 uma familia monoténica de c-dlgebras de subconjuntos de
Q. Um processo Z(t,®) : [0,00) x Q — R" é chamado F;-adaptado, se, para cada t > 0, a funcdo

® — Z(t,®) for F-mensurdvel.

3Por monotonicidade, compreende-se que %1 C 3?,2 paratodo 0 <t <1, <T.
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2.2 Movimento Browniano

Em 1828, o botanico escocés Robert Brown observou que pequenas particulas de pdlen imersas
em um liquido qualquer apresentavam um movimento permanente e erratico, resultando em uma
difusdo do pdélen no liquido. Tal fendomeno foi entdo explicado por Albert Einstein em 1905, com o
esclarecimento de que o referido movimento originava-se das colisdes randdémicas ocorridas entre as
particulas e as moléculas do liquido. Posteriormente, em 1918, o americano Norbert Wiener elaborou
uma definicdo matematica precisa para descrever este movimento, utilizando o conceito de processo
estocdstico. Por isso, esse fenomeno ficou conhecido como Processo de Wiener ou, simplesmente,

Movimento Browniano, em homenagem a observacao feita por Robert Brown.

Definicao 10. /23, p. 21] Seja (Q,.7 ,{.%}i>0,P) um espago de probabilidade filtrado. Entdo, um
processo {W,} real, F#;-adaptado, é chamado de movimento browniano (ou processo de Wiener) m-
dimensional em [0,0), se, para todo 0 < s < t, a varidvel aleatoria W, — W for independente de .7

e possuir distribui¢do normal com média zero e covaridncia (t — s)ly, ou seja,
E[X; — X/ Fs| =0, com probabilidade quase certa; (2.1a)

E[(X; — X,) (X: — X;)/ Fs| = (t —s)1y, com probabilidade quase certa. (2.1b)

Resumidamente, o movimento browniano € um processo gaussiano com incrementos indepen-
dentes. Além disso, se P(w € Q,Wy(w) = 0) = 1, entdo o movimento browniano m-dimensional
em [0,0) definido acima € dito padrdo. Caso fosse definido em um intervalo real qualquer [a,b],
entdo o mesmo seria considerado padrdo, se P(w € Q,W,(®w) = 0) = 1. Nesta dissertacdo, qualquer

movimento browniano mencionado serd considerado padrao. Por fim, é importante frisar que
* t — W;(®) é continuo® para quase todo ®;

1 m)y\ . . . . ~ .
e SeW, = (W,( ), . ,W,( )) ¢ um movimento browniano m-dimensional, entdo os processos uni-

dimensionais {Wt(J )},20, 1 < j < m sdo movimentos brownianos independentes.

Descrito dessa maneira, 0 movimento browniano pode ser interpretado como a posi¢ao em um
instante ¢ de uma particula de pélen @. De fato, suas propriedades foram definidas de forma a refletir
as observacodes realizadas por Brown. Entretanto, o campo de aplicagdes deste estudo vai muito além
de uma modelagem matemadtica para particulas microscopias em suspensao e inclui, por exemplo,
modelos de economia, de sistemas de estoque, de ruidos térmicos em circuitos elétricos, bem como

modelos de perturbacdes randomicas em diversos sistemas fisicos, biol6gicos e administrativos. Além

“No sentido do Teorema de Continuidade de Kolmogorov [20, p. 14].
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disso, conforme serd mostrado nas proximas secdes, o cdlculo integral envolvendo o movimento

browniano fornece uma representacdo matematica rigorosa de varios processos de difusdo.

2.3 Calculo de Ito

Muitos dos problemas nas dreas das ci€ncias naturais, sociais e bioldgicas cairam sob o dominio
da teoria das fungdes de varidveis reais quando Newton e Leibniz inventaram o Célculo. Os compo-
nentes essenciais desta invengdo eram o uso da diferenciacdo para descrever taxas de variagdo, o uso
da integracdo para tomar o limite de somas aproximadas e o teorema fundamental do célculo, que
relacionava estes dois conceitos, tornando, por meio disso, a teoria acessivel a computacdo. Tudo
isso permitiu o surgimento do conceito de equagdes diferenciais ordindrias, sendo a aplicacao destas
equagdes aos modelos dos fendmenos da natureza o canal primordial para consagrar a importincia
do célculo.

Ja o Célculo de It6, também conhecido por Célculo Estocdstico, surgiu da necessidade de se
atribuir um significado para equagdes diferenciais ordindrias envolvendo processos estocdsticos con-
tinuos no tempo. Uma vez que o mais importante desses processos — 0 movimento browniano —
ndo possuia trajetorias diferencidveis, o Calculo de Itd trilhou um caminho oposto ao calculo de
Newton/Leibniz. Primeiro, a integracdo estocdstica foi definida. Em seguida, determinou-se um sen-
tido matematico para a diferenciacdo estocdstica por meio de um “teorema” fundamental do calculo
estocdstico. Na verdade, este “teorema” € uma defini¢do, pois, de fato, ele atribuiu um sentido ao
elemento diferencial estocéstico. Por fim, para que esta nova teoria de cdlculo atingisse seu potencial
maximo, foi necessario estabelecer uma forma simples para sua computacdo. Isso foi conseguido
gracas a Férmula de 1t6, também chamada de férmula da mudanca de varidvel do cédlculo estocdstico,

a qual representava uma espécie de Regra da Cadeia do célculo cldssico.

2.3.1 A Integral de Ito

Construcao da Integral de Ito
Considere um sistema modelado pela seguinte equacao diferencial ordindria continua no tempo

dX;

— =b(t.X;).
dt (1, %)

Acrescentando um certo grau de incerteza ao sistema, esta equacao poderia ser escrita da forma

dX;

= b(1.X) +0(1.X) “ruido”, (2.2)
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em que b e o sdo funcdes dadas. A questdo agora € encontrar uma interpretacdo matematica razodvel
para o termo “ruido” que aparece na equacdo (2.2). Para o desenvolvimento a seguir, o ruido serd
considerado unidimensional. Dessa forma, € plausivel buscar algum processo estocdstico N; para

representd-lo, de tal maneira que a equacio (2.2) possa ser reescrita como

dX,
d—t’ =b(t,X;) +0(t,%)N,. (2.3)
Baseado em muitas situagdes praticas na engenharia, pode-se presumir que N; possua, pelo menos,

aproximadamente, as seguintes propriedades:

(i) E[N;] = 0 para todo t;

(ii) 11 # to = Ny, e N;, independentes;

(iii) NV; € estaciondrio, isto é, a distribui¢do conjunta de {N;,4+,..., N+ } ndo depende de 7.

Contudo, verifica-se que ndo existe um processo estocdstico com trajetdrias continuas capaz de
satisfazer as propriedades (ii) e (iii) simultaneamente. Sendo assim, faz-se mister substituir o processo
N; por um processo estocdstico mais adequado. Nesse sentido, a andlise da versdo discreta no tempo

da equagdo (2.3) indica naturalmente essa substitui¢do.
Xioor — Xy = b(t1, X1, ) At + 0 (15, Xy )Ny Aty,  O0=19 <t) <...<ty,=t, (2.4)

em que Afy = fy1 — . Substitui-se convenientemente Ny Ary por AW, = W, ., — W, sendo {W;}
algum processo estocdstico apropriado. Consequentemente, as propriedades (i), (ii) e (iii) exigidas
para N; sugerem que W; possua incrementos com média nula, independentes entre si e estaciondrios.
O tnico processo estocdstico com trajetdrias continuas que satisfaz essas propriedades € o processo

de Wiener. Assim, escolhendo W; como sendo o movimento browniano, obtém-se da equacgdo (2.4)

k—1 k—1
Xy =X+ Y 0(t;, X )Mt + Y. 0(t), X, ) AW, (2.5)
Jj=0 j=0

Supondo a existéncia do limite, em algum sentido, quando Ar; — 0, e utilizando a notac¢@o usual
de integracdo, poder-se-ia escrever
t

!
X, = Xy + / b(s,Xs)ds+ [ o(s,X;)dW,” 2.6)
0 0

e adotar por convengdo que a equagdo (2.3) de fato significa que X;(®) seja um processo estocastico
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que satisfaca (2.6). Fica pendente, entdo, provar a existéncia, em algum sentido, da “integral”

Ko@mmmm 2.7

para uma ampla classe de fungdes o : [0,0) x Q — R, sendo dW;(®) um movimento browniano

padrdo unidimensional.

Uma Ideia de Existéncia da Integral de Ito

Suponha 0 < § < T e uma dada fun¢@o f(¢, w). Deseja-se definir

(ATfOdewxw) (2.8)

para uma ampla classe de fungdes. E razodvel comecar com uma definicao para uma classe de fungdes
simples e, depois, estendé-la por meio de algum procedimento de aproximacdo. Para tanto, considere

inicialmente f da forma

flt,o) = Zej(a))l[z%7ﬂ>(t), neN, (2.9)

j=0

em que / corresponda a funcao indicadora, ou seja,

1, t € |a,b),
Lap(t) = * .b)
0, set ¢ [a,D).

Com funcdes f dessa maneira, € razodvel definir

T
| fe00awi(@) = ¥ ej(@)W,, (@)~ W, (@), (2.10)
Jj=0
em que
X, se S< & LT,
h=t(n)=45, se 2% <S§,
T, se 2"—,, >T

Entretanto, sem mais nenhuma consideragdo sobre as fungdes e;(w), essa definicdo apresenta
alguns problemas. A guisa de ilustragdo, considere, por exemplo, as duas possiveis escolhas para a
fungdo f

filt, ) = Z"sz_zfn(wﬂ{ j j+l><t) (2.11)

>0 e
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= Z ‘/Vt(jﬂ)‘z—n(w)l[j j+1>(t) (2.12)
=0

21 i

Em seguida, observe o que acontece no célculo dos seguintes valores esperados

0 0
E U fi(t,®)aW, (o } ;)E (Wi, (W, —W;,)] =0. (2.13)

E? {/ fa(t; @)dW (@ } Y E Wy Wy = W)] = Y EO (W =W =T 214)
j=0 Jj=0

Ressalte-se que, de acordo com a defini¢do dada em (2.10), os resultados obtidos foram bastante
diferentes um do outro, muito embora ambas as escolhas de f| e f, parecessem boas aproximacdes
para f(t,®) = W;(®). Além do mais, tais resultados seriam os mesmos, independente da escolha de
n. Isso reflete o fato de as varia¢des das trajetorias de W; serem grandes o suficiente para ndo permitir
que se defina a integral (2.8) no sentido de Riemann-Stieltjes. E possivel, inclusive, mostrar que as
trajetorias + — W; do movimento browniano ndo sao diferencidveis em ponto algum [21, p. 110].
Percebe-se, entdo, a necessidade de se acrescentarem hipéteses sobre as fungdes e;(®). Em geral, é

bastante natural considerar uma aproximacao de f da forma

Zf [t Jtirt) (t) t}'f S [tjatj-i-l]- (215)

j>0

Porém, os resultados de (2.11) e (2.12) exprimem que, ao contrario da integral de Riemann,
neste contexto, a escolha de t}f faz toda a diferenca. Dentre as infinitas possibilidades, duas delas

mostraram-se mais dteis ao longo do desenvolvimento da teoria de cédlculo estocdstico, a saber,

. t;f =1 — Integral de It0;

o t}k = tﬂr% — Integral de Stratonovich.

Nesta dissertacdo, serd considerada apenas a escolha de Itd. Em todo o caso, a classe de funcdes

para as quais a integral (2.8) estard bem definida ainda precisa ser restrita.

Definicao da Integral de Ito

O primeiro passo consiste na delimitacdo de uma classe de fun¢des para o integrando, quer dizer,

a integral de It6 somente devera ser calculada para funcdes que pertencerem a esta classe.

Definicio 11. /20, p. 25] Define-se . = .7 (S,T) como a classe de fungdes f(t,®) : [0,00) x Q — R,

tais que
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() (t,0) — f(t,w) é B x .F-mensurdvel, sendo X a 6-dlgebra de Borel em [0,);
(i) f(1,w) é F-adaptado;
(iii) E [ 4 f(t,a))za’t} < oo

Em seguida, define-se a integral (2.8) para funcdes simples ]76 g

=Y ej(@); ., (0. (2.16)

j=0

Estas func¢des ]7 serdo chamadas de elementares. Nota-se que, como fe #, cada fungdo e;(w)

deve ser %j—mensurével.

Definicao 12. [20, p. 26] Para funcéoes elementares, define-se a integral de Ito como

/ 7t 0)dWi (@) = Y ej(@)W;,,, (©) — W, (o). 2.17)

j=>0
Um importante resultado desta defini¢dao € o Lema de Isometria de Itd, enunciado a seguir.

Lema 1. /20, p. 26] Se f(t,®) é limitada e elementar, entdo

(f Tf(r,w>dvv,<w>)2 —e| [ Foral. .

Por fim, a ideia € utilizar o lema de isometria e criar um procedimento de aproximagdo para

estender a Defini¢cdo 12 a uma classe mais geral de fungdes f € .. As etapas desta extensao serao
omitidas nesta dissertacdo, mas vale a pena comentar que este procedimento sé funciona bem para
o caso de f possuir a propriedade de que cada uma das fungdes @ — f(¢;, w) dependa apenas do
comportamento de Wy(®) até o instante ;. O resultado final ¢ a defini¢do completa da integral de Ito,

dada a seguir.
Definicio 13. /20, p. 29] Seja f € #(S,T). Entdo, a integral de Ité de f, do instante S ao instante
T, é definida por
T T __
[ f.o)awio) = lim [ fut.o)aw (@), (2.19)
S

n—oo S

em que {f,} corresponde a uma sequéncia de funcoes elementares, tais que

E UST (f(t,w)—ﬁ(t,w))zdt} 0 para n— . (2.20)
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2.3.2 A Foérmula de Ito

Similarmente ao célculo cldssico, em que ndo se utiliza diretamente a definicdo de Riemann para
avaliar uma dada integral, também nao se efetua uma integragcdo no calculo de It a partir da defini¢dao
apresentada na subse¢do 2.3.1. Em vez disso, as integrais sao avaliadas explicitamente por meio da
Férmula de 1t6.

Suponha a seguinte integral de Itd, cuja avaliag@o é conhecida na literatura.

‘ 1, 1
/()WdeSZEVVZ _El

Vé-se que a imagem da integral de Itd W; = fé dW; pelo mapeamento g(x) = %xz ndo é uma integral

de Itd na forma .
| 601w (@),

mas uma combinac¢do de uma integral em dW; com outra em ds:

1W2 /tld +/[WdW
— = —ds g
D) t 0 D) 0 Ky

Portanto, definindo a soma de uma integral em dW; com outra em ds como sendo um processo
estocdstico, essa familia de integrais serd estavel sob mapeamentos suaves. A estes processos, da-se

o nome de processos de Ito.

Definicao 14. [20, p. 44] Seja W; um movimento browniano unidimensional em (Q,. % ,P). Um

processo de Ité unidimensional é um processo estocdstico X; em (2, . %, P), de forma que
t t
X = Xo +/ b(s, a))ds+/ o (s, 0)dW;. (2.21)
0 0

Comentério 3. As vezes, por uma simples questdo de conveniéncia, a equagdo (2.21) é escrita na
forma diferencial
dX; = bdt + cdW;. (2.22)

E importante frisar que os simbolos diferenciais que aparecem nesta forma sdo simplesmente abrevi-
agoes para as integrais que aparecem na Definicdo 14. Estritamente falando, dX;, dt e dW;, quando

isolados, ndo possuem significado algum.
Posto isso, pode-se definir a formula de [t6 unidimensional em uma forma diferencial.

Definicao 15. [20, p. 44] Seja X; um processo de Ito descrito por

dX; = bdt + cdW;. (2.23)
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Seja também g(t,x) € C'([0,50)) x C2(R), isto é, g é continuamente diferencidvel em [0,) e duas

vezes continuamente diferencidvel em R. Entdo,

Y, = g(1,X,) (2.24)
é novamente um processo de Ito. Ademais,
dg dg 1 9%g )
dy, = —=(t,X;)dt + = (¢, X;)dX; + — == (¢, X;) (d X, 2.25
t al_(a l‘) +ax(7 t) t+28x2(7 l‘)( l‘)7 ( )

em que (dX;)?> = (dX;)(dX;) é computado de acordo com a regra

dt-dt=0, dt-dW;=0, dW,-dt=0 e dW;-dW,=dt.

2.4 Processos de Difusao

Suponha que se queira descrever o movimento de uma particula pequena em suspensdo, num
liquido qualquer, sujeita a colisOes aleatérias com as moléculas de tal liquido. Se b for a velocidade
do liquido no ponto x, em um certo instante ¢, entdo um modelo matematico razodvel para a posicao
X; da particula serd uma equacgdo diferencial estocdstica na forma

dX;

E :b(l,Xt>+G(t,Xt)Nt, (226)

em que N; corresponde ao ruido branco. Segundo a interpretacdo de Ito, esta € uma equacao diferen-
cial estocdstica na forma
dX; - b(t,Xt)dt + G(t,X,)th, (227)

em que X; € R", b(t,X;) € R", o(t,X;) € R"™™ ¢ W, € um movimento browniano m-dimensional.
Diz-se que b corresponde ao coeficiente de tendéncia, e ¢ ao de difusdo. Deste modo, a solugdo
de uma equacao diferencial estocdstica pode ser vista como a descri¢do matemdtica do movimento
de uma pequena particula em suspensdao em um liquido. Como consequéncia, esse tipo de processo

estocastico chama-se Difusao.

Definicao 16. [20, p. 114] Uma difusdo de 1t6 homogénea no tempo é um processo estocdstico

Xi(w) =X(t,0) :[0,0) x Q — R" que satisfaz uma equagdo diferencial estocdstica da forma

emque b:R" — R" e 0 : R" — R sdo fungdes Lipschitz continuas.
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2.4.1 O Gerador de uma Difusao de Ito

Em diversas aplicagdes, € interessante associar um operador diferencial parcial de segunda ordem
</ a uma difusdo de Itd r — X;, de tal maneira que 7 possa caracterizar, de forma infinitesimal,
a evolugdo do processo X;(®) do ponto de vista de sua média. Por conta disso, <7 é tipicamente

chamado de gerador do processo e definido como a seguir.

Definicao 17. [20, p. 121] Seja t — X; uma difusdo de Ito homogénea no tempo. Assim, o gerador
o/ do processo X;(®) é dado por
E*[J(X,)] —J(x)

/J(x) = lim t , xER", JeD,, (2.29)
t

em que E*[] corresponde ao valor esperado a partir de t =0 e Xy = x. O conjunto D, corresponde

as fungoes J : R" — R para as quais o limite em (2.29) existe para todo x € R".

Uma relacdo entre o gerador e os coeficientes b e o da difusdo de Itd pode ser encontrada a partir

do seguinte lema, cuja demonstragio baseia-se na aplica¢do direta da férmula de 1td a J(X; ).

Lema 2. [20, p. 122] Seja X; um processo de Ité6 em R" descrito por (2.21) com Xy = x. Suponha
que J seja uma fungdo de suporte compacto e J € C*(R"). Suponha também que b(t,®) e c(t,®)

sejam limitadas em [0,T] x Q, de modo que X; pertenca ao suporte de J. Entdo,

9]
/(Zb ro 8x,+ ZJ ra)))l.7jaxjaxj>dr]. (2.30)

Assim, utilizando a Defini¢ao 17 e o resultado do Lema 2, formula-se o seguinte teorema, associ-

E*[J(X,)] =J(x)+E*

ando o gerador .o/ aos coeficientes b e ©.

Teorema 1. /20, p. 123] Seja t — X; uma difusdo de Ito dada por
dX; = b(X;)dt + o(X;)dW,. (2.31)

Se J € Cz(R”) for uma funcdo de suporte compacto, entdo J € D e

aJ 1 , 9°J
FI(x) = Yhix)5=-+5) (o(x)o (X))i,jm
i i irj i
, oJ 1 . 9%

em que tr|-| denota o trago da matriz.
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A combina¢do do Lema 2 com o Teorema 1 produz uma importante expressao matemdtica, co-

nhecida como Férmula de Dynkin e enunciada no teorema a seguir.

Teorema 2. [20, p. 124] Seja J € C?(R") uma funcdo de suporte compacto. Entdo,
t
E*[J(X,)] =J(x)+E* [/ o] (Xr)drl : 1>0. (2.33)
0

Comentario 4. Se J = J(t,X,), a introdugcdo da dependéncia temporal faz com que a formula de

Dynkin passe a ser escrita como

E*[J(T,Xp)] = J(t,x) + E* UT (% n ,Q{J(r,X,)) dr} . 1>0. (2.34)

Para obter um resultado oriundo do uso desta formula, defina
T
V(t,x) =E" {/ f(Xr)dr] , Ve CQ(R"). (2.35)
t

A utilizagdo da formula de Dynkin com a fungdo V (¢, x) fornece

E*[V(T,X7)| =V (t,x)+E UT (g_‘: + AV (r,Xr)) dr] .

Como consequéncia direta da defini¢do, V (T, -) = 0. Portanto,
[TV
V(i,x) = —E / SV (nX,) ) dr|. (2.36)
t r

Combinando (2.35) e (2.36), obtém-se

[TV -
E [ /t (W AV (n X))+ f(Xr)) dr} 0, (2.37)

ou seja,
%—ZJHQ/V (nX,)+f(X,) =0,  V(T,)=0. (2.38)

2.4.2 O Gerador de uma Difusao Controlada de Ito

Suponha que um processo de difusdo X; possua seus coeficientes (de tendéncia e de difusdo) de-

pendentes de um certo parametro u;, cujo valor possa ser escolhido, a cada instante ¢, arbitrariamente
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de um conjunto de Borel U dado. Assim,
dX; = b(t,X;,u;)dt + o (t, Xy, us ) dW;, (2.39)

em que X; € R”, b(t,X;,u,) € R", o(t,Xs,u,) € RV, u, € U e W; € um movimento browniano m-
dimensional. O parametro u; € utilizado para controlar o processo e, por isso, recebe o nome de sinal
de controle. Nesse caso, o processo X; é reconhecido como uma difusio controlada de It6. E, ainda,
u = u;(t, @) também € um processo estocastico.

Uma vez que a decis@o no instante ¢ deva ser tomada a partir do que ocorreu até o instante ¢, a
fun¢do @ — u,(t, w) precisa ser, pelo menos, mensurdvel com relagdo a .%;, ou seja, 0 processo u;
precisa ser .#;-adaptado. Nesse sentido, dizer que o sinal de controle u, é .%;-adaptado significa que
o controlador conhece toda a informagdo relevante do processo até o instante 7. Isso implica no fato
de o valor de X; ser perfeitamente conhecido para o controlador no instante . Além disso, u; costuma
estar restrito a uma dada familia de controles admissiveis, contida no conjunto de todos 0s processos
{u;} F;-adaptados com valores em U. Alguns exemplos de tipos de sinais de controle admissiveis

Sao0:

* Fungdes da forma u(z, ®) = u(t), normalmente chamados de controles deterministicos (malha

aberta);

* Processos {u;} adaptados a o-dlgebra gerada por {X,; r < ¢}, normalmente chamados de con-

troles de realimentacdo (malha fechada);

* Fungdes da forma u(t, ®) = uy(z,X;(®)) para alguma fungdo ug : [0,7] x R” — U. Nesse caso,
o valor do controle no instante ¢ apenas depende da posi¢do da particula neste instante. Estes

sao chamados de controles markovianos.

Com isso, € possivel definir uma difusao controlada de Itd6 homogénea no tempo e, consequente-

mente, redefinir o gerador para processos desse tipo.

Definicao 18. Uma difusdo controlada de It6 homogénea no tempo é um processo estocdstico

Xi(0) =X(t,0) :[0,00) x Q — R" que satisfaz uma equagdo diferencial estocdstica da forma
dX; = b(X[, ut)dt -+ G(Xl, I/l[)dVVt, (240)

emqueb :R"xR—R"e o:R" xR — R"™" sdo funcdes Lipschitz continuas.
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Definicao 19. Seja t — X; uma difusdo controlada de It6 homogénea no tempo, e D, o conjunto de

fungoes J : R" — R, tais que o limite

i E*[J(X,)] —J(x)
110 t

(2.41)

exista para todo x € R". Se J € C2(R") for uma funcdo de suporte compacto, e b(t,®) e o(t,®)
forem limitadas em [0,T] x Q, entdo J € D, e o gerador </* do processo X, aplicado a J é

y B aJ 1 , 9%J
g (x) = ;b,(x,u)a—n + EIXJ" (o(x,u)o’(x, u))w. e,
2
= b(x, u)g—i + %tr o’ (x, u)g—xgc(x, u)l, (2.42)

em que u € U, e tr|-] denota o trago da matriz.



Capitulo 3

Programacao Dinamica para um Sistema
VCAI

Este capitulo corresponde ao foco desta dissertacio e apresenta os principais resultados obtidos.
Inicialmente, define-se o problema a ser tratado e, logo em seguida, a metodologia a ser utilizada.
Procede-se com alguns resultados intermedidrios e, finalmente, encerra-se o capitulo com a formula-

¢do de um teorema, exibindo, sucintamente, a solu¢cdo proposta.

3.1 Construcao do Modelo

Considere que um sistema estocastico nao linear descrito pela difusdo controlada de 1t6 em (2.28)
esteja operando em torno de um determinado ponto de equilibrio (x,,u,), ou seja, 0 processo origi-
nalmente escrito como

dZ; = b(Z;,u;)dt + o1 ,dW, (3.1

pode ser reescrito como
dZt :b(.xe —f-X,,ue—}—Vt)dt—i—GleVVt. (32)

Visto deste angulo, o sistema (3.1) pode ser aproximado por variacdes X; em torno do ponto de

equilibrio, isto é,

Xl‘ - Zt — Xe,
b(xe,u.) = 0.

Considere ainda que b seja desconhecido.

23
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No modelo de sistemas VCAI, o processo de variagdo t — X; evolui de acordo com a equacao
dXt - (AtXl‘ +BtV[)dt + (617[ + 6271"\/1’>dm, (33)

em que A; e B; representam o modelo local, tido como linear e conhecido a priori. O termo adicional
02,¢|v¢|[dW; representa o erro gerado no estado, induzido por desvios de ordens superiores devido as
variagdes v; em torno do valor nominal do controle. O modelo expressa as incertezas que niao sao
levadas em conta pelo modelo linear e, para isso, utiliza um termo extra de ruido que ¢ modulado
pelas variagdes do controle, representando, desta maneira, o efeito de se negligenciarem termos de

maior ordem na dindmica do sistema.

3.2 Definicao do Problema

Considere um sistema cujo estado no instante ¢ é descrito por uma trajetéria qualquer ¢t — X; de
um processo de difusdo controlada de Itd, homogénea no tempo e definida em um espaco filtrado
de probabilidade (Q,.#,{.%;},P), sendo .%; a o-dlgebra gerada por {X,; r <t}. O coeficiente de
tendéncia € linear, e o de difusdo é modulado pelo valor absoluto do sinal de controle, como a seguir

dXt — (AtXl‘ +Bﬂ/tt)dt + <let + 627[ |ut|)dW,, t 2 0, (34)

com estado inicial Xy = x. E ainda, t — W; € um movimento browniano m-dimensional, t — X, € R”
¢ a trajetdria do estado e t — u; € U € o sinal de controle, sendo U C R um conjunto de Borel dado.
Além disso, o controle é caracterizado por uma fun¢ido de Markov u; = u(z,X;(w)) e, portanto, .%;-
adaptado. Todas as fung¢des matriciaist — A; e R"*",t = B, e R",t — 61, e R"" et — 0y, € R
sdo continuas no tempo e deterministicas.

O desempenho do sistema € avaliado por meio de um funcional de custo J dado pelo valor espe-

rado de um critério de Bolza do tipo

T
J(x,u(-)) =E* [/0 f(t, X u)dt +g(X7) |, (3.5)

emque f:[0,7] xR"xU — Reg:R"— R sdo fungdes continuas dadas. Note que E*[-] corresponde
ao valor esperado a partirde t =0 e Xo = x.

O problema consiste em encontrar um controle markoviano u* que seja 6timo no seguinte sentido:

uw=u"(-,m) =arg m(lgl J(x,u(4)). (3.6)
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Assim, se tal controle existir, chamar-se-a controle 6timo e possuird a seguinte propriedade

JH(x) = Lr(lg J(xu()) =J(xu"), (3.7)

sendo J*(x) denominado custo 6timo.

3.3 O Método da Programaciao Dinamica

O método da programacdo dindmica é uma poderosa ferramenta matemdtica para a resolucao
de problemas de controle 6timo, tanto deterministicos quanto estocdsticos, em tempo discreto ou
continuo. No nosso caso, estocdstico e continuo no tempo (conforme apresentado na Secao 3.2),
a ideia bdésica € considerar uma familia de problemas de controle 6timo com diferentes condicdes
iniciais para o tempo e para o estado do sistema, de modo a estabelecer relacdes entre eles via uma
equacdo diferencial parcial nao linear de segunda ordem, conhecida como Equag¢do de Hamilton-
Jacobi-Bellman! ou, simplesmente, Equacio da Programacio Dindmica. Com excecdo de algumas
situacdes particulares, a resolucdo analitica desta equacdo € um problema com um grau enorme de
dificuldade. O Teorema 3, a seguir, introduz a Equag¢do de HJB e representa um dos principais

resultados da programacao dinamica.

Teorema 3. [20, p. 240] Defina a funcdo custo otimo acumulado como

T
J* (t,x) = i?gEtJ |:/ f(r,Xr,ur) d}’—l—g(XT):| , (3.8)
u(- !

em que E'*[-| denota a esperanca matemdtica a partir do instante t e do estado X; = x. Suponha que
J* € C'([0,T]) x C?(R") satisfaca

TloJ*
E V o T (1 X,) | dr | (T,XT)@ oo, T <o, (3.9)
t
para todo (t,x) € [0,T] x R" e v € U. Entdo,
Jo x
" mf{f(t,x,v)+MJ (z,x)} —0, (1,x) € [0,T] x R", (3.10)
Jt vel
J(T,x) =g (x), xeR" (3.10b)

Além disso, dado que um controle 6timo markoviano v* exista, o infimo em (3.10a) é obtido para

v =v"(t,x).

'De forma abreviada, Equacio de HIB.
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A expressao (3.10a) € a equagdo de HIB, sendo (3.10b) sua condicdo de contorno, € o termo a ser

minimizado, a saber, f(z,x,v) + <7 J*(t,x), corresponde ao hamiltoniano generalizado do problema.

Comentario 5. A partir da afirmacdo contida na ultima frase do teorema, poder-se-ia, erronea-
mente, intuir que o problema de programacdo dindmica simplesmente se resumisse ao de encontrar
o minimo de uma funcdo real em U. Entretanto, o teorema apresenta essa condi¢cdo para o infimo em
(3.10a) como necessdria, mas ndo suficiente. Em outras palavras, ndo foi mencionado que qualquer
controle otimo v* — isto é, um controle que atinja o minimo em (3.8) — fosse capaz de minimizar o
hamiltoniano generalizado e de satisfazer

aJ*

—; 6y +. T (t,x) =0, (1,x) €[0,T] x R".

Na realidade, a relacdo de suficiéncia também é vdlida e pode ser demonstrada matematicamente.
Portanto, se for possivel resolver (3.10a)-(3.10b), analitica ou numericamente, entdo a minimizacdo
do hamiltoniano generalizado envolvido na equagdo serd suficiente para se obter o controle otimo.

Isso é o que, a grosso modo, estd dito no Teorema de Verificacdo enunciado a seguir.

Teorema 4. [20, p. 243] Se, para cada (t,x) € [0,T] x R", for possivel encontrar um controle ad-
missivel v = V(t,x) € U satisfazendo

aaiz + f(t,x,0) + T (t,x) =0, J*€C'(]0,T]) x C*(R"), (3.11)

entdo v serd um controle markoviano, tal que

T
J* (t,x) — X |:/ f(r»X”f)r) dr—|—g(XT) (3.12)

e, consequentemente, V deverd ser um controle otimo.

De fato, esta abordagem via Teorema de Verificagdao fornece solugdes para toda a familia de
problemas com diferentes condi¢des iniciais e, em particular, para o problema original. Contudo, ha
uma grande desvantagem nesse método. Este requer que a equacao de HIB admita solugdes cldssicas,
isto €, as solucdes precisam ser suaves o bastante (pelo menos até a ordem das derivadas envolvidas
na equagio). Em linguagem matemdtica, o método exige J* € C!([0,T]) x C*(R") e, mesmo para
algumas situagdes bem simples, isto ndo ocorre necessariamente. Logo, a equacdo de HIB, em geral,
nao possui solucdo cléssica, fazendo com que o problema seja dificil de lidar. Por isso, neste trabalho,

supde-se que tal exigéncia seja atendida.
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3.4 Caracterizacao do Hamiltoniano Generalizado

A minimizacdo exigida pelo Teorema 3 € alcangada quando

(3% [f(t,x,v) +"J* (t,x)| =0.

Sendo assim, faz-se necessdria uma andlise da diferenciabilidade do hamiltoniano generalizado
com relagdo a v. Outras caracteristicas, tais como continuidade segundo Lipschitz e convexidade,

também podem ser tteis para a resolu¢do do problema e, portanto, serdo estudadas mais adiante.

3.4.1 Diferenciabilidade

No que concerne a func¢do f(z,x,v), é preciso que a mesma seja diferencidvel com relagdo a v
para todo (7,x) € [0,T] x R". Para tanto, basta uma escolha conveniente. Apesar da simplicidade, o
restante da andlise requer um pouco mais de desenvolvimento. Com isso, a partir das equacoes (2.42)
e (3.4), tem-se que a aplicagdo do gerador <7 do processo X; ao custo Gtimo acumulado J*(z,x)

produz a seguinte funcdo

* 2 %

. a1 PEY
R AN (t,x):(A,x—i—Btv)/W—i—Etr (GlJ‘f‘GZJlV‘)lw(GL["‘GZJ‘VD , (313)

em que v € U, e tr[-] denota o traco da matriz. Visando uma simplifica¢do da notagdo, define-se, para

uma matriz simétrica e semidefinida positiva £ € R"*" qualquer, os operadores

L(Z) = tr[ojZa], i=12,
;%) = trojXoj,+0jToy], i=1j=2.

Assim, a equacao (3.13) pode ser reescrita como

aJ* 1 02J* 1 22J* arr 1 02J*
,@fv]*(t,x):x’A'——i——H( >+§Fz< )v2+B'—v+—F12( )|v|. (3.14)

Pox 2 ox2 ox2 " ox 2 ox2

Devido a presenca do mdédulo no ultimo termo, conclui-se que o hamiltoniano generalizado nao
¢ diferencidvel com relacdo a v para os pontos em que v = (. Essa peculiaridade do problema, con-
sequéncia do modelo de difusdo proposto, aumenta o nivel de dificuldade na obten¢@o de uma solucdo,
visto que a minimizac¢do ndo podera ser realizada na forma convencional, ou seja, via diferenciagdao

seguida pela procura por pontos singulares.
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3.4.2 Continuidade

Uma funcdo h : R — R € dita Lipschitz continua, se existir uma constante L, tal que
\h(b) —h(a)| < L|b—a| paratodo a,beR.

E ainda, & € dita localmente Lipschitz continua, se, para cada ponto p do dominio, existir uma vi-
zinhancga V (p), tal que a restri¢do de i a V (p) seja Lipschitz continua. Nesse sentido, com a hipdtese
de o custo J* pertencer  classe C!(]0,7]) x C*>(R") e suas derivadas parciais serem localmente limi-
tadas em x, ndo € dificil perceber que o hamiltoniano generalizado serd localmente Lipschitz continua

em v, desde que f(z,x,v) também o seja. O lema a seguir formaliza matematicamente esta afirmacao.

Lema 3. Seja J*(t,x) definido por (3.8) e o7V J*(t,x) por (3.14). Suponha J* € C'([0,T]) x C*(R") e

% 0
sup 5| <o, VS CR", S compacto,
x€S dx

aJ* "
sup <oo,  VSCR", S compacto.
x€S dx

Assim, a func¢do f(t,x,v) + o/ J*(t,x) serd localmente Lipschitz continua em v € U, se f(t,x,v) for

localmente Lipschitz continua em v € U.

Demonstragdo. Definindo
h(v) = c;v? +cav+ca|v| + ¢4, c1,¢2,¢3,¢4 constantes, v e U,

tem-se, pela desigualdade triangular,

[h(vp) =h(va)| = le1(vp+va) (Vo = va) +€2(vp = va) + ¢3([vp| = [val) + (ca = c4)]

111V =+ val [ve = val + le2[vs — vl + el |[ve] — [val|

A

< lerl(lvel + val)[ve = val +|eal[ve = val + lesl[vp = val
(et (fvel + val) +le2l + les|) [ve — vl (3.15)

sendo v, e v, valores quaisquer assumidos pela varidvel v. Entdo, restringindo 4(v) a algum intervalo
compacto contido em seu dominio, os pontos v, e v, podem ser majorados por alguma constante v,y

ao passo que se pode escrever (3.15) da forma

\h(vp) —h(va)| < (2]c1][Vimax| + c2| + |€3]) [vb = val- (3.16)

[

v~

L
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Fazendo
1 (94" aJ* 1 92J* I 1 (d:*
=_L(== =B = =_Ih [ == XA =+ | =
“l 22(8x2)’ A 212<8x2) © x’8x+21<8x2>’
observa-se que h(v) = 27" J*(t,x) e, portanto,
o o (|5 92J* o | 1 r 9°J* .
|\ T(t,x) — /T (t,x)| < | |12 ) |Vimax| + Bl tae| 57 Vb —va| (3.17)
L

Finalmente, como a soma de duas funcdes localmente Lipschitz continuas produz uma funcio
localmente Lipschitz continua, basta f(¢,x,v) ser localmente Lipschitz continua em v € U para se
concluir a demonstragao.

[

3.4.3 Convexidade

Uma funcdo 4 : R — R € dita convexa, se
h(oa+ Bb) < ath(a)+ Bh(b) paratodo a,beR, 0<a <1 e o+f=1.

Entio, com a hipétese de o custo J* pertencer a classe C'([0,7]) x C?(R") e sua derivada parcial
de segunda ordem em x ser uma matriz semidefinida positiva, a equacdo (3.14) deixa evidente a
convexidade em v do hamiltoniano generalizado, caso f(f,x,v) também seja convexa em v. Para um

melhor entendimento, considere o lema enunciado a seguir.
Lema 4. Seja J*(t,x) definido por (3.8) e <7"J*(t,x) por (3.14). Suponha J* € C'([0,T]) x C2(R") e

2 7%
2T 0

52 = Vx € R".
X

Assim, a fungdo f(t,x,v)+ o/ J*(t,x) serd convexa em v € U, se f(t,x,v) for convexa em v € U.

Demonstragdo. Definindo

h(v) = e’ +cv+c3lv|+cq4,  c1,c2,¢3,c4 constantes, v e U

Ve =g+ Bvp, com vy, €U, 0<a<1le a+p =1,
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pode—se escrever

h(ve)

h(ov, + Bvp)
c1(avg + Bvp)* 4 ca(avg + Bvp) +c3lavy + Bvy| +cq
cl( v —|—206[3vavb—|—[3 vb)+cz(ava+ﬁvb)+03|ava+ﬁvb|+C4
c1 (o(1=B)vz +2aBvavy+ B(1 — a)vp) + ca(0tva + Bvp) + c3lawa + Bvp| +ca(a + )
(
(

cr (a2 —Ocﬁv +20Bvavp + BV — aBvy) +ca(owa + Bvp) + c3lovg + Bvp| +cala + B)
c1 (o +Bvb)—c1aﬁ (v —2vavb~|—vb)+C2(ava+ﬁvb)+03|ocva+ﬁvb|~|—C4(Oc—|—ﬁ)

Com a hipétese de ¢ ser ndo negativo,

craf (vg —2V,Vp +v,%) > 0.

E, pela desigualdade triangular,

I IA

Fazendo

|ovg + Bvp| < ave| +[Bvy).

1 (avg%—ﬁv%,) —crof (vﬁ —2vavb+v12,) +ca(avy + Bvp) +c3lave + Bvp| +ca(a+B)
1 (avﬁ%—ﬁvi) +ca(0vg+ Bvp) +c3(|ovy| + | Bvp|) +caloe + B)
aclvﬁ—l—ﬁclvi—l—aczva+Bczvb—i—a03|va|+BC3]vb|—|—ocC4—i—[)’(:4

a (c1v§+c2va—|—03|va] —|—C4) +p (clv%+c2vb+03\vb| +C4)

ah(va) + Bh(vp). (3.18)
0%J* aJ* 1 0%J* aJ* 9%J*
:_B<a 2 ) C2:B; ox 63251—12 <W) € _XIA/ a + = F <W)7

observa-se que ¢; > 0 e h(v) = &7"J*(t,x). Portanto, com base na equagio (3.18),

VT (t,x) < 0l T (t,x) + Bt 0T (1, %).

Por fim, sabendo que a soma de fungdes convexas é também uma fungdo convexa, basta f(z,x,v)

ser convexa em v € U para se concluir a demonstragao.

[



3.5 Minimizacao do Hamiltoniano Generalizado 31

Um aspecto relevante a ser considerado no Lema 4 diz respeito a hipotese de a derivada parcial de
segunda ordem de J* com relagdo a x ser uma matriz semidefinida positiva. A partir de um resultado
conhecido para a classe de funcdes convexas, Proposi¢cdo 1 abaixo, € possivel compreender melhor a

implicagdo disso no contexto deste trabalho, conforme discutido no Comentério 6.

Proposicao 1. [24, p. 71] Seja Y : R" — R uma funcdo qualquer, tal que sua matriz hessiana exista
em cada ponto do dominio de Y, isto é, Y € C? (R™). Entdo, a matriz hessiana de Y serd semidefinida

positiva para todo ponto do dominio, se, e somente se, Y for uma funcdo convexa.

Comentario 6. A luz da Proposicdo 1, nota-se a equivaléncia entre exigir que a matriz hessiana de J*
seja semidefinida positiva para todo ponto do dominio e exigir que J* seja convexa em x. Desse modo,
a convexidade em v do hamiltoniano generalizado, imprescindivel para os resultados subsequentes,

estd condicionada a convexidade do custo otimo.

3.5 Minimizacao do Hamiltoniano Generalizado

Retomando a questio da dificuldade da minimizacao do hamiltoniano generalizado causada por
sua caracteristica de ndo diferenciabilidade em v = 0 e tendo em vista a propriedade de continuidade
destacada na secdo anterior, vé-se que o cendrio é adequado para o uso do gradiente generalizado
no tratamento desse problema. Porém, antes de dar seguimento a este tratamento, deve-se, primeiro,

definir o gradiente generalizado.

Definicao 20. /25, p. 63] Seja h : R" — R uma funcdo localmente Lipschitz continua em v € R".
Seja ainda ® qualquer conjunto de medida nula em R" e ®;, o conjunto de pontos em R" para os
quais h(v) ndo é diferencidvel. Entdo, o gradiente generalizado em v, representado por d[h(v))], € o

conjunto

A[h(v)] =co| lim VA(v;) : vi ¢ @, v; ¢ D, |, (3.19)

Vi—V

em que col-| denota o fecho convexo do conjunto.

Assim, de acordo com a Defini¢do 20, tem-se que o gradiente generalizado em v do hamiltoniano

generalizado é dado por

f(t,x, 9%J* s 1 9%J*
0 [f(t,x, V) —|—42fVJ*(t,x)] = % +15 (W) V+B;W + El—iz <W> %V, (3.20)
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em que %" corresponde ao seguinte conjunto

+1, se v >0,
U =< -1, se v <0, (3.21)
[—1,+1], se v=0.

Portanto, o conhecimento do sinal de v é suficiente para se obter o valor de %" e, consequen-
temente, o valor v* que minimiza a equacdo (3.10a). O fato de o hamiltoniano generalizado ser
convexo em Vv torna possivel a determinacdo deste sinal, baseando-se somente no valor do estado
x. Segundo as expressdes (3.20) e (3.21), o conjunto d [f(t,x,v) +.2/"J*(t,x)] € um ponto ou um
intervalo fechado e conexo. Formula-se, entdo, por meio da convexidade em v, uma noc¢do de que

v— d[f(t,x,v) + .o/ J*(t,x)] € uma fun¢do ndo decrescente em v no seguinte sentido
vi<wmen <n, Vnedft,x,v)+IVI(t,x)], Yo €d[f(t,x,va)+ 2T (t,x)].

Com isso, pode-se determinar o sinal de v, observando apenas d [f(t,x,v) + &7 J*(t,x)]|,=0. A

andlise € realizada da seguinte maneira e ilustrada na Figura 3.1.

* Sen <0,vn e d[f(t,x,v)+ 2/ T*(t,x)]|,—o, entdo o hamiltoniano generalizado serd decres-

cente em v = (0, e 0 minimo estard no semiplano positivo (v > 0);

* Por outro lado, se n >0,Vn € d [f(t,x,v) + </ J*(t,x)] |,—o, entdo o hamiltoniano generalizado

serd crescente em v = 0, e 0 minimo estard no semiplano negativo (v < 0);

* Finalmente, se n =0 € d [f(t,x,v) + <7 J*(t,x)] |,—o, entdo o controle 6timo & tal que v* = 0.

,8[f(t,x,v)—|—£fv.]*(t,x)] ia [f(taxav)+dvj*(t’x)] “a [f(t,X,V +JZ{VJ*(Z"X)]
0 - 0 - 0 -
1% 1% 1%
(a) Regido #, (b) Regido %3 (¢) Regido %,

Fig. 3.1: Visualiza¢do gréfica de d [f(¢,x,v)+.o/"J*(t,x)] para cada uma das trés regides distin-
tas em R". Percebe-se que, em (a), N < 0, ¥ € J[f(¢,x,v) + " (t,x)]|,=0; em (b), n =0 €
d[f(t,x,v)+ o J*(t,x)] |v=0 e, finalmente, em (c), n > 0,Vn € d [f(t,x,v) + 7 T*(t,x)] | =0
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Para o procedimento descrito acima, ndo € necessdrio examinar todos os elementos do conjunto
d[f(t,x,v)+ o J*(t,x)||,=o para se determinar o sinal de v. Utilizando a defini¢do do gradiente

generalizado, e baseado no fato de d [f(t,x,v) + «7"J*(¢,x)] ser ndo decrescente em v, tem-se que

lilrgé’ [f(t,x,v)+ 2" T (t,x)] = max d [f(t,x,v) + " T*(t,x)] |0,

li%u? [f(t,x,v)+ o T (t,x)] = mind [f(t,x,v) + <7 T (t,x)] |v=0,

sendo, evidentemente,

lig)lc? [f(t,x,v)+ " T*(t,x)] > liTr{)lB [f(t,x,v) 4+ T*(t,x)].
v v

Ressalta-se que, segundo a defini¢do do gradiente generalizado, para o cdlculo dos limites, devem
ser evitados os conjuntos de medida nula e os pontos em que a fungdo v — f(t,x,v) + &7 J*(t,x)
ndo for diferencidvel. Com estes argumentos, afirma-se, seguramente, que as regides #| e %> nao se

superpdem. Além disso, as seguintes implica¢des sdo validas

lilr}}& [f(t,x,v)+ 2 T (t,x)] <0O=Vv" >0 (Regido %) (3.22)
11%18 [f(t,x,v)+ T (t,x)] >0=v"<0 (Regido %) (3.23)

Por conseguinte, pode-se identificar, a principio, trés regides no espaco de estados: Z| e %>
descritas acima em (3.22)-(3.23), respectivamente, € uma outra, complementar a estas duas, denotada
por %3, caracterizada pela situagao em que v = 0 e nomeada, a partir de agora, de Regido de Nao
Variacdo. Assim, todo o espaco de estados € coberto por estas trés regides, e a busca pelo sinal do

controle 6timo sugere candidatos v, tais que

v>0, se xeZ,
v<0, se xe€%, (3.24)
v=0, se x€ ;.

Neste ponto, surge um importante questionamento: serd que a regido de nao variacdo forma um

hipervolume em R"? A pergunta € pertinente pelo fato de ndo ter sido provado até agora que

lima (1, ,v) "7 (1.0)] > im ) [f{t,x,v) + /" (1,)] (3.25)
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Em outras palavras, ndo ha nenhuma garantia de que a existéncia das regides Z;| e %> nao seja
suficiente para preencher todo o espaco de estados, tornando Z3 apenas um hiperplano em R”. E
importante frisar que a validade da desigualdade estrita (3.25) para todo par (¢,x) € [0,T] x %3 é
uma condi¢@o necessdria e suficiente para se garantir a existéncia da regido de ndo variagio como um
hipervolume no espaco R”. Sendo este um aspecto crucial da solugdo, a préxima secao serd dedicada

a discuti-lo com mais detalhes.

3.6 A Regiao de Nao Variacao

A existéncia da regido de ndo variacdo como um hipervolume no espago R" consiste em um dos
principais resultados desta dissertagcdo, sendo, por este motivo, apresentada na forma de um teorema
e demonstrada matematicamente com algumas hipéteses sobre as fungdes f(f,x,v) e J*(f,x) e com

uma hipétese sobre o processo de difusao X;.

Teorema 5. Sejat — X; o processo de difusdo controlada de Ité descrito em (3.4) com 61, = 2,02,
A: > 0. Considere o problema de otimizacdo introduzido na Sec¢do 3.2 e o desempenho do sistema
dado por (3.5). Suponha que a funcdo f seja localmente Lipschitz continua em v, continuamente
diferencidvel em v e convexa em v. Seja ainda o custo étimo acumulado J*(t,x) € C'([0,T]) x C>(R")
definido por (3.8), com suas derivadas parciais localmente limitadas em x, e <7"J*(t,x) definido por
(3.14). Suponha também que, para cada t, a funcdo J*(t,x) seja convexa em x e ndo forme um
hiperplano no espaco R". Entdo, existe um hipervolume no espago de estados onde a agdo otima de

controle é dada por v* = (.

Demonstragdo. Os Lemas 3 e 4 garantem que o hamiltoniano generalizado do problema seja convexo
e localmente Lipschitz continuo em v € U e, conforme o desenvolvimento exposto na Se¢do 3.5, a
determinac¢do da politica 6tima de controle para o problema culmina com o uso do gradiente genera-
lizado e com o indicio de haver uma regido no espaco de estados onde v* = 0. A luz da desigualdade

(3.25), para demonstrar ser tal regido um hipervolume, € suficiente provar que

ima [ (r,x,v) +/ "7 (1,0)] > Ima (e )+ T (10)], V(ex) € 0.T] xR, (326)

uma vez que, sendo vdlida a desigualdade estrita para todo o espago de estados e durante todo o

horizonte de controle, a mesma contemplard, indubitavelmente, qualquer par (¢,x) € [0,T] X %3.
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Assim, de acordo com as equagdes (3.20)-(3.21), o desenvolvimento do lado esquerdo de (3.26)

fornece

2 * 2 px
limad [f(t,x,v) + /" (t,x)] = lim {M+B(a J >V+B/8J IFIZ (a J )%v}

v]0 v]0 v 0x? L ox + 2 ox2
L [of@xy) o 1 92T
n I\EF(} [ dv ] B o0x * 2F12 oxz )’ (3.27)

Ja para o lado direito de (3.26), tem-se

: b L [of(tx,v) 9°J* o 1 2N
lgTr(r)la[f(t,x,v)+szf’J (I,X)] - 1‘}%‘8 |:8—V+E<W V+Bl‘x+zﬂ2 a_xZ u
L [9f@xy) o1 9%J*
=0 {a—} oy T2 G ) G:28)

Portanto, pela hipétese de f(z,x,v) ser uma fun¢o continuamente diferencidvel em v,

iy [21025] _ p [255)

v]0 v 10 v

Com isso, a desigualdade (3.26) serd vdlida para todo (7,x) € [0,T] x R", se
9%J*
Io (| == ) >0.
12 < axz )
Utilizando as propriedades do traco de uma matriz, pode-se mostrar que

2k

ox?

9°J*
>0=1Ii2 (

92 2 ) >0 (paracy; =A0o;, A >0). (3.29)
X

Logo, considerando a hipétese sobre os coeficientes de difusdo do processo, € preciso que a matriz
hessiana do custo 6timo seja semidefinida positiva, quer dizer, a fun¢do J* deve ser convexa em x. Tal
condic¢do € atendida por hipétese. Adicionalmente, se a0 menos um elemento da diagonal principal
da matriz hessiana do custo 6timo for diferente de zero, a desigualdade do lado direito de (3.29)
passard a ser estrita, garantindo, assim, a existéncia da regido de ndo variacdo como um hipervolume
em R". Desse modo, pela hipdtese de o custo 6timo ndo ser um hiperplano no espaco, exclui-se o
caso em que sua matriz hessiana possua todos os elementos da diagonal principal nulos e, portanto, a

demonstracao estd concluida.
]
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Comentario 7. A hipdtese de convexidade de J*(t,x) em x representa um aspecto essencial na de-
monstragdo do Teorema 5. E oportuno recordar que tal hipétese jd havia sido exigida no Lema 4.
Assim, torna-se fundamental estudar sob quais condicoes a fung¢do custo otimo serd convexa em X.
A Segdo 3.7 aborda esse assunto e destaca uma das principais contribuigoes desta dissertagdo por

meio de um teorema.

Assegurada a existéncia do hipervolume %3, finaliza-se esta se¢do com uma descricdo matematica
de suas fronteiras. Assim, por ser complementar a Z| ¢ %, ou seja, %3 = X U X, a regido de nao

variagdo pode ser delimitada por

Ry = {x ER": ima [f(t,x,v) + " T (1,x)] > 0 e limd[f(t,x,v)+ " J*(t,x)] < o}. (3.30)

v]0 vT0

Em outras palavras,
Ry = {x eR": liTrl(}& [f(t,x,v) + 27T (t,x)] <0< 1if(I)18 [f(z,x,v) —I—;sz*(t,x)]}

_ {xeR":0E8[f(t,x,v)+,5afvj*(t,x)]\vzo}. (3.31)

3.7 Convexidade do Custo Otimo

A convexidade em x da fung¢do custo 6timo J*(¢,x) pode ser demonstrada a partir de duas hipéteses

sobre as fungdes f e g, a saber,

* convexidade de f(t,x,v), tanto em x quanto em v;

* convexidade de g(x).

Uma etapa intermedidria na demonstracdo da convexidade de J* exige que, para dois processos
de difusdo com a mesma média e avaliados por um mesmo funcional de custo convexo, aquele que
possuir a maior dispersdo possua também o maior custo (do ponto de vista do valor esperado). A
principio, este resultado parece bem intuitivo. Contudo, € preciso estabelecer-lhe uma prova formal
antes de enuncid-lo no Lema 5 adiante. As proposicdes seguintes, conhecidas na literatura, formam a

base para a demonstracdo desse lema.

Proposicao 2. [26, p. 255] e [27, p. 93] Sejat — X; € R" um processo de difusdo controlada de Ito,

tal que
dX; = (AX; +Byv,)dt + 6, dW,, >0, Xo=x, (3.32)

com v, € U e F-adaptado. Nesse caso, se X for uma varidvel aleatdria gaussiana independente de

Wi para 0 <t < T, entdo o processo X; serd gaussiano.
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Proposicao 3. [28] Sejam X e Y duas varidveis aleatérias multidimensionais, tais que X ~ N(X,Xx)
eY ~N(Y,Zy).? Entdo,

X=Y eXy—Xx>0 & E[pX)]<E[p(Y)] paraqualquer funcdo convexa ¢.

Proposicao 4. [24, p. 79] Se f(x,y) for uma fungdo convexa em x para cada 'y € S, entdo a fungdo @

definida como
¢(x) = /S f(x,y)dy

serd convexa em x (desde que a integral exista).
Lemas. Sejamt — X; e R et — X, € R" dois processos de difusdo controlada de Ito

dX; = (AX;+Bw,)dt+0dW,, >0, Xo=xo, (3.33)
dX, = (AX,+Byv)dt+GdW, >0, Xo=nx, (3.34)

com v; € U e F-adaptado. Se f(t,x,v) for uma fun¢do convexa em x, o estado inicial xo for uma

varidvel aleatoria gaussiana independente de W; para 0 <t < T e, além disso,
0,06,—0,0,>0, t>0, (3.35)

entdo

E* { / ' f(t,X,,v,)dr} < E* [ / ! f(t,f,,vr)dr} . (3.36)

Demonstragdo. Conforme a Proposi¢do 2, os processos t — X; e t — X; sdo gaussianos e, portanto,
a cada instante de tempo ¢, as varidveis aleatérias X; e X; possuem distribui¢des normais com médias
E[X;] e E[X;] e matrizes de covaridncia o; e Oy, respectivamente. Dessa maneira, a representago

integral dos processos (3.33) e (3.34) fornece

1 t
X, = xo+/ (A,X,+Brv,)dr+/ o, dW,, (3.37)
0 0

t . r
X, = xo+ /0 <ArXr~|—Brvr> dr+ /0 &,dW, (3.38)

%A notagiio Z ~ N(Z,X7) indica que a varidvel aleatéria Z possui uma distribui¢io normal com média Z e matriz de
covariancia X .
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e, pelo calculo de Itd, obtém-se

EX] = Elx|+E [ /0 ’ (A,X,+Brv,)dr} , (3.39)

E[X,] = Elx|+E { /0 [ (A,§,+Brv,> dr}. (3.40)

Portanto, ambos os processos X; e X; possuem a mesma média e, consequentemente, a combinacao

da Proposi¢ao 3 com a Proposicao 4 conduz ao resultado (3.36), completando, assim, a demonstracao.
O]

Teorema 6. Sejat — X; o processo de difusdo controlada de Ito descrito em (3.4) com desempenho
avaliado por (3.5). Assim, se f(t,x,v) for uma fungdo convexa, tanto em x quanto em v, e se g(x) for

convexa em x, entdo o custo otimo J*(x) também serd uma fun¢do convexa em x.

(B)

Demonstragdo. Sejamt — X,(a) eR"et — X;”’ € R" duas trajetorias de estado distintas com estados

iniciais Xéa) =x® e X(gﬁ ) — x(B ), respectivamente, e sinais de controle t — ut(a) clUer— u,([3 ) ew.

Com isso, utilizando a formulagdo de integrais estocdsticas, tem-se
X% = (@ 4 /0 l (A,x,(“) n B,u§“)> dr+ /O t (ol,, + Gl \) AW, (3.41a)
5P =20t [ (a5 Bl Yar+ [ (o1,+02,lul? ) aw, (3.41b)
parat > 0. Seja aindat — X/ € R" uma trajetdria de estado da forma
x¢ = a1 g+ [ [, (ax( + px) 45, (cal® + i) ar
+ [ [orr+ ondoad® + pulll | aw,. 342

(B)

Suponha que )?f seja dado pela combinagdo convexa das trajetérias t — Xt(a) et — X, /,isto é,
X=ax+pxP, o<a<l, a+tp=1. (3.43)
Entao,

X = ax(® 4 BxB) 4 /0 t [Ar <aX,(a) n ﬁX}’”) +B, <au$“) n ﬁuﬁﬁ)ﬂ dr

—f—/ot |:G]7r+627r <|au£a)|+|ﬁu£ﬁ)|>}dWr. (3.44)
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Note que (3.44) ndo € uma trajetdria factivel. Todavia, pela desigualdade triangular, percebe-se

que o coeficiente de difusao de )?,C ¢ maior que o de X/, no sentido de (3.35). Assim, definindo

X = <°‘>+[3x<ﬁ> (3.45)
uj = Ocut +ﬁu, (3.46)

e utilizando a defini¢do do custo 6timo dada por (3.5)-(3.7), pode-se afirmar que, para uma trajetoria

qualquer com estado inicial x¢,

T T
() = inf " [ / F(r Xy uy)dr+ g(XT)] <E" [ / F(rXE uS) dr+ g(X%)} . (347
u(- 0 0
Finalmente, combinando o resultado do Lema 5 com as hipé6teses de convexidade sobre f e g,
obtém-se
[T
J*(xc) < |:/ f I",ch, u, dr+g(XT):| SEX |:/ f(l’Xf, r)dr+g<XT):|
0

= E- [/ f(r, ax,” ~|—BXr(ﬁ),Ocu§a) +[3u£ﬁ))dr+g((xX}a) +ﬁX}ﬁ))]
< [/ Fr X\ ™ )ar + g(X) }+[3Ex U Frx® (ﬁ))dH—g(X}ﬁ))}
= (x%) + BT (+P). (3.48)

O

3.8 Soluc¢ao do Problema

Com o intuito de sintetizar os resultados apresentados até aqui, encerra-se este capitulo com a

formulacdo de um teorema. Para melhor enuncié-lo, considere as seguintes hipdteses.

* Hipétese H1: Seja uma fungdo continua f(¢,x,v) dada. A fungdo f: [0,T] xR"xU — R é
convexa, tanto em x quanto em v, localmente Lipschitz continua em v e continuamente diferen-

ciavel em v;

* Hipétese H2: Seja uma fung@o continua g(x) dada. A funcdo g : R" — R é convexa em x.

Teorema 7. Considere um sistema descrito pela equagdo diferencial estocdstica

dXt = (A[Xt —|—B,vt) dt + (617[ + 6271 |v,|)dW,, t 2 0, X() =X, (349)
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comt — X, e R", t - v, € UC R e W, um movimento browniano m-dimensional. Além disso, todas
as fungdes matriciaist — A, e R"", t = B, e R", t — 01, e R et — 02, € R sdo continuas
no tempo e deterministicas. Suponha que, para todo t, seja possivel escrever o1y = A2, A > 0.

Considere ainda que o desempenho desse sistema seja avaliado por meio de um funcional de custo

T
J(x,v(-)) =E* Uo f(t,X,v)dt +g(Xr)|, (3.50)

em que f e g satisfacam as hipdteses H1 e H2, respectivamente, e J* (t,x) = inf,,J(x,v(+)) cor-
responda & funcdo custo 6timo acumulado. Finalmente, suponha que J* € C'([0,T]) x C*(R") seja

convexa em x e satisfaca as seguintes propriedades para todov € U e (t,x) € [0,T] x R".

(i) Integrabilidade da equacdo de HJB, isto é,

Et,x |i/T
t

(ii) Derivadas parciais de segunda ordem localmente limitadas em x, ou seja,

oJ*
or

+VJ (X))

dr+|J* (T,XT)yl <o, T < oo (3.51)

92J*
sup | 5| <, VS€ER", S compacto,
xeS ox

oJ* "
sup <o, VS eR" S compacto;
xeS Jx

(iii) J*(¢,x) ndo forma um hiperplano no espaco R".

Desse modo, se existir um controle markoviano v* = v*(t,x), tal que

V' =v*(-,0) = arg min J(x,v(-)), (3.52)

v()

entdo este controle serd otimo e calculado por partes, de acordo com a localizagdo do estado x no

espaco R", segundo a regra

* Para x € R" satisfazendo

lif{)l(? [f(t,x,v)+ " T*(t,x)] <0 (Regido %) (3.53)
ou
limd [f(t,x,v) + 2 J"(t,x)] > 0 (Regido %#»), (3.54)

v10
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o controle otimo v* poderd ser obtido de
df(t,x,v) 9°J* o 1 9%J* .
—0 L =5 |V+B—+=I{2| =5 |%"W =0 3.55
dv y=y* +h oz )’ B ox + 212\ 9x2 ’ (3-35)
em que
. +1, se xe#
v = ‘ (3.56)
—1, se x€ %»;
* Para x € R" satisfazendo o hipervolume
lima [f(t,x,v) + 2/ T*(t,x)] <0 < limd [f(t,x,v) + " T*(t,x)] (Regido #3), (3.57)

v10 v]0

o controle otimo v* serd nulo.



Capitulo 4

Estudo de um Caso Particular: Sistema
VCAI com Custo Quadratico

Este capitulo visa aplicar a teoria desenvolvida no capitulo anterior em um problema particular de
controle 6timo. Com efeito, almeja-se encontrar o controle 6timo para um sistema VCAI com custo

quadratico.

4.1 Apresentacao do Problema

Suponha que o estado X; de um sistema qualquer no instante ¢ seja descrito pela equacgdo diferen-
cial estocastica (3.4). Suponha também que o desempenho desse sistema seja avaliado por meio da

equacao de custo (3.5) com

f(t,X,u) = X/Q.X, +Ru?, (4.1a)
g(Xr) = XpSXr+p'Xr+4, (4.1b)

sendo os coeficientes do custo instantineo, t — Q; € R"*" et — R, € R, deterministicos e continuos
no tempo, e os do custo terminal, S € R"™*", p € R" e £ € R, constantes. Considere que a matriz S e
as matrizes Q; sejam simétricas e semidefinidas positivas. Além disso, o escalar R; > 0 para todo ¢ e
o instante de tempo final T € deterministico.

Posto isso, o problema consiste na escolha do controle u = u(¢,X;) € U que minimiza o custo
J(x,u(-)) no intervalo de tempo [0,7]. Uma interpretacdo possivel é pensar no problema como a

busca por um sinal # — u; que torna |X;| pequeno de uma maneira rdpida e com pouco gasto. Nesse

sentido, os “tamanhos” de Q;, S e p refletem o custo que se paga por ter grandes valores de |X;

)

enquanto que o “tamanho” de R, reflete o custo que se paga por aplicar grandes valores de |u;|.

42
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4.2 Resolucao da Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

A partir do Teorema 3 e das equagdes (4.1a)-(4.1b), a equacao de HIB para o problema introduzido

na se¢ao anterior €

aJ* (t,x)

S inf {x’Q,x+ VR v+ T (t,x)} —0, (%) €[0,T] xR, (4.22)
ve

e sua condicao de contorno
J(T,x)=x'Sx+px+{, xeR" (4.2b)

Com o intuito de se encontrar uma solucio J para (4.2a)-(4.2b), pode-se, a principio, baseado nas
caracteristicas do modelo, supor
J(t,x) =x'Sx+px+¢,, 4.3)

de modo que, para cada x € R", os coeficientes t — (S;, p;,¢;) sejam deterministicos e continuamente
diferencidveis em relacdo a . Além disso, para cada ¢, a matriz S; é simétrica e semidefinida positiva.
A etapa seguinte € aplicar o Teorema 4 (Teorema de Verificagdo) e confirmar se J €, de fato, o

custo 6timo. Para tanto, precisa-se determinar S;, p; e ¢;, de tal maneira que

dJ (t,x)
Jt

+ in[[fj{x'Q,x—kv'R,v—i—,;zfvf(t,x)} =0, 0<t<T (4.42)
ve

J(T,x) =x'Sx+ p'x+¢. (4.4b)

A obtengdo de (4.4b) € trivial. Basta fazer

Sy =S, (4.5a)
Pr =D, (4.5b)
lp =1 (4.5¢)

J4 o tratamento de (4.4a) requer um pouco mais de atencio. Para o J(z,x) escolhido heuristica-

mente em (4.3), t€m-se os seguintes vetor € matriz associados

dJ(t

Gradiente: (g %) = (S, + ;) x+p, =2Sx+p,, (4.6a)
x
4t

Hessiana: otx) (S, +5;) =28,. (4.6b)

ox?
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Por conseguinte, a substituicdo de (4.6a) e (4.6b) em (3.14) e a utilizagdo da expressdo resultante

em (4.4a) produzem

aJ (t,x)
ot

: A as, dp, ol
+ ‘}gﬂfj{le,x—i— VRV + "] (t,x)} = xla—l’x—f— a—;x—k a—;

+ vigﬂfj{x’Q,x +VRV+XAIS x+XASIx+XAlp, + 17 (S,)
+ 15 (S,)Vv* +B/S,xv+B/S\xv+B.pv+175(S,) M}, 4.7)

em que

Li(S,) = tr [G{J S Gl,t} )
I(S,) = tr [Gé,t S 62,1} )

Ia(S,) = w [G{,z Sy Oy, + Gﬁ,t S Gl,t] .

Assim, de acordo com o Teorema 4, se, para cada (z,x) € [0,T] x R", for possivel encontrar um

controle markoviano admissivel ¥ = ¥(r,x) € U satisfazendo

97 (t,%)

5 +XQx+ VR V427 F(t,x) =0 (4.8)

ou, de forma equivalente,

oS on ov
X (a—; FALS, + A+ Q,> x+ <§ +p§At> x4 =+ (S)

+ (Rﬁ—Fz (S,))ﬁz—l— <ZB;Stx—|—B§pt>\3+F12(St) V| =0, (4.9)

entdo ¥ serd um controle 6timo e confirma-se o fato de J ser o custo 6timo.

Um candidato ¥ pode ser obtido por meio da minimiza¢do do hamiltoniano generalizado do sis-
tema. Devido a sua propriedade de convexidade, pontos de minimo globais podem ser procurados
fazendo

J [X'Qx+ VR I+ ,Qfﬁf(t,x)} =0.

Com isso, utilizando a equacdo (3.20), tem-se

2R,V +213 (S,) P+ 2B}S,x+B,p, + T12(S,) %" =0, (4.10)

sendo % definido de acordo com (3.21).



4.2 Resolucao da Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman 45

Finalmente, por um procedimento analogo ao realizado no Capitulo 3, chega-se a ilacdo de que

—(R+T13(S,)) " (BISx+1Bp,+ 1102 (S,)), se #>0,
P={ —(R+IL:(S,)) " (BSx+1Blp,— 112 (S,)), se v <0, (4.11)

0, caso contréario.

Conforme discutido no referido capitulo, a propriedade de convexidade do hamiltoniano generali-
zado permite associar o sinal de ¥ a uma regido no espaco de estados. Deste modo, recordando (3.22)

e (3.23), determina-se

~ 1 ~
R = {xe R": B/S!x < —§<F12(S,1)+B;ptl>}, X\ C K. (4.12)

~ 1 ~
Ky = {x eR":B/S*x > +§<F12(St2) —B;p,2) } Py C R (4.13)

Os sobrescritos 1 e 2 para (S;, p;) indicam a inclusdo de x na respectiva regido, @1 ou %72. E
importante observar que, se x € 9?1, entdo, para todo ¢, o estado x pertence a um conjunto aberto
inteiramente contido em %) (regido com sinal de controle positivo), e o custo associado J(z,x) pode
ser escrito na forma quadrética (4.3). Por outro lado, se x € @2, entdo, para todo z, o estado x pertence
a um conjunto aberto inteiramente contido em %, (regido com sinal de controle negativo), e o custo
associado J(t,x) também pode ser escrito na forma quadratica (4.3).

Para o caso em que v = 0, a equacdo (3.31) sugere
~ 1 1 ~
Ky = {x eR": — (Na(S) + B} ) < BiSix < 5 (Tia(s) — Bip} ) } Ky C A3 (4.14)

O sobrescrito 3 para (S;, p;) indica a inclusdo de x em @3. Naturalmente, se x € @3, entdo, para
todo 7, o estado x pertence a um conjunto aberto inteiramente contido em %3 (regido com sinal de
controle nulo), e o custo associado J(¢,x) pode ser escrito na forma quadratica (4.3).

Um aspecto a ser enfatizado provém da relacdo de inclusdo das regides @1, @2 e @3 em X, %>
e X3, respectivamente. Tal relacdo indica, evidentemente, uma ideia de subestimagao das trés regides
complementares do espaco de estados, quer dizer, 9?71, @2 e @3 estdo estritamente contidas em %,
L@z € %3.

Estabelecida a correspondéncia entre o sinal de v e uma regido no espaco de estados, pode-se
explicitar esse resultado de modo a incorporé-lo na equacao (4.11). Por uma questdo de simplificagdo
da notagao, adotar-se-a

R=R+L(S), i=123
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e, assim,
_<Rt1)71 (B;Szlx‘i‘%ngtl + %Flz (S,l)) , Se x € @1,
p= —(R?) ™ (BiS2x+ 1Bip? — 1112 (S2)), se x€ %, 4.15)
0, se xeﬂ%.

A partir desse ponto, como v € uma fungao por partes, a andlise devera ser realizada separadamente
em cada uma das regides definidas em (4.12), (4.13) e (4.14).

4.2.1 Sistema Evoluindo na Regiao @1

Considere os coeficientes (S, p!,¢!) da fungdo custo J na regido Z. A substitui¢do do valor

correspondente de ¥ em (4.15) na equagao (4.9) produz

aS!
X {—’ +AlSl+51A, —S'B(RH'BIS! + Q,} x

ot

pa) 1y\/ B B
|20 oy (4, 8GR B! - oS! R B x

a_£l1 1 _l -1 1\2 1\/ 1 /1 -
+ o1 +13(S;) 4(Rt> 2(S; )+ ( (pr ) B, +2102(S; ) ) By =0. (4.16)

Para que a igualdade em (4.16) seja vélida, independentemente de x, basta escolher (S}, p!, ¢!

satisfazendo
aSzl 1l 1 1 I\—1p/cl
— = AS, +S;A,—S/B,(R,) "'B,S, +0,, (4.17a)
a(Ptl)/_ 1\/ I—1p/cl (! I—1p/ ol 4.17b
- ot = (pt) At_Bt(Rt> B/S, ) — IZ(Sz)(Rt) B:S;, (4.17b)
aetl 1 1 1\—1 1,2 1\/ 1 /1
-5 = L(sH -7 ®Y 7 (Ta(sh?+ ((p1)B+2a(sh)Bip! ). @170)

Com essa escolha de coeficientes, a equacdo (4.4a) € verdadeira, podendo concluir que, pelo
Teorema de Verificacao,
J(t,x) =X'Sx+ (ph)x+ ¢! (4.18)

corresponda ao custo 6timo para x € %, sendo

1 1
(R (BéS)x+ SBip + 510 (S,‘)) (4.19)

o controle 6timo para essa regido.
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4.2.2 Sistema Evoluindo na Regiao ,9?2

Considere os coeficientes (S?, p?,¢?) da fungdo custo J na regido P>. A substitui¢cdo do valor
correspondente de ¥ em (4.15) na equacgdo (4.9) produz
2

ds.
V| S5, - SEBR) B+ 0

pa) 2/ B B
|20 Ry (4, B ) B ) + T ()5

ot
3_@2 NN 2\2 NI 2\ \pr 2\ |
+ P +I1(S7) 4( 5 12(87) +<(pt)Bt ZHZ(St)>Bth =0. (4.20)

Para que a igualdade em (4.20) seja vélida, independentemente de x, basta escolher (S?, p?, ()

satisfazendo
98} rQ2 | 2 2 2N—1 o 2
—5h = ASTESIA - SIB(RY)BISI + 0, (4.21a)
—8(5;2)/ = (p?)’(At—Bt(R?)‘lB;S,Z)+112(S,2)(R,2)—1B;S§, (4.21b)
_8a_ft,2 - H(S?)—%(R?)—l(nz(sf)ur((pf)’B,—znz(Sf))B;pf). 4.21¢)

Com essa escolha de coeficientes, a equacdo (4.4a) € verdadeira, podendo concluir que, pelo
Teorema de Verificagao,
J(t,x) = X' S2x+ (p?)x+ 1? (4.22)

corresponda ao custo 6timo para x € %5, sendo

1 1
p=—(R)"! (BﬁSfor B = 5T (5,2)) (4.23)

o controle 6timo para essa regio.

4.2.3 Sistema Evoluindo na Regido %;
Considere os coeficientes (S, p?,¢) da fungdo custo J na regido 3. A substitui¢do do valor

correspondente de ¥ em (4.15) na equagao (4.9) produz

253 a(p3)
X a—;+A§Sf+S;’A,+Qt1x+[ %’;)

3y v} 3
+(p)A | x+ | S TS| =0. (4.24)
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Para que a igualdade em (4.24) seja vilida, independentemente de x, basta escolher (S?, p;?,£3)

satisfazendo
s} I3, B
~TL = oSS0, (4.252)
_%;3)/ = (p))A,, (4.25b)
_ 88_? - L (Sf). (4.25¢)

Com essa escolha de coeficientes, a equacdo (4.4a) € verdadeira, podendo concluir que, pelo
Teorema de Verificacao,
J(t,x) =X'S3x+ (pHYx+ 06 (4.26)

corresponda ao custo 6timo para x € %3, sendo

>
I
e}

(4.27)

o controle 6timo para essa regido.

4.3 Observacoes Relativas a Solucao Proposta

Em primeiro lugar, nota-se por meio das equagdes (4.17a) e (4.21a) que S! = S?. Isso significa

que os hiperplanos delimitadores das fronteiras de @1 e @2, a saber,
S el 1 /1
T -BtStX—_i Iia(S;) +Bip; ),

- 1
Py : B/S*x = +2 (Flz(S?) - BﬁP?) ;

sdo paralelos. Em segundo lugar, é possivel concluir de (4.17b) e (4.21b) que p! = —p?. Essa
informacao indica que estes hiperplanos estdo posicionados simetricamente no espaco de estados
com relagdo a origem. Finalmente, no que tange a regido %3, os hiperplanos delimitadores de suas

fronteiras sdo descritos por
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e o sistema de equacdes (4.25) ndo permite, a principio, uma associacao direta entre estes hiperplanos
e os das fronteiras de %71 e @2.

Além do mais, ndo se pode afirmar que estas trés regides, %71, @2 e @3, cubram todo o espaco
de estados. De fato, o desenvolvimento apresentado na sec@o anterior possuia como hipétese que,
para todo 7, o estado x pertencesse a um conjunto aberto inteiramente contido em %, %, ou %3 ¢
ainda que J(¢,x) fosse quadrético. Portanto, ha regides nio contempladas na solugio proposta para
as quais o custo 6timo ndo pode ser escrito na forma quadratica (4.3). Isso ocorre quando, para um
dado estado X; = x, a varidvel de controle associada troca de sinal durante o horizonte [, 7], ou seja,
quando hd uma mudanca de regido por parte desse estado. Neste caso, os coeficientes (S,, p,,¢,) ndo
mais poderiam ser extraidos de um unico sistema de equacdes, tornando o cdlculo analitico do custo
e do controle 6timos extremamente complicado. Consequentemente, a inclusdo de x em uma das

regides Z\, %, ou X5 € caracterizada pela seguinte regra:

* Se, para um determinado estado X; = x, o valor do sinal de controle for sempre positivo durante
o horizonte [f,T], entdo o seu custo 6timo serd definido pelas equacdes (4.17)-(4.18), e este

ponto x pertencera a regiao Z;

* Se, para um determinado estado X; = x, o valor do sinal de controle for sempre negativo durante
o horizonte [t,T], entdo o seu custo 6timo serd definido pelas equacdes (4.21)-(4.22), e este

ponto x pertencera a regido %»;

* Por fim, se, para um determinado estado X; = x, o valor do sinal de controle for sempre nulo
durante o horizonte [¢, T], entdo o seu custo 6timo serd definido pelas equagdes (4.25)-(4.26), e

este ponto x pertencerd a regiao #s.

Na realidade, as condi¢des para x pertencer a %71 ou 9?2 sao satisfeitas para x muito longe da ori-
gem. Ja para o terceiro caso — o de x pertencer a regiao %73 — & preciso que x esteja suficientemente
proximo da origem. Resumindo, a soluc@o fornecida na se¢do 4.2 € vdlida para x muito préximo
ou muito longe da origem. Em outras palavras, a solucdo descreve o comportamento assintotico do
sistema.

Um outro aspecto relevante a ser destacado diz respeito aos sistemas de equagoes (4.17) e (4.21).
Observa-se que, fazendo 0, ; = 0 paratodo 7 € [0, T, a regido de ndo variacdo torna-se um hiperplano,

e estes dois sistemas de equacdes passam a ser equivalentes, isto &,

(S}, pi b)) = (S7.p7. 47).
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Assim, para o custo
JE(t,x) =xX'S;x+ plx+4,, (4.28)

os coeficientes (S,, p;, ;) seriam dados por

_% = AJS,+S,A,—SB.R 'BS,+0,, (4.29a)
ST A B RBS, (4.29)
S~ n(s) () BR B (4290)
com a seguinte condi¢do de contorno
Sr=S,pr=p, r =1L (4.30)

A equacdo (4.29a) ¢ facilmente reconhecida como uma equacgdo diferencial de Riccati, de modo
que as equagdes (4.17a) e (4.21a) possam ser consideradas como uma possivel generalizacdo. A di-
ferenga consiste no termo extra I (S;) ,1=1,2, adicionado ao pardmetro R, do modelo, gerando uma
espécie de R, = R,(S,;) modificado. Quando o, = 0 para todo 7 € [0, 7], esse termo extra desapa-
rece, transformando (4.17a) e (4.21a) em equacdes de Riccati convencionais. Ademais, analisando a
equagdo (4.15), vé-se que a nulidade de 6, em todo o horizonte [0, 7] implica em um controle 6timo

equivalente para #| e %,, a saber,

1

Logo, todo o espago de estados é caracterizado por uma tUnica regido, onde o custo 6timo é
calculado por (4.28)-(4.29)-(4.30), e o controle 6timo por (4.31).
Tradicionalmente, costuma-se atribuir ao estado final de um sistema o custo J(7,x) = x’'Sx. Isso

equivale a adotar, como condi¢do de contorno,
ST = S, pT = 07 ET = 0 (432)
Sendo assim, (4.29b) converte-se em uma equag¢do identicamente nula e, por conseguinte,

J¥(t,x) =x'S,x+¢,. (4.33)
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Neste caso, os coeficientes (S;,/,) sdo dados por

as
—a—; AlS,+S,A,—S,B,R'B|S,+0Q,, t<T. (4.34a)
T
0 = / L(S)dr, t<T. (4.34b)
t

Para o controle 6timo, tem-se
v = —R,'B/S,x. (4.35)

Toda essa discussdo conduz a uma importante conclusdo: o modelo proposto nesta dissertacdao
consiste em uma generalizacdo do modelo LQR tradicional como consequéncia direta do acréscimo
de um termo de ruido modulado pelas variagdes do sinal de controle. Nesse sentido, se este termo
puder ser desconsiderado, o sistema reduz-se perfeitamente ao caso do regulador linear quadratico,

apresentando a mesma solugdo ja documentada na literatura.



Capitulo 5
Conclusoes

Este capitulo finaliza a presente dissertagdo. Primeiramente, destacam-se os resultados alcanca-
dos e as questdes tedricas ainda pendentes. Na sequéncia, discutem-se algumas perspectivas para

trabalhos futuros relacionados ao conteudo.

5.1 Resultados Alcancados

O enfoque principal desta dissertacdo foi a extensdo da teoria de controle 6timo moderno para
sistemas em que a variacdo da magnitude do sinal de controle aumenta a incerteza do estado (sistemas
VCALI). Neste sentido, prop0s-se um modelo estocastico em tempo continuo, cujo estado fora descrito
por um processo de difusdo controlada de Itd6 com coeficiente de tendéncia linear e coeficiente de
difusdo modulado pelo valor absoluto do sinal de controle.

A Equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman associada ao sistema VCAI foi resolvida analiticamente.
A solugdo proposta apresentou analogias interessantes ao caso discreto no tempo. Dentre elas, vale
ressaltar o surgimento da Regidao de Nao Variagdo — uma regido no espago de estados em que a
politica 6tima de controle consiste na manutencdo do controle que tem sido aplicado ao sistema.
Provou-se matematicamente a existéncia dessa regido a partir de algumas hipdteses sobre o sistema.

Atinente a fun¢do custo 6timo, demonstrou-se ser preservada, durante todo o horizonte de con-
trole, sua convexidade em relac@o a varidvel de estado. Isso permitiu extrair propriedades importantes
no tocante ao comportamento da solu¢do do sistema, bem como preparar o terreno para o levanta-
mento de novas caracteristicas do modelo. De fato, a convexidade do custo 6timo influenciou nao
apenas na comprovagao da positividade de sua matriz hessiana, mas sobretudo na garantia de que a
regido de ndo variacdo fosse um hipervolume.

Por fim, o estudo do caso particular em que o custo € uma fun¢do quadrética revelou que a técnica

empregada funciona de maneira simples e eficaz para comportamentos assintéticos do sistema. Em
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outras palavras, quando o estado do sistema estiver muito préximo ou muito distante da origem,
a solugdo apresentard um comportamento local quadritico semelhante a solug¢do tradicional de um
problema linear quadratico, mas regido por uma espécie de equacdo de Riccati modificada. Ao se
anular o termo de ruido adicionado ao modelo, recupera-se a equacao original de Riccati. Para a
caracterizacdo deste caso particular, permanece em aberto a delimitacao das fronteiras da regido de
ndo variacdo e das demais regides do espago de estados, o que dificulta o cdlculo exato do controle

otimo do sistema.

5.2 Trabalhos Futuros

O estudo de sistemas VCAI com custo quadrético pode levar ao surgimento de um amplo campo
de pesquisas na drea. A similaridade das equacgdes obtidas com as equacdes de Riccati torna ainda
mais interessante a busca por solucdes desse problema. Poder-se-ia investigar o comportamento do
sistema para um horizonte de tempo infinito, a fim de se obterem solu¢des estaciondrias e, a partir
dai, iniciar uma andlise mais abrangente acerca da estabilidade do sistema.

Oportuna e apropriadamente, € importante frisar a impossibilidade de contemplar analiticamente
a solugdo para todo o espago de estados. Deste modo, com o auxilio das propriedades assintéticas
demonstradas nessa dissertagdo, um seguimento natural deste trabalho consistiria na exploracdo de
aproximacgdes numeéricas para a fun¢ao custo 6timo e posterior andlise quanto a viabilidade de apli-
cacdo. Com efeito, o sinal aproximado do controle 6timo poderia ser computado, e a resolu¢do do
problema verificada na integra.

No que diz respeito a modelagem dos sistema VCAI em tempo continuo, é possivel ampliar o
modelo de forma a incorporar a multidimensionalidade do sinal de controle. A busca por novas pro-
priedades matematicas da funcdo custo 6timo € extremamente relevante e possibilitard, certamente,
uma melhor compreensao da teoria.

Concluindo, também deveriam ser exploradas aplicacdes préticas de sistemas VCAI em tempo
continuo. Nesse sentido, a medicina e a biologia apresentam-se como dreas bastante promissoras
para diversos tipos de estudos. Contextos de tratamentos quimioterapicos e analises de crescimento

de tumores poderiam servir de palco para modelagens com sistemas VCALI



Referéncias Bibliograficas

[1] A. S. Matveev, A. V. Savkin. Application of Optimal Control Theory to Analysis of Cancer
Chemotherapy Regimens. Systems & Control Letters, 46:311-321, Fevereiro 2002.

[2] A.P.Calmon, T. Valleé, J. B. R. do Val. Monetary Policy as a Source of Uncertainty. Submetido

a revista Econométrica, 20009.

[3] A.P. Calmon. Variagdao do Controle como Fonte de Incerteza. Dissertacao de mestrado, Facul-

dade de Engenharia Elétrica e de Computa¢dao, Unicamp, Maio 2009.

[4] R. Bellman. On the Theory of Dynamic Programming. In Proceedings of the National Academy
of Sciences, pages 716719, USA, 1952.

[5] V. G. Boltyanski, R.V. Gamkrelidze, L. S. Pontryagin. On the Theory of Optimal Processes.
Doklady Akademii Nauk SSSR, 10:7-10, 1956.

[6] R. E. Kalman. Contibutions to the Theory of Optimal Control. Boletin Sociedad Matemdtica
Mexicana, 5:102—-119, 1960.

[7] R. Bellman. Dynamic Programming and a New Formalism in the Calculus of Variations. In
Proceedings of the National Academy of Sciences, pages 231-235, USA, 1954.

[8] R. E. Kalman. The Theory of Optimal Control and the Calculus of Variations. In Proceedings
of the Conference on Mathematical Optimization Techniques, Santa Monica, USA, 1960.

[9] R. Bellman. Dynamic Programming and Stochastic Control Process. Information & Control,
1:228-239, 1960.

[10] J. J. Florentin. Optimal Control of Continuous Time, Markov, Stochastic Systems. Journal of
Eletronics and Control, 10:473-488, 1961.

[11] H.J. Kushner. Optimal Stochastic Control. IRE Transactions on Automatic Control, 7:120-122,
1962.

54



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 55

[12] R.E. Kalman, R. S. Bucy. New Results in Linear Filtering and Prediction Theory. Transactions
of the ASME, Journal of Basic Engineering, 83:95-108, 1961.

[13] W. M. Wonham. On the Separation Theorem of Stochastic Control. SIAM Journal on Control,
6:312-326, 1968.

[14] A. L. Subbotin. A Generalization of the Basic Equation of the Theory of Differential Games.
Soviet Mathematics Doklady, 22:358-362, 1980.

[15] M. G. Crandall, P. L. Lions. Viscosity Solutions of Hamilton-Jacobi Equations. Transactions of
the American Mathematical Society, 277:1-42, 1983.

[16] F. H. Clarke, R. B. Vinter. Local Optimality Conditions and Lipschitzian Solutions to the
Hamilton-Jacobi Equations. SIAM Journal on Control and Optimization, 21:856-870, 1983.

[17] R. T. Rockafellar. First and Second Order epi Differentiability in Nonlinear Programming.
Transactions of the American Mathematical Society, 307:75-108, 1988.

[18] U. G. Haussmann. Generalized Solutions of the Hamilton-Jacobi Equations of Stochastic Con-
trol. SIAM Journal on Control and Optimization, 32:728-743, 1994.

[19] A.P. Calmon, T. Valleé, J. B. R. do Val. Control Variation as a Source of Uncertainty: Single
Input Case. In Proceedings of American Control Conference, pages 4416—4421, St. Louis, MO,
USA, Junho 2009.

[20] B. Oksendal. Stochastic Differential Equations - An Introduction with Applications. Springer,
2007.

[21] I. Karatzas, S. E. Shreve. Brownian Motion and Stochastic Calculus. Springer, 1991.
[22] K. It0, H. P. McKean Jr. Diffusion Processes and their Sample Paths. Springer, 1974.

[23] J. Yong, X. Y. Zhou. Stochastic Controls - Hamiltonian Systems and HJB Equations. Springer,
1999.

[24] S. Boyd, L. Vandenberghe. Convex Optimization. Cambridge University Press, 2004.

[25] F. H. Clarke. Optimization and Nonsmooth Analysis. Society for Industrial and Applied Mathe-
matics, 1987.

[26] G. Kallianpur. Stochastic Filtering Theory. Springer, 1980.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 56

[27] M. H. A. Davis. Linear Estimation and Stochastic Control. Chapman and Hall, 1977.

[28] M. Scarsini. Multivariate Convex Orderings, Dependence and Stochastic Equality. Journal of
Applied Probability, 35:93-103, 1998.

Texto fixado conforme as regras do Novo Acordo Ortogréfico da Lingua Portuguesa
(Decreto Legislativo n°54, de 1995)



