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Resumo

Este trabalho trata do problema de simplificagao de fung¢des booleanas e da reducéo de estados,
em maquinas de estados finitos, modelando-os como um problema de programacio matemética.

Na minimizacao logica, os implicantes sdo gerados aplicando-se o algoritmo do consensoe numa
arvore binaria que representa a funcao booleana. A cobertura minima é obtida resolvendo-se um
problema de programagao linear inteira 0 e 1, cuja funcio objetivo é a soma ponderada de todos
os implicantes primos e as restri¢cbes correspondem a soma dos implicantes primos que cobrem
cada mintermo da funcéo.

Na minimizacdo de fung¢bes booleanas com muiltiplas saidas o problema de cobertura minima
pode ser modelado como um problema matemadtico nao linear dependendo do critério de otimi-
zacao utilizado.

O método de geracio de classes de compatibilidades méximas foi utilizado para a reducio de
estados. A funcdo objetivo é formulada como a soma das classes primas sujeita as restricdes de
cobertura e fechamento.

Uma vez formulado como um problema de programacao matematica, a minimizacio de funcoes
booleanas e a redugdo de méaquinas de estados se abrem para as novas técnicas desenvolvidas nessa
area de pesquisa.
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Abstract

This work proposes a method of dealing with the problem of boolean function minimization
and finite state machine reduction by modeling each of them as a mathematical programming
problem.

In the logic minimization, prime implicants are generated by applying the consensus algorithm
in the binary decision tree that represents a boolean function. A minimal cover can then be ob-
tained by solving an integer linear program with objective function as a weighing sum of prime
implicants whose constraints are the sums of prime implicants covering each minterm.

In a multiple-output boolean function minimization, a minimal cover problem may be modelled
as a non-linear mathematical problem depending on the specific optimization criterion that is used.

The method of generating the maximal compatibility classes has been used for the state re-
duction phase. The objective function is formulated as the sum of the prime classes, and the
constraints are due to restrictions of covering and closure.

Once formulated as a mathematical programming problem, the boolean function minimization
and the state machine reduction are opened to the new techniques that have been developed in
this research area.
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Capitulo 1

Introducao

A minimizagao de funcgdes booleanas tem recebido tratamento algoritmico a mais de

30 anos [13].

Para se obter a minimiza¢do exata de uma dada fungio booleana, a priori, deve-se,
a partir de seus mintermos, gerar todos os implicantes primos e a partir desses,
realizar uma cobertura minima da funcao. Estas acdes resultam num ndmero muito
grande de operagoes, o que tem ensejado uma busca continua de métodos eficientes
para tratar tal problema.

Como alternativa 4@ compleridade da formulagdo erata, considerdvel esforgo tem sido
empregado no desenvolvimento de métodos quase 6timos utilizando-se de heuristicas.

Este capitulo apresenta os conceitos € definigdes necessdrios para o entendimento
dos capitulos posteriores. As fung¢bes booleanas sio definidas com a finalidade de
descrever as propriedades dos circuitos combinacionais.

Sao apresentados dois algoritmos de minimizagdo de funcées booleanas, o clissico
método de Quine-McCluskey [20] para permitir ao leitor a compreensdo dos mecanis-
mos bdsicos envolvidos na minimizacio de fungoes booleanas € o algoritmo Geragdo
{25], por nos desenvolvido, utilizando-se de idéias heuristicas para ilustrar esta classe
de métodos.
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1.1 Introducgao

O desenvolvimento de sistemas digitais, contendo poucas partes funcionais, como por exemplo
circuitos integrados SSI (Small Scale Integration) € MSI (Medium Scale Integration), utilizava-se
de técnicas de projeto onde os sucessivos passos eram pouco dependentes um dos outros. A decisao
em relagio a um dos passos nao afetava significativamente todo o projeto. Além disso, os testes
para verificar o comportamento funcional do sistema, podiam ser facilmente executados.

Em decorréncia disso, erros de projetos, devido & m4 interpretacio da descricio funcional,
ou erros em alguns dos passos de projeto, podiam ser inspecionados localmente. O reprojeto
ou reparos afetavam uma pequena parte do sistema, sem aumentar muito o custo e o tempo de
desenvolvimento.

Alguns principios e métodos foram criados e uma certa estabilidade caracterizou a atividade
de projetos digitais nessa época. Devido ao pequeno porte dos circuitos projetados, nio se sentia
a necessidade de uso de métodos computacionais para a sintese de circuitos.

Com o aumento da complexidade dos circuitos integrados na tecnologia LSI (Large Scale
Integration), em especial VLSI (Very Large Scale Integration), os passos envolvidos no projeto de
sisternas digitais tornaram-se alvo de muitos estudos. Além disso, os VLSI nao toleram erros de
projeto e reparos, pois esses deslizes, além de onerosos, podem tornar o produto nio competitivo
no mercado {1]-[12].

No inicio dos anos 80, algumas atividades de projeto, como por exemplo, layout, teste e
documentacao, ja estavam sendo apoiadas por poderosas ferramentas de projeto, porém, a sintese
ainda era executada manualmente.

Somente em meados dos anos 80 e inicio dos anos 90, surgiram as primeiras ferramentas CAD
para auxiliar a sintese, dentre estas, destacam-se as ferramentas AutoLogic da Mentor Graphics [9}
e as ferramentas incorporadas nos pacotes de programacio dos dispositivos 1égicos programaveis,
como por exemplo, da Altera [10] e da Xilinx [11].

Este trabalho de tese trata do desenvolvimento de algoritmos de sintese, em particular, das
fungdes logicas e das maquinas de estados.

O problema da simplificagio de fungdes booleanas e da redugio de estados, em méquinas
seqlienciais sincronas, sdo vistos sob a dptica da programagio matemaética e propde-se métodos
eficientes para soluciona-los.

Nas secoes deste capitulo sdo apresentados conceitos e definicdes necessirios para o entendi-
mento dos capitulos posteriores. As fungdes booleanas sio definidas com a finalidade de descrever
as propriedades dos circuitos combinacionais.

Sao apresentados dois algoritmos de minimizagio de funcbes booleanas, o classico método
de Quine-McCluskey para permitir ao leitor a compreensio dos mecanismos bésicos envolvidos
na minimiza¢ao de fungdes booleanas e um algoritmo, proposto por nds, utilizando-se de idéias
heuristicas para ilustrar esta classe de métodos.

No capitulo 2 ¢ apresentada uma alternativa eficiente para a geragio dos implicantes primos
de uma fungéo booleana. O método, intitulado GeraPlex, obtém todos os implicantes primos,
através de sucessivas aplicagbes da operacao de consenso aos ramos de uma arvore, onde cada
caminho representa um mintermo ou irrelevante da funcéo.

Da aplicagao da operacido de consenso aos ramos dos nés da arvore, define-se fusao, des-
locamento e expansdo que diminuem, mantém e aumentam o niimero de caminhos da arvore,

AR e e b o e
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respectivamente. 7

O capitulo 3 trata da minimizacio de fungdes booleanas, vista sob a dptica da programacic
matematica.

O problema de cobertura ¢ formulado como um problema de programacéo linear inteira 0 e
1 e apresenta-se um método de resolugio, baseado no algoritmo Simplex, modificado para con-
siderar as particularidades do problema. No lugar do pivoteamento tradicional, foram utilizadas
combinagdes lineares das linhas do tableau, para preservar os valores inteiros dos seus coeficien-
tes. Encontrada uma solugao otimista, utiliza-se o Plano de Corte de Gomory, para considerar as
restricbes de solucdes inteiras.

A minimizacao de fungbes booleanas, com muiltiplas saidas, é assunto do capitulo 4, onde
apresenta-se o algoritmo MultPlex. As coberturas das fungdes sio obtidas da solucio de dois
problemas de programacao matemédtica, aqui-chamados de problema de cobertura multipla e
problema de cobertura singular. O MultPlex representa uma contribuicio expressiva na sintese
de funcbes booleanas de miiltiplas saidas.

No capftulo 5, apresenta-se o algoritmo ReduPlex, uma efetiva contribuigio & solucio da
redugao das maquinas de estados finitos, completa ou nao completamente especificadas. Propoe-
se um método numérico para a selegio do conjunto minimo de classes primas, que define a maquina
de estados finitos.

Para a redugao de estados sdo apresentados, além do algoritmo proposto, os métodos de Par-
ticao de equivaléncia e da Tabela de Condiges de Compatibilidade.

1.2 Definicdo da Algebra Binsria de Boole

No estudo dos circuitos 16gicos bindrios, utiliza-se uma sub-dlgebra da &lgebra booleana, a
Algebra Booleana Bindria, definida pelos seguintes axiomas:

A£0e A=1
A#1& A=0

A partir daqui, sempre que mencionarmos ” Algebra de Boole” estamos nos referindo a » Algebra
Binaria de Boole”.

A algebra de Boole ¢ um sistema algébrico que consiste do conjunto { 0, 1 }, duas operagdes
binarias chamadas OR e AND e uma operacdo unéria chamada NOT.

A operacao OR, chamada soma I6gica ou unido, é representada por ” + 7. Entao, A OR B é
escrito como A + B que é chamado termo soma.

A operacao AND, chamada produto légico ou interseccio, é representada por 7 . 7. Entédo, A
AND B € escrito como A.B ou AB que é chamado termo produto.

A operagao NOT, chamada complementagio, é denotada por uma barra ” ~ ” sobre a va-
riavel ou expressao a ser complementada. Entdo, o complemento de A é A, e o complemento de
(A+B).C=(A+ B).C.

As operagdes OR, AND e NOT sio definidas conforme a tabela apresentada na figura 1.1a e

podem ser representadas por circuitos elementares denominados gates ou portas, mostrados na
figura 1.1b.
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A A+ 3B
Entradas Saifda B
A B OR AND NOT A
0 0 0 1
A A . B
c 1 1 0 1
B
1 o 1 G 0 )
1 1 1 1 0
a) Tabela verdade para 0% gates OR, AND e NOT A

Figura 1.1: Tabela verdade e simbolos que representam os gates OR, AND e NOT.

b} Simbolos que representém os gates OR, AND e NOT

Um circuito composto de gates é denominado de circuito légico. A figura 1.2 ilustra um
exemplo de um circuito que realiza a expressao 1égica A.B + C + D.E.

A

A.B
B

c

A .B+C

A.B+C+D.E

Figura 1.2: Exemplo de um circuito légico.

1.2.1 Propriedades Basicas

Das defini¢des de OR, AND e NOT as seguintes propriedades se verificam:

A+l=1
AD=0
A+o=A
Al=A
A+A;A
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AA=A | | (1.6]
A+B=DB+4A | (1.7)
AB=B.A | (L8
(A+B)+C=A+(B+C) (1.9
(A.B).C = A(B.C) (1.10:
A+A=1 | (1.11}

AA=0 | (1.12;'
A(B+C)=AB+AC | (113
A+ (B.C)=(A+B).(A+C) (1.14)

Todas essas propriedades podem ser provadas por indugio perfeita (exaustivamente).

1.2.2  Expressoes booleanas

Na légica combinacional, a saida do circuito depende somente das entradas. Os problemas de
légica combinacional sdo normalmente descritos na forma de sentencas légicas ou tabela verdade.
Para projetar e implementar o circuito, obtém-se as expressbes légicas booleanas das funcées da
saida em termos das varidveis bindrias que representam as entradas. As expressdes légicas sao
dadas ou na forma de soma de termos produto ou na forma de produto de termos soma. Essas
expressoes sao entao simplificadas e implementadas utilizando-se dispositivos légicos.

Varias técnicas podem ser utilizadas para a simplificacio das funcdes booleanas, como por
exemplo, o Mapa de Karnaugh, Diagrama de Venn e o método tabular de Quine-McCluskey [20].

Define-se expressio booleana como a combinacio de um ndmero finito de varidveis booleanas
e constantes 0 e 1 através de operacdes booleanas OR, AND e NOT.

As propriedades descritas a seguir, formam o conjunto de ferramentas basicas para a simplifi-
cagao de expressoes booleanas.

(A+ B)=A.B (1.15;

(AB)=A+B (1.16)
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A+AB=A | - (1.17)
A(A+B)=A - (1.18)

A+ (A+B)=A+B (1.19)
A(A+ B)=AB | (1.20)
AB+AC+B.C=AB+AC (1.21)

(A+ B).(A+C).(B+C)=(A+ B).(A+C) (1.22)

As propriedades 1.1 a 1.22 permitemn uma variedade imensa de manipulacdes nas expressoes
booleanas. Sempre que possivel, elas permitem converter uma expressio em outra equivalente,
com menos literais, onde literal € uma varidvel bindria na sua forma original ou complementada.

1.3 Funcoes booleanas

Os valores assumidos por uma expressao para todas as combinacdes possiveis de suas variaveis
definem uma funcio booleana.
Uma fungao booleana é qualquer correspondéncia do produto cartesiano B™ ac conjunto B~.

B*={0,1,X)

f:B"— B~

O conjunto f~'(1), formado por todas as n-uplas x € B", tal que f(x) = 1, é chamado de
conjunto UM e é formado por todos os mintermos da funcio.

De maneira similar, definem-se o conjunto ZERO, composto dos maxtermos e o conjunto
DON'T, composto dos irrelevantes.

UM = {z € B"; f(z) = 1}
ZERO = {x € B™; f(z) = 0}
DON'T = {z € B f(z) = X}

Note que:
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UM U ZERO JDON'T = B”
UM N ZERO = DON'TNZERO = UMNONDONT =@

Um implicante de uma fungdo é um produto de literais, tal que, para toda n-upla, onde o
implicante vale 1, a fungao vale 1 ou X.

Um implicante de uma fun¢ido € primo, se nenhuma de suas literais pode ser eliminada sem
que o produto restante deixe de ser implicante da fun¢do. Uma funcao booleana pode ser expressa
como a soma logica de seus implicantes primos.

Um implicante pode ser realizado por um circuito AND e por circuitos NOT ( inversores ).

Umea soma logica pode ser realizada por um circuito OR.

Num espago B", define-se sub-cubo a qualquer produto Iégico, envolvendo até n literais dis-
fintas.

Assim, sdo sub-cubos no espago B*, os produtos:

Ciin=AB.CD

Cooox = A.B.C
Coixx = A.B
Cixx1 = AD
Coxxo = A.D
Croxx = A.D

E evidente a associagdo entre as n-uplas no espago (B*)" e os sub-cubos, assim pode-se utilizar
a notacdo compacta:

111X = ABC

01XX = AB

Uma soma de produtos é uma cobertura de uma fungdo, se para toda n- upia de B", onde a
soma vale 1, a fungdo vale 1 ou X e, para toda n-upla de B", onde a soma vale 0, a fuﬂgao vale 0
ou X. ,

Uma cobertura é irredundante, se nenhum de seus termos produto possam ser eliminados e,
se em nenhum de seus termos, nenhuma das literais possam ser eliminadas, sem que esta deixe de
ser uma cobertura da funcéo.
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Em um espago (B*)", existern 3" sub-cubos.
Exemplo: n=2=32=9

00, 01, 0X, 10, 11, 1X, X0, X1 e XX

Em um espago B", existern 2" n-uplas.
Exemplo: n = 2 = 2" =4

00, 01, 10, 11

Uma fungdo booleana é definida através dos conjuntos disjuntos: UM, ZERO e DON*T, tais

que:
cardinal (UM) + cardinal (ZERO) + cardinal (DON'T) = 2~.

A toda n-upla de B" estao associados 2" sub-cubos de (B*)", formados pela substituicao
sistematica de cada elemento da n-upla de B* por X.
Exemplo: Sub-cubos associados a 010

010, 01X, 0X0, X10, 0XX, X1X, XX0 e XXX

1.3.1 Mapa de Karnaugh

O Mapa de Karnaugh ¢ a forma mais conhecida para simplificar expressdes booleanas. O mapa
contém as mesmas informagoes da tabela verdade, representada de maneira ligeiramente diferente.

Esse mapa contém uma célula para cada combinagio de entrada. Desse modo, uma funcio
Iégica com n variaveis possui 27 células. As células sio posicionadas tal que, somente uma varidve!l
de entrada muda de valor entre células adjacentes, permitindo combinar células de acordo com a
regra AB + AB = A.

O Mapa de Karnaugh para a funcéo f = 3(0,2,3,6,7) é mostrado na figura 1.3.

A simplificagéo é feita graficamente eliminando a necessidade do uso da algebra booleana para
simplificar equagdes. A eficiéncia da minimiza¢ao depende da habilidade do projetista e torna-se
impraticavel quando o nimero de varidveis é mailor que seis. Nestes casos, utilizam-se métodos
sistematicos para a minimizacao de func¢oes booleanas.

1.3.2 Formas Canodnicas

Considere a tabela verdade apresentada na figura 1.4. Por possuir trés varidveis, sio possiveis
2° = 8 combinacses.
Da tabela verdade, pode-se obter a seguinte expressao légica:
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A / B a
[ i x"',
o P 1 c 101 | 111 | o11 | oot .
| C 1 160 110 010 000
B o B
AC
£f= B+ AC

Figura 1.3: Simplificacdo da funcao f = 37(0,2,3,6,7) utilizan&ouse o Mapa de Karnaugh.

Decimal Entrada Saida

A B c £
0 0 o 0 1
1 o) 0 1 o
2 o 1 o .
3 ¢ 1 1 1
4 1 0 o 0
5 1 o 1 o
6 1 1 0 ,
7 1 1 1 1

Figura 1.4: Tabela verdade para uma funcéo f.
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f= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC

Essa expressao ¢ chamada forma candnica soma de produtos.

Um termo produto que contém cada uma das n varidveis como fatores, complementada ou nio.
¢ chamado de mintermo.

Se um mintermo ¢ representado por sua forma decimal, a expressao f é escrita da forma
f=52(0,2,3,6,7), pois { = 1 para as linha 0, 2, 3, 6 e 7 da tabela.

Uma expressao logica também pode ser escrita como produto de soma. Isto é feito considerando-
se as combinactes em que = 0.

~ Para a tabela verdade apresentada na figura 1.4, { = 0 para as linhas 1, 4 e 5, entio:

F=ABC + ABC + ABC
f= ABC + ABC + ABC
f=(A+B4+C).(A+B+C).(A+B+0()

O produto de somas pode ser escrito como f = [](1, 4, 5).

A soma légica que contém cada uma das n varidveis, complementadas ou nio, é chamada de
maxtermo.

A expressao formada de produtoe de todos 0s maxtermos para o qual a fungio vale 0 é chamada
de forma canodnica soma de produto.

1.4 Método de Quine-McCluskey

O método de Quine-McCluskey simplifica func¢ées booleanas no sentido de baratear os circuitos
digitais que as sintetizam.

A idéia fundamental do método é a aplicagio repetida da propriedade:

AB+AB=A(B+B)=A

Exemplo 1. Para minimizar a funcio f1(A,B,C,D) = ¥(0,1,8,9), mostrada na figura 1.5, tem-se:

[ e
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A A
10 14 6 2
c c
i1 15 1 3
D D
1 1 9 13 5 1
1 1 8 1z 1 0
B B

Figura 1.5: Mapa de Karnaugh para f;(A.B.C.D) = }(0,1,8,9).

1.4.1 Sistematizacao do método

O método de Quine-McCluskey consiste de duas fases:

e Geracao de implicantes primos;

e Cobertura dos mintermos.

Com os passos definidos a seguir, a primeira fase do método se torna sisternatica e mais
facilmente adaptada aos procedimentos computacionais.

1.4.1.1 Geragao de Implicantes Primos

e 1. Separa-se os mintermos e irrelevante em "caixas”, sendo que na mesma caixa ficam os
termos com o mesmo numero de digitos "1’ na sua forma binaria. Este mimero de 1’s é o
indice da caixa. Esta operacio define o GRUPO 0.

e 2. Para todo i no intervalo [0..N] { onde N é o mimero de varidveis da funcgéo ), compara-se
cada termo da caixa de indice 1 com todos os termos da caixa i+1. Os termos sdo combinados
de acordo com o teorema AB + AB = A, isto &, dois termos sao combinaveis se pertencerem
a caixas adjacentes e diferirem por apenas um digito na representagdo bindria. Além disso.
o termo da caixa de indice superior {i+1) deve ser sempre maior que o termo da caixa de
indice inferior (i). Marca-se todos os termos combinados pelo menos uma vez. Esta operagio

gera um novo GRUPO.
» 3. Combina-se da mesma forma os termos gerados no passo anterior .

e 4. O processo acima (3) continua até que ndo haja mais combinagao possivel. Os termos
nao marcados constituem o conjunto de implicantes primos da funcao dada.

Exemplo 2. Aplicando-se a primeira fase do método a funcie f, = 5.(0,1,2,5,7,8,9,10,13,15).
apresentada na figura 1.6, obtém-se a tabela apresentada na figura 1.7, onde pode-se observar que:

¢ O grupo ¢ dado pelo nimero de combinagdes ocorridas, ou seja, pelo niimero de posi¢des
irrelevantes ("X”) na representagio binaria;

® As caixas s3o dadas pelo nimero de 1’s na forma binaria;



Introducao 19
A A
1 “10 14
(o4 o

1 1 11 15
1 1 1 9 13
1 8 12

B 5

Figura 1.6: Mapa de Karnaugh de f; = Z(O,l,2,5,7,8;9,10,13,15).

e O grupo 0 € formado sempre pelos proprios mintermos e irrelevantes da funcio .

¢ Na geracio dos demais grupos, pode-se produzir um mesmo implicante mais de uma vez,

orém, ele constara apenas uma vez da tabela.
P 5

b b

L - g cosao | 1epLscante g cosza | tpiicance
o |oooo |4 o |ooox |4 0 | x00x
1 {ooo1 |4 o |ooxo |/ 0 | xox0
1|oc10 | o | x000 |V 1 | xxo01
1 {1000 |V 1 joxor {J 2 | x1x1
2 |otor [ 1 | x001 |/ Grupe 2
211001 [ 1| xo010 |4
2 {1010 |V 1 100 |V
3 o111 | 1 l1oxo |4
31101 W 2 foix1 |
41111 [ 2 {xi01 [

Grupo 0 2 lixer |
3 fx111 |
3 l11x1 |/

Grups 1

Figura 1.7: Tabela para minimizacio de f; = >-(0,1,2,5,7,8,9,10,13,15).

Destaca-se neste exemplo, que apenas os termos do grupo 2 nao foram combinados e, portanto,

nao foram marcados e formam o conjunto dos implicantes primos da funcéo f, :

F(ABCD)=BC+ BD +CD + BD

(1.23)

O custo inicial da fung¢éo, dado pela soma de todos os mintermos é 50; note a redugio do custo _

para 12, apenas pela obtengio dos implicantes primos.
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1.4.1.2 Cobertura dos mintermos

Apds a obtengao do conjunto de todos os implicantes primos da funcao, monta-se uma tabela
na qual as linhas sdo os implicantes primos e as colunas sao os mintermos. Os estados irrelevantes
nao aparecem nesta tabela, uma vez que nao precisam ser cobertos pela expressio minima.

A tabela ¢ montada colocando-se uma marca (X} nas intersecgoes entre os implicantes primos
e os mintermos, indicando quais mintermos sio cobertos por cada um dos implicantes primos.

O problema resume-se entao, em selecionar um subconjunto minimo de linhas da tabela, de
modo que cada coluna tenha ao menos uma marca neste subconjunto, ou seja, todos os mintermos
sao cobertos por este subconjunto de implicantes primos. Tal subconjunto deve ser o que possui
numero minimo de literais em relagdo a todos os demais que possam ser selecionados.

Para exemplificar, é montado a seguir a tabela dos implicantes primos de f, apresentada na
figura 1.7, com base no seu conjunto de implicantes primos obtidos na equacao 3.32. Esta tabela
é mostrada na figura 1.8. Note na tabela que os mintermos 2, 7, 10 e 15 contém uma tnica
marca. Os implicantes primos que cobrem estes mintermos, sio denominados implicantes primos
essenciais e aparecem obrigatoriamente na férmula minima da funcao.

Mintermos de f,
Implicantes
0 1 215 78] 91101315
X00X x| x Xix
X0X0 X X X X
XX01 X X b4 X
¥1X1 X X X X

Figura 1.8: Tabela dos implicantes primos de f5.

Esta tabela sera reduzida com a retirada de linhas por serem consideradas essenciais e de
colunas por terem sido cobertas, dando origem a férmula minima da funcio. Assim é obtida a
tabela da figura 1.9:

Implicante| 1 | ¢

X00X X X

XX01 X X

Figura 1.9: Tabela reduzida dos implicantes primos de fs.

Da figura 1.9, observa-se que falta cobrir apenas os mintermos 1 e 9, o que pode ser feito
através dos implicantes primos X00X ou XX01. Neste caso, qualquer das escolhas resulta numa
expressao minima para a fungido f;, j4 que ambos os implicantes possuem o mesmo ntmero de
literais.

Logo, para esta funcdo sdo obtidas 2 expressdes minimas:




Introducio | 14

f2 = X0X0 + X1X1 + X00X = BD + BD + BC
| ou

£y = X0X0 + X1X1 + XX01 = BD + BD + CD

Apesar do procedimento de Quine-McCluskey produzir uma solu¢do minima exata, a comple-
xidade computacional do algoritmo, que aumenta exponencialmente com o nimero de mintermos,
torna-o inadequado para func¢oes com mais de 10 varidveis devido a grande quantidade de meméria
utilizada e tempo de execugio.

Em virtude disso, pesquisadores tém recorrido ao emprego de heuristicas, inicialmente gerando
uma solucao inicial e entao melhorando-a iterativamente.

1.5 Algoritmo de Cobertura Irredundante Através da
Geracao de Padrao de Teste

Devido a ineficiéncia computacional dos métodos tradicionais de minimizacao de funcoes
booleanas, varios algoritmos que geram solugbes quase 6timas tém sido propostos na literatura
[27] e [28].

Alguns seguem a estrutura das técnicas classicas de minimizagao de fungdes légicas, primeiro
gerando todos os implicantes primos, mas no lugar de uma cobertura minima, uma cobertura
quase 6tima € selecionada heuristicamente. Outros tentam simultaneamente identificar e selecionar
implicantes, ndo necessariamente primos, para a cobertura.

Descreve-se a seguir, o algoritmo Geragio [22], uma importante contribui¢io na minimizacio de
fun¢bes booleanas, pois temn como principal caracteristica o uso restrito de memédria e simplicidade
de implementacao. O algoritmo obtém uma cobertura quase étima de uma funcaoc booleana
utilizando-se de algoritmos inicialmente desenvolvidos para a geracio de padroes de teste de falhas.

Dada uma cobertura inicial da fungdo, através de falhas f-e-1 nas entradas das portas AND’s
e falhas f-e-0 nas entradas da porta OR, as possiveis redundancias da cobertura inicial da funcéo
sao detectadas e eliminadas.

1.5.1 Conceitos e Definicoes

Circuitos logicos estdo sujeitos a falhas em seu funcionamento, podendo ser, por exemplo,
resultado da deterioragéo fisica de algum componente ou algum defeito no processo de fabricagéo.

Define-se uma falha em um circuito légico como sendo qualquer alteracido que modifique a
caracteristica logica deste circuito. Um teste para uma determinada faltha é um padrio de sinais
que aplicados nos pontos controlaveis do circuito produzem nos pontos observéveis um valor 16gico
de acordo com a presenca ou auséncia de falha.

Diz-se que uma falha é detectdvel quando existir um vetor de entradas primarias que cause um
erro em pelo menos uma de suas saidas primérias. Entende-se por erro um valor légico distinto
daquele do circuito sem defeito.

O teste de circuitos digitais é realizado aplicando-se a este circuito seqiiéncias de estimulos
nos terminais de entrada e observando-se as respostas nos terminais de saida. Comparando-se a
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seqiiéncia observada com a correspondente tabela verdade ou com a seqiéncia produzida por um
circuito sem falhas, pode-se determinar a existéncia de erros.

Esses estimulos sao denominados vetores de teste ou padroes de teste, onde cada estimulo é
uma n-upla binéria.

Cada padrio de teste tem associado a si um conjunto de falhas detectdveis. Diz-se neste caso,
que o padrao de teste "cobre” estas falhas.

Um falha simples ao se propagar, do ponto com falba até um ponto observavel, define um
caminho que recebe o nome de caminho de propagagée ou caminho sensibilizado.

Nos circuitos légicos, quando n&o existir teste para uma determinada falha, esta ¢ dita nao
detectavel e o circuito é redundante com relacio 4 falha. Este conceito é utilizado na simplificagao
das funcoes booleanas. :

E sabido que uma expressio algébrica na forma candnica soma de produtos descrevendo a
funcao, pode ser representada por um circuito 1ogico composto de inversores, portas AND’s e uma
porta OR, onde as varidveis de cada mintermo da fungdo sao as entradas para as portas AND’s
correspondentes. '

Por exemplo, a funcio f(A,B) = AB + AB equivale ao circuito légico apresentado na figura

1.10.
A
B

£(&, B}

Figura 1.10: Circuito légico representando a funcdo f(A,B) = AB + AB.

Considere que uma falha f-e-1 em uma das entradas de uma porta AND seja nao detectavel.
Isto significa que o circuito possui uma redundancia em relagdo ao ponto testado. Deste modo.
a saida da porta AND ndo serd alterada se fixar-se permanentemente esta entrada com o valor
l6gico 717,

Uma porta AND com n entradas, com uma delas fixa em 17, € logicamente equivalente a uma
porta AND com n-1 entradas.

Do mesmo modo, uma falha f-e-0 ndo detectavel na entrada de uma porta OR, equivale a
eliminar a porta AND a ela conectada, o que na minimizagdo equivale a eliminar um implicante
da funcao.

E importante salientar que uma falha f-e-0 na entrada de uma porta AND equivale a uma
falha f-e-0 na entrada da porta OR ao longo deste caminho.

Todas as falhas detectaveis ao longo de um caminho sensibilizado sdo ditas equivalentes. Se
um conjunto de falhas sdo equivalentes, qualquer teste que detecta uma delas, iré detectar todas
as outras. Deste modo, na geracao de teste é necessirio considerar somente uma falha de cada
conjunto de falhas equivalentes.
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1.5.2 O algoritmo Geracao

O algoritmo de cobertura irredundante através da geragio de padrdes de teste utiliza-se da
técnica de enumerac¢ac implicita na tentativa de encontrar um teste para a falha. Esta enumeracao
se faz através de uma pilha de teste que armazena as decisdes nas varidveis e a porta que deu
origem a decisao. ,

O algoritmo ¢ bastante simples e utiliza-se de dois tipos de teste.

o Teste AND: Consiste em testar uma falha f-e-1 na entrada de uma porta AND;

o Teste OR: Consiste em testar uma falha f-e-0 na saida de uma porta AND, o que corresponde
a testar uma falha f-e-0 na entrada da porta OR.

Deste modo, o algoritmo se resume em gerar testes para as falhas f-e-1 nas entradas das portas
ANDs e gerar testes para as falhas f-e-0 nas entradas da porta OR.

As falhas f-e-0 nas entradas das porta AND’s sdo equivalentes & falha f-e-0 na entrada corres-
pondente da porta OR e sao tratadas no teste OR, enquanto que as falhas f-e-1 nas entradas da
porta OR sao irrelevantes para o método, motivo pelo qual ndo sao tratadas.

Aplicar um teste, significa verificar se a falha gerada pode ser propagada até a saida do circuito.
ou seja, consiste na verificagdo da consisténcia do cubo teste.

Da aplicagdo de um teste, quatro situagbes podem ocorrer:

e Inconsisténcia no cubo teste (Conflito) :

Um conflito ocorre quando nao for possivel garantir a propagagao do-sinal até a saida do
circuito, indicando que o cubo teste produz o valor légico 1 na saida de alguma outra porta
AND do circuito. |

o Inconsisténcia no cubo teste possuindo apenas uma posicao redundante (Implicagio) :

A posigao redundante deve ser alterada para garantir a propagacao do sinal.

o Inconsisténcia no cubo teste possuindo mais de uma posicio redundante (Decisio).

Através da enumeragao implicita, as posicbes redundantes sio alteradas (decisdo) para ga-
rantir a propagacao do sinal. Esta enumeracdo se faz através de uma pilha de teste que
armazena a decisao na variavel e a porta que deu origem a esta decisao.

s Consisténcia no cubo teste: Neste caso, o cubo teste difere em pelo menos uma das posicgdes
das variaveis em cada porta AND, o que garante a propagacio da falha.

1.5.3 Descricao detalhada de algoritmo Geragao

o 1. Colocam-se os mintermos da fungdo em uma fila de implicantes, ordenada de forma
crescente de acordo com o nimero de seus sucessores & distdncia 1 (distincia de Hamming

[20]).
0Os mintermos com ¢ mesmo numero de sucessores a distancia 1 s@o ordenados pelo nimero
de sua representacao decimal.

Marca-se o inicio da fila & esquerda e o fim, 3 direita.
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e 2. Anota-se para cada mintermo da fila as variaveis que. tendo seu valor complementado.
levam a vértices a distancia 1.

Os mintermos que nio possuem sucessores a distancia 1 (vértices isolados) sao retirados da
fila, pois ndo serdo cobertos por nenhum outro implicante.

3. Seleciona-se com um apontador o primeiro implicante da fila para efetuar o teste AND.

O teste AND é gerado somente para as variaveis marcadas. visto que elas levam a mintermos
‘a distancia 1.

Apds gerado o cubo teste, verifica-se sua consisténcia através da aplicagdo a todos os outros
implicantes da fila.

A analise de consisténcia é feita para verificar se a falha se propaga para a saida do circuito.
Esta operacao é efetuada em duas etapas:

Na primeira etapa, a aplicagao ¢é feita nos mintermos a direita do AND gerador do teste.
Caso ocorra implicacdo, deve-se marcar o mintermo implicado para que, na ocorréncia de
um conflito, possa ser eliminada a varidvel sob teste e o mintermo onde ocorreu o conflito
(inconsisténcia do teste), assim como os mintermos marcados.

Isto corresponde a cobertura de todos os mintermos do implicante sob teste.

Na segunda etapa, a aplicacdo é feita nos implicantes a esquerda do AND gerador do teste,
somente se na primeira etapa nao ocorreu conflito. Na ocorréncia de implicacao, o elemento
implicado nao deve ser marcado e no caso de conflito, deve-se eliminar somente a variavel
sob teste. '

Nesta aplicacdo sistematica, o cubo teste se modifica para garantir a consisténcia do teste.
A determinagio do teste se faz por enumeracio implicita, isto é, a cada verificacao de
consisténcia, pode-se tomar decisGes quanto ao valor das posi¢bes inicialmente redundantes,
que sé garantirdo uma inconsisténcia uma vez esgotada todas as possibilidades de teste.

Uma vez detectada uma inconsisténcia, elimina-se a variavel sob teste, o que corresponde a
expansao do implicante, e 0 mintermo onde ocorreu a inconsisténcia, o que corresponde a
uma cobertura.

4. Se ainda existirem mintermos a direita do apontador, avanga-se o apontador e retorna-se
ao passo 3. Caso contrario, executa-se 0 passo 5.

5. Inserem-se os irrelevantes no final da fila e coloca-se o apontador no inicio da fila.
6. Repete-se o passo 3 apenas para os implicantes da fila.

7. Retorna-se o apontador ao inicio da fila e marca-se o fim da fila no ditimo implicante.
Note que todos os implicantes presentes na fila sio implicantes primos.

8. Gere o teste OR para todos os implicantes da fila, aplicando-o aos demais implicantes
primos. '

Em caso de inconsisténcia, elimina-se o implicante primo gerador do teste.

Isto corresponde a reter na fila apenas os implicantes primos essenciais.
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e 9. A cobertura irredundante da fungdo corresponde a todos os implicantes primos que
restaram na fila e os eventuais mintermos que foram separados no inicio do algoritmo por
nao possuirem sucessores a distincia 1.

Um exemplo da utilizacdo do algoritmo de Cobertura Irredundante através da Geracio de
Padrao de Teste, é apresentado detalhadamente. 7

Exemplo 5. Minimizar a funcdo f5 = (1,3,6,8) + D(10,11,12,13,14,15}, cujo mapa de Kar-
naugh esta apresentado na figura 1.11.

2 A
X X 1 16 i4 3 z
c c
X X 1 11 15 7 3
D - D
X 1 9 i3 5 1
1 X 8 12 4 0
B B

Figura 1.11: Mapa de Karnaugh para a funcao fs.

Fila inicial dos mintermos: 1000 0110 0011 0001
Fila dos estados irrelevantes: 1111 1110 1101 1100 1011 1010
Fila dos mintermos apés ordenacdo: 0001 0110 0011 1000

Seleciona-se o primeiro mintermo na fila ordenada.

Gate gerador dos testes: 0001

Gere o teste AND para todas as varidveis marcadas neste mintermo iniciando pela mais signi-
ficativa.

A dnica variavel marcada € a de peso 1

Teste gerado para a variavel de peso 1: 0011

Para gerar um teste, basta inverter o valor 1égico da variavel sob teste.

O teste gerado deve ser comparado com todos os outros mintermos da fila.

(Gates comparados:

0110

0011 « Conflito.

Ocorreu conflito, pois o teste gerado coincide com os valores assumidos pelas varidveis do
mintermo 3.

Neste caso, deve-se eliminar o mintermo onde ocorreu o conflito e a varidvel sob teste, o que
corresponde em aumentar o implicante gerador do teste e eliminar o mintermo por ele coberto.

Fila apés simplificacdo: 00X1 0110 1000
Seleciona-se o préximo mintermo da fila para executar o teste AND.
Gate gerador dos testes: 0110
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Teste gerado para a variavel de peso 3: 1110

Gates comparados:

1000

00X1 :

Observe que inicialmente o teste € comparado com os elementos & direita do gate gerador do
teste, para depois ser comparado com os implicantes & esquerda Seleciona-se o préximo mintermo
da fila para gerar o teste AND. 4 '

Gate gerador dos testes: 1000

Teste gerado para a varidvel de peso 2: 1100

Gates Comparados:

00X1

0110

Teste gerado para a varidvel de peso 1: 1010

Gates comparados:

00X1

0110 4 | ,

Apéds gerar o teste AND para todas as varidveis de todos os mintermos, deve-se incluir na fila
de implicantes os eventuais irrelevantes e novamente verificar o teste AND para as varidveis ainda
marcadas de todos os implicantes da fila de implicantes.

Fila apés incluir os irrelevantes:  00X1 0110 1000 1111 1110 1101 1100 1011 1010

Gate gerador dos testes: 00X1

Para este implicante nao foi gerado nenhum teste, pois a tinica varidvel, que tendo seu valor
complementado leva a vértices a distancia 1, ja foi eliminada na fase anterior.

Gate gerador dos testes: 0110

Teste gerado para a variavel de peso 3: 1110

(Gates comparados:

1000

1111

1110 « conflito

Fila apés a simplificagdo: 00X1 X110 1000 1111 1110 1101 1100 1011 1010
Seleciona-se o préximo implicante para o teste AND.

Gate gerador dos testes: 1000

Teste gerado para a variavel de peso 2: 1100

(Gates comparados:

1111

1101

1100 +« conflito

Fila apés simplificagdo: 00X1 X110 1X00 1111 1110 1101 1011 1010
Teste gerado para a varidvel de peso 1: 1X10
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Gates comparados:

1111

111

1011

1010 « Implicacdo

Ocorreu uma implicagao no cubo teste contendo uma posi¢ao redundante {posicio que pode
ser alterada para garantir a propagacao da falha).

A posicao redundante do teste deve ser fixada com o valor oposto & posicio correspondente do
elemento onde ocorreu a implicagao.

Teste apés sua alteracdo: 1110

Gates comparados:

00X1

X110 « Conflito

O conflito ocorreu num elemento & esquerda do implicante gerador do teste devendo ser elimi-
nada somente a variavel geradora do teste.

Fila apds simplificagdo: 00X1 X110 1XX0 1111 1110 1101 1011 1010

Apos testar todos os implicantes da fila de implicantes, verifica-se a cobertura desses implican-
tes, gerando o teste OR para cada um deles e comparando com os outros implicantes da fila.

Cobertura dos implicantes:

Gate gerador dos teste: 00X1

(Gates comparados:

Xi1¢

1XX0

Gate gerador dos testes: X110

Gates comparadados:

1XX0 + Implicacao

Teste apds sua alteracacio: 0110

Gates comparados:

00X1

Gate gerador dos testes: 1XX0

Gates comparados:

060X1

X110 « Decisao

Ocorreu uma deciséo no cubo teste, porém, com duas possibilidades de alteragdo para garantir
a propagacao. Optou-se por fixar a posi¢do menos significativa com o valor oposto a da mesma
posigao do implicante que gerou o conflito.

Teste apds sua alteracao: 1X00

Decisao tomada:

Teste : 1XX0

Conflito: X110

Bit alterado: 1

O cubo teste anterior, a decisao, o elemento onde ocorreu o conflito e o bit do cubo ieste
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alterado s&o inseridos na pilha de decisGes, para que no caso de um conflito, possa-se retornar
a este ponto e tomar uma outra decisdo que garanta a propagacio da falha. Apds verificar a
cobertura para todos os implicantes, restard na fila de implicantes somente os implicantes primos
essenciais da fungao.

Cobertura irredundante: 00X1 X110 1XX0

A figura 1.12 mostra o mapa de Karnaugh da funcao fs, onde pode-se constatar que os impli-
cantes 00X1, X110 e 1XX0 constituem-se numa cobertura irredundante da funcao.

A _ X110 &
]
(x,_@ 1A 10 14 & 2z
ol R S C
X X { 1\ 11 15 7 K}
D o
/ ¥ \ 1 / g 13 5 1
T b
N
1XX0 (1 x) cox1 8 Tiz 4 0
B B

Figura 1.12: Cobertura irredundante para a funcio fs.
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1.6 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados os conceitos basicos da dlgebra booleana utilizadas em todo
o trabalho.

As fungoes booleanas foram definidas a fim de descrever as propriedades dos circuitos combi-
nacionais.

Nas secoes 1.4 e 1.5 foram apresentados os algoritmos de Quine-McCluskey e o algoritmo
Geracdo para a stmplificacdo de fungdes booleanas.

O enfoque cldssico na minimizacio consiste na obtengéo de todos os implicantes primos que
realizam a cobertura minima da fungio. '

Tais métodos sdo inadequados para considerar fungdes com mais de 10 varidveis, pois a fase
de geracdo dos implicantes primos exige grande esforco de CPU e grande espaco em memdria e a
fase de cobertura, em geral, consome mais tempo ainda.

Portanto, € interessante a busca de métodos alternativos, com o objetivo de reduzir o uso de
memoria e tempo computacional.

O método Geragao, que obtém uma cobertura irredundante (néo se garante que a solucio
obtida ¢ minima) para uma dada funcio booleana, foi incluido neste trabalho com o objetivo de
apresentar um algoritmo heuristico de simplificagio de fungdes booleanas. Sua principal carac-
teristica ¢ a simplicidade de implementacao com o conseqiiente alto desempenho computacional.
A fase de cobertura ¢ feita simultaneamente & fase de geragao dos implicantes primos.




Capitulo 2

Geracao de Implicantes Primos Através
do Consenso

Nos projetos de sistemas digitais envolvendo funcdes combinacionais, necessila-se
de eficientes algoritmos computacionais para minimizar funcdes booleanas com um
grande nimero de varidveis.

Neste capilulo apresenta-se o algoritmo GeraPlez, que obtém todos os implicantes
primos de uma dada funcdo booleana através de sucessivas aplicacées da operagio de
consenso aos ramos de uma drvore, onde cada caminho (nd até folha) representam
um mintermo ou irrelevante da funcdo.

Resultados experimentais mosiraram que o algoritmo proposto € uma allernativa
eficiente quando comparado com o tradicional meétodo tabular de geragdo dos impli-

cantes primos.

23
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2.1 Introducgao

Na simplificacao de fungoes booleanas de grande porte (tipicamente de 10 a 30 varidveis),
o numero de implicantes primos pode crescer de maneira explosiva ( % [39], onde n = mimero
de varidveis ), portanto, a obtencdo de todos os implicantes primos requer grande quantidade de
memoria e tempo de execucgao.

Alguns autores tratam o problema de uma forma algébrica {31}, [37], outros utilizam-se de
tabelas e arvores [33], [34], [36] e [30].

Quine [32] e Tison [35] utilizam-se do consenso iterativo para achar todos os implicantes primos
de uma funcao booleana.

Neste capitulo, apresenta-se o Geraplex, um algoritmo que obtém todos os implicantes primos
de uma fungdo booleana através de sucessivas aplicagoes do consenso aos ramos de uma arvore
binaria que representa a tabela verdade da funcio a ser minimizada. Nesta arvore, cada caminho,
que vai da raiz a folha, representa um mintermo ou irrelevante da funcao.

Da aplicagao da operagao de consenso aos ramos da arvore trés situagoes podem ocorrer: fuséo,
expansio e deslocamento, que diminui, aumenta e mantém o nimero de caminhos da arvore,
respectivamente. , ‘

Resultados experimentais indicam que o método proposto é uma eficiente alternativa para a
resolucéo do problema considerado, pois é de facil manipulagao para os operadores légicos, e muito
adequado para representar circuitos combinacionalis.

2.2 O consenso entre dois termos produto

Dado dois termos produtos ¥; e v, possuindo uma tnica literal, que ocorre negada em um dos
termos e nao negada no outro, define-se consenso entre esses dois termos como sendo o produto
i3 obtido da justaposicdo de 1 e 1, eliminando-se esta literal e as repeti¢des de quaisquer outras
das literais.

Exemplo 1.
o O consenso de Be AB = A

o O consenso de A.B.De A.B.C.D = B.C.D
e O consenso de ABD.Fe ABCD=B.CD.E
e Nio existe o consenso entre A.Be A.B.C

Teorema 1. O consenso 3 de ¥ e ¥, implica logicamente v; OR ), [38].

2.3 Meétodo do consenso iterativo e eliminacao para de-
terminar todos os implicantes primos
O método do consenso iterativo [38] para a obtencio dos implicantes primos de uma funcio

booleana, consiste na aplicacdo das operagbes de consenso e eliminagio, até que estas operagdes
nao sejam mais aplicaveis.
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¢ 1. Consenso: Acrescenta-se como termo produto, o consenso de dois termos, se este nao for
coberto por nenhum termo produto da soma;

¢ 2. Elimninacao: Elimina-se qualquer termo produto que cobre outro.
Exemplo 2. Seja a seguinte soma de produtos:
ABCD+ABCD+ AB.CD+ ABCD+AB.CD

e O consenso entre os termos A.B.C.D e A.B.C.D resulta no termo A.B.C.

AB.CD+ABCD+ABCD+ABCD+ABCD+ ABC

Os termos A.B.C.D e A.B.C.D, cobertos por A.B.C, sdo eliminados.

ABCD+AB.CD+ AB.CD+ AB.C
e O Consenso entre os termos A.B.C.D ¢ A.B.C resulta no.termo A.C.D.
AB.CD + AB.CD+ AB.CD+ AB.C+ ACD
s O termo A.B.C.D, coberto por A.C.D, é eliminado .
AB.CD+ ABCD+ ABC+ACD
e Consenso entre os termos A.B.C.D e A.B.C.D resulta no termo A.B.D.
ABCD+ABCD+ABC+ACD+ABD

Os termos A.B.C.D e A.B.C.D, cobertos pelo termo A.B.D, sio eliminados.

ABC+ACD+ ABD

Consenso entre os termos A.C.D e A.B.D resulta no termo B.C.D.

ABC+ACD+ABD+B.CD
o Consenso entre os termos ABDe A.C.D resulta no termo B.C.D.
ABC+ACD+ABD+B.CD

As operagoes de consenso e eliminacio j4 nao podem ser aplicadas, portanto, A.B.C + A.C.D
4+ A.B.D + B.C.D sio os implicantes primos da funcao.

O Mapa de Karnaugh e os implicantes primos gerados pelo método do consenso, para a funcio
do exemplo 2 sao apresentados na figura 2.1.

Nota-se pelo Mapa de Karnaugh da figura 2.1, que todos os implicantes obtidos sio implicantes
primos, porém, esta cobertura nao constitui-se numa cobertura minima, pois o implicante primo
A.C.D cobre mintermos j& cobertos por outros implicantes primos.

O problema de cobertura minima é tratado no capitulo 3.
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Figura 2.1: Mapa de Karnaugh para uma funcdo de 4 varidveis.

2.4 Meétodo proposto para a geragao dos implicantes pri-
mos

O algoritmo proposto (GeraPlex) para a geragao dos implicantes primos, de uma dada funcao
booleana, utiliza-se da operagéo de consenso aplicada aos ramos de uma rvore binaria que repre-
senta a fungdo a ser minimizada. \

Uma 4rvore bindria é uma forma equivalente & tabela verdade, utilizada para representar os
mintermos de uma funcao booleana. A figura 2.3 é uma representacio equivalente & tabela verdade
mostrada na figura 2.2.

Nota-se pela figura 2.3 que a raiz da arvore (varidvel A) representa o bit mais significativo e
as folhas (varidvel D) representam os bits menos significativos. Um mintermo (linha da tabela
verdade cuja funcao assume o valor 1) é representado por um caminho da drvore, que vai da raiz
a folha. Dessa forma, o caminho 1001 representa o mintermo 9. '

Esta forma de representagiao de uma funcao booleana é bastante conveniente para implemen-
tagdo computacional, visto que, um mesmo ramo pode ser utilizado por mais de um mintermo, o
que significa menos utilizacdo de meméria.

No algoritmo GeraPlex, a geracdo dos implicantes primos tem infcio analisando-se a possibili-
dade de se aplicar o consenso aos ramos da arvore pertencentes aos nés do nfvel mais distante da
raiz. Apos aplicar o consenso aos ramos dos nés de um nivel, avanca-se para o proximo nivel, no
sentido da raiz. Desse modo, quando analisa-se um né, todas as sub-arvores abaixo dele ja devem
ter sido analisadas.

A aplicagdo do consenso e eliminagio aos ramos da 4rvore terd como efeito uma alteracio na
arvore original, que serd caracterizada por uma das seguintes situagdes:

® Fusdo (consenso seguido de duas eliminagdes): A fusio ocorre quando dois ramos de um né
geram um terceiro ramo. O ramo gerado cobre o0s outros dois ramos do nd. Neste caso os
rarmmos cobertos sdo eliminados.

No Mapa de Karnaugh, a fusio corresponde & geragéo de um implicante a partir de dois
mintermos, ou a geragdo de um implicante de dimensdo maior a partir de dois implicantes.
O implicante gerado cobre os dois implicantes j4 existentes.

Exemplo 3. A figura 2.4a apresenta uma parte da arvore binaria que representa a funcao.
cujo Mapa de Karnaugh esté apresentado na figura 2.4b.
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11y1i0]1j1¢f0

12y 111101010
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lay 1111110 ¢

15111111141

Figura 2.2: Tabela verdade para uma funcio booleana.

Raiz
- D1t mais significative

Bit mencs significative

0000 0001 0011 010X 1001 1101 1111

Figura 2.3: Diagrama binério para a fungio apresentada na figura 2.2.
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B
B) Mapa de Xarnaugh de uma

fungio booleana.

1000 1001 1101

A} Parte da drvore bindria
de uma fungdo booleana

Figura 2.4: Mapa de Karnaugh ¢ parte do diagrama bindrio e de uma funcdo booleana utilizada
como exemplo para a aplicagao do GeraPlex.

Aplicando-se o consenso aos ramos dos bits menos significativos (nivel 0) dos caminhos 1000
e 1001, obtém-se o novo caminho 100X. O X na posi¢io menos significativa indica que essa
posicao pode assumir o valor légico 717 ou 0",

Note na figura 2.5a que na arvore foi gerado o caminho 100X e que os caminhos 1000 e 1001
foram eliminados. No Mapa de Karnaugh, corresponde a geragio do implicante primo 100X
a partir dos mintermos 1000 e 1001, como pode ser visto na figura 2.5b.

Esta operacao diminul o niimerc de caminhos da arvore.
¢ Deslocamento (consenso seguido de uma eliminacio): O deslocamento ocorre quando dois

ramos de um né geram um terceiro ramo, porém, o ramo gerado cobre apenas um dos outros
dois ramos. Neste caso, o ramo coberto é eliminado.

No Mapa de Karnaugh, o deslocamento corresponde & geracio de um implicante, utilizando-
se parte de um outro implicante. O implicante gerado cobre apenas um dos implicantes.

Exemplo 4. Aplicando-se, na drvore apresentada na figura 2.5a, o consenso aos ramos do né
de nivel 2, cujos caminhos sdo 100X e 1101, obtém-se o caminho 1X01.

Note na figura 2.6a que foi gerade na drvore o caminho 1X01 e eliminado o caminho 1101,
No Mapa de Karnaugh, corresponde & geracao do implicante 1X01, como pode ser visto na
figura 2.6b.

Esta operacac mantém o mimero de caminhos da arvore.

» Expansao (consenso sem eliminagéo): A expansao ocorre quando dois ramos de um né geram
um terceiro ramo, porém o ramo gerado nao cobre nenhum dos outros dois.
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B) Mazpa de Karrzaugh de uma

fungic boeoleana.

100X 1101

A} Parte da drvore bindria
de uma fungac booleana

Figura 2.5: Aplicagdo do consenso resultando numa fusio.

N : D

1¥01
B

B} Mapa de Karnaugh de uma

fungldc booleana.

100X 1X01

A) Parte da drvore bindria
de uma funclc booleana

Figura 2.6: Aplicagio do consenso resultando num deslocamento.
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No Mapa de Karnaugh, a expanséo corresponde a geragao de um implicante a partir de dois
outros, sendo que o implicante gerado nao cobre nenhum dos outros dois.

Exemplo 5. A figura 2.7a apresenta parte da drvore binaria, que representa a funcéo cujo
Mapa de Karnaugh esta apresentado na figura 2.7b.

Raiz

[

e b ]

1)

‘a
&

B
B} Mapa de Xarnaugh de uma

fungac booleana.

01X1 100X 1X01

A) Parte da drvore bindria
de uma func¢ac bocoleana

Figura 2.7: Aplicagdo do consenso resultando num expansio.

Aplicando-se o consenso aos ramos do né de nivel 3, cujos caminhos sdo 01X1 e 1X01,
obtém-se o caminho X101.

Note que na figura 2.8a foi introduzido o caminho X101 e que nenhum outro caminho da
arvore foi eliminado.

2.4.1 Descricao resumida do algoritmo GeraPlex

O algoritmo GeraPlex obtém os implicantes primos de uma fungao booleana, ¢, além disso, de-
termina os implicantes primos essenciais, com vistas a formula¢ao de um problema de programacéo
matematica que minimiza a representagao da funcgio.

e 1. Montagem das Arvores

Monta-se duas drvores com a mesma estrutura; uma contendo somente os mintermos da
fungao (drvore dos mintermos) e a outra contendo os mintermos e os irrelevantes (4rvore dos
implicantes). A drvore dos mintermos é utilizada no final do algoritmo para se determinar
quais dos implicantes primos gerados sdo essenciais, Na 4rvore de implicantes sio gerados
os implicantes primos da funcado através das operacoes de fusio, expansio e deslocamento.

Na lista ligada em estrutura de 4rvore utilizada pelo algoritmo, cada registro tem trés apon-
tadores rotulados per "zero”, "um” e "dc”.
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Figura 2.8: Diagrama bindrio e Mapa de Karnaugh de uma fun¢io booleana.

Os mintermos e irrelevantes da fun¢do sio representados por um caminho que vai da raiz
(bit mais significativo) a uma folha (bit menos significativo) da arvore, onde os apontadores
utilizados pelo caminho sdo os digitos que representam os mintermos ou os irrelevantes.

e 2. Geracdo dos implicantes primos

Os implicantes primos da funcéo sdo gerados na arvore de implicantes através de sucessivas
aplicagoes do Método do Consenso aos ramos da arvore.

Para evitar a geragao de implicantes néo primos, deve-se primeiro aplicar, para nés no mesmo
nivel da arvore o consenso a ramos que produzem a fusio, para depois aplicar o consenso a
ramos que produzem o deslocamento ou a expansao.

Para cada nivel analisado, deve-se eliminar os implicantes nao primos.

Apds analisar o n6 da raiz, a arvore de implicantes s6 contém caminhos que representam os
implicantes primos da funcéo.

O passo seguinte, consiste em determinar os caminhos que representam os implicantes primos

essenciais da funcao.

o 3. Determinacao dos implicantes pritnos essenciais:

— 3.1. Seleciona-se um mintermo (caminho) na 4rvore de mintermos:
— 3.2. Verifica-se na arvore de implicantes quantos cobrem o mintermo selecionado;

— 3.3. Se existe apenas um implicante que cobre o mintermo selecionado, este é consi-
derado essencial, sendo removido da arvore. Elimina-se também todos os mintermos
cobertos pelo implicante eliminado;

3.4. Retorna-se o passo 3.1 até que todos os mintermos tenham sido analisados.
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No final deste procedimento, a arvore de implicantes contém somente implicantes primos que
nado sao essenciails. Isto corresponde, no Mapa de Karnaugh, a um caso ciclico, podendo ser
formulado como um problema de programagao linear inteira.

Exemplo 6: Seja a fungao de 3 variaveis f(a,b,c), mostrada no Mapa de Karnaugh da figura
2.9.

113 Gl: 003

9]
ot
.
bt

@]
-
<
s

X 1 100 110 010 000

B B

Figura 2.9: Mapa de Karnaugh para a fungio f(a,b,c)

A érvore inicial dos implicantes primos é mostrada na figura 2.10. A geracdo dos implicantes
primos inicia-se pela aplicacdo do consenso aos ramos dos nds do nivel 0. A drvore da figura 2.11,
apresenta o resultado da aplicacao do consenso aos caminhos 000 e 001, gerando o caminho 00X.
Note que esta é uma operacao de fusdo, pois o caminho gerado cobre os outro dois.

Raiz

000 001 010 101 111
Figura 2.10: Arvore de implicantes primos para o exemplo 6.

Apés aplicar o consenso aos ramos de um nivel da 4rvore, avanga-se para os nés do préximo
nivel no sentido da raiz.

A arvore da figura 2.12 apresenta o resultado da aplicagio do consenso aos Tamos dos nds de
nivel 1. O consenso entre os caminhos 101 e 111, gera o caminho 1X1, que cobre os outros dois
caminhos. Observe que o consenso entre os caminhos 00X e 010 gera o caminho 0X0, que cobre
somente o caminho 010. Esta operacao ¢é definida como deslocamento.

Para o né de nivel 2, na arvore apresentada na figura 2.12, o consenso aplicado aos caminhos
00X e 1X1 gera o caminho X01. O caminho gerado néo cobre nenhum dos outros dois caminhos.
FEssa operacao € chamada de expansdo, aumenta o ndmero de caminhos na arvore, como pode ser
observado na figura 2.13.
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00X 010 o101 111

Fusdo

Figura 2.11: Arvore de implicantes apés a aplicacio do consenso aos nés do nivel 0.

Raiz

Nivel 2

Nivel 1

Nivel C

00X 0X%e 1xX1

Deslocamento : Fusédo

Figura 2.12: Arvore de implicantes apds a aplicacio do consenso aos nés do nivel 1.
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Raiz

Nivel 2

Nivel 1

Nivel 0

00X 0X0 X01 1X1i

Expansdo
Figura 2.13: Arvore de implicantes apés a aplicacido do consenso aos nés do nivel 2.
Observe que na arvore apresentada na figura 2.13, nao se pode mais aplicar o consenso. To-

dos os caminhos da drvore representam implicantes primos da fungdo, como mostra o Mapa de
Karnaugh da figura 2.14.

101 1il C1i 001

]
]I [o] .
/ I X 1 I ino lic 010 200
Y
/ B \ B
1Xt sox

0X4a

Figura 2.14: Mapa de Karnaugh apresentando a cobertura para a funcdo apresentada na figura
2.9

Exemplo 7. Seja a fungéo f(a,b,c), figura 2.15, cuja 4rvore de implicantes primos é apresentada
na figura 2.16.

As figuras 2.17, 2.18 e 2.19 mostram as transformacdes ocorridas na arvore de implicantes
primos, decorrente da aplicacio do GeraPlex.

Com o proposito de validar o algoritmo GeraPlex, dezenas de casos de funcoées booleanas foram
simplificadas e comparadas com o resultado obtido pelo método de Quine-McCluskey.

Para todos os casos estudados, o GeraPlex obteve os mesmos implicantes primos obtidos pelo
método tabular.

Também foram estudadas fungdes denominadas Tudo Um, isto é, funcdes contendo todos os
mintermos possiveis. Estas fungdes foram consideradas, pois exigem grande espaco em memdria.
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Figura 2.15: Mapa de Karnaugh para uma funcao de trés variiveis.
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Figura 2.16: Arvore de implicantes primos para a fun¢do apresentada na figura 2.15.
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Figura 2.17: Arvore de implicantes primos apds a aplicacio do consenso aos ramos do nivel 0.
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Figura 2.18: Arvore de implicantes primos apés a aplicacdo do consenso aos ramos do nivel 1.

Nivel 2

Nivel 1

Nivel C

&
X1X

XX1i 1XX
Figura 2.19: Arvore de implicantes primos apés a aplicacio do consenso aos ramos do nivel 2.
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2.5 Conclusao

Este capitulo apresentou uma alternativa eficiente para gerar todos os implicantes primos de
uma fung¢do booleana.

Os implicantes da func¢ao sio gerados aplicando-se a operacgéo de consenso e eliminacio aos ra-
mos de uma arvore binaria, cujos caminhos (raiz até folha) representam os mintermos e irrelevantes
da fungao.

Da aplicagao da operagdo de consenso aos ramos da drvores, trés situacbes podem ocorrer:
fusao, expansao e deslocamento, que diminui, aumenta e mantém, respectivamente, os caminhos
na arvore. '

No final do processo, os caminhos que permanecem na arvore representam os implicantes
primos da fungdo, que no Método de Quine-McCluskey corresponde a um Mapa Ciclico.

Dezenas de funges booleanas foram minimizadas, e os resultados obtidos, comparados com o
tradicional método tabular para a geracao de implicantes primos. Em todos os casos, o GeraPlex
obteve os mesmos implicantes primos e apresentou desempenho superior em tempo e meméria.

Para testar o uso de memdria, utilizou-se a classe de fungdes booleanas, aqui chamada Tudo
Um, que contém todos os possiveis mintermos. Essas fungoes nao tém utilidade pritica, mas
constituem-se num bom teste para medir o desempenho computacional de um algoritmo para a
minimizagao de funcgées booleanas.




Capitulo 3

Cobertura de Funcoes Booleanas
Através de Programacao Inteira 0 e 1

Toda cobertura minima de uma fungdo booleana € solugdo de um problema de pro-
gramagdoe linear inteira 0 e 1.

Este capitulo apresenta o problema de cobertura de funcées booleanas sob a dptica
da programagdo linear inteira 0 e 1 e propée um método de resolucdo baseado no
algoritmo Simplex, modificado para considerar as particularidades do problema. No
lugar do pivoteamento tradicional, foram utilizadas combinacées lineares das linhas
do tableau para preservar os valores inteiros dos seus coeficientes.

Encontrada uma solugdo otimista (solugdo dtima, porém infactivel), utiliza-se ¢ Pla-
no de Corte de Gomory para levar em conta somente as restricées de solugdes in-

teiras.

O algoritmo, intitulado Plez, teve tempo de ezecugdo menor que o programa Espresso
[39] € em todos os casos obteve a cobertura minima, o mesmo ndo ocorrendo para o

FEspresso.

38
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3.1 Introdugao

A obtengdo de cobertura de uma func¢ao booleana com o menor mimero de termos produtos
pode ser resolvido em dois passos.

O primeiro requer a geragao de todos os implicantes primos da fungfo. Varios algoritmos
tratam do assunto. No capitulo 2, foi apresentado o algoritmo GeraPlex, que obtém todos os
implicantes primos de uma funcdo booleana através da aplicacio da operacio de consenso aos
ramos de uma arvore bindria, onde cada caminho da arvore representa um mintermo ou irrelevante
da funcéo.

O segundo passo, envolve a selegdo de um conjunto minimo de implicantes e é chamado pro-
blema de cobertura.

As técnicas classicas [45], {46], para a obtencao de uma cobertura minima, utilizam algumas re-
gras para simplificar a tabela de cobertura. Essas regras consistem na busca de linhas dominantes,
colunas dominantes e a remocio de linhas essenciais.

Essas regras sio aplicadas até que todos os mintermos estejam cobertos ou até as regras nio
poderem ser mais aplicadas.

Foi considerado por varios autores [42], [43], [44], [50] e [54] que o problema de cobertura pode
ser expresso como um problema linear restritamente inteiro.

Neste capitulo apresenta-se o algoritmo Plex, que obtém uma cobertura minima de uma funcio
booleana através da solucdo de um problema de programacio linear inteira 0 e 1.

3.2 O problema de cobertura sob a éptica da progra-
macao matematica

Toda cobertura minima de uma fun¢do booleana é solugéo do seguinte problema de programacio
linear inteira.

critério C: O custo de uma cobertura ¢ igual a soma aritmética ponderada de todos os sub-cubos
de (B™)".

restricao 1: Para toda n-upla, pertencente a UM, a soma aritmética dos sub-cubos, associados
a n-upla, € maior ou igual a 1.

restrigdo 0: Para toda n-upla, pertencente a ZERO, a soma aritmética dos sub-cubos, associ-
ados a n-upla, é igual a zero.

Problema: Minimizar o critério C, escolhendo-se os sub-cubos, tal que as restricoes 1 e 0 sejam
satisfeitas.

Com o intuito de permitir a comparagao entre o método aqui apresentado e as solucbes cldssicas
de simplificagoes de fungdes booleanas, define-se como custo de uma porta légica o seu nimero de
entradas.

Por exemplo, a fun¢io F(AB) = A.B + A.B, apresentada na figura 3.1 tem um custo igual a
6, ou seja, o custo € dado pelo fan-in das portas ANDs e da porta OR. Note que o inversor tem
custo zero.

Exemplo 1: Seja a fungéo de 3 varidveis {{A,B,C), mostrada no mapa de Karnaugh da figura
3.2.
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Figura 3.1: Circuito légico representando a funcao F(AB) = A.B 4+ A.B, cujo custo é igual a 6.

A : A

101 111 011 001

X 1 160 110 010 Goo

B B

Figura 3.2: Mapa de Karnaugh para a funcgao f(A,B,C)

O critério de custo a ser minimizado é a soma ponderada dos sub-cubos que cobrem as n-uplas
pertencente ao conjunto UM e ao conjunto ZERQO.

As restrigdes 1 sdo inequagdes do tipo ” > 1 7 cujo lado esquerdo é a soma dos implicantes
primos (sub-cubos) que cobrem um mintermo (n-upla). Tém-se tantas restri¢bes 1 quanto forem
os mintermos da funcao.

As restrigoes 0 sdo equagdes do tipo 7 = 0 7, cujo lado esquerdo é a soma dos implicantes
primos que cobrem os maxtermos da funcéo.

O problema pode ser formulado como:

Critério de custo:
L{0XX + X0X + XX0 + 1XX + X1X + XX1) + 3.(00X + 0X0 + X00 +
X00 + 01X + 0X1 + X01 + 10X + 1X0 + X10 + 11X + 1X1+ X11) +
4.(000 + 001 + 010 + 011 + 100 + 101 + 110 + 111)

Restricoes 1:
101 4+10X + IXTI 4+ X014+ 1IXX + X0OX + XX1+XXX > 1
000 +00X +0X0+ X004+ 0XX + X0X + XX0+ XXX >1
001 +00X +0XT +X01 +0XX + X0OX + XX14+XXX>1
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Restrigoes U:
011 + 01X 4+ 0X1 4+ XTI 4H0XX + XIX + XX1 4+ XXX =0
100+ 10X +1X0+ X00 +1XX + X0X + XX0+ XXX =0
M0+ 1XX +1X04+ X104+ 1XX + X1X + X X0+ XXX =0

Onde cada tripla é uma varidvel aritmética pertencente ao conjunto { 0, 1 }.

Observe que, cada estado irrelevante corresponde a uma equacao ou inequagio a menos, resul-
tando num maior grau de liberdade na busca da solugao.

As restrigoes 0 possuem solugdes triviais e considerando-se algumas simplificacoes o problema
pode ser escrito como:

MIN 3.(00X + X01 + 0X0 + 1X1)

X014+1X1>1
00X + X01 > 1
00X +0.X0 > 1
00X, X01, 0X0, 1X1 € { 0,1 }

Cuja solugdo é f(A,B,C) = 0X0 + X01 = A.C + B.C, com Custo = 6.

Conforme apresentado, o problema de simplificar funcoes booleanas com n varidveis, pode
ser modelado como um problema de programacio linear inteira {0 ou 1) com 3™ varidveis e 2%
restricbes, cada uma contendo 2" varidveis.

Para n = 10, tem-se 59.049 varidveis e 1024 restri¢des e para n = 30 tem-se aproximadamente
200 trilhGes de variaveis com 1 bilhdo de restrigdes.

E evidente que todas as caracteristicas especiais deste problema devem ser exploradas com o
intuito de reduzir as dimensdes do problema.

E compreensivel também que tenha aparecido na literatura uma série de algoritmos que
propdem solugdes quase étimas para esta classe de problemas [25]-[27]-{28]-[60].

O método classico de Quine-McCluskey [20] pode ser visto como um método intuitive de
resolucao deste problema linear.

A fase de geragdo dos implicantes primos pode ser entendida, na 6ptica de programacio ma-
tematica, corno a formulagio do problema, isto é, na obtengao explicita das restri¢des e na resolucio
das equacoes triviais.

Assim, as restricdes de igualdade (restrigbes Zero) sao resolvidas implicitamente na fase de
geracao dos implicantes primos.

A fase de cobertura dos mintermos corresponde, na programacio mateméatica, a solucio do
problema de minimizagio propriamente dito.

Exemplo 2: Considere a fun¢io booleana cujo Mapa de Karnaugh estd apresentado na figura
3.3.

Aplicando-se o algoritmo GeraPlex (fase de geracdo dos implicantes primos), obtém-se os
seguintes implicantes primos: 1XX0, 111X, X111, 01X1, 0X11, X100 e 010X.

A tabela de implicantes primos para o exemplo é mostrado na figura 3.4.
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A B
X 1 i0 14 ] 2
C o}
1 1 X 11 i5 7 3
D D
1 9 13 5 1
X 1 1 8 12 4 0
B B

Figura 3.3: Mapa de Karnaugh para a funcio f(A,B,C,D)

4 1 5 7 {12114 |15
1XX0 X1 X
111X X1 X
X111 X X
01X1 X | X
CX11 X
X100 X X
010X X1 X

Figura 3.4: Tabela de implicantes primos para a funcio apresentada na figura 5.2.
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Observe que na tabela de implicantes primos, tem-se uma linha para cada implicante primo e
uma coluna para cada mintermo da fungéo. Os irrelevantes ndo necessitam de cobertura, portanto.
nao aparecem na tabela. Note também que cada coluna possui pelo menos duas marcas "X”, que
no método de Quine-McCluskey corresponde a um caso ciclico.

Da tabela ciclica pode-se formular um problema de programagao linear inteira 0 e 1, onde
os implicantes primos da fun¢ao sdo as variaveis do problema e as restrigbes sio inequagdes de
7 > 17, cujo lado esquerdo é a soma dos implicantes primos que cobrem cada mintermo.

Desse modo, tém-se tantas varidveis quantos forem os implicantes primos e tantas restricdes
quantos forem os mintermos.

Considerando-se a = 1XX0, b = 111X, ¢ = X111, d = 01X1, e = 0X11, f = X100 e g = 010X
tem-se o seguinte problema de programagao linear:

MIN3a+4b+c+d+e+f+g)

g+f=1

g+d=>1

et+d+e>1

f+az1

b+a>1

c+b>1
a,byc,d,e,f,g e {01}

Observe que nesse caso, o problema de programagido matemdtica nao tem solugdo trivial e
corresponde, no método de Quine-McCluskey, a um mapa ciclico.

Observe também que a fun¢éo objetivo é dada pela soma ponderada dos implicantes primos e
que as variaveis sao os implicantes primos que cobrem cada mintermo.

A restrigiao g + { > 1 refere-se ao mintermo 4. Pela tabela de implicantes apresentada na figura
3.4 pode-se verificar que na coluna referente ao mintermo 4, tem-se uma marca "X” nas linhas
X100 e 010X, ou seja, esses implicantes cobrem o mintermo em questao.

Apresenta-se, a seguir, os passos do algoritmo Plex, que resolve o problema de programacio
linear inteira, formulado a partir de uma tabela de implicantes primos ciclica. O Plex é uma
adaptacdo do algoritmo Simplex e utiliza o Plano de Corte de Gomory para considerar somente
as solugoes inteiras do problema linear.

O algoritmo Plex consiste nos seguintes passos:

e 1. Montagem do tableau;

e 2. Obtencao de uma base inicial relaxando-se as restrigdes de integralidade;
e 3. Verificacao da factibilidade da solugao bésica inicial obtida;

e 4. Obtencdo de uma base factivel, se a base obtida nao o for;

e 5. Minimizacgio da funcio objetivo;
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e 6. Reconsiderando-se a integralidade das varidveis, faz-se a verificacdo da factibilidade da
solugdo otima obtida;

o 7. Obtencao de uma solucéo inteira através do Corte de Gomory se a solugdo obtida nio o
for.

Aplicando-se o algoritmo Plex ao problema de programagio matematica formulado para o
exemplo 2, tem-se como solugao os implicantes primos 1XX0, 010X e X111 que corresponde a
uma cobertura minima, como pode ser verificado pelo Mapa de Karnaugh apresentado na figura
3.5.

a X111
CHED Y
C — e
L1 10 %
=TT ey D
LY
& Al
\ X 1 / l '..'
B ,
010X

1XX0

Figura 3.5: Mapa de Karnaugh apresentando a cobertura para a funcio apresentada na figura 5.2.

Dessa forma, a segunda fase do método de Quine-McCluskey pode ser interpretada como uma
aplica¢ao "intuitiva” de um algoritmo de programacio linear inteira no problema de cobertura
dos vértices da funcgao. '

B importante enfatizar trés aspectos:

e (QQualquer variante da interpretacdo tecnoldgica do custo que resulte em funcées lineares das
variaveis definidas, nao altera a generalidade do método aqui proposto.

e O método conhecido por "Branching” [119], para tratar dos casos ciclicos, é um método de
busca exaustiva ¢ é apenas uma solugio satisfatéria dessa questio;

» Uma vez formulada como um problema de programacao matemaética, a questio da simplifi-
cacdo de fungdes booleanas se abre para a aplicagdo de todos os avancos nesta area.

Retomando-se o exemplo 2, pode-se ilustrar os passos envolvidos no processo de minimizacao
utilizando o algoritmo Plex.

Reescrevendo o problema, em uma notagao mais apropriada para a programacio matematica,
isto ¢, na forma matricial padréo, tem-se o tableau apresentado na figura 3.6.

A matriz foi arranjada de maneira que suas colunas estiao ordenadas pelos custos relativos de
cada implicante primo, onde o de menor custo estd na primeira coluna ( da esquerda ).

Observe que todas as linhas possuem pelo menos dois coeficientes iguais a 1, indicando que se
trataria de uma tabela ciclica para o método de Quine-McCluskey.
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IXx0 111X X181 §1¥1 Q10X X100  OX1: 81 27 83 s4 553 56
o} 3 4 4 4 4 4 4 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1 | -1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 -1 0 4 0 0
1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 -1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1] 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 o | -1

Figura 3.6: Tableau Plex inicial para o exemplo 2.

As figuras 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 e 3.13 mostram as transformacdes ocorridas no tableau
para se encontrar uma base inicial factivel. O circulo no elemento 1, identifica o elemento pivé
para a respectiva iteragao.

Na figura 3.7 foi selecionado o elemento pivd para a primeira iteracio.

1XX90 111X X101l 01X1 Q10X X100 0Xx:i1 sl sZ 53 EL 85 s6
0 3 4 4 4 4 4 4 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1 | -1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 | -1]| o 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 -1 ¢ 0 0
1 @ 0 0 0 0 1 0 0 0 60 | -1 o0 0
1 1 1 o 0 0 0 0 0 0 0 0 ~11 0
1 0 1 1 0 0 o 0 0 0 0 0 o | -1

Figura 3.7: Tableau apresentando o elemento pivd para a primeira iteracio.

Pivoteando-se nesse elemento (eliminacio de Gauss-Jordan), obtém-se o tableau apresentado
na figura 3.8.

Na figura 3.8 ¢ selecionado um outro elemento pivé para a segunda iteracio. Esse elemento
pivo deve estar numa linha que ainda nao tem elemento pivé. O tablean apés o pivoteamento é
apresentado na figura 3.9.

Na figura 3.9 ¢ selecionado o elemento pivo para a terceira iteracio. O tableau apds o pivote-
amento ¢ apresentado na figura 3.10.

Na figura 3.10 é selecionado o elemento pivo para a quarta iteracio. O tableau apds o pivote-
amento ¢ apresentado na figura 3.11.

Na figura 3.11 € selecionado o elemento pivé para a quinta iteracdo. O tableau apds o pivote-
amento é apresentado na figura 3.12

Na figura 3.12 € selecionado o elemento pivo para a sexta iteragao. O tableau apds o pivotea-
mento é apresentado na figura 3.13.

Observe que o tableau da figura 3.13 apresenta uma base inicial para o problema, porém, esta
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IX¥D 11X Hi0:  ©i¥: 010X Xi0p 0Xii 81 sz 53 s4 =3 &6
-3 0 4 4 4 4 1 4 0 0 o 3 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1| -1 0 0 0 0 0
1 o 0 0 1 0 0 1 0 -1 0 0 0 0
i 0 0 1 1 1 0 0 0 0 -1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 @ 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 -1} ©
1 0 1 1 0 0 0 0 C 0 0 0 0 -1

Figura 3.8: Tableau apresentando o elemento pivd para a segunda iteracio.

1XX0 311X X101 @£l1Xx: 01Cc¥ X180 0X11 =1 82 s3 s4 85 sk
-3 0 0 4 4 4 5 4 0 0 0 -1 4 0
1 G 0 ] 0 0 1 1] -1 0 0 0 o 0
i 0 0 0 1 0 0 1 0 -1 ¢ 0 0 0
1 0 0 @ 1 1 0 ) 0 0 -1 0 0 0
1 1 0 0 0 o 1 0 0 0 o -1 0 0
0 o 1 0 0 0 |-1 0 0 0 o 1 ~11 0
1 0 0 1 0 0 1 0 4! 0 0 -1 1 -1

Figura 3.9: Tableau apresentando o elemento pivé para a terceira iteracao.

1XX0 111X X101 ©0ix1 010X X100 0¥11 sl 82 83 s4 85 26
-7 0 0 0 0 0 5 4 0 0 4 -1} ¢ 0
1 0 0 0 0 0 1 1] -1 0 ) 0 0 0
1 0 0 0 @ 0 0 1 o | -1 o 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 o 0 o | -1} o 0 0
1 i 0 0 0 9 1 0 0 0 c | -1} 0 0
0 0 1 o 0 0 |-1 0 0 0 0 1| -1 0
0 0 0 0 | -1 | -1 R 0 0 1 -1] 1 -1

Figura 3.10: Tableau apresentando o elemento pivé para a quarta iteragio.
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1XX0 111X X101 01Xl 010X X100 0¥11 33 57 s3 s4 == 56
7l oftol o] ofoi{s]|alol ol al-1}| al]o
1ol oJojolol | r]l-1]ofo] ol o] o
1ol olel 1ol ofl1r]lol]-1]olol o]o
ool o] 1ol 1]ol-rlol]1]|-1]0o]|cclo
1|t ofojolol|r{o}folo]al-1|oc e
ool 1] ofolol-1 o] o]ofoli1]l-11]o0
1 0 0 0 0 Q:) 1 1 o | -1 14 -1} 1 |-t

Figura 3.11: Tableau apresentando o elemento pivé para a quinta iteracao.

1XX0 111X X101 03iX1 010X X100 OXit al 82 s3 84 55 56

1 0 0 0 1 0 0 1 0| -1 ¢ 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 o { -1 ] 1 |-1
1 1 0 0 0 o 1 G 0 0 0 -1 0 0
0 0 1 o 0 0 |-z 0 0 0 0 1| -1 0
-1 0 0 0 0 1 |-1 | -1 0 1] -1 1 | -1 1

Figura 3.12: Tableau apresentando o elemento pivd para a sexta iteracao.
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Figura 3.13: Tableau Plex apresentando uma base inicial factivel para o problema.
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base nao € 6tima, pois ha varidveis de custo cujo coeficiente é menor que zero. Essas varidveis sao
candidatas a entrar na base.
O Mapa de Karnaugh apresentado na figura 3.14 mostra que a solucao inicial néo é étima.

a 111X
/ - 01x1

X100

Figura 3.14: Mapa de Karnaugh apresentando uma cobertura nao étima para a funcio apresentada
na figura 5.2.

E oportuno deixar explicito que a busca de uma solugio factivel minima é um procedimento
iterativo e que muitas solugbes basicas factiveis sao consideradas. Cada uma dessas solucdes
satisfazemn o sistema original de equagoes.

Com mais dois passos do Plex, mostrados nas figuras 3.15 e 3.16, obtém-se a solucio Stima do
problema, cuja cobertura minima ¢ dada pelos implicantes primos 1XX0, X111 e 010X. A figura
3.5 apresenta esta cobertura no mapa de Karnaugh.

1IXX0 111X X101 ©C1X1 010X X108 ©0X1: sl S B2 g3 =4 85 37

-11 0 0 0 0 0 1 0 4 0 4 -1 4 0
i 0 6 0 0 0 1 1 -1 G 0 0 G 0
o c 0 0 1 0 -1 0 1 -1 0 0 0 c
1 0 0 1 0 0 i G 0 0 s -1 i -1
1 i 0 0 s ¢ 1 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 1 0 0 0 -1 0 0 G 0 1 -1 ¢
0 a 0 0 0 1 0 Y -1 1 -1 1 -1 1

Figura 3.15: Primeira iteracdo na busca da solucio 6tima.

Note que o resultado obtido pelo Plex é o mesmo resultado obtido pela aplicagio da segunda
fase do algoritmo de Quine-McCluskey.

O programa Espresso gerou os seguintes implicantes primos na cobertura irredundante: X100.
01X1 e 111X, que corresponde a um custo igual a 12, enquanto que o Plex gerou uma cobertura
com um custo igual a 11.
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1X¥0 111X Xi0r 01X} gl1ex X100 Oxi11 81 82 53 84 83 56

~11 0 1 o 0 0 0 0 4 0 4 | 0 3 ol
1 0 o o 0 0 1 1| -1 0 0 0 0 0
0 0 0 c 1 o | -1 o 1 -1} 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 o | -1

1 1 1 0 0 0 0 0 0 4 0 o | -1 0

0 0 1 0 0 c | -1 0 0 0 0 1| -1 0

0 0 -1t 0 0 1 1 0 | -1 1 ] -1 0 0 1

bt T

Figura 3.16: Segunda iteracdo na busca da solucdo 6tima.

3.3 Estudos de casos

Uma série exaustiva de testes mostraram que a cobertura exata de fungdes booleanas, cuja
tabela de implicantes é ciclica, pode ser obtida formulando-se o problema como um problema de
programagcao linear inteira 0 e 1.

Todos os resultados obtidos pelo Plex foram comparados com os resultados obtidos pelo al-
goritmo de Quine-McCluskey e pelo programa Espresso. Excluidos os casos onde a cobertura
minima se faz apenas com os implicantes primos essenciais, aproximadamente 60% dos casos ti-
veram a base inicial factivel ndo 6tima, 40% tiveram base inicial factivel e 10% tiveram a base
inicial infactivel (utiliza-se a primeira fase do algoritmo).

Em todos os casos, o Plex obteve a solu¢do minima, o mesmo nao ocorrendo com o programa
Espresso.

Estuda-se a seguir, alguns casos que evidenciam as caracteristicas do algoritmo proposto.

3.3.1 Caso cuja base inicial nao é 6tima

Exemplo 3. Seja a fungdo de 4 varidveis f(A,B,C,D) mostrada no mapa de Karnaugh apresentado
na figura 3.17.

A aplicacdo do algoritmo GeraPlex resulta no seguinte problema de programacio matemética:
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Y

lw]

B

Figura 3.17: Mapa de Karnaugh para uma funcéo de 4 variaveis.

Min 3.(a + b) + 4.(c+d + e)

a+d>1

a+b>1

b+ec>1

e>1
a,b,c,dyec {01}

onde: a = X0X0, b = X00X, ¢ = 1X01, d = 1X10, e = X111

E =1 c assim tem-se o tableau Plex inicial apresentado na figura 3.18.

X0X0 X0GX 1xX01 1x1o0 sl s2 s3
0 3 3 4 4 G 0 0
1 1 1 0 G -1 0 0

1 0 1 1 0 0 -1 0

1 1 0 G 1 0 0 -1

Figura 3.18: Tableau Plex inicial para o exemplo

Pivoteando convenientemente, tem-se o tableau mostrado na figura 3.19.

Portanto X0X0, X00X e 1X10 é uma base factivel para o Plex.

A solugao inicial: X0X0 = 1X01 = 0 e X00X = 1X10 = 1 com custo 7 nio & otima, pois o
custo relativo da primeira variavel de folga é negativo.

Com mais um passo do Plex, tem-se a solucao étima cujo tableau é apresentado na figura 3.20.

f(A,B,C,D) = X0X0 + X00X + X111 = B.D+ B.C + B.C.D.

12 importante realgar que o fato das variaveis serem inteiras nao foi usado explicitamente.
Contudo, devido as caracteristicas proprias desta classe de problemas, as solugbes quase sempre
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XOX0 X00X 1X01 1X10 sl s2 83

-7 0 0 0 0 -1 4 4
0 1 0 -1 0 -1 1 0
1 0 1 1 0 0 ~1 0
1 0 0 1 1 1 -1 -1

Figura 3.19: Tableau apresentando uma base inicial factivel.

X0XG X00X 1X01 1X10 sl 82 s3
-6 0 o | 1 1 0 3 3
1 1 ) 0 i 0 0 -1
1 0 1 1 0 0 -1 0
1 0 0 1 1 1 -1 -1

Iigura 3.20: Tableau Plex étimo.

foram O ou 1.

Na resolugao de um problema de programagao linear, nem sempre a solucio &tima ocorre
em pontos cujas coordenadas sdo nimeros inteiros, condigio indispenséivel para o problema de
minimizacgao de fun¢des booleanas.

3.3.2 Caso em que € necessario utilizar o Plano de Corte de Gomory

Exemplo 4. Seja -a fungéo de 4 varidveis f(A,B,C,D) mostrada no mapa de Karnaugh da figura
3.21.

i

B

Figura 3.21: Mapa de Karnaugh para {{ABCD)

Aplicando-se o método GeraPlex, obtém-se os seguintes implicantes primos: X11X, XX10 e
1X1X, todos com o custo = 3.
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O problema de cobertura pode ser formulado como:
MIN 3.X11X + 3.XX10 + 3.1X1X

X11X +XX10>1
XX10+1X1X >1

X11X +1X1X > 1

X11X, XX10,1X1X € {0, }.

A figura 3.22 apresenta o tableau Plex inicial.

b X11X XX10 1XiX sl s2 53
0 3 3 3 0 0 0
1 1 1 C -1 0 0
1 0 1 1 O -1 0
1 1 0 1 0 0 -1

Figura 3.22: Tableau IntPlex inicial.

Apds pivotear convenientemente, chega-se numa base inicial para o problema, como pode ser
visto pela figura 3.23. Observe que essa nao é uma base inicial étima, pois ha coeficiente de custo

negativo.
b X11X X¥10 1¥iX s1 sZ 53
-6 0 0 -3 0 3 3
1 1 G 1 0 0 -1
1 0 1 1 G -1 0
1 0 0 2 1 -1 -1

Figura 3.23: Tableau Plex apresentando uma base inicial ndo étima.

A figura 3.24 apresenta o tableau Plex apds algumas iteragdes, na busca de uma solucio otima.

Observe na figura 3.24 que a base est& sendo representada pelo digito 2. Isto ocorreu pois o
algoritmo Plex utiliza-se de combinagdes lineares das linhas do tableau para preservar os valores
inteiros dos seus coeficientes. Esse tableau é semelhante ao tableau apresentado na figura 3.25.

A solugdo apresentada na figura 3.25 é uma solucdo otimista, pois os coeficientes do vetor b
a0 numeros nao inteiros. Para obter a integralidade da solu¢io, insere-se uma restricio de corte e
aplica-se o dual Plex. Este procedimento é repetido até que se encontre a integralidade da solucio.

A figura 3.26 apresenta o tableau Plex apés inserir-se a restricio de corte.

Apds um passo do dual Plex, obtém-se o tableau apresentado na figura 3.27.
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b X11¥X XX10 1ix1x si s2 s3

1 2 0 0 | -1 1] -1
1 0 2 o | -1 | -1 1
1 0 0 2 1 | -1 | -1

Figura 3.24: Tableau IntPlex apresentando uma solucio otimista.

b X11X XX10 1¥1ix sl 52 $3
~9/2 0 0 G 3/2 3/2 3/2
/2 1 0 0 -1i/2 /2 |-1/2
1/2 0 1 0 -1/2 [~1/2 1/2
1/2 0 0 1 1/2 |-1/72 (-1/2

Figura 3.25: Tableau IntPlex apresentando uma solucio otimista.

b ¥11X XX1¢ 1X1X sl s2 83
-3 Q 3] 4] i 1 1 Q
1 2 0 0 -1 1 -1 0
1 0 2 0 ~1 -1 1 0
1 0 0 2 1 -1 -1 0

[: -1 0 0 0 -1 ~1 -1 2
Restricgdo de corte

Figura 3.26: Tableau Plex apés inserir a restricio de corte.
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b 11X XX10 1x1x sl 82 83

-3 0 0 0 0 0 g 1

1 1 0 0 0 1 0 -1
1 0 1 0 0 0 1 -1
0 0 0 1 0 -1 | -1 1

Figura 3.27: Tableau Plex na condicao de otimalidade.

Nota-se no tableau da figura 3.27 que todos os custos relativos, ou séo nulos, ou positivos,
indicando uma condigdo de otimalidade e que agora os coeficientes b sio todos positivos ou nulos.
A solugao étima é dada por XX10 + 1X1X.

3.3.3 Caso em que a base inicial é infactivel.

Exemplo 5: Seja a func¢do booleana f{ABCDE) representada no mapa de Karnaugh apresentado
na figura 3.28.

4]
m
>

c c
Figura 3.28: Mapa de Karnaugh para uma funcio de 5 variaveis.

O algoritmo GeraPlex produz os seguintes implicantes primos:
a=11X0X, b=1X1X0, c=10X1X, d=1X0X1, e=01X1X, f=0X1X1, g=0X0X0,
h=00X0X, 1=X1110, j=X1101, k=X1011, 1=X0111, m=X1000, n=X0100,
0=X0010, p=X0001
que resulta no seguinte problema linear:

Min 4.(a—i—b+c+d+e+f+g—§—h)+5.(i+j+k+l+m—|—n—§-o—|—p)

a+b>1 c+l>1 f+7>1
a+d>1 cto>1 f+i21
a+32>1 d+k>1 F+h>1

a+m>1 d+p>1 g+h>1
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b+n>1 e+ f>1 g+o>1
b+:1>1 e+i1>1 g+m>1
b+c>1 e+k>1 h4+n2>1
c+d>1 et+g=>1 h+p>1

Utilizando-se o algoritmo Plex, obtém-se a cobertura minima composta dos seguintes implican-
tes primos : 1X1X0, 11X0X, 1X0X1, 10X1X, 0X1X1, 01X1X, 0X0X0 e 00X0X, que corresponde
a um custo igual a 32.

E importante frisar que, neste caso, a base inicial encontrada nao era factivel, e que através da
introduc¢do de uma varidvel artificial e da resolu¢do do problema linear modificado, encontrou-se
uma base factivel e, com posterior uso da minimizacao, encontrou-se a solucio étima.

Utilizando-se o programa Espresso, obtém-se a cobertura irredundante composta dos seguintes
implicantes:X0100, X1110, X0001, X1011, 0X0X0, 0X1X1, 11X0X e 10XIX, que corresponde a
um custo igual a 36.
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3.4 Conclusao

Neste capitulo foi discutido a utilizacdo da programacio matemaética no problema de cobertura
de fungbes booleanas. Uma vez formulada, como um problema de programacio matematica, a
questao da simplificagao de fungdes booleanas se abre para a aplicagio de todos os avancos nesta
drea. Qualquer variante da interpretagdo tecnolégica do custo, que resulte em funcdes lineares das
varidveis definidas, néo altera a generalidade do método aqui proposto.

O algoritmo de Quine-McCluskey foi analisado sob a éptica da programacio matematica, para
evidenciar que pode ser visto como uma solugao "intuitiva” do problema. __

Foi apresentado um algoritmo, intitulado Plex, que obtém a cobertura minima de uma funcao
booleana, resolvendo-se um problema de programacio linear 0 e 1, formulado a partir de todos os
1mphcantes primos gerados pela aplicacido da operacio do consenso aos caminhos de uma arvore
binaria, que representam os mintermos e irrelevantes de uma funcéo booleana.

O algoritmo Plex é uma modificagdo do algoritmo Simplex. No lugar do tradicional pivote-
amento, foram utilizadas combinacbes lineares das linhas do tableau para preservar os valores
inteiros dos seus coeficientes. Encontrada uma solugio otimista (solucio étima, porém infactivel }.
utilizou-se o Plano de Corte de Gomory, para preservar somente os valores inteiros de seus coefi-
cientes.

Uma série exaustiva de testes mostrou a viabilidade desse tipo de enfoque no problema de
cobertura. E interessante registrar que em todos esses testes o Plex teve tempo de execugio
menor que o do programa Espresso e em todos os casos obteve a cobertura minima, o mesmo nao
ocorrendo para o Espresso.




Capitulo 4

Minimizacao de Funcgoées Booleanas
com Miiltiplas Saidas

Muitas vezes, em projetos digitais, o circuito tem vdrias saidas ao invés de apenas
uma. A implementagdo de vdrias fun¢bes booleanas com as mesmas varidveis po-
deria ser feita independentemente, pelus técnicas descritas nos capitulos anteriores,
mas uma considerdvel economie ocorrerd se essas funcées forem implementadas co-
mo um todo. Essa economia decorre do uso comum por duas ou mais fungoes de um
termo produte, que € implementado uma vnica vez € compartilhado pelas funcoes.

Neste captlulo, apresenta-se o algoritmo MultPlex, que minimiza funcées booleanas
com miiltiplas saidas. Para a fase de geragdo dos implicantes primos, utilizou-se um
método tabular, estendido para considerar fungées com miltiplas saidas [61], [62] €

[63].

As coberturas das fungées sio resultados de dois problemas de programagdo ma-
temdtica, aqui chamados de problema de cobertura mailtipla e problema de cobertura
singular.

Os testes realizados mostraram que este tipo de enfoque resolve o problema de mini-

mizagao de fungdes de miiltiplas seidas de maneira eficiente, e representa um avanco
considerdvel para esta classe de problemas.

37
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4.1 Introducgao

O problema de simplificar fun¢des booleanas com um grande ndmero de variaveis e multiplas
saidas, onde as saidas dependem das mesmas varidveis, estava sem uma solugio satisfatéria [61].
621, [68].

Seguramente as fungdes para as multiplas saidas podem ser minimizadas separadamente, mas
esse procedimnento ndo leva a uma solugéo de menor custo.

Ambos, o Mapa de Karnaugh e o método de Quine-McCluskey, podem ser estendidos para
simplificar varias fungdes simultaneamente, através do compartilhamento dos termos comuns.
Contudo, isto torna-se impraticivel se o nimero de varidveis ou o nimero de fungoes forem
grandes. Pior ainda se ambas forem grandes.

Uma variedade de algoritmos, por exemplo, [57], [60], [62], [67] e [70] foram desenvolvidos na
tentativa de solucionar esse problema.

Um desses algoritmos, o McBoole [64], acha uma cobertura minima de uma funcio booleana
com miltiplas saidas expressa como uma lista de cubos. Baseando-se na manipulacéo eficiente
de grafos e em técnicas de particionamento, o McBoole encontra quase sempre uma cobertura
minima global para uma funcio com multiplas saidas, tornando-o muito atrative para funcoes
com até 20 varidveis de entrada e até 20 funcdes de saidas.

O critério de otimizagdo é um fator de projeto que deve estar bem definido. Em outras palavras.
o que o projetista deseja otimizar? E o nimero de gates, a quantidade de chips, o nimero de
interconexoes, os tempos de atrasos, o custo, ou talvez uma combinacao de tudo isso?

Desse modo, a necessidade de otimizagio é altamente dependente da tecnologia a ser empregada
e do volume de produgao.

Este capitulo formula o problema de cobertura de funcdes booleanas com miltiplas saidas
e apresenta o algoritmo MultPlex, que obtém a cobertura minima, resolvendo-se problemas de
programagao linear inteira 0 e 1. O critério adotado é o de minimizar o nimero de portas ANDs,
na realizacao da funcdo. Neste caso, a cobertura formulada como um problema de programacao
matematica, pode ser escrita como um problema de programacio linear inteira 0 e 1.

Para a geragao dos implicantes primos, utilizou-se um método tabular, adaptado para consi-
derar fungoes com miltiplas saidas.

As coberturas das fungdes de saidas sio solugdes de dois problemas de programacio ma-
tematica.

No primeiro problema, chamado problema de cobertura miiltipla, formula-se o programa ma-
tematico cujas varidveis sdo os implicantes primos singulares e os implicantes primos miiltiplos das
fungbes de safdas. Gera-se uma restricio de cobertura para cada mintermo de todas as fungoes
de saidas.

No segundo problema, chamado problema de cobertura singular, as variaveis sao as variaveis
solugao do primeiro problema. Desse modo, tém-se tantos problemas singulares quantos forem o
nimero de saida. Na fungdo objetivo de cada problema, consideram-se somente os implicantes pri-
mos solugdo da cobertura miltipla, que cobrem a funcio em questao. Nas restrigdes de cobertura,
consideram-se somente os mintermos da funcéo.

O projeto do codificador de linha HDB3 {75, mostra a vantagem de se considerar funcoes
booleanas com miiltiplas saidas em projetos de circuitos digitais.
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4.2 Conceitos e definigoes

Define-se fungdes booleanas com miltiplas saidas como sendo um conjunto de m fungoes que
dependem das mesmas n variaveis.

Por exemplo, as fungdes fi{A,B,C) = 32(0,2,6) e f2(A,B,C) = 5°(2,6,7), mostradas na figura
4.1.

e | 1z § s15 | oo 1 1 1 : '

Figura 4.1: Tabela verdade para as funcdes f; e fa.

Uma forma direta de simplificar funcdes booleanas com miiltiplas safdas, é achar a cobertura
minima para cada fun¢do independentemente, entretanto, este procedimento nio leva ao circuito
mais econdmico.

Exemplo 1. Sejam as fungbes f; e f; apresentadas na figura 4.1.

Minimizando-se as funcoes f; e f, separadamente, ou seja, através do método apresentado no
capitulo 3, tem-se as coberturas mostradas na figura 4.2, cujos circuitos sio apresentados na figura
4.3, com custo de implementagdo igual a 12 = (2 + 2 + 2) + (2 4+ 2 + 2).

£ A f, A

D] @

Figura 4.2: Cobertura para as fungdes f; e f, simplificadas individualmente.

Observe na figura 4.3, que a porta légica que implementa o implicante B.C aparece em ambas
as funcoes.

Minimizando-se as fungbes fi e f; como uma fungio de multiplas saidas, tem-se o circuito
mostrado na figura 4.4.

Observe que o termo comum as duas fungdes foi implementado uma tnica vez e compartilhado
por ambas as fungdes, com custo total igual a 10.

Esse exemplo deixa claro a vantagem de se identificar os termos cormuns e garantir a realizacaoc
de custo minimo da funcao.

Ha casos, entretanto, nio tao triviais, em que o termo comum is fung¢des néo estd tao evidente:
geralmente esses termos nio sio implicantes primos de nenhuma das funcoes. O exemplo 2 ilustra
esta situacao. '

Exemplo 2. Sejam as fungdes booleanas f3(A,B,C) = 2(0,1,2) e f4{(AB,C) = 3(2,6,7), cujos
Mapas de Karnaugh estio apresentados na figura 4.5.
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Figura 4.3: Circuitos 16gicos das funcdes apresentadas na figura 6.2.
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Figura 4.5: Mapas de Karnaugh para as funcées fs e fa
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Minimizando-se as fun¢oes f; e fy individualmente, tém-se f3; = AB+ A.Ce fi=AB+ B.C,
cujas coberturas estdo apresentadas na figura 4.6 e os circuitos correpondentes, na figura 4.7. O
custo total € igual a 12.

£, A £, A

LY
: H
! H
: H
T 7
H )
Y
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o

B B

Figura 4.6: Coberturas para as fungdes f5 e fy minimizadas individualmente.

L

[o R -2 ]
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Figura 4.7: Circuitos que implementam as coberturas apresentadas na figura 6.6,

Minimizando-se as mesmas funcdes como mualtiplas saidas, tem-se o circuito apresentado na
figura 4.8 e as coberturas na figura 4.9. O custo para implementar este circuito é igual a 11.

O que se evidencia, no exemplo 2, é que o termo produto A.B.C é um implicante primo do
produto légico f3.fs, mas ndo é um implicante primo nem de f; e nem de f4 1soladamente, como
pode ser verificado pelo Mapa de Karnaugh apresentado na figura 4.9. '

Dessa forma, mostrou-se a vantagem de se gerar, além dos implicantes primos especificos de
cada fungdo, os implicantes comuns a duas ou mais fungdes.

Define-se implicante primo singular, como sendo o que cobre mintermos, pertencentes apenas
a cada uma das funcoes de saida.

Define-se implicante primo miltiplo, como sendo o que cobre mintermos de duas ou mais
funcoes de saida.

Para a minimizagao de fungdes booleanas com mmiltiplas saidas, os implicantes candidatos a
pertencerem a cobertura minima, correspondem a todos os implicantes de fi, fa, fa, fi-f2, fi-fa,

Ja-fa, i fo- [, ete.
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Figura 4.8: Circuito que implementa as coberturas apresentadas na figura 6.9.
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Figura 4.9: Coberturas para as funcdes f; e f; minimizadas como funcio de multiplas safdas.

Descreve-se na proxima segdo, um método tabular para a geragio de implicantes primos de
fun¢oes com maultiplas saidas.

4.3 Geracao de implicantes primos para func¢des com
multiplas saidas

Para a cobertura de fungdes de muiltiplas saidas, considera-se, além dos implicantes primos
singulares, os implicantes primos miiltiplos.

O método tabular de Quine-McCluskey, para a minimizacio de fun¢bes booleanas com saida
simples, pode ser estendido para considerar func¢des com miltiplas saidas.

No caso de fung¢bes com muiltiplas saidas, os mintermos e os irrelevantes devem conter, além
do identificador (representacio binaria de um mintermo ou irrelevante}, uma outra seqiiéncia de
bits, chamada de rétulo, que assinala quais funcgdes de safda incluem o produto, especificado pelo
identificador. Desse modo, a notagao 0100 11 significa que o mintermo 4 {(0100) pertence as funcdes
fie fo (11), e, 11X0 01 significa que o implicante 11X0 cobre somente mintermos pertencentes a
funcdo f, (01).

Para a geragao dos implicantes primos singulares e implicantes primos miltiplos, os mintermos
e os irrelevantes sao combinados do mesmo modo que no método de Quine-McCluskey, porém:

® 56 podem ser combinados mintermos ou irrelevantes comuns (assinalados para as mesmas

fungdes de saida);

e QQuando dois mintermos ou irrelevantes combinarem-se, os bits do rétulo do implicante re-
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sultante terd o digito 1, somente nas posi¢des onde ambos os rétulos dos mintermos ou
irrelevantes combinados tém 1, ou seja, aplica-se o operador AND entre os bits dos rétulos.

Por exemplo, a combinagao dos mintermos 0110 10 e 1110 11, gera o implicante X110 10.

que pertence somente a f;.

e Marcar um implicante como tendo sido combinado, somente se seu rétulo estd contido no
rétulo do implicante resultante da combinacao. '

Exemplo 3. Sejam as fungdes de 3 varidveis {(A,B,C), mostradas nos mapas de Karnaugh, da
figura 4.10.

1ol 11l Gii Qo1 o

100 118 210 e90 i

B B

Figura 4.10: Mapas de Karnaugh para funcdes de 3 variaveis.

A figura 4.11 apresenta a tabela de gera¢do dos implicantes primos para as funcées apresenta-
das na figura 4.10, considerando-as como uma funcio de mdltiplas saidas. Pode-se notar que os
implicantes primos gerados sao:

011 110 101 110 110 011 00X 101 0X1 100 X01 100 01X 0i0 X10 010

O procedimento para selecionar os implicantes primos que formam a soma minima poderia ser
feito por intermédio de uma tabela de implicantes primos, que é similar & técnica utilizada para
funcgoes de saida simples.

Entretanto, este método que ja é bastante complexo para saida simples, torna-se extremamente
penoso e ineficiente para o caso de multiplas saidas.

Na secao seguinte, apresenta-se o problema de cobertura de fungoes booleanas com miiltiplas
safdas, visto sob a dptica da programacio matemaitica.

4.4 Cobertura de fungées com miiltiplas saidas sob a
6ptica da programacao matematica

O problema de cobertura de fun¢des booleanas com miltiplas saidas, pode ser formulado como
um problema de programacao matemética.
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(a} {b
abc RELA abe R
o | soo 101 ¢ ] ooo 101 X
1] oot 101 | ool LA
21010 o1o 21010 01t 4*
51 011 110 3§ o011 110
siic1 110 AL 19
P . 51 s 011
/ \\ o-11 oox ici
identificadar rotule 1-31 ox1 100
-5 %01 160
2-3 pix 010
2-6] X10 010

Figura 4.11: Tabela de geragdo dos implicantes primos para as fungdes apresentadas na figura
6.10.

4.4.1 Minimizacao do ntimero de portas ANDs

Para este critério de otimizagao, a cobertura das funcdes de saida, formulada como um problema
de programacao matematica, € similar com o da formulagio apresentada no capitulo 3. A diferenca
€ que, no caso de fungdes com multiplas saidas, a cobertura é efetuada em duas etapas.

Na primeira etapa, chamada de cobertura miltipla, as varidveis do problema de programacio
matematica, sdo os implicantes primos singulares e os implicantes primos miltipos, obtidos pelo
método tabular.

As restrigoes de cobertura sdo tantas quanto forem os mintermos de todas as funcées de saida.
Se um mintermo esta incluido em duas funcdes, tém-se duas restricées para esse mintermo.

A solugéo da cobertura muiltipla é obtida utilizando-se o algoritmo Plex.

Obtida a solugdo da cobertura mdltipla, inicia-se a segunda etapa da cobertura.

Na segunda etapa, chamada cobertura singular, tem-se um problema de programacgao ma-
temdtica para cada funcio de saida, onde as varidveis para cada cobertura, sio os implicantes
primos, solugdo da primeira etapa, que cobrem a funcio em questao.

Desse modo, o problema matemético para a cobertura singular é exatamente igual ao descrito
no capitulo 3.

Retomando-se o exemplo 3, tem-se como cobertura miltipla, a solugio do seguinte problema
de programacao matematica.
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MIN 3.(00X + 0X1 4 X01 + 01X + X10) + 4.(011 + 101 + 110)

00X > 1

00X +0X1 + X01>1 N
011 + 0X1 > 1 !
101 4+ X01 > 1

01X +X10>1

011 +01X > 1

101 > 1

110+ X10> 1

00X > 1

00X >1 = fs
110 > 1

00X, 0X1, X01, 01X, X10, 011, 101, 110 € { 0, 1 }

f2

Note que o critério de custo ¢ dado pela soma ponderada dos implicantes primos multiplos e
dos implicantes primos singulares, e que hd uma restri¢ao para cada mintermo de todas as funcées
de saida. Deste modo, as quatro primeiras restri¢oes referem-se. respectivamente, 4 cobertura dos
mintermos 0, 1, 3 e 5 de f;.

As restri¢des redundantes podem ser eliminadas.

A solugéo deste problema é dada pelos implicantes primos 101 110, 110 011, 00X 101, 0X1 100
e 01X 010.

As coberturas singulares para essas fungoes de saidas sdo de solugbes triviais.

A fungao f; € coberta pelos implicantes primos 101, 00X e 0X1, cujo custo total desses ANDs
é igual a 7.

A fungao f; € coberta pelos implicantes primos 101, 110 e 01X, cujo custo é igual a 8.

A funcao f3 € coberta pelos implicantes primos 110 e 00X, cujo custo é igual a 5.

O custo total dos ANDs, para realizar as funcoes fi, f2 e f3. como uma funcio de miltiplas
saidas, ¢ 12, pois os mintermos 101 ¢ 110 e o implicante 00X aparecem duas vezes nas funcdes.

O custo do circuito, ANDs € ORs, é igual 2 12 + 3 + 3 + 2 = 20.

As mesmas trés fungdes, minimizadas como fun¢des de saida simples, sio cobertas pelos se-
guintes implicantes primos: '

fi = 00X + 0X1 + X01, cujo custo AND é igual a 6;
J2 = 101 + 01X + X10, cujo custo AND é igual a T;
fa =110 4 00X, cujo custo AND ¢ igual a 5.

O custo total do circuito, para a realizagao das trés funcées é 18 + 3 + 3 + 2 = 96.
O algoritmo MultPlex, que obtém uma cobertura de custo minimo para uma fungéo booleana
de miltiplas saidas, consiste nos seguintes passos:

¢ 1. Geragao dos implicantes primos pelo método tabular;

& 2. Montagem do Tableau;




Minimizacao de Fun¢des Booleanas com Miiltiplas Saidas 66

¢ 3. Obtencao de uma base inicial, relaxando-se as restrigdes de integralidade;

-
B2

. Verificagao da factibilidade da solugio bésica inicial obtida;

. Obtengao de uma base inicial factivel, se a base obtida nio o for;

L ]
o

¢ 6. Minimizacao da fungdo objetivo;

e 7. Reconsiderando-se a integralidade das varidveis, faz-se a verificacio da factibilidade da
solugdo otima obtida;

¢ 8. Obtencao de uma solucao inteira, através de Planos de Corte de Gomory, se a solucao
obtida nao o for;

® 9. Geragao da cobertura singular, para cada uma das fungoes de saida;

¢ 10. Execugao dos passos 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 para cada uma das formulacdes de cobertura
singular, geradas no passo anterior.

Exemplo 4. Sejam as fungdes de 4 variaveis f{A,B,C.D), mostradas nos mapas de Karnaugh
da figura 4.12.

A A
LEt 1110 e agse i I H
C c
1031 ESEY 2358 ELi 1
D D
1001 1101 2101 0001
wor | ouiee sige | opos X
B B
£ A s A
3 1 X i 1 X 1
C <
o o
X 1 1 X
B B

Figura 4.12: Mapas de Karnaugh para funcdes de 4 varidveis.

A primeira fase do método, gera os seguintes implicantes primos:
0X10 110, 001X 100, X010 111, 10X0 111, X0X0 001, XX10 010 e 1XX0 011
A formulagdo para a cobertura miiltipla é dada por:
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MIN 3.(X0X0 + XX10 + 1XX0) + 4.(0X10 + 001X + X010 + 10X0)

0X10 + 001X + X010 > 1
001X >1

0X10 > 1

X010 + 10X0 > 1

0X10+ X010 + XX10>1
X010 4+ 10X0 + XX10 + 1.XX0> 1
1XX0>1

XX10+1XX0>1

X010 + X0X0 > 1

10X0 4+ X0X0 +1XX0> 1

X010 + 10X0 + X0X0 > 1 = Ja
1XX0 > 1

X0X0, XX10, 1XX0, 0X10, 001X, X010 e 10X0 € { 0, 1 }

= h

f2

A solucdo Stima, para este problema linear inteiro, é dada por:
0X10 110 001X 100 1XX0 011 X010 111
cujas coberturas das funcoes sao mostradas na figura 4.13.

£, A £, A

I ol KB loim]@lc
x E

L]

oENE

B

Figura 4.13: Coberturas para as fungdes fi, f> e fa, apresentadas na figura 6.12.

Pode-se notar, pelo mapa de Karnaugh da fungao f,, que o implicante primo 0X10 é redundan-
te, pois s6 cobre mintermo ja coberto por outro implicante primo. Portanto, apés obter a solucéio
para a cobertura miltipla, deve-se fazer uma cobertura singular, uma para cada funcao de saida,
cujas varidveis sao os implicantes primos, obtidos como solugdo da cobertura miltipla.

A cobertura singular para f; € dada por:
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MIN 4.(0X10 + 001X + X010)

0X10+ 001X + X010 > 1
001X > 1

0X10 > 1

X010 +10X0 > 1

0X10, 001X e X010 € { 0,1 )

A solucéo para este problema é dada por:
001X, 0X10 e X010.

A cobertura singular para f, é dada por:

MIN 3.1XX0 + 4.(0X10 + X010)

0X10 + X010 > 1

1X X0+ X010 > 1

1XX0> 1

1XX0>1

1XX0, 0X10 e X010 € { 0,1 }

A solugao para este problema é dada por:
1XX0 e X010.

Note que o implicante primo 0X10, pertencente a solugéo da cobertura miltipla, foi eliminado
da cobertura da figura f,, pois esse implicante é essencial somente para a cobertura da fungio f.
A cobertura singular para f3 é dada por:

MIN 3.1XX0 + 4.X010

X010 > 1

1XX0>1

1X X0+ X010 > 1
1XX0>1

11XX0 e X010 € { 0,1 }

A solugéo para este problema é dada por:
1XX0 e X010.

O custo para a realizacio dos ANDs das 3 fungdes, como uma funcio de multiplas saidas.

corresponde a 11, enquanto que o custo dos ANDs para a realizacio das 3 func¢oes, como funcio
de saida simples, corresponde a 17.
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4.5 Estudo de caso - Codificador de linha HDB3

O cédigo- de linha HDB3 tem sido utilizado por muitos anos e é recomendado pela CCITT para
sistemas de transmissdo digital, principalmente de 2048 Kbits por segundos [75].
A figura 4.14 apresenta o diagrama de estados do HDB3. No diagrama. de estados, cada estado
¢ origem de duas setas de transi¢ao, uma para a entrada ”1” e outra para a entrada "0”.

Figura 4.14: Diagrama de estados para o cédigo de linha HDB3.

O HDB3 procura corrigir o efeito das longas cadeias de "0” na saida do codificador, substituindo
quatro zeros consecutivos pelas seqiiéncias BOOV ou 000V, onde B indica um pulso de acordo com
a regra bipolar e V indica um pulso que viola a regra bipolar.

Quando a mdquina de estados que representa o codificador HDB3 é implementada, utilizando-
se como elemento de meméria, flip-flops tipo D, tém-se as seguintes funcdes combinacionais que
controlam os elementos de meméria e as saidas: -

fpo(AB,C.DEF) = (2, 3, 6, 7,10, 11, 14, 15, 18, 19, 22, 13, 16, 17, 30, 31, 34, 35, 38, 39,
42, 43, 46, 47, 50, 51, 54, 55, 58, 59, 62, 63) |

Ioi(AB,CDEF) = 32(4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 13, 28, 29, 30, 31, 36, 37, 38, 39,
44, 43, 46, 47, 52, 53, 54, 55, 60, 61, 62, 63)

fp2(AB,C.D.EJF) = 52(0, 8, 16, 24, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46,
47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63)

fps(AB,CD.EF) = 5(9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34,
35, 36, 37, 38, 39, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55)

fpa(A.B,C.D.EF) = 57(0, 8, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31 ,48, 49, 50,
51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63)

J2o(AB,CD.EF) = 5(1,3,5,7,8,9, 11,13 15 16,17 ,19 21 23 25 27 29 31, 33, 35, 37,
39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 63)

fz(AB,CDEF) = ¥(1, 7,8, 11, 13, 17, 23, 27, 29, 33, 39, 43, 45, 49, 55, 59, 61)

A cobertura dessas sete funcdes combinacionais, minimizadas como funcdo de saida simples
sao mostradas a seguir:
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fpo( ABCDEF) =XXXX1X
fo1(ABCDEF) = XXXIXX

fo2(A,B,C,D,E.F) = 1IXXXXX + XXX000

fo3(A,B,C,D.E,F) = 01X000 + 0X11XX + 0X1X1X + 0XI1XX1 + I1X0XXX
fpa(A,B,C,D,E,F) = X1X1XX 4 X1XXI1X + XIXXX1 + 11XXXX + 00X000
f20(A,B,C,D,E,F) = 01000X + 00100X + XXXXX1

fz1(A,B,C,D.E,F) = XX1101 4+ XX1011 + 001000 + XX0111 4+ XX0001

O custo total dos ANDs para implementar essas scte funcdes é igual a 88.

A cobertura dessas mesmas fungdes, minimizadas como funcoes de minitiplas saidas sao mos-
tradas a seguir:

foo{A,B,C,D.E,F) = XXXX1X

fp1(A,B,C,D,EF) = XXX1XX

fp2(A,B,C,D,E,F) = 00X000 + 01X000 + IXXXXX

fp3(A,B,C,D.E,F) = 01X000 + 0X11XX + 0X1XIX + 0X1XX1 + 1X0XXX
fpa(AB,C.DEF) = 00X000 + XIXIXX + X1XXIX + XIXXX1 + 11XXXX
fz0(A,B,C,D,E,F) = 001000 + 01000X + XXXXX1

fz1(A,B,C.D,EF) = 001000 + XX0001 + XX0111 + XX1101 + XX1011

O custo dos ANDs para implementar as mesmas funcoes como fungéo de multiplas saidas, ¢
igual a 76, pois, os implicantes primos 00X000, 01X000 e 001000 sio comuns a duas fancoes.
A cobertura multipla gerou um problema de 87 varidveis e 215 restricdes.

Vale observar que o algoritmo MultPlex obteve o mesmo resultado obtido pelo programa
Espresso.
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4.6 Conclusao

Este capitulo tratou da minimizacéo de funcoes booleanas com multiplas saidas, evidenciando
a necessidade de se considerar esse tipo de implementagao em projetos de sistemas digitais.

O algoritmo MultPlex foi apresentado através de alguns estudos de casos.

Para a fase de geragdo dos implicantes primos, utilizou-se um método tabular, modificado para
considerar fungbes booleanas com midltiplas saidas.

A fase de cobertura ¢ efetuada em duas etapas, chamadas de cobertura multipla e cobertura
singular.

Na cobertura muiltipla, consideram-se as funcdes de saida como um todo e formula-se um
problema de programagao linear inteira com os implicantes primos miiltiplos e singulares. Com o
resultado da cobertura multipla, formulam-se as coberturas singulares, onde as funcoes de saida
sao consideradas isoladamente. _

O algoritmo MultPlex representa uma contribuicéo definitiva na simplificacio de funcoes bo-
oleanas de multiplas saidas, pois define esta simplificacdo como um problema de programacio
matematica que foi resolvido por um método computacionalmente eficaz.




Capitulo 5

Reducao de Estados, em Mdaquinas de
Estados Finitos

A obtencio de mdquinas seqiienciais, sem estados redundantes, ¢ um problema de
grande importdncia na sintese de circuitos segienciais, devido & reducio de cus-
to de sua implementacdo. FEsta importincia fica revigorada na busca de circuitos
sequenciats, totalmente testdveis, pois, a eliminagdo de redundincias € condigio ne-
cessdria para a determinacdo dos testes.

O objetivo deste capitulo € apresentar um algoritmo para reduzir o nimero de esta-
dos internos, em mdquinas seqienciais de estados finitos.

Este algoritmo representa wma contribuicio na solucdo do problema de redugdo de
estados em mdquinas de estados finitos completa ou ndo completamente especifica-
da, propondo um método numérico para a sele¢io do conjunto minimo de classes
primas que definem as mdquinas.

Para a solugio do problema matemdtico, formulado a partir das classes primas,

utilizou-se método de programacdo linear inteira ¢ o Plano de Corte de Gomory,
para considerar somente as solucées inteiras.

72
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5.1 Introducao

A sintese de circuitos seqiienciais, auxiliada por computador, é uma necessidade cada ver
maior para acompanhar a crescente complexidade dos circuitos VLSI (Very Large Scale Integra-
ted). O uso sistematico de métodos computacionais diminui a possibilidade de nio funcionamento
correto do circuito, aumentando a confiabilidade do processo de sintese, além de reduzir o tempo
despendido durante esta fase do projeto.

Nas metodologias de projeto top-down, a partir de uma descricio comportamental do sistema.
passa-se a representagoes estruturais que podem ser fisicamente implementadas. No caso particular
dos circuitos seqiienciais sincronos, estes sio descritos em dois blocos principais: um, contendo a
parte combinacional do circuito, e outro, sua meméria.

O comportamento de um circuito pode ser descrito através de um diagrama de estados, no
qual pode-se visualizar seu comportamento sob as varias condicdes de entrada. Em geral, é um
conveniente ponto de partida para o projeto de circuitos sequenciais. Este diagrama pode ser
representado na forma de uma tabela, conhecida pelo nome de tabela de estados.

Na descri¢io comportamental de um circuito seqiiencial, é freqliente a introducio de re-
dundancias proprias ao raciocinio humano. Assim, em geral, o ndmero de estados, da descricio
original, pode ser reduzido sem perda da descricio comportamental do circuito, permitindo a
obtencio de méquinas seqiienciais com um mimero minimo de estados.

O problema de minimizar o mimero de estados internos em maquinas de estados finitos, vem
sendo tratado desde 1954, quando Huffman [76] desenvolveu um método para projetar circuitos
seqiiencials, que € a base dos métodos atuais. Os trabalhos de Mealy [77], McCluskey [82], Paull
e Unger [79] foram importantes no desenvolvimento das bases formais da definicdo do problema
da minimizacio do nimero de estados internos das maquinas seqiienciais.

Em 1965, Grasselli e Luccio [84] propuseram um método de minimizacao do nimero de estados
em maquinas seqienciais, baseados nos conceitos de cobertura e fechamento. Conforme salientado
por esses autores, esta metodologia permitia a possibilidade de uma formulacio deste problema
como um problema de programacao linear inteira. Neste capitulo, essas idéias foram desenvolvidas
permitindo sua formulagio sistemdtica, e um método de programacio foi especializado para a
resolucao desta classe de problemas.

5.2 Conceitos e Definicoes

Uma maquina de estados finitos é um modelo abstrato para descrever um circuito seqliencial
sincrono. Por circuito seqliencial sincrono, entendem-se as maquinas seqiienciais onde os elemen-
tos de meméria sdo claramente identificiveis (flip-flops) e nos quais esta presente uma entrada
particular, denominada relégio, que sincroniza os eventos a que est4 sujeita esta maquina. Seu
comportamento ¢ descrito como uma segiiéncia de eventos que ocorrem em instantes de tempos
discretos.

O modelo de uma méquina de estados finitos sincrona, pode ser representado pela figura 5.1,
na qual se destacam dois componentes:

o Parte combinacional;

e Memoria.




Reducdo de FEstados, em Mdquinas de Estados Finitos ~

Estade Atual

e e e ———— e ———— -
1 1]
N H
i Préxime Estado | N
H f ' Memeria
N Z ]
L] 1
— ..“.,.......P/ 1
r ¥
E 1 1 r
5 )
¥ L}
' : Relogio
+ N :
H
1 I/ £
1 N »ry t
; N :
] I/ 1
¥ 1
¥ . 1
L)
— : Circuite Combinacidénal K
Bt bt e
Entradas Saidas

Figura 5.1: Modelo de uma maquina de estados finitos sincrona.

A memdria armazena o estado atual da maquina e a parte combinacional realiza a funcio de
saida fy e a funcao de préximo estado fz. Dependendo do estado atual e das entradas, fz gera
o proximo estado e fy gera as saidas. A operagio do circuito é sincronizada pela fregiiéncia do
relagio.

O comportamento da maquina pode ser descrito através de um diagrama de estados {grafo
orientado), no qual cada estado é representado por um né e os arcos representam as transicoes.
O rotulo sobre o arco representa os valores da entrada e da saida. A figura 5.2 apresenta um
exemplo de uma maquina de estados com 4 estados e suas correspondentes transicoes. Note que
nesse exemplo, hd uma varidvel bindria de entrada e 3 varidveis bindrias de safda. Neste exemplo
foi utilizada a notagdo de Mealy {102], na qual a saida é funcio do estado atual e das entradas da
maquina.

©0/100

Figura 5.2: Diagrama de estados de uma méquina de Mealy.

O diagrama de estados pode ser apresentado na forma de uma tabela conhecida como tabela
de estados, conforme ilustrado na figura 5.3. Se as saidas e os préximos estados sio especificados
para todas as combinagoes de entradas e estados, a maquina é completamente especificada, caso
contrario, diz-se que a méquina é ndo completamente especificada.

Com o intuito de reducéo de estados em maquinas sequenciais, é conveniente introduzir-se os
conceitos de equivaléncia e de compatibilidade entre estados.

Dois estados considerados como estados iniciais de uma méquina completamente especificada
sdo equivalentes entre si, se as correspondentes seqiiéncias de safdas forem as mesmas e os préximos
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P.Estadc , Saida

Entradas

0 1

Sg | 53,100 | §4,001

S, | 84,000 | 5,,010

Sy | s1,001 | S5,100

Sz | 8,010 | s4,000

Figura 5.3: Tabela de estados correspondente ao diagrama de estados apresentado na figura 2.2

estados estiverem na mesma classe de equivaléncia para qualquer seqliéncia de entrada.

Esses estados equivalentes podem ser combinados em uma dnica classe, reduzindo-se o niimero
de estados internos da maquina.

As classes de equivaléncias compostas por todos os estados equivalentes entre si, de uma dada
mdquina, sdo denominadas de classes méximas e, por definicdo, sdo disjuntas.

Uma maquina que s6 contenha classes maximas de equivaléncias é minima, isto é, contém um
nimero minimo de classes de estados [102).

Nem sempre ¢ possivel determinar, para méquinas nao completamente especificadas, se dois
estados sdo equivalentes entre si, pois a equivaléncia implica que tanto a saida como o préximo
estado sejamn definidos para todas as possiveis seqiiéncias de entrada.

Uma seqiiéncia de entrada ¢é dita aplicivel em uma méaquina, em um dado estado inicial, se o
resultado dessa aplicacdo s6 resultar em transigies para estados definidos.

Dois estados, considerando-os como estados iniciais, sio compativeis se as seqiiéncias de saidas,
ambas especificadas, forem as mesmas e as seqgiiéncias de préximos estados estejam nas mesmas
classes de compatibilidade para toda seqiiéncia de entrada aplicavel .

Uma classe de estados constitui uma classe de compatibilidade se todos os seus pares de
membros forem compativeis entre si, assim, a classe contendo os estados A, B e C formam uma
classe de compatibilidade, se A for compativel com B, B com C e A com C.

Note que, para maquinas nio completamente especificadas nio se aplica a propriedade da
transitividade. A conseqiiéncia disso, é que as classes de compatibilidade ndo sdo necessariamente
disjuntas.

Com o intuito do estabelecimento de um algoritmo para a redugio de méquinas nao comple-
tamente especificadas, introduz-se os seguintes conceitos. '

Uma classe de compatibilidade que nio estd contida em nenhuma cutra classe, é chamada de
classe maxima de compatibilidade.

Dois estados constituem-se num par de condigio de compatibilidade, se a compatibilidade entre
eles é condigio necessdria para que um conjunto de estados forme uma classe de compatibilidade.

Uma classe de compatibilidade C; é excluida por uma classe de compatibilidade C, se
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contém C; e o conjunto de pares de condicoes de compatibilidade da classe Cy, contém o conjunic
de pares de condigoes de compatibilidade da classe (5.

Uma classe de compatibilidade que ndo é excluida por nenhuma outra classe, é chamada de
classe prima de compatibilidade.

Note que, se uma classe de compatibilidade tem conjunto de pares de condicdes vazio, entac
nao pode ser excluida por nenhuma outra, ¢ portanto, é uma classe prima de compatibilidade.

Propriedade: Toda classe maxima de compatibilidade é prima [84].

5.3 Reducao de estados em maquinas completamente es-
pecificada

A reducéo de estados em mdaquinas completamente especificadas é baseada no conceito de classe
de equivaléncia de estados. Apresenta-se a seguir, duas técnicas para esta reducio, denominadas
de partigdo de equivaléncias e de tabela de condigdes [76]. O intuito da inclusio desse t6pico na
tese ¢ para evidenciar as generalidades envolvidas na redugio de maquinas nio completamente
especificadas tratadas na préxima segio.

Para a redugao desse tipo de maquina, que é relativamente simples, pode-se utilizar a técnica
de particao de equivaléncia e a tabela de implicaces entre outras.

5.3.1 Particao de equivaléncia

Na redugéo por particio de equivaléncia, supde-se inicialmente, que todos os estados da maquina
original sdo equivalentes entre si.

Apés essa aglutinacio, faz-se uma primeira particdo analisando-se exclusivamente as incon-
sisténcias de saidas.

o Particdo de saida.

Separa-se os estados em classes, tais que estados numa mesma classe tenham as mesmas
saidas.

Apés essa partigdo, realiza-se uma analise das inconsisténcias entre os proximos estados.

o Particao de estados.

Separa-se os estados em classes de equivaléncias, tais que, seus préximos estados estejam
nas mesmas classes de equivaléncias.

Exemplo 1. Considere a tabela de estados apresentada na figura 5.4, onde a aplicacao da
parti¢ao de saida resulta nas classes A, C,E e B,D, I .

Utiliza-se neste trabalho, a notacio ACE para designar a classe composta dos estados A, C e
E. '

A classe ACE tem BDF como préximos estados para a entrada 0 e os estados CE para a
entrada 1.
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Est

Entradas

Atual
0 1
¥\ D,1 E,
B D,0 F, 0
cC B,1 E, 0
D B,0 F,0
B F, 1 cC,0
F C,O BIO

Figura 5.4: Tabela de estados de uma maquina completamente especificada.

A classe BDF tem os estados BF como préximos estados para a entrada 1 e BCD para entrada
0. Os estados BD e o estado C estdo em classes distintas. Este conflito ¢ resolvido separando-se
a classe de estados BDF nas classes BD e F.

A classe ACE tem CE como préximes estados para a entrada 1 e BDF para a entrada 0. Desde
que BD e F estejam em classes distintas, a classe ACE ¢ dividida nas classes AC e E.

A tabela reduzida da figura 5.5, tem quatro classes e é equivalente & tabela original com seis
estados. '

5.3.2 Tabela de condicoes

As classes de estados equivalentes podem ser determinadas através da tabela de condicoes,
de modo que todos os pares de estados sejam examinados para o estabelecimento de possiveis
equivaléncias.

Os seguintes passos s3o necessarios:

¢ Monta-se a tabela de condi¢des de modo que, todos os pares de estados possam ser analisados.
Se dois estados sdo equivalentes, insere-se na célula correspondente um P se nao sao
equivalentes, insere-se um ”"X”, e no caso de haver condicdes possiveis de equivaléncias,
msere-se estas condigGes na célula correspondente;

¢ Verifica-se a consisténcia da tabela de condicdes, isto é, remove-se sistematicamente as con-
di¢des que ndo podem ser satisfeitas:

e Obtém-se as classes maximas de equivaléncia, através da transitividade.
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P.Estade , Saida

Est.
Eptradas

Atual

0 1

AC BD,1 E,0
BD ED, O F, 0
E F,1 AC,C
F AC,0 BD, O

Figura 5.5: Tabela reduzida do exemplo 1.

Estas classes sao disjuntas e resultam numa maquina minima.

Exemplo 2. Na figura 5.6 ¢ apresentada a tabela de condigées para a maquina de estado do
exemplo 1, apresentado na figura 5.4.

B X
C BD X
D X & b4
g | DF CE
ce| % gr | *
F x |CD x |PBF X
BF BC
A B c D E

Figura 5.6: Tabela de condigbes da méaquina de estados descrita na figura 2.4.

Note que o par de estados DF pode ser equivalente somente se os pares BF ¢ BC o forem.
Assim, esses dois pares sdo inseridos na célula correspondente ao par DF.

Na andlise de consisténcia da tabela, a ndo equivaléncia de pares condicées sio removidas,
assim, por exemplo, na célula corresponde ao par DF, as condicdes BF e BC sio removidas,
substituindo-se por um "X”, indicando a ndo equavaleﬂcm entre os estados DF decorrente da nio
equivaléncia entre os estados B e C.

Na figura 5.7 € apresentada a tabela de condigbes, apés a remocio das inconsisténcias. Através
da propriedade de transitividade da relagao de equivaléncia, os pares de equivaléncia séo expan-
didos até se obter as classes méaximas de equivaléncia, que neste exemplo resulta em AC, BD, E

e F.
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B X

C * X

D X * X

E X X X X

F X X X X X
¥:\ B c D E

Figura 5.7: Tabela de implicagio apds verificada sua consisténcia.

5.4 Redugao de estados em maquinas ndo completamen-
te especificadas

A tabela de estados para maquinas néao completamente especificadas, é consideravelmente majs
dificil de ser reduzida do que as maquinas completamente especificadas, pots esta reducdo passa.
a priori, pela determinacdo das seqiiéncias aplicaveis de entrada.

Descreve-se a seguir, um meétodo baseado no de Grasselli e Luccio [84], denominado método
de cobertura e fechamento via programacéo matematica, utilizado para minimizar o nimero de
estados internos em maquinas ndo completamente especificadas. Este método garante a obtencao
de uma maquina minimae permite a aplicagio de programagao matematica em sua implementacao.

Este método consiste de trés fases:

e Obtencao das classes méaximas de compatibilidades;
o Geracao das classes primas;

® Obtengdo de um conjunto minimo de classes primas, que constitui-se numa cobertura e
fechamento da maquina original.

O método de cobertura e fechamento é apresentado através de um exemplo, que foi selecionado
para evidenciar as diferencas entre a proposicio original de Grasselli e Luccio, que da énfase em
uma formulacdo tabular, e a proposta apresentada neste capitulo, cuja énfase ¢ na formulagio e
solucdo via programacio matemaética.

Exemplo 3.

Inicialmente, deve-se gerar para a maquina de estado da figura 5.8, as classes maximas de
compatibilidade, o que € feito através da tabela de pares de condigbes de compatibilidade.

A figura 5.9a apresenta a tabela de pares de condigbes de compatibilidades e a. figura 5.9b sua

-tabela consistente.

As classes maximas de compatibilidades séo geradas a partir da tabela consistente, e resultam
nas classes DE, ACD, BC e BE.

Na maquina reduzida, as classes retidas {cobertura) para sua descricio devem ser consistentes.
isto €, o conjunto de condigdes de compatibilidade deve ser satisfeito por estas classes (fechamento).
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P.Estado , Sajda
Est
Atual Entradas
1 z 3 4
A e B E/l T
B c,0 a1 B, 0 e
[ c, 0 D, 1 —y— A D
Pyo-- E, 1 B, - e
E B, 0 - c,- B, O

Figura 5.8: Tabela de estados de uma méquina ndo completamente especificada.

B X B X
C * AD o * AD
D BE BE DE D BE X LE
o BC
E CE BC BB BC B X BC X BC
A B c 8] A B C D
(a} {b}

Figura 5.9: Tabela de condigdo (a) e sua tabela consistente (b).




o
[

Redugdo de Estados, em Mdquinas de Estados Finitos

Desta forma, é necessério se explicitar para cada classe, suas condigdes de compatibilidade.
que podem sempre ser descritas por pares de condicoes.
As classes méaximas de compatibilidade e seus pares de condigdes sio:

DE — BC
ACD — DE,BE
BC — AD
BE — BC

As classes maximas de cormnpatibilidade sao primas, e as demais classes primas podem ser
obtidas decompondo-se as classes méximas em subclasses e retendo-se aquelas que sao primas.

Note que somente as classes maximas de compatibilidade com conjuntos de pares de condigdes
nao vazios precisam ser decorpostas.

As classes primas de compatibilidades e seus pares de condicoes sio:

DE — BC
ACD — DE,BE
BC s AD
BE — BC
AC - 0
AD —- BE
CD — DE
B @

D—-> 0

FE—-0

Note que as classes AC, B, D ¢ E sao classes primas sem condicbes de compatibilidade.

Para a determinacao da méquina minima, Grasselli e Luccio utilizam-se da tabela de cobertura
e fechamento, que é uma extensio da técnica empregada para a reducao da tabela de implican-
tes primos, utilizada pelo método de Quine-McCluskey na minimizacio de fungoes booleanas.
considerando as restricdes de condigbes de compatibilidade.

A figura 5.10 apresenta a tabela de cobertura e fechamento para o exemplo, que é composta
de duas partes, uma relativa a cobertura e outra relativa ao fechamento.

A parte de cobertura é obtida por colunas que representam os estados originais da maquina e
por linhas que representam suas classes primas. A marca ” + ” no cruzamento da tabela, indica
que um determinado estado esta contido numa dada classe.

A parte de fechamento é obtida definindo-se como coluna os pares de condicoes de compatibi-
lidades e como linha as classes primas. Uma mesma condigao d4 origem a tantas colunas quantas
forem o mimero de vezes que ela se constituir em condigio para as classes primas. A marca ” #7
no cruzamento da tabela, indica que a condicio est4 contida na classe correspondente, € a marca
7 * 7 indica que esta condigéo é necessdria para a compatibilidade da classe em questao. Note que
esta situacac ocorre apenas uma vez em cada coluna.

Na proposta original de Grasselli e Luccio, a reducio da tabela de cobertura é feita através
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o4
b2

Al B | C|DJ{E|BC]|DE |BE |AD {BC |RE {DE
DE + |+ x| # 4
ACD | + + 1+ x| x| #
BC S # x| #
BE + + 2 * 1 F
AC |+ +
ap | * + # *
CD 1+ *
B +

n
E +
Cebertura Fechamento

Figura 5.10: Tabela de cobertura e fechamento para a maquina do exemplo 3.

de regras que visam a eliminagio de linhas ou colunas da tabela, preservando as propriedades de
cobertura e de condigdes de compatibilidade entre as classes retidas. Entre essas regras, destacam-

se as seguintes:

Elimine as classes primas que nao possuem condicdes de compatibilidade e nio sao essenciais
para os estados e nao cobrem nenhuma das condigbes das demais classes primas.

Selecione as classes primas, cujas colunas contém apenas uma marca X, isto é, sio essenciais.
indicando que o estado on a condigio expressos nessas colunas sio cobertos apenas por uma
classe prima. Elimine todas as colunas cobertas por estas classes, que fardo parte da solucao
final.

Elimine as classes primas cobertas por uma outra classe que nao tem condicdes de compa-
tibilidade, isto €, se uma linha contém marcas X onde as demais também tém, entéo, todas
as demais s&o eliminadas.

Elimine os estados e as condigdes que contém, em cada linha, as mesmas marcas que aguelas
de uma outra coluna de referéncia, ou que na coluna de referéncia ndo haja marca alguma
nesta linha.

Elimine as classes primas que nio cobrem estados ou condicdes, isto é, que contém apenas
condi¢oes de compatibilidade.

Aplicando-se estas regras, os estados da méquina original sdo cobertos e as condicdes de com-
patibilidade satisfeitas. '

Quando nao se puder reduzir a tabela de cobertura e fecharento, ela é dita ciclica. Neste caso.
pode-se empregar o método de Petrick (método algébrico) para eliminar o impasse na aplicacio
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das regras e consequente determinagéo da maquina minima. O método de Petrick é trabalhoso e
consiste na obtengao de uma expressio booleana contendo todas as possiveis solugdes do problema.
Esta expressao consiste do produto légico de uma série de fungdes que sdo somas Iégicas obtidas
a partir de cada coluna da tabela ciclica de cobertura e fechamento. _

Ao invés de tratar o problema de cobertura e fechamento através de analises de exclusio.
eliminagao e selecao de classes primas de uma forma tabular, propoe-se neste trabalho a formulacio
de um problema de programagio matemaética, onde as classes de estados serao interpretadas como
variaveis aritméticas 0 ou 1.

Na formulagdo do problema de programacio matematica e na aplicagio de algoritmos de
solugao, ACD = 1 indica que a classe prima composta pelos estados A, C e D faz parte da
maquina reduzida e ACD = 0, que esta classe prima néo faz parte da solucio.

Assim, retornando-se & descricdo da méaquina através de sua classes primas e seus correspon-
dentes pares de condigdes de compatibilidade, é possivel formular-se um problema de programacéo
matematica que descreva o problema de maneira simples e objetiva, contendo restrlgoes de cober-
tura e fechamento.

Cada classe prima ¢ considerada como uma variavel do problema, independente do niimero de
estados incluido na classe.

A fungao objetivo a ser minimizada consiste na soma das varidveis, pois o custo de cada classe
€ unitério, indicando o interesse de obtencao de uma méquina com o menor mimero possivel de
classes, sem se importar com quais delas se obtém a solucao.

As restri¢cdes expressas nas desigualdades numéricas sio de dois tipos, um representando a
cobertura e outro representando o fechamento.

A formulacgio do problema de cobertura e fechamento para o exemplo é:

MINB4+D+E+DE+ACD+BC+ BE+ AC+AD+CD

ACD + AC+ AD > 1
B+BC+BE>1

ACD +BC+AC+CD > 1
D+DE+ACD+AD+CD > 1
E+DE+BE>1

BC > DE

DE > ACD

BE > ACD

ACD + AD > BC

BC > BE

BE > AD

DE > CD

B, D, E, DE, ACD, BC, BE, AC, AD, CD € { 0,1 }

A desigualdade ACD + AC + AD > 1 significa que pelo menos uma dessas variaveis deve ser
igual a'1 na solucao do problema para gue o estado A, da maquma original, seja coberto por uma
dessas classes primas. .
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A desigualdade BC' > DE significa que se a variave] DE for igual a 1 na solugao do problema.
entao a variavel BC também deverd ser igual a 1, para que a condigio de compatibilidade da classe
DE seja satisfeita, isto é, se a classe prima DE estiver presente na méquina reduzida, entao BC
tambem devera estar.

A solugao desse problema é: BC=BE=AD=1 e B=D=E=DE=ACD=AC=CD=0, indicando
que as classes primas BC, BE e AD formam uma cobertura fechada para os estados originais da
magquina.

Esta solucédo foi obtida através do algoritmo proposto neste trabalho e denominado ReduPlex.
que ¢ apresentado em detalhes na préxima secio.

F.Estado , Saida

Est.
Entradas

Atual

1 2 3 4
BC BC, 0 AD,1 BC, 0 AD, O
BE BC,0 AD,1 BC, 0 BC,C
AD - BE, 1 BE,1 -

Figura 5.11: Tabela minima de estados correspondente a méquina original apresentada na figura
2.8.

5.4.1 ReduPlex

O método proposto, intitulado ReduPlex, para a reducio do mimero de estados em maquinas
sequenciais, aplica-se as mdquinas completa ou ndo completamente especificadas e consiste nos
seguintes passos: '

® 1 Monte a tabela de condi¢bes de Compatibilidade:
¢ 2 Obtenha a tabela consistente entre pares de estados;

3 Obtenha as classes méximas de compatibilidade:

Se as classes maximas de compatibilidade sio disjuntas, entio a maquina reduzida tem
tantos estados quantos forem as classes maximas de compatibilidade.

® 4 Se as classes méximas de compatibilidade nio forem disjuntas, obtenha as classes primas
de compatibilidade a partir das classes maximas;

5 Formule o problema de programacao matemaética a partir das classes primas e resolva-o;

6 Obtenha a méquina reduzida a partir da solugio do problema de programacao matematica.
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5.5 Estudo de Casos

Através de alguns exemplos, evidenciam-se diferentes aspectos numéricos envolvidos na reducgio
de estados em maquinas seqiienciais, quando da aplicagéo do algoritmo proposto.

5.5.1 Maquina M,

Aplica-se o algoritmo ReduPlex a uma maquina completamente especificada para ilustrar o
término do algoritmo na determinagao e analise das classes maximas de compatibilidade, que neste
caso sao disjuntas. ' h

A figura 5.12.a apresenta a tabela de estados da mdquina M;. e o resultado final da aplicacéo
do algoritmo. A figura 5.13.a apresenta as condigdes de compatibilidade e a 5.13.b, apresenta as
condi¢des consistentes.

Préximo, Saida Préximo, Satda
et g Estado
Estado Entradas Entradas
Ataal Atual
0 1 5 1
A A, 0 B, 1 EG B, CcF, 1
B E, 1 ¥,1 CF EG, O EG, ¢
c E, 0 G, 0 BD EG, 1 CF, 1
D G,1 c,1 A A0 BD, 1
E B, O c,1
th) Tabelz Reduzida
F G, G E, 0 da Mdguina M1
G B,0 F,1

{a) Tabela de Transicgac
da Mdguina M1,

Figura 5.12: Tabela de estados da mdquina M; e sua respectiva tabela reduzida.

As classes maximas de compatibilidade obtidas a partir da tabela consistente sio: EQ — {E,G},
CF = {C,F}, BD = {B,D}, A = {A}.
- Note que EG representa uma classe méxima de compatibilidade, composta pelos estados E e
G.
Neste caso, as classes méximas de compatibilidade sao disjuntas, ou seja, ndo existe nenhum
estado da maéquina original M| que pertenca a mais de uma classe maxima de compatibilidade e,
portanto, formam uma maquina minima.

5.5.2 Maquina M,

A figura 5.14.a apresenta uma miquina NAQ completamente especificada cuja maquina reduzida
tem classes de compatibilidade disjuntas. Este exemplo ilustra uma maquina que poderia ser




Redugao de Estados, em Mdquinas de Fstados Finitos 86

B X B X

C X X s x
EG EG

D X cF X o] X op X

AR
E
E Be X X x x X X X
F X EG X X F X X £G X X
G ‘;? X X X cF X G % x % % cF X
B c D E F A B [ o E F
(a) Tabela de condigdes de compati- (b} Tabela consistente da Maguina Mi.

bilidade da miguina M1.

Figura 5.13: Tabela de condigdes de compatibilidade da maquina M; e sua respectiva tabela
consistente.

completada na sua especificagio e gera uma maquina compativel minima.

A figura 5.15.a apresenta a tabela de condigdes de compatibilidade e a figura 5.15.b o resultado
da eliminacdo das inconsisténcias da maquina M.

Proximo, Saida Préxims, Salda
Estade Entradas Etade Entradzs
Atual . - Artual 5 :
A A, G 85,1 - EG BC, G CF, 3
8 -1 F, 1 CF EG, 0 EG, §
C E, 0 G, 0 BD EG, 1 CF, 1
] E, 1 . kS A, G BD, 1
E 8,0 <l Tabela reduz:da
F 6,0 E.0 &) da Maguina M2
G B, 0 Fol

Tabela d& transigao
(a) da Mdquina M2

Figura 5.14: Tabela de estados da maquina M, e sua respectiva tabela reduzida.

As classes maximas de compatibilidade da maquina M, sio representadas pelos conjuntos EG,
CF, BD e A, que, por serem disjuntos, formam uma miquina minima, apresentada na figura
5.14.b.

Note que a maquina da figura 5.14.b é a mesma da figura 5.12.b. A méquina M, poderia ser
completada na sua especificagio original para tornar-se equivalente a maquina M, isto, entretanto,
nao é sempre possivel como mostrado pelo exemplo da miquina M; a seguir.

5.5.3 Maquina A

Esta ¢ uma méaquina nao completamente especificada cuja, maquina reduzida nio resulta de
nenhuma completacio da sua especificacio original. '

A figura 5.16.a apresenta a maquina Mj e a figura 5.17, a sua correpondente tabela consistente.
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B X B X
c X X C X ¥
o X b X D x * X
AB
X E X
E BC X X X b 4 x
¥ X EG X X F X X EC £ X
AB
X
G BE X X x CF X G X X X x CF
B c b E F ).\ B < 3 E F
(a) Tabela de condigbes de compatibi- {b} Tabelz consistente para = maquina
lidade d=z magquina M2 M2,

Figura 5.15: Tabela de condigbes de compatibilidade da maquina M, e sua respectiva tabela
consistente.

Préxime, Saida Proximo, Safda
Estado
Entradas Estado Entradas
Atual Atual
0 i ol i
A A, 0 Cc,0 AB BE, O BC, G
B B, 0 B, - BC -, AB, 1
C B, C Al Tabela reduzida da

_ ) Maquina M3
Tabela de transicgio
ta) da Maquina M3

Figura 5.16: Tabela de estados da maquina M; e sua respectiva tabela reduzida.

B BC
C X 2B
A B

Figura 5.17: Tabela consistente da méquina Ma,.
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As classes maximas de compatibilidade da maquima M3 sio representadas pelos conjuntos BC
e AB, que nao sao disjuntos.

Neste caso , para a reducao da maquina é necessario obter as condigdes de compatibilidade
para as classes maximas e resolver o problema de programacéo linear inteira associado.

As classes primas de compatibilidade e seus respectivos conjuntos de pares de condigbes de
compatibilidade sao os seguintes:

BC — AB
AB — BC
A — O
B — 0
¢ -0

A partir desses conjuntos, formula-se o problema de progratmacao linear inteira (PLI):
MINA+B+C+ AB+ BC

A+ AB>1
B+ AB+ BC > 1

C+ BC>1

AB > BC

BC > AB
A,B,C,AB,BCe€{0,1}

Resolvendo-se o PLI, obtém-se como solugio minima as classes primas AB e BC.

5.5.4 Maquina M,

Na resolugdo do PLI, relaxa-se a condicao de integralidade e aplica-se o algoritmo Simplex.
Se a solugao obtida no problema relaxado for toda inteira, esta solugio é também solucio do
problema original, caso contrario, ativa-se a restri¢io de integralidade e aplica-se o Plano de Corte
de Gomory, para considerar somente as solucdes inteiras.

Este exemplo ilustra um caso de redugdo de estados de miquinas ndo completamente espe-
cificada, cujo problema de programacio linear inteira exige a aplicacio do Plano de Corte de
Gomory. '

‘A figura 5.18.a apresenta a maquina My, a figura 5.19.a, apresenta a tabela de condicdes de
compatibilidade e a figura 5.19.b a correspondente tabela consistente.

As classes maximas de compatibilidade da méaquina M, sio: DE, ACD, BC, BE.

Note que estes conjuntos nao sdo disjuntos, sendo, entdo, necessirio obter-se as condicdes
primas de compatibilidade.

As classes primas de compatibilidade e seus respectivos conjuntos de pares de condigdes de
compatibilidade sdo:
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Tabela de transiglc da
Miquina M3

{a}

Figura 5.18: Tabela de estados da maquina My e a respectiva tabela reduzida.

B X
< * AL
it} BE AR DE
BC
E CE BC AR BC
A B C in]
{a) Tabelz de condig¢des

de compa-

tibilidade da maquina M4.

Tabels Tedurida da

(b}

MAquines Mé

Préximo, Saida Proximo, Seida
Bstads Entradas Eatado Entradas
Atusl Atual
9 1 Z 2 4 1 2 3

A - . £ - IE EC, 0 DE.1 BC, - BC, 0
B c,.9 Al B.C - Ling ACD, G DE.I BE.1 BCL, O
[+ c.0 D, i . .0 BC ACLL O ACD, 1 BC.O ACDLD
o - E,1 B, - - BE B, G ACD.1 BC, O BC.0
£ B0 - - W0

B x

c * AL

D BE X DE

E X BC S j21a
A B < o

{b) Tabela compativel para a maguina

M4,

Figura 5.19: Tabela de condi¢des de compatibilidade da mdquina M, e sua respectiva tabela

consistente.

DE — BC
ACD — BE,DE
BC — AD
BE — BC
A—0C

B— 0

C— 0

D -

E—-0
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O problema de programacao linear inteira formulado é:

MINA+B+C+D+E+ DE+ ACD + BC + BE

A+ ACD > 1
B+BC+BEZ>1
C+ACD+BC > 1

D+ DE+ACD>1
E+DE+BE>1

BC > DE

BE > ACD

DE > ACD

ACD > BC

BC > BE

A,B,C, D,E,DE, ACD,BC,BEe€ {01}

Note que na restricao de fechamento para a classe de compatibilidade BC, o par de condicao
de compatibilidade AD foi substituido pela classe prima que o contém.

Para este problema de PLIL a solucio relaxada assume os valores, A = 0.5, DE = 0.5,
ACD == 0.5, BC == 0.5 e BE = 0.5, sendo necessério aplicar o Plano de Corte de Gomory, cujo
resultado é DE = 1, ACD = 1, BC = 1 e BE = 1, que corresponde & solucdo reduzida.

Um aspecto importante neste exemplo € que, devido a falta da propriedade de transitividade
entre classes de estados compativeis, virias maquinas reduzidas compativeis & maquina M, podem
ser geradas. A figura 5.20 apresenta uma outra maquina reduzida compativel & maquina M,.
alternativa a solugdo apresentada na figura 5.18b.

Préximo, Saida
Estade Entradas
Atual
0 1 2 3
DE BE, O BE, 1 BC, - BE, O
ACD BC, 0 DE, 1 BE, 1 ACD, 0
BC BC, 0 ACD, 1 BE, D ACD, 0
BE BC,0 ACD,1 BC, 0 BE, O

Figura 5.20: Maquina reduzida compativel a maquina M,.

5.5.5 Maquina M;

Para que a méquina reduzida obtida seja minima, é necessario gerar todas as subclasses primas
das classes maximas de compatibilidade (primas por definicdo). A auséncia dessa decomposicic
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nao garante que a maquina obtida seja minima. Este exemplo, extraido do artigo de Grasselli e
Luccio [84] ilustra este aspecto.
A figura 5.21 apresenta a tabela de estados da méaquina Ms.

Préxime, Saifda
Eétado Entradas
Atual

1 2 3 4 5 [ 7
A . - 0,0 E,1 B, 0 B, - o
B B,0 D,t A, - .- A, - A1 o=
[ B,0 b, 1 a,1 - - - _ 5 5
L T £, - e B, - 5,0 I L -
E B, - E, - A, - - B, - B A, 1
¥ B, 0 <, - -1 H,1 F,1 c. 0 -
¢ e €1 - E,1 - 5,0 F, 0
B R, 1 E, 0 0,1 B, 0 B, ~ E, - A, 1

Figura 5.21: Tabela de estados da maquina M;.

Utilizando-se a tabela de condi¢bes de compatibilidade, obtém-se as seguintes classes méximas
de compatibilidades: CFG, DEH, BCD, ABDE, AG.

Os conjuntos de pares de condi¢des de compatibilidade para as classes primas de compatibili-
dade sao:

CFG - CD,EH
DEH — AB, AD
BCD — DE,AB, AG
ABDE — O

AG — 0O

C -0

F—=0

H—- @

Note que as classes méximas de compatibilidade foram decompostas somente em subconjuntes
unitarios.
O formulacao do problema de programacio linear inteira (PLI) associado é:
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MINC+ F+4+ H4+CFG+ DEH+ BCD + ABDE + AG

ABDE + AG > 1
BCD + ABDE > 1

C+CFG+BCD>1

DEH + BCD + ABDE > 1
DEH + ABDE > 1

F+CFG>1

CFG+AG > 1

H+ DEH > 1

BCD > CFG

DEH > CFG

ABDE > DEH

DEH + ABDE > BCD

ABDE > BCD

AG > BCD

C, F, H, CFG, DEH, BCD, ABDE, AG € { 0,1 }

Note que para a restri¢do de fechamento para a classe méxima de compatibilidade BCD, o par
de condigdo de compatibilidade DE foi substituido pela soma algébrica das classes primas que o
contém. A solucgdo inteira para este problema de programacio linear inteira é: CFG, DEH, BCD.
ABDE, AG.

Uma das maquinas reduzidas para esta solugao é apresentada na figura 5.22.

Froximo, Safida
Estadoe Zntradas
Atual
1 2 3 q 5 [ 7
CP3 BCD, 0 BCD, 1 2G,1 DEH, 1 CFG, 1 2G,C CFG, 0
DEH ABDE,3 | DEH,0 | ABDE,1 { BCB,0 | ABDE,O | DEE,- AG, 1
BCD BCD,O | ABDE,1 | ABDE,1 | BCD,- | ABDE,O AG, 1 AG, -
ABDE ABDE, O | ABDE,~ | ABDE, 0 }A8BDE,1 | ABDE,O jaBDE,1 | ABDE,1
AG AG, 0 CFG, 1 DEH, 0 BEH, 1 BCD, O ARG, D CFG, 0

Figura 5.22: Uma das maquinas reduzidas para a maquina Ms.

Decompondo-se as classes mdximas de compatibilidade em todas as subclasses primas, obtém-
se as seguintes classes primas e seus pares de condigdes de compatibilidade:
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ABDE — &
BCD — AB,AG.DE
CFG—-CD,EH
DEH — AB,AD
BC — @

CD — AG,DE
CF —-CD
FG—CD FG
FG — EH
DH — 0
AG — O

F s @

A formulacao do problema de programacao liner inteira (PLI) associado é:

MIN F+ ABDE+AG+ BCD+ DEH + CFG+ BC+CD+DH +CF+CG+ FG

ABDE + AG > 1
ABDE + BCD+ BC > 1
BCOD+CFG+BC+CD+CF+CG>1

ABDE + BCD + DEH +CD -+ DH > 1

ABDE + DEH > 1

CFG+CF+ FG+F>1

AG+CFG+CG+FG>1

DEH + DH > 1

ABDE + DEH > BCD

AG > BCD

ABDE > DEH

CD+ BCD > CFG

DEH > CFG

ABDE + DEH > CD

AG >CD

CD+ BCD > CF

CD+ BCD > CG

FG+CFG > CG

DEH > FG

F, ABDE, AG, BCD, DEH, CFG, BC, CD, DH, CF, CG, FG € { 0,1 }

Resolvendo-se este problema de PLI, obtém-se as seguintes classes primas, solucio minima do
problema: ABDE, DEH, BC, FG.

Uma das maquinas minimas para esta solugio é apresentada na figura 5.23.
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Préxime, Salda

Estado Entradas
Atual

ABDE ABDE, 0 FABDE,1 | ABDE, 0 | ABDE,1 | ABDE,Q { ABDE, 1 | ABDE, 1

DEH ABDE, 1 DEH, O ABDE, 1 BC, 0 BC, C

DEH, - | ABDE, 1
BC BZ, 0 DEE,1 | ABDE,1 == BABDE,- | BBDE, 1 | FG,0
PG BC, O BC, 1 -1 DEE, 1 PG, 1 F3,0 FG, 0

Figura 5.23: Uma das maquinas minimas para a maquina Ms.
5.6 = Conclusao

Neste capitulo apresentou-se uma contribuicio na solu¢io do problema de redugio de estados em
maquinas de estados finitos completa ou ndo completamente especificada, propondo um método
numerico para a sele¢do do conjunto minimo de classes primas que definem as maquinas.

Para a solugao do problema matematico formulado, a partir das classes primas e suas condigoes

de compatibilidade, utilizou-se o algoritmo Simplex, modificado para considerar as

particularida-
des do problema. :

No caso de se obter uma solu¢io otimista nao inteira, utilizou-se o Plano de Corte de Gomory
para considerar somente as solucgdes inteiras.

O estudos de vérios casos mostraram que o método é uma alternativa eficiente {tempo e
memoria) para a solugio do problema de redugio de estados em maquinas de estados finitos.




Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho tratou da sintese de circuitos digitais, empregando a programacao matematica
nas fases de projeto aqui abordadas.

No capitulo 1, foram apresentados os conceitos basicos da dlgebra de Boole e as notagoes
utilizadas nos demais capitulos do trabalho. A apresentacio do método de Quine-McCluskey para
a minimizag¢ao de funcdes booleanas, forneceu ao leitor a base necessiria para o entendimento do
método de cobertura, através da programagao linear inteira 0 e 1, apresentada no capitulo 3.

Apresentou-se também, um método quase étimo para a minimizacio de fungdes boolenas, uma
importante contribuicdo para contornar a ineficiéncia computacional dos tradicionais métodos de
minimizagdo de funcoes booleanas.

No capitulo 2, foi apresentado o algoritmo GeraPlex, que obtém todos os implicantes primos
de uma fungao booleana, aplicando-se a operacao de consenso aos ramos de uma 4rvore binaria,
onde os caminhos (raiz até folha) representam os mintermos e os irrelevantes da funcao.

Da aplicacao da operacao de consenso aos caminhos da arvore, define-se fusdo, expansio e
deslocamento, que diminuem, aumentam e mantém, repectivamente, os caminhos na arvore.

Este algoritmo mostrou-se eficiente, em termos de tempo e memdria, quando comparado comn
o tradicional método tabular de geracio de implicantes primos. O GeraPlex pode ser estendido
para considerar fun¢es com miltiplas saidas.

No capitulo 3, tratou-se da cobertura de funcdes booleanas, sob a dptica da programacio
matematica e propds-se um método baseado no algoritmo Simplex, modificado para considerar as
particularidades do problema. No lugar do pivoteamento tradicional, foi utilizado combinagbes
lineares das linhas do tableau para preservar os valores inteiros dos seus coeficientes.

Encontrada uma solugdo otimista (solugdo 6tima, porém infactivel), utilizou-se o Plano de
Corte de Gomory para levar em conta somente as restri¢des de solucdes inteiras.

Uma série exaustiva de testes, mostrou a viabilidade desse tipo de enfoque no problema de
cobertura.

Um aspecto importante é a possibilidade de se utilizar todos os avancos na drea da programacao
matematica para a solugdo do problema de cobertura de funcdes booleanas.

No capitulo 4, o problema de fungdes booleanas com multiplas saidas foi abordado.

A cobertura das multiplas fungdes, quando o critério de otimizac¢ao ¢ o ndimero de gates ANDs,
pode ser formulado como um problema de programacio linear inteira 0 e 1 e resolvido em duas
etapas, chamadas de cobertura multipla e cobertura singular.

95




Conclusdes 96

O Algoritmo MultPlex, desenvolvido para a resolucao deste problema, representa uma contri-
buicao significativa, pelo seu desempenho computacional e pela abertura desta classe de problemas
a programacao matemaética.

No capitulo 5, foi apresentado o algoritmo ReduPlex, uma contribuigdo na solugdo do pro-
blema de reducao de estados em maquinas de estados finitos completa ou nao completamente
especificadas.

Foi proposto um método numeérico para a selecio do conjunto minimo de classes primas de
estados, que definem as maquinas e que mostrou-se eficiente e adequado & solugéo deste problema.




Apéndice A

Programacao Linear

Este apéndice foi inserido no texto para fornecer ac leitor as idéias bdsicas da pro-
gramacdo linear.

O algoritmo Plex, apresentado no capitulo 3, ¢ uma versdo modificada do método
Simplez, motivo pelo qual este foi descrito neste apéndice.

Descreveu-se também, o método de duas fases, dando énfase ao método de uma
unica variavel artificial.

O algoritmo Plex considera as restrigoes inteiras, em particular as restrigies 0 e 1,

e para tanto utilizou-se o Plano de Corte de Gomory, cuja aplicacio necessita do
Dual Simplez, utilizado para iransformar a solugdo otimista numa solucdo dtima.
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A.1 Introducao

O problema de otimizagio consiste em maximizar ou minimizar uma funcéo-objetivo, cujas
variaveis estdo sujeitas a restriges.

Quando a fungéo-objetivo é linear e as variaveis estio sujeitas a restricoes de igualdade € ou
restricdes de desigualdades, utiliza-se a programacéo linear para resolver tal problema.

O principal método para resolver problemas de programacio linear é o método Simplex, que
foi inicialmente apresentado por Dantzig em 1949 [117).

O método Simplex é um procedimento iterativo que permite, dada uma solugao inicial, deter-
minar uma solu¢do otima de maneira sistematica.

A.2 Formulagao do problema linear

O problema de programacio linear pode ser formulado como:
Minimizar ¢;zy + ca79 + ... + cp,
Sujeito a
1121 + a1&z + ..+ @107, 2> by
2171 + G22%3 + ... + @20 T, 2 by

Gm1Zy + Am3T2 + ... + Qmnn 2 bm
z; > 0,parai= 1,2, ... n.

que em notagao matricial tem-se

Min Z=CX

AX > B
X220

onde

¢; | : vetor linha

z; | : vetor coluna
b; ] : vetor coluna
a;; | : matriz m x n

A funcdo Z = e1z1 4 eyx9 + ... + ¢, 1, é chamada de funcac-objetivo a ser minimizada. Os
coeficientes ¢;, ¢y, ..., ¢, Tepresentam os custos unitarios de cada varigvel € Ti,T2,..., T, S0 as
variaveis a serem determinadas.




Programacao Linear 99

A nequagao
L
> aye; 2 b,
=1

representa a i-ésima restricdo. Os coeficientes a;; e b; para 7 = 1,2,...,m e j = 1,2, ....n sio
chamados de dados tecnologicos do problema.
O problema pode ser escrito como:

Mz'n Z = ZCjIj

i=1
3
> agz; > b,
=
para 1= 1,2, ..., mex;,z9,....,2, =0
O conjunto de varidveis zy,xy, ..., ,, satisfazendo todas as restrigdes, é chamado de ponto

factivel ou vetor factivel. O conjunto de todos esses pontos constitui a regifo ou espago factivel.

O teorema fundamental da programacao linear [117] estabelece que, se o problema linear tem
solugao, entao tem uma solugao num dos pontos extremos da regido factivel, denominados vértices.
Os vértices da regido factivel recebem o nome de solugdes bésicas. Neste texto, solucio significa
solucao factivel que minimiza o critério.

A.3 O método Simplex

O método Simplex é o algoritmo que sistematiza o processo de obtencao de pontos extrernos.
na regido factivel, a procura da solucéo étima. O algoritmo inicia-se com uma solucio basica
factivel e move-se para uma solugao basica factivel que decresce o valor da funcio objetivo, até
uma solugao Gtima ser encontrada ou certificar-se de que a fungéo-objetivo é ilimitada ou que o
problema é infactivel.

O tablean Simplex ¢ a tabela utilizada para sistematizar as iteracdes do método Simplex. A
figura A.1 apresenta um tableau Simplex genérico.
O método Simplex consiste nos seguintes passos:

e 1. Transformacao das desigualdades em igualdades, através do uso das varidveis de excesso,
levando a chamada forma preparada.

Uma solugdo 6tima para qualquer problema de programacio linear ocorre num dos vértices
da regiao factivel. Para achar as coordenadas dos vértices, precisa-se resolver o sistema de
equagdes lineares formado pelas restri¢oes. Como nio se pode trabathar com desigualdades.
deve-se transforma-las em igualdades, subtraindo-se de cada desigualdade uma nova variavel.
nao negativa, denominada variavel de excesso. Essa varidvel compensa o possivel excesso da
restrigao em relagdo ao valor determinado para o lado direito da restrigao.

® 2. Uso do tableau Simplex para a obtengao sistemética das solugdes (resolucio do sisterma
pelo método de Gauss-Jordan, que ¢ definido através de operacdes denominadas de pivote-
amento).
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xBi xBr xBm X3 xk
0 [ 0 o esn 23-C3 4. zk=cK ... | ¢Bb
xB1 1 .. o - 0 o ¥l ... vik ... | bl
- . . } k ...]b
XBr 0 1 e yr3 yr *
xBm 0 ee- 0 1 |--- ym3 ... ymk ...| bm

Figura A.1: Tableau Simplex genérico.

O sistema possui m+n varidveis e m equacdes. Portanto pode-se fixar n dessas varidveis no
limite inferior 0 e encontrar uma tnica solugio para o sistema de equagoes resultante.

o 3. Busca da préxima solucao.

A mudanga da solugao, em busca da solucio Stima, é feita anulando-se uma das m variaveis.
que constituem uma base para o sistema de equagdes, e portanto introduzindo na base uma
das n variaveis que estava fora da base.

O método Simplex vai escolher de modo adequado a nova varigvel que se anula e a variave]
nula que se torna, em principio, diferente de zero, mantendo sempre n variaveis nulas. Assim.
tem-se sempre uma nova solugdo, através da resolucio de um sistema de m equacgdes com
m+n incognitas.

O indice da varidvel ndo basica (de valor nulo), que entra na base, é determinado a partir
de uma analise dos custos relativos da funcao; seja k o indice encontrado.

A variavel bésica, que val se anular no lugar da varidvel nao bésica, candidata a entrar na
base, serd definida pelo menor valor da relacio entre b; e o coeficiente Yix- O indice da linha
do tableau que contém este minimo é denotado por 1.

i

r = arg { Mm,,{wé’; >0} }

¢ 4. Transformagio do tableau para obter uma nova solucio.
Para se obter uma nova solugio, é necessério que o indice da varisvel que vai entrar na base
esteja associado a matriz identidade, obtida fazendo-se um pivoteamento no elemento Yrk-
® 5. Repete-se os passos 3 e 4 até se achar a solugio étima.

Na solugao otima, os custos relativos serao nio negativos.
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A.3.1 Exemplo
Min Z = —Iy — 31‘2

i+ z <6
—r14+ 22, <8
1,22 = 0

Sua forma padrao é:
Min Z = —z; — 3z2

5131-!-3:‘-2—*-51:6
—$1+2$2+3238

T1,L2, 81,383 2 0

Observe que foram acrescentadas as variaveis de excesso s; € S5, que devemn ser nao negativas.
A figura A.2 apresenta o tableau inicial, cujas varidveis basicas sfo I = {s;, s,}. .

x1 x2 s1 s2

~1 -3 C 0 0
1 1 i 0 5
-1 2 0 1 g

Figura A.2: Tableau inicial apresentando uma base inicial factivel.

A varidvel z; (cujo coeficiente de custo relativo é —3) é candidata a entrar na base.

A variavel que sai da base € s, pois % é menor que 2.

Para que a varidvel r; entre na base, pivoteia-se no elemento y; ; = 2.

Na figura A.3 apresenta-se o tableau, apds o pivoteamento, cuja nova base é definida por

I'={s1,z2}.
xl x2 s1 s2
-5/2 G ¢ 372 12
3/2 0 1 -1/2 2
-1/2 l 0 1/2 4

Figura A.3: Tableau apés o pivoteamento no elemento y; ;.

Note que ainda existe custo relativo negativo {—2}; isto indica que, se a varidvel ¢; entrar na
base, pode-se melhorar a funcio-objetivo.

De maneira similar ao pivoteamento anterior, z; deve entrar na base e s; sair, portanto,

pivoteia-se no elemento y; 3 = %
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O novo tableau ¢ apresentado na figura A.4, onde os custos relativos sdo nao negativos, indi-

cando que se obteve a solugio Stima, z; = % e, =4

x1 X2 sl 52

C 0 5/3 2/3 46/3
1 0 2/3 |-1/3 4/3
0 1 0 1/3 j14/3

Figura A.4: Tableau apés o pivoteamento no elemento y; ;.

A.4 Método das duas fases

Para a aplicacao do método Simplex, é necessario que exista uma solucao bdsica inicial. Se nio
se dispoe de uma, € possivel obté-la através da resolucio de um Simplex artificial, denominado
primeira fase. ‘

Neste apéndice, € apresentado um método eficaz de determinacéo de uma solucio basica factivel
inicial através do método de uma tnica variavel artificial.

No algoritmo Plex, utilizou-se a técnica de uma varidvel artificial, para se chegar numa base
inicial factivel. Nesta técnica, adiciona-se uma tinica variavel artificial z,, com coeficientes —1 em
cada restricao, cuja componente do vetor & é menor do que zero.

A variavel artificial z, entra na base, selecionando a linha pivé r, de acordo com o critério.
r = arg min;{&}

Inserindo-se a varidvel artificial z, na base e removendo-se a varidvel z, (pivoteando na linha
r e coluna referente a varidvel artificial), tem-se um novo valor para o vetor lado direito b.

Desse modo, tem-se uma solucdo basica factivel para o problema artificial. Resolvendo-se o
problema artificial através do algoritmo Simplex, encontra-se uma solucio étima para esse pro-
blema artificial, que tem necessariamente a varidvel artificial fora da base. Desta forma, a solugio
6tima do problema artificial constitui-se numa solugio bésica inicial factivel para o problema ori-
ginal. Recompondo-se os coeficientes de custo do problema original, tem-se, portanto, o problema
na sua forma preparada.

A.5 O problema de programacao linear inteira

Na resolucao de um problema de programacio linear, nem sempre a solucio Stima ocorre
em pontos cujas coordenadas sdo niimeros inteiros, condicio indispensavel na formulacio dos
problemas tratados nesta tese. '

Existem técnicas para se determinar solugdes inteiras étimas, dentre as quais destaca-se o
Plano de Corte de Gomory [117].
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Um problema de programacao linear inteira pode ser escrito como:

Min Z = ch'xj

=1

T
2 aixs 2 b
j=1

para i=1,2, ...,me zy,29,...,Tp > 0
1, T3y ..., Ly i0tEITOS

Um método de se resolver este problema é relaxar a restrigio de integralidade e resolver o
problema como um programa linear. Se na otimalidade todas as varidveis tém valor inteiro.
entao tem-se uma solugao 6tima para o programa linear inteiro. Caso contrario, deve-se adicionar
uma nova restri¢do ao problema linear. Essa restricdo adicional deveré eliminar a solucio da
programagao linear ndo inteira étima, sem eliminar qualquer solucio inteira factivel candidata a
Gtima.

Entéo, adiciona-se a nova restrigdo ao tableau 6timo e aplica-se o método Dual Simplex (apre-
sentado na proxima secdo) no novo programa linear. A nova solucio pode ser ou nio ou inteira.
O procedimento de adicionar restri¢bes de corte é repetido, até que todas as solugdes inteiras
sejam encontradas, ou um resultado infactivel seja encontrado indicando que o problema nio tem
solucio inteira.

Para gerar a restrigao de corte, considere um tableau Simplex, resultado de numa solucio nao
inteira ( &, é ndo inteiro).

Considere as colunas j, tais que:

® P,; € a parte inteira contida de y, ;

e P, ¢é a parte inteira contida de b.;

¢ [y; é a parte fraciondria de y,;, ou seja F,; = y,; — P,;
e F; é a parte fracionéria de b, ou seja F, = 6. — P,.

o P, P, F,; e F, sao nulo para as demais colunas.

A restri¢do de corte é dada por:

2. Fuz; > F,
i

Esta inequagao é acrescentada no conjunto de restrigdes e é transformada numa equagao de
modo que sua variavel de folga pertenca a nova base.




Programacéao Linear 104

A.6 O método Dual Simplex

Para cada problema linear, denominado Primal, existe um outro problema linear associado.
denominado Dual.
O problema dual é obtido do problema primal, utilizando-se as seguintes condicoes:

Se a fungio-objetivo do problema primal é minimizada, a fungdo-objetivo do problema dual
é maximizada;

o O niimero de varidveis do dual ¢ igual ao niimero de restricdes do primal;
o O nimero de restri¢des do dual é igual ao mimero de varidveis do primal;
e Os coeficientes de custo do primal formam o vetor lado direito (b) do dual;

¢ O vetor lado direito do primal (b) forma a fungéo-objetivo do dual;

Todas as varidveis sao ndo negativas em ambos os problemas.

Vértices nao factiveis do problema Primal sdo vértices factiveis do problema Dual [117].

A implicacdo desse resultado é que. enquanto o Simplex primal inicia-se factivel e nio Stimo
e mantém a factibilidade até encontrar o étimo, um procedimento similar pode ser desenvolvido
para problemas que se iniciam infactiveis.

O método dual Simplex resolve o problema dual diretamente do tableau Simplex (primal).
Em cada iteragdo move-se, de uma solu¢io bdsica factivel do problema dual para uma solugio
basica factivel melhorada, até a otimalidade do dual (e também do primal) ser encontrada ou
entdo concluir-se que o dual ¢ ilimitado e que, consequentemente, o primal é infactivel.

O método dual Simplex consiste nos seguintes passos:

e 1. Determina-se uma base I para o Primal;

e 2. Se b > 0, pare; a solugio é Stima. Caso contrario, selecione a linha correspondente a
b, = minimo {b;}.

3. Se yr; 2 0 para todo j (varidvel fora da base), pare; o dual é ilimitado e o primal é
infactivel. Caso contrario, selecione a coluna pivé k, com:

Ze=ck mo {225
=k = mazimo;{ s W <0}

4. Pivoteie em y,; e retorne ao passo 2.
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x1 X2 x3 81 52 &3

¢ 0 0 i 1 1 -3
1 & 2 ~1/2 |-1/2 i/2 /2
o 1 0 -1/2 172 {-1/2 1/2
0 Y 1 1/2 {-1/2 |-1/2 i/2

Figura A.5: Tableau infactivel obtido apés vérias iteracao do Simplex.

A.6.1 Exemplo

Como exemplo de aplicacao do Corte Fracional Dual de Gomory, considere o tableau infactivel
(no sentido que a solugéo € ndo inteira) apresentado na figura A.5.
Para gerar a nova restriio, seleciona-se a variavel bésica 1, (ndo inteira):

Ty — 581 — 582+ fsy =1
Obtém-se P, P,;, F,; e F, (r=1) como:
P1 :O, Pp;:--l, Plg,z*-l, P]sm(}

1 _ 1 1 _
Fr=3 Fu=3 Fiys=3, Feg=

B § ks

A restricio de corte é:
i 1 1 1
354 + 385 + 536 2 3

A figura A.6 apresenta o tableau, apés inserir-se a restricio de corte, no gual € aplicado o Dual
Simplex.

x1 X2 x3 sl 82 83 s4

0 4] 0 1 1 1 0 -3
1 G 0 -1/2 |-1/2 172 0 1/z2
0 1 0 [-1/2 | 1/2 |-1/2 0 .1/2
] 0 1 /2 |~-1/2 -1/2 o 1/2
o 0 o -1/2 j-1/2 |-1/2 1 ~1/2

Figura A.6: Tableau apds inserir-se a restricdo de corte.

A figura A.7 apresenta o tableau apés a aplicagio de um passo do dual Simplex.

Observe que foi obtido uma solugdo Stima e factivel, ou seja, a solugao € agora inteira, com
zy=lezs=0ez3=1.
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xl X2 x3 si 52 s3 sd

c 0 0 0 o) 4] 2 -4
1 o 0 0 0 1 -1 1
0 1 o] «1 4] -1 1 G
0 0 1 1 a 0 -1 1
0 0 0 1 1 1 -2 1

Figura A.7: Tableau apds a aplicagdo do dual Simplex.




Apéndice B

Descricao detalhada do algoritmo
GeraPlex

O algoritmo GeraPlex obtém os implicantes primos de uma fungéo booleana, e além
disso, determina os implicantes primos essenciais, com vistas a formulacdo de um
problema de programacdo matemdtica que minimiza a representacao da funcao.

Este apéndice descreve o algoritmo GeraPlex detalhadamente.
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o 1 - Montagem das Arvores

A arvore de mintermos contém somente os mintermos da funcio enquanto que a arvore ge
implicantes contém os mintermos e os irrelevantes. O procedimento para se montar as duas
arvores € 0 mesmo.

1.1 - Cria-se um n6 como sendo o né raiz. Cada 16 da drvore é composto por trés
apontadores rotulados por ZERQO, DC e UM. Os mintermos e irrelevantes sio repre-
sentados por caminhos que véo da raiz (bit mais significativo) a uma folha (bit menos

significativo) da drvore, onde os apontadores utilizados pelos ramos dos caminhos sac

os digitos dos bits que representam o mintermo ou irrelevante.

1.2 - Seleciona-se um mintermo (irrelevante) para ser inserido como um ramo (elo ente
dois nos) da arvore.

1.3 - Seleciona-se o bit mais significativo do mintermo (irrelevante) e utiliza-se o apon-
tador correspondente ac né raiz para apontar para o préximo né da drvore.

1.4 - Seleciona-se o préximo bit do mintermo (irrelevante} e utiliza-se o apontador
correspondente para apontar para o préximo né da arvore.

1.5 - Repete-se o passo 1.4 até que o bit menos significativo seja inserido como um rame
da arvore. Todos os apontadores do né apontado pelo né do bit menos significative
(folha) apontam para o NULL.

1.6 - Se ainda houver mintermo (irrelevantes) que ainda nio foi inserido na arvore
retorna-se a0 passo 1.2, caso contrario segue-se para o passo 1.7.

1.7 - Marca-se com um asterisco todos os nés que representam as folhas da drvore (bit
menos significativo) cujo os apontadores ZERO e UM sao utilizados.

1.8 - Seleciona-se um né marcado com asterisco e caminha-se para o proximo no, no
sentido da raiz. Marque esse né com um asterisco caso os caminhos dos ramos dos
apontadores ZERO e UM desse n6 apontam para nés que estao marcados com asterisco.

1.9 - Repete-se o passo 1.8 até que todos os nés marcados sejam analisados.

Os ramos correspondentes aos nés marcados sao chamados de sub-drvores completas.
Este procedimento de marcar as sub-arvores completas torna o passo de geracao de
implicantes primo mais eficiente.

e 2 - Geracao dos Implicantes Primos

2.1 - Seleciona-se um dos nés das folha ( né mais distante da raiz)

2.2 - Verifica-se se o né selecionado estd marcado com um asterisco {(sub-drvore com-
pleta). Em caso afirmativo, elimine o ramo cujo apontador é ZERO e desloque o ramo
cujo apontador é UM para o apontador DC.

2.3 - Havendo né das folhas (nivel 0) ainda nao analisados, retorne ao passo 2.1.

2.4 - Avance para o proximo nivel de nés no sentido da raiz.
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— 2.5 - Seleciona-se um né desse nivel e verifica-se se o né esté marcado com um asterisco.
Em caso afirmativo elimina-se o ramo cujo apontador é ZERO e desloca-se o ramo cujo
apontador é UM para o apontador DC, caso contrario verifica-se se um dos apontadores
desse né aponta para um né marcado com um asterisco. Em caso afirmativo mantém-se
o ramo cujo apontador aponta para o ndé marcado e desloca-se o outro ramo para o
apontador DC. Se o né analisado nao aponta para nés marcados com asterisco segue-se
para o passo 2.6 caso contrario segue-se para o passo 2.10.

— 2.6 - Verifica-se se os apontadores ZERO e UM desse né sio utilizados. Em caso
afirmativo segue-se para o passo 2.7, caso contrério segue-se para o passo 2.10.

~ 2.7 - Compara-se o caminho (ramos entre virios nés) cujo apontador é zero com o
caminho cujo apontador ¢ UM. Se os caminhos forem iguais elimina-se o ramo cujo
apontador ¢ ZERO e desloca-se o ramo cujo apontador é UM para o apontador DC
(Fusdo), feito isso segue-se para o passo 2.10, caso contrario segue-se para o passo 2.8.

= 2.8 - Verifica-se se o caminho de um dos apontadores estd contido no caminho do
outro apontador. Em caso afirmativo, o ramo do caminho contido é deslocado para
o apontador DC (deslocamento), feito isso segue-se para o passo 2.11, caso contrario
segue-se para o passo 2.9.

— 2.9 - Gera-se caminhos que estejam contidos em ambos os ramos ZEROS e UM do né
(expansao).

— 2.10 - Se existir n6 nesse nivel que ainda nao foi analisado retorne ao passo 2.5, caso
contrario segue-se para o passo 2.11,

— 2.11 - Se o né da raiz ainda nio foi analisado retorna-se ao passo 2.4, caso contrdrio
segue-se para O passo 3.

® 3 - Determinacio dos implicantes primos essenciais

— 3.1 - Seleciona-se um caminho da 4rvore de mintermos e verifica-se quantos caminhos na
arvore de implicante cobrem o mintermo selecionado. Se apenas um implicante cobre
o mintermo selecionado elimina-se esse implicantes da arvore marcando-o como essen-
cial e elimina-se da arvore de mintermos todos os mintermos cobertos pelo implicante
marcado.

— 3.2 - Repete-se o passo 3.1 até que todos os mintermos da drvore de mintermos tenham
sido tratados.

— 3.3 - Se a drvore de mintermos contém ramos que nio foram eliminados, verifica-se quais
os implicantes restantes na arvore de implicantes cobrem esses mintermos e formula-se
o problema de programacio matematica, caso contrério fim.




Apéndice C

Descricao detalhada do algoritmo Plex

Este apéndice descreve detalhadamente o algoritmo intitulado Plex, que obtem a co-
bertura minima de uma funcao booleana, resolvendo-se um problema de programacdo
linear 0 e 1, formulado a partir de todos os implicantes primos gerados pela apli-
ca¢@o da operagio do consenso (algoritmo GeraPlez) aos caminheos de uma drvore
bindria, que representam os mintermos e irrelevantes de uma fungéde booleana.
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» 1 - Montagem do Tableau

— 1.1 - A primeira linha do Tableau representa a funcio objetivo e é ordenada de forma
crescente, da esquerda para a direta, de acorde com os coeficientes de custo. As varidveis
(implicantes primos) da funcdo objetivo sao obtidas pela aplicacio da operacio de
consenso numa estrutura em arvore ternaria onde cada caminho da drvore representa
umn vértice da fungao.

As outras linhas da Tableau representam restri¢des { mintermos ) do problema.

A interseccao de uma linha ( mintermo ) com uma coluna ( implicante primo } tem
valor igual a 1 se o implicante primo cobre o mintermo. Nas demais intersecgbes é
atribuido o coeficiente 0.

— 1.2 - Uma coluna adicional é inserida & esquerda do Tableau, representando o vetor b
( recurso ). Essa coluna tem, na primeira linha, o coeficiente igual a 0 e nas demais
linhas tem coficiente igual a 1 ( cobertura de cada mintermo por pelo menos 1 implicante
primo ).

— 1.3 - Procure, a partir da segunda coluna, por linhas contendo um tinico coeficiente igual
a 1. O implicante primo, correspondente a essa coluna, é um implicante primo essencial.
podendo ser eliminado do Tableau. Elimine também todas as linhas ( mintermos },
contendo 1 nessa coluna. Este passo nio ¢ necessdrio se na montagem inicial do tableau
nao foram considerados os implicantes primos essenciais.

O custo referente ao implicante primo eliminado deve ser armazenado para efeito da
determinacio do custo total de realizacio da funcao.

— 1.4 - Elimine, se for o caso, as colunas que sé possuem coeficientes de restrigdes iguais
a Zero;

— 1.5 - Insira, a direita do Tableau, tantas colunas ( varidveis de folga ) quantas forem
as restrigdes. Em cada uma dessas colunas é atribuido um coeficiente igual a -1, de
modo que cada linha tenha apenas um coeficiente igual a -1. Qs coeficientes de custo
da fungao objetivo para estas colunas adicionais sdo iguais a 0.

O Tableau resultante estd na forma padrio para a aplicacio do Plex. E importante
frisar que os problemas de simplificagao de fun¢des booleanas que dio origem a mapas
ciiclicos no método de Quine-McCluskey sio tratados nesta fase.

e 2. Obtencao de uma base inicial.

— 2.1 - Selecione na segunda coluna, de cima para baixo, um coeficiente igual a 1. Esse
elemento ¢ denominado pivo. Pivoteie neste elemento.

O pivoteamento ( elimina¢do de Gauss-Jordan ) consiste em efetuar operaces elemen-
tares, com as linhas, para obter uma coluna, contendo um tnico coeficiente igual a 1 {
elemento pivo ).

E importante frisar que para aumentar a eficiéncia desta operacio os coeficientes siao
armazenados como variaveis inteiras, e quando necessario ¢ realizada uma operacio de
minimo multiplo comum para evitar a divisdo de dois nimeros inteiros que poderia
resultar em um coeficiente nio inteiro.
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— 2.2 - Procure na proxima coluna, & direita, um outro elemento pivé. Esse elemento

deve estar numa linha que ainda nio tem pivd. Pivoteie nesse elemento. Se a coluna
em questao nao tiver elemento pivd, avance para a préxima coluna;

— 2.3 - O passo 2.2 ¢é repetido até que todas as linhas tenham um elemento pivé.

o 3. Verificagao da factibilidade da solucio base inicial obtida.

Se a base inicial obtida for factivel, siga para o passo 5, caso contrério, siga para o passo 4.

Uma base inicial é factivel, se todos os coeficientes da primeira coluna ( b ) forem maior ou
igual a 0. Observe que nao se considera nesta etapa as restrigdes de integralidade.

e 4.

* 5.

Obtencao de uma base inicial factivel, se a base obtida nao o for.

4.1 - Uma coluna adicional (varidvel artificial) é inserida & direita do Tableau, com
coeficiente -1 para cada restrigao com b < 0. Os coeficientes de custo do Tableau sio
armazenados, e sio substituidos por um coeficiente de custo artificial, igual a 1 na
coluna referente & variavel artificial e por coeficientes nulos nas demais colunas.

4.2 - Pivoteie na coluna referente & varidvel artificial e na linha (restricio) com o
coeficiente b mais negativo.

4.3 - Procure pelo coeficiente de custo mais negativo ( varidvel candidata a entrar na
base };

4.4 - Pivoteie na coluna referente 4 varidvel a entrar na base e na linha referente &
menor relacdo ( positiva ou nula ) entre os coeficientes do vetor b e os coeficientes da
coluna da variavel.

4.5 - Se houver pelo menos um coeficiente de custo menor que zero volte ao passo 4.3.

4.6 - Se o valor da fungéo objetivo é zero e a varidvel artificial é zero siga para o passo
4.7, caso contrario pare. O problema original ndo tem solucio bésica factivel.

4.7 - Elimine a coluna referente & varidvel artificial. Os coeficientes de custo do problema
artificial sdo substituidos pelos coeficientes de custo armazenados no passo 4.1.

4.8 - Se os coeficientes de custo relativo as varidveis da base nio forem nulos zere-os
através de pivoteamento.

Minimizacao da funcao objetivo.

— 5.1 - Se todos os coeficientes de custo tém valor maior ou igual a zero, siga para o passo

3.9, caso contrario siga para o passo 5.2;

— 5.2 - Procure pelo coeficiente de custo mais negativo { varidvel candidata a entrar na

base ).
5.3 - Pivoteie na coluna referente & varidvel a entrar na base e na linha referente &

menor relagao ( positiva ou nula ) entre os coeficientes do vetor b e os coeficientes da
coluna da varidvel.

5.4 - Se houver pelo menos um coeficiente de custo menor que zero, volte para o passo

5.2.
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— 5.5 - A solugdo do problema relaxado ¢ obtida, fixando-se as varidveis fora da base com
o valor zero; assim, as varidveis, pertencentes & base, serdo iguais aos coeficientes do

vetor b.

¢ 6. Verificacao da factibilidade integral da solucao étima obtida.

— 6.1 - Se a solugao basica 6tima for composta de zeros e uns, pare, caso contrério, siga
para o passo 7.

¢ 7. Obtengdo de uma solugdo basica étima inteira.

— 7.1 - Selecione, de cima para baixo, uma linha cujo coeficiente b é nao inteiro. Esta
? p b

linha gera uma nova restrigdo ( inequacio de > ) denominada de corte, composta pelas

partes fracionarias dos coeficientes das varidveis ndo basicas e do elemento b desta

linha.

— 7.2 - Transforme esta inequagdo numa equagao de modo que a variavel de folga seja um
componente para a nova base. Insira esta equacao no tableau e aplique o dual simplex.

* 1.2.1 - Procure por uma linha cujo componente b é o mais negativo (varidvel a sair
da base);

* 7.2.2 - Pivoteia na linha referente a variédvel a sair da base e na coluna referen-
te a menor relagdo entre os coeficientes do vetor custo relativo e os coeficientes
(negativos) da linha da varidvel a sair da base;

* 7.2.3 - Se houver algum componente do vetor b negativo volte ao passo 7.2.1;

— 7.3 - Se o vetor b ainda tem componente néo inteiro retorne ao passo 7.1, caso contrério
avance para o passo 7.4.

— 7.4 - Adicione, ao custo obtido, o armazenado no passo 1.3.




Apéndice D

Descricao detalhada do algoritmo

MultPlex

Neste apéndice descreve-se o algoritmo MultPlez, que minimiza fungées booleanas
com miiltiplas saidas utilizando-se programacdo linear inteira 0 ¢ 1.

Para a fase de geragdo dos implicantes primos, utilizou-se um método tabular, es-
tendido para considerar fungées com miiltiplas saidas.
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o 1. Geracao dos implicantes primos pelo método tabular

Para a geracao dos implicantes primos sigulares e implicantes primos multiplos, os mintermos
e os irrelevantes sdo combinados do mesmo modo que no método de Quine-McCluskey,
porém:

— 1.1 56 podem ser combinados mintermos ou irrelevantes comuns (assinalados para as
mesmas fungdes de saida);

— 1.2 Quando dois mintermos ou irrelevantes combinarem-se, os bits do rétule do im-
plicante resultante tera o digito 1, somente nas posicdes onde ambos os rétulos dos
mintermos ou irrelevantes combinados tém 1.

— 1.3 Marcar um implicante como tendo sido combinado, somente se seu rétulo esta
contido no rétulo do implicante resultante da combinacio.

¢ 2 - Montagem do Tableau

— 2.1 - A primeira linha do Tableau representa a funcio-objetivo e é ordenada de for-
ma crescente, da esquerda para a direta, de acordo com os coeficientes de custo. As
variaveis (implicantes primos singulares e implicantes primos multiplos) da funcao-
objetivo sdo obtidas pelo tradicional método tabular para a geracac de implicantes
primos, estendidos para considerar funcdes booleanas com multiplas saidas.

As outras linhas da Tableau representam restricdes ( mintermos ) do problema.

A intersecgao de uma linha ( mintermo ) com uma coluna { implicante primo ) tem valor
igual a 1, se o implicante primo cobre o mintermo. Nas demais intersecgoes € atribuido
o coeficiente 0. Tem-se tantas restrigbes de cobertura quanto forem os mintermos de
todas as fun¢oes de saidas.

= 2.2 - Uma coluna adicional ¢ inserida & esquerda do Tableau, representando o vetor b
( recurso ). Essa coluna tem, na primeira linha, o coeficiente igual a 0 e, nas demais
linhas, coficiente igual a 1 ( cobertura de cada mintermo por, pelo menos, 1 implicante
primo ).

— 2.3 - Procure, a partir da segunda coluna, linhas, contendo um tinico coeficiente, igual a
1. O implicante primo, correspondente a essa coluna, é um implicante primo essencial,
podendo ser eliminado do Tableau. Elimine também todas as linhas { mintermos },
contendo 1 nessa coluna. Este passo nio é necessario, se, na montagem inicial do
tableau, ndo foram considerados os implicantes primos essenciais.

O custo, referente ao implicante primo eliminado, deve ser armazenado, para efeito da
determinagao do custo total de realizacio da funcio.

— 2.4 - Elimine, se for o caso, as colunas que sé possuem coeficientes de restricoes iguais
a zZero;

— 2.5 - Insira, a direita do Tableau, tantas colunas { variaveis de folga )} quantas forem
as restrigdes. Em cada uma dessas colunas é atribuido um coeficiente igual a -1, de
modo que cada linha tenha apenas um coeficiente igual a -1. Os coeficientes de custo
da fungio-objetivo, para estas colunas adicionais, sio iguais a 0.
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O Tableau resultante esté4 na forma padrao, para a aplicacio do Plex. E importante
frisar que os problemas de simplificagao de fungdes booleanas, que dao origem a mapas
ciclicos, no método de Quine-McCluskey sao tratados nesta fase.

e 3. Obtencdo de uma base inicial.

— 3.1 - Selecione na segunda coluna, de cima para baixo, um coeficiente igual a 1. Esse

elemento é denominado pivé. Pivoteie neste elemento.

O pivoteamento { eliminacdo de Gauss-Jordan ) consiste em efetuar operacdes elemen-
tares, com as linhas, para obter uma coluna, contendo um tinico coeficiente igual a 1 {
elemento pivd ). E importante frisar que, para aumentar a eficiéncia desta operacao.
os coeficientes sdo armazenados como varidveis inteiras, e, quando necessario, é reali-
zada uma operacao de minimo miiltiplo comum, para evitar a divisdo de dois niimeros
inteiros, que poderia resultar em um coeficiente nao inteiro.

3.2 - Procure na préxima coluna, a direita, um outro elemento pivé. Esse elemento
deve estar numa linha que ainda néo tenha pivd. Pivoteie nesse elemento.

Se a coluna em questdo ndo tiver elemento pivd, avance para a préxima coluna;

- 3.3 - O passo 3.2 é repetido, até que todas as linhas tenham um elemento pivé.

e 4. Verificacao da factibilidade da solucao base inicial obtida.

Se a base inicial obtida, for factivel, siga para o passo 6, caso contrério, siga para o passo 3.

Uma base inicial ¢é factivel, se todos os coeficientes da primeira coluna ( b ) forem maior ou
igual a 0. Observe que nao se consideram nesta etapa as restri¢des de integralidade.

® 5.

Obtencao de uma base inicial factivel, se a base obtida no o for.

— 5.1 - Uma coluna adicional (variavel artificial) é inserida, a direita do Tableau, com

coeficiente -1, para cada restrigao com b < 0. Os coeficientes de custo do Tableau sio
armazenados e substituidos por um coeficiente de custo artificial, igual a 1, na coluna
referente a variavel artificial e, por coeficientes nulos, nas demais colunas.

3.2 - Pivoteie na coluna referente & varidvel artificial e na linha (restri¢do) com o
coeficiente b mais negativo.

5.3 - Procure pelo coeficiente de custo mais negativo ( varidvel candidata a entrar na
base );

5.4 - Pivoteie na coluna referente & varidvel a entrar na base e na linha referente 3
menor relagdo ( positiva ou nula ), entre os coeficientes do vetor b e os da coluna da
varidvel.

5.5 - Se houver pelo menos um coeficiente de custo menor que zero, volte ao passo 5.3.

5.6 - Se o valor da fungéo-objetivo é zero e a varidvel artificial é zero, siga para o passo
5.7, caso contrario, pare. O problema original nao tem solucéo bésica factivel.

5.7 - Elimine a coluna, referente & varidvel artificial. Os coeficientes de custo do pro-
blema artificial sdo substituidos pelos de custe armazenados no passo 5.1.
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— 5.8 - Se os coeficientes de custo, relativos as varidveis da base, nao forem nulos, zere-os.
atraves de pivoteamento.

e 6. Minimizacao da fungao objetivo,

— 6.1 - Se todos os coeficientes de custo tém valor maior ou igual a zero, siga para o passo
6.5, caso contrario, siga para o passo 6.2;

— 6.2 - Procure pelo coeficiente de custo mais negativo ( varidvel candidata a entrar na

base ).

~ 6.3 - Pivoteie na coluna, referente & varidvel a entrar na base e na linha referente i
menor relagio ( positiva ou nula } entre os coeficientes do vetor b e os da coluna da
variavel.

— 6.4 - Se houver pelo menos um coeficiente de custo menor que zero, volte para o passo
6.2.

— 6.5 - A solucao do problema relaxado ¢é obtida, fixando-se as varidveis fora da base com
o valor zero; assim, as varidveis, pertencentes & base, seriao iguais aos coeficientes do
vetor b.

e 7. Verificagao da factibilidade integral da solucio étima obtida.

— 7.1 - Se a solugdo bésica Gtima for composta de zeros e uns, pare, caso contrério, siga
para o passo 8.

s 8. Obtencdo de uma solugdo basica 6tima inteira.

— 8.1 - Selecione, de cima para baixo, uma linha cujo coeficiente b é nio inteiro. Esta
? ?
linha gera uma nova restrigio ( inequacao de > ), denominada de corte, composta pelas
§ q ? 2 p p
partes fracionarias dos coeficientes das varidveis nio basicas e do elemento b desta linha.

— 8.2 - Transforme esta inequagdo numa equagéo, de modo que a varigvel de folga seja um
componente para a nova base. Insira esta equagdo no tableau e aplique o dual simplex.

* 8.2.1 - Procure uma linha, cujo componente b é o mais negativo (variavel a sair da

base);

* 8.2.2 - Pivoteia na linha, referente & varidvel a sair da base e na coluna, referen-
te a menor relagdo entre os coeficientes do vetor custo relativo e os coeficientes
(negativos) da linha da varidvel a sair da base;

* 8.2.3 - Se houver algum componente do vetor b negativo, volte ao passo 8.2.1;

— 8.3 - Se o vetor b ainda tenha componente nio inteiro, retorne ao passo 8.1, caso
contrario, avance para o passo 9.

e 9. Geragao das coberturas singulares para todas as func¢des de saida.

— 9.1 - Selecione uma funcéo de saida para gerar a cobertura singular;
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~ 9.2 - A fungao-objetivo é dada pela soma ponderada dos implicantes primos, solugdo da
cobertura multipla, obtidos no passo 5.3.7, cujo rétulo contém 1 na posicao corresponde
a funcgao em questao;

— 9.3 - Gere uma desigualdade do tipo geg 1 para cada mintermo da funcéo;

— 9.4 - Se todas as fungdes de saida tiverem cobertura singular siga para o passo 10, caso
contrario, retorne ao passo 9.1;

e 10. Execute os passo 2 até 8 para cada uma das formulagdes obtidas, no passo anterior.




Apéndice E

Descrig¢ao detalhada do algoritmo
ReduPlex

Neste apéndice descreve-se detalhadamente o algorimio ReduPler, utilizado para re-
duzir mdquinas de estados finitos completa ou incompletamente especificada.

A selegao do conjunto minimo de classes primas que definem as mdquinas reduzidas,
€ obtido resolvendo um problema de programacdo linear inteira 0 ¢ 1.
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¢ R1- Monte a Tabela de Condi¢oes de Compatibilidade.

Nas linhas da coluna mais a esquerda da tabela sdo listados, de cima para baixo, os estados
da tabela de estados com excegio do primeiro estado;

Nas colunas da dltima linha da tabela, a partir da segunda coluna, sio listados, da esquerda
para a direita, todos os estados da tabela de transigio com excegio do dltimo estado.

Mantenha na tabela somente as células, formadas por pares de estados, pertencentes a matriz
triangular inferior pois a tabela deve conter somente uma célula para cada par de estados.

Nas células cujos estados sdo compativeis insira um ” * ” e nas células incompativeis insira
um ” X 7, caso contrario insira na célula as condi¢des para que os estados sejam compativeis.

e R2 - Obtenha as condigbes de compatibilidade entre pares de estados (tabela consistente).

Caminhe no sentido da direita para a esquerda verificando se as colunas contém células
cujas condigdes de compatibilidade sdo inconsistentes. Nas células contendo condigbes de
compatibilidade inconsistentes insira um ” X 7. A cada alteragao na tabela retorne ao seu
inicio a direita.

e R3 - Obtenha as classes méximas de compatibilidade.

Inicie na coluna mais a direita da tabela de condicdes de compatibilidade, deslocando-se
para a esquerda até encontrar uma coluna contendo algum par compativel. Liste todos os
pares compativeis desta coluna.

Continue analisando a préxima coluna contendo ao menos um par compativel. Se o estado
desta coluna for compativel com todos os membros de alguma classe de compatibilidade
adicione este estado a tal classe de compatibilidade. Se o estado for compativel com somente
parte de uma classe de compatibilidade, forme uma nova classe de compatibilidade que inclua
esta parte e o estado em questio.

Crie novas classes de compatibilidade com os pares ndo incluidos em nenhuma outra classe
de compatibilidade.

Apés analisar uma coluna, avance para a préxima até que todas as colunas sejam conside-
radas.

Os conjunto final de classes de compatibilidade sio as classes maximas de compatibilidade.

Verifique se as classes méiximas de compatibilidade sio disjuntas. Em caso afirmativo o
conjunto de classes maximas de compatibilidade forma uma cobertura minima para a tabela
de estados, caso contrario avance para o passo seguinte.

s R4 - Obtenha as classes primas de compatibilidade a partir das classes maximas de compa-
tibilidade.

Séo primas todas as classes maximas de compatibilidade cujo conjunto de condicdes é vazio.
Para a obtencdo das demais classes primas, decomponha as classes maximas de compatibi-
lidade, cujo conjunto de condigdes nio é vazio em subconjuntos unitirios. Esses conjuntos
unitarios também s&o primos e devem ser considerados na formulacio do problema de pro-
gramacéo matematica.
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Na implementagédo computacional do algoritmo optou-se pela decomposigao das classes
méximas somente em subconjuntos unitérios, pois esta decomposi¢ao contorna o proble-
ma da obtencio de todos os subconjuntos das classes méximas, sem prejudicar o propdsito
desse trabalho que é a formulagdo do problema de cobertura e fechamento como um problema
de programacio matematica.

* R5 - Formule o problema de programagao matematica a partir do conjunto de classes primas.

Minimize a fungao objetivo com custo relativo de cada classe prima igual a 1 e com as res-
tricoes de cobertura e de fechamento.

Restrigbes de cobertura: Para cada estado da tabela de transicio gere uma desigualdade
mailor ou igual a 1, cujo lado esquerdo é a soma algébrica das varidveis que representam as
classes primas contendo o estado. Deste modo, tem-se tantas restricdes de cobertura quantos
forem os estados da tabela de estados.

Restricoes de fechamento (Consisténcia das condigdes de compatibilidade}: Para cada par de
condigdo de compatibilidade gere uma desigualdade maior ou igual, cujo lado direito repre-
senta uma classe prima de compatibilidade e o lado esquerdo corresponde a soma algébrica
das classes primas que contém o par de condigdes de compatibilidade para a classe prima
em questao. Deste modo, tem-se tantas restricoes de fechamento quanto forem as condigoes
de compatibilidade.

Formulado o problema de programacio matemdtica, elimine as restricoes de fechamento
redundantes e resolva o problema de programacio matemética como segue (Veja apéndice
para as bases matematicas que suportam os préximos passos do algoritmo).

— 11 - Montagem do Tableau

* I1.1 - A primeira linha do Tableau representa a funcio objetivo e é ordenada de
forma crescente, da esquerda para a direta, de acordo com os coeficientes de custo,
que para os casos de reducio de estados assumem valor 1. As varidveis (classes
primos) da funcao objetivo sio obtidas no passo R4. As outras linhas do Tableau
representam as restrigoes de cobertura e fechamento.

A intersecdo de uma linha (condi¢des de cobertura e fechamento) com uma coluna
(classes prima) tem valor igual a 1 se a classe prima esta presente na restricdo. Nas
demais intersecgdes é atribuido o coeficiente 0.

* [1.2 - Uma coluna adicional é inserida 3 esquerda do Tableau, representando o vetor
b (recurso). Essa coluna tem, na primeira linha, o coeficiente igual a 0, nas linhas
que representam restricdes de cobertura tém coeficientes iguais a 1 e nas linhas que
representam restrigdes de fechamento tém coeficientes iguais a 0. '

* 11.3 - Procure, a partir da segunda coluna, por linhas contendo um tnico coefici-
ente igual a 1. A classe prima, correspondente a essa coluna, é uma classe prima
essencial, podendo ser eliminado do Tableau. Elimine também todas as linhas,
contendo 1 nessa coluna. Este passo nio ¢ necessirio se na montagem inicial de
tableau ndo foram consideradas as classes primas esseciais.

O custo referente a classe prima eliminada deve ser armazenado para efeito da
determinagio do custo total de realizacio da funcao.
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E 3

I1.4 - Ehmine, se for o caso, as colunas que sé possuem coeficientes de restrigoes
iguals a zero;

I1.5 - Insira, & direita do Tableau, tantas colunas (varidveis de folga) quantas forem
as restri¢des. Em cada uma dessas colunas é atribuido um coeficiente igual a -1.
de modo que cada linha tenha apenas um coeficiente igual a -1. Os coeficientes de
custo da funcdo objetivo para estas colunas adicionais sio iguais a 0. O Tableau
resultante esta na forma padrao para a aplicagao do Intplex.

~ J2. Obtencio de uma base inicial.

*

*

I2.1 - Selecione na segunda coluna, de cima para baixo, um coeficiente igual a 1.
Esse elemento é denominado pivd. Pivoteie neste elemento.

O pivoteamento (eliminacdo de Gauss-Jordan) consiste em efetuar operacbes ele-
mentares, com as linhas, para obter uma coluna. contendo um tdnico coeficiente
igual a 1 (elemento pivo).

E importante frisar que para aumentar a eficiéncia desta operagao os coeficientes
sao armazenados como varidvels inteiras, e quando necessario é realizada uma o-
peracao de minimo mdltiplo comum para evitar a divisao de dois niimeros inteiros
que poderia resultar em um coeficiente ndo inteiro.

12.2 - Procure na préxima coluna, a direita, um outro elemento pivd. Esse elemento
deve estar numa linha que ainda nao tem pivd. Pivoteie nesse elemento.
Se a coluna em questao ndo tiver clemento pivo, avance para a préxima coluna:

12.3 - O passo 12.2 é repetido até que todas as linhas tenham um elemento pivo.

— I3. Verificacao da factibilidade da solugao base inicial obtida.

Se a base inicial obtida for factivel, siga para o passo 15, caso contrério, siga para o
passo 14.

Uma base inicial é factivel, se todos os coeficientes da primeira coluna (b) forem maior
ou igual a 0. Observe que néo se considera nesta etapa as restrigdes de integralidade..

— 14, Obtenc¢io de uma base inicial factivel, se a base obtida néao o for.

*

i4.1 - Uma coluna adicional (varidvel artificial) é inserida & direita do Tableau, com
coeficiente -1 para cada restrigdo com b < 0.

Os coeficientes de custo do Tableau sdo armazenados, e sio substituidos por um
coeficiente de custo artificial, igual a 1 na coluna referente 3 variavel artificial e por
coeficientes nulos nas demais colunas.

4.2 - Pivoteie na coluna referente & varidvel artificial e na linha (restrigdo) com o
coeficiente b mais negativo. o

I4.3 - Procure pelo coeficiente de custo mais negativo (varidvel candidata a entrar
na base);

I4.4 - Pivoteie na coluna referente 4 variavel a entrar na base e na linha referente
& menor relacdo (positiva ou nula) entre os coeficientes do vetor b e os coeficientes
da coluna da varidvel.

14.5 - Se houver pelo menos um coeficiente de custo menor que zero volte ao passo

14.3.
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¥

*

*

14.6 - Se o valor da funcao objetivo é zero e a variavel artificial é zero siga para
o passo 4.7, caso contrdrio pare. O problema original nio tem solucio bésica
factivel.

1.7 - Elimine a coluna referente & varidvel artificial. Os coeficientes de custo
do problema artificial sdo substituidos pelos coeficientes de custo armazenados no
passo I4.1.

I4.8 - Se os coeficientes de custo relativo as variaveis da base nao forem nulos zere-os
através de pivoteamento.

— I5. Minimizacdo da fungio objetivo.

*

I5.1 - Se todos os coeficientes de custo tém valor maior ou igual a zero, siga para
o passo 15.5, caso contririo siga para o passo 15.2;

15.2 - Procure pelo coeficiente de custo mais negativo (variavel candidata a entrar
na base).

I5.3 - Pivoteie na coluna referente 3 varidvel a entrar na base e na linha referente
a menor relagio (positiva ou nula) entre os coeficientes do vetor b e os coeficientes
da coluna da varidvel.

I5.4 - Se houver pelo menos um coeficiente de custo menor que zero, volte para o
passo 15.2.

I15.5 - A solucio do problema relaxado é obtida, fixando-se as variaveis fora da
base com o valor zero; assim, as varidveis, pertencentes i base, serdc iguais aos
coeficientes do vetor b. "

— 16. Verificagdo da factibilidade integral da solucdo étima obtida.

Se a solugio basica étima for composta de zeros e uns, pare, caso contrario, siga para -

o passo 17.

— 17. Obtencdo de uma solugio basica Gtima inteira.

*

*

*

*

I7.1 - Selecione, de cima para baixo, uma linha cujo coeficiente b é nio inteiro. Esta
linha gera uma nova restricio (inequagao de > ) denominada de corte, composta
pelas partes fraciondrias dos coeficientes das varidveis nao basicas e do elemento b
desta linha. ‘
7.2 - Transforme esta inequa¢io numa equacio de modo que a variavel de folga
seja um componente para a nova base,
Insira esta equagio no tableau e aplique o dual simplex.
- 17.2.1 - Procure por uma linha cujo componente b é o mais negativo (variavel
a sair da base);
- 17.2.2 - Pivoteia na linha referente & variavel a sair da base e na coluna referente
a menor relacao entre os coeficientes do vetor custo relativo e os coeficientes
(negativos) da linha da varidvel a sair da base;

+ 17.2.3 - Se houver algum componente do vetor b negativo volte ao passo 17.2.1;
I7.3 - Se o vetor b ainda tem componente nio inteiro retorne ao passo I7.1, caso
contrario avance para o passo 17.4.

I7.4 - Adicione, ao custo obtido, o armazenado no passo 11.3.
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e R6 - Crie uma mdquina reduzida a partir das classes méximas de compatibilidade obtidas
pela resolugdo do problema linear formulado no passo anterior.

— R6.1. Selecione uma classe de compatibilidade pertencente a solucio minima do pro-
blema;

— R6.2. Verifique para cada entrada na tabela original quais os préximos estados e a
saida dos estados contidos na classe de compatibilidade selecionada no passo R6.1;

— R6.3. A transigdo para cada entrada, na tabela reduzida, é feita da classe de compa-
tibilidade selecionada no passo R6.1 para a classe de compatibilidade que contém os
estados obtidos no passo R6.2.

Se mais de uma classe de compatibilidade contém estes estados, escolha uma arbitrari-
amente.

Se para todos os estados da classe de compatibilidade em questao os proximos estados
forem nao especificados entao a maquina reduzida tem préximo estado nao especificado
para esta transicio;

— R6.4. A saida para a transigdo é especificada de acordo com a saida da tabela original,
isto €, se todas as saidas sdo néo especificadas esta transicio tem safda nio especificada
na tabela reduzida.

— RE6.5. Se todas as classes de compatibilidades foram analisadas pare, caso contrario
retorne ao passo R6.1 ( selecione outra classe de compatibilidade ).
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