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Resumo

Buscando a melhoria do desempenho do projetista e qualidade das curvas geradas,
propoe-se que seja inserida uma camada de abstracio e interface com o projetista - Inter-
face Esperta. Esta Interface Esperta permite que o projetista trabalhe no nivel seméntico
(geométrico ou subjetivo) das curvas, sem preocupar-se com o nivel sintdtico (valores de
parametros de ajuste). Para tanto, conceitos geométricos como curvatura e evoluta sao uti-
lizados para propor uma nova spline - C-spline. Na modelagem da subjetividade os conjuntos
nebulosos sao a palavra chave.



Abstract

In searching for the improvement of the designer’s efficiency and the quality of the
generated curves, it is proposed to introduce an interface between the users and the underlying
system - a Smart Layer. This layer allows that the designer works with the semantics of the
curves (geometric or imprecise) without worrying on its syntaxe (their parameter values). To
achieve it, we suggest a new class of curves based on geometric concepts such as curvature
and evolute. We name it as C-splines. In order to model the subjectivity the fuzzy sets are
employed.
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Capitulo 1

Introducao

Encontrar uma curva adequada® que interpole uma dada seqiiéncia de pontos é um
dos problemas que vém desafiando os pesquisadores hd muito tempo. Métodos classicos,
como Lagrange ¢ Newton, geram curvas descritas por polindmios cujo grau é dependente
do nimero de pontos dados. Assim, quanto maior o niimero de pontos dados (e portanto
maior o grau do polindmio), mais oscilagbes tendem a aparecer na curva [13]. A fim de evitar
tal problema, Schoenberg introduziu em 1946 a téenica de interpolacio por splines 1, 6].
Esta técnica nfio aproxima a curva por um tnico polinémio de grau alto, ao contrdrio, uti-
liza mm conjunto de fungdes polinomiais de menor grau que satisfazem certas condicdes de
continuidade. Dentre as diversas funcdes spline, aquelas cujos pardmetros possuem algum
significado geométrico, como splines cardinais, B-splines, Bézier splines [9] € Beta splines [2],
tém sido utilizadas em sistemas para modelagem geométrica assistida por computador?. Isto
porque tais splines permitem manipulagdes sobre a forma geométrica das curvas, de maneira
mais direta. Encontram-se na literatura [2, 16, 18] diversas tentativas de caracterizar a in-
fluéncia de cada pardmetro de uma funcio spline sobre a forma da curva por ela representada.
Entretanto, infelizmente, a correspondéncia entre os valores assumidos por esses pardmetros
e uma dada curva desejada nio é biunivoca, fazendo com que seja dificil definir um algoritmo
capas de realizar modificagdes nos valores destes pardmetros para chegar a forma desejada.
Esta dificuldade é ainda maior qnando se deseja gerar adaptativamente as curvas adequadas

por estes métodos,

O conceito de adequabilidade de uma curva é uma nogio subjetiva. Para torni-
lo computacionalmente processdvel, tem-se adotado estratégias de quantificagiio, como, por

exemplo, a sugerida por Su e Liu [19]. De acordo com estes autores, uma curva plana é dita

'do inglés fair
*do inglés Computer Aided Geometric Design



adequada se as seguintes condigbes forem satisfeitas:

e a curva apresenta continuidade GC? (conceito de suavidade);
e a curva nao apresenta pontos de inflexao indesejados; e

e a curvatura desta curva varia de forma regular.

Dentro deste enfoque, as solugdes propostas para determinar boas curvas que aprox-
imem uma dada seqléncia de pontos consistem, basicamente, em minimizar o niimero de
pontos extremos da curvatura. O que se considera como adequabilidade da curva é de fato
expresso pela suavidade desta curva. O conceito subjetivo de ”pontos de inflexio indesejados”
€ expresso como inexisténcia de pontos de inflexio, enquanto a "regularidade da curvatura” é
expressa como wma variacio praticamente linear da curvatura entre dois pontos consecutivos
dados. Tais solugbes podem ser classificadas em duas categorias, a saber: as que modificam
toda a seqiiéncia dada de pontos e as que modificam apenas parte desta seqiiéncia de pontos.
Os métodos de quadrados minimos, energia ¢ bounce sio exemplos de métodos que modificam
toda a seqiitncia. Os métodos de spline cardinal e curvatura discreta podem ser considerados
como métodos de escolha de pontos a serem modificados. Estas classes de soluces tém sido
utilizadas com sucesso nas inddstrias automobilfstica, aerondutica e ndutica {9, 19]. Uma
terceira forma de interpolar suavemente uma seqiiéncia de pontos seria levar em consideragio
a distribuigdo espacial dos pontos a serem interpolados, isto é, a parametrizacio da curva.
Entre as estratégias de parametrizacio destacam-se as parametrizacoes uniforme, cordal e

angular [14].

Entretanto, uma questdo pode ser Jevantada: Por que uma curva adequada pressupée
austncia de ondulagdes, uma vez que a nocao de adequabilidade de uma curva é extremamente
subjetiva e imprecisa? Suponha que uma segiiéncia de pontos dispostos em zig-zag é dada e
gue o projetista deseja obter uma curva adequada passando por estes pontos. Seria estranho
gerar uma curva sem o padrio zig-zag. Entretanto, é o que as técnicas existentes normalmente
tendem a garantir, wmna vez que tais téenicas ndo provéem formas diretas que permitam ao
projetista adequar a fungao objetivo aos préprios requisitos. Mais ainda, as téenicas existentes
requeremn uma certa configuragio na distribuigio espacial dos pontos dados para assegurar

resultados satisfatorios,
Isto motivon a procura de wna nova técnica interativa que pudesse gerar, do ponto de
vista do projetista, uma curva adequada que passe através de uma dada seqliéncia de pontos,

nao importando quio estranho € ambiguo seja o conceito de adequabilidade de curvas do tal



projetista. Em outras palavras, desejar-se-ia que pudesse ser inclufdo no enunciado cldssico

do problema de interpolacio:

"Dada uma seqiiéncia de N pontos Py 1,1 < i < N determine uma curva

adequada”

o conceito de adequabilidade, de forma que a curva gerada seja proxima da intencio

do projetista, ¢ nio necessariamente do conceito de adequabilidade expresso apenas pelas

condigoes de contorno.

Este trabalho apresenta um estudo exploratério de uma nova estratégia para modelar

o conceito de adequabilidade. O problema de interpolacio passa entio a ser formulado como:

"Dada uma seqiiéncia de N pontos Pp1,1 < i < N com o Tespectivo grau
de adequabilidade® desejado de uma curva plana interpolante, ou seja, S =
((Fo, bicuda) , (Py, suave) , ..., (Py_y,bicuda)), determine a curva que melhor

se aproxime da intencio do projetista.”

Projetista

Avaliacfio de adequabilidade
(Fuzzyficacio)

Interface

"esperta”

Escolha do valor dos pardmetros
(Defuzzyficacio)

Método de

geracao de carvas

Figura 1.1: Introdugio da Interface "Esperta”.

Uma proposta de solucio deste problema de interpolagio é representada na Figura 1.1.

Nesta proposta torna-se desnecessdrio que o projetista conheca detalhes sobre quais valores

0s parametros das fungdes de splines devem assumir para obter determinado comportamento

em um trecho da curva gerada. Para tanto, é inserida, entre o projetista ¢ o método de

geracao de curvas, uma camada de abstracio chamada de Interface Esperta”. Tal interface

Sexplicado no Capitulo 3.



procura, com a utilizacdo do ferramental fornecido pelos conjuntos nebulosos, gerar valores
apropriados para os pardmetros a partir de caracterizagoes, dadas pelo projetista, sobre o
comportamento desejado para segmentos da curva. Portanto, o custo computacional da,
definigio da Interface ”Esperta” estd fortemente relacionado ao método de geracio de curvas
adotado. Deve-se escolher, preferencialmente, o método de geragiao de curvas que utilize
diretamente pardmetros que possam modelar as caracterizacdes de comportamento a serem

disponibilizadas para o projetista.

Com este intuito, foram estabelecidos como objetivos deste trabalho:

¢ a proposta de uma nova classe de splines planas que se julga possuir parametros de
ajuste mais apropriados & avaliacdo de adequabilidade que os parametros de ajuste

das splines disponiveis na literatura; e

* a experimentagio exploratéria do uso de conjuntos nebulosos para modelar algums

comportamentos adequados.

Esta dissertagao estd organizada em seis capitulos, dos quais esta Introducio é o
primeiro. O Capitulo 2 apresenta alguns conceitos bésicos necessirios ao completo entendi-
mento deste trabalho. No Capitulo 3 apresenta-se parte da solugiio proposta, fornecendo a
descrigdo de uma nova spline. No Capitulo 4 descreve-se uma implementacio exploratdria
utilizada para realizar estudos iniciais acerca da viabilidade da utilizacdo do modelo de In-
terface "Esperta” (Figura 1.1) associado & spline proposta. No Capitulo 5 siio mostrados
alguns resultados obtidos considerando a implementacio realizada, enquanto no Capitilo 6

sao relatadas as conclusdes finais.



Capitulo 2

Conceitos preliminares

Este capitulo apresenta os fundamentos da geometria diferencial de curvas planas e do
uso de conjuntos nebulosos para representar conceitos inexatos. Serdo descritas sucintamente

algumas classes importantes de curvas utilizadas em Modelagem Geométrica.

2.1 Geometria Diferencial

Nesta secio sdo apresentados alguns conceitos sobre propriedades intrinsecamente
geométricas de curvas, que serfio dteis ao completo entendimento deste trabalho. Uma ex-

posi¢Ao mais minuciosa pode ser encontrada em [8].

2.1.1 Definicoes

A curvatura de uma curva calculada em um de sens pontos expressa o quanto a eurva

"entorta” neste ponto. Formalmente,

Definigdo 1 seja o : [ — R? wma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco

se I, O nimero

e

d*a(s)

ds? | k(s)

¢ chamado de CURVATURA de o em s.

Definigio 2 O RAIO DE CURVATURA € o inverso da curvaturg B —= ¢ (Figura 2.1), k # 0.



L Bvolute

Bvolvent .7

Osculating circle

Radiaf of
curvature .+

Figura 2.1: Caracteristicas geométricas de uma curva

O cireulo osculador é nma aproximagio de segunda ordem de uma curva assim como
3

a tangente é uma aproximacao de primeira ordem de uma curva. Formalmente,

Definicdo 3 se¢jo o : I -~ R? uma curve parametrizada pelo comprimento de arco s, com
curvetura k(s) # 0,5 € I. A posicio limite do circulo que passa através de a(s), a(s + hi),
a(s+ha) quando ki, he — 0 € 0 CIRCULO OSCULADOR em s, cujo centro estd localizado sobre

a linha suporte do vetor normal n{(s) e cujo raio ¢ o raio de curvatura 7;(1:5 (Figura 2.1).

Definicio 4 A EVOLUTA de uma curva ¢ o lugar geométrico dos centros de seus circulos
osculadores. Assim, sendo o+ I — R? wma curva plana de parametrizacdo regular (pardmetro
t arbitrdrio), mostra-se que o eeniro de um circulo osculador estd localizado sobre a reta
suporte do vetor normal n = n(t) (na dire¢do que aponta da tangente para a curva) e cujo
rato € o inverso da curvatura k = kL), k(1) #0,t € I. A curva

Blt) = alt) + ——n(t)t € 1

1
k(#)

¢ chamada de cvoluta de a. A curva a ¢ chamada de INVOLUTA de 8 (Figure 2.1).
2,1.2 Propriedades geométricas

Propriedade 1 Uma forma de expressar a construcdo da involuta o partir da evoluta € dada

por:

&

(7 Ei ( ) ”Ef (i)“ ' | o (Z) if dt+Ri(a) | .t € [, b] (2.1)



CoTn;

b

/

[

£ (7) H di = R; (b) — R; (a) (2.2)
onde:

C; (f) ¢ o i-ésimo trecho de curva;
By (2*) é a evoluta correspondente ao trecho de curva C; (t) ;€

R (j) .7 = a,b é 0 mdédulo do raio de curvatura associado aos pontos extremos do trecho

de curva C; (?), com R; (b) > R; (a).

Percebe-se que o lado esquerdo da igualdade em (2.2) ¢é exatamente o comprimento

de arco do trecho de evoluta. Isto permite inferir mais uma propriedade.

Propriedade 2 O comprimento de arco entre dois pontos da evoluta f indica a variacéio
do raio de curvatura da involuta o no trecho associado, se nio houver exiremo (minimo ou
mdrimo local) de curvatura entre os pontos em questio. Caso hajo wm extremo de curvatura

(cispide na evoluta), o comprimento de arco entre os pontos ¢ dado por:

T L
si‘; = ZA?:R;: — Z AR k=1.n4+m (2.3)
i J

onde:

1 € o nimero de trechos da involute o que apresentam variacdo positiva dos raios de

curvatura (taio de curvatura diminui, ou sejo, curvatura aumenta);

m € o numero de trechos da involuta o que apresentam variacio negativa dos raios de

curvatura (rato de curvatura aumenta, ou seja, curvatura diminui);
DR indica a variacio positiva dos raios de curvatura em um trecho da involuta a; e

ARy indica a variagdo negaliva dos raios de curvature em um trecho da involute o

O termo A; R} equivale ao comprimento de arco do trecho & da evoluta 5 em questio,
ou seja, N BRI = sfé, enquanto o termo —A; R equivale ao comprimento de arco do trecho
k da evoluta § em questio, ou seja, A;RD = wsg. Portanto, de (2.3) pode-se concluir a

seguinte propriedade.



Propriedade 3 Scju o wina curva fechada de classe C?, entdo

85 = Zk: s%

&4

i ARL = g AVEI
i J

onde B € a evoluta de « e sg € o comprimento de arco de f3.

Figura 2.2: Obtencdo da involuta tendo uma circunferéncia como evoluta.

IFinalmente, chega-se A propriedade mais importante.

Propriedade 4 Construtivemente (Figura 2.2) ¢ possivel obter a involuta o a partir da

evoluta 8 e um ponto do involuta [8/ pois:

1. as tangentes da evolute sao normais da inveluta. Portanto, dada uma evoluta, uma

familia @ um pardmetro de involutas estd determinada; e

2. dado um ponto da involuta, relativo a um ponto da evoluta, pode-se determinar qual é

a involuta desejada dentre as curvas da familia de curvas determinada.

Prova:

Dada a evolute B, tém-se as direcdes das normais da involuta o associoda a a.
Quando se tem wm ponto da curva, fica determinado um raio de curvatura de o e como
os raios de curvatura de o sdo relacionados pelo comprimento de arco da evoluta 5, « estd

completamente determinada.
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2.1.3 Diferenciabilidade e Continuidade Geométrica

B

(t)

Considere que v = () = | y (¢) | ,f € [a,0] C R é a representacao paramétrica de

z (t)
uma curva no R, com z (£), y () e z (t) diferencidveis em £. Sob estas circuntincias, diz-se

que a parametrizacio é regular se

da(t)
df
do (t
di ) wit) | 0,1 € [a,b]
df

Definicao 5 Diz-se gue uma curva é GC™, ou apresenta grau de continuidade geomélrica n,

se eriste uma reparametrizacdo reqular apés e qual a eurva torna-se C™ (de classe n).

Obviamente esta definicao equivale 4 exigéncia de: continuidade C*2 da curvatura

k e continnidade C"* da torgio 7 (apenas para curvas no espaco).

O counceito de continuidade geométrica é importante quando se estd tratando de

curvas que sao compostas de varios segmentos.

Seja . 0 extremo direito de um segmento ¢ oy 0 extremo esquerdo do segmento

adjacente no ponto . Uma curva serd continua no ponto P se a— = vy, Se, além disto,
dex dex... ey
e T 5> 0, —— # 0
dt dt dt

a curva é GC' no ponto P.

Quando além disto a curvatura e o plano osculador dos dois segmentos de curva

adjacentes forem coincidentes, ou seja,

o, G d2a dex..

a2 0 TdE T

enfdo tem-se GC? no ponto P. Observamos que uma curva « é GC? se o for duas
vezes diferencidvel com relagio ao comprimento de arco (mas nio necessariamente duas vezes
diferencidvel com relagao & parametrizacio atual), portanto, curvas onde o vetor tangente se

anula nao podem ser GC2.
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2.2 Conjuntos nebulosos

Incerteza é um tipo de imprecisdo inerente a certas classes que nio apresentam fron-
teiras bem definidas. Como é sabido da literatura, os conjuntos nebulosos, que foram intro-
duzidas por Zadeh [20], aparecem quando se deseja descrever ambugiiidade e ambivaléncia em
modelos matemadticos de fendmenos empiricos. Em particular, simulagdes por computador de
sistemas com alta cardinalidade, tdo comuns no mundo real, demandam algumas formulagoes
matematicas ndo cldssicas especiais que possam lidar com descricdes imprecisas. Conjuntos
nebulosos, que sdo classes que admitemn a possibilidade de pertinéncia parcial, parecem ser

uma ferramenta adequada para tratar tal natureza de problemas [12, 15, 20].

2.2.1 Definicoes

Seja X um espaco de objetos. Um conjunto nebuloso 4 em X é um conjunto de
pares ordenados A = {({x,xa(z))|z € X e xa(z) € [0,1]}, com ya(z) sendo o "gran de
pertinéncia de x em A”. Neste trabalho assume-se, por simplicidade, como em [20], que
xa(x) ¢ wm mimero no intervalo de mimeros reais [0, 1], ao invés de considerar tais valores
variando em uma estrutura algébrica mais genérica, como citado em [7, 12]. Logo, questdes
como x € X podem ter respostas diferentes de simm (x4(z) = 1, ou seja, pertinéncia de z) ou
nio (xa(x) = 0, ou seja, ndo pertinéncia de x).

Observe-se que o grau de pertinéncia y4(z) de um objeto z em A pode ser interpre-
tado como o grau de compatibilidade do predicado associado a A e o objeto . Também ¢é
possivel interpretar x4(z) como o grau de possibilidade de x ser o valor de um parametro

nebulosamente restrito a A.
As operacoes OU (V), E (A) e NAQ {—) entre sub-conjuntos nebulosos 4 e B sobre
X podem ser definidas de vdrias formas, como por exemplo [12]:
¢ OU:

~ AUB = {{z, Min(1,xa(z} + xplz)|z € X}; e

¥ AUB = {(z, Maz(xa(z), x5(2)))|z € X}.
o I

— ANDB = {{z, Maz(0, xs(x) + xp{z) — 1))z € X}; e

Y ANB = {{x, Min(xa(z), xp(x)))

re X}
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oA ={{x,1 —yalz))z € X}

Neste trabalho sfo adotadas as definigdes marcadas com 7#,

2.2.2 Processos de Fuzzyficaciao e Defuzzyficagao

Diz-se que um conceito esta sendo fuzzyficado quando um conjunto nebultoso é definido
para expressar este conceito. De forma inversa, diz-se que win conceito estd sendo defuzzyfi-
cado quando um valor representativo (crisp) € escolhido, a partir do conjunto nebuloso asso-
ciado, para descrever tal conceito. Ha varias técnicas de fuzzyficacio e de defuzzyficacio. A
escolha de um par de téenicas (fuzzyficagio, defuzzyficagio) em especial depende da aplicagio
em estudo. Entretanto, é importante que fique clara a interdependéncia do par de técnicas.
Para uma dada aplicagio, a técnica de fuzzyficaciio nio pode ser escolhida sem considerar a

técnica de defuzzyficacio, e vice-versa.

Exemplo 1 Pode-se definir o conceito raio de curvatura pequeno por um conjunto nebuloso

A. As sequintes classificagdes, arbitrdrias, dos raios de curvatura z sio utilizadas:

o raios de curvatura entre ) e 50 sdo pequenos, portanto, neste caso, assume-$e que o
grau de pertinéneia desses valores ao coneeito raio de curvatura pequeno seja unitdrio

(xalz) = 1,0 <@ <50);

e raios de curvatura entre 50 e 100 sao mais ou menos pequenos, portanto, neste caso,
assume-se que o grau de pertinéncia dos valores nesta faiza oo conceito raio de cur-

vatura pequeno varie linearmente de I a 0 {xa(z) = 5{13{?&,50 <z <100); e

® ratos de curvelure acima de 100 ndo sdo pequenos, portanto, nesle caso, assume-se
que o grau de pertinéncia desses valores ao conceito raio de curvatura pequeno seja

nulo (xa(z) =0,z > 100).

A Figura 2.8 mostra uma representacdo grifica do conjunio nebuloso que descreve o

conceilo raio de curvatura pequeno, de acordo com esta classificacdo.

Pode-se ainda definir o conceito raio de curvatura grande por um conjunto nebuloso

B. As seguintes classificagées, arbilrdrias, dos raios de curvatura © sio utilizadas:
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XA (L)

0 S[() 100 x=dngulo(graus)

Figura 2.3: Um conjunto nebuloso para o conceito rato de curvature pequeno.

xa(x)

0 100 200 x=dngulo(graus)
Figura 2.4: Um conjunto nebuloso para o conceito raio de curvatura grande.

o raios de curvetura entre 0 e 100 ndo sdo grandes, portanto, neste caso, assume-se que
¢ grau de pertinéncia desses valores ao conceito raio de curvatura grande seja nulo

(xp(z) =0,0 <z < 100);

o raivs de curvatura entre 100 e 200 sio mais ou menos grandes, portanto, neste caso,

assume-se que o grayw de pertinéncia dos velores nesta foira ao conceito rato de cur-

vatura grande varie linearmente de 0 a 1 (xp(z) = 42,100 < = < 200); e

e yuios de curvature acimae de 200 sdo grandes, portanto, neste caso, assume-se que o
grou de pertinéncia desses valores ao conceito raio de curvatura grande seja unitdrio

(xp(z) =1,z > 200).

A Figura 2.4 mostra wna representagGo grifica do conjunto nebuloso que descreve

esse conceilo raio de curvatura grande.

Suponha agora que se deseje representar um conjunto nebuloso C que descreva valores
adequados a um rato de curvetura. Por wvalores adequados o wmn raio de curvatura vai-se

arbitrar raios de curvatura que ndo sdo nem grandes e nem pequenos. Tal raio de curvatura



x=dangulo{graus
0 30 100 200 ¢ =dngulo(graus)
Figura 2.5: Um conjunto nebuloso para o conceito raie de curvatura adequado.

pode ser descrito como nao pertencendo ao conceito raio de curvalura pequenc e nem o

conceite rato de curvatura grande, que permitiria descrever o conjunito nebuloso C por:

C = {(z, Min(1 - xa(z),1 - xp(z)))

z€ X}

A Figura 2.5 mostra wma representacdo grifica do conjunto nebuloso que descreve o

concetto raie de curvatura adequado estobelecido.

Exemplo 2 Pode-se definir ¢ representar o conceito linhas quase paralelas por um conjunto
nebuloso D. Dadas duas linhas Ly e Ly, as seguintes classificacdoes de x - o valor absoluto, em
graus, da diferenca entre as inclinagdes de Ly e Ly, (x = |inclinacao(L) — inclinacio(Ly)])

- foram assumidos:

e x ¢ nulo. As linhas Ly e Ly sdo paralelas, poritanto, neste caso, opta-se por associar

rau de pertinéncia unildrio ao conceito de linhas quase paralelas (yplz) = 1,2 =0);
s f v 3 ?

e z variando de 0 o 10. As linhas Ly e Lo sdo mais ou menos paralelas, portanto,

neste caso, pode-se associar grau de pertinéncie ao conceito de linhas quase parolelas

variando linearmente de 1 o 0 (xp(z) = 852 0 <2 < 10); ¢

o 1 acima de 10. As linkas Ly ¢ Ly ndo sdo paralelas, portanto, neste caso, escolhe-
se associar grau de pertinéncia nulo ao conceito de linhas quase paralelas (xp(z) =

0,2 > 10).

A Figura 2.6 mostra uma representacio grafica do conjunto nebuloso que descreve

esse conceito linhas quase paralelos.

As classificacfes {subjetivas) utilizadas nos dois exemplos acima sdo na verdade as

estratégias de fuzzyficacdo adotadas pelo projetista para expressar o seu conceito de raio
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0110 45 90 x=angulo
{graus)

Figura 2.6: Um conjunto nebuloso para o conceito linhas quase paralelas.

de curvatura pequeno, reio de curvatura grande, raio de curvatura adequado e linhas quase

parnlelas.

Considere-se agora o conjunto nebuloso representado na Figura 2.6. Qual ntmero
poderia realmente descrever o conceito subjetivo linhas quase paralelos? Suponba que a
técnica de defuzzyficagdo adotada pelo projetista escolheu o valor # = 3. Logo = = 3
representa de forma objetiva o conceito linhas quase paralelas no ponto de vista do projetista.
Um processo de defuzzyficacio andlogo poderia ser utilizado sobre o conjunto nebuloso da

Figura 2.5. Outros exemplos podem ser vistos em [12, 15, 20].

2.3 Curvas em Modelagem Geométrica

2.3.1 Curvas de Bézier
Definicao
A curva de Bézier C (Figura 2.7) é definida pela equacio paramétrica
T
C () = > Fi(t) By, vt € [0,1]
=0
onde:

By, sao os pontos de controle; e

F{1 (t) sdo as funcoes de base Berustein, dadas por

n , k n S 0<k<r
Fl{t) = (1 — "% sendoque = ¢ K=k =esn

k k 0 case contrario




B
’ By

By
Figura 2.7: ParAmetros da curva de Bérier de grau 5.
Propriedades

Algumas das propriedades importantes das curvas de Bézier sio [9]:

¢ Invaridncia sob transformagdes afins: a transformacao afim aplicada a wna curva de
Bézier cquivale & curva de Bézier com esta mesma transformacao afim aplicada aos
respectivas ponfos de controle;

¢ Fecho convexo: a curva de Bézier estd contida no fecho convexo do seu poligono de
controle;

* Diminuigao de oscilagio: o ndmero de intersecgdes entre a curva de Bézier e o plano (ou
a reta, para curva de Bézier 2D) deve ser, no maximo, igual ao nimero de interseceoes
entre a curva e o poligono de controle;

o Interpolacao dos extremos: a curva de Bézier passa pelos pontos de controle extremos
do poligono de controle; e

e [acilidade de determinacio da tangente dos extremos: a direcio da tangente dos
extremos da curva coincide com a direcao determinada por dois pontos de controle de

cada extremo do poligono de controle.

2.3.2 B-splines

Considerando a classificagio dada por [10] pode-se dizer que uma funcio s composta,

de sub-funcdes polinomiais de grau n é chamada:

a) spline, se s for (n — 1) vezes continuamente diferencidvel; e

b) sub-spline, se for ao menos continua, mas a) nio seja atendida.
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Particularmente, na Modelagein Geométrica assistida por computador, prefere-se tra-

balbar com classes de splines que satisfazem A seguinte definigio [5].

Defini¢ido 6 Sejo By, € R, com k = 0,...,n, um conjunto de pontos chamados pontos de
controle, e seja Fy 2 [0,1] — R, com k = 0, ....,n, wn conjunio de funcies de base, a spline

gerada pelos pares (Py, Fi.) € a curva C definida pela equacdo paramétrica:

O 1) = Z By (6) By, VE €0, 1] (2.4)
k=0

Dependendo das funcdes de base, a curva resultante ird aproximar os pontos de cont-

role ou interpold-los. Uma classe de splines de grande aplicacio ¢ representada pelas B-splines.

Defini¢ao

A B-gpline € ¢ definida pela equagao paramétrica
-t}

C(t) =D F} () Biytmin <t <tma,2 <k <nt1

i=1

onde:

B; 830 os pontos de controle; e

Ry = e 1 oz <t<um
Fik (t) _ (b )70 () + {Titn 1)FH_1 (L)’ sendo que Fz'] (f) . i i+1

oot TG P~ i1 U

caso contrario

Propriedades

Algumas das propriedades importantes das B-splines séo:

¢ Invaridncia sob transformagoes afins: a transformacgio afim aplicada a uma B-splines

equivale & aplicagao desta mesma transformacio aos respectivos pontos de controle;

¢ Fecho convexo: a B-spline estd contida no fecho convexo do seu poligono de controle;

Diminuicao de oscilacio: o nimero de interseccoes entre a B-spline e o plano (ou a
reta, para splines 2D) é, no maximo, igual ao nimero de interseccoes entre a curva e

o poligono de controle;

Controle local: cada ponto de controle influencia a forma de um trecho da B-spline;
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e Formas suaves/Formas de bico: uma B-spline permite tanto bicos quanto formas
suaves, e mais ainda, misturar ambos comportamentos na mesma curva;

s Parimetros de ajuste intuitivos: além dos pontos de conirole, a B-spline fornece outros
graus de liberdade, chamados parimetros de ajuste;

s Existéncia de algoritmo de refinamento: a B-spline permite o uso de téenicas de refi-
namento ou sub-divisio;

e Representacao de conicas: a B-spline pode representar sec¢bes conicas {ao menos de
forma aproximadal; e

e Aproximacio: a B-spline aproxima os pontos de controle.

2.3.3 Splines Geométricas

As splines geométricas apareceram com o intuito que diminuir a dificuldade na obtencio
de curvas "suaves”. Estas splines na verdade nfo inseriram novas fungoes de base, mas sim
novas formas de tratar a questdo suavidade aplicadas as funcoes de base existentes na liter-

atura.

Uma das formas de caracterizar splines geométricas, mas nio a dnica, é dada pelo

seguinte enunciado[11}:

"Diz-se que uma curva é uma spline geométrica se esta curva satisfaz alguma
condi¢ado de suavidade que é mais geral que a suavidade C”, e esta condigao
pode ser interpretada geometricamente.”

Entre as condigdes de suavidade mais utilizadas estd o conceito, vindo da geometria
diferencial, de ordem de contato entre segmentos da spline. H4a também splines que usam

condictes provenientes do cdlculo variacional.

Nas segOes seguintes, serdo apresentadas algumas splines geométricas baseadas nos
conceitos de ordem de contato, ou seja, continuidade geoméirica. Portanto, os coeficientes §
e € mostrados na Secao 2.1.3 serfo extensamente utilizados para representar a continuidade

geométrica entre os segmentos da spline geométrica em questao.
v-splines
Definicdo

A ~-spline C' é composta pelos segmentos de curvas de Bézier [11]
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F3
Ci(u) = ZF,? (E—> By, Vu € [0, pil, i1 € R
k=0 Hi
onde:

By ; sio os pontos de controle; ¢

n S 0<k<n
, sendo gue = R

n ke it n—k
=1 el

0 caso contrarto
Adicionalmente, as seguintes condicoes sao satisfeitas nos pontos de juncao:

B = DBy
(1 +¢id;) Byjon = ¢i6;Bp_1-1 + By
(1 + 077} Br-1,i-1 = 6% Br—g-1 + d;
{(vi +ai) B1; = viBa,; + qid;

onde:
qi = ;A
d; (coeficiente da equagio de GC) é a razio entre as magnitudes dos vetores tangente A

esquerda e & direita no ponto By ;;

i = 14q: 0 .

S 44 S

R A e L

€; ¢ 0 coeficiente da equacio de GC?; e

d; sao os pontos auxiliares obtidos construtivamente a partiv da interseccio das retas

suporte dos pontos de controle B, o, y, By_14.7 ¢ By, Ba; (Figura 2.8).

Propriedades

A v-spline possui as seguintes propriedades:

e 6 GC e GC%

* prové o parametro 7; associado & juncio dos segmentos Ci_q e para ajustes na

forma da curva. Este parmetro embute ajustes em GC! e G2 simultaneamente; e

* a y-spline C' pode ndo interpolar o conjunto de pontos {Bo,i, Bt
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Bn—].,'i—.l,

Byogn By
Figura 2.8 Parametros da y-spline.
r-splines
Definicao

A vegplines €' é uma -spline onde:

Propriedades

A p-spline possui as seguintes propriedades:

e 6 C (pois & = 1) e GC% e

e prové i; como pardmetro de ajuste. Este pardmetro embute ajustes em GC2.
G-splines
Definicao

A @-spline U é composta pelos segmentos C; definidos pela equagio paramétrica

1]
Ci(u) = Z Fi (u) By i, Vu € [0,1]
k=-23

onde:
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e [3;; sao os pontos de controle; e

.

o Fp{u)=< |
B

COIN:

Propriedades

A f-splines C

e 0;=fe

e ¢ = [

% [21L3]
5 [2+ 681 + (382 + 667) u? — (262 + 267 + 285 + 2) v¥]
(B2 + 488 +481) + (687 — 661} u L C Hia tons]
~ (3B + 6/% + 687 u + (262 + 265 + 287 + 28)) v T

L1958 — 6% + 653u? — 283u”]

te H’ta t’H‘ EJ

te {tipr, tiyol

t€ tiva, tival

B =207 + 457 + 4Py + o + 2

¢ uma y-spline com:

Além desta, outras propriedades importantes das 3-splines sio:

e ¢ GC e GC% e

e prové 1 e By como pardmetros de ajuste. O pardmetro #; embute ajustes em GC!

enquanto o pardmetro e embute ajustes em GC?,



Capitulo 3

C-splines

Considerando o problema enunciado no Capitulo 1

"Dada uma sequéncia de N pontos 1,1 < ¢ < N com o respectivo grau
de adequabilidade desejado de uma curva plana interpolante, ou seja, § =
(P, bicuda) , (Py, suave) , ..., (Py., bicuda)), determine a curva que melhor
se aproxime da intengao do projetista.”

€ necessario prover formas de modelagem do conceito de adequabilidade, permitindo
a atribuicdo de graus de adequabilidade as diversas configuracoes. Com este intuito, fez-se

aqui a seguinte diferenciacio:

¢ adequabilidade local: expressa a adequabilidade nos pontos de 5. Por vezes, esta nocio
de adequabilidade é representada através de condigdes de continuidade geométrica

nestes pontos; e

» adequabilidade global: expressa a adequabilidade da curva como um todo. A manip-
ulagao desta adequabilidade é um ponto nitidamente subjetivo, que nio é atacado pelos
métodos da literatura. Os métodos globais descritos na literatura utilizam funces-
objetivo com propriedades globals da curva, sem no entanto permitir adeguacoes das
fungoes-objetivo aos objetivos do projetista. Uma vez que sob as mesmas condicoes
de continuidade geométrica (e portanto mesma adequabilidade local) podem ser obti-
das diversas solugoes, é aqui que este trabalho propde uma diferenga: néo pressupor
fungdes-objetivo a priori, mas permitir que o projetista possa escolher den-
tre as diversas curvas possiveis de serem obtidas, a mais adequada segundo

critérios pessoais.
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Desta forma, pode-se dizer que, no que concerne i adequabilidade, o problema abor-
dado passa a ser: Seja S a seqliéncia dada de pontos, acompanhados pela especificacio de
"adequabilidade” que a curva plana que passar por estes pontos (adequabilidade local) deva
apresentar. B procurada a curva C que interpola adequadamente {adequabilidade global) os

N pontos em S.

Observe-se que, pelo que foi dito sobre adequabilidade local e global, wma curva
pode ser adequada localmente, sem entretanto ser adequada globalmente. Entretanto, se
uma curva for adequada globalmente, ela serd adequada localmente. Isto torna claro que
existe uma relacio entre adequabilidade local e global. Esta relacio deve ser considerada na

modelagem.

Considerando GC? a condicio usualmente almejada, a adegquabilidade local pode ser
modelada através do uso do raio de curvatura [19]. Ainda que a validade de condigdes de
contorno nao seja necessaria, tem-se formas de associar comportamentos geométricos con-
hecidos & adequabilidade local, pois raios de curvatura grandes indicam formas mais suaves

("retas”) enquanto rajos de curvatura pequenos indican formas mais oscilantes (7curvas”).

Falta ainda modelar a adeguabilidade global de forma a permitir que a relacio entre as
adequabilidades local e global seja razodvel. Uma forma razodvel de modelar a adequabilidade
global ¢ dizer que a adequabilidade global é a aplicacio do conceito de adequabilidade local
a todos os pontos e nao apenas aos pondos de 5. Como fol proposto utilizar o raio de
curvatura para modelar a adequabilidade local, a adequabilidade global deve ser representada
pelo conjunto de raios de curvatura da curva €. Mas o conjunto de raios de curvatura de
uma curva ¢ determinado pela evoluta desta curva! Portanto, a adequabilidade global sera

modelada utilizando a evoluta.

Um método de geragio de curvas satisfazendo tais conceitos geométricos e de adequa-
bilidade ¢ proposto, sendo denominado C-spline. Neste capitulo sfo apresentadas a definiciio

e algumas propriedades da C-spline.

3.1 Definicao

Pelo que j4 foi dito, a defini¢do de C-spline deve basear-se nos conceitos geométricos
de raio de curvatura e evoluta. Entretanto, de acordo com a Seciio 2.1, a cvoluta de wuma
curva sé pode ser determinada se a equaciio da curva for dada. Ou, reciprocamente, tendo a

evoluta e num ponto da curva, é possivel deteminar a curva. O que deve ser feito para obter
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uma curva ¢ conhecendo apenas alguns dos pontos desta curva e tendo a adequabilidade

tocal definida. nestes pontos?

A proposta é fazer com que a curva C seja composta de segmentos € para permitir
manipulagoes locais. Assim, um scgmento da curva interpolante C; (¢) que passa por dois

pontos consecutivos ..y e I ¢ expresso como uma aproximagio da equacio (2.1)
- PES(E ) ot . ) .
Ci (8) = P () + e (B (1) = Ry (ti-1)) (Ft) 4 R (o)) st e [t t] (31)

onde:

PE; (t) é a pseudo-evoluta correspondente ao trecho de curva C; (t); e

R;(tj),5 = 1,1 —1é o mddulo do raio-vetor associado acs pontos extremos do trecho de

curva C;(1).

Comparando (3.1) e (2.1) percebe-se que elas serdao idénticas se | B (£} for con-
(4

stante.

A equacdo (3.1) busca aproximar a forma de obtencio de uma curva dada a evoluta
correspondente. Entretanto, ao contrdrio da constru¢io da involuta (Secio 2.1) esta abor-
dagem pede que o segmento de curva passe por dois pontos dados. Vale a pena salientar

que:

» a curva PE; () utilizada é uma aproximacéo da evoluta do segmento de curva C; (£) e
nao a prépria evoluta do segmento de curva C; (¢), sendo por isto chamada de pseudo-

evoluta de C; (1);
. s p . . ~
® o raio-vetor f; (1;) é representado pelo par (magnitude, dire¢io) sendo que apenas a
magnitude R; (¢;) aparece explicitamente na equacio (3.1);
. - . = . L . ~
e a direcio do rajo-vetor R; (f;) associado a um ponto P coincide com a direcio da
tangente a pseudo-evoluta associada a este mesmo ponto P; e
* a PE, que ¢ o conjunto dos segmentos PE; (), embute o conceito de adequabilidade

global de uma curva, enquanto o raio-vetor expressa o conceito de adequabilidade local

de uma curva [3}.

A seguir sio mostradas algumas propriedades da C-spline dada pela equacio (3.1).
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3.2 Derivadas

Calculando as derivadas primeira e segunda de C; (¢) (3.1) em relacio a t chega-se a:

O () = PR (1) + m (,é S (R () = B (60) (F52) + Ri(ti1)
et ((R( > Ri(ti-0)) (5257 3)+R( D) (3:2)

+ ey (Ri () = Ri (ti1)) (=)

Ci(8) = PEY () + lifbﬁz‘l(tgii ( B (t i (ti-1) (ti:if;lf) + 0 (tiwl))
PES(D(PE(,PE(1) g
2 IPE, (f)il‘ ((Rﬁ if) Ri(tio)) (72575 ) + Ri ()

_;._

(
t;
SPE(1)(PE (¢ )PL“ f)) ity
IPES ()1 ((f gfq) i (ti-1)) (t'mt: ]) + Ry (- ))

PES(PE(1),PES |
N A ) Ri(t1) ()
2

_ PEAOUPES(0,PE(0) 4 (P, PE* N
IEE (D (R (t;) — R; (ti-1)) (z —= ) + R (t; ))

As equagbes das derivadas primeira (3.2) e segunda (3.3) mostram que a C-spline é

uma sub-spline, segundo a classificacio apresentada na Secdo 2.3.2.

3.3 Grau

A C-spline mostrada na equacio {3.1) é dada pela adigao de duas parcelas. A primeira
é a prépria PE (polinomial de gran n). A segunda é a derivada da PE (polinomial de grau
n — 1) multiplicada por um polindémio em 4 de grau 1. Tal multiplicacdo resulta em um
polinémio de grau n. Portanto, ambas parcelas apresentam grau n e este serd também o grau

da C-spline mostrada em (3.1), ou seja, a C-spline tem o mesmo grau da PF,

3.4 Parametros de Ajuste

Os pardmetros de ajuste irdo permitir que a curva sofra modificacdes de forma a

apresentar as caracteristicas geométricas desejadas.

A partir da equacdo (3.1) é facil verificar que os pardmetros de ajuste sdao:

* 08 modulos dos raios-vetores R; (); e
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e o5 parAmetros de ajuste do método de geragio de curvas utilizado para modelar a PE
- neste sentido pode-se dizer que o préprio métodoe de geragio de curvas utilizado para,

modelar a PF ¢ wn pardmetro de ajuste de (3.1).

Vale a pena observar que, pelo que foi dito na Se¢io 3.1, a direcdo do raio-vetor
atua como uma restricio "implicita” sobre os parametros de ajuste do método de geracio de

curvas utilizado para modelar a PE.

3.5 Raio de curvatura nos pontos de S

A equagdo (3.1} apresenta uma aproximacio do raio de curvatura, denominada raio-
vetor. As Proposigoes 1 ¢ 3 mostram condigoes sob as quais os raios-vetores, nio sé aproxi-

main, mas sao exatamente os raios de curvatura.

Como foi discutido na Seciio 2.1, o raio de curvatura calculado em um ponto de uma
dada curva ¢ ortogonal A curva neste ponto. Entretanto, a comparacio das equacoes (2.1} e
(3.1) j& mostrou que a equagiio (3.1) apenas aproxima a equagio (2.1). Portanto, faz sentido

avaliar quao boa ¢ esta aproximacio no que diz respeito aos conceitos geométricos.

A proposigio a seguir trata sobre a posicao relativa entre os raios-vetores e a curva.

Proposicio 1 Considere um segmento Cy(t), definido no intervalo t € [t,_1,1;], de uma C-
spline C' (t) plana ¢ um segmento PE; (1), associado a C;(t) e definido no mesmo intervalo,
da PE . Se ||[PE'; (to)ll # 0 com tg € [ti1, ], entdo C; (ty) e PEY; (to) serdo ortegonais se

e somente se

Ri(tiy) — Ry (t;)
by — 4

|PES (L)]] =

Prova:

Ver Apéndice A.

Em particular, se [PE"; ()| # 0 ¢ constante,Vt € [t;.1, 4], entdo as equacoes (3.1)
e (2.1) sdo equivalentes. Isto sempre ocorrers se C; (t) estiver sendo parametrizada por um

multiplo do comprimento de arco.

Para se falar sobre o médulo do raio de curvatura necessita-se da seguinte proposicaon.
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Proposicio 2 A curvatura nos extremos (8 = ;1 e t = t;) do segmento C;(t) € expressa

por

1 (PE (1), PE* (1))
SRt (B () m (1) |[PEY (1) x PE* (1))

Prova:

Ver Apéndice B.

E, para que se tenha a igualdade dos modulos do raio de curvatura e raio-vetor, vem

a seguinte proposicio.

Proposicdo 3 Suponha que em €= t;., et =t; (extremos do segmento C; (1)):

1. a Proposi¢do 1 ¢ satisfeita;
2. R; (1) £ 0;
8. |IPE ()] £0; e

4- WPES () x PES ()] # 0

entdo

(I)E‘;.; (i) ,PES (f}) = 0

Prova:

Ver Apéndice C.

B particular, se (PE'; (t), PE“; (t)) = 0,9t € [t;_1, ], entdo as equacdes (3.1) e
(2.1) sdo equivalentes. Isto sempre ocorrerd se C; (t) estiver sendo parametrizada por um

multiplo do comprimento de arco.

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
SECAQ CIRCULANTE
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3.6 Continuidade Geométrica

Para que se possa garantir a confinuidade entre segmentos da curva ) deve-se utilizar

o conceito de continutdade geométrica expresso na Secao 2.1.3.

Proposicao 4 Considere dois segmentos de curva consecutivos C; (1) e Cipq () (portanto
com Cy(t;) = Cip1 () = ;) de uma C-spline C{t) plana. Se a Proposicao 1 for satisfeita

em £ = t;, entdo

4 () = alt it1 (L), Ya >0

ou seja, Ci {t} e Cizy (1) sdo GO em t = ;.
Prova:

Ver Apéndice D.

Para que a curvatura na juncio (¢ = ¢;) de dois trechos consecutivos seja a mesma,

isto é, haja GC? nas jungdes, s6 se precisa garantir que:

Ki(t;) = Kiyr (1) (3.4)

pois no presente caso, em que as curvas sdo planas, os dois trechos apresentam o

mesmo plano osculador.

Proposigdo 5 Considere dois segmentos de curva consecutivos C; (t) e Cigy (t) (portanto
com C; (%) = Cipz (&) = P;) de uma C-spline C (t) plana. Para que C; (1) ¢ Ciyq (t) sejam
GC? em t =1;, deve-se ter

i (P}; :("f }PL“t(ti))
Rdta (Rt ra(B)I[PES(8) x PES ()] (3.5)
(PE i1 (6}, PES 1 (1)) '

1(” (Ris1 (£) ki1 (EIPE 1 (1) < PE“ 4 (1))

onde:

(4 — PESEXPES )] .
s )= b ¢

1 () = IPE PR )]
ravt (t) = =
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Observe que caso a Proposicao 3 seja valida, a Proposicio b pode ser reescrita da

forma a seguir.

Proposicao 6 Considere dois segmentos de curva consecutivos C;{t) e Cipq (8) (portanto
com Ci (t;) = Ciy1 (4) = F;) de uma C-spline C (t) plana. Se a Proposicio 3 for satisfeita

em t =t;, entdo o equagdo {3.4) € satisfeita em t = t; se e somente se
Ri(t;) = Riyy (6)

ou seja, C; (1) e Ciyq (2 serdo GC? em t = {; se e somente se 0s mddulos dos dois

ratos-vetores assoctados ao ponto P; forem iguais.

Prova:
Como a Proposicio 3 € satisfeita em t = t;, pode-se escrever
1 poy
O R (1)
[

K::u:z(t = R (t)

Kin{t)= m

Portanto o equagdo (3.4) pode ser reescrita como

1 1

R () Ry ()

E como R (t;) #0 e Ry () # 0, por hipdtese da Proposicio 3, chega-se a

Ri(t;) = Risy (8)
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3.7 Invariancia sob Transformagoes Rigidas

Uma transformacio é dita rigida (isometria) se néo altera a distancia entre dois pontos

uaisquer. Portapto sdo transformacoes rigidas:
1

rl translagio;
r2 rotagao;
r3 espelhamento;

r4 qualquer composigao das tranformacdes rigidas anteriores.

Dizer que uma C-spline € (¢) plana é invariante sob transformacoes rigidas significa,

dizer que as curvas C* (1) e C** (1), obtidas pelos seguintes procedimentos, sio equivalentes:

1. utilizar os parfimetros de ajuste para calcular a curva C'{) e aplicar a transformacio
rigida T" & C (1) para calcular a curva C* ({); e
2. aplicar a transformacio rigida T aos pardmetros de ajuste e utilizar tais parametros

de ajuste modificados para calcular a curva C** (t).

Como o procedimento 2 é computacionalmente menos custoso que o procedimento 1
e as curvas C* (1) e C** (¢) resultantes dos dois procedimentos sdo equivalentes, é preferivel

utilizar o procedimento 2.

Proposigao 7 Considere uma C-spline C (t) plana. Se PE () for invariante sob trans-

formagoes afins entio C (t) é invarianie sob transformacgées rigidas.
Prova:

Ver Apéndice F.

3.8 Manipulacoes Locais

A capacidade de manipulacdes locals estd intimamente ligada ao intervalo de in-
fluéncia de cada pardmetro de ajuste. Diz-se que a manipulagio é global quando a modi-
ficagio de qualquer pardmetro de ajuste gera uma modificagio em todos os segmentos da

curva. Por outro lado, diz-se que a manipulagio ¢ local {exemplo na Figura 3.1) quando



Figura 3.1: Manipulacio local de uma spline.

a modificacao de cada pardmetro de ajuste gera uma modificagio em um ntimero fixo de

segmentos da curva (mas nao todos).

A manipulacdo local é garantida fazendo com que C seja composta de segmentos
C;. Entretanto, a manipulacio local de €' s6 serd possivel se 0 método de geracio de curvas

utilizado para modelar PE permitir manipulagdes locais.

3.9 Aproximacao/Interpolagio

Considerando um conjunto de pontos dado, diz-se que uma curva interpola estes
pontos se a curva passa por todos estes pontos (curva 1 da Figira 3.2). Caso a curva utilize
estes pontos apenas como referéncia de regides pelas quais deveria passar, sem entretanto
mterpola-los, diz-se que a curva aproxima estes pontos (curva Cs da Figura 3.2). Neste
sentido, o método de Lagrange é nm método de interpolagao de um conjunto de pontos dado,
enquanto o método de quadrados minimos é wm método de aproximacio de um conjunto de

poutos dado.

By

e By

Figura 3.2: Aproximacio e interpolacio de pontos dados.
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Para que a C-spline proposta na equacdo (3.1) interpole todos os pontos dados, é

necessario que a seguinte condicdo seja valida
R ( Py 3.6
Bi{ty) = Ci(ty) — PE;i (t;),j = i,i—1 (3.6)

3.10 Refinamentos

Diz-se que uma curva pode ser refinada se o método de geracao utilizado para obté-
la, permite realizar modificacdes em apenas algumas regites da curva, mantendo as outras
regides inalteradas. Para que um método de geragio de curvas permita o refinamento das
curvas por ele geradas, este método de geracio de curvas deve possuir algoritmos de subdi-
visao, possibilitando "isolax” a regido que deve ser modificada da regido que deve permanecer
inalterada. A maioria das splines apresenta algoritmos de subdivisao, por exemplo B-splines,

B-splines e mesmo as curvas de Bézier.

A C-spline proposta na equacio (3.1) possui algoritmo de subdivisio desde que o
método de geragao de curvas utilizado para modelar PE possua um algoritmo de subdivisdo
que permita escrever a reparametrizacio da I’F em fungio da parametrizagao original desta
PE.



Capitulo 4

Uma Implementacao Exploratéria

A solugdo proposta para permitir uma interacio mais seméntica e menos sintdtica
entre projetista e método de geracio de curvas, mostrada na Figura 1.1, estabelece a inclusio
de uma camada de abstracio chamada de Interface "Esperta” (Capitulo 1). Entretanto, ja no
Instante em que esta camada de abstracio foi proposta, notou-se a grande interdependéncia

entre ela e o método de geragao de curvas utilizado.

Ao considerar o tipo de interagio que se deseja disponibilizar para o projetista &
possivel definir as possiveis operagdes sobre a curva obtida. A partir dessas operacdes, deve-
se buscar o método de geracio de curvas que possua parfietros de ajuste mais convenientes.
Definido o método de geragio de curvas, pode-se projetar uma Interface "Esperta” que sega

capaz de arbitrar um conjunto de valores para os pardmetros de ajuste.

Tal Interface "Esperta” deve possuir conhecimento sintdtico sobre os parametros de
ajuste do método de geragio de curvas (por exemplo, o intervalo de valores vilidos). Como
¢ ela quem escolhe, de acordo com a interacio solicitada pelo projetista, os valores exatos
para os pardmetros de ajuste do método de geragdo de curvas, ela deve possuir também

conhecimento seméntico sobre as interacdes disponibilizadas para o projetista.

Pelo que foi exposto, conclui-se que a Interface ”Esperta” acaba funcionando como
analisador semantico e gerador sintdtico, recebendo informacoes seméanticas do projetista
convertendo-as em informagdes sintaticamente corretas a serem utilizadas pelo método de
geracio de curvas. Devido & natureza, muitas vezes inexata, das informacgoes seménticas
providas pelos projetistas, prope-se incluir na Interface "Esperta” um componente de in-

feréncia baseado em conjuntos nebulosos.

Este capitulo apresentada uma implementacio exploratéria desta Interface Esperta”.
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4.1 Um sistema de geracao de curvas adequadas

Considerando o que foi exposto no Capitulo 3, o algoritmo indicado na Figura 4.1

mostra a forma como se pretende realizar a implementacio exploratdria,

Pontos a serem
interpolados

Interface "Esperta” [« --o-ccommmommiiaaaonns

Interacio escolhida,

Raios de curvatura e :
pardametros de ajuste !

Determinacao o o
L valiagao do projetiste
geometrica

Método de
geracao de curvas

A
Evoluta

Figura 4.1: Algoritmo da implementacao utilizada.

Sendo esta uma implementacdo exploratéria, buscou-se implementar os componentes

com as seguintes caracteristicas:

e interagdo: o projetista pode solicitar que lhe seja fornecida uma nova curva mais
adequada localmente a um dos pontos dados;

e operacio: quando a interacdo for solicitada, deve ser fornecida ao projetista uma
outra curva com modificagbes apenas dos valores dos parametros de ajuste associados

ao ponto dade em questio;

¢ parametros de ajuste: como se estd associando adequabilidade a variacoes de cur-
vatura, ¢ desejdvel que os pardmetros de ajuste possam modelar modificagoes locais

de curvatura;

* método de geracdo de curvas: serd utilizada a C-spline, pois permite a manip-

ulagao local da curvatura nos pontos dados; e
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¢ Interface ”"Esperta”: a fim de permitir a manipulaciao dos pardmetros de ajuste,
optou-se pela utilizacio de conjuntos nebulosos para modelar os processos de escolha

de novos valores para os pardmetros de ajuste do método de geragio de curvas adotado.

4.2 Método de geracao de curvas

Observando a equacao das Ce-splines - eguacio (3.1) - conclui-se que implementar
a representacao de curvas proposta significa definir uma forma de modelar a PFE. Assim,
a implementacgdo do método de geragio de curvas discutida nesta secio ¢ apenas uma das

implementacgdes possiveis.

Considerando o problema enunciado no Capitulo 1

"Dada uma seqiéncia de N pontos Fi.,1 < i < N com o respectivo grau
de adequabilidade desejado de uma curva plana interpolante, ou seja, S =
(P, bicuda) , (P, suave) ..., (Py.1,bicuda)), determine a curva que melhor
se aproxime da intencdo do projetista”,

descreve-se na Se¢ao 4.2.1 uma forma de determinagio da curva que melhor se aprox-

ima & intencio do projetista.

4.2.1 Pseudo-evoluta

A PE ¢ representada por um conjunto de curvas de Bézier (PF;) associadas aos
poligonos de controle (BF;). Baseado nos N pontos de S, os poligonos de Bézier BP;,
1 €1 < N para curvas fechadas ou 1 < ¢ < N para curvas abertas, sio determinados, cada
um associado a um segmento C; da curva C. A opcio pelas curvas de Bézier foi baseada na

facilidade de controle de algumas das caracteristicas geométricas, a saber:

* a posicdo dos pontos extremos da curva de Bézier, que permite a determinacio do

madulo dos raios-vetores dos pontos em S;
¢ o mddulo e a diregao dos vetores tangentes dos pontos extremos da curva de Bézier,
que permitem a determinacio das diredes dos raios-vetores referentes aos pontos em
5 e facilitam a garantia de GC' e GC? conforme mostram as equagoes {A.2) e (3.5);
¢ a convexidade da curva garantida pela convexidade do poligono de controle, que as-

segura que os vetores derivadas primeira e segunda néio sejam nulos em ponto algum;

6]



s o conhecimento prévio do comportamento dos vetores tangente da carva de Bézier,
que permite garantir que as diregoes dos raios-vetores estejam no intervalo desejado

(ver a restricdo implicita citada na Secio 3.4).

Como ja foi dito, cada poligone de Bézier BP; estd associado a um segmento C;. A
estimativa de BP; depende das magnitudes dos raios-vetores R (t;_)* e K (#;)%, pois deve-se

ter

R ()] = 1R (89)])
ti — 1t

>0

H& portanto dois casos a serem estudados, a saber:

Caso 1: [[R; (ti-1)[ > (R (L)l ¢ >t
Os pontos de controle de BP; séo dados por (Figura 4.2):
Py

Figura 4.2: Pardmetros utilizados na modelagem da. PFE no Caso 1.

w5 :
Bij=Po—oijRi(ti1),f=0,1e (4.1)

R (tifl)l! = Ri{ties)
it
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B»&"j = Pi — C}fi?j.ﬁz (f;) ,j =T ],,71 (4,2)

Caso 2: (|1 (Lol < |B {8l i <t
Os pontos de controle de BP; sio dados por (Figura 4.3):

Py P;

Figura 4.3: Parametros utilizados na modelagem da PF no Caso 2.

Bij = Py — iR (ti1) j=n— Linge (4.3)

Bij=Pi—oi B (t),] = 0,1 (4.4)

Cabe ressaltar que a direcao de parametrizagio da curva de Bézier é muito importante,
sendo que as tinicas direcdes de parametrizagio aceitas sdo as expressas pelos equacionamen-
tos apresentados nas equagdes (4.1), (4.2), (4.3), e (4.4). Tais direcoes de parametrizacio das
curvas de Bézier sao as tnicas que garantem que o segmento de curva C; nio apresentard

auto-interseccio

Nas secoes seguintes serao discutidas as distintas configuracoes dos pontos de controle

do poligono BF; para obter C-splines com:
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1. oY,
2. poligono de Bégier BP; convexo;
3. GOl e

4. GC2,

4.2.2 Continuidade C°

Para que a C-spline apresente C¥; a equacio (3.6) deve ser satisfeita. Em termos do

poligono de Bézier BPF,; isto significa que:

G0 = 1

Gy oy * 1.

4.2.3 Poligono de Bézier convexo

Para que a C-spline possua poligonos de Bézier convexos, os valores de Q€
devem ser dados por (onde PI; é o ponto de interseccio das retas suportes dos raios-vetores
g 4
B (i1} e I (t)):

Caso 1: |[R; (tii )|l > || R (£l 6 > tia

_ [P —PL

* Q€ ]Q’é,mim 1[ + Q¥ min =
Fi(ti-)

< l;e

[P —PL

® ip1 € ]13 ai,max[ s X max = > 1.

Sob tais circunstancias, os médulos dos raios-vetores estio compreendidos nos seguintes

intervalos:

o [P~ PL <EEE§{?5-¢42)“ < oo

. 0<|Bi(t)

<|\r, - Py

— Be

Piy = PLl| < IP; — PL]| entiio 0 <1} < 0o
— sc |P, — PLi| < | Pt — PL)| entio Wt PEICIB-PEL g o

T

Caso 2: |[R; (ti)ll < IR (8], s <ty

P.1—PI;
¢ ;1 € ]13 O‘i,max[aqi,max = [ Eis il >1e

Ritio1)
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. B P
* Gin-1 € ]a‘i»,zrlins 1[7(1i,mir} = | ”fji?“““ﬂ < 1.
Rvj(iz‘)“
Sob tais circunstancias, os médulos dos raios-vetores estio compreendidos nos segnintes

intervalos:

o |2 = PLll < R ()] < o0

o 0< || R tt-n)| < 1P - PL

— se [P_y — PL|| < |P; — PIL]|| entao HizPhll=lPs=PLIl o o

Tt
P, — PL| £ |P,o1 — P

— &€ entao 0 <7} < 0

4.2.4 Continuidade GC*

Para que a C-spline apresente G'C!, a Proposicio 4 deve ser satisfeita. Em termos

do poligono de Bézier BF; isto significa que:

Caso 1: ||B; (fii)l| > [|[B (E)]l 1 > tia
e em I
|Bi1 — Bioll = T;
e em
1Bin = Binall =T
Caso 2: [[1; (b t)l] < IR ()] 6 < tin
s em P
{Bin ~ Binill =T,
o em B

|Bix — Bioll =1;

sendo que

|

A (ti)“ -"”Ri (tiwi)m (4.5)

Observando-se estas condigies, conclui-se que s6 serd possivel garantir GO per-
mitindo manipulacbes sobre os pontos de controle se n > 2. Portanto, escolheu-se n = 3 ¢,

de agora em diante, estar-se-4 trabalhando com curvas de Bézier ciibicas.
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4.2.5 Continuidade G(?

A Proposicao 9 ird mostrar que nio é possivel realizar manipulacoes para obter GC?
utilizando-se a Proposicao 3 e curvas de Bézier de grau n = 3. Para tanto, utilizar-se-4 a

seguinte proposi¢io auxiliar.

Proposicio 8 Para que a Proposigdo 3 seja vdlida, os pontos de controle Byg, By, Bin_1,

¢ By, devem satisfazer:

Caso 1: [ (4; )| > 1R @l . 4 > #iy

PL,—F, .
— T 4.6
Bi; PI+”PI*“H(D,+L) (4.6)

PL P
B,y=58; — T 4.7
'!',,U l,1+ ilp[t-——]‘),tilll ? ( )

P, — Pl;

Bip.1 =PI + m(ﬂ’i + %) (4.8)

B — Pl
Bi,n = Bz’,n L MT (4-9)

onde
15~ PL|| > (D; + 2T3)
Caso 2: “R i1 H<E (tt)” t; < i
Pl —F;
Bi 1 = PI; + —i it ) .
P — B
Big = B+ iPI P, [ET (4.11)
. P~ PI

B = Pl + —fme D0 (D; +T; 4.12
i,n—1 ”Pz 1_}31“ -+ ) ( )

B FPI
Bi B "————"m—wwl T :
S Ve .

onde

Py — PLi| > (D; + 273



Sendo Dy; dado por

1 +coso;
Dy =T cos0i———
(sino;)

AN o =
onde a; € o angulo formado pelas retos suporte de H; (1.1} e By (4;).
Prova:
Ver Apéndice F.
Proposicao 9 Sejam os pontos de controle dados pela Proposicdo 8. Sob estas circuntincias,

apenas o8 seguintes valores de T; sdo possiveis:

T = (|P; — PL|| — |PL; —~ P1]]) 1{cos oy )’

"N 2cos o —b{cos m‘_)‘sz

o

T; = (|P — PL| - | Pl - Pit)) free)
Prova:

Ver Apéndice G.

i) SUAVE

Figura 4.4: Uma C-spline passando pelos pontos Py, Py, Pa.

A Figura 4.4 mostra uma C-spline aberta passando através de trés pontos dados {Py,
D1, Pp} e as correspondentes estimativas da evoluta - PF - (duas curvas ciibicas de Bézier

associadas a BP| e BP;).

4.3 Interface ”Esperta”

O equacionarnento desenvolvido na Secdo 3.1 mostra condicdes sobre as derivadas

a PE e 03 mé s dos Falasvetorod o+ TN - -
da PE e os médulos dos raios-vetores. Entretanto, nfo hd restricoes explicitas sobre as
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diregoes dos raios-vetores. Uma vez que hd este grau de Hberdade e nio se consegue um
equacionamento para determinar explicitamente apenas um valor, mas sim um intervalo de
valores validos para tais diregoes, decidin-se fuzzyficar justamente estes parmetros de ajuste:
as direcoes dos raios-vetores. Portanto, a Interface ”Esperta” ird operar sobre os valores a

serem atribuidos a estes pardmetros de ajuste.

Na verdade, os processos de fuzzyficacio e defuzzyficacio das direcoes de um rato-
vetor executados pela Interface "Esperta” visam a reducdo do espaco de busca de boas
diregoes deste raio-vetor, facilitando assim a avaliacio de adequabilidade por parte do pro-

jetista,

Discutir a implementacao da Interface "Esperta” significa discutir a implementacao
dos processos de fuzzyficacio e defuzzyficacio utilizados, bem como as justificativas para as

escolhas adotadas.

4.3.1 Fuzzyficacao

Adequabilidade é um conceito muito vago. No que diz respeito a curvas, pode-se
dizer que uma curva apresenta, por exemplo, um comportamento ondulante adequado, nio
ondulante adequado ou ainda urna mudanga de concavidade de forma adequada. Todos estes
(e outros) comportamentos adequados formam, em conjunto, o conceito de adequabilidade
de curvas. No presente caso, reduziu-se o problema inicial (Capitulo 1) & construcio de uma
curva adequada a partir de um conjunto de curva cidbicas de Bézier PE (Segao 4.2.1). Os

pontos de controle das curvas de Bézier sio determinados a partir de:

s pontos em 5
e direcdes dos raios-vetores associados a estes pontos; ¢

L] .

Os pontos em S sdo dados pelo projetista, portanto pode-se apenas manipular as
diregoes dos raios-vetores e os o para obter a curva adequada desejada. Entretanto, os o
sio utilizados para garantiv GC'. Logo, pode-se fuzzyficar o conceito de adequabilidade de
curvas pela atribui¢io de graus de pertinéncia aos valores das direcdes dos raios-vetores.

A fim de reduzir o espaco de busca para "bons” valores das directies dos raios-vetores,

fuzzyfica-se cada comportamento adequado {e portanto o conceito de adequabilidade) pela

atribuigao de grau de pertinéncia a estas direcdes. A diregio de um raio-vetor é representada
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0 90 g é o *=angulo
(graus)

Figura 4.5: Um conjunto nebuloso para o conceito de adequabilidade de acordo com G1/Go.

xalz)

0 : dO 3130 r=dngulo
73 16 (grauns)

Figura 4.6: Um conjunto nebuloso para o conceito de adequabilidade de acordo com Gs.

por um angulo, que varia de (0 a 180 graus, entre o raio-vetor e uma linha de referéncia.
Sem perda de generalidade esta linha de referéncia é tomada como sendo o eixo x do sistema
de coordenadas adotado. O intervalo {0, 180] pode ser utilizado, ae invés de [0, 360}, porque
apenas a dire¢do (¢ nio a orientagdo ou sentido) do raio-vetor é necessiria na determinacio
dos poligonos de controle das curvas de Bézier, para cada C;, uma vez que tal determinacio de
poligonos é feita em fun¢do do ponto de intersecciio entre as retas suportes dos raios-vetores

associados a Cy.

Pela atribuigdo do grau de pertinéncia {fuzzyficagio) as direcbes dos raio-vetores,
acabou-se por definir entidades entdo denominadas "regices de perigo” ("danger zones”) que
sao caracterizadas por evitar os valores de direcio do raio-vetor que levariam a curvas mal
comportadas. As regides de perigo permitem formalizar e quantificar efetivamente o conceito
de adequabilidade de uma curva expresso pelo projetista. A partir destas regides de perigo ¢
possivel perceber o intervalo de valores que as direcoes do cada raio-vetor podem/devem ou
nao assumir. Em termos de grau de pertinéncia, pode-se dizer que as direcbes de raio-vetores

que estao nas regioes de perigo apresentam um baixo grau de pertinéncia a um determinado



43

0 910 1 8£0 e=angulo
(graus)

Figura 4.7: Quatro conjuntos nebulosos representando as condigoes (7 e G,

xalz)

0 ' do Y z=angulo
4 73 146166 (yraus)

Figura 4.8: O conjunto nebuloso que representa o conceito ondulacio adequada para P

conceito de adequabilidade de uma curva.

As regides de perigo, dentro das quais as direcoes de um raio-vetor nio deveriam as-
sumir valores, sdo determinadas por algumas propriedades geométricas que as curvas cuibicas
de Bézier devem satisfazer. Estas propriedades geométricas irdo permitir que as curvas de
Bézier resultantes estejam sempre bem definidas. Sdo exemplos de condigdes que garantem

uma "boa” defini¢Ao das curvas de Bézier:

» (; {condicdo de nio colinearidade): ﬁ,} 7 Bi(P~Fy) B #0, 7 =14—1,i+1. Sc esta
condigao falhar, o poligono de controle da curva de Bézier C; (e portanto C;) poderd

tender a uma reta;

¢ (3 (condicio de ndo paralelismo): ;‘?m: # (1"??) i # 0, § = i—1,i+1.5e esta condicio
falhar, o poligono de controle da curva de Bézier C; (e portanto C;) nao poderd ser
definido. Isto porque a intersecciio entre as retas suportes dos ralos-vetores associados
a curva (; acontecerd no infinito;

* (73 {condigio de nao-interseccio): f{'i #0i1(P—Foq)+e¢ H(ﬁ:ﬁ) jg": # & (P —
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Pii1) + €1 (Ri21), 64, €5 > 0,7 =i — 1,4 + 1. Esta condigiio controla mudangas de

concavidade e oscilagdes;

G311 (condicao de auséneia de pontos de inflexao): Se a reta que liga o ponto de
interseccao I;_; (entre as retas suportes dos raios-vetores ;.. e R;) e o ponto de
intersec¢io I; (entre as rctas suportes dos raios-vetores R; e Ri1) cruza o casco
convexo de S um niimero par de vezes; e

(32 (condigho de ocorréncia de pontos de inflexiio): Sc a reta que liga o ponto de
interseccao [, {entre as retas suportes dos raios-vetores R;_; e R;} e o ponto de
interseccio I; (entre as retas suportes dos rajos-vetores B; e Ri1) cruza o casco

convexo de S um nldmerc impar de vezes.

Nota-se que direcoes de raios-vetores proximas aquelas que deterininam a condicio Gs

causam oscilagoes, Portanto, estes valores podem ser explorados quando se desejar oscilacoes.

Uma vez estabelecidas as condigbes das "regides de perige” pode-se definir, para

cada ponto em 5, conjuntos nebulosos no intervalo {0,180] a fim de classificar os valores das

direcOes dos raios-vetores:

e Para (1: o dngulo f,. que satisfaz tal condi¢do deve ter grau de pertinéncia zero e o
angulo 8.+ A6 deve ter grau de pertinéncia unitdrio ao conceito de adequabilidade. Um
valor razodvel para Af ¢ 90. Os outros angulos devem apresentar graus de pertinéncia

variando linearmente de um a zero, como mostrado na Figura 4.5;
Para Gy a classificaciio é similar Aquela da condicio Gy (Figura 4.5); e

Para (3: os angulos das "regides de perigo” tém grau de pertinéncia nulo enquanto
os angulos "mais distantes” das "regiGes de perigo” tém grau de pertinéncia unitdrio
ao conceito de adequabilidade. Os outros dngulos tém graus de pertinéncia variando

linearmente de zero a um, como mostrade na Figura, 4.6.

A partir destes conjuntos nebulosos pode-se descrever alguns comportamentos ade-

quados:

¢ Comportamento ondulante adequado: para um ponto F; em S ha dois pontos vizinhos,
Py e Py Os pares (P, P) e (£, Pir1) devem satisfazer a condicio de nio col-
mearidade (1) e os respectivos pares de raios-vetores (Rie1, 1) e (R, Riyr), devem

satisfazer a condigiio de nio paralelismo (G2). Portanto, quatro conjuntos nebulosos



Figura 4.9: C-spline interpolante passando pelos pontos dados.

estario definidos (Figura 4.7). Como as quatro condigdes dever prevalecer simultane-
amente {08 quatro valores que invalidam as quatro condicdes nio podem ocorrer de
forma alguma), optou-se por realizar uma operacio E entre estes conjuntos nebulosos

a fim de obter o conjunto nebuloso Fy (Figura 4.8); e

o Comportamento de mudanga de concavidade de forma adequada: para um ponto de
conexdo P_; entre um par consecutivo de segmentos de curva (C;_; e C;) hd uma
condicio de nfo interseccdo (Ga1 ou Gaz). O conjunto nebuloso Fh, na Figura 4.6,

representa este comportamento.

4.3.2 Defuzzyficacao

Para que se possa tracar uma curva adequada, necessita-se de valores exatos {crisp)
para as direcoes dos raios-vetores. Portanto, para cada tipo de comportamento adequado
deve-se defuzzyficar o conjunto nebuloso correpondente & aplicagao deste conceito ao seg-
mento de curva (ou jungio) em questao. H4 vérias técnicas de defuzzyficagio [12]. Como se
procura téenicas de defuzzyficacao que permitam interacdes com os projetistas, seria desejavel

que estas técnicas de defuzzyficagio satisfizessem as seguintes condicoes:

o calcular mais de um valor exato (crisp), permitindo assin que o usudrio selecione

interativamente a curva mais adequada; e

o calcular valores exatos nao muito préximos uns dos outros, tornando mais facil ao

projetista perceber as diferencas entre as diversas possibilidades.

Esta é uma tentativa de se permitir que conceitos pouco precisos sejam disponibiliza-

dos aos projetistas. Entretanto projetistas que tenham uma melhor nog¢ao do comportamento
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Figura 4.10: Uma variante da Figura 4.9 com Ry = 4.

Figura 4.11: Uma variante da Figura 4.9 com Ry = 73.

desejado podem obter situagdes com apenas um valor exato, ou até sem qualquer valor exato

(quando nio ha solugio para o problema).

Para que se possa alcancar as caracteristicas acima, definiu-se uma estratégia de
defuzzyficacio que escolhe pares ordenados que sfo méximos locais, M;, 1 < 1 < &, do
conjunto nebuloso Fi. O projetista ird entfo escolher um destes pares baseado no proprio

conceito subjetivo de adequabilidade.

Comeo exemplo, aplica-se, agora, esta téenica de defuzzyficacio ao conjunto nebuloso
Fy mostrado na Figura 4.8. Este conjunto nebuloso expressa o comportamento ondulante
adequado de forma local ao ponto P mostrado na Figura 4.9. Os méximos locais, M; =
(4;0.10), My = (73;0.67), My = {146;0.13) e M4 = (166;0.09), foram fornecidos e as curvas

correpondentes sio mostradas nas Figuras 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13, respectivamente.



Figura 4.12: Uma variante da Figura 4.9 com By = 146.

Figura 4.13: Uma variante da Figura 4.9 com £, = 166.
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Capitulo 5

Resultados

Este capitulo mostra os resultados obtidos a partir de uma aplicagio simples que
implementa uma Interface Esperta para C-splines. As figuras mostradas neste Capitulo

adotario a seguinte convengio:

¢ ponto a ser interpolado: pequeno circulo;

e direcdo do raio-vetor associado ao ponto a ser interpolado: reta entre o respectivo

circulo ¢ um quadrado; e

e PFE: curvas de Bézier mostradas ao lado dos poligonos de Bézier (em retas tragejadas).
Os resultades serdo divididos em dois grupos, a saber:

o resultados geométricos {Secdo 5.1}; e

o resultados utilizando Interface Esperta (Secio 5.2).

5.1 Resultados Geométricos

No qgue diz respeito aos resultados geométricos, a Figura 5.1 mostra direcdes de raios-
vetores que nao sdo ortogonais & C-spline, enguanto a Figura 5.2 mostra diregoes de raios-
vetores que sdo ortogonais & C-spline. Destaque-se a importincia desta condicio, uma vez

que ela é utilizada para obtengio de curvas GC'.,

Por uma questao de clareza, a PE serd omitida nas figuras subseqiientes.
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Figura 5.1: C-gpline ndo ortogonal as direces dos raios-vetores.
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Figura 5.2: C-spline ortogonal as direcGes dos raios-vetores.

5.2 Resultados utilizando Interface ” Esperta”

Nesta secio serdo mostrados resultados obtidos pela implementacio da Interface ” Hs-

perta” descrita na Se¢ao 4.3, Note-se que esta Interface "Esperta” nao foi projetada para

trabalhar em conjunto com as condicdes de GO,

Veja-se como tal Interface "Esperta” se comporta com curvas abertas. A Tabela 5.1

mostra as coordenadas dos pontos a serem interpolados nas Figuras 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 e

5.8.
A Figura 5.3 mostra os pontos interpolados segundo dire¢des iniciais fornecidas pelo
projetista.
Ponto | P | P 1 Py | Py | P | Fs
X 106 1 200 | 300 | 400 | 500 | 600
v 100 1 200 1 100 | 200 | 100 | 200

Tabela 5.1: Coordenadas do primeiro conjunto de pontos a serem interpolados.



Figura 5.3: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.1 com dire¢des formecidas pelo pro-

jetista.

Comecando por Py vai-se solicitar novas curvas e escolher a mals adequada. Em
seguida repetir-se-4 o processo para Py, Py, Ps, Ps e P, um por vez. A este processo damos
o nome de avaliacio sequencial até P;. As Figuras 5.4, .5, 5.6, 5.7 ¢ 5.8 mostram alguns
dos resultados obtidos pelo processo de avaliagio sequencial. O resultado parcial obtido
solicitando novas diregoes para os raios-vetores associados aos pontos Py, Po, P3 e Py esta
na Figura 5.4. Note-se que como se estd manipulando, indiretamente, a diregao associada a
Py, apenas os trechos de C-spline de Py a Py e de Py a P5 sdo modificados. Nesta figura vale

notar ainda as ondulac¢Ges nos trechos de Pz a Py ede P a s

I

Figura 5.4: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.1 com avaliacdo sequencial até Fj.

Considerando que os trechos de C-spline de Py a Py e de Py a 5 da Figura 5.4 nao
foram adequados, o projetista solicitou nova diregio do rato-vetor associado ao ponto Pj.
Esta nova direcio estd mostrada na Figura 5.5. Perceber, também, que nesta figura a diregao

do raio-vetor associado ao ponto Ps também foi modificada.

Finalmente, as Figuras 5.6 e 5.7 mostram dois trechos de C-spline possiveis de I a
H

Py (através de modificagio da dire¢io do raio-vetor associado ao ponto Fg).



Figura 5.5: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.1 com avaliagio sequencial até I%.
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Figura 5.6: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.1 com avaliagio sequencial até Fg.

O projetista escolheu a Figura 5.7 como sendo a que apresentou o resultado mais
adequado. I interessante perceber que naquela figura as direcdes dos raios-vetores tendem a
ser ortogonais 4 curva. Isto leva a crer que tal projetista buscava, implicitamente, GC'. Note-
se que, como os trechos de C-spline gerados nao estao de acordo com as condigdes de GC!
(expressas pela Proposicio 4), matematicamente nio hd GC*, h4, sim, uma "aproximagao”

deste GO matematico.

Como ja foi salientado, as Figuras 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 foram geradas através da escolha
sequencial das direcdes dos raios-vetores associados aos pontos da Tabela 5.1. Uma vez que
a Interface " Esperta” utiliza os valores atuais destas direcbes para gerar novas sugestoes de
curvas, s ordem de escolha das direcoes a serem modificadas tem grande influéneia na C-
spline final. A Figura 5.8 mostra os pontos da Tabela 5.1 interpolados por outra C-spline,
gerada pela escolha nioe sequencial das diregdes a serem alteradas. Comparando-se com a

Figura 5.7 é perceptivel a diferenca.

Até agora tratou-se apenas de curvas abertas. Veja-se agora algumas curvas fechadas.

A Tabela 5.2 fornece as coordenadas dos pontos a serem interpolados nas Figuras 5.3, 5.10,
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Figura 5.7: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.1 com avaliagio sequencial - resultado

final.

[

PFigura 5.8: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.1 sem avaliacdo sequencial - resultado

final.

5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15 e 5.16. Utilizou-se pontos com simetria, sendo que resultados com

conjunto de pontos nio simétricos podem ser vistos em [4].

Para este conjunto de pontos o projetista nfo forneceu valores iniciais das direcdes dos
rajos-vetores associadas aos pontos a serem interpolados. Estes valores foram estimados pelo
aplicativo. Devido & simetria dos pontos, estas diregdes estimadas também foram simétricas.

Utilizando tais valores de direcao foi tracada a C-spline mostrada na Figura 5.3.

Optou-se novamente por utilizar a estratégia de alteracio sequencial das diregoes.

As Figuras 5.10e 5.11 sao resultado desta estratégia aplicada do ponto P ao ponto Fj.

Ponto P1 P2 Png P4 Prg Pﬁ P7 Pg

X 225 | 300 225 {200 | 175 | 100 { 175 | 200
¥y 175 | 200 | 225 | 360 | 225 | 200 | 175 | 100

Tabela 5.2: Coordenadas do segundo conjunto de pontos a serem interpolados.
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Figura 5.9: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 com dire¢des iniciais caleuladas pela

Interface Esperta.

Tais figuras diferem apenas pela dire¢do do raio-vetor associado ao ponto Pg. Vale a pena
notar gue, apesar da configuracio stmétrica dos pontos da Tabela 5.2, em ambasg as figuras
niao foi possivel obter wma curva simétrica. Isto ocorre devido A escolha das diregoes a
serem modificadas ser sequencial. Obviamente o projetista poderia continuar avaliando os
trechos sequencialmente, na esperanca de que o processo convergisse para uma configuracio
adequada. Entretanto, nio hd estudo sobre a convergéncia deste processo, bem como nao ha
qualquer garantia de que a situagio de convergéncia seja uma situagdo adequada. Note-se
que novamente as C-splines das Figuras 5.10e 5.11 sio quase que ortogonais as diregoes dos

raios-vetores associados aos pontos da Tabela 5.2

r

Figura 5.10: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 com avaliacio sequencial - resultado

final.

Adote-se agora outra estratégia de alteracio das diregdes dos raios-vetores. Inicial-
mente alterando apenas as direges dos ralos-vetores associados aos pontos Py, Py, Ps ¢ Pr.

Note-se gque ainda assim se estd modificando todos os trechos da C-gpline.

A alteracio destas direcdes ndo fornece muitas opcoes, sendo mostrada na Figura 5.12
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Figura 5.11: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 com avaliacio sequencial - resultado

final.

uma possivel C-spline resultante deste tipo de alteraciao. Note-se que neste caso a seqiiéncia
de alteragao das direcdes dos raios-vetores associados aos pontos Py, Ps, Ps e P; é indiferente,
uma vez que as direcoes dos raios-vetores associados aos pontos Py, Py, Py e Py nao foram

alteradas.

B

Figura 5.12: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 alterando apenas as diregoes dos

ratos-vetores associados aos pontos P, P, Ps ¢ 7 - resultado final.

A fim de explorar um pouco mais esta questdo da alteracio das diregbes dos raios-
vetores vai-se agora modificar apenas as diregdes dos raios-vetores associados aos pontos
Iy, Py, Fy e Py, Como ja fol dito na Secio 4.3, a Interface "Esperta” fornece até quatro
possibilidades para serem avaliadas. Devido & simetria dos pontos, é possivel mostrar as

quatro possibilidades em apenas uma figura (Figura 5.13)

Agora, caso se deseje obter uma C-spline com simetria, basta escolher uma dentre
estas gquatro possibilidades e utilizd-la. As Figuras 5.14 e 5.13 mostram a utilizaciio de duas

destas possibilidades.

Considerando que a C-spline mostrada na Figura 5.15 esteja mais proxima da C-spline
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Figura 5.13: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 alterando apenas as diregles dos

ralos-vetores associados aos pontos 1%, Py, Py e Py - quatro possibilidades.

Figura 5.14: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 alterando apenas as direcoes dos
£ 1 : .

raiog-vetores associados aos pontos Py, Py, Py e Py - resultado final com simetria.

desejada, foram realizadas mudangas nas diregoes dos raios-vetores associados aos pontos Py,
P, Py e I%, fornecendo a C-spline da Figura 5.16. Ressalta-se que as C-splines mostradas

nas Figuras 5.15 e 5.16 sdo bastante parecidas mas niao iguais.

Alguns projetistas poderiam contestar a C-spline obtida na Figura 5.16, dizendo que
aquela ndo seria a curva mais adequada, desejar-se-ia numa C-spline mais "suave”. Isto é
bastante razodvel, entretanto, mostra-se a seguir porque a Interface "Esperta” ndo foi capaz
de ajudar neste intuito. Para tanto, realizou-se uma modificaciio nas coordenadas dos pontos

Py, P, Ps e Pr da Tabela 5.2. As novas coordenadas estdo na Tabela 5.3.

Pornto 11)]_ I‘")Q Ijq P 4 R 5 P@ 1)7 JPS
X 250 | 300 ) 250 1 200 | 150 | 100 | 150 | 200
y 150 | 200 | 250 | 300 | 250 | 200 | 150 | 100

Tabela 5.3: Coordenadas modificadas do segundo conjunto de pontos a serem interpolados.



Figura 5.15: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.2 alterando apenas as diregdes dos

raios-vetores associados acs pontos I, Py, Py ¢ Py - resultado final com simetria.

Figura 5.16: "Suavizagdo” da C-spline da Figura 5.15.

Utilizando novamente a estimativa inicial das dive¢bes dos raios-vetores fornecida pelo
aplicativo, obtem-se a C-gpline da Figura 5.17.
As Figuras 5.18, 5.19 e 5.20 mostram algumas das C-splines gue podem ser obtidas

a partir da C-spline da Figura 5.17. Neste caso vemos C-splines mais "suaves”. Isto porque

agora os pontos estiio mais proximos.



Figura 5.17: C-spline interpolando pontos da Tabela 5.3 com diregdes calculadas pela

aplicacao.
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Figura 5.18: "Suavizacao” da C-spline da Figura 5.17.

Figura 5.19: "Suaviza¢ao” da C-spline da Figura 5.17.



Figura 5.20: "Suavizacao” da C-spline da Figura 5.17.



Capitulo 6

Conclusao e trabalhos futuros

Este trabalho buscou:

e permitir que o projetista de curvas manipule apenas as caracteristicas geométricas da

curva, sem preocupar-se com o método de geracio de curvas utilizado; e

e permitir que o projetista escolha interativamente, dentre as diversas curvas sob as

condigdes geométricas dadas, a curva que melhor se adequa A aplicacio em questao.

Para tanto fol proposta uma camada de abstracio chamada Interface ”"Esperta”, que
realiza a interface com o usudrio e ajuda-o a enconfrar nima cutva que o satisfaca. A fim de

tmplementar esta Interface "Esperta” fol necessario:

e propor uma nova classe de splines planas - as C-splines;
e realizar o estudo analitico e geométrico desta nova classe de splines;

e propor formas de modelar o conceito de adequabilidade utilizando os parametros de
ajuste das C-splines; e

modelar alguns comportamentos adequados utilizando os conjuntos nebulosos.

A TInterface "Esperta” obtida foi bastante simples mas mostrou resultados promis-
sores. Em grande parte dos casos foram necessdrias menos de vinte interagdes com o pro-
jetista para obter resultados satisfatdrios. Este niimero de interacdes pode até ser considerado
elevado, entretanto, como a avaliagio de adequabilidade é visual, o tempo gasto é bastante

baixo.

E interessante salientar alguns pontos fortes da selugao proposta. Sao eles:
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facilidade de utilizacio do sistema pelo projetista leigo;
adequacio dos resultados a conceitos subjetivos; e

a solucao proposta ¢ independente do método de geracio de curvas utilizado (apesar
de se acreditar que as C-splines sdo mais apropriadas & avaliagdo da adequabilidade

através da Interface " Esperta”).

Como pontos fracos desta solucdo pode-se citar:

dificuldade da implementacio da Interface "Esperta” (inerente a sistemas de auxilio

a tomada de decisao); e

necessidade da formalizacdo do conhecimento do especialista.

Para encerrar, sugere-se como trabalhos futuros:

descrigiio de outros comportamentos adequados;
compatibilizacio da defini¢do de condi¢oes geomdétricas e comportamentos adequados;
estudo de aplicabilidade da solu¢do proposta aos diversos tipos de projetista; ¢

extensao das C-splines para o espaco tridimensional.
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Apéndice A

Deducao da Condicao de Ortogonalidade

entre Railos-vetores e a Curva

A fim de garantir a condicio: I C (1) L PE*; (1) ], pode-se escrever:

(C (1), PES () =0 (A1)

Substituindo {3.2) em (A.1):

(PE (), P, (>>+<§,1,L et (B () — B (i) (50 ) + Ri (1), PES (1))
LR (( D (1) = Ri (i) (32575 ) + R (t0))  PES (1)

| PE (ﬂila
(R (8) ~ Ry (t0)) (7= ), PES (1) = 0
&
WPES (17 + IPES O] (B () — Ry (8-1)) (f zE ;)
IR (1.0 ) (25) + R
—EEAGLELO (R, (6) ~ Ry (ti0)) (5= )+R (ti )) =0
¢;:>

IPES O + [1PB 0] (s (09) = i (1)) (= ) =0

by = by

Supondo |PE*; (£}]| # 0, entio:

1P O+ (R (0) = Ri i) (——) =0
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&

| Ri(ti)-Rat)=(t — tiy) | PE (O] (A.2)

A condigio expressa pela equagio (4.2) € equivalente & {A4.1) se nao houver extremos
de curvatura entre os pontos considerados, isto é, se ||PE*; ()] 5 0,V no frecho considerado.

Pode-se interpretar esta equivaléncia de duas formas:

o (A.1) vale para qualquer ¢ = {3 € [f;-1,¢;] se e somente se:

e

IPES ()] # 0,V € [tioq, ]

o (A1) vale Vi € [t;_1,4;] se ¢ somente se [PE; ()] = cte £ 0,VE € [t; 1,#] e neste
caso (3.1) e (2.1) sho idénticas e Cy{t} estard sendo parametrizada por um multiplo

do comprimento de arco.



Apéndice B

Deducao da Curvatura

A curvatura em todos os pontos do trecho C; {1} ¢ expressa por:

_ o () x ¢ (1)

K; {4
=" 0P

S AR LT 7 (B.1}

Considere dois vetores V e W. Definindo J V] como sendo o vetor V girado de £, a
2 T

seguinte igualdade vale

WV x Wi = (W, J[V]) (B.2)
Considere ainda que
C(t) = ki PES () + ko PES (8) 8 = 1y (B.3)
onde:
(PEG{E), PE“ (1)) 1 ( 1 )
by =1-— ; R (1) 4 s ( B4~ By (f5.1 —
i “PELZ (t)“)' ? ( ) IIPE‘? (”EE ( ( 1) (i ( ) J}) ta - t’i-—]
p LI
2T T ey LAY
| PE (1)]]
e

C“,; (t) = kSPEt?j (?L) -+ kg;_PE“i (f) + .ZST5PE“‘1' (i’} s = f:i (B.4)



66

onde:

vy z= MPESWPESEN® 5oy o (PEYOLESE) (p oy Bo(1 1
'LL §|[J1 “}F? ( Rl (lzi)) 2 );IPI‘?%(L)(H; (R?D(f’l) I{'L (t‘t—i)) ('{i""tifl)
_UPESB PESTHPEG,PE(D)) p
R R (f)

G PENW, PES W), I PR
]M =1 2 “PE‘i (t)“:j Rﬁ (I’) + 2 ”P]—'; ( )“ ( { ) Rt (tz—i)) <ti . ii'i.)
1
Sz O

O céleulo da curvatura serd dividido em trés partes {explicadas nas préximas Secoes),

a saber: o calculo de [|[C% (£) x C* (£)]], o cdleulo de [|C% (D] e o caleulo de K; (1).

B.1 Cdlculo de ||C; (t) x C“; (1)]]
Utilizando (B.2) pode-se escrever
1C% (8) x C% ()] = {C%i (8), J[C (D))
de (B.3) e (B.A4) pode-se reescrever

(C¥ (1), T [C5 (1) = < (ks PES (1) + haPE® (1) + ks PE® (8)) >.t

,J [k PE; (t) + ko PE*; (1)]

&

(CG{t), JIC (D)) = (kaPE (1), J [y PE(8)]) + (ka PE, (1), J [ka PE (D)])
ks PES (L), J [k PES (U)]) + (ke PE (1), J [ky PE; (£)])
+hs ((PE“ (), J [k PE (1) + ke PES {£)]})

({C% (), JIC {B)]) = kg (PES (1), J[PE (1)]) + koka (PE (1), J [PE ()))
s ((PE; (1), J [k PEY (£) + ko PES (9)]))

Como (PE (1), J[PE )]y = —(PE“ (1), JIPE; (1)), entao:



(% (8), T1C% () = buka (PB4 (1), T IPE (8)]) — kaks (PE* (1), J [PEY (1))
ks ((PES (1), J L P (8) + ko P (6))

(C%(#), T [C4 (1)) = (kika — koks) (PE% (#), J[PES (£)])
ks ((PE“; (1), J k1 PE (1) + ko PE“ (D))

Por outroe lado,

(krks — koks) =
L PESLPESED g B DN .
(1~ IR R (1) + gty (B (1) — Bi () (7=
PES(0,PE( - : ‘
(1 —2 \iPE‘i(t)]E‘( Ry (t) + 2pgegay (Bi (t) — Ri (ti1)) (i ..:“lt;"";))
WmR (#)

B(PL (1), PE () PR () PE PR :
”FF‘ (0”5 B ( ) 2 HP[ 7@)” (R { ) R?, (tz..w}.)) (fﬁi_tiwl)

_UPESOPESONLPEWOLESO) B ()

1PE ()]
<>
(k‘zkez — kaks) =
(PE0.PESW) p R 1
(1 — PRELTER R (1) + oty (B (8) — Ba (6im)) (7))
(PB4 PES ,,(t)k
m2{PL‘ (6),PE*, (ﬂ)R@(f’) 1 Hp[c(m R ( )
P E ()] ' :
rm (R () = Ri (t1) (i)
= PE(E ,P.E“i(t) r (f)
3 e 3
2y (s () = Ba (- 0) (=% P50
| ( 1) + pp;i(tm (R (t;) — Ry (tin}) (timii_,)
- PL]i(j Ry (t)
B{PES,PESN by o (PES(),PE m COEY e B (4 1
HpE:i(t}[“ﬁ R ( ) 2 PR ()“ (R (t) (ffi,w])) (ti*ti 1)
_ ({PE*(8),PE%(1) )+(PL“‘ (1}, PE%, (r})}R (1)
IPESOIF
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R

E u-(mR

PE Y

=2y (i (6)
+2[|PE=Z(W (Ri{t;) — Ry (ti

3(PES (8, PB4 ()
PESI° Rift) -
_ ({PE%(

RSy ,‘."31' ) B PES ()
1PES (DI i (1) ( \PE [P f (t))
1)

+2 gy (B (46) — Ri(tio1)) (ti,ié_])
— Rt 1 (PE(0,PE() 1
R (tie0) (=i ) (et e (9)

1)) (f.i_i,i) (Hpﬁgli(tm (R (ti) = By (ti-1)) (7;“_%:7))

(kiky — koks) =
(1) + rpghgy (Bi (6) — Ri(tio) (ﬁ%))

._2<P‘I (D, PES( Bt (f)

PE(o)P
(PES(D,PES(

’:cf

O (et (B (1) — 2 (to) (5=h))

— ez ()

2P0 (R, (1) - Ry (ti-1)) ()

R;

(1.—3

fPE (I

LEES(ONHPEL(.PE() p (4
P ESF

{k1ky — koks) =
(}_;_SW_)_(R {t;) — z(ti))(tunJ)

+2 (%—LR )

_4{PESOPEW)

B0

(1) (W(Rz( i) — R (tiw-'f))r(zi——_}:))

+2(W1‘T{i_)§l(ﬂi(') Ry (i 1))(?—_;3))2

MPES (1), PE (1))
P B failt) -

—PE :(QIER‘( )
. (R; (t;) — R; (1i-1)) (Q‘T:i_zj.l—)

‘nmt ]

_UPESOPESORPEOLESON

1o TR
(1+ 3ty (B ()

+2 (gt (i () -

PES @

(k1ks — koks) =

(4 1 R (PE(D,PES(DY 1>
R“(t“‘l))(%—tm)md i R’*(t)_)

| PEY{t PF 2
S(PF l) PF“t(f» R ( ))

_H’E‘i(m)ﬂ‘ i()( PESH)”

1 iy (o PESY,PES () ,
w+""HPE%(L)I"I"R'(f‘) (‘2 PESOIF (8 (L) — B (b ))( "ltg ;))

L .
e 0 (

(P B (0P B (1)) 4P (0,PES (1))
PEADT Ri (1))
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9

(!1&}"1 .1(74 - kﬁgk‘g) =
; 1 a bF
(1 + 3ipabqy (Bi (1) = Ri (i) (=) =3 T

A
! {(PES(0,PE (1) .
+2 (IU"" ST (R; (t;) — Ry (ti1)) (f — 1) TR RB; (1’))

CB(PES(8).PEY( u))z 2
“p[ (f “6 ( E(f)

)
i
E‘gﬁ‘ 2 )(H> PP(I(%;( (PE (f;f 0 <t)) g“m“ 1)
I 1) “?’ ! M| 2 1 2 1431
“Em HP‘F‘U)H (R?( ))

(k1kq — kokz) =
. i (RIS, PR
(1 Syt (B () = Re (i) () = 350 (f.z)
: PES(1,PE(1
+2 (pgiqy (R (6) = R (6)) (i) — L0 O R, (1)
M(g((PF (1), PE L(l)Rt(t))
)

;;m, all
(PE (P I ¢
+2 (pptmy (R (8) = R (te0) (i) ) (i ot IR (1))
+ UPES(.PES () (PR (), P
WPES T (R: (1))

{k1ks — koks) =

& " . 1 . I PRI S .. L“f L )
(1 + ‘ﬂ%PE}a(t)l (R (t) — Ri (1)) (?““f“i?) -3 PEL P A (t))

+2 (m (R {t:} — Ri{t;-1)) (trlt'i_;_)) +2 (LPFP%:LP”W’LQER (t) )

PES (6, PE“ ()}
—4 (i [’E‘ir(tj (R? (t‘i.) - R’L {fl—l)) (ti_ii—l) ( JHP(F) (tm& R ( ))

E(0.PE (1)) )
R R (1)

+2 (ngEJ‘;( o (R (t) — Ry (ti1)) (t " )) ((m;,;fﬁf&ﬁ“”}?, (t))

L (PESOPESO) LPEOPESI) (1o ()2
BT (1 (1))

(kiky — koks) =
« ‘ 1 (‘DL 1 f’)ﬁPF ( )) )
(1 + 3perty (R (46) = i) (m—m; SR ()
. o | B
2 (gprty (R (6) — Bs (o) (=) = ( B

1 (PEG(O,PES (D) 1
—2 (EEPFI‘ (B (R( ) - ( - 1)) (1 ..wg,iﬁi) H})EL“.(!’)H:% RI (t))
L UPES ) PR @(z))ﬂpp (O PESSUDY v 12
P B (2 (2))




U‘o‘lk‘z; — koks) =

(14 Bt (s (8) = fu () (i 32 3“:1&[%;3 or; ,
+2 (it (B (8) = Ba (nmi, D) - ((”ﬂ"ﬁj;"%@mémﬂ-(t))

PES (1), PE“; (¢
=2ty (s () - . 1) (=i ) Cpiio B ()

L UPESW.PES ) (PES O LB (42
[PE (1) J (RI (f))

{PES (), PES (1) + (PE (8), PE™ (1))

Ri - 21
1P .

(kiky — kokg) = ke +

onde

= (148l (R (1) — R, _ 3PP D)

ko = (14 3qghgy (s () = R (ts1)) (i) — 3R R )
H
t

1
t
; 2 PE i 2
+2 (ppy (B (6) = Ri(tin) (b)) — (0225 R, (1))
(1Y — R (s ! WPES(E), PE(E) o
—2 (pr Sl (RZ{ 't) Rt (tzfi)) (ti*t{_}_) HPE‘z(i)HJ R’t (t))

Substituindo (B.6) em {B.5) obtem-se

(C4 (), JIC5 ()] =

(kﬁ n ({PE%(1), PF“EEPE'%F((;;’@‘{(L),PI;;““.E;(U)) (R (t))Q) (PE*“ (£),J [IJEMZ, (t)])

ks ((PEY5 (2), J [k PE (1) + ko PES (1))

<7
(O (8)  JIC5 ()]) = ke (PE% (£) , ] [PE' ()]}
e ”’W’PE“%'jﬁiﬁtff;ﬁ”(”‘”" 00 (R (1) (PE*; (1), J [PE (1))
ks ((PES (1), J [k PE (1) + ke PES (E)]))
>

(€% (8), T(C% () = s (PE*; (1), J [PE: (1))

+ PEAGLLL (R, (1) (PE% (1), (PE's (1))

ST (R, (1) (PE* (1), T [PEY (1))
hs ((PE*5 (1), (b PE' () + ks PES (£)])
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(C¥5 (8), T[C (B)) = ks (PE (2), J [PE (1))
+LW;~M{§;’;E]‘1 (R (1) (PE* (1), T [PE (1))
+HEEAOIEELOD (R (1)) (PES (1), PE ()

+m]€g( ({PE“; (t),J ki PE; (t) + k2 PE; (]))

e (t)H

(O (8),J[C4 ()]) = ki (PE* (£), T [PE* (1))
Il U (Ry (1) (PES (1), T [PEY (0)
+ R (R ) (PES (1), PR (1)
Hrpp B (6 kL (PE (1), [PES (1))
+!|PE‘¢(!‘Z}HRZ () ko (PES(8), T [PES {8)]}

# 0
Usando a propriedade (A4.2) tem-ge:

(PEN().PES()
e pp W

b= T

. [ s DI 2
k(j — 7(PE,(15),PE &(”)RZ(t) . ((PEZ(IL)ﬂPE L{t»RZ (t))

IPE (B)] 1PE (6]

& portanto,

(C45(8), T[C (O)]) = ke (PEY (8), J [PEY ()]}
(PE%(3),P B (

AR (B () (P 1), T PES ()
+<.I IJHZI(j])_‘JESﬁ;l'(”D (lg( }} <PE‘ ( PE“‘ )
~ e R (1) A i’f;l;‘;“”ﬂ (6) (PE“: (), ] [PE (D))

+ e B (O ey B (0 (PE (1), J [PE (1)])

(G (0, J[C (O)) = ks (PE% (1), J [PE (1))

OSSO (R (1) (PES (1), T [P B ()
R (R () (P (1) PE (1)
) (P (0.7 [PE (1))
PES (1), J [PE* (£)])

NG _;)W
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(G5 (1), 7 [C4 () = ks (PE% (1), J [PEY (1)])
+ PR (Ry (1) (PES (1), T [P (1))
)

7R

{PI{6, JPESB]) o
e (CE ), PEY ()

R »l i‘&i £ "_') ;'\dli Wi 4
+”f;,-§~())mu PR PP L)) pRw (#) T IPES (8)])

1P ES (i
+ (PEL“Z' (t) s [PE“,; (f)})

Como

(PESOIPESOD (ppe. (4
JrE P 0 P ()
CEALPELO) (P (1), J P (1))

+(PE“;(t),J[PE% (1)) =0

EIPF (1]

Pois 1,%:

R (P (1), PE; (1)) — PRl (PES (8), T [PEY (8)
+{PE (1), T [PE (8)]) = [PE% (O IPE<, (8)]sin (8 (f))cos(d(t))
~ PTG (O] (PE*; (1)l| cos (6; (1)) sin (8 (1)) + HPE“ (O IPE; (1) sin (6 (£) - 6, (1))
= [[PE ()| |[PE“; (1)) (sin (6; (1)) cos (3 (1)) — cos (6 (£)) sin (3 (1)) + sm(ai (8) ~ 0 (1))
)

_PES ] |PE, (t}“( sin (6 (£)) cos (5; (¢ ))mcols(ﬂi(t))sin((fi (1 )M
+sin (& (£)) cos (0 (¢)) — sin (8; (¢)) cos (&; ()

entao,

(PE*; (), PE“; ()}

(C (), J[C (B)]) = ke (PE*, (t) , J[PE (1)) + (R; (1) (PE“ (1), J[PE; (1))

1PES ()]
Aad
(€4 (1), T[C5 () = P BEES L Ry (1) (PES (1), T[PE (1))
~ (RIS R (0) (PES (1), T [PE ()
R (B () (PES (1), T [PES (O])
-

“ 7ICe o APESOJPES (D)) gy
<O i (t): [ (t)D E“_J‘T (3)H3 Rﬁ (f)

PES,WPES(E ) {(PES(D),PEY(E SR AT Y I £
(PR, (1) — LEAOIEAO B, () — (P (1), PEY (1))

‘195 (t} é o menor dngulo entre PEY; (t) e PE*; (t).
8 (£) é o menor dngulo entre PEY; (t) e PEY; (£).
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Usando a igualdade (PEY (t), PES (02 PE (1) x PES (0| = [PES (O 1PE (0%,

tem-ge:

(C¥ (1), T[C4 (B)]) = e s-f[l’E‘»(i)DRi ()

_ IPES()® L Ol | HPF 51)3[& Ll
¢ DLt PES{O = PE® L f Y NE o
(DL LPE O R, (1) + LRI EES O R (1) — (PE' (1), PE# (1))

LR (1)
)l R; (t) — (PE* (), PE*; (t)))

I
2

“ ‘ . [
(C4(0), T IO (0)]) = L2 Hf,}fg

PESOP (|[PE () x PE*
B (8) -+ =P

“ Gt (PE* () I[PF‘ M g

|PE* At)xPL%(z}uz o
( WPEL (B R; () ~ (PEY (),PE 1(t)})

Utilizando (B.2) tern-ge:

104 (1) x O ()] = PR R (1)

|PE () < PES (D] PDEC (4 PEY.
(PRl Ry (1) - (PB (1), PES (1))

1€ (8) < C% ()1 = iy (1) By () (| PE* () < PE® (8)|] 5i (£) Ry (¢) — (PE (), PES (1)) , £ = t,

onde

[PE (8) x PEY (1)]]

S PNk

B.2 Calculo de ||C (1)|?

Considerando (para t = t;)

P (1) (1~ EESDPEAGN b (1) 1 b (B (1) = B (1)) (72
FPE (1) ey B (8)

Chi(ti) =

pode-se escrever:
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(C (), C% (i) =
{(PE(1; )L,PES qh(t )) )
1— : 1 (t;
(PE (), PES (£)) IPE(lI” )

ey (Bi (6) = Ri (fio1)) (mt,j—iiAl)

P}'ﬁc Pl"‘ 1 1 — (-PE‘i(i-p‘.},[T’E“-!‘(L,j))Izi (1‘,2)
2APE (), PE (1) (i £ ()

HPES 7
+ T;"?"ﬁ”f"}”ﬁ""jﬂ" (R {ts) = Ri (ti1)) (g;"tﬁ“;*)
2
+{(PE% (t:), PE (1)) (ppabaor e (1))

b4
(CY (t), O () =
2z
L PESPES) by
|PE (t:)]2 L e 2 )

+rpm (B () — R (60) (s

3<PL )PL ( )} 1 — <P{ (t)Pf 3(‘))]? (‘a,)
(t)PES (4 IPE (]
+ (AP R (1)

+ PE‘i('ti j (R {ts) = B (i )(tz—«tz 1)
- 2

(Ci(ti), C4 (1)) =

50 ,(PFz(h)PF ( NNy

. (Ri (L‘«a) — R (tH)) (t.;-whfi)

WPE(8:), PEYS(E)Y 15 ¢y
Gy R( i)

2UPE (1), PES;
* R (R

2PE L), PES (L) oy, (Y — FR (s I
R % () (R () = It (1)) (1)
IPE* (1l )
+ (e B (1)

2

(O (1), O (1)) =

(- )
2 (FELR P R (1) (I PE (6] + (B () = Ri (6-0)) (5255
+ (IPE @+ (R (8~ Ri (1) (i)

S R (1)

+ RS (v ()”

+2(]3]{7‘1(%‘),[).ngi(t'i))Ri (t:) (B (t) — Ry (ti-1)) (t—j——)

HPES ()| i—tiot




(€4 (1), O (1)) = (1P B ()] + (R (1) — B () (=2 ))
- (PR R )+ (?—7—!?;‘ Bi()

Usando a propriedade (A.2) tem-se

vy e [ Rt NP o (2 UPE (), PES (¢ £)))
(CH (1), C% (1)) = (m) (EEPE P ()P - TR )

Usando a igualdade (PE*; (1), PES, (£))* HIPE; (t) x PE* ()])° = | PE (O |1PE* (D),

tem-se

" ‘ Ri{t)) N[ IPES (¢ )| - LR Ep)flie'g)}[\i et
(C (), C4 () = (m) PB ) P ol
2B

<
2. . 2 . . ot g “oLf 2
(06, ¢ 00) = (o) (npm e )
<
o o [ Rt NP [IIPES () x PEY (tz‘)Hg)
(C 7 (tt) [ (tt)) - (HPE‘@ (tz)“) ( %EPEJK@ (tz)ﬁz
P
o oo (IPES () x PES @Y
<C % (t't) , Ly (h)) - ( ”PE‘z (tz)EEZ R; (tz))
<z

(C% (ti), C (1)) = (ma (83) 1P B (t) ]| Ri () (B.9)

B.3 Calculo de Kj; (t)

Substituindo {(B.7) e (B.9) em (B.1) tem-se {para t = t;):

s () B (4) (i (1) By (1) | PEY (#;) x PE“ (t i) — (PE' (1), PE (1))
(ri () |PES (6)] Ry (8:))°

K;(t;) =



&
o Bk Ri () |PEY () x PEY ()l - (PE (), PEY; (1))
Ki(t;) = G —— 3
(ki () B (1)) P B ()]
&
Gy ke (B) B () |[PES () x PES ()] (PES (), PEYS (8)
Ki(ti) = = oy NRTRTE AT AL
(rp {8:) Bq (8))" ([P ES (1)) (m (8) g (£:))7 1P ES: (82)]
-
e N iiPEl(I‘,) XP.E“@‘(fz‘)EE _ (PE% (ti),pE“;.: (m))
Kz (t%) - 3 e 3
ri (o) B (6) |PES (G)7 (ke (&) B (8))7 1P B ()]
&
1 (PE(t),PES(4)
Kl Ri(t:) (R () wi () IIPES (0) )P
&

_ _ (PE' (t;) , PEY (t:))
Ri(t)  (Ri(t:))? 6 (t) |PEY (1) x PE(t)]]
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(B.10)

(B.11)



Apéndice C

Deducao da Igualdade entre os Modulos do

Raio-vetor e Raio de Curvatura

Pedir que, em ¢ = £,y e ¢t = ¢;, o médulo do raio-vetor seja numericamente igual ao

raio de curvatura (ou seja, ao inverso da curvatura) significa que

Ri(t) =

ou ainda

= K, (t) (C.1)

Como, por hipdtese, a Proposicao 1 ¢ satisfeita em t = ¢,y ¢ £ = £;, a curvatura
nestes pontos € dada pela equaciio ([3.11). Portanto, substituindo a equagio {B.11) na
equacao (C.1) tem-se

1 1 (PE' (1), PES (1)

Bi(t)  Ri(t)  (Ri()) ki () |PE: (1) x PE% (1))

£
B (PE' (1), PE%; (£)) _
(B (1)) i (1) | PE () x PES (1)
E=1

(PE (1), PE*; (1)) _
(B; (8))% i () I|PES; (1) x PE%; (1)]]
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[l come, ainda por hipdtese, B; (t) # 0, ||PES (O] #£ 0 e ||PES (&) x PEY (8] # 0,

entio

(PE (), PEY (1))
(Ri ()" ki () | PE% (£) x PE (t)]

=0« (PES (), PE (£) =0



Apéndice D

Deducao da Condicao de GC'!

Considere-se dois trechos de curva consecutivos C; (¢) e Cyys (¢) (portanto com C; (¢} =

Cisr (&) = Pi). Para que C; (8) ¢ Cipy (t) sejam GC' (em ¢ = 1;) deve-se ter

C‘i (ti) = (.EO‘H_; (i.i) (D.l)

Adequando {3.2) a {D.1) obtem-se:

3 t‘7 O PESOO(PEG N PE (LY o (4.

T%%‘L(“t")ﬂ (R; (t) R; {(t;i1)) (zi—i,;_1.) -

[ - i . 53 il Ny P . (Dz)
PE'iy () + gty Ri (t) - PEOER )8 vl g, ) (1)
o i- HPE S {t )l
PEY - . ]
ﬁm (Rit1 (tivr) ~ Ricy (1)) (mi":"{")
Como por construgio tem-se
BPE (t;) = PE' 11 (t;),8 € R
entao
BIPE ()]l = I1PE 4 (8)]] (D.3)

ou seja, pode-se escrever (1.2} na forma:
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e (e P (t; PE S PE (G, PES (G 1 gy
PE (t:) + W” (t) — P )

+W~T( i {t) — Bi{ti-1)) (z"“"_“i““;“) =
BPE'; (t;) + HP}EH(U 2l g (8 - SREEEEAGLE S anlal g (1)

o )] B PES ()
ﬁi{fg—m (Rigy {tiv1) — Riv1 (83)) (ﬁ)
ferd
PIi (8:) + gy B (1) = 2248 éééﬁiiﬁeb“”m (t:)
PES ) _
ety (B () = B () (7 1) =
[ BPE () + g R (1) - B s = R (1)
+M (Ripy (figr) — Ry () (ﬁ)
=

{(1—af) PE(t;)

+ (B (1) = Bi (1) (7mh) = @ R (tia) = R (8 (m f)) oy

3 4 14 . 3 [& [ 3 H1A 1[)1 AN
~ ((.PEz-(gi),PE,;(ti»Ri(ii)m*«(PE?:(t PE*iy {t:)) Bigs ( )m ,((f BEEE

+ (PE (6) R (6) = §PB“11 () Rivt (1) by = O

(1 —af) PE ()
+ ((Ri (ti) = Ri (ti-n)) (z::“%“j“_“;) = a(Riy1 (tig1) = Ris (£)) (tﬂ,l )) ;if‘ <t %;\
—{PEY (1), By (t:) PEi (t;) — § Bt (1) PE1 (1)) ﬁ}j;
o (PE‘L?’ (f%) Ri (tz) — %I)E’ui+l (tz) RH»i (t@)) m s 0

(D-4)

Desmembrando PE¥; (;) e PE*,4 em componertes ortogonais apropriadas,
+
PE (&) . PE* (t)
PE* (1) = (<W ! , PE“; (t; >u) + (PE"i ti) — <———————— - S PIE (t >'u,)
W= \ppm e 7 ) W= \rE o PP
PE* e PR t; PE% ()~ { e, PEY 0 (8
?‘f‘.l ( ) (< Hr)ﬁﬂ ()“‘JPF ’!‘f*]. ( )>‘u’ 1+‘1( ) ”}JE‘E (t%)H ’!‘r‘f‘] ( ’l) %
com

PR ()
T IPES ()]
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e (D.4) em funcho das componentes ortogonais a PR (1;), tem-se

R; (t) (PE“,L-(t,) (Tg,f]J—ng PE% (¢, )> )m
111 () (P51 () — (R P 1) )

Similarmente, escrevendo {D.4) em funcdo das componentes colineares a PEY; (4;)

(componentes em u) e lembrando que PE; {t;) = [|PE*; ()| u, tem-se

(1 —af) |PES (L) u
+ ((Rz’ () — Ri (ti 1)) (3:“;“%;:“;) = o (Ryp1 (tip1) — Rig1 () (mf,ii)) Hﬁ;;ﬁj@u

~ (PE (6) By (8) PES; (8) — §Riys () PE*50 (1, )>wu

(R (t, MM}% PE“ (t )) u— SR {t)<%PLH (tﬂ)u)

1
PR 0

(1 aB} |PE ()]l u
” . , 1 p
+ ((I?,é (t;) — R (ti1)) (m) —a(Rip1 (tip1) — Riya (8) (m)) “
B <PE" (ti), Ri () PE (8) ~ §Riga (t) PE%4y (t’i)> IEPE‘E(&)II *
(Bt By (1) PE (1) — §Ript () PE 1 (8)) gty = 0

(1= aB) | PE (t:)]|
 ((Bi (1) = B (t-0)) (52 ) — ¢ (Re (i) = Ria (1) (57257 ) )
= (PB (1), B (6) PES () = § Riss (1) PE*i0 () Ty
F{PES (1), B (8) PES (1) — § Rt (1) PE s (1)) (gl = 0

(I —af} |[PE (L) v
——) — a{Rip1 (tig1) = Riga (1)) (m)) w=10

(1— aB) |PE" (1)
+ (B (8) = Bi (ti1)) (205 ) = @ (Bigr (fin) = Ria (8) (k) = 0

ey

IPES ()] + (Bi (1) — Bi(ti-0) (5= =
& (ﬁ WPES (] + (Biyy (fiv1) — Ri (1) ("5;1“5““;;))
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Substituindo 8 pela equagio (1.3):

IPES ()] + (Ri (6) = Bi (80 (b= ) = D6

o (H-PE‘@H A+ (Rigr (bin) = Rigr (4)) (H%ZT))
Entretanto, por construgao, a condico expressa pela equagio (A.2) vale para os

extremos do trecho C; (1),entdo:

0 = al

Ou seja, a condicho dada pela equagdo {D.6) é sempre satisfeita. Assim, para que
os trechos C; (£) e Ciy1 (¢) sejam GO em ¢ = ¢;, basta escolher o valor de « que satisfaca a

equagio (1.5).



Apéndice E

Deducao da Invariancia sob

Transformacoes Rigidas

Aplicando uma transfomacio geral sob a equacao da curva (3.1) tem-se que:

AC (140 = (APE () + o144 (o (00 - Rty (=222 ) 4 Rt}

Se PE; (t) pode ser escrita na forma de (2.4), tal que valha a condigio de invaridncia

sob transformagoes afins (ver Secao 2.3.2) entdo

AC; () +v = (A S R (1) Pk—i—v)—i—A
k=0

onde:

t—1t1
by —ti

Ri(t) = (R; {t;) — R; (t;1)) ( ) + R (ti1)

()L_l, F{t) Pk)

AC,;(t}wm:(Airk( PK+ZP;€ )+A "f{’ —R; (1)
=0 =0 (£Rwmn)
k=0
-
. AS F P+ B
ACi () +v =3 F () (AP +v) + —0 = R; (t)
k=0 (kzo F, (f) P,!,)
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=4
n Lf’k()(APk%v)
+us= Y F(t) (AP, +v) + 25 R {1)
- (Zﬁu)k)
k=0
<
\ (£ A @ @a+)
Ci(t) +v =3 Fp (1) (AP +v) + ~=0 et Ry (1)
(£ Awn)
k=0
<“;:>

(g;jo Fi (1) (A Py + v))’

(£ n0n)

\ (3 R @n)
v =Y Fy () (AP +v)+ =0 ;
- (kz_jopk (1) (A Py + v))

R; (1)

(£ mw@un+o)

k={)

<é0 Fy (1) pk)f

o !
5 R (AP, +v)
AC;i (t)+v = Zrk (A Py +v)+—=0

(3 rwn+n)

R; ()

€ COIo

(iﬁuﬂmm+wywu

$=0 :
(;go B (8 Pk)

se e somente se a transformacao for rotagio ou translacio, nestes casos, vem

(ﬁ Fo () (AP + ’u))l
h B (1)

Zf’h (AP, +v)+

(LA Ur )




Apéndice F

Calculo dos pontos de controle para

satisfazer a Proposicao 3

Considerando que cada segmento PI; da PIZ7 ¢ modelado por uma curva de Bézier

de grau n, tem-se:

PE (tio1) =n (B — Big)

PEG () =n(Bin — Bin-1)
PE“(t;i1) =n(n—1){B;y —2B;1 + Bio) = n{n — 1} [(Bi2 — Bi1) — (B — Bio)]

PES (L) =n(n—1)(Bin—2Bip 1+ Bin2)=nn—-1(Bin— Bin-1) — (Bin-1 — Bin_2)]
para que a Proposicio 3 seja satisfeita, deve-se ter,emt =4, 1 et =
(PE (t) ,PE% (1)) =0
para t = t; 1 tem-se

(PES (b)), PE (1)) =0
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{n(Biy - Bip),n(n—1)[(Biy— By} — (B — Bip)]) =0

&

n® (n— 1) {{Biy ~ Bia), [(Big — Biy) ~ (Biy — Big)]) = 0

n” (n — 1) ({(Bix — Bio), (Big = Bin)) ~ (Biy — Big), (Big — Big))) =0

n?(n—1) (((31,1 ~ Big),(Bi2 — Bi1)) — | Bix ~ Bz’,ollz) =0
como n > 1, vemn

((Big — Big), (Bio — Bin)) — 1Bia — Bigll® = 0

{(Bin = Big) . (Biz = Bi1)) = ||Big — Bl

| Bi2 — Bilieosaiq = | Biy — Biol
Analogamente, para t = {; chega-se a
”Bi,nwi - Bz’,-n_Qii CO8 T2 = !E‘Bi,ﬂ. - Bi,nwl EE

esta configuracio de pontos de controle para n = 3 esta mostrada na Figara F.1.
Semelhanca de tridngulos aplicada & Figura F.1 permite chegar a

1+ cos oy
D; =T, cos gy — s

(sing;)?
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Figura I°.1: Pontos de controle de uma curva de Bézier ¢ibica que satisfazem 4 Proposicio

3.



Apéndice G
Calculo de Ti sujeito a Proposicao 3

Substituindo a equacdo (4.6) na equagio (4.7) tem-se

PL-P
B =PL+ —— (D, +27;
1PL =,y (D20

E agora, usando as equagdes (4.1) com j = 1 e ((.1}, pode-se escrever

PI; — P, ,
P+ =270 (9T = Py — oy B (fie
CTpL = pg PR S P e
mas como ¢ =1 ¢ EFP; —P,. = “ﬁg Eizl)l vem
by
Pl — P ) Pl =P =
Pli+ i (D, + 2T5) = P —_— i (T
A2 AR S Ty ol LAUSH
&
.. PI, — P, PL—Py =
PL P 1+ (D +271) = o | R, (¢
= P = e I e
@;}
Pl ~ Py_q + ror=tizl (D, 42T,
N 2 zl“%“”pj [ 3!( it z)
e -

PI,_Fi_
|EFT:'*P£—1§[

(G.1)
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][iféi (ti_l)it = |PI, — Pyl + (D; + 2T3) (G.2)

De forma andloga para as equacoes (4.8), (4.9) e (4.2), vem

I% o)

=Py — PLi — (D +2T}) (G.3)
Substituindo (G.2) e (G.3) em (4.5) chega-se a

_ B~ PE| — [[PLi — Pl ~ 2(D; + 2T3)]
T

T

; g e € . o T . . LFCos oy
Como n = 3§ e portanto D = T cos oy et tem-se
L b

(sin ;)

1+ coso;
3T; = 'EEB: — PL|| — [P — P 1 - 2 (T cos oy T 2'11-)

sinoy)

1 08 .
3T, = Inpi _PL| —|PI; — Piy| - 2Ty ((:()S A 2)
sinoy)

3T = Py = PL)| — |PL, — Pyl - 27, [ cos 0220 g
1 — (coso;)

2
coso; + (cosa;
3T, = || B — PL|| - |PL; — Bivff — 2T; — ( ;) +2
1~ (cosay)
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cos oy + (cos 03)? + 2 — 2 (cos m)z) t

Ty = |I|1Fs = PL|| = [P — Pia|| - 203 -
1~ (cosa;)

2
coso; — (coso;)” + 2
3T, = || — PLY| ~ 1Pl — Pyl — 215 i~ *)2
1~ {cos ay)

30, = |P; — PLi| — [IPL — Piall - 2T (—-—————— szt

1 ((0%(71}
se |By = PL|l > iP5 = Pl + 2T (S'?HJH (tosm)g )

ol
I ] V S8 g s 0y 2 -2
3T, = — |, = PL| + | PL — Py + 2T (220 uff’m;) )
I8 @ —{C08 T 2
se ”P szfi < iiPI e 1 ]” + 2T (qu (ci)(ssm)) : )

(5“{“2%5%_ cos oy +2)T _ iipz _ Pfi“ _ I]JPIi _ PPIEE

1—{cos o;}"
OU
(3 2 gl 2y — 4B PLY| 4 |1PL = P
L=

+ - ‘ﬁﬁ,( . o N 2.“ Py . - -
(3 + 2cos a;—2(cos 0y M) T = iif}t . Pfiii _ ”Pli _ P*FE‘E

I—{cosai)?
o

(8- 2o Aee) BNy = —|iP — PL| + | PL — Py

1—(cos oy)
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=N

(3”'3(603{Ii)EWIW.‘ZCOSU'L‘-—Q(COSUz‘)z-\}'/]) Ti — “I)t . pIiEE . ||PIZ‘ _ -Pz‘f'l EE

1—(cos oy)*

[
3-3(cos oy )? 2 cos a;+2(cos o; 24 - 5
(Mmoot deme A ) 1y = P, — PL| + | P ~ P
=

(ZeonotleonssUTY 7, — | Py — PL| — |[PL; ~ Py

].7((:080“7:)2

ou

208 g (cos a; ) - >
(Frtesnlowod )y = |\ P, — PL| + [IPL; ~ Py}

1—{cosa;)?

<

08 a;—B{cos ;)
(Pl s ) = |\ Py - PL| ~ [PL~ B

1—{cos oy)°
ou

e ] i 1-2 oy e
(oilconssl® N, —|\P,— PL| + |PL — i

1—cos a3 }(1+cos a;)

=4

! ; —H{CoE 3‘2 I
(s semay 1) 1, i - P

b (008 oy

ou

({2 T = |7 - PL|| — | PL = P

(1—cos o;)

Hal: R 2
Ty = (| — PL|| — | PL — Piyl]) sirlO80il

2cos oy-b{cos oy ) 47

ol

T = (|18 = PLl| = | PL = Pi]) Hyoe2d

De forma andloga, para o equacionamento da Segao chega-se ao seguinte resultado:
. ) _ A T 1—coso;
T, = (|PL; — Bif — | Piy — PL||) §7e2d
o

— {008 ;) 2
T = (||PL; = Pl = [Py — PL||) im0

208 0 —b{cos o )47




Apéndice H

Notacoes adotadas

[|A|l denota o médule (rorma} do vetor A.

f¢(£) denota a derivacio da fungao f (¢} em relacio a t { f*(t) = =)

(A, B) denota produtoe escalar dos vetores A e B.

UNICAMP
| BIBLIOTECA CENTRAL
| SECAQ CIRCULANTE




