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Resumo

Sistemas a eventos discretos ocorrem em processos de manufatura e em aplicagdes de trafego e
compartilhamento de recursos, entre outros. Os sistemas considerados nessa tese sao grafos a eventos
temporizados que correspondem a uma classe de redes de Petri que modelam apenas sincronizacao
de eventos. Embora nao-lineares na &lgebra convencional, esses sistemas podem ser descritos por
modelos lineares numa estrutura algébrica genericamente denominada di6éide. Esses modelos possu-
em representacao tanto no espaco de estado quanto na forma de fungdo de transferéncia. O objetivo
dessa tese é propor uma metodologia de projeto de controle por modelo de referéncia, onde o contro-
lador é obtido por um “matching” entre duas fungoes de transferéncia: a do sistema controlado com
a da fungdo desejada. A estrutura de controle proposta possui forte analogia com a realimentagao
de estado da teoria convencional de sistemas. Sob certas condi¢Ges, a solugdo méaxima do problema
de “matching” existe e o controlador 6timo pode ser calculado analiticamente tanto para acesso com-
pleto quanto parcial ao estado. Em outros casos, o controlador 6timo é obtido apenas para acesso

parcial, embora duas solucoes sub-6timas sempre possam ser obtidas.

Abstract

Discrete event systems typically occur in manufacturing processes, traffic applications and resour-
ce sharing among others. The systems considered in this thesis are timed event graphs, a particular
class of Petri nets that can model only synchronization phenomena. Although these systems are
nonlinear in conventional algebra, they can be described by linear models in a generic algebraic
structure named dioids. These models have both state space and transfer function representations.
This thesis proposes a control synthesis methodology by using a model reference approach, where
the controller is obtained by a matching between the transfer function of controlled system and a
given transfer function. The proposed control structure has strong analogy with the state feedback
control in conventional system theory. Under certain conditions, the maximal solution to the mat-
ching problem exists, with complete or partial access to system state, and the optimal controller can
be calculated. In other cases, the optimal controller is only obtained for the problem with partial

access, although two sub-optimal controllers always exist.
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Introducao

Essa tese aborda o controle de sistemas a eventos discretos representados por uma classe parti-
cular de redes de Petri denominados Grafos a Eventos Temporizados (GETs), os quais podem ser
descritos por um modelo multivaridvel numa algebra particular denominada algebra de didides. As-
sim, a tese estd fundamentada em trés areas: sistemas a eventos discretos, redes de Petri e algebra
de didides.

A figura abaixo mostra uma classificagdo geral de sistemas segundo Cassandras e Lafortune
(1999). A fronteira tracejada define um Sistema a Eventos Discretos (SED) ou “Discrete Event
System” (DES). Esses sistemas ocorrem tipicamente em processos de manufatura e em aplicacoes
de trafego, com compartilhamento de recursos e/ou tarefas sujeitas a sincronizacao de eventos. Os
termos em negrito caracterizam o sistema a ser considerado: um sistema dindmico, invariante no
tempo, nao linear, a estado discreto, dirigido a evento, deterministico e a tempo discreto.

SISTEMA
ESTATICO | DINAMICO
VARTANTE‘NO TEMPO INVAR‘IANTF‘J NO TEMPO

|
T 1
LINEAR NAO LINEAR

\
T - ----d4-" """ --= -<
ESTADO CONTINUO < " ESTADO DISCRETO
N | .
T v 1 N
DIRIGIDO A TEMPO //’ DIRIGIDO A EVENTO SISTEMA A EVENTOS DISCRETOS
o g V—‘—\ '

.-~ ESTOCASTICO  DETERMINISTICO

7 |

T \\
e _ TEMPO DISCRETO TEMPO CONTINUO

)

Figura 1: Classificacdo geral de sistemas.

Adotando a mesma nomenclatura usada em Ho (1989), Cassandras e Lafortune (1999), o termo
sistema continuo é usado aqui para designar “Continuous-Variable Dynamic System” ou CVDS.
Pertencem a essa classe os sistemas dindmicos descritos por equagoes diferenciais (tempo continuo)
ou a diferencas (tempo discreto) da teoria usual de sistemas. Comparando-se sistemas continuos

com sistemas a eventos discretos discretos, as seguintes propriedades podem ser destacadas:
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sistema continuo:

e 0s estados sdo variaveis continuas;

e 0 mecanismo de transicao de estado é dirigido por tempo ou time-driven.
sistema a eventos discretos:

e 0s estados sao variaveis discretas;

e 0 mecanismo de transicao de estado ¢ dirigido por eventos ou event-driven.

Um grafo a eventos é uma rede de Petri onde cada lugar tem exatamente uma transicao de
chegada e uma transi¢do de partida. Assim, grafos a eventos sdo redes de Petri que ndo modelam
concorréncia, restringindo-se apenas & sincronizagdo de eventos. Para uma definicao formal, pro-
priedades e dindmica de redes de Petri em geral pode-se consultar Peterson (1981). Uma boa visao
geral sobre o assunto com varias aplicacoes é encontrada em Murata (1989).

Quando existe um tempo de espera associado a cada lugar, o grafo é denominado grafo a eventos
temporizado. Assim, uma ficha ao entrar num lugar deve cumprir o tempo de espera a ele associado
antes que possa contribuir para a habilitacdo da transicao de partida desse lugar. A figura abaixo
representa um GET, onde os lugares sao representados por circulos e as transi¢oes por linhas verticais
conectadas por arcos direcionados. As fichas ou “tokens” sdao representadas dentro dos lugares por

pontos e os tempos de espera (em unidades de tempo) por barras verticais.

| /\\k//”\
\_ )

Figura 2: Grafo a eventos temporizado.

Nessa figura, u; e us sao as transicoes de entrada, y; e yo as transicoes de saida e z1, xo s@o as
transicoes internas ou estados do sistema. Se a variavel z(k) associada a transi¢do x corresponde ao

instante de tempo no qual ocorre o evento de niimero k dessa transicao, entdo as seguintes equagcoes
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sao derivadas:

Essas equacoes sao recursivas em k, cuja solucao é tratada no capitulo 2. A operacao de maximi-
zacao é uma consequéncia direta da sincronizacao. Uma transicao x; dispara no tempo méaximo entre
os instantes de tempo de disparo das transi¢oes z; conectadas a x; somados ao respectivo tempo de
permanéncia do lugar que conecta x; a x;. A marcagao inicial apenas introduz um deslocamento na
numeracao dos eventos de cada transicdo. Assim, a numeracao dos eventos em x1 estd adiantada de
uma unidade em relacdo & numeracao dos eventos em xo devido & ficha inicial no lugar que conecta
To & T1.

Essas equagdes sao nao lineares quando escritas na algebra convencional. Entretanto, definindo-
se as operacoes de maximizacao e soma usual como as operacoes @ e ®, respectivamente, obtém-se

as seguintes equagoes de estado:

k) = 1@ (k—2) @10 za(k—1)® 1 ®ui (k)
z2(k) =1 x1(k) ® 2@ us(k)

yi(k) = z1(k)

y2(k) = z2(k)

Essas equacoes sao ltneares numa algebra nao convencional genericamente denominada algebra
de didides, cuja propriedade a ser destacada é a idempoténcia da operagao de adi¢do (a ® a = a).
Essa propriedade tem como consequéncia a inexisténcia da operacao inversa da adic¢ao, sendo motivo
de vérios artigos sobre o assunto (Gunawardena, 1998).

Um pequeno histérico sobre o estabelecimento dessas estruturas algébricas e suas aplicagoes na
descri¢ao de SEDs pode ser encontrado em Gaubert e Max-Plus (1997). Entre os marcos impor-
tantes estdo o trabalho de Cuninghame-Green (1979) e posteriormente Cohen et al. (1989). Este
ultimo, revisado e ampliado em Baccelli et al. (1992), deu um tratamento de teoria de sistemas ao
assunto, tornando-se referéncia obrigatoria na descricdo de SEDs que apresentam apenas fenémenos
de sincronizacao de eventos. Exemplos de aplica¢oes podem ser encontrados em Cohen et al. (1985)
e Cuninghame-Green (1991). Uma visao recente da area com perspectivas futuras é encontrada
em Cohen et al. (1999).

De maneira geral, qualquer GET pode ser descrito pelas seguintes equagoes algébricas no espago
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de estado (capitulo 2):

X =AX @ BU
Y=CX

Os vetores U, X e Y de dimensoes m, n e p correspondem as varidveis associadas as m transicoes
de entrada, n transicoes internas e p transicoes de saida do sistema, respectivamente. As matrizes
Anxn - pgnxm - COPXN pogsuem descrigoes apropriadas. Essa representagido possui uma forte analogia
com as equacoes de estado continuo da teoria convencional de sistemas. Além disso, uma relacao
entrada-saida pode ser obtida (funcdo de transferéncia).

O problema de controle de GETs possui diversos enfoques, resumidos no capitulo 3. Nessa tese,
adota-se uma abordagem por modelo de referéncia, onde o controlador é obtido de forma que a
funcao de transferéncia do sistema controlado satisfaca uma determinada especificagdo. A estrutura
de controle proposta introduz uma nova entrada de controle X, = FX que usa informacao dos

estados para atuar diretamente sobre eles, ou seja:

X=(A®F)X ® BU
Y=CX

Essa lei de controle, onde F' é o controlador a ser obtido, corresponde & realimentacao de estado
na sua forma mais geral, quando se tem acesso completo aos estados, e a uma realimentagao de
estado restrita, quando o acesso aos estados é parcial.

A tese estd organizada da seguinte forma. Os capitulos 1 e 2 contém apenas material encontrado
na bibliografia, particularmente em Baccelli et al. (1992). Os leitores familiarizados com conceitos
de matemética discreta tais como conjuntos, relagoes de ordem e estruturas algébricas abstratas nao
encontrarao dificuldades. Além disso, um conhecimento bésico sobre redes de Petri é desejavel.

Os leitores habituados com a bibliografia sobre redes de Petri encontrarao, ao longo desta tese,
conceitos e abordagens pouco comuns, mas amplamente consolidados na bibliografia sobre mode-
lagem de GETs em didides. Assim, poderao surgir alguns conflitos conceituais que esta tese nao é
capaz de minimizar, devido basicamente aos diferentes enfoques adotados por cada comunidade.

O capitulo 1 introduz de maneira geral a teoria algébrica utilizada nesta tese para modelar e
controlar um GET: a &lgebra de didides. Como didides compartilham propriedades de reticulados,
resultados da teoria de reticulados que se aplicam a di6ides sao tratados nesse capitulo. Nesse caso,
a énfase ¢ dada em mapeamentos entre reticulados, abordando a teoria da residuacao e equagoes de
ponto fixo. Por fim, alguns didides particulares sao formalmente definidos.

O capitulo 2 estabelece modelos de GETs descritos em didides. Define o modelo do sistema
a ser usado nessa tese e sua respectiva funcao de transferéncia. Discute ainda propriedades como

racionalidade, realizabilidade e periodicidade desses sistemas denominados racionais.
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O capitulo 3 é um levantamento bibliografico sobre abordagens de controle de GETs que utili-
zam uma descricdo baseada em didides. Num primeiro momento sua leitura pode ser omitida, nao
comprometendo a compreensao geral da tese, embora seja 1til para situa-la em relagao a outras abor-
dagens de controle. Porém, nesse capitulo sao apresentados os principais resultados da abordagem
de controle utilizada em Cottenceau et al. (2001), com a qual essa tese estd relacionada.

As contribuicoes da tese encontram-se nos capitulos 4, 5 e 6. No capitulo 4 é proposta uma es-
trutura de controle por realimentagao de estado com acesso completo aos estados do sistema. Nesse
caso, o controle é obtido a partir da representagao de estado do sistema segundo a especificagao de um
modelo de referéncia a ser atendido pelo sistema controlado. Essa abordagem foi denominada con-
trole multivariadvel por analogia & estrutura de controle multivariavel da teoria de sistemas continuos,
embora com outro objetivo. O capitulo 5, com desenvolvimento semelhante ao anterior, considera
acesso parcial aos estados. Por isso, foi denominado controle multivariavel restrito. Os resultados
desses capitulos estabelecem condigoes para as quais o controlador pode ser analiticamente obtido.
O capitulo 6 organiza entao esses resultados e estabelece uma metodologia de projeto do controlador
para diversas condi¢oes. Através de alguns exemplos ilustrativos, a metodologia proposta pode ser
verificada. Por fim, a conclusdo da tese ressalta as principais contribuicoes desse trabalho e avalia

criticamente os resultados, propondo novas perspectivas de pesquisa.



INTRODUCAO



Capitulo 1

Base Algébrica

1.1 Introducao

O estudo de estruturas algébricas abstratas pode ser encontrado na literatura de matemaética
discreta (Ross e Wright, 1985; Rosen, 1998) ou algebra moderna (Durbin, 1992). Essas estruturas
sao caracterizadas por duas operacdes binarias '. Esse capitulo retine os principais resultados sobre
estruturas algébricas genericamente denominadas didides que constituem a base algébrica da tese.
A defini¢ao de divides nao difere muito da defini¢do de estruturas algébricas bem conhecidas como
o anel (compare as defini¢oes e os exemplos 1.1 e 1.2 a seguir).

Um anel ou “ring” é um conjunto S fechado sob duas operagdes binéarias + e x tal que:
1. (S,+) é um grupo comutativo;

2. (S, x) é um semigrupo;

3. x é distributiva & direita e & esquerda em relagdo a +.

Exemplo 1.1. O conjunto das matrizes quadradas de ordem n com as operagoes usuais de soma e

adi¢do de matrizes € um anel.
Um didide é um conjunto S fechado sob duas operagoes binarias & e ® tal que:
1. (S,®) é um mondide comutativo idempotente (Va € S, a ® a = a);
2. (S,®) é um monoide;

3. ® é distributiva & direita e & esquerda em relagao a &.

'Um conjunto S com uma operacio binéria associativa E é um semigrupo sob E. Um semigrupo com uma
identidade é chamado um monoéide (a e = e @ a = a) e um mondide onde qualquer elemento possui inversa é um
grupo (a [ al=e=0a'm a). Um grupo é comutativo quando [ é comutativa.
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Exemplo 1.2. O conjunto Z U{—oo} associado as operagdes de maximizagao como adi¢ao e adi¢ao

usual como multiplicacdo € um didide denotado Zinax.

Claramente, a origem da denominacao diéide vem do fato de que essa estrutura algébrica é forma-
da por dois monoéides. Devido & semelhanca entre as definicoes, espera-se que didides compartilhem
grande parte das propriedades da algebra convencional. De fato isso ocorre, mas a definicdo de uma
operacao de adicdo idempotente introduz uma relacao de ordem parcial e faz com que a operacao
inversa da adicao inexista.

Diodides sao portanto estruturas que se situam entre a algebra convencional e os conjuntos par-
cialmente ordenados dotados de uma operagao interna geralmente denominada multiplicagao.

Dessa forma, muitos dos resultados obtidos em didides tém sua origem na teoria dos conjuntos
ordenados. Para facilitar a separacdo desses resultados, esse capitulo é organizado de forma que a
teoria de conjuntos ordenados, ou mais especificamente de reticulados, seja apresentada na secao 1.2
de forma totalmente independente da teoria de didides na secao 1.3.

Apos algumas nogoes gerais sobre reticulados em 1.2.1, a énfase da se¢ao 1.2 reside nas aplicagoes
definidas sobre reticulados. Na se¢ao 1.2.2 discute-se a solugao da equagao f(z) = b segundo a teoria
da residuacao, que esté relacionada ao conceito de ‘inversao’ de uma aplicacdo. Ja na secao 1.2.3
discute-se a solugao de equagoes de ponto fixo f(z) = z.

A secao 1.3 fornece uma definicdo axiomatica de didides e estabelece os principais resultados dessa
teoria. Nessa secao, os resultados da secao 1.2 obtidos para reticulados sao aplicados no contexto
de didides. Finalmente, dois didides particulares sao definidos: o di6ide das matrizes na secao 1.3.1
e o di6ide dos polinémios na secao 1.3.2. Esses didides serao utilizados nos capitulos seguintes para
modelar e controlar GETs. As provas dos teoremas desse capitulo podem ser encontradas em Baccelli

et al. (1992), exceto quando houver uma referéncia explicita a outra fonte.

1.2 Reticulados

Um reticulado é um conjunto sobre o qual é definida uma relagdo de ordem parcial entre seus
elementos. Esses conjuntos apresentam como principal caracteristica a possibilidade de existéncia
de elementos nao comparaveis, ou seja, um elemento pode nao ser igual, nem maior e nem menor do
que outro. KEsse conceito, apesar de pouco estudado, é frequentemente encontrado na Engenharia.
Por exemplo, o conjunto dos nimeros complexos é um conjunto parcialmente ordenado. Pode-se
dizer que um numero complexo z; qualquer tem moédulo maior ou menor do que outro zo. Mais
ainda, pode-se dizer que se o0 médulo de z; nao é maior do que o médulo de zo, entao com certeza
é menor ou igual. Essa relagdo de ordem entre médulos de niimeros complexos é total, mas nao se

pode atribuir uma relagao de ordem para quaisquer dois nimeros complexos vistos como dois objetos
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a serem comparados. Em Davey e Priestley (1990), Birkhoff (1967) encontra-se vasto material sobre
a teoria de reticulados. Uma boa introdugado relacionada com sistemas a eventos discretos pode ser

encontrada em Kumar e Garg (1995).

1.2.1 Nocgoes basicas

Definicao 1.3 (Relagao de ordem). Uma relagio bindria reflexiva, transitiva e anti-simétrica é

uma relagao de ordem, denotada <.

Uma relacao binédria R sobre um conjunto D é um sub-conjunto de D x D. Dados a,b,c € D,
R ¢ reflexiva se (a,a) € R; transitiva se (a,b) € R e (b,c) € R, entdo (a,c) € R; anti-simétrica
se (a,b) € R e (bya) € R, entdao a = b. Portanto, numa rela¢gdo de ordem, se dois elementos a e
b sdo comparéveis (pertencem a R), entdo a < b ou b < a. Entretanto, existe a possibilidade de
dois elementos a e b serem nao comparéveis, ou seja, nao pertencerem a R. Nesse caso, nao se pode

afirmar que ¢ = b nem que b < a, pois ndo existe relacdo de ordem entre a e b.

Nota 1.4. O simbolo < ¢ usado para diferencid-lo da relagdo de ordem numérica <. Por exemplo,
numa relagao de ordem parcial de continéncia, dados dois conjuntos A e B, A < B se e somente se

A CB. Como usual, a <b e b= a sio equivalentes.

Definigao 1.5 (Conjunto parcialmente ordenado). O par (D, =), onde D é um conjunto e <

¢ uma relacdo de ordem sobre D, é chamado conjunto parcialmente ordenado, denotado D.

Conjuntos parcialmente ordenados podem ser graficamente representados por diagramas de Has-
se. Esse diagrama é um grafo cujos vértices sao elementos do conjunto D e arcos conectam elementos
comparaveis (o maior elemento acima do menor no diagrama). O nimero minimo de arcos é repre-
sentado de forma que outras possiveis comparacoes sao derivadas por transitividade.

A Fig. 3 mostra dois exemplos desses conjuntos, a partir da qual se pode afirmar que:

eexXd=3b=aef3d2c=aq;
a b 2d <eed d=d=<f

e (bo), (e, f), (,d) e (e, ) sao ndo comparaveis;

e U ={a,b,c,d} é o conjunto dos majorantes ou “upper-bounds” de X, ou seja, o conjunto dos
elementos maiores que qualquer elemento de X. O elemento d é o supremo ou “least upper

bound” de X. Note que d é o elemento minimo de U e caso pertenca a X, entdao d é o maximo
de X;
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o L ={d,b,d,d} éo conjunto dos minorantes ou “lower-bounds” de X (definigdo andloga) e
d' & o infimo ou “greatest lower bound” de X. Note que d’ é o elemento méximo de L e caso

pertenca a X, entdo d’ é o minimo de X.

Figura 3: Conjuntos parcialmente ordenados.

Nota 1.6. A nomenclatura utilizada em reticulados pode diferir. Na literatura, onde se encontra o

termo majorante para “upper-bound”, o termo “upper-bound” € usado como “least upper-bound”.

Quando todos os elementos sdo comparaveis, o ordenamento é total e o diagrama de Hasse é

uma reta.

Notagao 1.7 (Supremo). Dados dois elementos a e b de um conjunto ordenado D, o supremo de

{a,b} ¢ denotado sup{a,b} ou aVb.

Notacdo 1.8 (Infimo). Dados dois elementos a e b de um conjunto ordenado D, o infimo de {a,b}
¢ denotado inf{a,b} ou a Ab.

Definigao 1.9 (Semireticulado superior). Um conjunto ordenado D é um semireticulado supe-

rior quando existe o supremo de qualquer sub-conjunto finito de D.

Esse é o caso do conjunto a esquerda na Fig. 3. Definicao anéloga existe para semireticulado

inferior, que é o caso do conjunto a direita na Fig. 3.

Definicao 1.10 (Reticulado). Um conjunto ordenado D onde ezxiste um supremo e um infimo

para qualquer sub-conjunto finito de D é chamado reticulado ou “lattice”.

Quando os sub-conjuntos considerados podem ser infinitos, tém-se as defini¢oes de semireticula-

dos superior e inferior completos, assim como a de reticulado completo.

Definigao 1.11 (Topo e fundo). O supremo de um conjunto ordenado, quando existe, é denomi-
nado topo ou “top” e denotado T. Analogamente, o infimo de um conjunto ordenado, quando existe,

¢ denominado fundo ou “bottom” e denotado e.
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1.2.2 Elementos de teoria da residuacgao

Nessa secao consideram-se mapeamentos entre reticulados completos nos quais a relagao de ordem
entre elementos do dominio é preservada na imagem. O interesse no estudo desses mapeamentos esta
na ‘solucao’ de equagoes do tipo f(z) = b. A solugao dessa equacao requer algum tipo de ‘inversao’
que é tratada pela teoria da residuagao (Blyth e Janowitz, 1972).

Por exemplo, se f for nao-sobrejetora, essa equacao nao terd solucao para alguns valores de b e se
f for ndo-injetora podera ter varias solu¢oes. Uma alternativa é considerar o conjunto das chamadas
subsolugoes, ou seja, os valores de = que satisfazem a desigualdade f(z) < b e tomar o maximo desse
conjunto, caso exista. Outra possibilidade é considerar o conjunto das chamadas supersolugoes, ou
seja, os valores de x que satisfazem a desigualdade f(x) > b e tomar o minimo desse conjunto, caso
exista.

De maneira geral, dada uma aplicagdo f : D — €, onde D e € sdo reticulados completos, deseja-se

responder as seguintes questoes. Para todo b € C:
e existe solugdo méaxima para f(z) < b?
e existe solu¢do minima para f(z) > b7

As respostas as questoes acima estao baseadas em propriedades de continuidade do mapeamento

f- Isso é discutido a seguir.

Definicao 1.12 (Mapeamento isotonico e antitonico). Um mapeamento f de um conjunto or-

denado D em um conjunto ordenado € € isotonico (antitonico) se Va,b € D entio a = b= f(a) =

f() (f(a) = [ (b)).

Um mapeamento isotonico preserva a ordem entre elementos do dominio e da imagem da apli-

cacao, enquanto um antitonico inverte a ordem.

Definigao 1.13 (Semicontinuidade inferior). Um mapeamento f de um reticulado completo D
em um reticulado completo C é semicontinuo inferior ou “lower-semicontinuous” se, para qualquer

subconjunto X (finito ou infinito) de D,

V2=V f

zeX zeX

Aparentemente, semicontinuidade inferior decorre de isotonia, mas isso nao é verdade. A Fig. 4
mostra um mapeamento isotoénico, mas nao-semicontinuo inferior. Nessa figura, X = {z | f(z) < b}
e Y é aimagem de X em C. Nesse caso, o supremo de X nao é solugao de f(z) < b e portanto, ndo

pertence a X. Logo, nao existe solucao méxima para o problema.
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Figura 4: Isotonia.

Ja na Fig. 5, a propriedade de semicontinuidade inferior garante que o supremo de X é solucao
de f(z) < b e portanto, pertence a X. Logo, o supremo de X ¢é a solu¢gdo méaxima do problema e

sua imagem ¢é o elemento méximo de Y.

Figura 5: Semicontinuidade inferior.

Teorema 1.14 (Mapeamento residuado). Seja f um mapeamento isotonico de um reticulado
completo D em um reticulado completo C. Existe uma subsolucdo mdrima Tmax = fﬁ(b) para a
equacao f(x) = b se e somente se f(€) =€ e f é semicontinuo inferior. O mapeamento f € dito ser

residuado e f* ¢ seu residuo.

O teorema 1.14 é fundamental na definicao do residuo do produto em di6ides, que corresponde a
operagao de divisado, introduzida pela notacao 1.36. Por sua vez, o residuo do produto é extensamente
utilizado nos capitulos 3, 4, 5 e 6 sobre controle de GETs.

Ao considerar a solugao da equagao f(z) = b, pode-se também modificar o problema de forma a
obter o conjunto das supersolugoes, ou seja, valores de x que satisfazem a desigualdade f(z) = b e
tomar o minimo desse conjunto caso exista. Dessa forma, consideragdes andlogas podem ser feitas e

a condicao de semicontinuidade inferior é substituida pela de semicontinuidade superior.
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Definigao 1.15 (Semicontinuidade superior). Um mapeamento f de um reticulado completo D
em um reticulado completo C € semicontinuo superior ou “upper-semicontinuous” se, para qualquer

subconjunto X (finito ou infinito) de D,

(A =)= A f

zeX zeX

Teorema 1.16 (Mapeamento dualmente residuado). Seja f um mapeamento isoténico de um
didide completo D em um didide completo C. Existe uma supersolugdo minima Tmin = fb(b) para a
equacao f(z) = b se e somente se f(T) =T e f é semicontinuo superior. O mapeamento f é dito

ser dualmente residuado e f° ¢ seu residuo dual.

Embora desnecesséirio para o desenvolvimento da tese, o teorema 1.16 é enunciado aqui apenas

como um resultado dual do teorema 1.14.

Nota 1.17 (Continuidade). Um mapeamento é continuo se for tanto semicontinuo inferior quan-
to semicontinuo superior. Nesse caso, o residuo e o residuo dual existem, assim como a melhor

aprozimagao de b por f(z) tanto inferiormente quanto superiormente.

As seguintes propriedades se verificam para o residuo e o residuo dual de um mapeamento f:

Tmax = f1(b) € Tmin = £7(b), quando existem, sio @nicos (1.1a)
f(Tmax) 2 be f(Tmin) = b (1.1b)
F(f@) <z e (@) = a (1.1¢)
fi(f(@) =ze f(f(z) <@ (1.1d)
FHf(z)) = z & f injetora < f¥ sobrejetora (o mesmo para f°) (1.1e)
F(ff(z)) = z & f* injetora < f sobrejetora (o mesmo para f°) (1.1f)

As propriedades (1.1a)-(1.1d) decorrem imediatamente das defini¢oes de residuo e residuo dual.
A propriedade (1.1e) estabelece que Tmax = b € a solugdo méxima de f(x) < f(b) e a proprieda-
de (1.1f) estabelece que a solugdo méxima de f(z) < b é solugdo (méxima) da igualdade f(z) = b

(analogamente para solu¢ao minima de f(z) = b).

1.2.3 Equacoes de ponto fixo

Na segao 1.2.2, discutiu-se a ‘solucao’ da equacao f(z) = b através da definigdo dos conjuntos
de subsolugoes e supersolugoes. Nesta secao, discute-se a solucao da equacao f(z) = 2 denominada
equacao de ponto fixo ou “fixed-point equation”.

Os principais resultados desta secao sao:
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e isotonia é uma condicao suficiente para existéncia de pontos fixos de f;

e se f for semicontinua inferior ou superior, entao é possivel obter solugoes extremas de f(z) = x

(méxima ou minima).
Para isso, considere os seguintes conjuntos:
D ={z | f(z) =z} Dy ={x | f(2) Lz} D = {z | f(z) = v}

Obviamente, @50 = @?c N @50. O teorema 1.18 abaixo garante a existéncia de pontos fixos para

um mapeamento isotonico (Tarski, 1955).

Teorema 1.18 (Teorema de ponto-fixo de Tarski). Se f ¢ isotonica, entdio 95‘ € nao-vazio.

Logo, @30 e Dt} 840 NA0-vazios.

Definicao 1.19 (Mapeamento de fecho e fecho dual). Seja D um conjunto ordenado e f :
D — D um mapeamento isotonico tal que f(z) = f(f(x)) = =. Entdo, f é chamado um ma-
peamento fechamento ou “closure mapping”. Se f(x) = f(f(z)) X x, entao f é um mapeamento

fechamento dual ou “dual closure mapping”.

Lema 1.20. Seja f um mapeamento de um reticulado completo D em D. Se f é semicontinua
inferior, entdo f* é o menor mapeamento fechamento maior do que f. Se f é semicontinuo superior,

entao f. € o maior mapeamento fechamento dual menor do que f, onde
+00 +00

k k

=\ r fo= N\ f
k=0 k=0

ff=fo--iofefO)=u=x.

k vezes

Finalmente, os teoremas 1.21 e 1.22 a seguir estabelecem as solugoes extremas de f(z) = x.

Teorema 1.21. Se f ¢ semicontinuo inferior, entio D’ = f*(D). O elemento minimo é f*(e), que

pertence também a @Ef e, portanto, € o elemento minimo desse subconjunto.

Teorema 1.22. Se f é semicontinuo superior, entdo @50 = f«(D). O elemento mdzimo é f.(T),

que pertence também a DE‘ e, portanto, € o elemento mdximo desse subconjunto.

Estes teoremas sao necessarios para a demonstragao dos teoremas 1.40 e 1.41 da secao 1.3, os

quais estao entre os principais resultados da teoria de didides.
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1.3 Dibides

O conceito de didide foi introduzido na segao 1.1 pela definicdo das operagoes binérias @ (so-
ma ou adi¢gdo) e ® (produto ou multiplicacao). Essas estruturas algébricas sdo caracterizadas pela
idempoténcia da operacao de adicdo. Isso permite definir uma relacdo de ordem parcial em didi-
des. Portanto, di6ides compartilham tanto aspectos da &lgebra convencional como dos conjuntos
parcialmente ordenados.

Essas estruturas sao também denominadas semianéis idempotentes, uma vez que a operacao de
adigado define um semigrupo comutativo idempotente, ou lattice-ordered semigroups, na teoria de
reticulados.

Essa secao fornece uma definicao axiomatica de didides segundo Baccelli et al. (1992) e estabelece
os principais resultados dessa teoria. Muitos deles ja foram desenvolvidos na se¢do anterior, sendo

agora aplicados no contexto de didides.

Definicao 1.23 (Dioéide). Um didide é um conjunto D dotado das operagoes @ (soma ou adi¢ao)

e ® (produto ou multiplicagdo) que satisfaz os sequintes ariomas:

Axioma 1.24 (Associatividade da adigao).
Va,b,c€D (a®b)Pc=ad (bPc)
Axioma 1.25 (Comutatividade da adigao).
Va,beD adb=>bDa
Axioma 1.26 (Associatividade da multiplicagao).
Va,b,ceD (a®b)®c=a® (bR c)
Axioma 1.27 (Distributividade da multiplicagao em relagao a adigao).

(adb)@c=(a®c)®(bRc)

Ya,b,c € D
c®(adb)=(c®a)P(c®Db)

Axioma 1.28 (Elemento neutro).
deeD:VaeD ade=a
Axioma 1.29 (Absorcao pelo elemento nulo).

Va €D aQe=€eQRQa=c¢
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Axioma 1.30 (Elemento identidade).
JeeD:VaeD aQe=eRa=a
Axioma 1.31 (Idempoténcia da adigao).
YaeD ada=a
Nota 1.32. Como usual, o simbolo de multiplicacao ® € frequentemente omitido. Assim, ab = a®b.

O teorema 1.33 abaixo estabelece formalmente a relacao entre didides e conjuntos parcialmente

ordenados.

Teorema 1.33 (Relacao de ordem em didides). Em um didide D, tem-se a sequinte equivalén-

cia:
Ya,b:a=a®dbs Jc:a=bPc
Essas afirmativas definem uma rela¢io de ordem (parcial) denotada < como:
b<asa=adb
Essa relagao de ordem é compativel com a adigdo,
b=<a={Ve,bdc<adc}
e com a multiplicagao,
b=<a= {Ve, bc < ac}

(0o mesmo para o produto & esquerda). Dois elementos a e b em D sempre tém um supremo, dado

por a @ b, sendo € o elemento de fundo de D.

Associando-se o supremo a operacao de adicdo em dioides, define-se uma estrutura de semireticu-
lado superior. Além disso, o elemento neutro da adi¢ao € em didides garante a existéncia do elemento
de fundo. Como um semireticulado superior com um elemento de fundo é um reticulado (Baccelli

et al., 1992, Teo. 4.27), divides sdo portanto reticulados.

Definicao 1.34 (Subdiéide). Um subconjunto C de um didide D é denominado um subdidide de
D se {e,e} € C e C € fechado para as operagies ® e @.

Definicao 1.35 (Didide completo). Um didide é completo se for fechado para somas infinitas e

se a distributividade da multiplicacdo se estender para somas infinitas.



1.3. DIOIDES 17

Num didide completo, o elemento de topo do didide existe e é igual & soma de todos os seus
elementos. Um didide completo é um reticulado completo cujos elementos de topo e de fundo sao
denotados T e €, respectivamente.

A seguir, a operagdo de divisao é definida como o residuo do produto. Pode-se mostrar que
Lo(z) =a®x e Ry(xr) = @ a sao aplicagdes semicontinuas inferiores devido & distributividade da
multiplicagdo em relagdo a adi¢ao. Segundo a defini¢ao 1.13, a condic¢ao de semicontinuidade inferior

em di6ides é obtida pela substituicao do supremo pela soma:
(P =P ) (1.2)
reX zeX

Como L, (€) = Ry(€) = ¢, devido ao teorema 1.14, essas aplicagoes sdo ambas residuadas e a seguinte

notacao se aplica.

Notacao 1.36 (Divisao). Sejam Lo(r) = a @ v e Ry(r) = = ® a mapeamentos semicontinuos

inferiores. Fsses mapeamentos sao ambos residuados e seus residuos sao denotados:

L} (z) = ake = (‘divisao a esquerda’ por a)

R (z) = xfa = (‘divisao a direita’ por a)

BN

A notagao ¢ = ayb definida num didide D possui o seguinte significado: ¢ é o maior elemento de
D que multiplicado por a & esquerda é menor do que b. Em outras palavras, max = ¢ € a solugdo
méxima de ax = b. Analogamente para a divisao & direita. A partir da notacao 1.36 acima, varias

relacoes envolvendo divisao podem ser derivadas. Algumas delas estao reunidas no apéndice A.

Definigao 1.37 (Estrela de “Kleene”). Dado a num didide D qualquer, define-se a operagao *

ou “Kleene star” como a* =e®a®a’® ..., ondead* =a®a®---®a (k vezes).

A partir dessa operacao, define-se a aplicagao estrela de “Kleene” como Ks(z) = z*. Embora
essa aplicagdo nao seja em geral residuada, como discutido em Cottenceau (1999), existe solucao

méxima para Kg(z) < b quando se restringe b & imagem de K, conforme o lema 1.38 a seguir.

Lema 1.38. (Cottenceau et al., 2001, Cor. 16) A inequagao =* < b* tem solu¢do mdrima Tyayx = b*.

Além disso, Tmax satisfaz a igualdade.

Uma maneira simples de verificar se a = a* é dada pelo lema 1.39 a seguir.

2

Lema 1.39. Dado a num didide D qualquer, a* = a se e somente se a* = a = e.

Demonstracio. = Se a* = a, entdo e < a pois e < a* e, portanto, a < a? devido & isotonia do

2=a. «Sea®=ar e, entio

a*=e®a®a’®a’ad - =ceDa®ad - =a. 0

produto. Porém, a® < a pois a? < a*. Logo, a < a® < a e portanto, a
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Os teoremas 1.40 e 1.41 a seguir estabelecem as solu¢oes minimas e méximas das equagoes de

ponto fixo z = az & b e x = akz A b, respectivamente, definidas num didide completo.
Teorema 1.40. Dados a e b num didide completo D e f(z) = ax & b, entao

1. a*b € a menor solucio de f(x) 2z e f(r) ==x.

2. qualquer solu¢ao de f(x) 2z e f(x) = x satisfaz x = a*z.

A demonstragao do teorema 1.40 acima usa o teorema 1.21. Para f(z) = ax @b, pode-se mostrar
que f*(z) = a*(z®b). Logo, f*(€) = a*b é a solu¢do minima de z > az & b. Essa soluc¢do é também
solucao da igualdade x = ax @ b. Esta equagdo ocorre no modelo linear de um GET, conforme sera

discutido no capitulo 2.

Teorema 1.41. Dados a e b num didide completo D e f(z) = ayx A b, entdo
1. a*}b é a maior solugao de f(z) =z e f(z) = z.
2. qualquer solugio de f(z) = x e f(z) = = satisfaz © = a*}x.

A demonstracio desse teorema usa o teorema 1.22. Para f(z) = a{x A b, pode-se mostar que
f«(z) = a*}(z A b). Logo, f«(T) = a*}b é a solugdo maxima de =z < ayz A b. Essa solucao é também
solugdo da igualdade x = a§z A b. Embora este teorema nao seja utilizado na tese, juntamente com

o teorema 1.40, estd entre os principais resultados da teoria de didides.

1.3.1 Matrizes

A partir de um diéide D qualquer, pode-se definir o conjunto das matrizes quadradas de ordem

n com elementos em D. Sobre esse conjunto, as seguintes operagoes sao definidas.

Definicao 1.42 (Soma de matrizes). Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem m com

elementos em D. A soma de A e B € definida por:
A®B= [aij D bz'j]

Definicao 1.43 (Produto de matrizes). Sejam A e B duas maltrizes quadradas de ordem n com
elementos em D. O produto de A por B € definido por:

n

A® B = [Plai @ by))]
k=1

Note que a soma e o produto de matrizes sdo definidos da maneira convencional, substituindo-se
as operacoes usuais de soma e multiplicacao de escalares pela adi¢do @ e multiplicacdo ® de escalares

em dioides.



1.3. DIOIDES 19

Lema 1.44 (Di6ide de matrizes). O conjunto das matrizes quadradas de ordem n com elemen-
tos num didide D qualquer, dotado das operagoes de soma e multiplicacio dadas pelas defini-
coes 1.42 e 1.43 € um didide denotado D"*™. O elemento identidade de D"*™ ¢ denotado sim-
plesmente e, correspondendo & matriz identidade formada por elementos e na diagonal e € fora
da diagonal. O elemento nulo é denotado €, correspondendo & matriz nula formada somente por

elementos €.

Note que o produto de matrizes quadradas é uma matriz quadrada e portanto, a multiplicacao
permanece uma operacao interna. Isso da a D™*" uma estrutura de didide. Problemas com matrizes
nao-quadradas podem ser reduzidos ao caso quadrado, completando linhas e colunas com € de forma

a torné-las quadradas.

Definigao 1.45 (Relagao de ordem em matrizes). Dados A e B € D"*" tem-se
AjB@aij jbij 1,7=1,...,n

Lema 1.46 (Divisao de matrizes). Dadas duas matrizes A € D™*" ¢ B € D™*P  q divisio a

esquerda de B por A é uma matriz n X p dada por:

AB = [ N (aribes)]

k=1

A divisao a direita € definida analogamente.

Note que a divisdao & esquerda corresponde a uma espécie de produto & esquerda de B pela
transposta de A, onde a multiplicacao de escalares é substituida pela divisao & esquerda e a adicdo

pelo infimo. Definicao andloga pode ser obtida para a divisdo & direita.

Nota 1.47. Isso nao significa que a divisdo possa ser obtida pela multiplicacdo de uma matriz

esquerda (ou a direita), pois nesse caso ter-se-ia a matriz inversa.
Finalmente, para se obter A* a partir de uma matriz A dada, o seguinte lema é usado.

Lema 1.48. Seja A € D™*™ uma matriz particionada em quatro blocos, ou seja,
a1 a
A= 11 a2
G21 @22

A* — ( ay; ® ajjaiz(az1ai a1z ® ax)*agal;  ajjaiz(agiaiiar © agn)” )

(@107 a12 ® az)*aza}, (a21a},a12 ® az)*

Nesse caso,
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1.3.2 Séries de poténcia e polin6mios

A partir de um didide completo D, pode-se definir o conjunto das séries de poténcia em m

variaveis com coeficientes em D.

Definigao 1.49 (Série de poténcia). Uma série formal de poténcia a em m varidveis comutativas

z; (1 =1...m) com coeficientes a em D, k= (ki,...,ky) € Z™, é definida por:
a = @ apzt .. ghm
kezm

Notagao: a = (ay).

Definicao 1.50 (Soma de séries de poténcia). Sejam a e b duas séries de poténcia. A soma de

a e b é definida por:
a®b=(a, ® by)

Definigao 1.51 (Produto de séries de poténcia). Sejam a e b duas séries de poténcia. O pro-

duto de a por b € definido por:
a®b=( P aob;)
i+j=k
Lema 1.52 (Didide das séries de poténcia). O conjunto das séries de poténcia em m varidveis
com coeficientes num didide completo D, dotado das operacdes de soma e multiplicacdo definidas
em 1.50 e 1.51 é um didide denotado D[z1,...,xy]. O elemento identidade de D[z1,...,xn] €

denotado simplesmente e, correspondendo & série com coeficientes ag = e, ap = € para k # 0. O

elemento nulo € denotado €, correspondendo & série com coeficientes iguais a €.

Definicao 1.53 (Relagao de ordem em séries). Dados a e b € Dxy,...,z,] tem-se
a<b&sap b, VEk

Lema 1.54 (Divisao de séries de poténcia). Dadas duas séries de poténcia a e b, a divisio a

esquerda de b por a € uma série de poténcia dada por:

axb=( A apb)

i—j=k
A divisao a direita € definida analogamente.

Defini¢ao 1.55 (Suporte, grau e valoragao). Dado a € D[zy,...,zy,] define-se

1. suporte: supo(a) ={k € Z™ | aj, # €}
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2. grau: grau(a) = sup{supo(a)}
3. waloragdo: val(a) = inf{supo(a)}

Exemplo 1.56. a = a122y° @ asxty € um polinomio em duas varidveis (x,y) com coeficientes ay e
az, Supo(a) = {(275)7 (47 1)}: gra‘u(a) = (47 5) € Va‘l(a) = (27 1)

Definicao 1.57 (Polindémio). Um polinémio é uma série de poténcia finita com expoentes em N.

Portanto, polindémios possuem suporte finito. Quando reduzido a um tnico elemento é denomi-
nado mondémio. Pode-se mostrar que o conjunto dos polindémios é um subditide de D[z1, ..., Zy]

denotado D[z1,...,Ty].

Nota 1.58. A divisdo de séries de poténcia pode gerar coeficientes negativos. Nesse caso, tém-se

as chamadas séries de Laurent. Dados dois polindémios a e b, tem-se que /\2-7]-:/,c a;jXb; = € para k
negativo se 0s expoentes estio restritos a N, caso contrdrio a divisdo de polinémios nao produz um

polindémio.

Essa observagao pode ser feita para outros subconjuntos das séries de poténcia. Por exemplo, a
divisao de séries ditas racionais, extensamente utilizada a partir do capitulo 4, pode resultar numa

série nao-racional. Isso é discutido na segao 2.5.2.

1.4 Conclusao

Os principais resultados deste capitulo sao resumidos a seguir. Um di6éide é um conjunto dotado
de duas operagoes @ (soma ou adi¢ao) e ® (produto ou multiplicacdo), associativas e com elementos
neutros € e e respectivamente, tais que: @ é comutativa e idempotente (a ® a = a), ® é distributiva
em relacao a @ e € é o elemento nulo da multiplicagdo (a® € = e®a = €). A idempoténcia da adi¢ao
define uma relagdo de ordem parcial que confere aos didides propriedades de conjuntos parcialmente
ordenados.

No estudo dos mapeamentos sobre didides, a propriedade de semicontinuidade (superior ou infe-
rior) permite obter diversos resultados. Notadamente, a obtencao do residuo do produto (& esquerda
e a direita) define a operagao de divisao (a esquerda e & direita). Assim, ¢ = ayb é o maior elemento
que multiplicado por a & esquerda ¢ menor do que b e ¢ = bfa é o maior elemento que multiplicado
por a & direita é menor do que b.

Outro resultado importante é dado pelo teorema 1.40. Dados a e b num didide completo e
f(z) = ax ®b, entao a*b é a solu¢do minima de f(z) < z e f(z) = z. Como sera visto no capitulo 2,

um GET pode ser descrito pela seguinte equagao de estado:

X =AX @ BU
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Pelo teorema 1.40, essa equagao tem solugdo minima X = (A*B)U. No capitulo 2 mostra-se que

esse modelo pode ser descrito no didide das séries de poténcia em uma ou duas varidveis.



Capitulo 2

Modelos Lineares de GETs em Dio6ides

2.1 Introducao

Um sistema a eventos discretos ou SED ocorre, por exemplo, em processos de manufatura, onde
existem recursos a serem compartilhados e/ou tarefas sujeitas & sincronizagao de eventos. Um grafo
a eventos temporizado ou GET é uma classe particular de redes de Petri capaz de modelar um SED
que apresenta apenas aspectos de sincronizacao de eventos.

O equacionamento da dindmica de um GET baseado na operagdo de maximizacao conduz a
modelos nao-lineares na algebra convencional. Neste capitulo, mostra-se que modelos lineares desses
sistemas podem ser obtidos na algebra de didides, formalmente introduzida no capitulo 1.

O modelo obtido neste capitulo corresponde a um modelo no espago de estado andlogo ao obtido
na teoria de sistemas lineares. Neste caso, obtém-se uma representacao entrada-saida do sistema
denominada funcao de transferéncia.

A énfase deste capitulo se d4 na modelagem de GETs através de estruturas algébricas similares
as transformadas na teoria convencional de sistemas. Entretanto, a definicdo formal dessas estru-
turas requer uma fundamentagdo algébrica que recorre a isomorfismos, quocientes de di6ides por
congruéncias e teoria da residuacao. Isso contribui pouco para a compreensao geral da tese, motivo
pelo qual se optou por uma apresentacao mais operacional do que formal do assunto. Em Baccelli
et al. (1992) encontra-se material detalhado sobre o assunto, incluindo as defini¢des formais das
estruturas algébricas utilizadas nessa tese.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. A se¢do 2.2 define um grafo a eventos tempo-
rizado e estabelece as regras de disparo das transicoes que determinam sua dindmica. Nessa se¢ao
sao introduzidas as variaveis utilizadas no equacionamento desses sistemas: datadores e contadores
- secoes 2.2.2 e 2.2.3, respectivamente. A partir dessas se¢oes, o0 modelo linear de um GET é obti-

do para diversas estruturas algébricas que conduzem de maneira gradual & representacao no didide

23
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bidimensional da secao 2.3. Essa representacao corresponde ao modelo linear no espaco de estado
que serd utilizado no restante da tese para projetar o controle de um GET. Esse modelo d4 origem

na secao 2.4 a funcao de transferéncia do sistema, cujas propriedades sao estudadas na secao 2.5.

2.2 Grafo a eventos temporizado (GET)

Definicao 2.1 (GET). Uma rede de Petri é denominada um grafo a eventos se cada lugar tem
exatamente uma transi¢io de chegada e uma transi¢do de partida. Um grafo a eventos é dito tem-

porizado (GET) se existe um tempo de espera associado a cada lugar do grafo.

Nesse caso, uma ficha ao entrar num lugar deve cumprir o tempo de espera associado a este lugar
antes que possa contribuir para a habilitacao da transi¢ao de partida desse lugar. Em Ramamoorthy

e Ho (1980), diversas propriedades de GETs sdo demonstradas.

Nota 2.2. A temporizacio de um GET pode estar associada ao tempo de disparo das transigoes.
Entretanto, nesta tese considera-se que o disparo de uma transicdo € instantdneo, ou seja, o tempo
decorrido entre o inicio e a conclusao do disparo é nulo. FEssa escolha porém, ndao representa perda
de generalidade (Baccelli et al., 1992).

A Fig. 6 abaixo representa um GET, onde os lugares sao representados por circulos e as transicoes
por linhas verticais conectadas por arcos direcionados. Como numa rede de Petri qualquer, transi¢oes
se conectam apenas a lugares e vice-versa. As fichas ou “tokens” sdo representadas dentro dos lugares

por pontos e os tempos de espera (em unidades de tempo) por barras verticais.

Figura 6: Exemplo de um GET.

Nota 2.3. Embora a modelagem de GETs na dlgebra de didides permita tempos de espera perten-
centes ao conjunto dos nimeros reais e possivelmente variantes no tempo (Baccelli et al., 1992), os

GETs considerados nesta tese apresentam apenas tempos de espera constantes, inteiros e positivos.

Cada transigao recebe um nome, marcado ao lado da transi¢ao. Transicoes de entrada possuem

apenas lugares de partida e transi¢des de saida apenas lugares de chegada. As demais transi¢oes sdao
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denominadas internas. No GET da Fig. 6, uy e us sdo as transi¢oes de entrada, y; e y2 as transicoes

de saida e z1, 2 s@o as transicoes internas ou estados do sistema.

2.2.1 Dinamica

A dindmica de um GET & dada pelas mesmas regras de habilitacdo e disparo de uma rede de
Petri, acrescida da regra de temporizagdo das fichas. Um mecanismo de temporizagao global possui
valor inicial ¢ = 0 e a numeracao dos disparos de cada transicao atribui valor £k = 0 ao primeiro
disparo da transi¢do que ocorre em t > 0, por convencdo. Assume-se que as fichas da marcacao
inicial j& cumpriram seu tempo de espera (estando disponiveis desde ¢ = —o0) e que as transigoes
internas e de saida disparam assim que habilitadas (solu¢do minima). Em Baccelli et al. (1992),
encontra-se uma discussao completa sobre essas condigoes “canonicas”.

Um exemplo da dindmica do GET da Fig. 6 é mostrado na Fig. 7. Suponha que em ¢ = 0 ocorre
um disparo em cada transicao de entrada. Instantaneamente uma ficha é depositada no lugar de
partida de cada transicao. Nesse caso, o disparo da transicao x1, que deveria ocorrer numa rede de
Petri convencional, ndo ocorre devido a temporizacao do lugar de partida de u;. O mesmo ocorre
com x2. O disparo de z; se dard apenas em t = 1, quando a ficha proveniente de wu; terd cumprido
seu tempo de espera de uma unidade de tempo. Logo, a transicao x; se torna habilitadaem t =1 e
dispara, removendo uma ficha de seus lugares de chegada e depositando uma ficha em cada um de

seus lugares de partida. A transi¢do zo sera habilitada apenas em ¢ = 2.

e em
op0 oo

ORI ONECES

o~

Figura 7: Dindmica de um GET.

2.2.2 Datadores

Nesta se¢do equaciona-se a dindmica de um GET de forma que se possa descrever a sequéncia
temporal de disparo das diversas transicoes para uma dada sequéncia temporal de disparo da entrada.
Assume-se que a sequéncia de disparo da entrada é livre e deve ser fornecida externamente.

As varidveis consideradas nesta secao sao do tipo datadores ou “daters”.
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Definicao 2.4 (Datadores). Um datador é uma varidvel x(k) associada a uma transi¢ao que cor-

responde ao instante de tempo no qual ocorre o evento de nimero k dessa transi¢ao.

Uma defini¢ao formal e precisa ¢ dada em Baccelli et al. (1992, Def. 5.5), onde datadores
sao definidos como mapeamentos nao-decrescentes. Entretanto, a definicao 2.4 é suficiente para a

compreensao da maioria dos conceitos apresentados nesse capitulo.

Nota 2.5. Datadores sao sequéncias temporais ndao-decrescentes, pois os eventos se sucedem um
apds o outro mo tempo e aos quais sao atribuidos numeros de sequéncia em ordem crescente de

ocorréncia. No entanto, vdrios eventos podem ocorrer na mesma data.

Assim, para o sistema da Fig. 6, podem-se escrever as seguintes equagoes:

z1(k) = max{l + z1(k —2),1 + z2(k — 1),1 +ui(k)} (2.1a)
zo(k) = max{1 + z1(k),2 + ua(k)} (2.1b)
y1(k) = z1(k) (2.1c)
y2(k) = z2(k) (2.1d)

A operacao de maximizacao é uma consequéncia direta da sincronizagdo. Uma transi¢do x;
dispara no tempo maximo entre os instantes de tempo de disparo das transi¢oes z; conectadas a z;
somados ao respectivo tempo de permanéncia do lugar que conecta x; a ;. A marcacao inicial apenas
introduz um deslocamento na numeracao dos eventos de cada transicao. Isso esta representado nas
equagoes (2.1) acima.

Conforme o exemplo da Fig. 7, o primeiro evento (k = 0) de cada transi¢do de entrada ocorre
em t = 0. Logo, u1(0) = u2(0) = 0 e o primeiro evento de z; e y; ocorre em ¢ = 1 assim como o de

T2 e Yo em t = 2, segundo as equagoes:

z1(0) = max{l + z1(-2),1 + z2(—1),1 +uw1(0)} =1  pois z1(—2) = z2(—1) = —0

Estas equagoes sao nao-lineares quando escritas na algebra convencional. Entretanto, definindo-
se as operacoes de maximizacao e soma usual como as operagoes @ e ®, respectivamente, de um

didide apropriado, obtém-se equacoes lineares.

Definicdo 2.6 (Algebra Max-plus). O conjunto ZU{+oo, —oo} dotado das opera¢ées max como
@ e adigcao usual como @ com elementos e e € correspondendo a zero e —oo, respectivamente, €
denominado dlgebra Maxz-plus, também denotada Zpax. O elemento +o0o € o elemento de topo do

conjunto denotado T.
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Esta édlgebra é apropriada para representar um GET descrito por meio de datadores. Nesse caso,

as equagoes (2.1) podem ser escritas como:

zi(k) =1Qz1(k—2)®1Q@z2(k — 1) &1 Qui(k) (2.3a)
zo(k) = 1@ z1(k) &2 ® uz(k) (2.3b)
y1(k) = z1(k) (2.3¢)
yo (k) = zo(k) (2.3d)

Para se obter equagoes recursivas em apenas uma variavel de estado, substitui-se z2(k) na equacao
de z1(k). Logo,
)@ lza(k — 1) ® luy (k)
)@ 11z (k — 1) ® 2ua(k — 1)] ® luy (k)

1(k—1) @ Loy (k — 2) @ Luy (k) & 3uz(k — 1)
)xl(k 1)@ 1lz1(k —2) @ luy (k) ® 3ug(k — 1)

— 1)@ 1lz(k—1) @ 1z (k — 2) & luy (k) & 3ug(k — 1) (2.4)

- lzri(k-1)@zi(k—2)] @ lui(k) D 3uz(k —1)

— 1)@ lz1(k —1) ® luy (k) ® 3us(k — 1)

Dz (k—1) & luy (k) & 3ua(k — 1)
1(k—=1) @ lui (k) @ 3uz(k — 1)

-2)®
-2)®
2]

Nas equagoes acima foram usadas duas regras de simplificagdo. A primeira é 6bvia, pois 2 = 261
no didide Zpyay. J4 a segunda, dada por z1(k—1) = z1(k — 1) ® z1(k — 2), & valida pois z1(k — 1) =
z1(k — 2). Isto ocorre porque z1(k) é um datador, e portanto uma fun¢ao nao-decrescente de k.

Analogamente, substituindo-se z1 (k) na equac¢ao em z9(k) tem-se

(k) = lz1(k) & 2uz(k)
=12z1(k — 1) ® luy (k) ® 3ua(k — 1)] & 2ua(k)
=3z1(k — 1) ® 4dua(k — 1) ® 2uy (k) & 2us(k) (2.5)
=2[1z1(k — 1) ® 2ug(k — 1)] ® 2uy (k) & 2us(k)
= 2x9(k — 1) ® 2uy (k) & 2uq(k)
Como y1(k) = z1(k) e y2(k) = x2(k), obtém-se uma relacao entrada-saida de primeira ordem para

o sistema, conforme as equagoes (2.6) abaixo.

y1(k—1) ® luy (k) ® 3uz(k — 1) (2.6a)

y1 (k) =2
s (k — 1) ® 2u1 (k) ® 2us (k) (2.6b)

ya(k)
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De forma semelhante & transformada z na teoria de sistemas, onde z~! pode ser interpretado
como o operador atraso, define-se o operador atraso em contagem - como yz(k) = z(k — 1).

Logo, as equagoes (2.6) podem ser escritas em termos deste operador como:

Y1 = (27)y1 ® lug © (37)uz (2.7)
Yo = (27)y2 © 2u; O 2us (2.8)

Pelo teorema 1.40, as equacoes acima tém solucdo minima

y1 = 1(27) u1 & 3v(27y) uq (2.9a)
Y2 = 2(27) u1 @ 2(27) uq (2.9b)

Na forma matricial para Y = ( y; 3o ) e U = (u; wuo ), tem-se:

(1 3y N
Y = ( 5 o ) (2v)'U (2.10)

A equagdo acima é facilmente reconhecida como uma relagao entrada-saida na forma Y = HU,
onde H é a funcao de transferéncia em ~y do sistema. Essa representacao é denominada transformada
.

Uma interpretagao fisica pode ser dada aos elementos de H a partir do grafo da Fig. 6. O
caminho simples entre u; e y; introduz um atraso de 1 unidade de tempo (h11) e entre us e y; de
3 unidades de tempo e 1 ficha (h12). Ja os caminhos simples entre uy e yo (ho1) € ug e yo (ho2)
introduzem um atraso de 2 unidades de tempo cada um. O termo (2v)* introduz uma periodicidade
no sistema de um evento a cada 2 unidades de tempo, como seré visto na secao 2.5.2.

Os resultados acima mostram que é possivel obter um modelo linear para um GET tanto na
forma de equagoes recursivas (2.9), quanto na forma de equagoes algébricas (2.10).

Aplicando-se agora o operador v diretamente nas equacoes (2.3) tem-se:

z1 = (17321 & (1y)z2 & luy (2.11a)
I = 1:1,‘1 @ 2U2 (2.11b)

Substituindo-se z9 em z1 e y; = 1 na equagao (2.11a) acima obtém-se

y1 = (17")y1 @ (17)[1y; & 2u9) & 1uy

(2.12)
= (27 ® 17} y1 @ 1uy & (37)uy

Pelo teorema 1.40, a equagao (2.12) tém solugdo minima

y1 = 1(27 @ 193)*uy @ 37(27) uy (2.13)
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Comparando-se as equacoes (2.9a) e (2.13) nota-se uma equivaléncia entre 2y e (27 @ 192). De

fato, esses elementos sao iguais na algebra da transformada ~:

2701 =20 1)y0 1y =27y 1y @ 192
=270 1(y®~?) (2.14)
=270 1ly=02® 1)y =2y

A simplificacio v = (7 @ 7?) pode ser descrita como:
t’}/l ® t’}/m — t,_ymin(l,m) (2-15)

Essa simplificacao é possivel devido a consideragdo de trajetérias nao-decrescentes. Portanto, a
algebra que envolve a transformada v deve ser definida de forma a considerar a regra de simplifica-
¢ao (2.15). Essa discussao entretanto, sera adiada até a secao 2.3, quando se estabelece a represen-
tacdo de um GET no didide bidimensional que seré utilizado na tese. Por enquanto, formalizam-se
os resultados mostrados acima.

De maneira geral, qualquer GET pode ser descrito pelas seguintes equagoes:

M

z(k) = @(Aix(k — i) ® Byu(k — 1)) (2.16a)
1;40

y(k) = P Ciz(k — i) (2.16b)
=0

Nas equagoes acima, u, = e y sao vetores de datadores cujas dimensoes sdo iguais ao nimero de
transicoes de entrada, de transicoes internas e de saida do sistema, respectivamente. As matrizes
A;, B; e C; possuem dimensdes apropriadas com elementos em Zpmax € M é o nimero maximo de
fichas existentes na marcacao inicial de cada lugar.

A forma canonica da equagao (2.16) acima é obtida quando aparece somente z(k — 1) no lado
direito das equagoes. Para obté-la é necessario resolver a parte implicita Aoz (k), caso exista.

Pelo teorema, 1.40, a solucdo minima zmi, da equacao implicita £ = ax ® b é Tmin = a*b sempre
que a* puder ser definida. Pode-se mostrar que se um GET é vivo (nao-bloqueado), entao Aj é
finita (Baccelli et al., 1992, Teo. 2.66) e z(k) pode ser escrito como:

M
z(k) = P(AjAiz(k — i) ® AjBiu(k — 1)) (2.17)
i=1

O proximo passo € classico na teoria de sistemas e consiste em aumentar a dimensao do vetor

de estado, incorporando versoes atrasadas das varidveis z e u. Como consequéncia, qualquer GET
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pode ser descrito pelas seguintes equagoes candnicas:

8
=z
Il

Az(k — 1) @ Bu(k) (2.18a)
y(k) = Cx(k) (2.18b)
Nessas equagoes, as transi¢oes disparam assim que habilitadas e z(k) = € para k < 0, ou seja,

as fichas da marcacao inicial estao disponiveis desde ¢t = —o0.

Aplicando-se entao o operador vy nas equagoes (2.18), obtém-se:

X = (yA)X ® BU (2.19a)
Y =CX (2.19b)

A solugao minima das equagoes (2.19) é dada pelo teorema 1.40. Logo, Y = C(yA)*BU e a
fungao de transferéncia do sistema é por definicio H = C(yA)*B.
Para o exemplo dado, obtém-se as equagoes na forma (2.16) diretamente a partir das equa-

¢oes (2.3) escritas na forma matricial, ou seja,

w(k)=<i 6>x(k)@<€ 1>x(k—1)®<1 €>x(k—2)®<1 ;>u(k) (2.20a)

y(k) = ( © )x(k) (2.20b)

Nestas equagoes, z=(z; 2o ) y=(uy1 1 )V eu=(u uy )"
Apos as manipulagoes dadas pela equacao (2.17) e a introdugao de um novo estado z3(k) =

z1(k — 1) obtém-se a seguinte forma canonica:

e 1 1 1 €
zk)=| ¢ 2 2 |zk-Dd| 2 2 |uk) (2.21a)
1 € € € €
gy ={ © € 6>x(k) (2.21b)
€ e €
Logo, a funcao de transferéncia do sistema H = C(yA)*B é dada por:
e 1y v\ [1 e
e € € 1 3y .
H= € 2y 2y 2 2 | = (27) (2:22)
€ e € 2 2

v € € € €

A equagao (2.22) acima ¢é obtida com o auxilio do lema 1.48 de forma semelhante & mostrada no
apéndice B para a equacao (2.44). Essa func¢ao de transferéncia é a mesma dada pela equacao (2.10).

Isso sugere que existem diferentes realizagdes para uma mesma funcao de transferéncia.
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Para exemplificar a resposta temporal do GET descrito pela equagao (2.22), suponha que em
t = 0 ocorrem infinitos disparos das transicoes w; e uo de entrada. Essa abstracao corresponde
a obter a saida do sistema sem impor restricdo alguma sobre as entradas. Logo, esta resposta é
devida apenas a estrutura e temporizacoes internas do GET e corresponde & sua resposta impulsiva,
como seréd visto na secdo 2.4. As contribuicoes das duas entradas sobre as duas saidas podem ser
visualizadas separadamente na Fig. 8. Estas contribuicoes correspondem aos elementos da matriz
H. Assim, tomando-se a relagdo u; — y1, tem-se que o primeiro disparo (k = 0) de u; contribui para
o disparo de y; apenas ap6s decorrido uma unidade de tempo. Posteriormente, esta contribuicao
atinge um comportamento em regime a uma taxa de um evento a cada duas unidades de tempo.
Analogamente para a contribuicdo de ug sobre y;. A sequéncia de disparo da saida y; é entdo dada
pela maximizacio (soma no diéide Zpyay) destas duas contribuicdes e analogamente para a saida yso.

tempo tempo

uy = Y1 uz = Y1

evento i evento
tempo

tempo

up = Yz Uz = Y2

evento r evento

Figura 8: Resposta temporal de um GET.

2.2.3 Contadores

Na secao 2.2.2 foram usadas varidveis do tipo datadores para descrever a dindmica de um GET.

Nesta secao, uma descri¢ao do sistema, é obtida para varidveis do tipo contadores ou “counters”. Como
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o desenvolvimento é andlogo ao da se¢do anterior, muitas passagens foram omitidas, destacando-se

apenas os resultados principais.

Definigao 2.7 (Contadores). Um contador é uma varidvel x(t) associada a uma transi¢ao, que

corresponde ao numero do ultimo evento ocorrido antes do ou no instante t.
Nota 2.8. Da mesma forma que datadores, contadores sao sequéncias nao-decrescentes.

O sistema da Fig. 6 pode ser descrito em termos de contadores como:

z1(t) =min{2 + 21 (t — 1), 1 + zo(t — 1), 1 +ui(¢)} (2.23a)
zo(t) = min{z(t — 1), uz(t — 2)} (2.23b)
yi(t) = z1(t) (2.23¢)
ya(t) = z2(t) (2.23d)

O numero de disparos de uma transi¢ao z; até um instante de tempo ¢ corresponde ao minimo
dos ntimeros de disparo das transicoes x; conectadas a z; somados ao respectivo nimero de fichas
da marcacao inicial do lugar que conecta z; a x;. A temporizagdo dos lugares apenas introduz
um deslocamento temporal na ocorréncia dos eventos de cada transicao. Isso estd representado nas
equacoes (2.23) acima.

Definindo-se as operacoes de minimizacao e soma usual como as operacoes @ e ®, respectiva-

mente, de um diéide apropriado, obtém-se equacoes lineares.

Definicao 2.9 (Algebra Min-plus). O conjunto Z U {+o00, —oco} dotado das operagdes min como
@ e adi¢ao usual como ®, com elementos e e € correspondendo a zero e 400, respectivamente, €
denominado dlgebra Min-plus, também denotada Zyi,. O elemento —oco € o elemento de topo do

conjunto denotado T.

Essa algebra é adequada para representar um GET descrito por meio de contadores. Nesse caso,

as equagoes (2.23) podem ser escritas como:

z1(t) =201t —1)®1Q@uwa(t — 1) B ur(t — 1) (2.24a)
zo(t) = x1(t — 1) D us(t — 2) (2.24b)
y1(t) = x1(¢) (2.24c¢)
y2(t) = z2(t) (2.24d)
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Para se obter equagoes recursivas em apenas uma variavel, substitui-se xs(t) na equagao de 1 (t).

z1(t) =2z (t — 1) @ lag(t — 1) dur(t — 1)
=2z (t—1)® 1z (t —2) Bua(t —3)] Dui(t —1)
=271t —1)® 1z (t —2) Dus(t — 1) & lug(t — 3)
=251(t—1)®2d1)z1(t —2) Dur(t — 1) ® lug(t — 3)
=221 (t—1) D221 (t — 2) ® 1oy (t — 2) D ur(t — 1) @ Lua(t — 3) (2.25)
=2[z1(t—1) D z1(t —2)]® 1z (t — 2) Dui(t — 1) & lua(t — 3)
=201(t —2) @ 1x1(t —2) Dur(t — 1) & lus(t — 3)

)
=2 l)r1(t—2)Dui(t—1) ® lug(t — 3)
= ].1131(75 - )@ul(t - 1) ) ].’LLQ(t - 3)

Nesse caso, 1 = 2@ 1 no didide Zyiy e 71(t —2) = z1(t — 1) ® 71 (t — 2) pois 1 (t —2) = z1(t — 1).
Note que a relacdo de ordem no diéide Zpyi, € invertida em relacdo a usual, pois 1 > 2.
Apos algumas manipulacoes, a relacao entrada-saida para o sistema é dada por:
y1(t) = 1ly1(t — 2) dur(t — 1) @ lug(t — 3) (2.26a)
ya(t) = lya(t — 2) ® ur(t — 2) S uz(t —2) (2.26b)

Definindo-se o operador atraso em datacao 6 como dx(t) = z(t — 1), tem-se

y1 = (16%)y1 @ Suy & (16%)uy (2.27a)
Yo = (1(52)?/2 D (52’[1,1 D (5ZUQ (2.27b)
Na forma matricial obtém-se:
§ 183 .
Y = ( P ) (16%)*U (2.28)

Neste caso Y = HU, e H é a funcdo de transferéncia em § do sistema. Essa representacao é
denominada transformada §.

Os resultados acima mostram que também para contadores é possivel obter um modelo linear
para um GET, tanto na forma de equacoes recursivas (2.26), quanto na forma de equagoes algébri-
cas (2.28).

Aplicando-se agora o operador § diretamente nas equagcoes (2.24) tem-se:

Tl = (25).’1;‘1 D (1(5)ZE2 @ duy (2.29)
To =011 D (52’LL2 (230)



34 CAPITULO 2. MODELOS LINEARES DE GETS EM DIOIDES

A relagdo entrada-saida para y; fica
Y1 = 6(10% ® 26)*u1 @ 16%(16%)*us (2.31)

Comparando-se as equacoes (2.27a) e (2.31) nota-se uma equivaléncia entre 162 e (162 @ 20%).
De fato, esses elementos sao iguais na algebra da transformada d:
162 @ 20" = (1®2)6* 25" = 16% @ 26% @ 20"
=107 @ 2% @) (2.32)
=10° @26 = (1 ®2)* = 162
A simplificacio 62 = 62 @ 6! pode ser descrita como:

k6T @ ko? = trymax(r0) (2.33)

Essa simplificagdo é possivel devido & consideracao de trajetorias nao-decrescentes. Logo, a
algebra que envolve a transformada § deve ser definida de forma a considerar a regra de simplifica-
¢ao (2.15). Isso é discutido na sec¢ao 2.3. Por enquanto, formalizam-se os resultados anteriores.

De maneira geral, todo GET pode ser descrito pelas seguintes equagdes canonicas em termos de

contadores:
z(t) = Az(t — 1) & Bu(t) (2.34a)
y(t) = Cx(t) (2.34b)

Nessas equagoes as transigoes disparam assim que habilitadas e z(t) = T para t < 0. Aplicando-

se o operador ¢ nas equagoes (2.34), obtém-se:
X =(0A)X & BU (2.35a)
Y =CX (2.35b)

Nesse caso, a funcdo de transferéncia é dada por H = C'(§A)*B.

Nota 2.10. Os resultados obtidos para contadores podem ser diretamente obtidos de datadores, bas-
tando para isso trocar coeficientes de datadores por argumentos de contadores associados a uma
mesma transi¢io (e vice-versa). Nas representagées transformadas, coeficientes em 7y passam a

expoentes em § e vice-versa.

2.3 Descricao no diéide bidimensional

As sec¢oes anteriores estabeleceram modelos lineares algébricos para GETs. Na se¢ao 2.2.2, o mo-

delo algébrico obtido é representado pela transformada -, através da introdugao do operador atraso



2.3. DESCRICAO NO DIOIDE BIDIMENSIONAL 35

em contagem yz(k) = z(k—1). A algebra dessa transformada utiliza a dlgebra das séries de poténcia
(segdo 1.3.2) em uma variavel y com coeficientes em Zpax, acrescida da regra de simplificagdo (2.15).

Analogamente, na se¢ao 2.2.3 obtém-se um modelo algébrico representado pela transformada 6,
através da introdugao do operador atraso em datagao dz(t) = z(t—1). A algebra dessa transformada
utiliza a algebra das séries de poténcia em uma variavel d com coeficientes em Zomin, acrescida da
regra de simplificagao (2.33).

As regras de simplificagao (2.15) e (2.33) ocorrem tanto em datadores quanto em contadores com
o objetivo de restringir as varidveis utilizadas a trajetérias nao-decrescentes.

Além disso, uma representacao pode ser derivada da outra, pois coeficientes das séries em -y se
tornam expoentes das séries em § e vice-versa. Grosso modo, isso ocorre porque em 7y (d), coeficientes
(expoentes) estao relacionados a atrasos e expoentes (coeficientes) a fichas.

Esses fatos sugerem uma estrutura algébrica tnica a partir da qual datadores e contadores possam
ser derivados. Essa estrutura é o didide M, §], formado pelo didide B[y, ] das séries de poténcia
em duas varidveis (v,d) com coeficientes (booleanos) em {e,e} e expoentes em Z (secio 1.3.2),

acrescido das seguintes regras de simplificagao:

VESE @ Lot = yminkD) gt (2.36a)
gt @y kgl = e gmax(t) (2.36b)

De certa forma, esse didide combina as propriedades das representagdes em v e em d. A mani-
pulagao algébrica de séries de poténcia em (v, d) usando as regras de simplificagdo (2.36) pode ser
interpretada em termos da manipulagdo de informagao sobre eventos. Assim, cada lugar entre duas
transigoes transmite informacao da transicao de chegada nesse lugar para a transi¢do de partida
desse lugar. Contudo, essa informacgao é deslocada pelo nimero de “barras” em termos de tempo e
pelo numero de “pontos” em termos de numeragao. Algebricamente, esse deslocamento é obtido pela
multiplicagao da série correspondente (informagao de entrada) pelo monoémio associado ao lugar. As
regras de simplificacdo podem ser interpretadas a partir do grafo associado, como informagoes que

dominam ou contém outras, como mostra a Fig. 9 abaixo.

e e

Figura 9: Regras de simplificacao.

A representacdo de um sistema no didide MX[y,d] é frequentemente denominada descrigao
bidimensional devido a sua representacdo no plano Z2. Sua notacio é derivada da notacio de séries

de poténcia e sugere o uso tanto da operacao de maximizagdo quanto de minimizac¢ao nas operacoes.
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Os elementos de M2¥[, d] sao de fato classes de equivaléncia. Dados dois elementos a e b em

B[, 0], define-se a seguinte relagao de equivaléncia:
a=bes (YO Na=(Hos ) (2.37)

Isso significa que um monémio a = *6* representa todo o cone a sudeste do ponto (k,t) no

plano Z?, conforme ilustrado na Fig. 10.

(tempo) ¢

I=vv,r2‘83 @75J3 {D,Y‘o"l :"/2{)‘3 @75J3

[}

al
| T T T
' ! n (evento)

Figura 10: Elemento do diéide bidimensional.
Por definicao, M2*[~, d] é o quociente de B[y, §] pela relagdo de equivaléncia (2.37), ou seja
Mixly, 8] = (y& 6~ 1)* B[y, 8] (2.38)

A soma de monodmios neste didide corresponde & unido dos respectivos cones a sudeste, dando
origem as regras de simplificacao (2.36). O produto neste divide corresponde ao produto de séries
de poténcia, conforme definido na secao 1.3.2.

A partir das consideragdes acima e daquelas feitas nas seg¢oes 2.2.2 e 2.2.3, pode-se enunciar
o seguinte resultado geral. Qualquer GET pode ser modelado pelas seguintes equacoes algébricas

lineares:

X = AX ® BU (2.39)
Y =CX (2.39b)

Os vetores U, X e Y de dimensdes m, n e p correspondem as varidveis associadas as m transicoes
de entrada, n transicoes internas e p transicoes de saida do sistema, respectivamente. As matrizes
Anxn s grxm - OPXT ¢80 descritas no didide apropriado.

A forma matematica de X, U, Y, A, B e C depende da descri¢cao adotada. Assim, X, U e Y

podem ser:
e séries de poténcia em y com coeficientes em Zpax;
e séries de poténcia em § com coeficientes em Zmin;

e séries de poténcia em (v, d) com coeficientes em {e, e}.
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As matrizes A, B e C possuem elementos polinomiais de mesma natureza das séries de poténcia
X, U e Y, porém com expoentes apenas nao-negativos, uma vez que fichas da marcacao inicial e

tempos de espera introduzem deslocamentos nao-negativos.

Nota 2.11. A partir desse ponto, quando nao explicitamente mencionado no texto, qualquer refe-

réncia ao modelo de um GET sequndo a equacdo (2.39) assume descri¢io no didide M [y, d].

A forma das equagdes (2.39) sugere a representagio dada pela Fig. 11.

A

U X v

B " c

Figura 11: Representacao multivariavel de um GET.

Na Fig. 11, arcos e transigoes correspondem a multiplos arcos e miltiplas transi¢des conectando
os vetores X, U e Y. Essa figura explicita a fun¢do da matriz B como uma transformacao de
entradas que podem ser especificadas externamente atuando sobre os estados; a funcao da matriz
A como descritora da dindmica do sistema e a fun¢do da matriz C' como uma transformacao dos
estados em saidas que podem ser acessadas externamente. Nos capitulos 4 e 5, essa figura é usada
como base para a estrutura de controle proposta.

Para o exemplo dado na secdo 2.2 (Fig. 6), a descricdo no didide M2*[v, d] pode ser obtida

diretamente do grafo como

2.40a
2.40b
2.40c

2.40d
Na forma matricial tem-se:

25 ~6 )
x=("° " )xe ‘u (2.41a)
1) € e o2

V=X (2.41b)

z1 = (V?8)z1 @ (70)ze ® duy

o~

Ty = 011 B 0%uy

—

Yy =T

~—_ O~ ~—

<
)
I
8]
V)
—

As equagoes (2.41) acima ja estdo na forma da equagao (2.39), com:

CRIT) 5 e e e
(P ee(f2) (1) e
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2.4 Funcao de transferéncia

Pelo teorema 1.40, a equacdo (2.39a) tem solu¢do minima X = (A*B)U e consequentemente

Y = (CA*B)U. Logo, a fungao de transferéncia do sistema é por defini¢do dada por:
H=CA'B (2.43)

Para A, B e C dadas pelas equagoes (2.42), tem-se (veja apéndice B):

H=CAB = ( 552 7;3 ) (v6%)" (2.44)

Note que se U = e, entdo ¥ = CA*B. Ou seja, a funcio de transferéncia representa a saida
do sistema para uma entrada igual a e = §°(7* @' ®y2 @ ...). Isso corresponde a fornecer uma
quantidade infinita de fichas nas entradas do sistema em ¢ = 0 ou equivalentemente a disparar as
transicoes de entrada infinitas vezes em ¢t = 0. Essa interpretacao é andloga a resposta impulsiva na
teoria convencional de sistemas e portanto a funcao de transferéncia pode ser vista como a resposta

impulsiva de um GET.

2.5 Racionalidade, realizabilidade e periodicidade

As segbes anteriores mostraram que é possivel representar um GET por um modelo algébrico
linear segundo as equagoes (2.39), que fornecem uma representagao entrada-saida H dada pela
equacao (2.43). Esta secao estuda as propriedades desse modelo e estabelece um dos principais
resultados da teoria de modelagem de GETs em didides: a equivaléncia entre a realizabilidade, a

racionalidade e a periodicidade de H, enunciada pelo teorema 2.16.

Definicao 2.12 (Racionalidade). Um elemento de M$[v, 0] € racional se pertence ao fechamento
racional do subconjunto {e,e,v,d}. Um wvetor ou matriz é racional se seus elementos sao todos

raCLONalS.

Definicao 2.13 (Realizabilidade). Uma matriz H € (M [y, 0])P*™ € realizdvel se pode ser es-

crita como
H=C(yA1 ®dA2)"B (2.45)

onde Ay e As sao matrizes n X n, sendo n um inteiro arbitrdrio, porém finito (dependente de H), B

e C' sao matrizes n X m e p X n respectivamente e cada elemento dessas matrizes € igual a € ou e.
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Definicao 2.14 (Periodicidade). Um elemento h de My, 8] € periddico se existem dois polino-

mios p e q e um mondémio m (todos causais) tais que
h=p®qgm* (2.46)
Uma matriz H € periddica se seus elementos sao todos periddicos.

Definicao 2.15 (Causalidade). Um elemento h de M{2[v, 0] € causal se h = € ou se val(h) > 0
eh > ,Yval(h)_

Teorema 2.16. Para H € (M{2[vy,0])P*™, as trés sequintes afirmagoes sio equivalentes:

e H ¢ realizdvel;
e H ¢ racional;
e H ¢ periddica.

As segbes seguintes discutem cada uma dessas propriedades separadamente e as inserem no

contexto da tese.

2.5.1 Representacoes racionais e realizabilidade

A definicdo 2.12 envolve o conceito de fechamento racional.

Definicao 2.17 (Fechamento racional). O fechamento racional de um subconjunto T de um didi-
de completo D, denotado T*, € o minimo sub-didide de D contendo T e todas as somas, produtos e

operagoes-estrela finitas de seus elementos.

Portanto, pela defini¢ao 2.12, os elementos racionais do di6ide MiX[, §] sdo formados por somas,
produtos e operagoes-estrela finitas de {e,e,7y,d}. O teorema 2.16 estabelece que se H pertence ao
conjunto dos elementos racionais de M&*[y, ], entao existe um GET que a realiza. Em outras
palavras, existe um GET cuja fun¢do de transferéncia é H.

Realizabilidade esta relacionada com a propriedade de um modelo ser realizavel, ou seja, poder
ser fisicamente construido. Portanto, é importante reconhecer dentre os elementos de My, d]
aqueles realizaveis, ou seja, que podem ser representados por um GET. O teorema 2.16 estabelece
que se H pertence ao conjunto dos elementos realizaveis de M2¥[, §], entao H é racional. Em outras
palavras, a funcao de transferéncia de um GET pode ser descrita usando-se apenas somas, produtos
e operagoes-estrela finitas de {¢,e,~y,d}.

Resumindo, qualquer GET possui um modelo entrada-saida que pode ser descrito usando-se

apenas somas, produtos e operagoes-estrela finitas de {¢, e,y,d}. Além disso, qualquer representagao



40 CAPITULO 2. MODELOS LINEARES DE GETS EM DIOIDES

desse tipo corresponde a um GET. Portanto, GETs correspondem a uma classe de sistemas que
podem ser modelados no didide M&*[vy, 0] denominados sistemas racionais.

Existem diferentes representacoes para um mesmo sistema racional. Todas descrevem as mesmas
relacoes entrada-saida do sistema e portanto, expressam a mesma funcao de transferéncia. Em Bac-
celli et al. (1992), varias delas sao discutidas, mas o problema de representa¢do minima, ou seja, do
numero minimo de estados necessarios para representar uma funcdo de transferéncia racional ainda
permanece em aberto.

Além disso, sempre é possivel obter uma realizagdo com matrizes B e C booleanas, nas quais cada
entrada atua sobre um tnico estado e cada saida é obtida a partir de um tnico estado. Entretanto,
isso é conseguido com o possivel aumento do nimero de estados, como mostrado através do exemplo

da Fig. 12. No capitulo 6, isso é usado para justificar parte da metodologia de projeto do controlador.

uy

| /\\k//”\ N
W,

Figura 12: Exemplo com estado aumentado.

Modelando o sistema da Fig. 12 no diéide M2y, d] tem-se:

1 = (Y20)z1 ® (y0) w2 (2.47a)
To = 011 D 0224 (2.47b)
T3 = Uy (2.47¢)
T4 = u (2.47d)
T (2.47¢)
Yo = Ty (2.47F)

Uma realizacao desse sistema é dada por:

¥25 46 5 € € €
A 1) e € 02 B € € o ( e € € e) (2.48)
€ € € € e € €E e € €
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Aplicando-se o lema 1.48 para a matriz A, obtém-se:
(v8%)* yd(y8?)* 8(v0%)* 4% (vd?)*
o(yd?)*  (ve%)r 8%(ye%)r 9%(ye?)*

€ € (& €

A* = (2.49)

€ € € (&

A funcado de transferéncia do sistema é a mesma dada pela equagao (2.44), uma vez que sdo
diferentes realizacoes do mesmo sistema, ou seja:

. T \
H=CA*'B = ( 2 52 ) (v6%) (2.50)

2.5.2 Séries periddicas

Existem elementos em M®*[vy, 0], denominados séries peritdicas, que permitem representar um
comportamento infinito através de uma expressao finita p @ gm™*. Nessa representacao finita podem
ser reconhecidas duas parcelas. A primeira parcela p representa um comportamento transitorio de
dimensao finita ao fim do qual se inicia um comportamento periédico. Esse comportamento peridédico
é caracterizado por uma inclinacao dada pelo monémio m e um padrao finito dado pelo polindomio
q, que se repete indefinidamente.

Pelo teorema 2.16, qualquer GET apresenta uma fun¢do de transferéncia H com esse compor-
tamento. Portanto, a resposta impulsiva de um GET apresenta um transitério inicial para depois
atingir um regime periédico no qual a inclinagdo da série fornece a taxa média de eventos produzi-
dos na saida do sistema por unidade de tempo. A Fig. 13 mostra a resposta tipica de um sistema

racional.

taxa de produgao
tempo

outras solugdes

transitorio

solugdo minima

evento

Figura 13: Resposta tipica de um sistema racional.

Para o exemplo da Fig. 6, a contribuicdo da entrada u; na saida y; ¢ de 6(y62)*u;. Portanto, em

regime, u; contribui com um evento a cada duas unidades de tempo, sendo que o primeiro evento
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nao ocorre antes de decorrido um instante de tempo. Note que esse sistema é fortemente conectado®
e portanto todas as transi¢oes estao sujeitas & mesma taxa de produgao em regime.

A élgebra de séries periddicas é extensivamente discutida em Cottenceau (1999) e Gaubert (1992).
Dentre os resultados estabelecidos, tem-se que a soma, o produto e a divisao (formalmente defini-
da pela residuagao) de séries periddicas resulta em uma série periddica. Entretanto, a divisao
de séries periodicas causais pode fornecer uma série peridédica ndo-causal. Como essa operacao é
muito utilizada nesta tese, um exemplo de calculo é mostrado no apéndice B através da divisao
[e © 8% (v62)*§[e ® 763 (702)*] = (v8?)*. Atualmente, programas de computador de manipulagio
simbolica podem auxiliar em alguns desses calculos. Esses programas se encontram na forma de

bibliotecas de fun¢oes em C++-, Scilab ou Maple (Cottenceau et al., 2000; Gaubert, 1992).

2.6 Conclusao

Resumindo os principais resultados deste capitulo, um grafo a eventos é uma classe particular
de rede de Petri na qual cada lugar tem exatamente uma transi¢do de chegada e uma transicao de
partida. Dessa forma, é possivel modelar apenas sistemas que apresentam aspectos de sincronizacao,
sem concorréncia ou compartilhamento de recursos. Um grafo a eventos é dito temporizado (GET)
se existe um tempo de espera associado a cada lugar do grafo. Nesse caso, uma ficha ao entrar
num lugar deve cumprir o tempo de espera associado ao lugar antes que possa contribuir para a
habilitagdo da transicao de partida deste lugar.

Diversas estruturas algébricas genericamente denominadas didides podem representar um GET,

obtendo-se o seguinte modelo linear:

X =AX @ BU
Y=CX

Com U, X e Y vetores de dimensoes m, n e p, respectivamente, correspondendo as varidveis
associadas as m transicoes de entrada, n transicoes internas e p transicoes de saida do sistema e
matrizes A"*", B"*™_ CP*™ apropriadas.

A forma matematica de X, U, Y, A, B e C depende da descricdo adotada. Assim, X, U e Y

podem ser:
e séries de poténcia em y com coeficientes em Zmax;
e séries de poténcia em 0 com coeficientes em Zmin;

e séries de poténcia em (v, d) com coeficientes em {e, e}.

'Um grafo & fortemente conexo se existe um caminho ou “path” entre duas transicdes quaisquer.
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As matrizes A, B e C possuem elementos polinomiais de mesma natureza das séries de poténcia
X, U e Y, porém com expoentes apenas nao-negativos, uma vez que fichas da marcacao inicial e
tempos de espera introduzem deslocamentos nao-negativos.

Esse modelo fornece uma funcao de transferéncia dada por
H=CA*B

Os GETs considerados nesta tese sao descritos no didide M&[~, §] que é formado pelas séries de
poténcia em duas variaveis (v, d) com coeficientes em {e, e} (booleanos) e expoentes em Z, acrescido

das seguintes regras de simplificacao:

,ykdt ® ")/l(st — ,ymin(k,l)dt
'ykdt D ,_Yk:(sl — ,_Yk:(smax(k,l)

Finalmente, o teorema fundamental 2.16 caracteriza completamente um sistema racional. Sua
funcao de transferéncia é um elemento racional do di6ide utilizado, realizavel na forma de represen-
tagdo de estado (A, B,C) e cujo comportamento pode ser caracterizado por uma série periodica,
na qual um comportamento em regime se estabelece ap6s um transitério inicial. No capitulo 6, a
algebra de séries periddicas é muito utilizada para o calculo dos controladores, com destaque para a

operacgao de divis@o, que nao é fechada para o conjunto das séries causais.
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Capitulo 3

Controle de GETs em Diodides

3.1 Introducao

Este capitulo deve ser considerado como uma unidade a parte, complementar para a compreensao
da tese. Diante do vasto material sobre controle de SEDs em geral, optou-se por um capitulo
bibliografico dando uma visao geral das principais abordagens de controle atualmente encontradas
na literatura de GETs. Dessa forma, o leitor que se interesse por outras abordagens encontrard
material suficiente para iniciar uma pesquisa mais aprofundada, assim como podera situar a tese em
relacdo a outras abordagens correlatas. Neste capitulo, estdao reunidas apenas as abordagens que se
utilizam de di6ides para a descricdo do sistema.

Além disso, como o tema central da tese &€ o controle por modelo de referéncia, a secdo 3.5
introduz o assunto reunindo os principais resultados da literatura. Particularmente, os resultados
de Cottenceau (1999) estao fortemente relacionados com esta tese. De fato, pode-se dizer que esses
resultados, obtidos através da formulacao do problema de controle por modelo de referéncia usando
apenas relagoes entrada-saida, sdo reproduzidos e generalizados nesta tese usando uma formulagao
no espaco de estado.

Em relacao & organizacao do capitulo, as abordagens de controle apresentadas podem ser dividi-
das em duas classes, segundo a especificacdo a ser atendida. Assim, nos controles 6timo, supervisorio
e preditivo das se¢oes 3.2, 3.3 e 3.4 respectivamente, sdo especificadas trajetorias a serem seguidas.
Ja no controle por modelo de referéncia da secao 3.5, a funcao de transferéncia do sistema controla-
do deve igualar uma funcgao de transferéncia especificada. Finalmente, a secao 3.6 discute aspectos
sobre a estabilidade de GETs.

45
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3.2 Controle 6timo

Uma das primeiras propostas de controle de GETs é encontrada em Cohen et al. (1989) como
um problema de “tracking” de trajetoria. Como visto no capitulo 2, a relacao entrada-saida de um
GET pode ser descrita por Y = HU, sendo H a funcao de transferéncia do sistema.

Nesse problema de controle, deseja-se obter o controle U tal que a saida do sistema controlado
Y siga uma trajetoria de referéncia Z dada, ou seja, ¥ = Z. A “solucao” dessa equagdo é uma
aplicacao direta da teoria da residuacao (secao 1.2.2), e particularmente do residuo do produto a
esquerda, dado pela defini¢go 1.36. Assim, a maxima entrada Upax que satisfaz Y = HU <X Z é
dada por Upmax = HYZ.

Esse controle é conhecido na literatura como controle 6timo, devido & melhor aproximacao da
referéncia pela saida do sistema com a maior entrada possivel. Isso corresponde a atrasar o maximo
possivel a entrada sem violar uma especificacao de saida dada.

Note que, para um problema no qual existe apenas sincronizacao de eventos, como é o caso de
GETs, para uma especificacao de saida dada, existe uma solu¢ao minima que corresponde a disparar
as transicoes assim que habilitadas e uma solugdo méxima que corresponde a atrasar o maximo
possivel o disparo das transicoes sem alterar o resultado da saida. No contexto de um processo de
manufatura, o controle 6timo corresponde a iniciar a producao de um item o mais tarde possivel
para atender uma demanda dada, reduzindo estoques. Isso corresponde a uma politica de producao
“just-in-time”.

Para compreender esse cendrio, suponha que uma entrada Upi, é aplicada ao sistema obtendo-se
uma saida Y.y = HUpnin. Essa saida corresponde a solu¢ao minima discutida no capitulo 2. Agora,
para obter a méxima entrada Umax que fornece a mesma safda Y;.s tem-se pelo controle 6timo que
Umax = H{Y . Nesse caso, Unax = HY(HUmin) = Umin devido a (A.2).

Em Cohen et al. (1989) e Baccelli et al. (1992), o problema de controle 6timo é formulado na
algebra de didides usando uma descricao no espago de estado. Como resultado, obtém-se equagoes
com uma forte analogia com as equacoes de estado adjunto (ou co-estado) da teoria de controle 6timo.
J& em Liiders e Santos-Mendes (2001b) é discutido o célculo do controle 6timo a partir da relacao
entrada-saida do sistema na forma recursiva. Tanto na forma de equacoes de co-estado quanto na
de relagao entrada-saida do sistema, essas equagOes sao antecipativas. A trajetéria a ser seguida
é especificada num horizonte de tempo finito e o célculo do controle 6timo é feito recursivamente
do futuro para o presente na forma de “backward equations”. Assim, esse controle é tipico para
aplicacoes “off-line” ou “batch” sobre um horizonte de planejamento finito.

Entretanto, algumas abordagens procuram tratar variagoes na trajetoria especificada ao longo
da operagao do sistema. Em Liiders e Santos-Mendes (2001a) propoe-se uma estratégia denominada

controle 6timo incremental que ao invés de usar todo o horizonte de tempo para o calculo do controle,
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usa uma janela de tempo menor que desliza sobre esse horizonte, incorporando novas informacgoes
da referéncia a ser seguida. Ja em Menguy et al. (20000) modifica-se o problema de controle 6timo
de forma a incorporar variacoes na referéncia e entradas nao-controldveis. Neste caso, o conceito
de “melhor aproximacao” da referéncia pelo sistema controlado é substituido pelo de “tdo proxima,
quanto possivel”. Entretanto, tanto em Liiders e Santos-Mendes (2001a) quanto em Menguy et al.
(20000) a especificagdo eventualmente serd violada.

Além disso, o controle 6timo é um controle de trajetoéria em pré-compensagao (malha aberta), no
qual nenhuma informacao da saida do sistema é usada para o célculo do controle, que é obtido apenas
a partir da referéncia a ser seguida e dos parametros do sistema. Pode-se dizer que o controle 6timo
é obtido por um tipo de “inversao” da funcao de transferéncia do sistema. Na teoria de controle
de sistemas continuos é bem conhecido que o uso de estratégias de controle baseadas na simples
inversao do modelo do sistema é muito sensivel a erros de modelagem. Alguns trabalhos propdem
alternativas no uso do controle étimo para minimizar o efeito de erros de modelagem recorrendo a
analogia com sistemas continuos. Entretanto, pelo nosso conhecimento, nenhum trabalho completo
foi publicado sobre esse assunto no contexto de SEDs.

Assim, em Boimond e Ferrier (1996) é proposta uma estrutura IMC (“Internal Model Control”),
onde um termo de corre¢ao obtido a partir da diferenca entre a saida do sistema e a do modelo é
introduzido na equacao de controle. Nesse caso, a dificuldade no uso da equacado antecipativa do
controle 6timo é contornada usando-se uma previsao da saida futura do sistema. J& em Menguy
et al. (2000a), uma estratégia incipiente de controle adaptativo indireto é proposta, na qual uma
identificagao simples do modelo é usada no célculo do controle. Nesse caso, resultados de Menguy et

al. (2000b) sao usados para permitir que o algoritmo de controle incorpore variagoes na referéncia.

3.3 Controle supervisorio

No modelo légico de um SED cujo universo de eventos é 3, a linguagem L C ¥* do sistema é o
conjunto de todas as sequéncias de eventos geradas pelo sistema. O controle supervisorio segundo a
abordagem de Ramadge e Wonham (1989) esté baseado na restrigdo dessas sequéncias a sequéncias
aceitaveis, especificadas por uma linguagem que representa o objetivo de controle a ser atendido.
Assim, dada uma linguagem K, um supervisor pode inibir a ocorréncia de eventos denominados
controlaveis, evitando comportamentos indesejaveis que nao pertencem a linguagem K. Entretan-
to, existem eventos nao-controléveis que podem gerar comportamentos que violam a especificagao.
Portanto, diz-se que uma linguagem K é controlédvel para um sistema se a linguagem gerada pelo
sistema controlado sob a agdo dos eventos nao -controlaveis é um subconjunto de K. Formalmente,

uma linguagem K é denominada controlavel em relacao a linguagem L do sistema e aos eventos
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nao-controlaveis 3, se pr(K).3, N L C pr(K), onde pr(K) é o prefixo fechamento de K.

Em Cofer e Garg (1996) mostra-se que o “framework” usado no controle de sistemas nao-
temporizados pode ser estendido para sistema temporizados. Nesse caso, o sistema a ser controlado
é um GET descrito na transformada v por datadores segundo a equagao X = AX &V, onde X
é a sequéncia de ocorréncia dos eventos associados as transicoes e V um limitante inferior dessa
sequéncia. A matriz A é composta pelos atrasos dos lugares no grafo.

Suponha que algumas transi¢oes sao controliveis externamente através de uma entrada U cujos
tempos de disparo u; sdo fornecidos por um supervisor a partir de uma especificacdo z;. Assim,
u; = z; se a transicdo ¢ é controlavel, caso contrario u; = €. Numa representacao matricial, define-se
uma matriz diagonal I. cujo elemento i da diagonal é nulo caso a transigdo ¢ seja nao controlavel
e igual ao elemento identidade caso contrario. Nesse caso, U = I.Z. Logo, o sistema sob acao de
controle é descrito pela equacao X = AX & I.Z @& V, cuja solu¢do minima ¢ X = A*([.Z & V).
Essa equacao define o conjunto de sequéncias geradas pelo sistema sob a acao de Z e dos eventos

nao-controlaveis, dando origem & seguinte defini¢cao de controlabilidade.

Definicao 3.1. (Cofer e Garg, 1996, Def. 2) Um conjunto de sequéncias Z C 8 é controldvel em
relacdo a A, V e I. se para todo Z € Z

{(XesS|X=A"IZaV)} CZ

Intuitivamente, isso significa que a habilitagdo de eventos controlaveis em qualquer instante de
tempo permitido pela especificacao Z resulta num comportamento dentro de Z para todos os eventos
gerados pelo sistema.

Logo, um conjunto Z = {X € 8§ | X < Z} de sequéncias aceitaveis é controlavel se e somente se
A*(I.Z V) < Z (Cofer e Garg, 1996, Teo. 2). Essa equagao é uma equacao de ponto fixo.

Nesse caso, as sequéncias controlaveis sao solugoes da equagao de ponto fixo A*([. X & V) < X
com X < Z. Se Z é controlavel, entdao Z é a méxima solugdo. Porém, se Z é nao-controlavel, é
possivel obter a méxima solucdo que satisfaz a especificacdo usando resultados sobre solugoes de
equacoes de ponto fixo em reticulados.

De forma anéloga, outras especificacbes podem ser fornecidas tais como: instantes de tempo
minimo ou méaximo de ocorréncia de eventos ou limites no intervalo de ocorréncia entre eventos (Cofer

e Garg, 1995).
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3.4 Controle preditivo

O controle preditivo é aplicado sobre uma planta multivaridvel modelada pelas seguintes equagoes

a diferenca na algebra convencional:

Esse controle estd baseado na minimizagdo de um critério de custo J composto pelo erro de

“tracking” Jous e pelo esforco ponderado de controle AJi,. Formalmente,

Np Np
T = Jous + Min =D ik +5 [ k) =r(k+)I*+ 2 llulk+5 - D|?
j=1 i=1

Nesse critério, §(k+j | k) é a previsdo da saida j passos a frente dadas as informagoes disponiveis
até o instante k, r é um sinal de referéncia fornecido externamente, A é um escalar nao negativo e
N, ¢ o horizonte de previsao.

O problema de controle preditivo consiste em encontrar a sequéncia u(k),...,u(k + N, — 1) de
entrada que minimiza J, onde N, < N, é o horizonte de controle e u(k + j) = u(k + N, — 1) para
Jj = Ne,...,N,—1. Apesar de se calcular o valor presente e futuro da entrada, apenas u(k) é aplicada
ao sistema. Em k+1 uma nova otimizagao é feita com as novas informacoes adquiridas, calculando-se
u(k 4+ 1), num principio de horizonte deslizante. Os parametros Np, N, e A do controlador possuem
regras de ajuste bem definidas.

Esse algoritmo bésico é acrescido de um conjunto de restrigoes lineares sobre a entrada e sobre
a saida do sistema, caracterizando um problema de programacao quadréitica convexa.

O controle preditivo é bem aceito na industria como estratégia de controle avangado, devido
principalmente & facilidade de ajuste e a possibilidade de incluir restricées tanto na entrada quanto
na saida do sistema.

Como visto no capitulo 2, um GET pode ser modelado por datadores segundo as equacoes (2.18)

reescritas a seguir.

Apesar de descritos em diferentes algebras, a semelhanca entre os modelos de sistemas continuos
e GETs sugere a possibilidade de adaptagao do controle preditivo para uso no controle de GETs. De
fato, em Schutter e Boom (20015) tem-se uma formulagao de controle preditivo para GETs descritos

na algebra max-plus. A principal dificuldade reside na defini¢do do critério de custo a ser usado e
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nos algoritmos utilizados para resolver o problema de otimizagao. Em geral, tem-se um problema
de otimizacao nao-linear e nao-convexo.

Recentemente, tem-se encontrado na literatura trabalhos que aplicam o controle preditivo em
SEDs que nao sao GETs. Por exemplo, em sistemas descritos a partir de operagoes de maximiza-
¢ao, minimizacdo e soma - “max-min-plus systems” (Schutter e Boom, 2000) ou em sistemas que,
além destas operagoes, incluem uma operagao de produto por escalar - “max-min-plus-scaling sys-
tems” (Schutter e Boom, 2001a). Pode-se mostrar (Heemels et al., 2001) que esta ultima classe de
sistemas equivale aos sistemas dindmicos que incorporam descri¢des ldgicas ou “mixed-logic dynamic

systems”, propostos por Bemporad e Morari (1999).

3.5 Controle por modelo de referéncia

O controle por modelo de referéncia ou “model matching” consiste em obter um controlador
F tal que a fungao de transferéncia do sistema com controlador G, f(F) se iguale a uma funcao
de transferéncia especificada externamente G,.;. Como a igualdade nem sempre pode ser obtida,
abordagens de “model matching” costumam se utilizar de uma “melhor aproximagao” de G,.r. No
contexto de didides, a “solugao” de uma equagao é tratada pela teoria da residuacao (segao 1.2.2).
Nesse caso, a equacao toma a forma de uma inequacao e busca-se a solu¢do maxima, caso exista. Em
outras palavras, dada uma funcao de transferéncia G,y (modelo de referéncia) e um sistema com
um controlador F' cuja funcao de transferéncia (sistema-controlador) é dada por Gy, s(F), existe
um controlador maximo Fiax tal que G, f(Fnax) = Gref?

Um dos primeiros trabalhos em modelo de referéncia é encontrado em Libeaut e Loiseau (1996)

4

sob a denominacao de “weak model matching”. Essa denominacao ¢ usada pois em vez de um
“matching” entre fungoes de transferéncia, é proposto um “matching” entre as saidas do sistema e do
modelo de referéncia para uma entrada qualquer. Nesse caso, tem-se Y, = G f (F)V < GrefV =Y,
para uma entrada V qualquer.

Note que isso ¢ uma condigao mais fraca do que o “model matching” Gy, ¢(F) X Grey, pois pela
isotonia do produto Gmf(F)V = GrefV = Y, 2 Y,. Logo, “model matching” implica em “weak
model matching”, mas ndo o contrario.

Em Libeaut e Loiseau (1996), o sistema a ser controlado é representado na transformada § pelo
seu comportamento autoénomo e forcado. Assim, Y = P @ TU representa a relacao entrada-saida
do sistema, onde P = C(Ad)*z representa o comportamento livre ou auténomo do sistema e T' =
C(Ad)* B o comportamento for¢ado pela entrada U. A condi¢ao inicial 2y pertence a um conjunto de

condigoes iniciais admissiveis para que apenas trajetorias nao-decrescentes sejam obtidas (Libeaut

e Loiseau, 1995). Nesse caso, o problema de “weak model matching” pode ser assim enunciado.
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Definigao 3.2 (“Weak model matching”). Dada uma saida de referéncia Y, = P, & T,'V, onde
V' € uma entrada de referéncia qualquer, e um sistema cuja saida é dada por Y = P®TU para uma

entrada U qualquer, deseja-se obter um controle U = P, @& 1.V tal que a saida do sistema controlado
Y.=Pa@T(P.®T.V) seja tal que Y, X Y,.

Reagrupando os termos de Y, obtém-se a equacao de “weak model matching” Y, < Y, nas variaveis

P. e T, ou seja
(P®TP,)®TT.V < P. T,V

Garantindo certas condicoes sobre P, e T, o controlador maximo é obtido para P. = TXP, e
T. = ((5T)§7~’,«, com T, = P.(e...e) ® dT,.

Note que o controlador é obtido a partir do modelo de referéncia especificado e dos parametros
do sistema. Assim, essa é também uma estrutura de controle em pré-compensagao (malha aberta),
uma vez que nenhuma medida da saida do sistema é usada no calculo do controle. Em Liiders
e Santos-Mendes (2000), discutem-se alguns aspectos do efeito da realimentagao de saida sobre o
comportamento do sistema, segundo um esquema de controle com estrutura fixa e pardmetros a
serem ajustados.

O problema de “model matching” propriamente dito é tratado em Cottenceau et al. (2001),
Cottenceau et al. (1999) e Cottenceau (1999). Considerando inicialmente o problema de “model
matching” em pré-compensagao, ou seja G, r(F) = HF segundo a Fig. 14, o controlador maximo é
obtido diretamente do residuo do produto & esquerda. Assim, a solu¢ao maxima de HF =< Gy €
dada por Finax = HYG,ep para qualquer modelo de referéncia G, especificado. Note que o controle

em pré-compensacao € um controle em “malha aberta”.

v Y
U

. H=cAB |

Figura 14: Pré-compensagao.

Nota 3.3. A realizabilidade (ou racionalidade) do controlador é uma questao importante. No didide
M2y, 6], o residuo de séries racionais (se¢ao 2.5.2) pode nao ser racional. Entretanto, em Cotten-
ceau (1999) é mostrado que sempre € possivel obter um controlador mdzimo realizdvel eliminando-se

a parte nao-causal do resultado obtido.

Em pré-compensagao, o controlador méximo sempre existe, uma vez que L,(z) = a ® x é uma
aplicacao residuada. Entretanto, para configuragdes de controle em realimentacdo conforme as

Figs. 15, 16 e 17, a solucdo maxima de Gy, r(F) < Gyr € obtida apenas para G, particulares.
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Para realimentacao de saida conforme a Fig. 15, Gy, f(F') = (HF)*H e o resultado geral é dado
pela proposigao 3.4.

Proposicao 3.4. (Cottenceau et al., 2001, Prop. 29) Se G,.y = D*H ou G,.y = HD*, com D
matriz racional de dimensoes apropriadas, entio existe um controlador mdzimo Fynax = HYGrerd H
solugio de (HF)*H =< Gyef.

H=CA*B

b
~r
_v

Figura 15: Realimentacao de saida.

Particularmente, se Gr.y = (HD)*H, entdo o controlador maximo promove um “matching”
perfeito, ou seja, Gp,f(F) = Grep. Pode ser mostrado que G,.s desse tipo corresponde a realimentar

o sistema com um controlador igual a D. A proposi¢ao 3.5 formaliza esse resultado.

Proposicao 3.5. (Cottenceau, 1999, Prop. 3.12) Seja H a fungdo de transferéncia de um GET.
Para Grey = (HD)*H, com D matriz racional de dimensdes apropriadas, existe um controlador
mdzimo Fax = HNGorf H solugio de (HF)*H = Gf.

Para D = €, Gyoy = (He)*H = H. Ou seja, existe um controlador méaximo que mantém

inalterada a funcao de transferéncia do sistema sem controlador. Esse é o resultado do corolério 3.6.

Corolario 3.6. (Cottenceau et al., 1999, Cor. 1) Seja H a fung¢do de transferéncia de um GET.
Eziste um controlador mdzimo Fnax = HYXH¢H solugao de (HF)*H = H, ou seja, um controlador

mdzrimo que mantém a funcdo de transferéncia do sistema inalterada.

Para realimentagao de estado sobre a entrada conforme a Fig. 16, G,f(F) = H(FA*B)* e o

controlador maximo é dado pela proposicao 3.7.

Proposigao 3.7. (Cottenceau et al., 2001, Prop. 31) Se G,ef = D*H, com D matriz racional
de dimensoes apropriadas, entdo existe um controlador mdzimo Frpax = HXYGrepf (A*B) solugio de

H(FA*B)* < Gyof.

Para realimentacdo de saida sobre o estado conforme a Fig. 17, Gy, f(F) = (CA*F)*H e o

controlador maximo é dado pela proposicao 3.8.
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A*B ¢

Figura 16: Realimentacao de estado sobre a entrada.

v Y

SRR

cA*

Figura 17: Realimentacao de saida sobre o estado.

Proposicao 3.8. (Cottenceau et al., 2001, Prop. 32) Se Gy = HD*, com D matriz racional
de dimensoes apropriadas, entdo existe um controlador mdzimo Frpax = (CA*)NGrerdH solugio de

(CA*F)*H < Gy

Note que os resultados acima sdo obtidos a partir da descricdo do sistema em termos de sua
funcao de transferéncia. A proposta desta tese é a de formular o problema de “model matching”
no espago de estado. Assim, os resultados das proposicoes 3.4, 3.5, 3.7 e 3.8 serdo usados para

comparagao nos capitulos seguintes.

3.6 Estabilidade

Na teoria de sistemas continuos, estabilidade é um conceito fundamental tanto na analise quanto
no controle de sistemas. Portanto, esta secdo aborda alguns aspectos sobre estabilidade de GETs.

O conceito de estabilidade na literatura de GETs normalmente se refere & explosdo do ntme-
ro de fichas em um ou mais lugares do grafo. Esse conceito estd relacionado & propriedade de
“boundedness” na teoria geral de redes de Petri.

Esse assunto foi tratado em Max-Plus (1991) e Baccelli et al. (1992), estabelecendo o principal
resultado sobre estabilizacdo de GETs.

Proposicao 3.9 (Estabilizacao por realimentacgao de saida). (Baccelliet al., 1992, Teo. 6.53)
Um grafo a eventos estruturalmente controldvel e observdvel pode feito internamente estdvel por re-

alimentacao de saida.
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Internamente estavel se refere & condicdo de estabilidade para qualquer entrada. A prova dessa
proposicao faz uso de um resultado classico de grafos a eventos: um grafo a eventos fortemente
conexo ¢é limitado ou “bounded”.

Portanto, a proposi¢do 3.9 apenas estabelece condi¢Ges suficientes para se obter um grafo forte-
mente conexo. Controlabilidade (observabilidade) estrutural ocorre quando existe um caminho de
pelo menos uma transigdo de entrada para qualquer transigao interna (respectivamente, de qualquer
transi¢ao interna para pelo menos uma de saida).

Recentemente em Commault (1998), resultados precisos sobre estabilidade e estabilizagao sao
obtidos com énfase nas propriedades de grafos a eventos (temporizados ou nao). Conceitos como
estruturalmente estavel (que nao depende da marcacao inicial) e vivamente estabilizavel (que podem
ser estabilizados sem bloqueio) sdo introduzidos. Em conformidade com a proposigao 3.9, a relacao
entre estabilidade e sistema fortemente conexo é fundamental, mas nao é necessaria.

Intuitivamente, o actimulo de fichas num lugar pode ser quantificado pela diferenga entre o
nimero de disparos da transi¢ao x; que entra nesse lugar e o nimero de disparos da transi¢ao x; que
parte desse lugar. Essa diferenca é sempre positiva ou nula e pode ser mostrado que é limitada pela
correlagao entre os contadores associados a x; e z; na algebra min-plus. Detalhes desses resultados
sao encontrados em Max-Plus (1991) e Baccelli et al. (1992), onde a correlagao é definida como o
residuo de um produto de convolucao. Isso sugere o desenvolvimento de uma teoria de segunda
ordem para GETs. Se essa diferenca é limitada para todo lugar do grafo, entdo o sistema é estavel.
Raciocinio semelhante pode ser feito para o tempo de permanéncia das fichas nos lugares usando
datadores na algebra max-plus. Se o tempo de permanéncia das fichas nos lugares é limitado para
todo lugar do grafo, entdao o sistema é estavel.

Resumindo, uma condigao suficiente para obter estabilidade é o uso de um controlador em reali-
mentacao de saida. Entretanto, essa condicao pode levar a desempenhos insatisfatérios, como seré
visto adiante. Além disso, nas abordagens de controle apresentadas neste capitulo, a estabilidade
do sistema controlado nao é uma restricao de projeto, mas uma propriedade a ser verificada poste-
riormente. Isso se deve basicamente & dificuldade em determinar a estabilidade do sistema apenas

através de sua funcao de transferéncia.

3.7 Conclusao

Como resumo dos principais tépicos abordados neste capitulo, tem-se o seguinte. O controle
6timo e o preditivo de GETs utilizam uma descri¢ao multivaridvel do sistema, mas admitem apenas
especificagoes de controle do tipo entrada-saida na forma de trajetorias a serem seguidas. J4 o con-

trole supervisério usa uma descricao multivariavel do sistema, mas admite especificacoes de controle
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também multivaridveis, ou seja, é possivel especificar o comportamento das transi¢oes internas do
sistema. Finalmente, o controle por modelo de referéncia usa somente a representacao entrada-saida
do sistema, e portanto, admite apenas especificacoes desse tipo.

A proposta desta tese € um meio termo entre o controle por modelo de referéncia e o controle
supervisério, pois o objetivo de controle é um “matching” entre representacoes do tipo entrada-saida,
atuando-se sobre a representacdo multivariavel do sistema. Além disso, a estrutura de controle
utilizada é de realimentacao de estado, mais geral do que as estruturas propostas no modelo de
referéncia e diferente da estrutura em “malha aberta” do controle supervisério apresentado neste
capitulo. Por esse motivo essa estratégia ¢ denominada genericamente de controle multivariavel.

Isso é discutido nos capitulos 4, 5 e 6 a seguir.
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Capitulo 4

Controle Multivariavel

4.1 Introducao

No capitulo 3 foram apresentadas diversas abordagens de controle de GETs. Essas abordagens
tém em comum o uso da algebra de didides para a descricao do sistema a ser controlado e se
distinguem pelos diferentes objetivos de controle a serem atendidos. Assim, nos controles 6timo,
supervisorio e preditivo sdo especificadas trajetérias a serem seguidas. Ja no controle por modelo
de referéncia, a funcao de transferéncia do sistema controlado deve se igualar a uma funcao de
transferéncia especificada.

Este capitulo e o seguinte, como tema central da tese, propoem um controle por modelo de
referéncia usando uma formulacdo no espacgo de estado. Assim, o objetivo de controle & aproxi-
mar a funcdo de transferéncia do sistema controlado por uma funcao de transferéncia especificada,
atuando sobre as transigoes internas do sistema, conforme ilustrado na Fig. 18. Assim, os resul-
tados de Cottenceau (1999) obtidos através de relagdes entrada-saida sdo generalizados (Liiders e

Santos-Mendes, 2002).

© saidas
entradas

‘ sistema

Figura 18: Estrutura geral de controle.

o7
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O problema de controle por modelo de referéncia obtém, através de um controlador F', um
“matching” entre a funcdo de transferéncia do sistema com controlador Gy, f(F) e uma fungao de
transferéncia especificada externamente G,.r. Como a igualdade nem sempre pode ser obtida,
abordagens de “model matching” costumam se utilizar de uma ‘melhor aproximagao’ de G,.r. No
contexto de didides, a solugdo de uma equagao é tratada pela teoria da residuacao (se¢ao 1.2.2).
Nesse caso, a equacao toma a forma de uma inequacado e busca-se a solucdo méxima, caso exista.

Formalmente, tem-se:

Definigao 4.1 (“Model matching”). Dada uma fungao de transferéncia G,er (modelo de referén-
cia) e um sistema com um controlador F, cuja fungao de transferéncia (sistema+controlador) é dada
por Gy, r(F), o problema de “model matching” consiste em encontrar o mdzimo controlador Fnax tal

que Gmf (Fmax) = Gref'

A estrutura de controle utilizada define a fungao de transferéncia Gy, ¢(F) obtida com o contro-
lador. Neste capitulo, utiliza-se uma estrutura em realimentacao de estado, na qual o controlador
F tem completo acesso aos estados internos do sistema, tanto para observacao quanto para contro-
le. Nesta tese, os conceitos de observabilidade e controlabilidade de uma transicao correspondem
a capacidade de conhecer os instantes de disparo da transicao e & capacidade de retardar ou ini-
bir seu disparo, respectivamente. Portanto, assume-se que qualquer transicao interna do sistema é
observavel e controlavel.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. A secao 4.2 formula o problema de “mo-
del matching” no espago de estado, que corresponde a encontrar a solugdo méxima da inequagao
Gmf(F) =C(A® F)*B =< Gef, na qual (A, B,C) é¢ uma realizagao no espago de estado do sistema
a ser controlado. O principal resultado dessa segao é o teorema 4.7, que estabelece uma equivaléncia
entre a solucdo maxima dessa inequacao e a solucdo méxima de F* < K, onde K pode ser calculado
a partir do modelo do sistema e da especificagdo. Esta inequagao restringe o espaco de busca e suas
propriedades podem ser mais facilmente estudadas do que com a inequagao original. Notadamente,
o corolario 4.8 desse teorema estabelece uma condi¢do necessaria e suficiente para que K seja o
controlador maximo procurado, fornecendo uma equacao analitica para o seu célculo. Caso essa
condicao nao se verifique, na secao 4.3, dois controladores sub-6timos sdo fornecidos numa forma

analitica fechada. Todos esses resultados sdo originais.

4.2 Realimentacao de estado

A estrutura de controle proposta nessa tese introduz uma nova entrada de controle que utiliza
informacao dos estados para atuar diretamente sobre estes. Assim, X = AX & X. ® BU, sendo

X, = FX a saida do controlador F'. Nesse caso, a seguinte representagdo no espaco de estado é
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obtida:

X =(A®F)X ® BU (4.1a)
Y =C0X (4.1b)

Essa configuragao é mostrada na Fig. 19, na qual (A, B,C) é uma realiza¢gdo do sistema com
matrizes de dimensoes apropriadas no didide M2*[v,d]. As transicoes de entrada e de saida sdo
representadas pelo vetores U e Y, respectivamente, enquanto as transi¢cdes internas ou estados do

sistema sao representadas pelo vetor X.

Figura 19: Estrutura em realimentacao de estado.

Pelo teorema 1.40, a equagao (4.1a) implicita em X tem como solu¢ao minima X = (A® F)*BU.
Logo, Y = C(A® F)*BU e a funcao de transferéncia do sistema em malha fechada G,,f ¢ por
definicao:

Gy =C(A® F)'B (4.2)

O problema de “model matching” consiste em obter um controlador F' maximo tal que o com-
portamento do sistema em malha fechada se aproxime inferiormente da especificacao, ou seja,
Gmf(F) = Gres. Logo, esse problema formulado no espaco de estados consiste em se obter a

solucdo méxima da seguinte inequagao em F":
C(A® F)*'B = Gyres (4.3)

Em outras palavras, deseja-se encontrar o maior controlador F' tal que o comportamento do
sistema em malha fechada G,y seja igual ou inferior ao comportamento especificado por Grep. A
aplicacao direta da teoria da residuagdo na inequagao (4.3), considerando os produtos & esquerda e

a direita por C e B, respectivamente, resulta em:

(A® F)* 2 CXGhesfB (4.4)
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Definindo-se A,y = C{G,cs¢ B, a inequacdo (4.4) pode ser reescrita como:
(A D F)* = Aref (45)

A equacao (4.5) acima tem a forma z* < b, cuja solugdo maxima existe para b = b*, conforme o
lema 1.38. Equacado semelhante é obtida nas proposicoes 3.4, 3.7 e 3.8 extraidas de Cottenceau et
al. (2001), nas quais restri¢oes sobre b garantem a existéncia de solu¢do maxima para o problema
de “model matching”. Note que restringir b corresponde a restringir os modelos de referéncia que
podem ser especificados.

A estratégia adotada nessa tese é ligeiramente diferente. Ao invés de procurar restrigdes para
o lado direito da inequagao (4.5), procuram-se condi¢oes que se verificadas para um modelo de

referéncia qualquer, conduzem a uma solu¢do méaxima conhecida. Isso é discutido a seguir.
Lema 4.2. A inequagio (A @ F)* <X A,.r tem solugio se e somente se A* < A,.y.

Demonstra¢io. = Suponha que existe F; solugao de (A @ F)* < A,.y.

A<ADF por definicao
A? < (Ao Fy)? devido & isotonia do produto
A=< (A F)? idem
eDABA’®...<ed(AdF)®(AdF)o... soma membro a membro
A" (A® F1)" 2 Ay pois F é solucdo

< Se A* X A,ef, entdo F = e é solugao de (A® F)* < A,cr. De fato, (A @ e)* = A" < Apey. O

Corolario 4.3. A inequagio C(A @ F)*B = Gyep tem solugdo se e somente se H < Grep, sendo

H = CA*B a fungao de transferéncia do sistema sem controlador.

Demonstracao. Imediata pela isotonia do produto & esquerda e & direita. Assim, pelo lema 4.2,
C(A® F)*B < CArefB & CA*B < CArefB. Entretanto, CArefB = C(C&Greﬂ{B)B =< Gref
devido a (A.1). Logo, C(A® F)*B =% Gyef & CA*B < Gey. O

O corolario 4.3 acima estabelece que sé existe solucdo para o problema de controle se for es-
pecificada uma funcdo de transferéncia maior (segundo a relacdo de ordem do di6ide usado para
modelar o sistema) do que a fungado de transferéncia original do sistema. Em outras palavras, a
adicao de um controlador pode apenas atrasar a resposta do sistema. Isso ¢ um reflexo do fato de
que o disparo de uma transigdo num GET pode ser inibida, mas nunca antecipada pelo controlador.

Num contexto de producao, uma aplicacao imediata é a possibilidade de atrasar o maximo possivel
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o inicio de producao de um item sem violar uma demanda a ser atendida num prazo especificado.
Essa é uma politica de produgao “just-in-time”. Um caso importante a ser tratado é o de atrasar o
maximo possivel a entrada sem alterar a resposta do sistema. Isso corresponde a encontrar o méximo
controlador que mantém inalterada a funcao de transferéncia do sistema. Nesse caso, Gy = H.
Para A* < A,.r, pode-se mostrar que {¢, A, A*} sdo algumas solugoes da inequagao (4.5). Entre-
tanto, essas solucOes nao apresentam interesse algum para o problema de controle. De fato, F' = ¢
corresponde a um controlador nulo, ou seja, corresponde a abrir a malha de controle. Por outro
lado, FF = A ou F = A* determinam um comportamento ja cumprido pelo sistema, ou seja, sdo
redundantes. Nesses casos, nenhum controlador é requerido. Portanto, as solucdes que possuem
algum interesse para controle sdo maiores do que A*, quando existem. Esse resultado é formalizado
no lema 4.5 abaixo. Os lemas 4.4 a 4.5 a seguir caracterizam de maneira geral o conjunto de solucoes
da inequacao (4.5). Esses lemas sao resultados intermediarios necessarios para a demonstragao do

teorema 4.7 e respectivo coroldrio 4.8 que estabelece uma solugao para o problema de controle.

Lema 4.4. Se F| ¢ solugio de (A @ F)* < Ayep, entio (A® F1)* também € solugio e Ff < K,
onde K = A*}A,.rf A*.

Demonstragao.
A<Ae R por definicao
A* < (A Fy)* isotonia do produto
A@(A@Fl)* = (A@Fl)* pOiSAjA>k

*

(Ao (Ao ))" =((A® F1)"
(Ao (Ao F)" )" = (Ao Iy

) isotonia do produto
)* devido a (A.24)
(A (ADF1)")" 2 Ay pois Fy é solugao

Logo, (A @ Fy)* também é solucao. Além disso,

(Ao F1)* = (Aa F)* devido a (A.33)
(A® F)" = (A"Ff)r A" devido a (A.27)
(A"F)"A* < Apey pois Fj é solugao
(A*FY)" < Apesf A residuo do produto & direita
ATF} < Ayopf A pois A°F} < (A*F})*

Ff < A" A, pf A* residuo do produto & esquerda
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Lema 4.5. Se Fyax € solugao mdzima de (A® F)* < A,ep, entio A* = Frax = Fii.

Demonstra¢do. Suponha que Fpay € solugdo méxima.

FmaxjA®Fmax
F*

max

Fmax j (A S Fmax)*

< (A® Fax)”

por definicao
isotonia do produto

pois Frax < Fr

max

Mas (A & Finax)™ também é solugao devido ao lema 4.4, e o resultado acima contraria o fato de que

Fax € méxima. Portanto,

Fma.x = (A 8% F'ma.x))k
Frax = (A& Frnax)")"
E - (14691'7ma.x))k

max
*
Fma_x = Fmax

Além disso,

A X A® Frax
A" 2 (A® Fnax)"
A* j Fma.x

Finalmente, segue do lema 4.4 que F},, = K.

isotonia do produto

devido a (A.24)

por definicao
isotonia do produto

pois Fax = (A 8% Frna.x)>k

O

Logo, a solugdo maxima, quando existe, ¢ um elemento-estrela do didide tal que A* < Fpax < K.

Esse resultado permite restringir o espago de busca da solu¢do maxima.

Lema 4.6. Se A* < A,.r, entdo A* < K < A,cr, onde K = A"} A, .jf A*.

Demonstragao. Dado que A* < Ay,

ANAT = AN Ay

A" < AN A

ATJAT 2 ARA, pf AT
AY AR A i AT

f(z) = aXz isotonica
devido a (A.21)
f(z) = z¢a isotonica

devido a (A.21)
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Como A* = e,
ARAper 2 eXAer f(xz) = z8a antitonica
ARApeff A" = Apepp A* pois eXAyef = Ayes € f(z) = zfa isotonica
Aperp A" < Apesfe f(z) = a¢z antitonica
A*kiAreffA* = Aref pois Areffe = Aref

O

Teorema 4.7. Se A* <X A,.5, entao Frax € solugio mdzima de (A ® F)* < A,.p se e somente se
Frax € solugao mdzima de F* <X K, onde K = A*§A,.f§ A*.

Demonstragio. = Se Fax € solucdo maxima de (A @ F)* < Ay, entdo A* < Fax pelo lema 4.5.

Logo,
Froax = A® Fpax pois A < A*
Frox=(A® Frax)® isotonia do produto
Portanto, Fj., = (A ® Frnax)* X Apes. Ou seja, Fiax pode ser tao grande quanto Fpy,. < Ayer

permitir. Logo, Fmax € solucao méxima de F* = A,.r. Entretanto, F, = K pelo lema 4.4 e

X

K =< A,y pelo lema 4.6. Portanto, Fiyax pode ser tao grande quanto F;

max = K permitir, ou seja,
Finax € solugao méaxima de F* < K.

< Se Finax € solugao maxima de F* < K, entao basta mostrar que Fiax € solucao de (A®F)* < Apef,
pois nesse caso, devido ao lema 4.4, qualquer solugao F; de (A ® F)* < Ayes € tal que Fi =< Fiax.

Como A* < K pelo lema 4.6, F' = A* é solucao de F* < K e portanto A* < Fiax. Logo,

A® Frax = Frax pois A < A* < Fiax
(A® Finax)® = Frax isotonia do produto
(A® Frax)" = K pois Frax = K
(AD Frax)™ 2 Apey pois K < A,.s devido ao lema 4.6

O

O teorema 4.7 acima é o principal resultado deste capitulo. A partir do teorema 4.7, obter o

residuo da inequacao (4.5) corresponde a obter o residuo da seguinte inequagao:
F*<K (4.6)

Com K = A" A,y A*.
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Corolario 4.8. Fi.x = K ¢ solugio de (A @ F)* < A,cf e € mdzima se e somente se K* = K,
onde K = A*§A,opf A*.

Demonstragio. = Se Fpax = K ¢ solucao de (A @ F)* = Ay, entdo K* < K pelo lema 4.4.
Logo, K* = K pois K = K* < K. Nesse caso, Fiax = K ¢é solugdo maxima de F* < K pois

F}.« = K* = K e qualquer solucao F; de F* < K é tal que F1 < Ff < K = Fiax.
< Se K* = K, entao Fphax = K é solucdo maxima de F* < K pelos argumentos anteriores. O

O corolario 4.8 acima permite calcular o maximo controlador para um sistema e especificagao
que satisfazem K* = K. Esta condigao pode ser facilmente verificada com o auxilio do lema 1.39 que
reduz o teste a uma simples operagao de multiplicagdo de matrizes. Como A* < A,.r pelo lema 4.2,
tem-se que A* < K pelo lema 4.6. Portanto, e < K e K* = K se e somente se K? = K devido ao
lema 1.39.

Caso essa condicao nao se verifique, nao significa que a solugdo méxima nao existe. Entretanto,
pelo nosso conhecimento, nao existe uma abordagem geral para o residuo de z* < b, exceto para o

caso em que b = b*. Como alternativa, a secao 4.3 a seguir fornece duas solugdes sub-6timas.

4.3 Controladores sub-6timos

Pelo corolario 4.8, se K* # K, entdao F = K nao é solugao da inequacao (4.6). Entretanto,
nada se pode afirmar sobre a solucdo méxima. Ainda assim, duas solucoes sub-6timas podem ser
obtidas, as quais interessam ao problema de controle, pois sdo maiores que A*. Isso é estabelecido

pelos lemas 4.9 e 4.10 a seguir.

Lema 4.9. Sejam F, = KYK e F, = K§K. Se A* <X Ayep, entao A* X F, =F; XK e A* X F, =
Fy < K, onde K = A" A, s A*.

Demonstracao.
KA* = (AR A, ff A" A* = K devido a (A.22)
F, = KK = K§(KA") = A" devido a (A.2)
e<K pois e < A* e A* < K pelo lema 4.6
e(KYK) < K(K{K) isotonia do produto
F, <K pois K(K{K) = K devido a (A.3)

F,=F'=<K pois (KYK)* = KYK devido a (A.18)
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Analogamente,
A'K = A" (AYA, et A") = K devido a (A.22)
F,=K¢{K = (A"K)¢{K » A* devido a (A.2)
(K¢K)e < (K{K)K isotonia do produto
F,<K pois (K¢K)K = K devido a (A.3)
Fy=F <K pois (K#K)* = K#K devido a (A.18)

O

Lema 4.10. Se A* < A,.y, entio F, = K{K e F,, = K¢ K sao solugoes de (A® F)* < A,cr, onde
K = A"} A, ff A*.

Demonstracao.
A®F, =F, pois A X A* e A* < F,, pelo lema 4.9
(A F,)" =F; isotonia do produto
(A F,)" = K pois F; < K devido ao lema 4.9
(ADF,)" = Apey pois K < A,.s devido ao lema 4.6
Analogamente,
A F,=F pois A < A* e A* < F}, pelo lema 4.9
(A Fy)* = Fy isotonia do produto
(A Fy)" < K pois Fy” <= K devido ao lema 4.9
(AD Fy)* < Apey pois K < A,.s devido ao lema 4.6

O

Note que os controladores F, e Fj, definidos acima sao elementos-estrela do didide e sao tais que
A* < F, R K e A* < F, <= K. Ou seja, estes controladores sub-6timos pertencem ao espaco de

busca da solucdo méxima, conforme estabelecido pelo lema 4.5.

4.4 Conclusao

O controle multivariavel de GETs apresentado nesse capitulo utiliza uma estrutura em reali-
mentacao de estado, cujo objetivo de controle é aproximar a funcdo de transferéncia do sistema

controlado de uma funcdo de transferéncia especificada. A solucdo deste problema corresponde a
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solucionar a equacdo Gp,f(F) = G,y para um controlador F, na qual a estrutura de controle utili-
zada define a fungao de transferéncia Gy, (F') do sistema controlado e G.r a funcao de transferéncia
especificada (modelo de referéncia). Este problema é genericamente conhecido como controle por
modelo de referéncia. Em termos da teoria da residuacao, pode ser assim formulado: dada uma fun-
cao de transferéncia G,y (modelo de referéncia) e um sistema com um controlador F' cuja funcao
de transferéncia (sistema--controlador) é dada por Gy, s(F), existe um controlador maximo Fay tal
que Gy (Fax) = Gre?

A estrutura de controle proposta introduz uma nova entrada de controle X, = FX, sendo F
o controlador a ser obtido. Esta entrada atua diretamente sobre o estado do sistema a partir de

informagoes do préprio estado, ou seja:

X=(A®F)X ® BU
Y=CX

Nessa estrutura em realimentacdo de estado, assume-se que os estados internos do sistema sao
completamente observaveis e controlaveis. Nesse caso, observabilidade e controlabilidade de um
estado ou transicao correspondem & capacidade de conhecer os instantes de disparo da transicao e
a capacidade de retardar ou inibir seu disparo, respectivamente.

O problema de controle por modelo de referéncia definido no espaco de estado corresponde a
encontrar o residuo da inequagdo (4.5) de “matching”. O principal resultado desse capitulo é o
teorema 4.7 que estabelece a equivaléncia entre esse residuo e o residuo da inequagao (4.6), reescrita

abaixo.
F*<K

Com K = AR A,epfA*, Arey = CXGhrepf B e H = CA*B é a funcao de transferéncia do sistema sem
controlador.

Como consequéncia, o corolario 4.8 estabelece uma condi¢ao necessaria e suficiente para que
Frax = K seja o controlador maximo procurado, fornecendo uma expressao analitica para o seu
céalculo. Caso essa condicdo nao se verifique, nada se pode afirmar sobre a solucdo maxima. En-
tretanto, outro resultado importante é a obtencdo de dois controladores sub-6timos numa forma

analitica fechada.



Capitulo 5

Controle Multivariavel Restrito

5.1 Introducao

O controle de GETs apresentado no capitulo 4 supoe acesso completo aos estados. Nesse caso,
a sequéncia temporal de disparo de qualquer transi¢ao do sistema (seja esta interna, de entrada ou
de saida) pode ser diretamente observada e controlada.

Entretanto, esse cenario nem sempre é realista. Muitas vezes tem-se acesso a algumas transicoes
apenas para observacio e a outras apenas para controle. Algumas ainda podem ser completamente
inacessiveis. Esse caso, frequentemente encontrado na pratica, representa acesso parcial ou restrito
as transicoes do sistema a ser controlado. Nesse caso, existe o controlador maximo?

Para representar acesso parcial aos estados, duas matrizes P e () s2o introduzidas na malha
de controle. A matriz P representa o meio de conexao entre as saidas do controlador e os estados
controlados e a matriz () o meio de conexao entre os estados observados e as entradas do controlador.
Em relacao aos resultados anteriores, a introducao de P e ) no problema restringe o espaco de
solugoes da inequagao Gy, f(F) = G,ef, dada no capitulo 4. Essa restricao corresponde a considerar
apenas controladores F' que podem ser escritos na forma F' = PL(), com L passando a ser a variavel
do problema.

A organizagdo do capitulo é muito semelhante a do capitulo 4. A se¢do 5.2 formula o problema
de “model matching” com restricao de acesso aos estados. Isso corresponde a encontrar a solugao
méxima da inequagao Gp,r(L) = C(A® PLQ)*B = G,.s. O principal resultado original dessa se¢ao
é olema 5.4 e o correspondente corolario 5.5 que fornecem o procedimento para se obter o controlador
méximo (caso exista) para P e @ particulares. A se¢do 5.3 discute trés casos particulares de P e @,
que sao equivalentes aos casos tratados em Cottenceau et al. (2001), obtendo-se os mesmos resultados
das proposicoes 3.4, 3.7 e 3.8. Esses casos podem ser relacionados a configuragdes de controle

exaustivamente estudadas na teoria de controle de sistemas continuos: realimentacao de saida e

67
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realimentacao de estado (sobre a entrada). O terceiro caso, que corresponde & capacidade de se
atuar diretamente nos estados, embora incomum no contexto do controle tradicional, é perfeitamente

possivel no caso de GETs.

5.2 Realimentacao de estado restrita

A realimentacao de estado restrita atua sobre os estados através da matriz P e os observa através
da matriz Q. Assim, X = AX ® PX.® BU, onde X, = LX, é a saida do controlador L e X, = QX

sao os estados observados. Nesse caso, a seguinte representagao no espago de estado é obtida:

X = (A6 PLQ)X ® BU (5.1a)
Y =CX (5.1b)

Essa configuragao é mostrada na Fig. 19, na qual (A, B,C) é uma realiza¢gdo do sistema com
matrizes de dimensoes apropriadas no didide M2*[v,d]. As transicoes de entrada e de saida sao
representadas pelo vetores U e Y, respectivamente, enquanto as transi¢oes internas ou estados do

sistema sao representadas pelo vetor X.

[ -
TN
P Q

\mV

Figura 20: Estrutura em realimentagao de estado restrita.

Pelo teorema 1.40, a equagdo (5.1a) implicita em X tem como solu¢do minima X = (A &
PLQ)*BU. Logo, Y = C(A® PLQ)*BU e a fungao de transferéncia do sistema em malha fechada
Gy € por definigao:

Gy = C(A® PLQ)*B (5.2)

Logo, o problema de controle para essa estrutura consiste em obter a solucado maxima da seguinte
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inequacao em L:
C(A @ PLQ)*B = Gref (5'3)

A aplicacao direta da teoria da residuacao na inequacao (5.3), considerando os produtos a es-

querda e & direita por C' e B, respectivamente, resulta em:
(A® PLQ)* < CXGroyf B (5.4)
Conforme definido no capitulo 4, A,.r = CXGyer¢ B e a inequacao (5.4) pode ser reescrita como:
(A® PLQ)* < Ares (5.5)

Como consequéncia do lema 4.2, o lema 5.1 abaixo estabelece as condi¢des para que a equa-

¢ao (5.5) acima tenha solugdo para P e Q) quaisquer.
Lema 5.1. A inequagio (A @® PLQ)* < A,.r tem solugio se e somente se A* < A,.y.

Demonstragao. Pelo lema 4.2, (A® F)* < A,y tem solugdo se e somente se A* < A,.r. Entretanto,
para qualquer Fi solucao de (A @ F)* < A,y existe L1 = PYF1#Q solucao de (A @ PLQ)* = Ay,
pois PL1Q = P(PYF1/Q)Q < F; devido a (A.1). O

O lema 5.2 abaixo é uma consequéncia imediata dos resultados do capitulo 4. Se o problema

irrestrito tem solugao maxima, entao o problema restrito tem solucao méaxima para quaisquer P e

Q.

Lema 5.2. Se Fyax € solu¢io mdzima de (A @ F)* < Ayer, entdo Lyax = PYFnaxf@Q € solugio
mdzima de (A® PLQ)* < Aycf.

Demonstragao. Para qualquer L solucdo de (A®PLQ)* = A,y tem-se que PLQ =< Fyax e portanto,
L < Lpax = PYFax?Q pelo residuo do produto a esquerda e a direita. O

Corolario 5.3. Se K* = K, entdo Lmax = PYK{Q € solugio mdzima de (A® PLQ)* < A,.y, onde
K = A A,ff A*.

Demonstragao. Pelo lema 4.8, Fihax = K € solugdo maxima de (A @ F)* < A,.y. O

Os resultados acima valem para quaisquer P e (0, mas dependem da existéncia da solu¢ao méaxima
para o problema irrestrito. Entretanto, para P e () particulares, o espaco de solugoes é reduzido. De
fato, para toda solugao F; de (A® F)* < A,y existe L1 = PYF;#Q solugao de (A® PLQ)* = A,.y,
uma vez que os produtos & esquerda e a direita sao residuados, resultando PL1Q) < F;. Em alguns

casos, a solucao maxima pode ser encontrada, conforme o resultado do lema 5.4 abaixo.
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Lema 5.4. Se Ly ¢ solugdo de (A @ PLQ)* = A, entao Ly = PXK{Q, com K = A*{A,.spA*.

Demonstracao.
(A® PL1Q)" = (A® (PL1Q)")* devido a (A.33)
(A® (PL1Q)*")" = (A" (PL1Q)*)* A* devido a (A.27)
(A"(PL1Q)")" A" < Aoy pois Lj é solugao
(A"(PL1Q)")" 2 Apepf A” residuo do produto a direita
A (PL1Q)* < Ayopf A* pois A*(PL1Q)" < (A*(PL1Q)")"
(PL1Q)" < A™§A,rf A* residuo do produto a esquerda
PL1Q < AR A, A" pois PL1Q < (PLQ)*
Ly < PY(A™RAerf A%)4Q residuo do produto & esquerda e & direita

O

Corolario 5.5. Se Lyax = PYK{Q € solugio de (A ® PLQ)" X Ayef, entao Lyax € a solugdo
mdzima, onde K = A*§A,.p§ A*.

Demonstrag¢ao. Lmax = PYK¢#Q é um majorante do conjunto das solucoes que pertence ao conjunto.
O

5.3 Casos particulares

Na secao 5.2 o problema de controle com acesso parcial aos estados foi estabelecido de maneira
geral. Porém, existem algumas escolhas particulares de P e ) que resultam em estruturas de controle
bem conhecidas.

Esse é o caso de se fazer P = B e (Q = C, que corresponde a controlar apenas as transi¢oes de
entrada e observar apenas as transi¢oes de saida. Tem-se nesse caso uma configuragdao de controle
em realimentagao de saida (se¢do 5.3.1).

Outra configuracdo comum de controle é obtida quando se faz P = B e (Q = e. Nesse caso,
os estados podem ser completamente observados, mas apenas as transicoes de entrada podem ser
controladas. Essa configuragdo é discutida na secao 5.3.2.

Finalmente, uma configuracao nao tao comum é obtida quando se faz P = e e Q = C, ou seja,
os estados podem ser completamente controlados, mas apenas as transicoes de saida podem ser
observadas. Esse é o assunto da se¢ao 5.3.3.

O objetivo principal dessa secao é o de mostrar que a formulagao da secao 5.2 é geral o suficiente
para conter esses casos particulares. Além disso, mostra-se que sdo obtidos 0os mesmos resultados

de Cottenceau et al. (2001) e que alguns deles podem ser generalizados.
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5.3.1 Realimentacao de saida

Quando se faz P = B e () = C obtém-se a configuragdo dada pela Fig. 21 abaixo.

- -
TN

%

Figura 21: Estrutura em realimentacgao de estado com P =B e Q =C.

Essa configuracao pode ser reduzida & estrutura da Fig. 22, onde a realimentagdo de saida torna-
se evidente. Note que é necesséria a introducao de uma nova entrada livre V' quando se utiliza

a entrada do sistema na realimentacdo. Nesse caso, a saida do controlador é X, = LX, = LY e
U=VaolLY.

A
1% U X Y
}—'O B i C

L

Figura 22: Estrutura em realimentagao de saida.

Fazendo-se P = B e (Q = C na equacao (5.3) tem-se:
C(A® BLC)"B = Gyef (5.6)

A proposigao 3.4 estabelece que se Gy = HD* ou Groy = D*H, entao existe um controlador
méximo em realimentacdo de saida dado por Lmax = HYGrepfH, com H = CA*B a funcao de

transferéncia do sistema sem controlador. Esse mesmo resultado pode ser obtido da equagao (5.6)
acima.
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De fato, para G,.; = HD"* tem-se:

C(A® BLC)*B=CA"(BLCA")*B devido a (A.27)
CA*(BLCA*)*B = (CA*BL)*"CA*B devido a (A.26)
(CA*BL)*CA*B X CA*BD* = HD*
(CA*BL)" < (CA*BD*)§(CA*B) residuo do produto a direita
((CA*B)D")§(CA*B) = (CA*"BD*)¢(CA*BD") devido a (A.19)
CA*BL < (CA*BD*)¢(CA*BD") residuo de z* < b*

Limax = (CA*B)Y(CA*BD*)¢(CA*BD*)

Limax = (CA*B)}(CA*BD*)¢(CA*B)

Linax = HAGopf H

residuo do produto a esquerda

Por outro lado, para G,.; = D*H tem-se:

C(A® BLC)*B = C(A*BLC)*A*B devido a (A.27)
C(A*BLC)*A*B = CA*B(LCA*B)* devido a (A.26)
CA*B(LCA*B)* < D*CA*B =D*H

(LCA*B)" < (CA*B)X(D*CA*B) residuo do produto a esquerda

(CA*B)\(D*(CA*B)) = (D*CA* B)y(D*CA*
LCA*B < (D*CA*B)\(D*CA*

Linax = (D*CA*B\(D*C A*B)#(C A*

Linax = (CA*B)\(D*CA* B)§(CA*

Liax = HYGrepd H

devido a (A.19)
residuo de z* < b*

B)
B)
B) residuo do produto & direita
B)

Os resultados acima sao demonstrados em Cottenceau et al. (2001) a partir de (HL)*H < Gyef.

Em ambos os casos tem-se:

Linax = (CA*BNG, 4 (CA*B)

Limax = (A" B (CAGhre # B)F(CAY) devido a (A.15)
Lax = (A*B)>\Aref%(CA*)

Lunax = BY(A™\ Ay A%)C devido a (A.15)
Lunax = BAK/C

Note que o resultado acima é o mesmo dado pelo corolario 5.5 para P =B e Q = C.



5.3. CASOS PARTICULARES 73

Para D = HL, ou D = L, H tem-se que D*H = HD* devido a (A.26). Nesse caso, especificando-
se Grer = (HL,)*H = H(L,H)* tem-se:

Grepf = CA"B(L,CA*B)*
=CA*(BL,CA*)*B devido a (A.26)
=C(A® BL,C)"B devido a (A.27)

A inequacdo (5.6) fica entdo C(A ® BLC)*B <X C(A ® BL,C)*B. Ou seja, G,.s pertence &
imagem de G,f(L) e portanto, o méaximo controlador L.y em realimentacdo de saida é tal que
Gmf(Lmax) = Grep- Esse resultado estd demonstrado em Cottenceau et al. (1999), porém sem
referéncia a forma de G,y em relagao as matrizes (A, B, C) do sistema. Pelo resultado acima, existe
um controlador maximo em realimentacdo de saida que iguala a especificacdo de uma fungado de
transferéncia que pode ser realizada com as mesmas matrizes B e C' do sistema a ser controlado e

com uma matriz A, = (A ® BL,C).

5.3.2 Realimentacao de estado sobre a entrada

Quando se faz P = B e () = e obtém-se a configuracao dada pela Fig. 23 abaixo.

A

Ny

Figura 23: Estrutura em realimentacao de estado com P =B e Q) =e.

Essa configuragao é equivalente & mostrada na Fig. 24, correspondendo & realimentacao de estado
sobre a entrada. Nesse caso, a saida do controlador ¢ X, = LX,=LX e U =V & LX.

A proposicao 3.7 estabelece que se Gy = D*H, entao existe um controlador maximo para essa
configuracao dado por Lymax = HYGrepf(A*B), onde H = CA*B ¢é a funcao de transferéncia do
sistema sem controlador. Novamente, esse resultado pode ser obtido da equacao (5.3) fazendo-se
P=Be@=ce.
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Figura 24: Estrutura em realimentagdo de estado sobre a entrada.

Entretanto, para demonstrar que esse resultado é ainda mais geral, pois vale para @) qualquer,

substitui-se apenas P = B na equacao (5.3). Logo,
C(A ©® BLQ)*B = Gref (57)

De fato, para G,.; = D*H tem-se:

C(A® BLQ)'B = C(A*BLQ)*A*B devido a (A.27)
C(A*BLQ)*A*B = CA*B(LQA*B)* devido a (A.26)
CA*B(LQA*B)* < D*CA*B = D*H

(LCA*B)" < (CA*B)}(D*CA*B) residuo do produto a esquerda

(CA*B)}(D*(CA*B)) = (D*CA*B)}(D*CA*B) devido a (A.19)
LQA*B < (D*CA*B)\(D*CA*B) residuo de z* < b*
Lmax = (D*CA*B)}(D*CA*B)¢(QA*B) residuo do produto & direita
Lmax = (CA"BRD*(CA"B)#(QA"B)
B)

Lma.x = H§Greff(QA*
Nesse caso tem-se:

Limax = (CA*B)XGherf (QA™B)

Limax = (A"B)X(CRGrer# B)#(QAT) devido a (A.15)
Linax = (A"B)XArerf (QAT)

Limax = BY(A™ A, r# A%)FQ devido a (A.15)
Lmax = BYK{Q

O resultado acima é o mesmo dado pelo corolario 5.5 para P = B e () qualquer. Para () = e

tem-se Lyax = H{Greff (A" B), que é o resultado demonstrado em Cottenceau et al. (2001) a partir
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de H(LA*B)* = G,y. Portanto o resultado acima ¢ mais geral, uma vez que se G,y = D*H, entao
existe um controlador méximo para P = B e () qualquer.
Entretanto para D = HL,, o lema 5.6 a seguir estabelece que o méximo controlador em reali-

mentagao de estado sobre a entrada iguala a especificagao.

Lema 5.6. Se G,.y = (HL,)*H, entdo o mdzimo controlador Lma.x = BYK em realimentagio de

estado sobre a entrada € tal que Gy f(Lmax) = Gref.

Demonstragao. A inequacao (5.7) fica C(A@® BL)*B < C(A® BL,C)*B, pois Q =ee (HL,.)*H =
C(A® BL,C)*B. Logo, Gy¢s pertence a imagem de Gy, r(L). O

5.3.3 Realimentacao de saida sobre o estado

A estrutura de controle da Fig. 25 abaixo é obtida quando se faz P = e e Q = C. Embora
esta estrutura seja incomum na teoria de controle de sistemas continuos, pois normalmente nao se
pode atuar diretamente sobre os estados, a estrutura é perfeitamente possivel no caso de um grafo

a eventos.

%

Figura 25: Estrutura em realimentagdo de estado com P =ee Q = C.

Em Cottenceau et al. (2001) essa estrutura ¢ denominada realimentacao de saida sobre o estado,
cuja representacao equivalente é mostrada na Fig. 26 abaixo.

A proposigao 3.8 estabelece que se Gr.y = HD*, entao existe um controlador méximo para
essa configuracdo dado por Lmax = (CA*)}Geff H, onde H = CA*B ¢ a fungao de transferéncia
do sistema sem controlador. Esse resultado pode ser obtido da equagao (5.3) fazendo-se P = e e
Q=C.

Para demonstrar que também nesse caso é possivel obter um resultado mais geral valido para P
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Figura 26: Estrutura em realimentagao de saida sobre o estado.

qualquer, substitui-se apenas ) = C' na equagao (5.3). Logo,

C(A® PLC)'B = Gyey

Para G,y = HD* tem-se:

C(A® PLO)*B = CA*(BLCA*)*B
CA*(BLCA*)*B = (CA*PL)*CA*B
(CA*PL)*CA*B < CA*BD* = HD*

(CA*PL)* < (CA*BD*)§(CA*B)
((CA*P)D*)§(CA*B) = (CA* BD*)§(C A*BD*)
CA*PL < (CA*BD*)§(CA*BD*)

Limax = (CA*P)y(CA*BD*)¢(CA*BD*)

Lumax = (CA*P)y(CA*B)D*#(CA*B)

Lunax = (CA*PWGhrepfH

Nesse caso tem-se:

Linax = (CA*P)XG,osf (CA™B)
Limax = (A"P)Y(CYGrepf B)F(CAT)
Lax = (A*P)k(Aref%(CA)

Lmax = P&(A*E{Aref}{A*)%C

Lyax = PXK{C

devido a (A.27)
devido a (A.26)

residuo do produto & direita
devido a (A.19)

residuo de z* < b*

residuo do produto a esquerda

devido a (A.15)

devido a (A.15)

O resultado acima é o mesmo dado pelo corolario 5.5 para Q = C e P qualquer. Para P = e

tem-se Lyax = (CA*)RGrefd H, que é o resultado demonstrado em Cottenceau et al. (2001) a partir
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de (CA*L)*H =< G,y. Portanto o resultado acima é mais geral, uma vez que se G,y = HD*, entao
existe um controlador maximo para Q = C e P qualquer.
Entretanto para D = L,.H, o lema 5.6 a seguir estabelece que o méximo controlador em reali-

mentagao de estado sobre a entrada iguala a especificagao.

Lema 5.7. Se G,.y = H(L,H)*, entdo o mdzimo controlador Lya.x = K¢C em realimentagdao de

saida sobre o estado € tal que Gpyf(Lmax) = Grey-

Demonstragao. A inequagao (5.7) fica C(A@® LC)*B X C(A® BL,C)*B,pois P=ee H(L,H)* =
C(A® BL,C)*B. Logo, Gy¢s pertence a imagem de Gy, r(L). O

5.4 Conclusao

O controle de GETs apresentado neste capitulo considera que nem todas as transicoes do sistema
sdo acessiveis. Algumas delas podem ser observadas, outras controladas e outras ainda nao possuem
qualquer tipo de acesso externo. Esse caso, frequentemente encontrado na pratica, representa acesso
parcial ou restrito as transicoes do sistema a ser controlado.

A realimentacdo de estado restrita atua sobre os estados através da matriz P e os observa através
da matriz (). Assim, a saida do controlador L é X, = LX,, onde X, = QX sao os estados observados.

Nesse caso, tem-se:

X = (A® PLQ)X ® BU
Y =CX

O problema de controle restrito por modelo de referéncia corresponde a encontrar o méaximo

controlador L que satisfaz a inequacao (5.5), reescrita abaixo:
(A ©® PLQ)* = Aref

Sendo Ayef = CYGref¢B e H = CA*B a fungao de transferéncia do sistema sem controlador.
Dentre os resultados obtidos, o lema 5.2 garante a existéncia do controlador méximo para o
caso restrito quando o controlador maximo para o caso geral existe. Entretanto pelo lema 5.4 e
respectivo corolario 5.5, mesmo que a solugdo méxima do caso geral ndo possa ser encontrada (se
existir), o controlador maximo pode ser obtido para algum P e @ particular. A partir dai, os mesmos
resultados de Cottenceau et al. (1999) e Cottenceau et al. (2001) podem ser obtidos, assim como as

seguintes generalizacgoes:

e se Gy = C(A® BL,C)*B, entao o controlador maximo existe e iguala a especificacdo em

todas as trés configuragoes;
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e se G,y = D*H, entao o controlador méximo existe para P = B e @ qualquer;
e se Gy = HD", entao entao o controlador maximo existe para P qualquer e Q = C;

e em todos os casos anteriores, o controlador méximo é dado por Lya.x = PYK#Q, sendo K =

AR A, ff A* e as matrizes P e () assumem valores adequados para cada configuracao.

Assim, demonstra-se que a formulagao do problema restrito na forma da inequacao (5.5) é geral o
suficiente para tratar os casos particulares de realimentacao de saida, realimentacdo de estado sobre

a entrada e realimentacao de saida sobre o estado ja estabelecidos na literatura.



Capitulo 6

Projeto do controlador

6.1 Introducao

Os resultados dos capitulos 4 e 5 sao usados neste capitulo para definir uma metodologia de
projeto do controlador. No capitulo 4, o projeto do controlador se resume a verificar se o controlador
F = K ¢é o controlador méaximo. Entretanto, dois controladores sub-6timos F, = K{K e F), = K¢ K
sempre podem ser obtidos.

No capitulo 5, o resultado do corolério 5.5 sugere uma forma de se obter o controlador 6timo para
o problema restrito: a partir de um conjunto de pares de matrizes (P;, Q;) que definem o grau de
acesso aos estados, pode-se obter um conjunto de controladores 6timos L; para cada par (P;, Q);) que
satisfazem (A @ P;L;Q;)* < Arer. Na verdade, essa estratégia explora as possibilidades de controle
obtidas por diferentes graus de acesso aos estados do sistema. O controlador 6timo a ser usado
pode entao ser escolhido dentre esses L; que satisfazem algum critério adicional de desempenho ou
dimensao do controlador.

A secdo 6.2 formaliza o procedimento acima e estabelece um algoritmo de projeto do controlador.
Na segao 6.3 varios exemplos sao apresentados para ilustrar a metodologia de projeto proposta e
analisar alguns resultados. Na secao 6.4, discutem-se aspectos de implementacao dos controladores

obtidos.

6.2 Metodologia de projeto

A realimentacdo de estado restrita atua sobre os estados através da matriz P e os observa através
da matriz (. Conforme a se¢do 5.2, X = AX ® PX.® BU, sendo X. = LX, a saida do controlador
L e X, = QX os estados observados. No caso em que se pode escolher o conjunto de estados

observaveis e controlaveis, as matrizes P e () sao parametros de projeto do controlador. Por outro

79
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lado, quando existe uma instalagdo de atuadores e medidores do sistema, as matrizes P e ) agem
como restri¢oes de projeto do controlador.

No primeiro caso, assume-se que P e () sdo matrizes booleanas nas quais cada entrada de controle
atua sobre um tunico estado e cada saida de observacao é obtida a partir de um tnico estado, pois
deseja-se representar a situacao de se ter ou nao acesso a um determinado estado. Essa escolha
é justificada pelo fato de que qualquer sistema pode ser realizado com matrizes B e C booleanas,
conforme discutido na se¢ao 2.5.1. Assim, o uso de outras matrizes P e () pode ser reduzido ao caso
booleano, com o possivel aumento do niimero de estados. De fato, o problema reside na definicdo da
fronteira do sistema, ou seja, na definicdo de quais sdo as transi¢oes internas e quais sao 0S acessos
a estas transicoes.

Para um sistema com n estados tem-se: P™*", Q%*™ e L"*%. Nesse caso, as dimensbes r e s
sdo parametros de projeto do controlador. Assim, tem-se um problema com matrizes que podem
assumir diferentes dimensoes. Entretanto, o mesmo problema pode ser reformulado de forma a usar
matrizes P e () booleanas diagonais de dimensao igual ao nimero de estados, conforme é discutido
a seguir.

O exemplo da Fig. 27 mostra um sistema acrescido de entradas e saidas (em pontilhado) para o

mundo externo, de forma que os estados internos do sistema possam ser observados e controlados.

, , v
v \
VP33l a3 )

\‘\: .'r;;/l‘/

Figura 27: Exemplo instrumentado para observagao e controle.

Note que cada entrada de controle x. atua sobre um tnico estado x; e portanto, a matriz P
é diagonal de dimensdo igual ao nimero de estados. Além disso, assume-se que os elementos py;
assumem valores e ou € e portanto, a matriz P é booleana diagonal. Assim, se o estado z; é acessivel
para controle, o ¢-ésimo elemento da diagonal de P é igual a e. Caso contrario, se z; é inacessivel,

esse elemento é igual a e. Raciocinio anédlogo pode ser aplicado aos elementos de () no que se refere
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a observacao de um estado. Note que um estado z; pode ser tanto observavel quanto controlével,
bastando que o i-ésimo elemento da diagonal tanto de P quanto de @) seja igual a e. Um caso extremo
ocorre quando P = € e/ou Q = €, no qual a malha de controle encontra-se aberta e portanto, o
controlador nao exerce acao alguma sobre o sistema. No caso em que P = ) = e, tem-se acesso
completo aos estados, que é a configuragao utilizada no capitulo 4.

Assim, com essa estrutura geral, pode-se tratar o caso de matrizes P e () booleanas nao quadradas
com matrizes booleanas diagonais, bastando para isso representar corretamente os acessos existentes
e nao existentes através de elementos e e € em suas diagonais.

Propode-se entao a seguinte metodologia de projeto do controlador:

Dado Grep qualquer calcula-se K = A*§A,.rfA*, com A,c;f = CXGrepdB;
Se K? = K, entao

Fiax = K € o controlador 6timo para acesso completo aos estados.

ou

Liyax = PYK$Q é o controlador 6timo para acesso parcial aos estados.
Caso contrario

F, = K{K e F, = K¢K sao controladores sub-0timos para acesso completo aos

estados.
ou

se¢ Lmax = PYEJQ é tal que (A & PLmax@)* = Apes, entdo Lmax € 0 controlador

6timo para acesso parcial aos estados.
ou

se existe liberdade na escolha do acesso aos estados através da escolha de P e @), o

controlador 6timo é obtido pelo seguinte procedimento:
1. definem-se matrizes P; e ; booleanas diagonais de mesma dimensao igual
ao namero de estados;
2. para todo par (P;, Q;) calcula-se L; = P;{K¢Q;;

3. se (AB P,L;Q;)* <X Ayey, entdo L; ¢ o maximo controlador cujo acesso aos

estados é dado por P; e ();;

4. escolhe-se dentre as triplas (P;, Q;, L;) uma através de algum critério adi-

cional de desempenho ou dimensao do controlador.

O procedimento de projeto do controlador consiste de uma busca exaustiva de controladores

L; para todos os pares de matrizes (P;, @);) booleanas diagonais de ordem n que satisfazem (A &
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P,L;Q;)* = A,cs. Nesse caso, tem-se (2" — 2) matrizes P;, pois os n elementos da diagonal podem
assumir dois valores, excluindo os casos P = e, tratado no capitulo 4, e P = ¢, no qual inexiste
acao de controle. O mesmo ocorre para a matriz (. Logo, o numero total de configuracoes a serem
verificadas ¢ de (2" — 2)2. Caso exista mais de uma configuracio (P;,Q;) com controlador maximo
L;, outros critérios como dimensao do controlador ou “matching” em relacao a referéncia podem ser

usados para escolha do controlador a ser utilizado.

Nota 6.1. O uso de P, Q e L quadradas de ordem n tem por objetivo transformar o problema
com matrizes de dimensoes varidveis num problema de dimensoes fizas. Entretanto, o controle é

implementado apenas pelos elementos com conexdo aos estados.

A metodologia apresentada trata do controle multivariavel com acesso completo aos estados
(exemplificado na se¢ao 6.3.1), além de dois problemas distintos para o caso de controle multivariavel
restrito. O primeiro problema se refere a uma planta que possui restricoes fisicas impostas pela
instrumentacao e/ou pelos atuadores do sistema representadas por matrizes P e () fixas. Esse caso
¢ ilustrado na secao 6.3.2. No outro, deseja-se explorar diversos acessos aos estados do sistema
e escolher, dentre aqueles que fornecem um controlador 6timo, o controlador a ser usado. Isso é

discutido na secao 6.3.3.

6.3 Exemplos

O exemplo adotado nessa segao corresponde a etapa final de embalagem de um produto, conforme
mostrado na Fig. 28. Esse produto é formado por dois componentes (“software” e “hardware”) que
chegam a essa etapa por diferentes vias de transporte e devem ser embalados separadamente. A
embalagem utilizada em cada componente precisa ser montada pelo operador antes que possa ser
utilizada. Os tempos necessarios em cada operacao aparecem entre parenteses na figura. Note que
tempo zero para a colocagdao da etiqueta simplesmente significa que esse tempo é desprezivel em

relacao aos outros.

montagem
da
embalagem

@ \
/

software transporte

“)

etiqueta produto

(0) final

montagem
da
embalagem

3)

hardware transporte

)

Figura 28: Embalagem final de um produto.

O grafo a eventos temporizado correspondente a esse cendrio é mostrado na Fig. 29.
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Figura 29: Grafo correspondente ao sistema de embalagem.

Este sistema possui duas ciclicidades diferentes, dadas pelos diferentes tempos de montagem
de cada embalagem, e nao é estavel, pois pode ocorrer um aciimulo de componentes de “software”
embalados. Nesse caso, a interpretacao fisica do controle é a de atrasar o maximo possivel uma
operacao sem violar a especificacdo de capacidade de producao da planta. Modelando entdao o

sistema da Fig. 29 no didide M2X[y, d] tem-se:

T = (762)3:1 & 6uy
Ty = (v03)zy ® Ouy
T3 = T1 D I (6.1c

Yy =3 (6.1d

Uma realizagao (A, B, C) desse sistema ¢ dada pelas matrizes abaixo:

v6? € € ot e
A= e v0° € |B= e o CZ(e € e) (6.2)
e e € € €

Aplicando-se o lema 1.48 para a matriz A, obtém-se:
(v0%)* € e
A* = e (v8) € (6.3)
(v6%)* (v6*)* e
A matriz de transferéncia do sistema é entao dada por:

H=CAB=( 500 5 ) (6.4)

A resposta impulsiva do GET descrito pela equagao (6.4) é mostrada na Fig. 30, na qual as

contribui¢oes das duas entradas sobre a saida podem ser visualizadas separadamente.
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taxa=1/2 // taxa—1/3

tempo tempo

“hardware” — produto final
“software” — produto final

evento o evento

Figura 30: Resposta impulsiva do sistema de embalagem.

Assim, o primeiro componente de “software” embalado ocorre apos quatro unidades de tempo do
inicio de seu fornecimento, atingindo um comportamento em regime de um componente embalado
a cada duas unidades de tempo. J& o primeiro componente de “hardware” embalado ocorre apos
cinco unidades de tempo do inicio de seu fornecimento, e atinge um comportamento em regime de

um componente embalado a cada trés unidades de tempo.

6.3.1 Controle multivariavel

Os exemplos dessa segao ilustram o projeto do controlador quando se tem acesso completo aos

estados.

Exemplo 6.2. Suponha que se deseja encontrar o maior controlador F' em realimentacdo de estado

que mantém inalterada a funcdo de transferéncia do sistema. Nesse caso,
Greg = H = (' (8%) 8°(0%)" )

Note que H =< G,y e pelo corolario 4.3 esse problema tem solugao. Nesse caso tem-se (veja

apéndice B):

T T T
Arep = CRGrepf B = T T T (6.5)
(y0%)* (y6®)* T

Logo,
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A partir de K dado pela equacio (6.6) acima, pode-se verificar que K? = K. Logo, o méaximo

controlador que mantém a funcao de transferéncia do sistema inalterada é dado por:
(v0%)" (v0°)* (y6?)*
Fmax =K = € (’)’(53)* € (67)
(v0%)* (v0°)* (y6?)*

De fato, conforme a equagao (4.2), a func¢ao de transferéncia do sistema controlado é dada por:

Gong (Fua) = ( 8'(207)" 67(18%)" ) = H = Gie (6.8)
Nota 6.3. Para G,y = H, o controlador Fy = € (malha aberta) é solugdo. Portanto, para qualquer
Fi = Fuax tem-se Gup(F1) = H, ou seja, qualquer controlador menor que o mdzimo iguala a
especificacao.

A implementacao do sistema com esse controlador é mostrada na Fig. 33, discutida na secao 6.4

seguinte.
Exemplo 6.4. Realimentagao de estado com Gep = ( SH(yot)* 85 (y65)* )

O significado préatico dessa especificagdo é uma diminuicao da taxa de embalagem do produto
final de forma que um componente de “software” seja embalado a cada quatro unidades de tempo
e um componente de “hardware” a cada cinco unidades de tempo. A ocorréncia dos primeiros

componentes permanece inalterada. Isso é mostrado na Fig. 31.

taxa=1/4

taxa=1/5

tempo

tempo

“software” — produto final

“hardware” — produto final

evento

evento

Figura 31: Modificacao da resposta do sistema de embalagem.

Nesse caso, qualquer controlador que altere a resposta do sistema para a regido mais clara dos

graficos é solucao do problema de controle. Entretanto, o interesse esta no controlador méximo.
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Seguindo o mesmo procedimento anterior, tem-se:

T T T
A =C\GrepfB=| T T T (6.9)
(yoh)y* (yo®) T

Logo,
K = A% Ao 45 = | (301" (30%)" (700" (6.10)

A partir de K dado pela equacio (6.10) acima, pode-se verificar que K? = K e, portanto, F = K
nao satisfaz a especificacdo. De fato, segundo a equacao (4.2), a fungao de transferéncia do sistema

controlado é dada por:
Cuns(K) = (81 (8%) 8°(18%)" ) = Cres (6:11)

Nesse caso, os seguintes controladores sub-6timos podem ser usados:
(v04)* (v8®)* (yoh)*
F, = KXK = € (v8°)* € (6.12)
(v0)* (v8®)* (yoh)*

(v0)* (y8h)* (yoh)*
Fy=K{K = (yo")" (yd")* (y8")* (6.13)
(v0)* (v8h)* (yoh)*
Nota 6.5. Nesse caso em particular pode-se concluir que o controlador mdzimo nao existe, pois

considerando que Fnax existe, entdo Fy =< Fpax € Fy = Fhax. Logo, F, & Fy, R Fuax. Mas,

F, ® F, = K e portanto, K = Fupax. Isso contraria o fato de que Funax € solugao, pois K nao é
solugdo e portanto, nao existe solugio mdzrima. Em conclusio, sempre que F, ® F}y nao for solugao,

o controlador mdzrimo nao existe.

Pela equagao (4.2), esses controladores fornecem as seguintes funcoes de transferéncia para o

sistema controlado:
Grmg(Fa) = ( 4(v8)* 8°(70%) ) = Grey (6.14)
Gs () = ( 81(v5) 5(30))" ) < Grey (6.15)

O sistema com esses controladores sao mostradas nas Figs. 34 e 35, respectivamente, cujas
implementacoes sdao discutidas na secdo 6.4 seguinte. Alguns fatos importantes sobre essas duas

solugoes sub-6timas sao discutidos na conclusao da tese.



6.3. EXEMPLOS 87

6.3.2 Realimentacao de saida

Os exemplos desta secao ilustram o projeto do controlador quando se tem acesso parcial aos
estados devido a uma restrigao fisica de atuadores e medidores do sistema. Essa restri¢do é repre-
sentada aqui por matrizes P = B e () = C que correspondem a uma estrutura em realimentagao de

saida.

Exemplo 6.6. Suponha que se deseja encontrar o maior controlador L em realimentagao de saida

que mantém inalterada a funcdo de transferéncia do sistema. Nesse caso,
Greg = H = ( 34(y8%)" 5°(18%)" )

Essa especificacdo ¢ a mesma usada no exemplo 6.2 e portanto, K? = K. A configuracio em
realimentacao de saida é um caso particular de acesso restrito aos estados, com P = B e Q = C.
Logo, Lmax = BYK¢C & o méximo controlador em realimentagao de saida que mantém a fungao de

transferéncia do sistema inalterada, ou seja,

(6.16)

b = s = (107

De fato, conforme a equagao (5.2), a fun¢ao de transferéncia do sistema controlado é dada por:
Grng(Lnax) = ( 84(702)" 87(18%)* ) = H (6.17)

Nota 6.7. Para G,y = H, o controlador Ly = € (malha aberta) é solu¢io. Portanto, para qualquer
Ly = Lpyax tem-se Gpp(L1) = H, ou seja, qualquer controlador menor que o mdzimo iguala a

especificacao.

A implementacao do sistema com esse controlador é mostrada na Fig. 36, discutida na secao 6.4

seguinte.
Exemplo 6.8. Realimentagao de saida com Gref = ( St (ot 85 (yo%)* )

Essa especificacdo ¢ a mesma usada no exemplo 6.4 e portanto, K? = K. Como P=Be Q = C,
resta entao verificar se (A ® BLnaxC)* X Ayep, onde Ly = BYK#C. De fato,

(y0h)* (v6)* (64
(A® BLmaxC)" = [ (yo%)* (v6*)* (v6*)* | = Ares (6.18)
(y0h)* (v6)* (64

Portanto, Lyax € 0 maximo controlador em realimentacao de saida dado por:

Linax = BYKC = ( 2:4(754)* ) (6.19)
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Conforme a equacao (5.2), a fungao de transferéncia do sistema controlado é dada por:
Gong(Lmax) = ( 8'(8%)" 8(30)* ) < Greg (6.20)
A respectiva implementagao é mostrada na Fig. 37 e discutida na secao 6.4 seguinte.
Exemplo 6.9. Realimentacio de saida com Gref = ( 8 (ya3)* 82 (y3)* )

Como anteriormente, tem-se:

T T T
Apes = C\Gresd B = T T T (6.21)
5(v8%)* (v8*)* T

Logo,

K = A% & = | 605 (8% (0% (622

A partir de K dado pela equacio (6.22) acima, pode-se verificar que K? = K. Como P = B e
Q = C, resta entao verificar se (A ® BLyaxC)* < Apef, com Liax = BYKJC. De fato,

(A® BLinaxC)* = | (v6%)* (403)* (v83)* | < Aves (6.23)

Portanto, Lyax ¢ 0 méximo controlador em realimentagao de saida dado por:

674 53 *
Lumax = BAK#C = (79°) (6.24)
575(753)*
Conforme a equacao (5.2), a fun¢ao de transferéncia do sistema controlado é dada por:
Grns(Lina) = ( 6(v8)* 8°(40%)" ) = Grey (6.25)

A implementagao do sistema com esse controlador é mostrada na Fig. 38, discutida na se¢ao 6.4

seguinte.

6.3.3 Controle multivariavel restrito

Os exemplos desta sec¢ao ilustram o projeto do controlador quando se pode escolher o conjunto
de estados observaveis e controlaveis. Nesse caso, as matrizes P e () sao parametros de projeto do

controlador, conforme mostrado na segao 6.2.
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Usando a mesma especificagao do exemplo 6.4, Gyof = ( SA(yot)* 62 (yd5)* ) e K? ~ K. Os
exemplos abaixo exemplificam o procedimento para se obter o controlador méaximo a ser usado,

variando-se o acesso aos estados através de diferentes matrizes P e () booleanas e diagonais.

Exemplo 6.10. G,.f = ( SH(yot)r 62 (ya%)* ); x1, T2 controldveis e observdveis.

e € ¢ (yoh)* (v6°)* T
Pr=@Qi=| ¢ e e | =Li=PREK{Q1=| (y6")* (y0°)* T (6.26)
€ € € T T T

Nesse caso,
(v8°)* (v0°)* e
(ADPILQ) = | (v65) (0% € | = Apes (6.27)
(v8°)* (v0°)* e
Portanto, o controlador L; correspondente ao par (Pp, Q1) nao satisfaz a especificacdo. Pela

equacao (5.2), a fungao de transferéncia do sistema controlado é dada por:
Gg(L1) = ( 81(30°) 5°(107)* ) = ey (6.28)

Exemplo 6.11. G5 = ( Syt 82 (y8°)* ); T1, Ty controldveis e Ty observdvel.

e € € € € € T (6% T
Po=] ¢ e e [Qe=]|¢€ e € | =>Lo=PRKJQa=| T (v6°)* T (6.29)
€ € € € € € T T T
Nesse caso,

(v8%)* (70°)* e
(A® PoLoQ2)" = € (v6°)* € | 2 Apes (6.30)

(v8%)* (v0°)* e
Logo, o controlador Lo satisfaz a especificagdo e portanto, é o controlador méaximo para o par
(P2, Q2). Nesse caso, pela equacao (5.2) a fungao de transferéncia do sistema controlado é dada por:

Gung(L2) = (88(38%)° 8 (8%)" ) X Crey (6:31)

Exemplo 6.12. G,.f = ( Syt 62 (ya%)* ); x1 controldvel e x1, T2 observdveis.

e € € e € € (yoH* (y&®)* T
Ps=| € € € |Qs=]| € e € | = L3=PRKfQ3 = T T T (6.32)
€ € € € € € T T T



90 CAPITULO 6. PROJETO DO CONTROLADOR

Nesse caso,

(v8h)* (0% e
(A® PsL3Qs)* = e (0% e | X Aper (6.33)
(voh)* (v8°)* e
O controlador Lj satisfaz a especificacdo e portanto, ele é o controlador maximo para o par

(P3,Q3). Pela equagao (5.2), a funcdo de transferéncia do sistema controlado ¢ dada por:
Gmyp(L3) = ( Syt 82 (y8°)* ) = Ghrey (6.34)

Esse procedimento de alterar as matrizes P e () continua até que todas as combinacoes de estados
observéaveis e controlaveis sejam visitadas e os controladores méximos para cada configuragao sejam
obtidos. O controlador 6timo a ser usado pode entdo ser escolhido dentre esses controladores que
satisfazem algum critério adicional de desempenho ou dimensao do controlador.

Por exemplo, considerando as triplas (P, Q2, L2) e (P3,Q3, L3) e um critério de melhor “mat-
ching” em relagdo a especificagdo, o controlador Lz é escolhido para ser implementado, uma vez
que Gp,f(L2) = Gpyp(L3). Mais ainda, para esse caso em particular G, r(L3) = Grep, Ou seja, a
especificacdo é satisfeita pela igualdade.

Conforme a nota 6.1, o controle é implementado apenas com os elementos que possuem conexao
com os estados. Assim, n = 3 (estados), = 1 (um estado controlado: z;) e s = 2 (dois estados

observados: 1 e x2). Logo, as matrizes P e ) usadas sdo dadas por:

e

P=P, =1 ¢ Q=Q+=<i Z E) (6.35)
€

Portanto, o maximo controlador para P = P e @ = Q4 ¢é dado por:

Linax = PREJQy = ( (40)" (v6%)" ) (6.36)

Pela equagao (6.34), a funcao de transferéncia do sistema controlado ¢ Gp,f(Lmax) = Grey-
A implementacao do sistema com esse controlador é mostrada na Fig. 38, discutida na secdo 6.4

seguinte.

6.4 Implementacao

Os controladores obtidos na secao 6.3 anterior, fornecem de fato as fun¢oes de transferéncia
entre as diversas transicoes do sistema controlado. Portanto, é preciso encontrar uma realizacao que

permita obter o grafo a eventos correspondente.
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Naturalmente, a primeira questdao a ser considerada diz respeito & realizabilidade dos contro-
ladores obtidos. Como visto na segao 2.5.2, a divisdo de séries causais pode resultar numa série
nao-causal e portanto, num controlador nao-realizdvel. Nesse caso, implementa-se o maior controla-
dor realizavel, discutido na implementacao do exemplo 6.6.

A segunda questao é mais geral e esta relacionada com a realizagdo minima do controlador obtido.
Isso pode ser visto como uma maneira de se evitar redundancia na implementagdao do controlador.
Como os controladores estdo limitados inferiormente pela matriz A*, conforme demonstrado nos
capitulos 4 e 5, isso pode ser feito inspecionando-se os elementos introduzidos pelo controlador com os
existentes na matriz A*. Alternativamente, pode-se implementar o controlador para posteriormente
eliminar as redundéncias do grafo obtido.

A terceira questao decorre de uma constatacao feita a partir dos exemplos fornecidos: um con-
trolador realizavel pode bloquear o sistema, inviabilizando-o. Essa condicao pode ser verificada
detectando-se lagos (circuitos fechados) no grafo que nao possuem fichas em nenhum de seus lu-
gares. Nesse caso, adota-se uma solucao semelhante & da nao realizabilidade, substituindo-se o
elemento do controlador que causa o bloqueio pelo maior elemento que nao o causa. Entretanto, isso
nao leva necessariamente ao maior controlador, como é discutido na implementagao do exemplo 6.2.

O controlador implementado deve entao ser realizavel e satisfazer as seguintes condigoes:

1. acrescentar apenas lugares e transi¢coes inexistentes no sistema original;

2. nao bloquear o sistema controlado;

Nota 6.13. FEssas condicoes devem ser vistas como um primeiro passo para se obter uma realiza-
¢ao minima do controlador, embora o problema de realizagdo minima de um GET qualquer ainda

permanega em aberto. Portanto, as implementagoes dessa se¢ao ainda podem conter redunddncias.

Exemplo 6.2

Tendo em vista essas consideracgoes, a implementacao do controlador do exemplo 6.2, dado pela
equacao (6.7), é mostrada na Fig. 32. Nessa figura, as transi¢des e conexoes acrescentadas pelo
controlador aparecem em pontilhado.

Entretanto, o GET da Fig. 32 esta bloqueado devido ao lago criado pelo controlador envolvendo
as transicoes 1 e 3, pois 1 = (762)*z1 @ (70°) 12 ® (v62)* 23 ® §*uy. Mas (y6%)* = e ® 0% (y6?)*
e o maior elemento que ndo causa bloqueio ¢ y6%(v62)*. Logo, o controlador realizavel a ser imple-
mentado é dado por:

(v0%)* (v8%)" 70%(v0%)*
By = e (v € =< Frnax (6.37)
(v0%)" (vo%)* (yd?)*



92 CAPITULO 6. PROJETO DO CONTROLADOR

Figura 32: Exemplo 6.2 - sistema controlado bloqueado.

De acordo com a nota 6.3, a funcao de transferéncia do sistema controlado é dada por:
Gong (F1) = 1= (808 500" ) = Gong (Fowe) = Gy (6.9

O GET do sistema controlado sem bloqueio é entdo dado pela Fig. 33.

Figura 33: Exemplo 6.2 - controlador em realimentacao de estado.

Exemplo 6.4

Procedimento semelhante é aplicado para os controladores Fj, e Fj do exemplo 6.4, dados pelas
equacoes (6.12) e (6.13), pois os sistemas obtidos com esses controladores estdo bloqueados. Nesse

caso, obtém-se:
(yoh)* (v8°)* yd*(yoh)*
F,. = € (y8°)* € < F, (6.39)
(yoh)* (ya%)*  (yoh)*



6.4. IMPLEMENTACAO 93

(v0%)" ydt (ydh)* 40t (va*)*
Fop = () (v0Y)* (0 | 2 F (6.40)
(o) (ya) ()
Pela equagao (4.2), esses controladores fornecem as seguintes funcoes de transferéncia para o

sistema controlado:

Gonf(Far) = ( 34 (y0*)* 0% (70)* ) = Gy (Fa) = Grey (6.41)
Gmp(Fyy) = ( gt (yat)* 80 (et ) = Gmf(Fy) = Grey (6.42)

As Figs. 34 e 35 mostram o sistema com os controladores implementados. Nessas figuras, as

transicoes e conexoes acrescentadas pelos controladores aparecem em pontilhado.

o
SN

—@®-

if.lﬁ'\lf\ @ ‘, ] ”L' ””‘ =

Figura 34: Exemplo 6.4 - sistema com Fp . Figura 35: Exemplo 6.4 - sistema com Fj .

Exemplo 6.6

Para o exemplo 6.6, o controlador dado pela equacdo (6.16) é nao realizavel. Entretanto,
574 (y0?%)* = 67 @ 4672 @ v2(6%)* e o maior elemento realizavel & y2(y62)*. Logo, o maximo

controlador realizdvel em realimentagao de saida é dado por:

L= ( 72(752)* ) = Lmax (6-43)

€

Nota 6.14. A obtengao do mdximo controlador realizdvel é formalmente definida em Cottenceau

(1999) como a projecao de uma série ndao-racional no espago das séries racionais.

De acordo com a nota 6.7, a fungdo de transferéncia do sistema controlado é dada por:

Gmf(Ly) =H = ( 5 (y82)* 65 (y03)* ) = Gy (Lmax) (6.44)
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De acordo com a secao 5.3.1, a saida do controlador é entao X, = LY, ou seja:

( Ter ) _ ( 7 (76%)" )y (6.45)
T2 €

A Fig. 36 mostra o sistema com o controlador implementado. Nessa figura, as transicoes e

conexoes acrescentadas pelo controlador aparecem em pontilhado.

/\W@u T
)

.M
N
Figura 36: Exemplo 6.6 - controlador étimo em realimentacao de saida.

Exemplo 6.8

De maneira anéloga, para o exemplo 6.8 cujo controlador é dado pela equagao (6.19), o méaximo

controlador realizavel em realimentacao de saida é dado por:

(v8*)*
L, = ( 73(5?:)/(7(54)* ) = Lmax (6'46)

Pela equagao (5.2), a funcao de transferéncia do sistema controlado ¢ dada por:
Gf(Ly) = ( 5 (y8h)* 85 (ot ) = Gf(Lmax) = Grey (6.47)
Nesse caso, a saida do controlador X, = LY é dada por:
. 54 *
():( 0 >4*)y (6.48)
T2 0l (’75 )

A Fig. 37 mostra o sistema com o controlador implementado. Nessa figura, as transicOes e

conexoes acrescentadas pelo controlador aparecem em pontilhado.



6.4. IMPLEMENTACAO 95

O

L
)

Figura 37: Exemplo 6.8 - controlador 6timo em realimentacao de saida.

Exemplo 6.9

Para o exemplo 6.9, no qual o controlador é dado pela equagao (6.24), o méaximo controlador

realizavel em realimentacao de saida é dado por:

252 53 *
L= ( 72 (73) ) = Lmax (649)
Y76(v6°)

Pela equagao (5.2), a funcao de transferéncia do sistema controlado ¢ dada por:
Grng (1) = ( 8e ® 782 @ 7205(70%)7] 5°(70%)* ) = Gong (Lunax) X Grey (6.50)
Nesse caso, a saida do controlador X, = LY é dada por:
. 252 53 *
L2 Y 5(’75 )

A Fig. 38 mostra o sistema com o controlador implementado. Nessa figura, as transicOes e

conexoes acrescentadas pelo controlador aparecem em pontilhado.

Exemplo 6.12

Para o exemplo 6.12, o controlador dado pela equagao (6.36) é realizavel e nao bloqueia o sistema.

Portanto, o méximo controlador realizavel para P = Py e Q = Q4 é dado por:

L+ = Lpax = ( (754)* (’755)* ) (652)

Logo, a fungao de transferéncia do sistema controlado é Gpr(L4) = Guf(Lmax) = Gref. A

saida do controlador é dada por X. = Ly X,, onde X, = @@+ X. Nesse caso, tem-se:

za = ( (01 (30" ) ( o ) (6.53)

T3
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vy
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)

Figura 38: Exemplo 6.9 - controlador 6timo em realimentacao de saida.

A Fig. 39 mostra o sistema com o controlador implementado, onde as transi¢cbes e conexdes

acrescentadas pelo controlador aparecem em pontilhado.
SN

Figura 39: Exemplo 6.12 - controlador 6timo em realimentacao de estado restrito.

6.5 Conclusao

Este capitulo utiliza os resultados formais dos capitulos 4 e 5 para propor uma metodologia de
projeto do controlador. Os casos considerados envolvem acesso total e parcial aos estados obtendo-se
o controle multivariavel e multivariavel restrito, respectivamente. No controle multivaridvel restrito
distinguem-se dois casos: um no qual a restricao de acesso aos estados é imposta por uma restrigao
fisica da planta e outro no qual o acesso aos estados pode ser variado, fazendo parte do projeto do
controlador. Neste ultimo, diferentes acessos aos estados podem ser avaliados e o controlador 6timo
pode ser escolhido dentre diversas configuracoes. Nesse caso, o critério de escolha do controlador a ser
utilizado pode ser o desempenho do sistema controlado em relacao a especificacao ou & complexidade

do controlador (nimero de estados observados e controlados).
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Tanto o controlador 6timo multivariavel quanto o controlador 6timo multivariavel restrito existem
e podem ser calculados analiticamente quando K? = K. Além disso, no caso restrito, o controlador
6timo pode ser obtido para qualquer restricao de acesso aos estados. Entretanto, mesmo que essa
condicao nao se verifique, dois controladores sub-6timos multivaridveis podem ser obtidos, assim
como os controladores 6timos multivariaveis restritos que satisfazem as condicoes do corolario 5.5.

As especificagoes dos exemplos apresentados nesse capitulo, exceto a do exemplo 6.9, satisfazem
as condicoes estabelecidas em Cottenceau (1999), ou seja, G,y = D*H ou G,y = HD*. Portanto,
como resultado ja estabelecido, existem os controladores 6timos em realimentacdo de saida, de
estado sobre a entrada e de saida sobre o estado. Entretanto, o controlador 6timo existe também
para outras configuragdes mais gerais de controle, conforme demonstrado ao longo deste trabalho e
ilustrado pelos exemplos deste capitulo, e pode ser obtido a partir de um procedimento unificado.

Além disso, o exemplo 6.9 mostra que, pelo procedimento proposto, o controlador 6timo pode
ser obtido para uma especificacao que nao satisfaz as condigoes estabelecidas em Cottenceau (1999).
Isso ja era esperado, pois essas condi¢Oes sao apenas suficientes, mas de fato sdo muito restritivas.

De maneira geral, pode-se concluir que o acesso a um maior nimero de estados (transi¢oes) do
sistema pode levar a um melhor “matching” da fun¢do de transferéncia do sistema controlado com
a especificacao. Isso é mais perceptivel quando se tem acesso apenas as transicoes de entrada para
controle e as transi¢oes de saida para observacao (realimentacao de saida). Comparando-se as fungoes
de transferéncia do sistema controlado para os diversos casos, verifica-se que em realimentacao de
saida a funcao de transferéncia do sistema controlado em geral ndo iguala a especificacao. Isso pode
ser explicado pelo fato de que, nessa configuragao, o sistema controlado torna-se fortemente conexo
e portanto, restrito a uma tunica ciclicidade.

Finalmente, alguns aspectos de implementagao dos controladores sdo discutidos, obtendo-se um

controlador realizdvel que nao bloqueia o sistema e cuja realizagdo seja minima.
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Conclusao

Sistemas a eventos discretos ocorrem, por exemplo, em processos de manufatura e em aplicagoes
de trafego, com compartilhamento de recursos e/ou tarefas sujeitas a sincronizacao de eventos. Os
sistemas considerados nesta tese sdo grafos a eventos temporizados que correspondem a uma classe
de redes de Petri que modelam apenas sincronizagao de eventos. Embora nao-lineares na algebra
convencional, esses sistemas podem ser descritos por modelos lineares numa estrutura algébrica ge-
nericamente denominada didide. Esses modelos possuem representacao tanto no espaco de estado
quanto na forma de funcao de transferéncia. Como objetivo de controle, utiliza-se uma abordagem
por modelo de referéncia, ou seja, o controlador é obtido de forma que a funcdo de transferéncia
do sistema controlado satisfaca uma determinada especificagdo. Em termos da teoria da residuacao
isso pode ser assim formulado: dada uma funcao de transferéncia G,.s (modelo de referéncia) e
um sistema com um controlador F' cuja funcao de transferéncia (sistema-+controlador) é dada por
Gf(F'), deseja-se obter o maximo controlador Fax tal que Gy, f(Fax) < Greg. Intuitivamente, o
méximo controlador atrasa o maximo possivel o disparo da transicao controlada sem violar a espe-
cificagdo. A lei de controle proposta é X = F' X, onde o controlador F' ¢ um GET. Isso corresponde
a realimentacao de estado na sua forma mais geral, quando se tem acesso completo aos estados, e
a uma realimentacdo de estado restrita quando o acesso aos estados é parcial. Quando o acesso aos
estados é total, assume-se que os estados internos do sistema sao completamente observaveis e con-
trolaveis. Nesse caso, observabilidade e controlabilidade de um estado ou transicao correspondem &
capacidade de conhecer os instantes de disparo da transicao e a capacidade de retardar ou inibir seu
disparo, respectivamente. Muitas vezes tem-se acesso a algumas transi¢des apenas para observacao
e a outras apenas para controle, enquanto outras podem ser completamente inacessiveis. Esse caso,
frequentemente encontrado na prética, representa acesso parcial ou restrito as transicoes do sistema,
a ser controlado.

Dentre as principais contribuicoes dessa tese podem-se destacar:

99
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a formulacdo do problema de controle por modelo de referéncia no espaco de estado:

X=(Aa®F)X®BU (controle multivariavel)
X =(A® PLQ)X ® BU (controle multivariavel restrito)

o teorema 4.7, que estabelece a equivaléncia entre o residuo da equacao de “matching” para
acesso completo aos estados e o residuo de F* < K, onde K = A*}A,.rf A*, o que permite

calcular o controlador 6timo quando K? = K;

e 0 lema 4.10, que permite calcular dois controladores sub-6timos para acesso completo aos

estados;

e os lemas 5.2 e 5.4, que permitem calcular o controlador 6timo quando se impoem restri¢coes de

acesso aos estados, tanto para observacao quanto para controle;

e as generalizagoes dos resultados da literatura, conforme mostrado no capitulo 5. Esses resul-
tados sao reproduzidos aqui a partir da metodologia proposta nesta tese, que é capaz ainda
de obter o controlador 6timo no caso em que a abordagem de Cottenceau (1999) nao é capaz

de fazé-lo (exemplo 6.9);
e 0 desenvolvimento de uma metodologia unificada de projeto do controlador.

A partir dos resultados desta tese, varias questoes podem ser abordadas em trabalhos futuros.
Por exemplo, os controladores sub-6timos F, e F} do capitulo 4 talvez contenham toda a informacao
necesséria para se obter os controladores que satisfazem a especificacao (com acesso total ou parcial

aos estados). Para tanto, é preciso demonstrar as conjecturas:

1. o controlador mdximo, quando existe, é dado por:

L, selLg, > Ly
Liax = com Lo = PXF,#Q, L, = PXFy¢Q, P e Q quaisquer;
Ly, selLy> L,

2. esses controladores podem ser compardveis apenas para alguns valores de P e Q, para os quais

o controlador mdzrimo existe;

3. se Ly e Ly ndo sdo compardveis, entdo o controlador mdximo nao existe. Entretanto, L, e Ly

sao tais que nenhum outro controlador é maior do que eles.

Todos os exemplos do capitulo 6 verificam essa conjectura. Além disso, os controladores Fy e

Fy, parecem estar relacionados com as duas alternativas possiveis para o comportamento do sistema
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controlado. Nos casos analisados, o controlador F, produz um sistema controlado que apresenta duas
ciclicidades diferentes, enquanto o controlador F} reduz o sistema controlado a um grafo fortemente
conexo, cuja ciclicidade dnica corresponde & taxa de producgdo mais rapida da especificacdo. Nesse
caso, as funcoes de transferéncia Gy, r(F,) € Gy, f(Fp) sdo o melhor “matching” que se pode obter em
relacao a especificagdo pela variagcao do grau de acesso aos estados.

Como mencionado anteriormente, a condicdo K? = K é muito forte, mas ocorre em certos
casos. Da mesma forma, as especificacoes Gref = D*H e Grof = HD* de Cottenceau (1999) sao
condigoes suficientes para a existéncia de controladores 6timos. Entretanto, existe alguma relagao
entre elas, conforme sugerido na Fig. 407 Nesta figura, cada regiao indica o conjunto de problemas
que satisfazem a uma dada condicdo. Além disso, essas condi¢des sdo meramente operacionais para

a existéncia da solucdo 6tima na algebra de didides ou existe um significado fisico envolvido?

o

Figura 40: Possiveis relagdes entre especificagoes.

Embora fortemente relacionada com esta tese, a questao da realizabilidade dos controladores
obtidos nao foi definitivamente tratada, constituindo-se num importante aspecto a ser investigado.
O capitulo 6 discute alguns aspectos sobre a implementagao dos controladores, embora essa pareca
ser uma boa formalizacao do problema: uma vez obtido o controlador maximo Fj,ax, a realizacao
minima desse controlador é dada pelo residuo dual de F* = Fp,x. Ou seja, o minimo controlador
Fy tal que F'} = Fax. Nesse caso, 'y € o controlador a ser implementado.

Finalmente, j4 que o mesmo resultado pode ser obtido por pré-compensagao (capitulo 3), qual
a vantagem em usar realimentacdo? A resposta a essa pergunta frequentemente faz referéncia a
estabilidade do sistema controlado em realimentagdo, pois um grafo a eventos fortemente conectado
é estavel. O mesmo ndo se pode afirmar em relacdo & pré-compensacdo. Entretanto, pode-se
estabelecer uma conjectura de maior robustez para o controlador em realimentacao baseada nas

respectivas fungoes de transferéncia do sistema controlado, ou seja:

Gmi(F)=HF (pré-compensagao)
Gnmf(F)=C(A® F)'B (realimentagao)
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Nota-se claramente que, em pré-compensacao, a funcao de transferéncia do sistema controlado
envolve o produto dos paradmetros da planta e do controlador, enquanto em realimentacdo tem-se
a soma desses parametros. Assim, embora intuitivo, é preciso demonstrar uma menor sensibilidade
da funcao de transferéncia do sistema controlado em relacao aos parametros do controlador, quando

esta é obtida pela soma ao invés do produto na &lgebra de didides.
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Apéndice A

Formulas

Nas formulas abaixo, a, b e £ sdo elementos de um didide qualquer, exceto quando explicitamente
mencionado. Suas demonstrag¢oes podem ser encontradas em (Baccelli et al., 1992; Cottenceau, 1999;
Max-Plus, 1991).

aaﬁ <z %a m (A.1)
% = % =T (A.2)
2% = az %a:xa (A.3)
a(zx?:) = et "
eRa = a afe = a (A.5)
aka > e afa > e (A.6)
dha=T afe =T (A7)
aXe =€ (a#e¢) cfa=€ (aFe) (A.8)
AT =T Tha=T (A.9)
Tha=c (a#T) T =¢ (a#T) (A.10)
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a\(z Ay) = (aye) A (ay)
(a ®bya = (akz) A (Bha)
a\(z @ y) = (az) @ (aky)
(a Abz = (ahe) & (Bya)
(ab)hz = by(ake)
(axa)#b = a;(x4b)
(aXa)b < ay(xb)
(aka)* = aka
a\(b*a) = (B*a)y(b"a)
SN

APENDICE A. FORMULAS

(z Ay)fa = (zfa) A (yfa)
z¢(a ®b) = (zfa) A (x$b)
(z @ y)fa = (zfa) ® (yfa)
zf(a AD) = (zfa) ® (z7D)
af(ba) = (zfa)fb
bk (zfa) = (Bhz)fa
b(zfa) = (bx)fa

(afa)* = afa
(ab*)fa = (ab®)¢(ab")
r  xfa*

a*  a*
. za*
ra* = ——
a
T r
il
a a

(@*) =a'
a(ba)® = (ab)*a

ala ® b)*
e®ala®b)*

a*b* (somente didide comutativo)



Apéndice B
Exemplos de calculo

Funcao de transferéncia (segao 2.4)

H— e € 72(5 vé " 0 € N 725 vé _ [ e a2
€ e § € e 62 § e az1 a2
Aplicando-se o lema 1.48 para a matriz A tem-se:

a* = (az1a}1a12 ® an)* = (5(y20)*vé ® €)*

= (70%(v%8)")* = e @ v0%(v6* @ y20)* devido a (A.32)

= e ® 702 (v6%)* = (y6%)* por definicio

b=alapa* = (v28) y8(702)* = v8(726 ® v02)* = ~6(762)* devido a (A.34)

¢ = a*agral; = (762)*6(720)" = §(yo0%)* idem
(

ai; ®be = (V26)* ® y3(v02)*5(v62)* = (v26)* @ v62(v6?)* = (y6%)* devido a (A.28)

Portanto,

* 675 2\ * 5 753 2\ *
A* = 0°) = H = 4]
(5 e)(”y) (52 52 (v6%)
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110 APENDICE B. EXEMPLOS DE CALCULO

Divisao de séries periddicas (secao 2.5.2)
Seja a = e @ y53(y6)*. Nesse caso, aya = (y62)* conforme a seguir.

aka = [e @ v0°(v8) Tra

= (e}a) A ([y03 (v6)*Ra) devido a (A.12)

=an (v ®y*0* @430 @ - - Na) devido a (A.5)

=aAl ((753)§a) A ((v265)%a) A (726" Ra) A - - - devido a (A.12)

=aA (Y0 Ba)A(Y 20 Pa) A (v Ta) A divisdo por mono6mio
= (y6%)* linha grossa no grafico

tempo

evento

Figura 41: Exemplo de divisao de séries periddicas.

Observacao - na divisao de séries periddicas pode-se mostrar que:

b* sea® Xb* _ o o
a*}b* = (respectivamente para a divisao a direita) (B.1)
€ sea” >Db"

Controlador 6timo em realimentagao de estado (segao 6.3.1)

Os resultados abaixo fazem uso de (A.5), (A.7), (A.8), (A.9) e (B.1) acima.

5t e
Areg = OxGregfB= (¢ ¢ ¢ )3 (302 8508 )#| e &
€ €
T T 5t e T T T
= T T Fl e & | = T T T
3t (y6%) 8 (v0%)* € € (v8%)* (y®)* T
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