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Resumo

Sistemas a eventos disretos oorrem em proessos de manufatura e em apliações de tráfego e

ompartilhamento de reursos, entre outros. Os sistemas onsiderados nessa tese são grafos a eventos

temporizados que orrespondem a uma lasse de redes de Petri que modelam apenas sinronização

de eventos. Embora não-lineares na álgebra onvenional, esses sistemas podem ser desritos por

modelos lineares numa estrutura algébria generiamente denominada dióide. Esses modelos possu-

em representação tanto no espaço de estado quanto na forma de função de transferênia. O objetivo

dessa tese é propor uma metodologia de projeto de ontrole por modelo de referênia, onde o ontro-

lador é obtido por um �mathing� entre duas funções de transferênia: a do sistema ontrolado om

a da função desejada. A estrutura de ontrole proposta possui forte analogia om a realimentação

de estado da teoria onvenional de sistemas. Sob ertas ondições, a solução máxima do problema

de �mathing� existe e o ontrolador ótimo pode ser alulado analitiamente tanto para aesso om-

pleto quanto parial ao estado. Em outros asos, o ontrolador ótimo é obtido apenas para aesso

parial, embora duas soluções sub-ótimas sempre possam ser obtidas.

Abstrat

Disrete event systems typially our in manufaturing proesses, tra� appliations and resour-

e sharing among others. The systems onsidered in this thesis are timed event graphs, a partiular

lass of Petri nets that an model only synhronization phenomena. Although these systems are

nonlinear in onventional algebra, they an be desribed by linear models in a generi algebrai

struture named dioids. These models have both state spae and transfer funtion representations.

This thesis proposes a ontrol synthesis methodology by using a model referene approah, where

the ontroller is obtained by a mathing between the transfer funtion of ontrolled system and a

given transfer funtion. The proposed ontrol struture has strong analogy with the state feedbak

ontrol in onventional system theory. Under ertain onditions, the maximal solution to the mat-

hing problem exists, with omplete or partial aess to system state, and the optimal ontroller an

be alulated. In other ases, the optimal ontroller is only obtained for the problem with partial

aess, although two sub-optimal ontrollers always exist.

iii



iv



Pra Luiana e So�a

�...não me onsidere desrespeitoso se me

dirijo ao senhor hamando-o por seu

nome próprio, sem referir-me às vestes

que enverga. Entenda-o omo um ato de

homenagem e de prudênia. De

homenagem, pois sempre me

impressionou o modo omo os franeses,

quando entrevistam um esritor, um

artista, uma personalidade polítia,

evitam usar apelativos redutivos, omo

professor, eminênia, ou ministro. Há

pessoas ujo apital inteletual é dado

pelo nome om que assinam as próprias

idéias...�

Umberto Eo

v



vi



Agradeimentos

Diferentemente da maioria dos agradeimentos em geral, nos quais destaa-se a ajuda reebida,

uso esse espaço para de fato dividir om as pessoas aqui menionadas a realização dessa tese. Tenho

plena erteza de que sem elas nada disso existiria.

Ao Rafael Santos Mendes, amigo de longa data que, mesmo em momentos de inerteza, nuna deixou

de aenar om apoio e amizade, sempre em busa de uma solução.

Um agradeimento espeial aos meus pais, Ceília e Irineu, e à minha irmã Valéria pelo imenso su-

porte e estrutura prontamente oloados à nossa disposição nesse último ano de tese e ujo in�modo

ausado nuna saberei quanti�ar.

Aos amigos que em momentos diversos demonstraram seu apoio inondiional. Orgulho-me de tê-los

ao meu lado:

Armando Delgado

Myriam Delgado

Luiz Gonzaga

Pedro Peres

Wagner Amaral

Beatriz Daltrini

Luiz Naamura

Ivanil Bonatti

A Bertrand Cotteneau, várias vezes itado nessa tese e que, mesmo sem me onheer, se disp�s a

enviar sua versão das maros de autoria de Guy Cohen para a geração dos símbolos de residuação.

Finalmente, ao Centro Federal de Eduação Tenológia do Paraná (CEFET-PR) em Curitiba pelo

suporte �naneiro.

vii



viii



Conteúdo

Introdução 1

1 Base Algébria 7

1.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Retiulados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2.1 Noções básias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.2 Elementos de teoria da residuação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.3 Equações de ponto �xo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 Dióides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.1 Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.2 Séries de potênia e polin�mios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4 Conlusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Modelos Lineares de GETs em Dióides 23

2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Grafo a eventos temporizado (GET) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2.1 Dinâmia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2.2 Datadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2.3 Contadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3 Desrição no dióide bidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.4 Função de transferênia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.5 Raionalidade, realizabilidade e periodiidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.5.1 Representações raionais e realizabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.5.2 Séries periódias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.6 Conlusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

ix



3 Controle de GETs em Dióides 45

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2 Controle ótimo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3 Controle supervisório . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.4 Controle preditivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.5 Controle por modelo de referênia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.6 Estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.7 Conlusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4 Controle Multivariável 57

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 Realimentação de estado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.3 Controladores sub-ótimos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.4 Conlusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5 Controle Multivariável Restrito 67

5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2 Realimentação de estado restrita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.3 Casos partiulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.3.1 Realimentação de saída . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.3.2 Realimentação de estado sobre a entrada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.3.3 Realimentação de saída sobre o estado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.4 Conlusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6 Projeto do ontrolador 79

6.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.2 Metodologia de projeto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.3 Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.3.1 Controle multivariável . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.3.2 Realimentação de saída . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.3.3 Controle multivariável restrito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.4 Implementação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.5 Conlusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

Conlusão 99

Bibliogra�a 106

x



A Fórmulas 107

B Exemplos de álulo 109

xi



xii



Lista de Figuras

1 Classi�ação geral de sistemas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 Grafo a eventos temporizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

3 Conjuntos parialmente ordenados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4 Isotonia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

5 Semiontinuidade inferior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

6 Exemplo de um GET. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

7 Dinâmia de um GET. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

8 Resposta temporal de um GET. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

9 Regras de simpli�ação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

10 Elemento do dióide bidimensional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

11 Representação multivariável de um GET. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

12 Exemplo om estado aumentado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

13 Resposta típia de um sistema raional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

14 Pré-ompensação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

15 Realimentação de saída. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

16 Realimentação de estado sobre a entrada. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

17 Realimentação de saída sobre o estado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

18 Estrutura geral de ontrole. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

19 Estrutura em realimentação de estado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

20 Estrutura em realimentação de estado restrita. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

21 Estrutura em realimentação de estado om P = B e Q = C. . . . . . . . . . . . . . . 71

22 Estrutura em realimentação de saída. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

23 Estrutura em realimentação de estado om P = B e Q = e. . . . . . . . . . . . . . . 73

24 Estrutura em realimentação de estado sobre a entrada. . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

25 Estrutura em realimentação de estado om P = e e Q = C. . . . . . . . . . . . . . . 75

26 Estrutura em realimentação de saída sobre o estado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

27 Exemplo instrumentado para observação e ontrole. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

xiii



28 Embalagem �nal de um produto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

29 Grafo orrespondente ao sistema de embalagem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

30 Resposta impulsiva do sistema de embalagem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

31 Modi�ação da resposta do sistema de embalagem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

32 Exemplo 6.2 - sistema ontrolado bloqueado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

33 Exemplo 6.2 - ontrolador em realimentação de estado. . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

34 Exemplo 6.4 - sistema om Fa+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

35 Exemplo 6.4 - sistema om Fb+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

36 Exemplo 6.6 - ontrolador ótimo em realimentação de saída. . . . . . . . . . . . . . . 94

37 Exemplo 6.8 - ontrolador ótimo em realimentação de saída. . . . . . . . . . . . . . . 95

38 Exemplo 6.9 - ontrolador ótimo em realimentação de saída. . . . . . . . . . . . . . . 96

39 Exemplo 6.12 - ontrolador ótimo em realimentação de estado restrito. . . . . . . . . 96

40 Possíveis relações entre espei�ações. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

41 Exemplo de divisão de séries periódias. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

xiv



Lista de Símbolos

Æ= divisão à direita; resíduo do produto à direita - pág. 17

Æn divisão à esquerda; resíduo do produto à esquerda - pág. 17

F ontrolador para o aso irrestrito - pág. 58

GET grafo a eventos temporizado - pág. 1

Gmf (F ) função de transferênia do sistema om ontrolador F - pág. 58

Gref função de transferênia espei�ada - pág. 58

H = CA�B função de transferênia do sistema - pág. 38

e elemento identidade do dióide - pág. 16

^ ín�mo - pág. 10

a� operação estrela - pág. 17

L ontrolador para o aso restrito - pág. 67

Max

in
J; ÆK dióide bidimensional - pág. 35

A = [aij ℄ matriz om elementos aij - pág. 18

Zmax álgebra max-plus - pág. 26

� relação de ordem - pág. 9

Zmin álgebra min-plus - pág. 32

� elemento neutro da adição e nulo do produto em dióides - pág. 15

P matriz de aesso para ontrole das transições internas do sistema - pág. 67

xv



D[x1; : : : ; xm℄ dióide dos polin�mios em m variáveis om oe�ientes em D - pág. 21


 produto em dióides; normalmente adição usual - pág. 15

Q matriz de aesso para observação das transições internas do sistema - pág. 67

SED sistema a eventos disretos - pág. 1

DJx1; : : : ; xmK dióide das séries de potênia em m variáveis om oe�ientes em D - pág. 20

a = (ak) série de potênia om oe�ientes ak - pág. 20

� soma em dióides; signi�ado depende do dióide - pág. 15

_ supremo - pág. 10

> elemento de topo do dióide - pág. 17

xvi



Introdução

Essa tese aborda o ontrole de sistemas a eventos disretos representados por uma lasse parti-

ular de redes de Petri denominados Grafos a Eventos Temporizados (GETs), os quais podem ser

desritos por um modelo multivariável numa álgebra partiular denominada álgebra de dióides. As-

sim, a tese está fundamentada em três áreas: sistemas a eventos disretos, redes de Petri e álgebra

de dióides.

A �gura abaixo mostra uma lassi�ação geral de sistemas segundo Cassandras e Lafortune

(1999). A fronteira traejada de�ne um Sistema a Eventos Disretos (SED) ou �Disrete Event

System� (DES). Esses sistemas oorrem tipiamente em proessos de manufatura e em apliações

de tráfego, om ompartilhamento de reursos e/ou tarefas sujeitas à sinronização de eventos. Os

termos em negrito araterizam o sistema a ser onsiderado: um sistema dinâmio, invariante no

tempo, não linear, a estado disreto, dirigido a evento, determinístio e a tempo disreto.

SISTEMA

ESTÁTICO

VARIANTE NO TEMPO

LINEAR

ESTADO CONTÍNUO

DIRIGIDO A TEMPO

ESTOCÁSTICO

TEMPO CONTÍNUO

DINÂMICO

INVARIANTE NO TEMPO

NÃO LINEAR

ESTADO DISCRETO

DIRIGIDO A EVENTO

DETERMINÍSTICO

TEMPO DISCRETO

SISTEMA A EVENTOS DISCRETOS

Figura 1: Classi�ação geral de sistemas.

Adotando a mesma nomenlatura usada em Ho (1989), Cassandras e Lafortune (1999), o termo

sistema ontínuo é usado aqui para designar �Continuous-Variable Dynami System� ou CVDS.

Pertenem a essa lasse os sistemas dinâmios desritos por equações difereniais (tempo ontínuo)

ou a diferenças (tempo disreto) da teoria usual de sistemas. Comparando-se sistemas ontínuos

om sistemas a eventos disretos disretos, as seguintes propriedades podem ser destaadas:
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2 INTRODUÇ�O

sistema ontínuo:

� os estados são variáveis ontínuas;

� o meanismo de transição de estado é dirigido por tempo ou time-driven.

sistema a eventos disretos:

� os estados são variáveis disretas;

� o meanismo de transição de estado é dirigido por eventos ou event-driven.

Um grafo a eventos é uma rede de Petri onde ada lugar tem exatamente uma transição de

hegada e uma transição de partida. Assim, grafos a eventos são redes de Petri que não modelam

onorrênia, restringindo-se apenas à sinronização de eventos. Para uma de�nição formal, pro-

priedades e dinâmia de redes de Petri em geral pode-se onsultar Peterson (1981). Uma boa visão

geral sobre o assunto om várias apliações é enontrada em Murata (1989).

Quando existe um tempo de espera assoiado a ada lugar, o grafo é denominado grafo a eventos

temporizado. Assim, uma �ha ao entrar num lugar deve umprir o tempo de espera a ele assoiado

antes que possa ontribuir para a habilitação da transição de partida desse lugar. A �gura abaixo

representa um GET, onde os lugares são representados por írulos e as transições por linhas vertiais

onetadas por aros direionados. As �has ou �tokens� são representadas dentro dos lugares por

pontos e os tempos de espera (em unidades de tempo) por barras vertiais.

u1

u2

y1

y2

x1

x2

Figura 2: Grafo a eventos temporizado.

Nessa �gura, u1 e u2 são as transições de entrada, y1 e y2 as transições de saída e x1, x2 são as

transições internas ou estados do sistema. Se a variável x(k) assoiada à transição x orresponde ao

instante de tempo no qual oorre o evento de número k dessa transição, então as seguintes equações
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são derivadas:

x1(k) = maxf1 + x1(k � 2); 1 + x2(k � 1); 1 + u1(k)g

x2(k) = maxf1 + x1(k); 2 + u2(k)g

y1(k) = x1(k)

y2(k) = x2(k)

Essas equações são reursivas em k, uja solução é tratada no apítulo 2. A operação de maximi-

zação é uma onsequênia direta da sinronização. Uma transição xi dispara no tempo máximo entre

os instantes de tempo de disparo das transições xj onetadas a xi somados ao respetivo tempo de

permanênia do lugar que oneta xj a xi. A maração iniial apenas introduz um desloamento na

numeração dos eventos de ada transição. Assim, a numeração dos eventos em x1 está adiantada de

uma unidade em relação à numeração dos eventos em x2 devido à �ha iniial no lugar que oneta

x2 a x1.

Essas equações são não lineares quando esritas na álgebra onvenional. Entretanto, de�nindo-

se as operações de maximização e soma usual omo as operações � e 
, respetivamente, obtêm-se

as seguintes equações de estado:

x1(k) = 1
 x1(k � 2)� 1
 x2(k � 1)� 1
 u1(k)

x2(k) = 1
 x1(k)� 2
 u2(k)

y1(k) = x1(k)

y2(k) = x2(k)

Essas equações são lineares numa álgebra não onvenional generiamente denominada álgebra

de dióides, uja propriedade a ser destaada é a idempotênia da operação de adição (a � a = a).

Essa propriedade tem omo onsequênia a inexistênia da operação inversa da adição, sendo motivo

de vários artigos sobre o assunto (Gunawardena, 1998).

Um pequeno histório sobre o estabeleimento dessas estruturas algébrias e suas apliações na

desrição de SEDs pode ser enontrado em Gaubert e Max-Plus (1997). Entre os maros impor-

tantes estão o trabalho de Cuninghame-Green (1979) e posteriormente Cohen et al. (1989). Este

último, revisado e ampliado em Baelli et al. (1992), deu um tratamento de teoria de sistemas ao

assunto, tornando-se referênia obrigatória na desrição de SEDs que apresentam apenas fen�menos

de sinronização de eventos. Exemplos de apliações podem ser enontrados em Cohen et al. (1985)

e Cuninghame-Green (1991). Uma visão reente da área om perspetivas futuras é enontrada

em Cohen et al. (1999).

De maneira geral, qualquer GET pode ser desrito pelas seguintes equações algébrias no espaço
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de estado (apítulo 2):

X = AX �BU

Y = CX

Os vetores U , X e Y de dimensões m, n e p orrespondem às variáveis assoiadas às m transições

de entrada, n transições internas e p transições de saída do sistema, respetivamente. As matrizes

An�n, Bn�m, Cp�n possuem desrições apropriadas. Essa representação possui uma forte analogia

om as equações de estado ontínuo da teoria onvenional de sistemas. Além disso, uma relação

entrada-saída pode ser obtida (função de transferênia).

O problema de ontrole de GETs possui diversos enfoques, resumidos no apítulo 3. Nessa tese,

adota-se uma abordagem por modelo de referênia, onde o ontrolador é obtido de forma que a

função de transferênia do sistema ontrolado satisfaça uma determinada espei�ação. A estrutura

de ontrole proposta introduz uma nova entrada de ontrole X = FX que usa informação dos

estados para atuar diretamente sobre eles, ou seja:

X = (A� F )X �BU

Y = CX

Essa lei de ontrole, onde F é o ontrolador a ser obtido, orresponde à realimentação de estado

na sua forma mais geral, quando se tem aesso ompleto aos estados, e a uma realimentação de

estado restrita, quando o aesso aos estados é parial.

A tese está organizada da seguinte forma. Os apítulos 1 e 2 ontêm apenas material enontrado

na bibliogra�a, partiularmente em Baelli et al. (1992). Os leitores familiarizados om oneitos

de matemátia disreta tais omo onjuntos, relações de ordem e estruturas algébrias abstratas não

enontrarão di�uldades. Além disso, um onheimento básio sobre redes de Petri é desejável.

Os leitores habituados om a bibliogra�a sobre redes de Petri enontrarão, ao longo desta tese,

oneitos e abordagens pouo omuns, mas amplamente onsolidados na bibliogra�a sobre mode-

lagem de GETs em dióides. Assim, poderão surgir alguns on�itos oneituais que esta tese não é

apaz de minimizar, devido basiamente aos diferentes enfoques adotados por ada omunidade.

O apítulo 1 introduz de maneira geral a teoria algébria utilizada nesta tese para modelar e

ontrolar um GET: a álgebra de dióides. Como dióides ompartilham propriedades de retiulados,

resultados da teoria de retiulados que se apliam a dióides são tratados nesse apítulo. Nesse aso,

a ênfase é dada em mapeamentos entre retiulados, abordando a teoria da residuação e equações de

ponto �xo. Por �m, alguns dióides partiulares são formalmente de�nidos.

O apítulo 2 estabelee modelos de GETs desritos em dióides. De�ne o modelo do sistema

a ser usado nessa tese e sua respetiva função de transferênia. Disute ainda propriedades omo

raionalidade, realizabilidade e periodiidade desses sistemas denominados raionais.



INTRODUÇ�O 5

O apítulo 3 é um levantamento bibliográ�o sobre abordagens de ontrole de GETs que utili-

zam uma desrição baseada em dióides. Num primeiro momento sua leitura pode ser omitida, não

omprometendo a ompreensão geral da tese, embora seja útil para situá-la em relação a outras abor-

dagens de ontrole. Porém, nesse apítulo são apresentados os prinipais resultados da abordagem

de ontrole utilizada em Cotteneau et al. (2001), om a qual essa tese está relaionada.

As ontribuições da tese enontram-se nos apítulos 4, 5 e 6. No apítulo 4 é proposta uma es-

trutura de ontrole por realimentação de estado om aesso ompleto aos estados do sistema. Nesse

aso, o ontrole é obtido a partir da representação de estado do sistema segundo a espei�ação de um

modelo de referênia a ser atendido pelo sistema ontrolado. Essa abordagem foi denominada on-

trole multivariável por analogia à estrutura de ontrole multivariável da teoria de sistemas ontínuos,

embora om outro objetivo. O apítulo 5, om desenvolvimento semelhante ao anterior, onsidera

aesso parial aos estados. Por isso, foi denominado ontrole multivariável restrito. Os resultados

desses apítulos estabeleem ondições para as quais o ontrolador pode ser analitiamente obtido.

O apítulo 6 organiza então esses resultados e estabelee uma metodologia de projeto do ontrolador

para diversas ondições. Através de alguns exemplos ilustrativos, a metodologia proposta pode ser

veri�ada. Por �m, a onlusão da tese ressalta as prinipais ontribuições desse trabalho e avalia

ritiamente os resultados, propondo novas perspetivas de pesquisa.
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Capítulo 1

Base Algébria

1.1 Introdução

O estudo de estruturas algébrias abstratas pode ser enontrado na literatura de matemátia

disreta (Ross e Wright, 1985; Rosen, 1998) ou álgebra moderna (Durbin, 1992). Essas estruturas

são araterizadas por duas operações binárias 1. Esse apítulo reúne os prinipais resultados sobre

estruturas algébrias generiamente denominadas dióides que onstituem a base algébria da tese.

A de�nição de dióides não difere muito da de�nição de estruturas algébrias bem onheidas omo

o anel (ompare as de�nições e os exemplos 1.1 e 1.2 a seguir).

Um anel ou �ring� é um onjunto S fehado sob duas operações binárias + e � tal que:

1. (S;+) é um grupo omutativo;

2. (S;�) é um semigrupo;

3. � é distributiva à direita e à esquerda em relação a +.

Exemplo 1.1. O onjunto das matrizes quadradas de ordem n om as operações usuais de soma e

adição de matrizes é um anel.

Um dióide é um onjunto S fehado sob duas operações binárias � e 
 tal que:

1. (S;�) é um monóide omutativo idempotente (8a 2 S; a� a = a);

2. (S;
) é um monóide;

3. 
 é distributiva à direita e à esquerda em relação a �.

1Um onjunto S om uma operação binária assoiativa � é um semigrupo sob �. Um semigrupo om uma
identidade é hamado um monóide (a � e = e � a = a) e um monóide onde qualquer elemento possui inversa é um
grupo (a� a

�1
= e = a

�1
� a). Um grupo é omutativo quando � é omutativa.

7
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Exemplo 1.2. O onjunto Z[f�1g assoiado às operações de maximização omo adição e adição

usual omo multipliação é um dióide denotado Zmax.

Claramente, a origem da denominação dióide vem do fato de que essa estrutura algébria é forma-

da por dois monóides. Devido à semelhança entre as de�nições, espera-se que dióides ompartilhem

grande parte das propriedades da álgebra onvenional. De fato isso oorre, mas a de�nição de uma

operação de adição idempotente introduz uma relação de ordem parial e faz om que a operação

inversa da adição inexista.

Dióides são portanto estruturas que se situam entre a álgebra onvenional e os onjuntos par-

ialmente ordenados dotados de uma operação interna geralmente denominada multipliação.

Dessa forma, muitos dos resultados obtidos em dióides têm sua origem na teoria dos onjuntos

ordenados. Para failitar a separação desses resultados, esse apítulo é organizado de forma que a

teoria de onjuntos ordenados, ou mais espei�amente de retiulados, seja apresentada na seção 1.2

de forma totalmente independente da teoria de dióides na seção 1.3.

Após algumas noções gerais sobre retiulados em 1.2.1, a ênfase da seção 1.2 reside nas apliações

de�nidas sobre retiulados. Na seção 1.2.2 disute-se a solução da equação f(x) = b segundo a teoria

da residuação, que está relaionada ao oneito de `inversão' de uma apliação. Já na seção 1.2.3

disute-se a solução de equações de ponto �xo f(x) = x.

A seção 1.3 fornee uma de�nição axiomátia de dióides e estabelee os prinipais resultados dessa

teoria. Nessa seção, os resultados da seção 1.2 obtidos para retiulados são apliados no ontexto

de dióides. Finalmente, dois dióides partiulares são de�nidos: o dióide das matrizes na seção 1.3.1

e o dióide dos polin�mios na seção 1.3.2. Esses dióides serão utilizados nos apítulos seguintes para

modelar e ontrolar GETs. As provas dos teoremas desse apítulo podem ser enontradas em Baelli

et al. (1992), exeto quando houver uma referênia explíita a outra fonte.

1.2 Retiulados

Um retiulado é um onjunto sobre o qual é de�nida uma relação de ordem parial entre seus

elementos. Esses onjuntos apresentam omo prinipal araterístia a possibilidade de existênia

de elementos não omparáveis, ou seja, um elemento pode não ser igual, nem maior e nem menor do

que outro. Esse oneito, apesar de pouo estudado, é frequentemente enontrado na Engenharia.

Por exemplo, o onjunto dos números omplexos é um onjunto parialmente ordenado. Pode-se

dizer que um número omplexo z1 qualquer tem módulo maior ou menor do que outro z2. Mais

ainda, pode-se dizer que se o módulo de z1 não é maior do que o módulo de z2, então om erteza

é menor ou igual. Essa relação de ordem entre módulos de números omplexos é total, mas não se

pode atribuir uma relação de ordem para quaisquer dois números omplexos vistos omo dois objetos
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a serem omparados. Em Davey e Priestley (1990), Birkho� (1967) enontra-se vasto material sobre

a teoria de retiulados. Uma boa introdução relaionada om sistemas a eventos disretos pode ser

enontrada em Kumar e Garg (1995).

1.2.1 Noções básias

De�nição 1.3 (Relação de ordem). Uma relação binária re�exiva, transitiva e anti-simétria é

uma relação de ordem, denotada �.

Uma relação binária R sobre um onjunto D é um sub-onjunto de D �D. Dados a; b;  2 D,

R é re�exiva se (a; a) 2 R; transitiva se (a; b) 2 R e (b; ) 2 R, então (a; ) 2 R; anti-simétria

se (a; b) 2 R e (b; a) 2 R, então a = b. Portanto, numa relação de ordem, se dois elementos a e

b são omparáveis (pertenem a R), então a � b ou b � a. Entretanto, existe a possibilidade de

dois elementos a e b serem não omparáveis, ou seja, não pertenerem a R. Nesse aso, não se pode

a�rmar que a � b nem que b � a, pois não existe relação de ordem entre a e b.

Nota 1.4. O símbolo � é usado para difereniá-lo da relação de ordem numéria �. Por exemplo,

numa relação de ordem parial de ontinênia, dados dois onjuntos A e B, A � B se e somente se

A � B. Como usual, a � b e b � a são equivalentes.

De�nição 1.5 (Conjunto parialmente ordenado). O par (D;�), onde D é um onjunto e �

é uma relação de ordem sobre D, é hamado onjunto parialmente ordenado, denotado D.

Conjuntos parialmente ordenados podem ser gra�amente representados por diagramas de Has-

se. Esse diagrama é um grafo ujos vérties são elementos do onjunto D e aros onetam elementos

omparáveis (o maior elemento aima do menor no diagrama). O número mínimo de aros é repre-

sentado de forma que outras possíveis omparações são derivadas por transitividade.

A Fig. 3 mostra dois exemplos desses onjuntos, a partir da qual se pode a�rmar que:

� e � d � b � a e f � d �  � a;

a0 � b0 � d0 � e0 e a0 � 0 � d0 � f 0;

� (b; ), (e; f), (b0; 0) e (e0; f 0) são não omparáveis;

� U = fa; b; ; dg é o onjunto dos majorantes ou �upper-bounds� de X, ou seja, o onjunto dos

elementos maiores que qualquer elemento de X. O elemento d é o supremo ou �least upper

bound� de X. Note que d é o elemento mínimo de U e aso pertença a X, então d é o máximo

de X;
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� L = fa0; b0; 0; d0g é o onjunto dos minorantes ou �lower-bounds� de X (de�nição análoga) e

d0 é o ín�mo ou �greatest lower bound� de X. Note que d0 é o elemento máximo de L e aso

pertença a X, então d0 é o mínimo de X.

a

b 

d

e f

a0

b0

0

d0

e0 f 0

U

L

(D;�)(D;�)
(D;�)X

X

Figura 3: Conjuntos parialmente ordenados.

Nota 1.6. A nomenlatura utilizada em retiulados pode diferir. Na literatura, onde se enontra o

termo majorante para �upper-bound�, o termo �upper-bound� é usado omo �least upper-bound�.

Quando todos os elementos são omparáveis, o ordenamento é total e o diagrama de Hasse é

uma reta.

Notação 1.7 (Supremo). Dados dois elementos a e b de um onjunto ordenado D, o supremo de

fa; bg é denotado supfa; bg ou a _ b.

Notação 1.8 (Ín�mo). Dados dois elementos a e b de um onjunto ordenado D, o ín�mo de fa; bg

é denotado inffa; bg ou a ^ b.

De�nição 1.9 (Semiretiulado superior). Um onjunto ordenado D é um semiretiulado supe-

rior quando existe o supremo de qualquer sub-onjunto �nito de D.

Esse é o aso do onjunto à esquerda na Fig. 3. De�nição análoga existe para semiretiulado

inferior, que é o aso do onjunto à direita na Fig. 3.

De�nição 1.10 (Retiulado). Um onjunto ordenado D onde existe um supremo e um ín�mo

para qualquer sub-onjunto �nito de D é hamado retiulado ou �lattie�.

Quando os sub-onjuntos onsiderados podem ser in�nitos, têm-se as de�nições de semiretiula-

dos superior e inferior ompletos, assim omo a de retiulado ompleto.

De�nição 1.11 (Topo e fundo). O supremo de um onjunto ordenado, quando existe, é denomi-

nado topo ou �top� e denotado >. Analogamente, o ín�mo de um onjunto ordenado, quando existe,

é denominado fundo ou �bottom� e denotado �.
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1.2.2 Elementos de teoria da residuação

Nessa seção onsideram-se mapeamentos entre retiulados ompletos nos quais a relação de ordem

entre elementos do domínio é preservada na imagem. O interesse no estudo desses mapeamentos está

na `solução' de equações do tipo f(x) = b. A solução dessa equação requer algum tipo de `inversão'

que é tratada pela teoria da residuação (Blyth e Janowitz, 1972).

Por exemplo, se f for não-sobrejetora, essa equação não terá solução para alguns valores de b e se

f for não-injetora poderá ter várias soluções. Uma alternativa é onsiderar o onjunto das hamadas

subsoluções, ou seja, os valores de x que satisfazem a desigualdade f(x) � b e tomar o máximo desse

onjunto, aso exista. Outra possibilidade é onsiderar o onjunto das hamadas supersoluções, ou

seja, os valores de x que satisfazem a desigualdade f(x) � b e tomar o mínimo desse onjunto, aso

exista.

De maneira geral, dada uma apliação f : D! C, onde D e C são retiulados ompletos, deseja-se

responder às seguintes questões. Para todo b 2 C:

� existe solução máxima para f(x) � b?

� existe solução mínima para f(x) � b?

As respostas às questões aima estão baseadas em propriedades de ontinuidade do mapeamento

f . Isso é disutido a seguir.

De�nição 1.12 (Mapeamento isot�nio e antit�nio). Um mapeamento f de um onjunto or-

denado D em um onjunto ordenado C é isot�nio (antit�nio) se 8a; b 2 D então a � b ) f(a) �

f(b) (f(a) � f(b)).

Um mapeamento isot�nio preserva a ordem entre elementos do domínio e da imagem da apli-

ação, enquanto um antit�nio inverte a ordem.

De�nição 1.13 (Semiontinuidade inferior). Um mapeamento f de um retiulado ompleto D

em um retiulado ompleto C é semiontínuo inferior ou �lower-semiontinuous� se, para qualquer

subonjunto X (�nito ou in�nito) de D,

f
� _
x2X

x
�
=
_
x2X

f(x)

Aparentemente, semiontinuidade inferior deorre de isotonia, mas isso não é verdade. A Fig. 4

mostra um mapeamento isot�nio, mas não-semiontínuo inferior. Nessa �gura, X = fx j f(x) � bg

e Y é a imagem de X em C. Nesse aso, o supremo de X não é solução de f(x) � b e portanto, não

pertene a X. Logo, não existe solução máxima para o problema.
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DD

CX
Y

y = f(x)y = f(x) b

Figura 4: Isotonia.

Já na Fig. 5, a propriedade de semiontinuidade inferior garante que o supremo de X é solução

de f(x) � b e portanto, pertene a X. Logo, o supremo de X é a solução máxima do problema e

sua imagem é o elemento máximo de Y .

DD

CXX

YY

y = f(x) b

Figura 5: Semiontinuidade inferior.

Teorema 1.14 (Mapeamento residuado). Seja f um mapeamento isot�nio de um retiulado

ompleto D em um retiulado ompleto C. Existe uma subsolução máxima xmax = f ℄(b) para a

equação f(x) = b se e somente se f(�) = � e f é semiontínuo inferior. O mapeamento f é dito ser

residuado e f ℄ é seu resíduo.

O teorema 1.14 é fundamental na de�nição do resíduo do produto em dióides, que orresponde à

operação de divisão, introduzida pela notação 1.36. Por sua vez, o resíduo do produto é extensamente

utilizado nos apítulos 3, 4, 5 e 6 sobre ontrole de GETs.

Ao onsiderar a solução da equação f(x) = b, pode-se também modi�ar o problema de forma a

obter o onjunto das supersoluções, ou seja, valores de x que satisfazem a desigualdade f(x) � b e

tomar o mínimo desse onjunto aso exista. Dessa forma, onsiderações análogas podem ser feitas e

a ondição de semiontinuidade inferior é substituída pela de semiontinuidade superior.
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De�nição 1.15 (Semiontinuidade superior). Um mapeamento f de um retiulado ompleto D

em um retiulado ompleto C é semiontínuo superior ou �upper-semiontinuous� se, para qualquer

subonjunto X (�nito ou in�nito) de D,

f
� ^
x2X

x
�
=
^
x2X

f(x)

Teorema 1.16 (Mapeamento dualmente residuado). Seja f um mapeamento isot�nio de um

dióide ompleto D em um dióide ompleto C. Existe uma supersolução mínima xmin = f [(b) para a

equação f(x) = b se e somente se f(>) = > e f é semiontínuo superior. O mapeamento f é dito

ser dualmente residuado e f [ é seu resíduo dual.

Embora desneessário para o desenvolvimento da tese, o teorema 1.16 é enuniado aqui apenas

omo um resultado dual do teorema 1.14.

Nota 1.17 (Continuidade). Um mapeamento é ontínuo se for tanto semiontínuo inferior quan-

to semiontínuo superior. Nesse aso, o resíduo e o resíduo dual existem, assim omo a melhor

aproximação de b por f(x) tanto inferiormente quanto superiormente.

As seguintes propriedades se veri�am para o resíduo e o resíduo dual de um mapeamento f :

xmax = f ℄(b) e xmin = f [(b), quando existem, são únios (1.1a)

f(xmax) � b e f(xmin) � b (1.1b)

f(f ℄(x)) � x e f(f [(x)) � x (1.1)

f ℄(f(x)) � x e f [(f(x)) � x (1.1d)

f ℄(f(x)) = x, f injetora , f ℄ sobrejetora (o mesmo para f [) (1.1e)

f(f ℄(x)) = x, f ℄ injetora , f sobrejetora (o mesmo para f [) (1.1f)

As propriedades (1.1a)-(1.1d) deorrem imediatamente das de�nições de resíduo e resíduo dual.

A propriedade (1.1e) estabelee que xmax = b é a solução máxima de f(x) � f(b) e a proprieda-

de (1.1f) estabelee que a solução máxima de f(x) � b é solução (máxima) da igualdade f(x) = b

(analogamente para solução mínima de f(x) � b).

1.2.3 Equações de ponto �xo

Na seção 1.2.2, disutiu-se a `solução' da equação f(x) = b através da de�nição dos onjuntos

de subsoluções e supersoluções. Nesta seção, disute-se a solução da equação f(x) = x denominada

equação de ponto �xo ou ��xed-point equation�.

Os prinipais resultados desta seção são:
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� isotonia é uma ondição su�iente para existênia de pontos �xos de f ;

� se f for semiontínua inferior ou superior, então é possível obter soluções extremas de f(x) = x

(máxima ou mínima).

Para isso, onsidere os seguintes onjuntos:

D
\
f = fx j f(x) = xg D

[
f = fx j f(x) � xg D

℄
f = fx j f(x) � xg

Obviamente, D\
f = D[

f \D
℄
f . O teorema 1.18 abaixo garante a existênia de pontos �xos para

um mapeamento isot�nio (Tarski, 1955).

Teorema 1.18 (Teorema de ponto-�xo de Tarski). Se f é isot�nia, então D\
f é não-vazio.

Logo, D[
f e D℄

f são não-vazios.

De�nição 1.19 (Mapeamento de feho e feho dual). Seja D um onjunto ordenado e f :

D ! D um mapeamento isot�nio tal que f(x) = f(f(x)) � x. Então, f é hamado um ma-

peamento fehamento ou �losure mapping�. Se f(x) = f(f(x)) � x, então f é um mapeamento

fehamento dual ou �dual losure mapping�.

Lema 1.20. Seja f um mapeamento de um retiulado ompleto D em D. Se f é semiontínua

inferior, então f� é o menor mapeamento fehamento maior do que f . Se f é semiontínuo superior,

então f� é o maior mapeamento fehamento dual menor do que f , onde

f� =
+1_
k=0

fk f� =
+1^
k=0

fk

fk = f Æ � � � Æ f| {z }
k vezes

e f0(x) = x.

Finalmente, os teoremas 1.21 e 1.22 a seguir estabeleem as soluções extremas de f(x) = x.

Teorema 1.21. Se f é semiontínuo inferior, então D[
f = f�(D). O elemento mínimo é f�(�), que

pertene também a D\
f e, portanto, é o elemento mínimo desse subonjunto.

Teorema 1.22. Se f é semiontínuo superior, então D℄
f = f�(D). O elemento máximo é f�(>),

que pertene também a D\
f e, portanto, é o elemento máximo desse subonjunto.

Estes teoremas são neessários para a demonstração dos teoremas 1.40 e 1.41 da seção 1.3, os

quais estão entre os prinipais resultados da teoria de dióides.



1.3. DIÓIDES 15

1.3 Dióides

O oneito de dióide foi introduzido na seção 1.1 pela de�nição das operações binárias � (so-

ma ou adição) e 
 (produto ou multipliação). Essas estruturas algébrias são araterizadas pela

idempotênia da operação de adição. Isso permite de�nir uma relação de ordem parial em diói-

des. Portanto, dióides ompartilham tanto aspetos da álgebra onvenional omo dos onjuntos

parialmente ordenados.

Essas estruturas são também denominadas semianéis idempotentes, uma vez que a operação de

adição de�ne um semigrupo omutativo idempotente, ou lattie-ordered semigroups, na teoria de

retiulados.

Essa seção fornee uma de�nição axiomátia de dióides segundo Baelli et al. (1992) e estabelee

os prinipais resultados dessa teoria. Muitos deles já foram desenvolvidos na seção anterior, sendo

agora apliados no ontexto de dióides.

De�nição 1.23 (Dióide). Um dióide é um onjunto D dotado das operações � (soma ou adição)

e 
 (produto ou multipliação) que satisfaz os seguintes axiomas:

Axioma 1.24 (Assoiatividade da adição).

8a; b;  2 D (a� b)�  = a� (b� )

Axioma 1.25 (Comutatividade da adição).

8a; b 2 D a� b = b� a

Axioma 1.26 (Assoiatividade da multipliação).

8a; b;  2 D (a
 b)
  = a
 (b
 )

Axioma 1.27 (Distributividade da multipliação em relação à adição).

8a; b;  2 D
(a� b)
  = (a
 )� (b
 )


 (a� b) = (
 a)� (
 b)

Axioma 1.28 (Elemento neutro).

9� 2 D : 8a 2 D a� � = a

Axioma 1.29 (Absorção pelo elemento nulo).

8a 2 D a
 � = �
 a = �
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Axioma 1.30 (Elemento identidade).

9e 2 D : 8a 2 D a
 e = e
 a = a

Axioma 1.31 (Idempotênia da adição).

8a 2 D a� a = a

Nota 1.32. Como usual, o símbolo de multipliação 
 é frequentemente omitido. Assim, ab = a
b.

O teorema 1.33 abaixo estabelee formalmente a relação entre dióides e onjuntos parialmente

ordenados.

Teorema 1.33 (Relação de ordem em dióides). Em um dióide D, tem-se a seguinte equivalên-

ia:

8a; b : a = a� b, 9 : a = b� 

Essas a�rmativas de�nem uma relação de ordem (parial) denotada � omo:

b � a, a = a� b

Essa relação de ordem é ompatível om a adição,

b � a) f8; b�  � a� g

e om a multipliação,

b � a) f8; b � ag

(o mesmo para o produto à esquerda). Dois elementos a e b em D sempre têm um supremo, dado

por a� b, sendo � o elemento de fundo de D.

Assoiando-se o supremo à operação de adição em dióides, de�ne-se uma estrutura de semiretiu-

lado superior. Além disso, o elemento neutro da adição � em dióides garante a existênia do elemento

de fundo. Como um semiretiulado superior om um elemento de fundo é um retiulado (Baelli

et al., 1992, Teo. 4.27), dióides são portanto retiulados.

De�nição 1.34 (Subdióide). Um subonjunto C de um dióide D é denominado um subdióide de

D se fe; �g 2 C e C é fehado para as operações � e 
.

De�nição 1.35 (Dióide ompleto). Um dióide é ompleto se for fehado para somas in�nitas e

se a distributividade da multipliação se estender para somas in�nitas.
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Num dióide ompleto, o elemento de topo do dióide existe e é igual à soma de todos os seus

elementos. Um dióide ompleto é um retiulado ompleto ujos elementos de topo e de fundo são

denotados > e �, respetivamente.

A seguir, a operação de divisão é de�nida omo o resíduo do produto. Pode-se mostrar que

La(x) = a
 x e Ra(x) = x
 a são apliações semiontínuas inferiores devido à distributividade da

multipliação em relação à adição. Segundo a de�nição 1.13, a ondição de semiontinuidade inferior

em dióides é obtida pela substituição do supremo pela soma:

f
�M
x2X

x
�
=
M
x2X

f(x) (1.2)

Como La(�) = Ra(�) = �, devido ao teorema 1.14, essas apliações são ambas residuadas e a seguinte

notação se aplia.

Notação 1.36 (Divisão). Sejam La(x) = a 
 x e Ra(x) = x 
 a mapeamentos semiontínuos

inferiores. Esses mapeamentos são ambos residuados e seus resíduos são denotados:

L℄
a(x) = aÆnx =

x

a
(`divisão à esquerda' por a)

R℄
a(x) = xÆ=a =

x

a
(`divisão à direita' por a)

A notação  = aÆnb de�nida num dióide D possui o seguinte signi�ado:  é o maior elemento de

D que multipliado por a à esquerda é menor do que b. Em outras palavras, xmax =  é a solução

máxima de ax � b. Analogamente para a divisão à direita. A partir da notação 1.36 aima, várias

relações envolvendo divisão podem ser derivadas. Algumas delas estão reunidas no apêndie A.

De�nição 1.37 (Estrela de �Kleene�). Dado a num dióide D qualquer, de�ne-se a operação �

ou �Kleene star� omo a� = e� a� a2 � : : : , onde ak = a
 a
 � � � 
 a (k vezes).

A partir dessa operação, de�ne-se a apliação estrela de �Kleene� omo Ks(x) = x�. Embora

essa apliação não seja em geral residuada, omo disutido em Cotteneau (1999), existe solução

máxima para Ks(x) � b quando se restringe b à imagem de Ks, onforme o lema 1.38 a seguir.

Lema 1.38. (Cotteneau et al., 2001, Cor. 16) A inequação x� � b� tem solução máxima xmax = b�.

Além disso, xmax satisfaz a igualdade.

Uma maneira simples de veri�ar se a = a� é dada pelo lema 1.39 a seguir.

Lema 1.39. Dado a num dióide D qualquer, a� = a se e somente se a2 = a � e.

Demonstração. ) Se a� = a, então e � a pois e � a� e, portanto, a � a2 devido à isotonia do

produto. Porém, a2 � a pois a2 � a�. Logo, a � a2 � a e portanto, a2 = a. ( Se a2 = a � e, então

a� = e� a� a2 � a2:a� � � � = e� a� a� � � � = a.
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Os teoremas 1.40 e 1.41 a seguir estabeleem as soluções mínimas e máximas das equações de

ponto �xo x = ax� b e x = aÆnx ^ b, respetivamente, de�nidas num dióide ompleto.

Teorema 1.40. Dados a e b num dióide ompleto D e f(x) = ax� b, então

1. a�b é a menor solução de f(x) � x e f(x) = x.

2. qualquer solução de f(x) � x e f(x) = x satisfaz x = a�x.

A demonstração do teorema 1.40 aima usa o teorema 1.21. Para f(x) = ax�b, pode-se mostrar

que f�(x) = a�(x� b). Logo, f�(�) = a�b é a solução mínima de x � ax� b. Essa solução é também

solução da igualdade x = ax� b. Esta equação oorre no modelo linear de um GET, onforme será

disutido no apítulo 2.

Teorema 1.41. Dados a e b num dióide ompleto D e f(x) = aÆnx ^ b, então

1. a�Ænb é a maior solução de f(x) � x e f(x) = x.

2. qualquer solução de f(x) � x e f(x) = x satisfaz x = a�Ænx.

A demonstração desse teorema usa o teorema 1.22. Para f(x) = aÆnx ^ b, pode-se mostar que

f�(x) = a�Æn(x^ b). Logo, f�(>) = a�Ænb é a solução máxima de x � aÆnx^ b. Essa solução é também

solução da igualdade x = aÆnx ^ b. Embora este teorema não seja utilizado na tese, juntamente om

o teorema 1.40, está entre os prinipais resultados da teoria de dióides.

1.3.1 Matrizes

A partir de um dióide D qualquer, pode-se de�nir o onjunto das matrizes quadradas de ordem

n om elementos em D. Sobre esse onjunto, as seguintes operações são de�nidas.

De�nição 1.42 (Soma de matrizes). Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n om

elementos em D. A soma de A e B é de�nida por:

A�B = [aij � bij ℄

De�nição 1.43 (Produto de matrizes). Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n om

elementos em D. O produto de A por B é de�nido por:

A
B =
� nM
k=1

(aik 
 bkj)
�

Note que a soma e o produto de matrizes são de�nidos da maneira onvenional, substituindo-se

as operações usuais de soma e multipliação de esalares pela adição � e multipliação 
 de esalares

em dióides.
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Lema 1.44 (Dióide de matrizes). O onjunto das matrizes quadradas de ordem n om elemen-

tos num dióide D qualquer, dotado das operações de soma e multipliação dadas pelas de�ni-

ções 1.42 e 1.43 é um dióide denotado Dn�n. O elemento identidade de Dn�n é denotado sim-

plesmente e, orrespondendo à matriz identidade formada por elementos e na diagonal e � fora

da diagonal. O elemento nulo é denotado �, orrespondendo à matriz nula formada somente por

elementos �.

Note que o produto de matrizes quadradas é uma matriz quadrada e portanto, a multipliação

permanee uma operação interna. Isso dá a Dn�n uma estrutura de dióide. Problemas om matrizes

não-quadradas podem ser reduzidos ao aso quadrado, ompletando linhas e olunas om � de forma

a torná-las quadradas.

De�nição 1.45 (Relação de ordem em matrizes). Dados A e B 2 Dn�n tem-se

A � B , aij � bij i; j = 1; : : : ; n

Lema 1.46 (Divisão de matrizes). Dadas duas matrizes A 2 Dm�n e B 2 Dm�p, a divisão à

esquerda de B por A é uma matriz n� p dada por:

AÆnB =
� m̂

k=1

(akiÆnbkj)
�

A divisão à direita é de�nida analogamente.

Note que a divisão à esquerda orresponde a uma espéie de produto à esquerda de B pela

transposta de A, onde a multipliação de esalares é substituída pela divisão à esquerda e a adição

pelo ín�mo. De�nição análoga pode ser obtida para a divisão à direita.

Nota 1.47. Isso não signi�a que a divisão possa ser obtida pela multipliação de uma matriz à

esquerda (ou à direita), pois nesse aso ter-se-ia a matriz inversa.

Finalmente, para se obter A� a partir de uma matriz A dada, o seguinte lema é usado.

Lema 1.48. Seja A 2 Dn�n uma matriz partiionada em quatro bloos, ou seja,

A =

 
a11 a12

a21 a22

!

Nesse aso,

A� =

 
a�11 � a�11a12(a21a

�

11a12 � a22)
�a21a

�

11 a�11a12(a21a
�

11a12 � a22)
�

(a21a
�

11a12 � a22)
�a21a

�

11 (a21a
�

11a12 � a22)
�

!
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1.3.2 Séries de potênia e polin�mios

A partir de um dióide ompleto D, pode-se de�nir o onjunto das séries de potênia em m

variáveis om oe�ientes em D.

De�nição 1.49 (Série de potênia). Uma série formal de potênia a em m variáveis omutativas

xi (i = 1 : : : m) om oe�ientes ak em D, k = (k1; : : : ; km) 2 Zm, é de�nida por:

a =
M
k2Zm

akx
k1
1 : : : xkmm

Notação: a = (ak).

De�nição 1.50 (Soma de séries de potênia). Sejam a e b duas séries de potênia. A soma de

a e b é de�nida por:

a� b = (ak � bk)

De�nição 1.51 (Produto de séries de potênia). Sejam a e b duas séries de potênia. O pro-

duto de a por b é de�nido por:

a
 b =
� M
i+j=k

ai 
 bj
�

Lema 1.52 (Dióide das séries de potênia). O onjunto das séries de potênia em m variáveis

om oe�ientes num dióide ompleto D, dotado das operações de soma e multipliação de�nidas

em 1.50 e 1.51 é um dióide denotado DJx1; : : : ; xmK. O elemento identidade de DJx1; : : : ; xmK é

denotado simplesmente e, orrespondendo à série om oe�ientes a0 = e, ak = � para k 6= 0. O

elemento nulo é denotado �, orrespondendo à série om oe�ientes iguais a �.

De�nição 1.53 (Relação de ordem em séries). Dados a e b 2 DJx1; : : : ; xmK tem-se

a � b , ak � bk 8k

Lema 1.54 (Divisão de séries de potênia). Dadas duas séries de potênia a e b, a divisão à

esquerda de b por a é uma série de potênia dada por:

aÆnb =
� ^
i�j=k

ajÆnbi
�

A divisão à direita é de�nida analogamente.

De�nição 1.55 (Suporte, grau e valoração). Dado a 2 DJx1; : : : ; xmK de�ne-se

1. suporte: supo(a) = fk 2 Zm j ak 6= �g
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2. grau: grau(a) = supfsupo(a)g

3. valoração: val(a) = inffsupo(a)g

Exemplo 1.56. a = a1x
2y5� a2x

4y é um polin�mio em duas variáveis (x; y) om oe�ientes a1 e

a2, supo(a) = f(2; 5); (4; 1)g, grau(a) = (4; 5) e val(a) = (2; 1).

De�nição 1.57 (Polin�mio). Um polin�mio é uma série de potênia �nita om expoentes em N.

Portanto, polin�mios possuem suporte �nito. Quando reduzido a um únio elemento é denomi-

nado mon�mio. Pode-se mostrar que o onjunto dos polin�mios é um subdióide de DJx1; : : : ; xmK

denotado D[x1; : : : ; xm℄.

Nota 1.58. A divisão de séries de potênia pode gerar oe�ientes negativos. Nesse aso, têm-se

as hamadas séries de Laurent. Dados dois polin�mios a e b, tem-se que
V

i�j=k ajÆnbi = � para k

negativo se os expoentes estão restritos a N, aso ontrário a divisão de polin�mios não produz um

polin�mio.

Essa observação pode ser feita para outros subonjuntos das séries de potênia. Por exemplo, a

divisão de séries ditas raionais, extensamente utilizada a partir do apítulo 4, pode resultar numa

série não-raional. Isso é disutido na seção 2.5.2.

1.4 Conlusão

Os prinipais resultados deste apítulo são resumidos a seguir. Um dióide é um onjunto dotado

de duas operações � (soma ou adição) e 
 (produto ou multipliação), assoiativas e om elementos

neutros � e e respetivamente, tais que: � é omutativa e idempotente (a� a = a), 
 é distributiva

em relação a � e � é o elemento nulo da multipliação (a
 � = �
a = �). A idempotênia da adição

de�ne uma relação de ordem parial que onfere aos dióides propriedades de onjuntos parialmente

ordenados.

No estudo dos mapeamentos sobre dióides, a propriedade de semiontinuidade (superior ou infe-

rior) permite obter diversos resultados. Notadamente, a obtenção do resíduo do produto (à esquerda

e à direita) de�ne a operação de divisão (à esquerda e à direita). Assim,  = aÆnb é o maior elemento

que multipliado por a à esquerda é menor do que b e  = bÆ=a é o maior elemento que multipliado

por a à direita é menor do que b.

Outro resultado importante é dado pelo teorema 1.40. Dados a e b num dióide ompleto e

f(x) = ax� b, então a�b é a solução mínima de f(x) � x e f(x) = x. Como será visto no apítulo 2,

um GET pode ser desrito pela seguinte equação de estado:

X = AX �BU
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Pelo teorema 1.40, essa equação tem solução mínima X = (A�B)U . No apítulo 2 mostra-se que

esse modelo pode ser desrito no dióide das séries de potênia em uma ou duas variáveis.



Capítulo 2

Modelos Lineares de GETs em Dióides

2.1 Introdução

Um sistema a eventos disretos ou SED oorre, por exemplo, em proessos de manufatura, onde

existem reursos a serem ompartilhados e/ou tarefas sujeitas à sinronização de eventos. Um grafo

a eventos temporizado ou GET é uma lasse partiular de redes de Petri apaz de modelar um SED

que apresenta apenas aspetos de sinronização de eventos.

O equaionamento da dinâmia de um GET baseado na operação de maximização onduz a

modelos não-lineares na álgebra onvenional. Neste apítulo, mostra-se que modelos lineares desses

sistemas podem ser obtidos na álgebra de dióides, formalmente introduzida no apítulo 1.

O modelo obtido neste apítulo orresponde a um modelo no espaço de estado análogo ao obtido

na teoria de sistemas lineares. Neste aso, obtém-se uma representação entrada-saída do sistema

denominada função de transferênia.

A ênfase deste apítulo se dá na modelagem de GETs através de estruturas algébrias similares

às transformadas na teoria onvenional de sistemas. Entretanto, a de�nição formal dessas estru-

turas requer uma fundamentação algébria que reorre a isomor�smos, quoientes de dióides por

ongruênias e teoria da residuação. Isso ontribui pouo para a ompreensão geral da tese, motivo

pelo qual se optou por uma apresentação mais operaional do que formal do assunto. Em Baelli

et al. (1992) enontra-se material detalhado sobre o assunto, inluindo as de�nições formais das

estruturas algébrias utilizadas nessa tese.

Este apítulo está organizado da seguinte forma. A seção 2.2 de�ne um grafo a eventos tempo-

rizado e estabelee as regras de disparo das transições que determinam sua dinâmia. Nessa seção

são introduzidas as variáveis utilizadas no equaionamento desses sistemas: datadores e ontadores

- seções 2.2.2 e 2.2.3, respetivamente. A partir dessas seções, o modelo linear de um GET é obti-

do para diversas estruturas algébrias que onduzem de maneira gradual à representação no dióide

23
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bidimensional da seção 2.3. Essa representação orresponde ao modelo linear no espaço de estado

que será utilizado no restante da tese para projetar o ontrole de um GET. Esse modelo dá origem

na seção 2.4 à função de transferênia do sistema, ujas propriedades são estudadas na seção 2.5.

2.2 Grafo a eventos temporizado (GET)

De�nição 2.1 (GET). Uma rede de Petri é denominada um grafo a eventos se ada lugar tem

exatamente uma transição de hegada e uma transição de partida. Um grafo a eventos é dito tem-

porizado (GET) se existe um tempo de espera assoiado a ada lugar do grafo.

Nesse aso, uma �ha ao entrar num lugar deve umprir o tempo de espera assoiado a este lugar

antes que possa ontribuir para a habilitação da transição de partida desse lugar. Em Ramamoorthy

e Ho (1980), diversas propriedades de GETs são demonstradas.

Nota 2.2. A temporização de um GET pode estar assoiada ao tempo de disparo das transições.

Entretanto, nesta tese onsidera-se que o disparo de uma transição é instantâneo, ou seja, o tempo

deorrido entre o iníio e a onlusão do disparo é nulo. Essa esolha porém, não representa perda

de generalidade (Baelli et al., 1992).

A Fig. 6 abaixo representa um GET, onde os lugares são representados por írulos e as transições

por linhas vertiais onetadas por aros direionados. Como numa rede de Petri qualquer, transições

se onetam apenas a lugares e vie-versa. As �has ou �tokens� são representadas dentro dos lugares

por pontos e os tempos de espera (em unidades de tempo) por barras vertiais.

u1

u2

y1

y2

x1

x2

Figura 6: Exemplo de um GET.

Nota 2.3. Embora a modelagem de GETs na álgebra de dióides permita tempos de espera perten-

entes ao onjunto dos números reais e possivelmente variantes no tempo (Baelli et al., 1992), os

GETs onsiderados nesta tese apresentam apenas tempos de espera onstantes, inteiros e positivos.

Cada transição reebe um nome, marado ao lado da transição. Transições de entrada possuem

apenas lugares de partida e transições de saída apenas lugares de hegada. As demais transições são
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denominadas internas. No GET da Fig. 6, u1 e u2 são as transições de entrada, y1 e y2 as transições

de saída e x1, x2 são as transições internas ou estados do sistema.

2.2.1 Dinâmia

A dinâmia de um GET á dada pelas mesmas regras de habilitação e disparo de uma rede de

Petri, aresida da regra de temporização das �has. Um meanismo de temporização global possui

valor iniial t = 0 e a numeração dos disparos de ada transição atribui valor k = 0 ao primeiro

disparo da transição que oorre em t � 0, por onvenção. Assume-se que as �has da maração

iniial já umpriram seu tempo de espera (estando disponíveis desde t = �1) e que as transições

internas e de saída disparam assim que habilitadas (solução mínima). Em Baelli et al. (1992),

enontra-se uma disussão ompleta sobre essas ondições �an�nias�.

Um exemplo da dinâmia do GET da Fig. 6 é mostrado na Fig. 7. Suponha que em t = 0 oorre

um disparo em ada transição de entrada. Instantaneamente uma �ha é depositada no lugar de

partida de ada transição. Nesse aso, o disparo da transição x1, que deveria oorrer numa rede de

Petri onvenional, não oorre devido à temporização do lugar de partida de u1. O mesmo oorre

om x2. O disparo de x1 se dará apenas em t = 1, quando a �ha proveniente de u1 terá umprido

seu tempo de espera de uma unidade de tempo. Logo, a transição x1 se torna habilitada em t = 1 e

dispara, removendo uma �ha de seus lugares de hegada e depositando uma �ha em ada um de

seus lugares de partida. A transição x2 será habilitada apenas em t = 2.

u1 u1

u2 u2

y1 y1

y2 y2

x1 x1

x2 x2

t = 0 t = 1

Figura 7: Dinâmia de um GET.

2.2.2 Datadores

Nesta seção equaiona-se a dinâmia de um GET de forma que se possa desrever a sequênia

temporal de disparo das diversas transições para uma dada sequênia temporal de disparo da entrada.

Assume-se que a sequênia de disparo da entrada é livre e deve ser forneida externamente.

As variáveis onsideradas nesta seção são do tipo datadores ou �daters�.
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De�nição 2.4 (Datadores). Um datador é uma variável x(k) assoiada a uma transição que or-

responde ao instante de tempo no qual oorre o evento de número k dessa transição.

Uma de�nição formal e preisa é dada em Baelli et al. (1992, Def. 5.5), onde datadores

são de�nidos omo mapeamentos não-deresentes. Entretanto, a de�nição 2.4 é su�iente para a

ompreensão da maioria dos oneitos apresentados nesse apítulo.

Nota 2.5. Datadores são sequênias temporais não-deresentes, pois os eventos se suedem um

após o outro no tempo e aos quais são atribuídos números de sequênia em ordem resente de

oorrênia. No entanto, vários eventos podem oorrer na mesma data.

Assim, para o sistema da Fig. 6, podem-se esrever as seguintes equações:

x1(k) = maxf1 + x1(k � 2); 1 + x2(k � 1); 1 + u1(k)g (2.1a)

x2(k) = maxf1 + x1(k); 2 + u2(k)g (2.1b)

y1(k) = x1(k) (2.1)

y2(k) = x2(k) (2.1d)

A operação de maximização é uma onsequênia direta da sinronização. Uma transição xi

dispara no tempo máximo entre os instantes de tempo de disparo das transições xj onetadas a xi

somados ao respetivo tempo de permanênia do lugar que oneta xj a xi. A maração iniial apenas

introduz um desloamento na numeração dos eventos de ada transição. Isso está representado nas

equações (2.1) aima.

Conforme o exemplo da Fig. 7, o primeiro evento (k = 0) de ada transição de entrada oorre

em t = 0. Logo, u1(0) = u2(0) = 0 e o primeiro evento de x1 e y1 oorre em t = 1 assim omo o de

x2 e y2 em t = 2, segundo as equações:

x1(0) = maxf1 + x1(�2); 1 + x2(�1); 1 + u1(0)g = 1 pois x1(�2) = x2(�1) = �1 (2.2a)

x2(0) = maxf1 + x1(0); 2 + u2(0)g = 2 (2.2b)

y1(0) = x1(0) = 1 (2.2)

y2(0) = x2(0) = 2 (2.2d)

Estas equações são não-lineares quando esritas na álgebra onvenional. Entretanto, de�nindo-

se as operações de maximização e soma usual omo as operações � e 
, respetivamente, de um

dióide apropriado, obtêm-se equações lineares.

De�nição 2.6 (Álgebra Max-plus). O onjunto Z[f+1;�1g dotado das operações max omo

� e adição usual omo 
 om elementos e e � orrespondendo a zero e �1, respetivamente, é

denominado álgebra Max-plus, também denotada Zmax. O elemento +1 é o elemento de topo do

onjunto denotado >.
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Esta álgebra é apropriada para representar um GET desrito por meio de datadores. Nesse aso,

as equações (2.1) podem ser esritas omo:

x1(k) = 1
 x1(k � 2)� 1
 x2(k � 1)� 1
 u1(k) (2.3a)

x2(k) = 1
 x1(k)� 2
 u2(k) (2.3b)

y1(k) = x1(k) (2.3)

y2(k) = x2(k) (2.3d)

Para se obter equações reursivas em apenas uma variável de estado, substitui-se x2(k) na equação

de x1(k). Logo,

x1(k) = 1x1(k � 2)� 1x2(k � 1)� 1u1(k)

= 1x1(k � 2)� 1[1x1(k � 1)� 2u2(k � 1)℄� 1u1(k)

= 2x1(k � 1)� 1x1(k � 2)� 1u1(k)� 3u2(k � 1)

= (2� 1)x1(k � 1)� 1x1(k � 2)� 1u1(k)� 3u2(k � 1)

= 2x1(k � 1)� 1x1(k � 1)� 1x1(k � 2)� 1u1(k)� 3u2(k � 1)

= 2x1(k � 1)� 1[x1(k � 1)� x1(k � 2)℄� 1u1(k)� 3u2(k � 1)

= 2x1(k � 1)� 1x1(k � 1)� 1u1(k)� 3u2(k � 1)

= (2� 1)x1(k � 1)� 1u1(k)� 3u2(k � 1)

= 2x1(k � 1)� 1u1(k)� 3u2(k � 1)

(2.4)

Nas equações aima foram usadas duas regras de simpli�ação. A primeira é óbvia, pois 2 = 2�1

no dióide Zmax. Já a segunda, dada por x1(k� 1) = x1(k� 1)�x1(k� 2), é válida pois x1(k� 1) �

x1(k � 2). Isto oorre porque x1(k) é um datador, e portanto uma função não-deresente de k.

Analogamente, substituindo-se x1(k) na equação em x2(k) tem-se

x2(k) = 1x1(k)� 2u2(k)

= 1[2x1(k � 1)� 1u1(k)� 3u2(k � 1)℄� 2u2(k)

= 3x1(k � 1)� 4u2(k � 1)� 2u1(k)� 2u2(k)

= 2[1x1(k � 1)� 2u2(k � 1)℄� 2u1(k)� 2u2(k)

= 2x2(k � 1)� 2u1(k)� 2u2(k)

(2.5)

Como y1(k) = x1(k) e y2(k) = x2(k), obtém-se uma relação entrada-saída de primeira ordem para

o sistema, onforme as equações (2.6) abaixo.

y1(k) = 2y1(k � 1)� 1u1(k) � 3u2(k � 1) (2.6a)

y2(k) = 2y2(k � 1)� 2u1(k) � 2u2(k) (2.6b)
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De forma semelhante à transformada z na teoria de sistemas, onde z�1 pode ser interpretado

omo o operador atraso, de�ne-se o operador atraso em ontagem  omo x(k) = x(k � 1).

Logo, as equações (2.6) podem ser esritas em termos deste operador omo:

y1 = (2)y1 � 1u1 � (3)u2 (2.7)

y2 = (2)y2 � 2u1 � 2u2 (2.8)

Pelo teorema 1.40, as equações aima têm solução mínima

y1 = 1(2)�u1 � 3(2)�u2 (2.9a)

y2 = 2(2)�u1 � 2(2)�u2 (2.9b)

Na forma matriial para Y = ( y1 y2 )0 e U = ( u1 u2 )0, tem-se:

Y =

 
1 3

2 2

!
(2)�U (2.10)

A equação aima é failmente reonheida omo uma relação entrada-saída na forma Y = HU ,

onde H é a função de transferênia em  do sistema. Essa representação é denominada transformada

.

Uma interpretação físia pode ser dada aos elementos de H a partir do grafo da Fig. 6. O

aminho simples entre u1 e y1 introduz um atraso de 1 unidade de tempo (h11) e entre u2 e y1 de

3 unidades de tempo e 1 �ha (h12). Já os aminhos simples entre u1 e y2 (h21) e u2 e y2 (h22)

introduzem um atraso de 2 unidades de tempo ada um. O termo (2)� introduz uma periodiidade

no sistema de um evento a ada 2 unidades de tempo, omo será visto na seção 2.5.2.

Os resultados aima mostram que é possível obter um modelo linear para um GET tanto na

forma de equações reursivas (2.9), quanto na forma de equações algébrias (2.10).

Apliando-se agora o operador  diretamente nas equações (2.3) tem-se:

x1 = (12)x1 � (1)x2 � 1u1 (2.11a)

x2 = 1x1 � 2u2 (2.11b)

Substituindo-se x2 em x1 e y1 = x1 na equação (2.11a) aima obtém-se

y1 = (12)y1 � (1)[1y1 � 2u2℄� 1u1

= (2 � 12)y1 � 1u1 � (3)u2
(2.12)

Pelo teorema 1.40, a equação (2.12) têm solução mínima

y1 = 1(2 � 12)�u1 � 3(2)�u2 (2.13)
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Comparando-se as equações (2.9a) e (2.13) nota-se uma equivalênia entre 2 e (2 � 12). De

fato, esses elementos são iguais na álgebra da transformada :

2 � 12 = (2� 1) � 12 = 2 � 1 � 12

= 2 � 1( � 2)

= 2 � 1 = (2� 1) = 2

(2.14)

A simpli�ação  = ( � 2) pode ser desrita omo:

tl � tm = tmin(l;m) (2.15)

Essa simpli�ação é possível devido à onsideração de trajetórias não-deresentes. Portanto, a

álgebra que envolve a transformada  deve ser de�nida de forma a onsiderar a regra de simpli�a-

ção (2.15). Essa disussão entretanto, será adiada até a seção 2.3, quando se estabelee a represen-

tação de um GET no dióide bidimensional que será utilizado na tese. Por enquanto, formalizam-se

os resultados mostrados aima.

De maneira geral, qualquer GET pode ser desrito pelas seguintes equações:

x(k) =
MM
i=0

(Aix(k � i)�Biu(k � i)) (2.16a)

y(k) =

MM
i=0

Cix(k � i) (2.16b)

Nas equações aima, u, x e y são vetores de datadores ujas dimensões são iguais ao número de

transições de entrada, de transições internas e de saída do sistema, respetivamente. As matrizes

Ai, Bi e Ci possuem dimensões apropriadas om elementos em Zmax e M é o número máximo de

�has existentes na maração iniial de ada lugar.

A forma an�nia da equação (2.16) aima é obtida quando aparee somente x(k � 1) no lado

direito das equações. Para obtê-la é neessário resolver a parte implíita A0x(k), aso exista.

Pelo teorema 1.40, a solução mínima xmin da equação implíita x = ax� b é xmin = a�b sempre

que a� puder ser de�nida. Pode-se mostrar que se um GET é vivo (não-bloqueado), então A�

0 é

�nita (Baelli et al., 1992, Teo. 2.66) e x(k) pode ser esrito omo:

x(k) =

MM
i=1

(A�

0Aix(k � i)�A�

0Biu(k � i)) (2.17)

O próximo passo é lássio na teoria de sistemas e onsiste em aumentar a dimensão do vetor

de estado, inorporando versões atrasadas das variáveis x e u. Como onsequênia, qualquer GET
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pode ser desrito pelas seguintes equações an�nias:

x(k) = Ax(k � 1)�Bu(k) (2.18a)

y(k) = Cx(k) (2.18b)

Nessas equações, as transições disparam assim que habilitadas e x(k) = � para k < 0, ou seja,

as �has da maração iniial estão disponíveis desde t = �1.

Apliando-se então o operador  nas equações (2.18), obtém-se:

X = (A)X �BU (2.19a)

Y = CX (2.19b)

A solução mínima das equações (2.19) é dada pelo teorema 1.40. Logo, Y = C(A)�BU e a

função de transferênia do sistema é por de�nição H = C(A)�B.

Para o exemplo dado, obtêm-se as equações na forma (2.16) diretamente a partir das equa-

ções (2.3) esritas na forma matriial, ou seja,

x(k) =

 
� �

1 �

!
x(k)�

 
� 1

� �

!
x(k � 1)�

 
1 �

� �

!
x(k � 2)�

 
1 �

� 2

!
u(k) (2.20a)

y(k) =

 
e �

� e

!
x(k) (2.20b)

Nestas equações, x = ( x1 x2 )0, y = ( y1 y2 )0 e u = ( u1 u2 )0.

Após as manipulações dadas pela equação (2.17) e a introdução de um novo estado x3(k) =

x1(k � 1) obtém-se a seguinte forma an�nia:

x(k) =

0
BB�

� 1 1

� 2 2

1 � �

1
CCAx(k � 1)�

0
BB�

1 �

2 2

� �

1
CCAu(k) (2.21a)

y(k) =

 
e � �

� e �

!
x(k) (2.21b)

Logo, a função de transferênia do sistema H = C(A)�B é dada por:

H =

 
e � �

� e �

!0BB�
� 1 1

� 2 2

1 � �

1
CCA

�0BB�
1 �

2 2

� �

1
CCA =

 
1 3

2 2

!
(2)� (2.22)

A equação (2.22) aima é obtida om o auxílio do lema 1.48 de forma semelhante à mostrada no

apêndie B para a equação (2.44). Essa função de transferênia é a mesma dada pela equação (2.10).

Isso sugere que existem diferentes realizações para uma mesma função de transferênia.
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Para exempli�ar a resposta temporal do GET desrito pela equação (2.22), suponha que em

t = 0 oorrem in�nitos disparos das transições u1 e u2 de entrada. Essa abstração orresponde

a obter a saída do sistema sem impor restrição alguma sobre as entradas. Logo, esta resposta é

devida apenas à estrutura e temporizações internas do GET e orresponde à sua resposta impulsiva,

omo será visto na seção 2.4. As ontribuições das duas entradas sobre as duas saídas podem ser

visualizadas separadamente na Fig. 8. Estas ontribuições orrespondem aos elementos da matriz

H. Assim, tomando-se a relação u1 ! y1, tem-se que o primeiro disparo (k = 0) de u1 ontribui para

o disparo de y1 apenas após deorrido uma unidade de tempo. Posteriormente, esta ontribuição

atinge um omportamento em regime a uma taxa de um evento a ada duas unidades de tempo.

Analogamente para a ontribuição de u2 sobre y1. A sequênia de disparo da saída y1 é então dada

pela maximização (soma no dióide Zmax) destas duas ontribuições e analogamente para a saída y2.

tempo

evento

taxa=1/2

u1 ! y1

e

tempo

evento

taxa=1/2

u2 ! y1

e

tempo

evento

taxa=1/2

u1 ! y2

e

tempo

evento

taxa=1/2

u2 ! y2

e

Figura 8: Resposta temporal de um GET.

2.2.3 Contadores

Na seção 2.2.2 foram usadas variáveis do tipo datadores para desrever a dinâmia de um GET.

Nesta seção, uma desrição do sistema é obtida para variáveis do tipo ontadores ou �ounters�. Como
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o desenvolvimento é análogo ao da seção anterior, muitas passagens foram omitidas, destaando-se

apenas os resultados prinipais.

De�nição 2.7 (Contadores). Um ontador é uma variável x(t) assoiada a uma transição, que

orresponde ao número do último evento oorrido antes do ou no instante t.

Nota 2.8. Da mesma forma que datadores, ontadores são sequênias não-deresentes.

O sistema da Fig. 6 pode ser desrito em termos de ontadores omo:

x1(t) = minf2 + x1(t� 1); 1 + x2(t� 1); 1 + u1(t)g (2.23a)

x2(t) = minfx1(t� 1); u2(t� 2)g (2.23b)

y1(t) = x1(t) (2.23)

y2(t) = x2(t) (2.23d)

O número de disparos de uma transição xi até um instante de tempo t orresponde ao mínimo

dos números de disparo das transições xj onetadas a xi somados ao respetivo número de �has

da maração iniial do lugar que oneta xj a xi. A temporização dos lugares apenas introduz

um desloamento temporal na oorrênia dos eventos de ada transição. Isso está representado nas

equações (2.23) aima.

De�nindo-se as operações de minimização e soma usual omo as operações � e 
, respetiva-

mente, de um dióide apropriado, obtêm-se equações lineares.

De�nição 2.9 (Álgebra Min-plus). O onjunto Z[ f+1;�1g dotado das operações min omo

� e adição usual omo 
, om elementos e e � orrespondendo a zero e +1, respetivamente, é

denominado álgebra Min-plus, também denotada Zmin. O elemento �1 é o elemento de topo do

onjunto denotado >.

Essa álgebra é adequada para representar um GET desrito por meio de ontadores. Nesse aso,

as equações (2.23) podem ser esritas omo:

x1(t) = 2
 x1(t� 1)� 1
 x2(t� 1)� u1(t� 1) (2.24a)

x2(t) = x1(t� 1)� u2(t� 2) (2.24b)

y1(t) = x1(t) (2.24)

y2(t) = x2(t) (2.24d)
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Para se obter equações reursivas em apenas uma variável, substitui-se x2(t) na equação de x1(t).

x1(t) = 2x1(t� 1)� 1x2(t� 1)� u1(t� 1)

= 2x1(t� 1)� 1[x1(t� 2)� u2(t� 3)℄� u1(t� 1)

= 2x1(t� 1)� 1x1(t� 2)� u1(t� 1)� 1u2(t� 3)

= 2x1(t� 1)� (2� 1)x1(t� 2)� u1(t� 1)� 1u2(t� 3)

= 2x1(t� 1)� 2x1(t� 2)� 1x1(t� 2)� u1(t� 1)� 1u2(t� 3)

= 2[x1(t� 1)� x1(t� 2)℄� 1x1(t� 2)� u1(t� 1)� 1u2(t� 3)

= 2x1(t� 2)� 1x1(t� 2)� u1(t� 1)� 1u2(t� 3)

= (2� 1)x1(t� 2)� u1(t� 1)� 1u2(t� 3)

= 1x1(t� 2)� u1(t� 1)� 1u2(t� 3)

(2.25)

Nesse aso, 1 = 2� 1 no dióide Zmin e x1(t� 2) = x1(t� 1)�x1(t� 2) pois x1(t� 2) � x1(t� 1).

Note que a relação de ordem no dióide Zmin é invertida em relação à usual, pois 1 � 2.

Após algumas manipulações, a relação entrada-saída para o sistema é dada por:

y1(t) = 1y1(t� 2)� u1(t� 1)� 1u2(t� 3) (2.26a)

y2(t) = 1y2(t� 2)� u1(t� 2)� u2(t� 2) (2.26b)

De�nindo-se o operador atraso em datação Æ omo Æx(t) = x(t� 1), tem-se

y1 = (1Æ2)y1 � Æu1 � (1Æ3)u2 (2.27a)

y2 = (1Æ2)y2 � Æ2u1 � Æ2u2 (2.27b)

Na forma matriial obtém-se:

Y =

 
Æ 1Æ3

Æ2 Æ2

!
(1Æ2)�U (2.28)

Neste aso Y = HU , e H é a função de transferênia em Æ do sistema. Essa representação é

denominada transformada Æ.

Os resultados aima mostram que também para ontadores é possível obter um modelo linear

para um GET, tanto na forma de equações reursivas (2.26), quanto na forma de equações algébri-

as (2.28).

Apliando-se agora o operador Æ diretamente nas equações (2.24) tem-se:

x1 = (2Æ)x1 � (1Æ)x2 � Æu1 (2.29)

x2 = Æx1 � Æ2u2 (2.30)
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A relação entrada-saída para y1 �a

y1 = Æ(1Æ2 � 2Æ)�u1 � 1Æ3(1Æ2)�u2 (2.31)

Comparando-se as equações (2.27a) e (2.31) nota-se uma equivalênia entre 1Æ2 e (1Æ2 � 2Æ1).

De fato, esses elementos são iguais na álgebra da transformada Æ:

1Æ2 � 2Æ1 = (1� 2)Æ2 � 2Æ1 = 1Æ2 � 2Æ2 � 2Æ1

= 1Æ2 � 2(Æ2 � Æ1)

= 1Æ2 � 2Æ2 = (1� 2)Æ2 = 1Æ2

(2.32)

A simpli�ação Æ2 = Æ2 � Æ1 pode ser desrita omo:

kÆ� � kÆ� = tmax(�;�) (2.33)

Essa simpli�ação é possível devido à onsideração de trajetórias não-deresentes. Logo, a

álgebra que envolve a transformada Æ deve ser de�nida de forma a onsiderar a regra de simpli�a-

ção (2.15). Isso é disutido na seção 2.3. Por enquanto, formalizam-se os resultados anteriores.

De maneira geral, todo GET pode ser desrito pelas seguintes equações an�nias em termos de

ontadores:

x(t) = Ax(t� 1)�Bu(t) (2.34a)

y(t) = Cx(t) (2.34b)

Nessas equações as transições disparam assim que habilitadas e x(t) = > para t < 0. Apliando-

se o operador Æ nas equações (2.34), obtém-se:

X = (ÆA)X �BU (2.35a)

Y = CX (2.35b)

Nesse aso, a função de transferênia é dada por H = C(ÆA)�B.

Nota 2.10. Os resultados obtidos para ontadores podem ser diretamente obtidos de datadores, bas-

tando para isso troar oe�ientes de datadores por argumentos de ontadores assoiados a uma

mesma transição (e vie-versa). Nas representações transformadas, oe�ientes em  passam a

expoentes em Æ e vie-versa.

2.3 Desrição no dióide bidimensional

As seções anteriores estabeleeram modelos lineares algébrios para GETs. Na seção 2.2.2, o mo-

delo algébrio obtido é representado pela transformada , através da introdução do operador atraso
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em ontagem x(k) = x(k�1). A álgebra dessa transformada utiliza a álgebra das séries de potênia

(seção 1.3.2) em uma variável  om oe�ientes em Zmax, aresida da regra de simpli�ação (2.15).

Analogamente, na seção 2.2.3 obtém-se um modelo algébrio representado pela transformada Æ,

através da introdução do operador atraso em datação Æx(t) = x(t�1). A álgebra dessa transformada

utiliza a álgebra das séries de potênia em uma variável Æ om oe�ientes em Zmin, aresida da

regra de simpli�ação (2.33).

As regras de simpli�ação (2.15) e (2.33) oorrem tanto em datadores quanto em ontadores om

o objetivo de restringir as variáveis utilizadas a trajetórias não-deresentes.

Além disso, uma representação pode ser derivada da outra, pois oe�ientes das séries em  se

tornam expoentes das séries em Æ e vie-versa. Grosso modo, isso oorre porque em  (Æ), oe�ientes

(expoentes) estão relaionados a atrasos e expoentes (oe�ientes) a �has.

Esses fatos sugerem uma estrutura algébria únia a partir da qual datadores e ontadores possam

ser derivados. Essa estrutura é o dióideMax

in
J; ÆK, formado pelo dióide B J; ÆK das séries de potênia

em duas variáveis (; Æ) om oe�ientes (booleanos) em f�; eg e expoentes em Z (seção 1.3.2),

aresido das seguintes regras de simpli�ação:

kÆt � lÆt = min(k;l)Æt (2.36a)

kÆt � kÆl = kÆmax(t;l) (2.36b)

De erta forma, esse dióide ombina as propriedades das representações em  e em Æ. A mani-

pulação algébria de séries de potênia em (; Æ) usando as regras de simpli�ação (2.36) pode ser

interpretada em termos da manipulação de informação sobre eventos. Assim, ada lugar entre duas

transições transmite informação da transição de hegada nesse lugar para a transição de partida

desse lugar. Contudo, essa informação é desloada pelo número de �barras� em termos de tempo e

pelo número de �pontos� em termos de numeração. Algebriamente, esse desloamento é obtido pela

multipliação da série orrespondente (informação de entrada) pelo mon�mio assoiado ao lugar. As

regras de simpli�ação podem ser interpretadas a partir do grafo assoiado, omo informações que

dominam ou ontêm outras, omo mostra a Fig. 9 abaixo.

Figura 9: Regras de simpli�ação.

A representação de um sistema no dióide Max

in
J; ÆK é frequentemente denominada desrição

bidimensional devido à sua representação no plano Z2. Sua notação é derivada da notação de séries

de potênia e sugere o uso tanto da operação de maximização quanto de minimização nas operações.
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Os elementos de Max

in
J; ÆK são de fato lasses de equivalênia. Dados dois elementos a e b em

B J; ÆK, de�ne-se a seguinte relação de equivalênia:

a � b, ( � Æ�1)�a = ( � Æ�1)�b (2.37)

Isso signi�a que um mon�mio a = kÆt representa todo o one a sudeste do ponto (k; t) no

plano Z2, onforme ilustrado na Fig. 10.

(tempo) t

n (evento)

(2; 3)

(5; 5)

(4; 2)

x = 2Æ3 � 5Æ5 � 4Æ2 = 2Æ3 � 5Æ5

Figura 10: Elemento do dióide bidimensional.

Por de�nição, Max

in
J; ÆK é o quoiente de B J; ÆK pela relação de equivalênia (2.37), ou seja

M
ax

in J; ÆK = ( � Æ�1)�B J; ÆK (2.38)

A soma de mon�mios neste dióide orresponde à união dos respetivos ones a sudeste, dando

origem às regras de simpli�ação (2.36). O produto neste dióide orresponde ao produto de séries

de potênia, onforme de�nido na seção 1.3.2.

A partir das onsiderações aima e daquelas feitas nas seções 2.2.2 e 2.2.3, pode-se enuniar

o seguinte resultado geral. Qualquer GET pode ser modelado pelas seguintes equações algébrias

lineares:

X = AX �BU (2.39a)

Y = CX (2.39b)

Os vetores U , X e Y de dimensões m, n e p orrespondem às variáveis assoiadas às m transições

de entrada, n transições internas e p transições de saída do sistema, respetivamente. As matrizes

An�n, Bn�m, Cp�n são desritas no dióide apropriado.

A forma matemátia de X, U , Y , A, B e C depende da desrição adotada. Assim, X, U e Y

podem ser:

� séries de potênia em  om oe�ientes em Zmax;

� séries de potênia em Æ om oe�ientes em Zmin;

� séries de potênia em (; Æ) om oe�ientes em f�; eg.
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As matrizes A, B e C possuem elementos polinomiais de mesma natureza das séries de potênia

X, U e Y , porém om expoentes apenas não-negativos, uma vez que �has da maração iniial e

tempos de espera introduzem desloamentos não-negativos.

Nota 2.11. A partir desse ponto, quando não expliitamente menionado no texto, qualquer refe-

rênia ao modelo de um GET segundo a equação (2.39) assume desrição no dióide Max

in
J; ÆK.

A forma das equações (2.39) sugere a representação dada pela Fig. 11.

A

B C

U YX

Figura 11: Representação multivariável de um GET.

Na Fig. 11, aros e transições orrespondem a múltiplos aros e múltiplas transições onetando

os vetores X, U e Y . Essa �gura expliita a função da matriz B omo uma transformação de

entradas que podem ser espei�adas externamente atuando sobre os estados; a função da matriz

A omo desritora da dinâmia do sistema e a função da matriz C omo uma transformação dos

estados em saídas que podem ser aessadas externamente. Nos apítulos 4 e 5, essa �gura é usada

omo base para a estrutura de ontrole proposta.

Para o exemplo dado na seção 2.2 (Fig. 6), a desrição no dióide Max

in
J; ÆK pode ser obtida

diretamente do grafo omo

x1 = (2Æ)x1 � (Æ)x2 � Æu1 (2.40a)

x2 = Æx1 � Æ2u2 (2.40b)

y1 = x1 (2.40)

y2 = x2 (2.40d)

Na forma matriial tem-se:

X =

 
2Æ Æ

Æ �

!
X �

 
Æ �

� Æ2

!
U (2.41a)

Y = X (2.41b)

As equações (2.41) aima já estão na forma da equação (2.39), om:

A =

 
2Æ Æ

Æ �

!
B =

 
Æ �

� Æ2

!
C =

 
e �

� e

!
(2.42)
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2.4 Função de transferênia

Pelo teorema 1.40, a equação (2.39a) tem solução mínima X = (A�B)U e onsequentemente

Y = (CA�B)U . Logo, a função de transferênia do sistema é por de�nição dada por:

H = CA�B (2.43)

Para A, B e C dadas pelas equações (2.42), tem-se (veja apêndie B):

H = CA�B =

 
Æ Æ3

Æ2 Æ2

!
(Æ2)� (2.44)

Note que se U = e, então Y = CA�B. Ou seja, a função de transferênia representa a saída

do sistema para uma entrada igual a e = Æ0(0 � 1 � 2 � : : : ). Isso orresponde a forneer uma

quantidade in�nita de �has nas entradas do sistema em t = 0 ou equivalentemente a disparar as

transições de entrada in�nitas vezes em t = 0. Essa interpretação é análoga à resposta impulsiva na

teoria onvenional de sistemas e portanto a função de transferênia pode ser vista omo a resposta

impulsiva de um GET.

2.5 Raionalidade, realizabilidade e periodiidade

As seções anteriores mostraram que é possível representar um GET por um modelo algébrio

linear segundo as equações (2.39), que forneem uma representação entrada-saída H dada pela

equação (2.43). Esta seção estuda as propriedades desse modelo e estabelee um dos prinipais

resultados da teoria de modelagem de GETs em dióides: a equivalênia entre a realizabilidade, a

raionalidade e a periodiidade de H, enuniada pelo teorema 2.16.

De�nição 2.12 (Raionalidade). Um elemento deMax
in

J; ÆK é raional se pertene ao fehamento

raional do subonjunto f�; e; ; Æg. Um vetor ou matriz é raional se seus elementos são todos

raionais.

De�nição 2.13 (Realizabilidade). Uma matriz H 2 (Max
in

J; ÆK)p�m é realizável se pode ser es-

rita omo

H = C(A1 � ÆA2)
�B (2.45)

onde A1 e A2 são matrizes n�n, sendo n um inteiro arbitrário, porém �nito (dependente de H), B

e C são matrizes n�m e p� n respetivamente e ada elemento dessas matrizes é igual a � ou e.
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De�nição 2.14 (Periodiidade). Um elemento h de Max

in
J; ÆK é periódio se existem dois polin�-

mios p e q e um mon�mio m (todos ausais) tais que

h = p� qm� (2.46)

Uma matriz H é periódia se seus elementos são todos periódios.

De�nição 2.15 (Causalidade). Um elemento h de Max

in
J; ÆK é ausal se h = � ou se val(h) � 0

e h � val(h).

Teorema 2.16. Para H 2 (Max
in

J; ÆK)p�m, as três seguintes a�rmações são equivalentes:

� H é realizável;

� H é raional;

� H é periódia.

As seções seguintes disutem ada uma dessas propriedades separadamente e as inserem no

ontexto da tese.

2.5.1 Representações raionais e realizabilidade

A de�nição 2.12 envolve o oneito de fehamento raional.

De�nição 2.17 (Fehamento raional). O fehamento raional de um subonjunto T de um diói-

de ompleto D, denotado T�, é o mínimo sub-dióide de D ontendo T e todas as somas, produtos e

operações-estrela �nitas de seus elementos.

Portanto, pela de�nição 2.12, os elementos raionais do dióideMax

in
J; ÆK são formados por somas,

produtos e operações-estrela �nitas de f�; e; ; Æg. O teorema 2.16 estabelee que se H pertene ao

onjunto dos elementos raionais de Max

in
J; ÆK, então existe um GET que a realiza. Em outras

palavras, existe um GET uja função de transferênia é H.

Realizabilidade está relaionada om a propriedade de um modelo ser realizável, ou seja, poder

ser �siamente onstruído. Portanto, é importante reonheer dentre os elementos de Max

in
J; ÆK

aqueles realizáveis, ou seja, que podem ser representados por um GET. O teorema 2.16 estabelee

que se H pertene ao onjunto dos elementos realizáveis deMax

in
J; ÆK, então H é raional. Em outras

palavras, a função de transferênia de um GET pode ser desrita usando-se apenas somas, produtos

e operações-estrela �nitas de f�; e; ; Æg.

Resumindo, qualquer GET possui um modelo entrada-saída que pode ser desrito usando-se

apenas somas, produtos e operações-estrela �nitas de f�; e; ; Æg. Além disso, qualquer representação
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desse tipo orresponde a um GET. Portanto, GETs orrespondem a uma lasse de sistemas que

podem ser modelados no dióide Max

in
J; ÆK denominados sistemas raionais.

Existem diferentes representações para um mesmo sistema raional. Todas desrevem as mesmas

relações entrada-saída do sistema e portanto, expressam a mesma função de transferênia. Em Ba-

elli et al. (1992), várias delas são disutidas, mas o problema de representação mínima, ou seja, do

número mínimo de estados neessários para representar uma função de transferênia raional ainda

permanee em aberto.

Além disso, sempre é possível obter uma realização om matrizes B e C booleanas, nas quais ada

entrada atua sobre um únio estado e ada saída é obtida a partir de um únio estado. Entretanto,

isso é onseguido om o possível aumento do número de estados, omo mostrado através do exemplo

da Fig. 12. No apítulo 6, isso é usado para justi�ar parte da metodologia de projeto do ontrolador.

u1

u2

x1

x2

x3

x4

y1

y2

Figura 12: Exemplo om estado aumentado.

Modelando o sistema da Fig. 12 no dióide Max

in
J; ÆK tem-se:

x1 = (2Æ)x1 � (Æ)x2 (2.47a)

x2 = Æx1 � Æ2x4 (2.47b)

x3 = u1 (2.47)

x4 = u2 (2.47d)

y1 = x1 (2.47e)

y2 = x2 (2.47f)

Uma realização desse sistema é dada por:

A =

0
BBBBB�

2Æ Æ Æ �

Æ � � Æ2

� � � �

� � � �

1
CCCCCAB =

0
BBBBB�

� �

� �

e �

� e

1
CCCCCAC =

 
e � � �

� e � �

!
(2.48)
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Apliando-se o lema 1.48 para a matriz A, obtém-se:

A� =

0
BBBBB�

(Æ2)� Æ(Æ2)� Æ(Æ2)� Æ3(Æ2)�

Æ(Æ2)� (Æ2)� Æ2(Æ2)� Æ2(Æ2)�

� � e �

� � � e

1
CCCCCA (2.49)

A função de transferênia do sistema é a mesma dada pela equação (2.44), uma vez que são

diferentes realizações do mesmo sistema, ou seja:

H = CA�B =

 
Æ Æ3

Æ2 Æ2

!
(Æ2)� (2.50)

2.5.2 Séries periódias

Existem elementos em Max

in
J; ÆK, denominados séries periódias, que permitem representar um

omportamento in�nito através de uma expressão �nita p� qm�. Nessa representação �nita podem

ser reonheidas duas parelas. A primeira parela p representa um omportamento transitório de

dimensão �nita ao �m do qual se iniia um omportamento periódio. Esse omportamento periódio

é araterizado por uma inlinação dada pelo mon�mio m e um padrão �nito dado pelo polin�mio

q, que se repete inde�nidamente.

Pelo teorema 2.16, qualquer GET apresenta uma função de transferênia H om esse ompor-

tamento. Portanto, a resposta impulsiva de um GET apresenta um transitório iniial para depois

atingir um regime periódio no qual a inlinação da série fornee a taxa média de eventos produzi-

dos na saída do sistema por unidade de tempo. A Fig. 13 mostra a resposta típia de um sistema

raional.

tempo

evento

taxa de produção

transitório

regime

e

solução mínima

outras soluções

Figura 13: Resposta típia de um sistema raional.

Para o exemplo da Fig. 6, a ontribuição da entrada u1 na saída y1 é de Æ(Æ2)�u1. Portanto, em

regime, u1 ontribui om um evento a ada duas unidades de tempo, sendo que o primeiro evento
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não oorre antes de deorrido um instante de tempo. Note que esse sistema é fortemente onetado1

e portanto todas as transições estão sujeitas à mesma taxa de produção em regime.

A álgebra de séries periódias é extensivamente disutida em Cotteneau (1999) e Gaubert (1992).

Dentre os resultados estabeleidos, tem-se que a soma, o produto e a divisão (formalmente de�ni-

da pela residuação) de séries periódias resulta em uma série periódia. Entretanto, a divisão

de séries periódias ausais pode forneer uma série periódia não-ausal. Como essa operação é

muito utilizada nesta tese, um exemplo de álulo é mostrado no apêndie B através da divisão

[e � Æ3(Æ2)�℄Æn[e � Æ3(Æ2)�℄ = (Æ2)�. Atualmente, programas de omputador de manipulação

simbólia podem auxiliar em alguns desses álulos. Esses programas se enontram na forma de

biblioteas de funções em C++, Silab ou Maple (Cotteneau et al., 2000; Gaubert, 1992).

2.6 Conlusão

Resumindo os prinipais resultados deste apítulo, um grafo a eventos é uma lasse partiular

de rede de Petri na qual ada lugar tem exatamente uma transição de hegada e uma transição de

partida. Dessa forma, é possível modelar apenas sistemas que apresentam aspetos de sinronização,

sem onorrênia ou ompartilhamento de reursos. Um grafo a eventos é dito temporizado (GET)

se existe um tempo de espera assoiado a ada lugar do grafo. Nesse aso, uma �ha ao entrar

num lugar deve umprir o tempo de espera assoiado ao lugar antes que possa ontribuir para a

habilitação da transição de partida deste lugar.

Diversas estruturas algébrias generiamente denominadas dióides podem representar um GET,

obtendo-se o seguinte modelo linear:

X = AX �BU

Y = CX

Com U , X e Y vetores de dimensões m, n e p, respetivamente, orrespondendo às variáveis

assoiadas às m transições de entrada, n transições internas e p transições de saída do sistema e

matrizes An�n, Bn�m, Cp�n apropriadas.

A forma matemátia de X, U , Y , A, B e C depende da desrição adotada. Assim, X, U e Y

podem ser:

� séries de potênia em  om oe�ientes em Zmax;

� séries de potênia em Æ om oe�ientes em Zmin;

� séries de potênia em (; Æ) om oe�ientes em f�; eg.

1Um grafo é fortemente onexo se existe um aminho ou �path� entre duas transições quaisquer.
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As matrizes A, B e C possuem elementos polinomiais de mesma natureza das séries de potênia

X, U e Y , porém om expoentes apenas não-negativos, uma vez que �has da maração iniial e

tempos de espera introduzem desloamentos não-negativos.

Esse modelo fornee uma função de transferênia dada por

H = CA�B

Os GETs onsiderados nesta tese são desritos no dióide Max
in

J; ÆK que é formado pelas séries de

potênia em duas variáveis (; Æ) om oe�ientes em f�; eg (booleanos) e expoentes em Z, aresido

das seguintes regras de simpli�ação:

kÆt � lÆt = min(k;l)Æt

kÆt � kÆl = kÆmax(k;l)

Finalmente, o teorema fundamental 2.16 arateriza ompletamente um sistema raional. Sua

função de transferênia é um elemento raional do dióide utilizado, realizável na forma de represen-

tação de estado (A;B;C) e ujo omportamento pode ser araterizado por uma série periódia,

na qual um omportamento em regime se estabelee após um transitório iniial. No apítulo 6, a

álgebra de séries periódias é muito utilizada para o álulo dos ontroladores, om destaque para a

operação de divisão, que não é fehada para o onjunto das séries ausais.
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Capítulo 3

Controle de GETs em Dióides

3.1 Introdução

Este apítulo deve ser onsiderado omo uma unidade à parte, omplementar para a ompreensão

da tese. Diante do vasto material sobre ontrole de SEDs em geral, optou-se por um apítulo

bibliográ�o dando uma visão geral das prinipais abordagens de ontrole atualmente enontradas

na literatura de GETs. Dessa forma, o leitor que se interesse por outras abordagens enontrará

material su�iente para iniiar uma pesquisa mais aprofundada, assim omo poderá situar a tese em

relação a outras abordagens orrelatas. Neste apítulo, estão reunidas apenas as abordagens que se

utilizam de dióides para a desrição do sistema.

Além disso, omo o tema entral da tese é o ontrole por modelo de referênia, a seção 3.5

introduz o assunto reunindo os prinipais resultados da literatura. Partiularmente, os resultados

de Cotteneau (1999) estão fortemente relaionados om esta tese. De fato, pode-se dizer que esses

resultados, obtidos através da formulação do problema de ontrole por modelo de referênia usando

apenas relações entrada-saída, são reproduzidos e generalizados nesta tese usando uma formulação

no espaço de estado.

Em relação à organização do apítulo, as abordagens de ontrole apresentadas podem ser dividi-

das em duas lasses, segundo a espei�ação a ser atendida. Assim, nos ontroles ótimo, supervisório

e preditivo das seções 3.2, 3.3 e 3.4 respetivamente, são espei�adas trajetórias a serem seguidas.

Já no ontrole por modelo de referênia da seção 3.5, a função de transferênia do sistema ontrola-

do deve igualar uma função de transferênia espei�ada. Finalmente, a seção 3.6 disute aspetos

sobre a estabilidade de GETs.

45
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3.2 Controle ótimo

Uma das primeiras propostas de ontrole de GETs é enontrada em Cohen et al. (1989) omo

um problema de �traking� de trajetória. Como visto no apítulo 2, a relação entrada-saída de um

GET pode ser desrita por Y = HU , sendo H a função de transferênia do sistema.

Nesse problema de ontrole, deseja-se obter o ontrole U tal que a saída do sistema ontrolado

Y siga uma trajetória de referênia Z dada, ou seja, Y = Z. A �solução� dessa equação é uma

apliação direta da teoria da residuação (seção 1.2.2), e partiularmente do resíduo do produto à

esquerda, dado pela de�nição 1.36. Assim, a máxima entrada Umax que satisfaz Y = HU � Z é

dada por Umax = HÆnZ.

Esse ontrole é onheido na literatura omo ontrole ótimo, devido à melhor aproximação da

referênia pela saída do sistema om a maior entrada possível. Isso orresponde a atrasar o máximo

possível a entrada sem violar uma espei�ação de saída dada.

Note que, para um problema no qual existe apenas sinronização de eventos, omo é o aso de

GETs, para uma espei�ação de saída dada, existe uma solução mínima que orresponde a disparar

as transições assim que habilitadas e uma solução máxima que orresponde a atrasar o máximo

possível o disparo das transições sem alterar o resultado da saída. No ontexto de um proesso de

manufatura, o ontrole ótimo orresponde a iniiar a produção de um item o mais tarde possível

para atender uma demanda dada, reduzindo estoques. Isso orresponde a uma polítia de produção

�just-in-time�.

Para ompreender esse enário, suponha que uma entrada Umin é apliada ao sistema obtendo-se

uma saída Yref = HUmin. Essa saída orresponde à solução mínima disutida no apítulo 2. Agora,

para obter a máxima entrada Umax que fornee a mesma saída Yref tem-se pelo ontrole ótimo que

Umax = HÆnYref . Nesse aso, Umax = HÆn(HUmin) � Umin devido a (A.2).

Em Cohen et al. (1989) e Baelli et al. (1992), o problema de ontrole ótimo é formulado na

álgebra de dióides usando uma desrição no espaço de estado. Como resultado, obtêm-se equações

om uma forte analogia om as equações de estado adjunto (ou o-estado) da teoria de ontrole ótimo.

Já em Lüders e Santos-Mendes (2001b) é disutido o álulo do ontrole ótimo a partir da relação

entrada-saída do sistema na forma reursiva. Tanto na forma de equações de o-estado quanto na

de relação entrada-saída do sistema, essas equações são anteipativas. A trajetória a ser seguida

é espei�ada num horizonte de tempo �nito e o álulo do ontrole ótimo é feito reursivamente

do futuro para o presente na forma de �bakward equations�. Assim, esse ontrole é típio para

apliações �o�-line� ou �bath� sobre um horizonte de planejamento �nito.

Entretanto, algumas abordagens prouram tratar variações na trajetória espei�ada ao longo

da operação do sistema. Em Lüders e Santos-Mendes (2001a) propõe-se uma estratégia denominada

ontrole ótimo inremental que ao invés de usar todo o horizonte de tempo para o álulo do ontrole,
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usa uma janela de tempo menor que desliza sobre esse horizonte, inorporando novas informações

da referênia a ser seguida. Já em Menguy et al. (2000b) modi�a-se o problema de ontrole ótimo

de forma a inorporar variações na referênia e entradas não-ontroláveis. Neste aso, o oneito

de �melhor aproximação� da referênia pelo sistema ontrolado é substituído pelo de �tão próxima

quanto possível�. Entretanto, tanto em Lüders e Santos-Mendes (2001a) quanto em Menguy et al.

(2000b) a espei�ação eventualmente será violada.

Além disso, o ontrole ótimo é um ontrole de trajetória em pré-ompensação (malha aberta), no

qual nenhuma informação da saída do sistema é usada para o álulo do ontrole, que é obtido apenas

a partir da referênia a ser seguida e dos parâmetros do sistema. Pode-se dizer que o ontrole ótimo

é obtido por um tipo de �inversão� da função de transferênia do sistema. Na teoria de ontrole

de sistemas ontínuos é bem onheido que o uso de estratégias de ontrole baseadas na simples

inversão do modelo do sistema é muito sensível a erros de modelagem. Alguns trabalhos propõem

alternativas no uso do ontrole ótimo para minimizar o efeito de erros de modelagem reorrendo à

analogia om sistemas ontínuos. Entretanto, pelo nosso onheimento, nenhum trabalho ompleto

foi publiado sobre esse assunto no ontexto de SEDs.

Assim, em Boimond e Ferrier (1996) é proposta uma estrutura IMC (�Internal Model Control�),

onde um termo de orreção obtido a partir da diferença entre a saída do sistema e a do modelo é

introduzido na equação de ontrole. Nesse aso, a di�uldade no uso da equação anteipativa do

ontrole ótimo é ontornada usando-se uma previsão da saída futura do sistema. Já em Menguy

et al. (2000a), uma estratégia inipiente de ontrole adaptativo indireto é proposta, na qual uma

identi�ação simples do modelo é usada no álulo do ontrole. Nesse aso, resultados de Menguy et

al. (2000b) são usados para permitir que o algoritmo de ontrole inorpore variações na referênia.

3.3 Controle supervisório

No modelo lógio de um SED ujo universo de eventos é �, a linguagem L � �� do sistema é o

onjunto de todas as sequênias de eventos geradas pelo sistema. O ontrole supervisório segundo a

abordagem de Ramadge e Wonham (1989) está baseado na restrição dessas sequênias a sequênias

aeitáveis, espei�adas por uma linguagem que representa o objetivo de ontrole a ser atendido.

Assim, dada uma linguagem K, um supervisor pode inibir a oorrênia de eventos denominados

ontroláveis, evitando omportamentos indesejáveis que não pertenem à linguagem K. Entretan-

to, existem eventos não-ontroláveis que podem gerar omportamentos que violam a espei�ação.

Portanto, diz-se que uma linguagem K é ontrolável para um sistema se a linguagem gerada pelo

sistema ontrolado sob a ação dos eventos não -ontroláveis é um subonjunto de K. Formalmente,

uma linguagem K é denominada ontrolável em relação à linguagem L do sistema e aos eventos
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não-ontroláveis �u se pr(K):�u \ L � pr(K), onde pr(K) é o pre�xo fehamento de K.

Em Cofer e Garg (1996) mostra-se que o �framework� usado no ontrole de sistemas não-

temporizados pode ser estendido para sistema temporizados. Nesse aso, o sistema a ser ontrolado

é um GET desrito na transformada  por datadores segundo a equação X = AX � V , onde X

é a sequênia de oorrênia dos eventos assoiados às transições e V um limitante inferior dessa

sequênia. A matriz A é omposta pelos atrasos dos lugares no grafo.

Suponha que algumas transições são ontroláveis externamente através de uma entrada U ujos

tempos de disparo ui são forneidos por um supervisor a partir de uma espei�ação zi. Assim,

ui = zi se a transição i é ontrolável, aso ontrário ui = �. Numa representação matriial, de�ne-se

uma matriz diagonal I ujo elemento i da diagonal é nulo aso a transição i seja não ontrolável

e igual ao elemento identidade aso ontrário. Nesse aso, U = IZ. Logo, o sistema sob ação de

ontrole é desrito pela equação X = AX � IZ � V , uja solução mínima é X = A�(IZ � V ).

Essa equação de�ne o onjunto de sequênias geradas pelo sistema sob a ação de Z e dos eventos

não-ontroláveis, dando origem à seguinte de�nição de ontrolabilidade.

De�nição 3.1. (Cofer e Garg, 1996, Def. 2) Um onjunto de sequênias Z � S é ontrolável em

relação a A, V e I se para todo Z 2 Z

fX 2 S j X = A�(IZ � V )g � Z

Intuitivamente, isso signi�a que a habilitação de eventos ontroláveis em qualquer instante de

tempo permitido pela espei�ação Z resulta num omportamento dentro de Z para todos os eventos

gerados pelo sistema.

Logo, um onjunto Z = fX 2 S j X � Zg de sequênias aeitáveis é ontrolável se e somente se

A�(IZ � V ) � Z (Cofer e Garg, 1996, Teo. 2). Essa equação é uma equação de ponto �xo.

Nesse aso, as sequênias ontroláveis são soluções da equação de ponto �xo A�(IX � V ) � X

om X � Z. Se Z é ontrolável, então Z é a máxima solução. Porém, se Z é não-ontrolável, é

possível obter a máxima solução que satisfaz a espei�ação usando resultados sobre soluções de

equações de ponto �xo em retiulados.

De forma análoga, outras espei�ações podem ser forneidas tais omo: instantes de tempo

mínimo ou máximo de oorrênia de eventos ou limites no intervalo de oorrênia entre eventos (Cofer

e Garg, 1995).
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3.4 Controle preditivo

O ontrole preditivo é apliado sobre uma planta multivariável modelada pelas seguintes equações

a diferença na álgebra onvenional:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k)

Esse ontrole está baseado na minimização de um ritério de usto J omposto pelo erro de

�traking� Jout e pelo esforço ponderado de ontrole �Jin. Formalmente,

J = Jout + �Jin =

NpX
j=1

kŷ(k + j j k)� r(k + j)k2 + �

NpX
j=1

ku(k + j � 1)k2

Nesse ritério, ŷ(k+j j k) é a previsão da saída j passos à frente dadas as informações disponíveis

até o instante k, r é um sinal de referênia forneido externamente, � é um esalar não negativo e

Np é o horizonte de previsão.

O problema de ontrole preditivo onsiste em enontrar a sequênia u(k); : : : ; u(k +N � 1) de

entrada que minimiza J , onde N � Np é o horizonte de ontrole e u(k + j) = u(k +N � 1) para

j = N; : : : ; Np�1. Apesar de se alular o valor presente e futuro da entrada, apenas u(k) é apliada

ao sistema. Em k+1 uma nova otimização é feita om as novas informações adquiridas, alulando-se

u(k+1), num prinípio de horizonte deslizante. Os parâmetros NP , N e � do ontrolador possuem

regras de ajuste bem de�nidas.

Esse algoritmo básio é aresido de um onjunto de restrições lineares sobre a entrada e sobre

a saída do sistema, araterizando um problema de programação quadrátia onvexa.

O ontrole preditivo é bem aeito na indústria omo estratégia de ontrole avançado, devido

prinipalmente à failidade de ajuste e à possibilidade de inluir restrições tanto na entrada quanto

na saída do sistema.

Como visto no apítulo 2, um GET pode ser modelado por datadores segundo as equações (2.18)

reesritas a seguir.

x(k) = Ax(k � 1)�Bu(k)

y(k) = Cx(k)

Apesar de desritos em diferentes álgebras, a semelhança entre os modelos de sistemas ontínuos

e GETs sugere a possibilidade de adaptação do ontrole preditivo para uso no ontrole de GETs. De

fato, em Shutter e Boom (2001b) tem-se uma formulação de ontrole preditivo para GETs desritos

na álgebra max-plus. A prinipal di�uldade reside na de�nição do ritério de usto a ser usado e
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nos algoritmos utilizados para resolver o problema de otimização. Em geral, tem-se um problema

de otimização não-linear e não-onvexo.

Reentemente, tem-se enontrado na literatura trabalhos que apliam o ontrole preditivo em

SEDs que não são GETs. Por exemplo, em sistemas desritos a partir de operações de maximiza-

ção, minimização e soma - �max-min-plus systems� (Shutter e Boom, 2000) ou em sistemas que,

além destas operações, inluem uma operação de produto por esalar - �max-min-plus-saling sys-

tems� (Shutter e Boom, 2001a). Pode-se mostrar (Heemels et al., 2001) que esta última lasse de

sistemas equivale aos sistemas dinâmios que inorporam desrições lógias ou �mixed-logi dynami

systems�, propostos por Bemporad e Morari (1999).

3.5 Controle por modelo de referênia

O ontrole por modelo de referênia ou �model mathing� onsiste em obter um ontrolador

F tal que a função de transferênia do sistema om ontrolador Gmf (F ) se iguale a uma função

de transferênia espei�ada externamente Gref . Como a igualdade nem sempre pode ser obtida,

abordagens de �model mathing� ostumam se utilizar de uma �melhor aproximação� de Gref . No

ontexto de dióides, a �solução� de uma equação é tratada pela teoria da residuação (seção 1.2.2).

Nesse aso, a equação toma a forma de uma inequação e busa-se a solução máxima, aso exista. Em

outras palavras, dada uma função de transferênia Gref (modelo de referênia) e um sistema om

um ontrolador F uja função de transferênia (sistema+ontrolador) é dada por Gmf (F ), existe

um ontrolador máximo Fmax tal que Gmf (Fmax) � Gref?

Um dos primeiros trabalhos em modelo de referênia é enontrado em Libeaut e Loiseau (1996)

sob a denominação de �weak model mathing�. Essa denominação é usada pois em vez de um

�mathing� entre funções de transferênia, é proposto um �mathing� entre as saídas do sistema e do

modelo de referênia para uma entrada qualquer. Nesse aso, tem-se Y = Gmf (F )V � GrefV = Yr

para uma entrada V qualquer.

Note que isso é uma ondição mais fraa do que o �model mathing� Gmf (F ) � Gref , pois pela

isotonia do produto Gmf (F )V � GrefV ) Y � Yr. Logo, �model mathing� implia em �weak

model mathing�, mas não o ontrário.

Em Libeaut e Loiseau (1996), o sistema a ser ontrolado é representado na transformada Æ pelo

seu omportamento aut�nomo e forçado. Assim, Y = P � TU representa a relação entrada-saída

do sistema, onde P = C(AÆ)�x0 representa o omportamento livre ou aut�nomo do sistema e T =

C(AÆ)�B o omportamento forçado pela entrada U . A ondição iniial x0 pertene a um onjunto de

ondições iniiais admissíveis para que apenas trajetórias não-deresentes sejam obtidas (Libeaut

e Loiseau, 1995). Nesse aso, o problema de �weak model mathing� pode ser assim enuniado.
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De�nição 3.2 (�Weak model mathing�). Dada uma saída de referênia Yr = Pr � TrV , onde

V é uma entrada de referênia qualquer, e um sistema uja saída é dada por Y = P �TU para uma

entrada U qualquer, deseja-se obter um ontrole U = P�TV tal que a saída do sistema ontrolado

Y = P � T (P � TV ) seja tal que Y � Yr.

Reagrupando os termos de Y obtém-se a equação de �weak model mathing� Y � Yr nas variáveis

P e T, ou seja

(P � TP)� TTV � Pr � TrV

Garantindo ertas ondições sobre Pr e Tr, o ontrolador máximo é obtido para P = T ÆnPr e

T = (ÆT )Æn ~Tr, om ~Tr = Pr(e : : : e)� ÆTr.

Note que o ontrolador é obtido a partir do modelo de referênia espei�ado e dos parâmetros

do sistema. Assim, essa é também uma estrutura de ontrole em pré-ompensação (malha aberta),

uma vez que nenhuma medida da saída do sistema é usada no álulo do ontrole. Em Lüders

e Santos-Mendes (2000), disutem-se alguns aspetos do efeito da realimentação de saída sobre o

omportamento do sistema, segundo um esquema de ontrole om estrutura �xa e parâmetros a

serem ajustados.

O problema de �model mathing� propriamente dito é tratado em Cotteneau et al. (2001),

Cotteneau et al. (1999) e Cotteneau (1999). Considerando iniialmente o problema de �model

mathing� em pré-ompensação, ou seja Gmf (F ) = HF segundo a Fig. 14, o ontrolador máximo é

obtido diretamente do resíduo do produto à esquerda. Assim, a solução máxima de HF � Gref é

dada por Fmax = HÆnGref para qualquer modelo de referênia Gref espei�ado. Note que o ontrole

em pré-ompensação é um ontrole em �malha aberta�.

H = CA�B
U

YV

F

Figura 14: Pré-ompensação.

Nota 3.3. A realizabilidade (ou raionalidade) do ontrolador é uma questão importante. No dióide

Max
in
J; ÆK, o resíduo de séries raionais (seção 2.5.2) pode não ser raional. Entretanto, em Cotten-

eau (1999) é mostrado que sempre é possível obter um ontrolador máximo realizável eliminando-se

a parte não-ausal do resultado obtido.

Em pré-ompensação, o ontrolador máximo sempre existe, uma vez que La(x) = a 
 x é uma

apliação residuada. Entretanto, para on�gurações de ontrole em realimentação onforme as

Figs. 15, 16 e 17, a solução máxima de Gmf (F ) � Gref é obtida apenas para Gref partiulares.
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Para realimentação de saída onforme a Fig. 15, Gmf (F ) = (HF )�H e o resultado geral é dado

pela proposição 3.4.

Proposição 3.4. (Cotteneau et al., 2001, Prop. 29) Se Gref = D�H ou Gref = HD�, om D

matriz raional de dimensões apropriadas, então existe um ontrolador máximo Fmax = HÆnGref Æ=H

solução de (HF )�H � Gref .

H = CA�B

YV

F

Figura 15: Realimentação de saída.

Partiularmente, se Gref = (HD)�H, então o ontrolador máximo promove um �mathing�

perfeito, ou seja, Gmf (F ) = Gref . Pode ser mostrado que Gref desse tipo orresponde a realimentar

o sistema om um ontrolador igual a D. A proposição 3.5 formaliza esse resultado.

Proposição 3.5. (Cotteneau, 1999, Prop. 3.12) Seja H a função de transferênia de um GET.

Para Gref = (HD)�H, om D matriz raional de dimensões apropriadas, existe um ontrolador

máximo Fmax = HÆnGref Æ=H solução de (HF )�H = Gref .

Para D = �, Gref = (H�)�H = H. Ou seja, existe um ontrolador máximo que mantém

inalterada a função de transferênia do sistema sem ontrolador. Esse é o resultado do orolário 3.6.

Corolário 3.6. (Cotteneau et al., 1999, Cor. 1) Seja H a função de transferênia de um GET.

Existe um ontrolador máximo Fmax = HÆnHÆ=H solução de (HF )�H = H, ou seja, um ontrolador

máximo que mantém a função de transferênia do sistema inalterada.

Para realimentação de estado sobre a entrada onforme a Fig. 16, Gmf (F ) = H(FA�B)� e o

ontrolador máximo é dado pela proposição 3.7.

Proposição 3.7. (Cotteneau et al., 2001, Prop. 31) Se Gref = D�H, om D matriz raional

de dimensões apropriadas, então existe um ontrolador máximo Fmax = HÆnGref Æ=(A
�B) solução de

H(FA�B)� � Gref .

Para realimentação de saída sobre o estado onforme a Fig. 17, Gmf (F ) = (CA�F )�H e o

ontrolador máximo é dado pela proposição 3.8.
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CA�B

Y
X

V

F

Figura 16: Realimentação de estado sobre a entrada.

B CA�

Y
X

V

F

Figura 17: Realimentação de saída sobre o estado.

Proposição 3.8. (Cotteneau et al., 2001, Prop. 32) Se Gref = HD�, om D matriz raional

de dimensões apropriadas, então existe um ontrolador máximo Fmax = (CA�)ÆnGref Æ=H solução de

(CA�F )�H � Gref .

Note que os resultados aima são obtidos a partir da desrição do sistema em termos de sua

função de transferênia. A proposta desta tese é a de formular o problema de �model mathing�

no espaço de estado. Assim, os resultados das proposições 3.4, 3.5, 3.7 e 3.8 serão usados para

omparação nos apítulos seguintes.

3.6 Estabilidade

Na teoria de sistemas ontínuos, estabilidade é um oneito fundamental tanto na análise quanto

no ontrole de sistemas. Portanto, esta seção aborda alguns aspetos sobre estabilidade de GETs.

O oneito de estabilidade na literatura de GETs normalmente se refere à explosão do núme-

ro de �has em um ou mais lugares do grafo. Esse oneito está relaionado à propriedade de

�boundedness� na teoria geral de redes de Petri.

Esse assunto foi tratado em Max-Plus (1991) e Baelli et al. (1992), estabeleendo o prinipal

resultado sobre estabilização de GETs.

Proposição 3.9 (Estabilização por realimentação de saída). (Baelli et al., 1992, Teo. 6.53)

Um grafo a eventos estruturalmente ontrolável e observável pode feito internamente estável por re-

alimentação de saída.
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Internamente estável se refere à ondição de estabilidade para qualquer entrada. A prova dessa

proposição faz uso de um resultado lássio de grafos a eventos: um grafo a eventos fortemente

onexo é limitado ou �bounded�.

Portanto, a proposição 3.9 apenas estabelee ondições su�ientes para se obter um grafo forte-

mente onexo. Controlabilidade (observabilidade) estrutural oorre quando existe um aminho de

pelo menos uma transição de entrada para qualquer transição interna (respetivamente, de qualquer

transição interna para pelo menos uma de saída).

Reentemente em Commault (1998), resultados preisos sobre estabilidade e estabilização são

obtidos om ênfase nas propriedades de grafos a eventos (temporizados ou não). Coneitos omo

estruturalmente estável (que não depende da maração iniial) e vivamente estabilizável (que podem

ser estabilizados sem bloqueio) são introduzidos. Em onformidade om a proposição 3.9, a relação

entre estabilidade e sistema fortemente onexo é fundamental, mas não é neessária.

Intuitivamente, o aúmulo de �has num lugar pode ser quanti�ado pela diferença entre o

número de disparos da transição xi que entra nesse lugar e o número de disparos da transição xj que

parte desse lugar. Essa diferença é sempre positiva ou nula e pode ser mostrado que é limitada pela

orrelação entre os ontadores assoiados a xi e xj na álgebra min-plus. Detalhes desses resultados

são enontrados em Max-Plus (1991) e Baelli et al. (1992), onde a orrelação é de�nida omo o

resíduo de um produto de onvolução. Isso sugere o desenvolvimento de uma teoria de segunda

ordem para GETs. Se essa diferença é limitada para todo lugar do grafo, então o sistema é estável.

Raioínio semelhante pode ser feito para o tempo de permanênia das �has nos lugares usando

datadores na álgebra max-plus. Se o tempo de permanênia das �has nos lugares é limitado para

todo lugar do grafo, então o sistema é estável.

Resumindo, uma ondição su�iente para obter estabilidade é o uso de um ontrolador em reali-

mentação de saída. Entretanto, essa ondição pode levar a desempenhos insatisfatórios, omo será

visto adiante. Além disso, nas abordagens de ontrole apresentadas neste apítulo, a estabilidade

do sistema ontrolado não é uma restrição de projeto, mas uma propriedade a ser veri�ada poste-

riormente. Isso se deve basiamente à di�uldade em determinar a estabilidade do sistema apenas

através de sua função de transferênia.

3.7 Conlusão

Como resumo dos prinipais tópios abordados neste apítulo, tem-se o seguinte. O ontrole

ótimo e o preditivo de GETs utilizam uma desrição multivariável do sistema, mas admitem apenas

espei�ações de ontrole do tipo entrada-saída na forma de trajetórias a serem seguidas. Já o on-

trole supervisório usa uma desrição multivariável do sistema, mas admite espei�ações de ontrole



3.7. CONCLUS�O 55

também multivariáveis, ou seja, é possível espei�ar o omportamento das transições internas do

sistema. Finalmente, o ontrole por modelo de referênia usa somente a representação entrada-saída

do sistema e portanto, admite apenas espei�ações desse tipo.

A proposta desta tese é um meio termo entre o ontrole por modelo de referênia e o ontrole

supervisório, pois o objetivo de ontrole é um �mathing� entre representações do tipo entrada-saída,

atuando-se sobre a representação multivariável do sistema. Além disso, a estrutura de ontrole

utilizada é de realimentação de estado, mais geral do que as estruturas propostas no modelo de

referênia e diferente da estrutura em �malha aberta� do ontrole supervisório apresentado neste

apítulo. Por esse motivo essa estratégia é denominada generiamente de ontrole multivariável.

Isso é disutido nos apítulos 4, 5 e 6 a seguir.
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Capítulo 4

Controle Multivariável

4.1 Introdução

No apítulo 3 foram apresentadas diversas abordagens de ontrole de GETs. Essas abordagens

têm em omum o uso da álgebra de dióides para a desrição do sistema a ser ontrolado e se

distinguem pelos diferentes objetivos de ontrole a serem atendidos. Assim, nos ontroles ótimo,

supervisório e preditivo são espei�adas trajetórias a serem seguidas. Já no ontrole por modelo

de referênia, a função de transferênia do sistema ontrolado deve se igualar a uma função de

transferênia espei�ada.

Este apítulo e o seguinte, omo tema entral da tese, propõem um ontrole por modelo de

referênia usando uma formulação no espaço de estado. Assim, o objetivo de ontrole é aproxi-

mar a função de transferênia do sistema ontrolado por uma função de transferênia espei�ada,

atuando sobre as transições internas do sistema, onforme ilustrado na Fig. 18. Assim, os resul-

tados de Cotteneau (1999) obtidos através de relações entrada-saída são generalizados (Lüders e

Santos-Mendes, 2002).

entradas
saídas

sistema

ontrolador

GET

GET

Figura 18: Estrutura geral de ontrole.
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O problema de ontrole por modelo de referênia obtém, através de um ontrolador F , um

�mathing� entre a função de transferênia do sistema om ontrolador Gmf (F ) e uma função de

transferênia espei�ada externamente Gref . Como a igualdade nem sempre pode ser obtida,

abordagens de �model mathing� ostumam se utilizar de uma `melhor aproximação' de Gref . No

ontexto de dióides, a solução de uma equação é tratada pela teoria da residuação (seção 1.2.2).

Nesse aso, a equação toma a forma de uma inequação e busa-se a solução máxima, aso exista.

Formalmente, tem-se:

De�nição 4.1 (�Model mathing�). Dada uma função de transferênia Gref (modelo de referên-

ia) e um sistema om um ontrolador F , uja função de transferênia (sistema+ontrolador) é dada

por Gmf (F ), o problema de �model mathing� onsiste em enontrar o máximo ontrolador Fmax tal

que Gmf (Fmax) � Gref .

A estrutura de ontrole utilizada de�ne a função de transferênia Gmf (F ) obtida om o ontro-

lador. Neste apítulo, utiliza-se uma estrutura em realimentação de estado, na qual o ontrolador

F tem ompleto aesso aos estados internos do sistema, tanto para observação quanto para ontro-

le. Nesta tese, os oneitos de observabilidade e ontrolabilidade de uma transição orrespondem

à apaidade de onheer os instantes de disparo da transição e à apaidade de retardar ou ini-

bir seu disparo, respetivamente. Portanto, assume-se que qualquer transição interna do sistema é

observável e ontrolável.

Este apítulo está organizado da seguinte forma. A seção 4.2 formula o problema de �mo-

del mathing� no espaço de estado, que orresponde a enontrar a solução máxima da inequação

Gmf (F ) = C(A�F )�B � Gref , na qual (A;B;C) é uma realização no espaço de estado do sistema

a ser ontrolado. O prinipal resultado dessa seção é o teorema 4.7, que estabelee uma equivalênia

entre a solução máxima dessa inequação e a solução máxima de F � � K, onde K pode ser alulado

a partir do modelo do sistema e da espei�ação. Esta inequação restringe o espaço de busa e suas

propriedades podem ser mais failmente estudadas do que om a inequação original. Notadamente,

o orolário 4.8 desse teorema estabelee uma ondição neessária e su�iente para que K seja o

ontrolador máximo prourado, forneendo uma equação analítia para o seu álulo. Caso essa

ondição não se veri�que, na seção 4.3, dois ontroladores sub-ótimos são forneidos numa forma

analítia fehada. Todos esses resultados são originais.

4.2 Realimentação de estado

A estrutura de ontrole proposta nessa tese introduz uma nova entrada de ontrole que utiliza

informação dos estados para atuar diretamente sobre estes. Assim, X = AX � X � BU , sendo

X = FX a saída do ontrolador F . Nesse aso, a seguinte representação no espaço de estado é
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obtida:

X = (A� F )X �BU (4.1a)

Y = CX (4.1b)

Essa on�guração é mostrada na Fig. 19, na qual (A;B;C) é uma realização do sistema om

matrizes de dimensões apropriadas no dióide Max

in
J; ÆK. As transições de entrada e de saída são

representadas pelo vetores U e Y , respetivamente, enquanto as transições internas ou estados do

sistema são representadas pelo vetor X.

A

B C

U YX

F

Figura 19: Estrutura em realimentação de estado.

Pelo teorema 1.40, a equação (4.1a) implíita em X tem omo solução mínima X = (A�F )�BU .

Logo, Y = C(A � F )�BU e a função de transferênia do sistema em malha fehada Gmf é por

de�nição:

Gmf = C(A� F )�B (4.2)

O problema de �model mathing� onsiste em obter um ontrolador F máximo tal que o om-

portamento do sistema em malha fehada se aproxime inferiormente da espei�ação, ou seja,

Gmf (F ) � Gref . Logo, esse problema formulado no espaço de estados onsiste em se obter a

solução máxima da seguinte inequação em F :

C(A� F )�B � Gref (4.3)

Em outras palavras, deseja-se enontrar o maior ontrolador F tal que o omportamento do

sistema em malha fehada Gmf seja igual ou inferior ao omportamento espei�ado por Gref . A

apliação direta da teoria da residuação na inequação (4.3), onsiderando os produtos à esquerda e

à direita por C e B, respetivamente, resulta em:

(A� F )� � CÆnGref Æ=B (4.4)
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De�nindo-se Aref = CÆnGref Æ=B, a inequação (4.4) pode ser reesrita omo:

(A� F )� � Aref (4.5)

A equação (4.5) aima tem a forma x� � b, uja solução máxima existe para b = b�, onforme o

lema 1.38. Equação semelhante é obtida nas proposições 3.4, 3.7 e 3.8 extraídas de Cotteneau et

al. (2001), nas quais restrições sobre b garantem a existênia de solução máxima para o problema

de �model mathing�. Note que restringir b orresponde a restringir os modelos de referênia que

podem ser espei�ados.

A estratégia adotada nessa tese é ligeiramente diferente. Ao invés de prourar restrições para

o lado direito da inequação (4.5), prouram-se ondições que se veri�adas para um modelo de

referênia qualquer, onduzem a uma solução máxima onheida. Isso é disutido a seguir.

Lema 4.2. A inequação (A� F )� � Aref tem solução se e somente se A� � Aref .

Demonstração. ) Suponha que existe F1 solução de (A� F )� � Aref .

A � A� F1 por de�nição

A2 � (A� F1)
2 devido à isotonia do produto

A3 � (A� F1)
3 idem

...

e�A�A2 � : : : � e� (A� F1)� (A� F1)
2 � : : : soma membro a membro

A� � (A� F1)
� � Aref pois F1 é solução

( Se A� � Aref , então F = � é solução de (A� F )� � Aref . De fato, (A� �)� = A� � Aref .

Corolário 4.3. A inequação C(A � F )�B � Gref tem solução se e somente se H � Gref , sendo

H = CA�B a função de transferênia do sistema sem ontrolador.

Demonstração. Imediata pela isotonia do produto à esquerda e à direita. Assim, pelo lema 4.2,

C(A � F )�B � CArefB , CA�B � CArefB. Entretanto, CArefB = C(CÆnGref Æ=B)B � Gref

devido a (A.1). Logo, C(A� F )�B � Gref , CA�B � Gref .

O orolário 4.3 aima estabelee que só existe solução para o problema de ontrole se for es-

pei�ada uma função de transferênia maior (segundo a relação de ordem do dióide usado para

modelar o sistema) do que a função de transferênia original do sistema. Em outras palavras, a

adição de um ontrolador pode apenas atrasar a resposta do sistema. Isso é um re�exo do fato de

que o disparo de uma transição num GET pode ser inibida, mas nuna anteipada pelo ontrolador.

Num ontexto de produção, uma apliação imediata é a possibilidade de atrasar o máximo possível
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o iníio de produção de um item sem violar uma demanda a ser atendida num prazo espei�ado.

Essa é uma polítia de produção �just-in-time�. Um aso importante a ser tratado é o de atrasar o

máximo possível a entrada sem alterar a resposta do sistema. Isso orresponde a enontrar o máximo

ontrolador que mantém inalterada a função de transferênia do sistema. Nesse aso, Gref = H.

Para A� � Aref , pode-se mostrar que f�; A;A�g são algumas soluções da inequação (4.5). Entre-

tanto, essas soluções não apresentam interesse algum para o problema de ontrole. De fato, F = �

orresponde a um ontrolador nulo, ou seja, orresponde a abrir a malha de ontrole. Por outro

lado, F = A ou F = A� determinam um omportamento já umprido pelo sistema, ou seja, são

redundantes. Nesses asos, nenhum ontrolador é requerido. Portanto, as soluções que possuem

algum interesse para ontrole são maiores do que A�, quando existem. Esse resultado é formalizado

no lema 4.5 abaixo. Os lemas 4.4 a 4.5 a seguir araterizam de maneira geral o onjunto de soluções

da inequação (4.5). Esses lemas são resultados intermediários neessários para a demonstração do

teorema 4.7 e respetivo orolário 4.8 que estabelee uma solução para o problema de ontrole.

Lema 4.4. Se F1 é solução de (A � F )� � Aref , então (A � F1)
� também é solução e F �

1 � K,

onde K = A�
ÆnAref Æ=A

�.

Demonstração.

A � A� F1 por de�nição

A� � (A� F1)
� isotonia do produto

A� (A� F1)
� = (A� F1)

� pois A � A�

(A� (A� F1)
�)� = ((A� F1)

�)� isotonia do produto

(A� (A� F1)
�)� = (A� F1)

� devido a (A.24)

(A� (A� F1)
�)� � Aref pois F1 é solução

Logo, (A� F1)
� também é solução. Além disso,

(A� F1)
� = (A� F �

1 )
� devido a (A.33)

(A� F �

1 )
� = (A�F �

1 )
�A� devido a (A.27)

(A�F �

1 )
�A� � Aref pois F1 é solução

(A�F �

1 )
� � Aref Æ=A

� resíduo do produto à direita

A�F �

1 � Aref Æ=A
� pois A�F �

1 � (A�F �

1 )
�

F �

1 � A�
ÆnAref Æ=A

� resíduo do produto à esquerda
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Lema 4.5. Se Fmax é solução máxima de (A� F )� � Aref , então A
� � Fmax = F �

max.

Demonstração. Suponha que Fmax é solução máxima.

Fmax � A� Fmax por de�nição

F �

max � (A� Fmax)
� isotonia do produto

Fmax � (A� Fmax)
� pois Fmax � F �

max

Mas (A�Fmax)
� também é solução devido ao lema 4.4, e o resultado aima ontraria o fato de que

Fmax é máxima. Portanto,

Fmax = (A� Fmax)
�

F �

max = ((A� Fmax)
�)� isotonia do produto

F �

max = (A� Fmax)
� devido a (A.24)

F �

max = Fmax

Além disso,

A � A� Fmax por de�nição

A� � (A� Fmax)
� isotonia do produto

A� � Fmax pois Fmax = (A� Fmax)
�

Finalmente, segue do lema 4.4 que F �

max � K.

Logo, a solução máxima, quando existe, é um elemento-estrela do dióide tal que A� � Fmax � K.

Esse resultado permite restringir o espaço de busa da solução máxima.

Lema 4.6. Se A� � Aref , então A
� � K � Aref , onde K = A�

ÆnAref Æ=A
�.

Demonstração. Dado que A� � Aref ,

A�
ÆnA� � A�

ÆnAref f(x) = aÆnx isot�nia

A� � A�
ÆnAref devido a (A.21)

A�
Æ=A� � A�

ÆnAref Æ=A
� f(x) = xÆ=a isot�nia

A� � A�
ÆnAref Æ=A

� devido a (A.21)
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Como A� � e,

A�
ÆnAref � eÆnAref f(x) = xÆna antit�nia

A�
ÆnAref Æ=A

� � Aref Æ=A
� pois eÆnAref = Aref e f(x) = xÆ=a isot�nia

Aref Æ=A
� � Aref Æ=e f(x) = aÆ=x antit�nia

A�
ÆnAref Æ=A

� � Aref pois Aref Æ=e = Aref

Teorema 4.7. Se A� � Aref , então Fmax é solução máxima de (A � F )� � Aref se e somente se

Fmax é solução máxima de F � � K, onde K = A�
ÆnAref Æ=A

�.

Demonstração. ) Se Fmax é solução máxima de (A� F )� � Aref , então A
� � Fmax pelo lema 4.5.

Logo,

Fmax = A� Fmax pois A � A�

F �

max = (A� Fmax)
� isotonia do produto

Portanto, F �

max = (A � Fmax)
� � Aref . Ou seja, Fmax pode ser tão grande quanto F �

max � Aref

permitir. Logo, Fmax é solução máxima de F � � Aref . Entretanto, F �

max � K pelo lema 4.4 e

K � Aref pelo lema 4.6. Portanto, Fmax pode ser tão grande quanto F �

max � K permitir, ou seja,

Fmax é solução máxima de F � � K.

( Se Fmax é solução máxima de F � � K, então basta mostrar que Fmax é solução de (A�F )� � Aref ,

pois nesse aso, devido ao lema 4.4, qualquer solução F1 de (A � F )� � Aref é tal que F1 � Fmax.

Como A� � K pelo lema 4.6, F = A� é solução de F � � K e portanto A� � Fmax. Logo,

A� Fmax = Fmax pois A � A� � Fmax

(A� Fmax)
� = F �

max isotonia do produto

(A� Fmax)
� � K pois F �

max � K

(A� Fmax)
� � Aref pois K � Aref devido ao lema 4.6

O teorema 4.7 aima é o prinipal resultado deste apítulo. A partir do teorema 4.7, obter o

resíduo da inequação (4.5) orresponde a obter o resíduo da seguinte inequação:

F � � K (4.6)

Com K = A�
ÆnAref Æ=A

�.
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Corolário 4.8. Fmax = K é solução de (A � F )� � Aref e é máxima se e somente se K� = K,

onde K = A�
ÆnAref Æ=A

�.

Demonstração. ) Se Fmax = K é solução de (A � F )� � Aref , então K� � K pelo lema 4.4.

Logo, K� = K pois K � K� � K. Nesse aso, Fmax = K é solução máxima de F � � K pois

F �

max = K� = K e qualquer solução F1 de F � � K é tal que F1 � F �

1 � K = Fmax.

( Se K� = K, então Fmax = K é solução máxima de F � � K pelos argumentos anteriores.

O orolário 4.8 aima permite alular o máximo ontrolador para um sistema e espei�ação

que satisfazem K� = K. Esta ondição pode ser failmente veri�ada om o auxílio do lema 1.39 que

reduz o teste a uma simples operação de multipliação de matrizes. Como A� � Aref pelo lema 4.2,

tem-se que A� � K pelo lema 4.6. Portanto, e � K e K� = K se e somente se K2 = K devido ao

lema 1.39.

Caso essa ondição não se veri�que, não signi�a que a solução máxima não existe. Entretanto,

pelo nosso onheimento, não existe uma abordagem geral para o resíduo de x� � b, exeto para o

aso em que b = b�. Como alternativa, a seção 4.3 a seguir fornee duas soluções sub-ótimas.

4.3 Controladores sub-ótimos

Pelo orolário 4.8, se K� 6= K, então F = K não é solução da inequação (4.6). Entretanto,

nada se pode a�rmar sobre a solução máxima. Ainda assim, duas soluções sub-ótimas podem ser

obtidas, as quais interessam ao problema de ontrole, pois são maiores que A�. Isso é estabeleido

pelos lemas 4.9 e 4.10 a seguir.

Lema 4.9. Sejam Fa = KÆnK e Fb = KÆ=K. Se A� � Aref , então A� � Fa = F �

a � K e A� � Fb =

F �

b � K, onde K = A�
ÆnAref Æ=A

�.

Demonstração.

KA� = (A�
ÆnAref Æ=A

�)A� = K devido a (A.22)

Fa = KÆnK = KÆn(KA�) � A� devido a (A.2)

e � K pois e � A� e A� � K pelo lema 4.6

e(KÆnK) � K(KÆnK) isotonia do produto

Fa � K pois K(KÆnK) = K devido a (A.3)

Fa = F �

a � K pois (KÆnK)� = KÆnK devido a (A.18)
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Analogamente,

A�K = A�(A�
ÆnAref Æ=A

�) = K devido a (A.22)

Fb = KÆ=K = (A�K)Æ=K � A� devido a (A.2)

(KÆ=K)e � (KÆ=K)K isotonia do produto

Fb � K pois (KÆ=K)K = K devido a (A.3)

Fb = F �

b � K pois (KÆ=K)� = KÆ=K devido a (A.18)

Lema 4.10. Se A� � Aref , então Fa = KÆnK e Fb = KÆ=K são soluções de (A� F )� � Aref , onde

K = A�
ÆnAref Æ=A

�.

Demonstração.

A� Fa = Fa pois A � A� e A� � Fa pelo lema 4.9

(A� Fa)
� = F �

a isotonia do produto

(A� Fa)
� � K pois F �

a � K devido ao lema 4.9

(A� Fa)
� � Aref pois K � Aref devido ao lema 4.6

Analogamente,

A� Fb = Fb pois A � A� e A� � Fb pelo lema 4.9

(A� Fb)
� = F �

b isotonia do produto

(A� Fb)
� � K pois F �

b � K devido ao lema 4.9

(A� Fb)
� � Aref pois K � Aref devido ao lema 4.6

Note que os ontroladores Fa e Fb de�nidos aima são elementos-estrela do dióide e são tais que

A� � Fa � K e A� � Fb � K. Ou seja, estes ontroladores sub-ótimos pertenem ao espaço de

busa da solução máxima, onforme estabeleido pelo lema 4.5.

4.4 Conlusão

O ontrole multivariável de GETs apresentado nesse apítulo utiliza uma estrutura em reali-

mentação de estado, ujo objetivo de ontrole é aproximar a função de transferênia do sistema

ontrolado de uma função de transferênia espei�ada. A solução deste problema orresponde a
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soluionar a equação Gmf (F ) = Gref para um ontrolador F , na qual a estrutura de ontrole utili-

zada de�ne a função de transferênia Gmf (F ) do sistema ontrolado e Gref a função de transferênia

espei�ada (modelo de referênia). Este problema é generiamente onheido omo ontrole por

modelo de referênia. Em termos da teoria da residuação, pode ser assim formulado: dada uma fun-

ção de transferênia Gref (modelo de referênia) e um sistema om um ontrolador F uja função

de transferênia (sistema+ontrolador) é dada por Gmf (F ), existe um ontrolador máximo Fmax tal

que Gmf (Fmax) � Gref?

A estrutura de ontrole proposta introduz uma nova entrada de ontrole X = FX, sendo F

o ontrolador a ser obtido. Esta entrada atua diretamente sobre o estado do sistema a partir de

informações do próprio estado, ou seja:

X = (A� F )X �BU

Y = CX

Nessa estrutura em realimentação de estado, assume-se que os estados internos do sistema são

ompletamente observáveis e ontroláveis. Nesse aso, observabilidade e ontrolabilidade de um

estado ou transição orrespondem à apaidade de onheer os instantes de disparo da transição e

à apaidade de retardar ou inibir seu disparo, respetivamente.

O problema de ontrole por modelo de referênia de�nido no espaço de estado orresponde a

enontrar o resíduo da inequação (4.5) de �mathing�. O prinipal resultado desse apítulo é o

teorema 4.7 que estabelee a equivalênia entre esse resíduo e o resíduo da inequação (4.6), reesrita

abaixo.

F � � K

Com K = A�
ÆnAref Æ=A

�, Aref = CÆnGref Æ=B e H = CA�B é a função de transferênia do sistema sem

ontrolador.

Como onsequênia, o orolário 4.8 estabelee uma ondição neessária e su�iente para que

Fmax = K seja o ontrolador máximo prourado, forneendo uma expressão analítia para o seu

álulo. Caso essa ondição não se veri�que, nada se pode a�rmar sobre a solução máxima. En-

tretanto, outro resultado importante é a obtenção de dois ontroladores sub-ótimos numa forma

analítia fehada.



Capítulo 5

Controle Multivariável Restrito

5.1 Introdução

O ontrole de GETs apresentado no apítulo 4 supõe aesso ompleto aos estados. Nesse aso,

a sequênia temporal de disparo de qualquer transição do sistema (seja esta interna, de entrada ou

de saída) pode ser diretamente observada e ontrolada.

Entretanto, esse enário nem sempre é realista. Muitas vezes tem-se aesso a algumas transições

apenas para observação e a outras apenas para ontrole. Algumas ainda podem ser ompletamente

inaessíveis. Esse aso, frequentemente enontrado na prátia, representa aesso parial ou restrito

às transições do sistema a ser ontrolado. Nesse aso, existe o ontrolador máximo?

Para representar aesso parial aos estados, duas matrizes P e Q são introduzidas na malha

de ontrole. A matriz P representa o meio de onexão entre as saídas do ontrolador e os estados

ontrolados e a matriz Q o meio de onexão entre os estados observados e as entradas do ontrolador.

Em relação aos resultados anteriores, a introdução de P e Q no problema restringe o espaço de

soluções da inequação Gmf (F ) � Gref , dada no apítulo 4. Essa restrição orresponde a onsiderar

apenas ontroladores F que podem ser esritos na forma F = PLQ, om L passando a ser a variável

do problema.

A organização do apítulo é muito semelhante à do apítulo 4. A seção 5.2 formula o problema

de �model mathing� om restrição de aesso aos estados. Isso orresponde a enontrar a solução

máxima da inequação Gmf (L) = C(A�PLQ)�B � Gref . O prinipal resultado original dessa seção

é o lema 5.4 e o orrespondente orolário 5.5 que forneem o proedimento para se obter o ontrolador

máximo (aso exista) para P e Q partiulares. A seção 5.3 disute três asos partiulares de P e Q,

que são equivalentes aos asos tratados em Cotteneau et al. (2001), obtendo-se os mesmos resultados

das proposições 3.4, 3.7 e 3.8. Esses asos podem ser relaionados a on�gurações de ontrole

exaustivamente estudadas na teoria de ontrole de sistemas ontínuos: realimentação de saída e

67
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realimentação de estado (sobre a entrada). O tereiro aso, que orresponde à apaidade de se

atuar diretamente nos estados, embora inomum no ontexto do ontrole tradiional, é perfeitamente

possível no aso de GETs.

5.2 Realimentação de estado restrita

A realimentação de estado restrita atua sobre os estados através da matriz P e os observa através

da matriz Q. Assim, X = AX�PX�BU , onde X = LXo é a saída do ontrolador L e Xo = QX

são os estados observados. Nesse aso, a seguinte representação no espaço de estado é obtida:

X = (A� PLQ)X �BU (5.1a)

Y = CX (5.1b)

Essa on�guração é mostrada na Fig. 19, na qual (A;B;C) é uma realização do sistema om

matrizes de dimensões apropriadas no dióide Max

in
J; ÆK. As transições de entrada e de saída são

representadas pelo vetores U e Y , respetivamente, enquanto as transições internas ou estados do

sistema são representadas pelo vetor X.

A

B C

U YX

L

P Q

Figura 20: Estrutura em realimentação de estado restrita.

Pelo teorema 1.40, a equação (5.1a) implíita em X tem omo solução mínima X = (A �

PLQ)�BU . Logo, Y = C(A� PLQ)�BU e a função de transferênia do sistema em malha fehada

Gmf é por de�nição:

Gmf = C(A� PLQ)�B (5.2)

Logo, o problema de ontrole para essa estrutura onsiste em obter a solução máxima da seguinte
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inequação em L:

C(A� PLQ)�B � Gref (5.3)

A apliação direta da teoria da residuação na inequação (5.3), onsiderando os produtos à es-

querda e à direita por C e B, respetivamente, resulta em:

(A� PLQ)� � CÆnGref Æ=B (5.4)

Conforme de�nido no apítulo 4, Aref = CÆnGref Æ=B e a inequação (5.4) pode ser reesrita omo:

(A� PLQ)� � Aref (5.5)

Como onsequênia do lema 4.2, o lema 5.1 abaixo estabelee as ondições para que a equa-

ção (5.5) aima tenha solução para P e Q quaisquer.

Lema 5.1. A inequação (A� PLQ)� � Aref tem solução se e somente se A� � Aref .

Demonstração. Pelo lema 4.2, (A�F )� � Aref tem solução se e somente se A� � Aref . Entretanto,

para qualquer F1 solução de (A� F )� � Aref existe L1 = P ÆnF1Æ=Q solução de (A� PLQ)� � Aref ,

pois PL1Q = P (P ÆnF1Æ=Q)Q � F1 devido a (A.1).

O lema 5.2 abaixo é uma onsequênia imediata dos resultados do apítulo 4. Se o problema

irrestrito tem solução máxima, então o problema restrito tem solução máxima para quaisquer P e

Q.

Lema 5.2. Se Fmax é solução máxima de (A � F )� � Aref , então Lmax = P ÆnFmaxÆ=Q é solução

máxima de (A� PLQ)� � Aref .

Demonstração. Para qualquer L solução de (A�PLQ)� � Aref tem-se que PLQ � Fmax e portanto,

L � Lmax = P ÆnFmaxÆ=Q pelo resíduo do produto à esquerda e à direita.

Corolário 5.3. Se K� = K, então Lmax = P ÆnKÆ=Q é solução máxima de (A�PLQ)� � Aref , onde

K = A�
ÆnAref Æ=A

�.

Demonstração. Pelo lema 4.8, Fmax = K é solução máxima de (A� F )� � Aref .

Os resultados aima valem para quaisquer P e Q, mas dependem da existênia da solução máxima

para o problema irrestrito. Entretanto, para P e Q partiulares, o espaço de soluções é reduzido. De

fato, para toda solução F1 de (A�F )� � Aref existe L1 = P ÆnF1Æ=Q solução de (A�PLQ)� � Aref ,

uma vez que os produtos à esquerda e à direita são residuados, resultando PL1Q � F1. Em alguns

asos, a solução máxima pode ser enontrada, onforme o resultado do lema 5.4 abaixo.
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Lema 5.4. Se L1 é solução de (A� PLQ)� � Aref , então L1 � P ÆnKÆ=Q, om K = A�
ÆnAref Æ=A

�.

Demonstração.

(A� PL1Q)
� = (A� (PL1Q)

�)� devido a (A.33)

(A� (PL1Q)
�)� = (A�(PL1Q)

�)�A� devido a (A.27)

(A�(PL1Q)
�)�A� � Aref pois L1 é solução

(A�(PL1Q)
�)� � Aref Æ=A

� resíduo do produto à direita

A�(PL1Q)
� � Aref Æ=A

� pois A�(PL1Q)
� � (A�(PL1Q)

�)�

(PL1Q)
� � A�

ÆnAref Æ=A
� resíduo do produto à esquerda

PL1Q � A�
ÆnAref Æ=A

� pois PL1Q � (PL1Q)
�

L1 � P Æn(A�
ÆnAref Æ=A

�)Æ=Q resíduo do produto à esquerda e à direita

Corolário 5.5. Se Lmax = P ÆnKÆ=Q é solução de (A � PLQ)� � Aref , então Lmax é a solução

máxima, onde K = A�
ÆnAref Æ=A

�.

Demonstração. Lmax = P ÆnKÆ=Q é um majorante do onjunto das soluções que pertene ao onjunto.

5.3 Casos partiulares

Na seção 5.2 o problema de ontrole om aesso parial aos estados foi estabeleido de maneira

geral. Porém, existem algumas esolhas partiulares de P e Q que resultam em estruturas de ontrole

bem onheidas.

Esse é o aso de se fazer P = B e Q = C, que orresponde a ontrolar apenas as transições de

entrada e observar apenas as transições de saída. Tem-se nesse aso uma on�guração de ontrole

em realimentação de saída (seção 5.3.1).

Outra on�guração omum de ontrole é obtida quando se faz P = B e Q = e. Nesse aso,

os estados podem ser ompletamente observados, mas apenas as transições de entrada podem ser

ontroladas. Essa on�guração é disutida na seção 5.3.2.

Finalmente, uma on�guração não tão omum é obtida quando se faz P = e e Q = C, ou seja,

os estados podem ser ompletamente ontrolados, mas apenas as transições de saída podem ser

observadas. Esse é o assunto da seção 5.3.3.

O objetivo prinipal dessa seção é o de mostrar que a formulação da seção 5.2 é geral o su�iente

para onter esses asos partiulares. Além disso, mostra-se que são obtidos os mesmos resultados

de Cotteneau et al. (2001) e que alguns deles podem ser generalizados.
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5.3.1 Realimentação de saída

Quando se faz P = B e Q = C obtém-se a on�guração dada pela Fig. 21 abaixo.

A

B C

U YX

L

B C

Figura 21: Estrutura em realimentação de estado om P = B e Q = C.

Essa on�guração pode ser reduzida à estrutura da Fig. 22, onde a realimentação de saída torna-

se evidente. Note que é neessária a introdução de uma nova entrada livre V quando se utiliza

a entrada do sistema na realimentação. Nesse aso, a saída do ontrolador é X = LXo = LY e

U = V � LY .

A

B C

UV YX

L

Figura 22: Estrutura em realimentação de saída.

Fazendo-se P = B e Q = C na equação (5.3) tem-se:

C(A�BLC)�B � Gref (5.6)

A proposição 3.4 estabelee que se Gref = HD� ou Gref = D�H, então existe um ontrolador

máximo em realimentação de saída dado por Lmax = HÆnGref Æ=H, om H = CA�B a função de

transferênia do sistema sem ontrolador. Esse mesmo resultado pode ser obtido da equação (5.6)

aima.
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De fato, para Gref = HD� tem-se:

C(A�BLC)�B = CA�(BLCA�)�B devido a (A.27)

CA�(BLCA�)�B = (CA�BL)�CA�B devido a (A.26)

(CA�BL)�CA�B � CA�BD� = HD�

(CA�BL)� � (CA�BD�)Æ=(CA�B) resíduo do produto à direita

((CA�B)D�)Æ=(CA�B) = (CA�BD�)Æ=(CA�BD�) devido a (A.19)

CA�BL � (CA�BD�)Æ=(CA�BD�) resíduo de x� � b�

Lmax = (CA�B)Æn(CA�BD�)Æ=(CA�BD�) resíduo do produto à esquerda

Lmax = (CA�B)Æn(CA�BD�)Æ=(CA�B)

Lmax = HÆnGref Æ=H

Por outro lado, para Gref = D�H tem-se:

C(A�BLC)�B = C(A�BLC)�A�B devido a (A.27)

C(A�BLC)�A�B = CA�B(LCA�B)� devido a (A.26)

CA�B(LCA�B)� � D�CA�B = D�H

(LCA�B)� � (CA�B)Æn(D�CA�B) resíduo do produto à esquerda

(CA�B)Æn(D�(CA�B)) = (D�CA�B)Æn(D�CA�B) devido a (A.19)

LCA�B � (D�CA�B)Æn(D�CA�B) resíduo de x� � b�

Lmax = (D�CA�B)Æn(D�CA�B)Æ=(CA�B) resíduo do produto à direita

Lmax = (CA�B)Æn(D�CA�B)Æ=(CA�B)

Lmax = HÆnGref Æ=H

Os resultados aima são demonstrados em Cotteneau et al. (2001) a partir de (HL)�H � Gref .

Em ambos os asos tem-se:

Lmax = (CA�B)ÆnGref Æ=(CA
�B)

Lmax = (A�B)Æn(CÆnGref Æ=B)Æ=(CA
�) devido a (A.15)

Lmax = (A�B)ÆnAref Æ=(CA
�)

Lmax = BÆn(A�
ÆnAref Æ=A

�)Æ=C devido a (A.15)

Lmax = BÆnKÆ=C

Note que o resultado aima é o mesmo dado pelo orolário 5.5 para P = B e Q = C.
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Para D = HLr ouD = LrH tem-se queD�H = HD� devido a (A.26). Nesse aso, espei�ando-

se Gref = (HLr)
�H = H(LrH)� tem-se:

Gref = CA�B(LrCA
�B)�

= CA�(BLrCA
�)�B devido a (A.26)

= C(A�BLrC)
�B devido a (A.27)

A inequação (5.6) �a então C(A � BLC)�B � C(A � BLrC)
�B. Ou seja, Gref pertene à

imagem de Gmf (L) e portanto, o máximo ontrolador Lmax em realimentação de saída é tal que

Gmf (Lmax) = Gref . Esse resultado está demonstrado em Cotteneau et al. (1999), porém sem

referênia à forma de Gref em relação às matrizes (A;B;C) do sistema. Pelo resultado aima, existe

um ontrolador máximo em realimentação de saída que iguala a espei�ação de uma função de

transferênia que pode ser realizada om as mesmas matrizes B e C do sistema a ser ontrolado e

om uma matriz Ar = (A�BLrC).

5.3.2 Realimentação de estado sobre a entrada

Quando se faz P = B e Q = e obtém-se a on�guração dada pela Fig. 23 abaixo.

A

B

B C

U YX

L

Figura 23: Estrutura em realimentação de estado om P = B e Q = e.

Essa on�guração é equivalente à mostrada na Fig. 24, orrespondendo à realimentação de estado

sobre a entrada. Nesse aso, a saída do ontrolador é X = LXo = LX e U = V � LX.

A proposição 3.7 estabelee que se Gref = D�H, então existe um ontrolador máximo para essa

on�guração dado por Lmax = HÆnGref Æ=(A
�B), onde H = CA�B é a função de transferênia do

sistema sem ontrolador. Novamente, esse resultado pode ser obtido da equação (5.3) fazendo-se

P = B e Q = e.
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A

B C

UV YX

L

Figura 24: Estrutura em realimentação de estado sobre a entrada.

Entretanto, para demonstrar que esse resultado é ainda mais geral, pois vale para Q qualquer,

substitui-se apenas P = B na equação (5.3). Logo,

C(A�BLQ)�B � Gref (5.7)

De fato, para Gref = D�H tem-se:

C(A�BLQ)�B = C(A�BLQ)�A�B devido a (A.27)

C(A�BLQ)�A�B = CA�B(LQA�B)� devido a (A.26)

CA�B(LQA�B)� � D�CA�B = D�H

(LCA�B)� � (CA�B)Æn(D�CA�B) resíduo do produto à esquerda

(CA�B)Æn(D�(CA�B)) = (D�CA�B)Æn(D�CA�B) devido a (A.19)

LQA�B � (D�CA�B)Æn(D�CA�B) resíduo de x� � b�

Lmax = (D�CA�B)Æn(D�CA�B)Æ=(QA�B) resíduo do produto à direita

Lmax = (CA�B)ÆnD�(CA�B)Æ=(QA�B)

Lmax = HÆnGref Æ=(QA
�B)

Nesse aso tem-se:

Lmax = (CA�B)ÆnGref Æ=(QA
�B)

Lmax = (A�B)Æn(CÆnGref Æ=B)Æ=(QA
�) devido a (A.15)

Lmax = (A�B)ÆnAref Æ=(QA
�)

Lmax = BÆn(A�
ÆnAref Æ=A

�)Æ=Q devido a (A.15)

Lmax = BÆnKÆ=Q

O resultado aima é o mesmo dado pelo orolário 5.5 para P = B e Q qualquer. Para Q = e

tem-se Lmax = HÆnGref Æ=(A
�B), que é o resultado demonstrado em Cotteneau et al. (2001) a partir
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de H(LA�B)� � Gref . Portanto o resultado aima é mais geral, uma vez que se Gref = D�H, então

existe um ontrolador máximo para P = B e Q qualquer.

Entretanto para D = HLr, o lema 5.6 a seguir estabelee que o máximo ontrolador em reali-

mentação de estado sobre a entrada iguala a espei�ação.

Lema 5.6. Se Gref = (HLr)
�H, então o máximo ontrolador Lmax = BÆnK em realimentação de

estado sobre a entrada é tal que Gmf (Lmax) = Gref .

Demonstração. A inequação (5.7) �a C(A�BL)�B � C(A�BLrC)
�B, pois Q = e e (HLr)

�H =

C(A�BLrC)
�B. Logo, Gref pertene à imagem de Gmf (L).

5.3.3 Realimentação de saída sobre o estado

A estrutura de ontrole da Fig. 25 abaixo é obtida quando se faz P = e e Q = C. Embora

esta estrutura seja inomum na teoria de ontrole de sistemas ontínuos, pois normalmente não se

pode atuar diretamente sobre os estados, a estrutura é perfeitamente possível no aso de um grafo

a eventos.

A

B

C

C

U YX

L

Figura 25: Estrutura em realimentação de estado om P = e e Q = C.

Em Cotteneau et al. (2001) essa estrutura é denominada realimentação de saída sobre o estado,

uja representação equivalente é mostrada na Fig. 26 abaixo.

A proposição 3.8 estabelee que se Gref = HD�, então existe um ontrolador máximo para

essa on�guração dado por Lmax = (CA�)ÆnGref Æ=H, onde H = CA�B é a função de transferênia

do sistema sem ontrolador. Esse resultado pode ser obtido da equação (5.3) fazendo-se P = e e

Q = C.

Para demonstrar que também nesse aso é possível obter um resultado mais geral válido para P
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A

B C

U YX

L

Figura 26: Estrutura em realimentação de saída sobre o estado.

qualquer, substitui-se apenas Q = C na equação (5.3). Logo,

C(A� PLC)�B � Gref (5.8)

Para Gref = HD� tem-se:

C(A� PLC)�B = CA�(BLCA�)�B devido a (A.27)

CA�(BLCA�)�B = (CA�PL)�CA�B devido a (A.26)

(CA�PL)�CA�B � CA�BD� = HD�

(CA�PL)� � (CA�BD�)Æ=(CA�B) resíduo do produto à direita

((CA�P )D�)Æ=(CA�B) = (CA�BD�)Æ=(CA�BD�) devido a (A.19)

CA�PL � (CA�BD�)Æ=(CA�BD�) resíduo de x� � b�

Lmax = (CA�P )Æn(CA�BD�)Æ=(CA�BD�) resíduo do produto à esquerda

Lmax = (CA�P )Æn(CA�B)D�
Æ=(CA�B)

Lmax = (CA�P )ÆnGref Æ=H

Nesse aso tem-se:

Lmax = (CA�P )ÆnGref Æ=(CA
�B)

Lmax = (A�P )Æn(CÆnGref Æ=B)Æ=(CA
�) devido a (A.15)

Lmax = (A�P )ÆnAref Æ=(CA
)

Lmax = P Æn(A�
ÆnAref Æ=A

�)Æ=C devido a (A.15)

Lmax = P ÆnKÆ=C

O resultado aima é o mesmo dado pelo orolário 5.5 para Q = C e P qualquer. Para P = e

tem-se Lmax = (CA�)ÆnGref Æ=H, que é o resultado demonstrado em Cotteneau et al. (2001) a partir
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de (CA�L)�H � Gref . Portanto o resultado aima é mais geral, uma vez que se Gref = HD�, então

existe um ontrolador máximo para Q = C e P qualquer.

Entretanto para D = LrH, o lema 5.6 a seguir estabelee que o máximo ontrolador em reali-

mentação de estado sobre a entrada iguala a espei�ação.

Lema 5.7. Se Gref = H(LrH)�, então o máximo ontrolador Lmax = KÆ=C em realimentação de

saída sobre o estado é tal que Gmf (Lmax) = Gref .

Demonstração. A inequação (5.7) �a C(A�LC)�B � C(A�BLrC)
�B, pois P = e e H(LrH)� =

C(A�BLrC)
�B. Logo, Gref pertene à imagem de Gmf (L).

5.4 Conlusão

O ontrole de GETs apresentado neste apítulo onsidera que nem todas as transições do sistema

são aessíveis. Algumas delas podem ser observadas, outras ontroladas e outras ainda não possuem

qualquer tipo de aesso externo. Esse aso, frequentemente enontrado na prátia, representa aesso

parial ou restrito às transições do sistema a ser ontrolado.

A realimentação de estado restrita atua sobre os estados através da matriz P e os observa através

da matriz Q. Assim, a saída do ontrolador L éX = LXo, ondeXo = QX são os estados observados.

Nesse aso, tem-se:

X = (A� PLQ)X �BU

Y = CX

O problema de ontrole restrito por modelo de referênia orresponde a enontrar o máximo

ontrolador L que satisfaz a inequação (5.5), reesrita abaixo:

(A� PLQ)� � Aref

Sendo Aref = CÆnGref Æ=B e H = CA�B a função de transferênia do sistema sem ontrolador.

Dentre os resultados obtidos, o lema 5.2 garante a existênia do ontrolador máximo para o

aso restrito quando o ontrolador máximo para o aso geral existe. Entretanto pelo lema 5.4 e

respetivo orolário 5.5, mesmo que a solução máxima do aso geral não possa ser enontrada (se

existir), o ontrolador máximo pode ser obtido para algum P e Q partiular. A partir daí, os mesmos

resultados de Cotteneau et al. (1999) e Cotteneau et al. (2001) podem ser obtidos, assim omo as

seguintes generalizações:

� se Gref = C(A � BLrC)
�B, então o ontrolador máximo existe e iguala a espei�ação em

todas as três on�gurações;
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� se Gref = D
�H, então o ontrolador máximo existe para P = B e Q qualquer;

� se Gref = HD
�, então então o ontrolador máximo existe para P qualquer e Q = C;

� em todos os asos anteriores, o ontrolador máximo é dado por Lmax = P ÆnKÆ=Q, sendo K =

A�
ÆnAref Æ=A

� e as matrizes P e Q assumem valores adequados para ada on�guração.

Assim, demonstra-se que a formulação do problema restrito na forma da inequação (5.5) é geral o

su�iente para tratar os asos partiulares de realimentação de saída, realimentação de estado sobre

a entrada e realimentação de saída sobre o estado já estabeleidos na literatura.



Capítulo 6

Projeto do ontrolador

6.1 Introdução

Os resultados dos apítulos 4 e 5 são usados neste apítulo para de�nir uma metodologia de

projeto do ontrolador. No apítulo 4, o projeto do ontrolador se resume a veri�ar se o ontrolador

F = K é o ontrolador máximo. Entretanto, dois ontroladores sub-ótimos Fa = KÆnK e Fb = KÆ=K

sempre podem ser obtidos.

No apítulo 5, o resultado do orolário 5.5 sugere uma forma de se obter o ontrolador ótimo para

o problema restrito: a partir de um onjunto de pares de matrizes (Pi; Qi) que de�nem o grau de

aesso aos estados, pode-se obter um onjunto de ontroladores ótimos Li para ada par (Pi; Qi) que

satisfazem (A� PiLiQi)
� � Aref . Na verdade, essa estratégia explora as possibilidades de ontrole

obtidas por diferentes graus de aesso aos estados do sistema. O ontrolador ótimo a ser usado

pode então ser esolhido dentre esses Li que satisfazem algum ritério adiional de desempenho ou

dimensão do ontrolador.

A seção 6.2 formaliza o proedimento aima e estabelee um algoritmo de projeto do ontrolador.

Na seção 6.3 vários exemplos são apresentados para ilustrar a metodologia de projeto proposta e

analisar alguns resultados. Na seção 6.4, disutem-se aspetos de implementação dos ontroladores

obtidos.

6.2 Metodologia de projeto

A realimentação de estado restrita atua sobre os estados através da matriz P e os observa através

da matriz Q. Conforme a seção 5.2, X = AX �PX�BU , sendo X = LXo a saída do ontrolador

L e Xo = QX os estados observados. No aso em que se pode esolher o onjunto de estados

observáveis e ontroláveis, as matrizes P e Q são parâmetros de projeto do ontrolador. Por outro

79
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lado, quando existe uma instalação de atuadores e medidores do sistema, as matrizes P e Q agem

omo restrições de projeto do ontrolador.

No primeiro aso, assume-se que P e Q são matrizes booleanas nas quais ada entrada de ontrole

atua sobre um únio estado e ada saída de observação é obtida a partir de um únio estado, pois

deseja-se representar a situação de se ter ou não aesso a um determinado estado. Essa esolha

é justi�ada pelo fato de que qualquer sistema pode ser realizado om matrizes B e C booleanas,

onforme disutido na seção 2.5.1. Assim, o uso de outras matrizes P e Q pode ser reduzido ao aso

booleano, om o possível aumento do número de estados. De fato, o problema reside na de�nição da

fronteira do sistema, ou seja, na de�nição de quais são as transições internas e quais são os aessos

a estas transições.

Para um sistema om n estados tem-se: P n�r, Qs�n e Lr�s. Nesse aso, as dimensões r e s

são parâmetros de projeto do ontrolador. Assim, tem-se um problema om matrizes que podem

assumir diferentes dimensões. Entretanto, o mesmo problema pode ser reformulado de forma a usar

matrizes P e Q booleanas diagonais de dimensão igual ao número de estados, onforme é disutido

a seguir.

O exemplo da Fig. 27 mostra um sistema aresido de entradas e saídas (em pontilhado) para o

mundo externo, de forma que os estados internos do sistema possam ser observados e ontrolados.

x1

x2

x3

xo1

xo2

xo3

x1

x2

x3

u1

u2

y

p11

p22

p33

q11

q22

q33

Figura 27: Exemplo instrumentado para observação e ontrole.

Note que ada entrada de ontrole xi atua sobre um únio estado xi e portanto, a matriz P

é diagonal de dimensão igual ao número de estados. Além disso, assume-se que os elementos pii

assumem valores e ou � e portanto, a matriz P é booleana diagonal. Assim, se o estado xi é aessível

para ontrole, o i-ésimo elemento da diagonal de P é igual a e. Caso ontrário, se xi é inaessível,

esse elemento é igual a �. Raioínio análogo pode ser apliado aos elementos de Q no que se refere
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à observação de um estado. Note que um estado xi pode ser tanto observável quanto ontrolável,

bastando que o i-ésimo elemento da diagonal tanto de P quanto de Q seja igual a e. Um aso extremo

oorre quando P = � e/ou Q = �, no qual a malha de ontrole enontra-se aberta e portanto, o

ontrolador não exere ação alguma sobre o sistema. No aso em que P = Q = e, tem-se aesso

ompleto aos estados, que é a on�guração utilizada no apítulo 4.

Assim, om essa estrutura geral, pode-se tratar o aso de matrizes P eQ booleanas não quadradas

om matrizes booleanas diagonais, bastando para isso representar orretamente os aessos existentes

e não existentes através de elementos e e � em suas diagonais.

Propõe-se então a seguinte metodologia de projeto do ontrolador:

Dado Gref qualquer alula-se K = A�
ÆnAref Æ=A

�, om Aref = C ÆnGref Æ=B;

Se K2 = K, então

Fmax = K é o ontrolador ótimo para aesso ompleto aos estados.

ou

Lmax = P ÆnKÆ=Q é o ontrolador ótimo para aesso parial aos estados.

Caso ontrário

Fa = K ÆnK e Fb = KÆ=K são ontroladores sub-ótimos para aesso ompleto aos

estados.

ou

se Lmax = P ÆnKÆ=Q é tal que (A � PLmaxQ)
� � Aref , então Lmax é o ontrolador

ótimo para aesso parial aos estados.

ou

se existe liberdade na esolha do aesso aos estados através da esolha de P e Q, o

ontrolador ótimo é obtido pelo seguinte proedimento:

1. de�nem-se matrizes Pi e Qi booleanas diagonais de mesma dimensão igual

ao número de estados;

2. para todo par (Pi; Qi) alula-se Li = Pi ÆnKÆ=Qi;

3. se (A� PiLiQi)
� � Aref , então Li é o máximo ontrolador ujo aesso aos

estados é dado por Pi e Qi;

4. esolhe-se dentre as triplas (Pi; Qi; Li) uma através de algum ritério adi-

ional de desempenho ou dimensão do ontrolador.

O proedimento de projeto do ontrolador onsiste de uma busa exaustiva de ontroladores

Li para todos os pares de matrizes (Pi; Qi) booleanas diagonais de ordem n que satisfazem (A �
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PiLiQi)
� � Aref . Nesse aso, tem-se (2n � 2) matrizes Pi, pois os n elementos da diagonal podem

assumir dois valores, exluindo os asos P = e, tratado no apítulo 4, e P = �, no qual inexiste

ação de ontrole. O mesmo oorre para a matriz Q. Logo, o número total de on�gurações a serem

veri�adas é de (2n � 2)2. Caso exista mais de uma on�guração (Pi; Qi) om ontrolador máximo

Li, outros ritérios omo dimensão do ontrolador ou �mathing� em relação à referênia podem ser

usados para esolha do ontrolador a ser utilizado.

Nota 6.1. O uso de P , Q e L quadradas de ordem n tem por objetivo transformar o problema

om matrizes de dimensões variáveis num problema de dimensões �xas. Entretanto, o ontrole é

implementado apenas pelos elementos om onexão aos estados.

A metodologia apresentada trata do ontrole multivariável om aesso ompleto aos estados

(exempli�ado na seção 6.3.1), além de dois problemas distintos para o aso de ontrole multivariável

restrito. O primeiro problema se refere a uma planta que possui restrições físias impostas pela

instrumentação e/ou pelos atuadores do sistema representadas por matrizes P e Q �xas. Esse aso

é ilustrado na seção 6.3.2. No outro, deseja-se explorar diversos aessos aos estados do sistema

e esolher, dentre aqueles que forneem um ontrolador ótimo, o ontrolador a ser usado. Isso é

disutido na seção 6.3.3.

6.3 Exemplos

O exemplo adotado nessa seção orresponde à etapa �nal de embalagem de um produto, onforme

mostrado na Fig. 28. Esse produto é formado por dois omponentes (�software� e �hardware�) que

hegam a essa etapa por diferentes vias de transporte e devem ser embalados separadamente. A

embalagem utilizada em ada omponente preisa ser montada pelo operador antes que possa ser

utilizada. Os tempos neessários em ada operação apareem entre parenteses na �gura. Note que

tempo zero para a oloação da etiqueta simplesmente signi�a que esse tempo é desprezível em

relação aos outros.

da
montagem

(2)

embalagem

da
montagem

(3)

embalagem

(0)

etiqueta

(4)

transporte

(5)

transporte

final

produto

hardware

software

Figura 28: Embalagem �nal de um produto.

O grafo a eventos temporizado orrespondente a esse enário é mostrado na Fig. 29.
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u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 29: Grafo orrespondente ao sistema de embalagem.

Este sistema possui duas iliidades diferentes, dadas pelos diferentes tempos de montagem

de ada embalagem, e não é estável, pois pode oorrer um aúmulo de omponentes de �software�

embalados. Nesse aso, a interpretação físia do ontrole é a de atrasar o máximo possível uma

operação sem violar a espei�ação de apaidade de produção da planta. Modelando então o

sistema da Fig. 29 no dióide Max
in

J; ÆK tem-se:

x1 = (Æ2)x1 � Æ4u1 (6.1a)

x2 = (Æ3)x2 � Æ5u2 (6.1b)

x3 = x1 � x2 (6.1)

y = x3 (6.1d)

Uma realização (A;B;C) desse sistema é dada pelas matrizes abaixo:

A =

0
BB�

Æ2 � �

� Æ3 �

e e �

1
CCAB =

0
BB�

Æ4 �

� Æ5

� �

1
CCAC =

�
� � e

�
(6.2)

Apliando-se o lema 1.48 para a matriz A, obtém-se:

A� =

0
BB�

(Æ2)� � �

� (Æ3)� �

(Æ2)� (Æ3)� e

1
CCA (6.3)

A matriz de transferênia do sistema é então dada por:

H = CA�B =
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

�
(6.4)

A resposta impulsiva do GET desrito pela equação (6.4) é mostrada na Fig. 30, na qual as

ontribuições das duas entradas sobre a saída podem ser visualizadas separadamente.
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tempo

evento

taxa=1/2

�software� ! produto �nal

e

tempo

evento

taxa=1/3

�hardware� ! produto �nal

e

Figura 30: Resposta impulsiva do sistema de embalagem.

Assim, o primeiro omponente de �software� embalado oorre após quatro unidades de tempo do

iníio de seu forneimento, atingindo um omportamento em regime de um omponente embalado

a ada duas unidades de tempo. Já o primeiro omponente de �hardware� embalado oorre após

ino unidades de tempo do iníio de seu forneimento, e atinge um omportamento em regime de

um omponente embalado a ada três unidades de tempo.

6.3.1 Controle multivariável

Os exemplos dessa seção ilustram o projeto do ontrolador quando se tem aesso ompleto aos

estados.

Exemplo 6.2. Suponha que se deseja enontrar o maior ontrolador F em realimentação de estado

que mantém inalterada a função de transferênia do sistema. Nesse aso,

Gref = H =
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

�
Note que H � Gref e pelo orolário 4.3 esse problema tem solução. Nesse aso tem-se (veja

apêndie B):

Aref = CÆnGref Æ=B =

0
BB�

> > >

> > >

(Æ2)� (Æ3)� >

1
CCA (6.5)

Logo,

K = A�
ÆnAref Æ=A

� =

0
BB�

(Æ2)� (Æ3)� (Æ2)�

� (Æ3)� �

(Æ2)� (Æ3)� (Æ2)�

1
CCA (6.6)
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A partir de K dado pela equação (6.6) aima, pode-se veri�ar que K2 = K. Logo, o máximo

ontrolador que mantém a função de transferênia do sistema inalterada é dado por:

Fmax = K =

0
BB�

(Æ2)� (Æ3)� (Æ2)�

� (Æ3)� �

(Æ2)� (Æ3)� (Æ2)�

1
CCA (6.7)

De fato, onforme a equação (4.2), a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (Fmax) =
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

�
= H = Gref (6.8)

Nota 6.3. Para Gref = H, o ontrolador F1 = � (malha aberta) é solução. Portanto, para qualquer

F1 � Fmax tem-se Gmf (F1) = H, ou seja, qualquer ontrolador menor que o máximo iguala a

espei�ação.

A implementação do sistema om esse ontrolador é mostrada na Fig. 33, disutida na seção 6.4

seguinte.

Exemplo 6.4. Realimentação de estado om Gref =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
O signi�ado prátio dessa espei�ação é uma diminuição da taxa de embalagem do produto

�nal de forma que um omponente de �software� seja embalado a ada quatro unidades de tempo

e um omponente de �hardware� a ada ino unidades de tempo. A oorrênia dos primeiros

omponentes permanee inalterada. Isso é mostrado na Fig. 31.

tempo

evento

taxa=1/4

�software� ! produto �nal

e

tempo

evento

taxa=1/5

�hardware� ! produto �nal

e

Figura 31: Modi�ação da resposta do sistema de embalagem.

Nesse aso, qualquer ontrolador que altere a resposta do sistema para a região mais lara dos

grá�os é solução do problema de ontrole. Entretanto, o interesse está no ontrolador máximo.
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Seguindo o mesmo proedimento anterior, tem-se:

Aref = CÆnGref Æ=B =

0
BB�

> > >

> > >

(Æ4)� (Æ5)� >

1
CCA (6.9)

Logo,

K = A�
ÆnAref Æ=A

� =

0
BB�

(Æ4)� (Æ5)� (Æ4)�

(Æ4)� (Æ5)� (Æ4)�

(Æ4)� (Æ5)� (Æ4)�

1
CCA (6.10)

A partir de K dado pela equação (6.10) aima, pode-se veri�ar que K2 � K e, portanto, F = K

não satisfaz a espei�ação. De fato, segundo a equação (4.2), a função de transferênia do sistema

ontrolado é dada por:

Gmf (K) =
�
Æ4(Æ5)� Æ5(Æ5)�

�
� Gref (6.11)

Nesse aso, os seguintes ontroladores sub-ótimos podem ser usados:

Fa = KÆnK =

0
BB�

(Æ4)� (Æ5)� (Æ4)�

� (Æ5)� �

(Æ4)� (Æ5)� (Æ4)�

1
CCA (6.12)

Fb = KÆ=K =

0
BB�

(Æ4)� (Æ4)� (Æ4)�

(Æ4)� (Æ4)� (Æ4)�

(Æ4)� (Æ4)� (Æ4)�

1
CCA (6.13)

Nota 6.5. Nesse aso em partiular pode-se onluir que o ontrolador máximo não existe, pois

onsiderando que Fmax existe, então Fa � Fmax e Fb � Fmax. Logo, Fa � Fb � Fmax. Mas,

Fa � Fb = K e portanto, K � Fmax. Isso ontraria o fato de que Fmax é solução, pois K não é

solução e portanto, não existe solução máxima. Em onlusão, sempre que Fa�Fb não for solução,

o ontrolador máximo não existe.

Pela equação (4.2), esses ontroladores forneem as seguintes funções de transferênia para o

sistema ontrolado:

Gmf (Fa) =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
= Gref (6.14)

Gmf (Fb) =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ4)�

�
� Gref (6.15)

O sistema om esses ontroladores são mostradas nas Figs. 34 e 35, respetivamente, ujas

implementações são disutidas na seção 6.4 seguinte. Alguns fatos importantes sobre essas duas

soluções sub-ótimas são disutidos na onlusão da tese.
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6.3.2 Realimentação de saída

Os exemplos desta seção ilustram o projeto do ontrolador quando se tem aesso parial aos

estados devido a uma restrição físia de atuadores e medidores do sistema. Essa restrição é repre-

sentada aqui por matrizes P = B e Q = C que orrespondem a uma estrutura em realimentação de

saída.

Exemplo 6.6. Suponha que se deseja enontrar o maior ontrolador L em realimentação de saída

que mantém inalterada a função de transferênia do sistema. Nesse aso,

Gref = H =
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

�
Essa espei�ação é a mesma usada no exemplo 6.2 e portanto, K2 = K. A on�guração em

realimentação de saída é um aso partiular de aesso restrito aos estados, om P = B e Q = C.

Logo, Lmax = BÆnKÆ=C é o máximo ontrolador em realimentação de saída que mantém a função de

transferênia do sistema inalterada, ou seja,

Lmax = BÆnKÆ=C =

 
Æ�4(Æ2)�

�

!
(6.16)

De fato, onforme a equação (5.2), a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (Lmax) =
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

�
= H (6.17)

Nota 6.7. Para Gref = H, o ontrolador L1 = � (malha aberta) é solução. Portanto, para qualquer

L1 � Lmax tem-se Gmf (L1) = H, ou seja, qualquer ontrolador menor que o máximo iguala a

espei�ação.

A implementação do sistema om esse ontrolador é mostrada na Fig. 36, disutida na seção 6.4

seguinte.

Exemplo 6.8. Realimentação de saída om Gref =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
.

Essa espei�ação é a mesma usada no exemplo 6.4 e portanto, K2 � K. Como P = B e Q = C,

resta então veri�ar se (A�BLmaxC)
� � Aref , onde Lmax = BÆnKÆ=C. De fato,

(A�BLmaxC)
� =

0
BB�

(Æ4)� (Æ4)� (Æ4)�

(Æ4)� (Æ4)� (Æ4)�

(Æ4)� (Æ4)� (Æ4)�

1
CCA � Aref (6.18)

Portanto, Lmax é o máximo ontrolador em realimentação de saída dado por:

Lmax = BÆnKÆ=C =

 
Æ�4(Æ4)�

Æ�5(Æ4)�

!
(6.19)
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Conforme a equação (5.2), a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (Lmax) =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ4)�

�
� Gref (6.20)

A respetiva implementação é mostrada na Fig. 37 e disutida na seção 6.4 seguinte.

Exemplo 6.9. Realimentação de saída om Gref =
�
Æ5(Æ3)� Æ5(Æ3)�

�
.

Como anteriormente, tem-se:

Aref = CÆnGref Æ=B =

0
BB�

> > >

> > >

Æ(Æ3)� (Æ3)� >

1
CCA (6.21)

Logo,

K = A�
ÆnAref Æ=A

� =

0
BB�
Æ(Æ3)� (Æ3)� (Æ3)�

Æ(Æ3)� (Æ3)� (Æ3)�

Æ(Æ3)� (Æ3)� (Æ3)�

1
CCA (6.22)

A partir de K dado pela equação (6.22) aima, pode-se veri�ar que K2 � K. Como P = B e

Q = C, resta então veri�ar se (A�BLmaxC)
� � Aref , om Lmax = BÆnKÆ=C. De fato,

(A�BLmaxC)
� =

0
BB�

(Æ3)� (Æ3)� (Æ3)�

(Æ3)� (Æ3)� (Æ3)�

(Æ3)� (Æ3)� (Æ3)�

1
CCA � Aref (6.23)

Portanto, Lmax é o máximo ontrolador em realimentação de saída dado por:

Lmax = BÆnKÆ=C =

 
Æ�4(Æ3)�

Æ�5(Æ3)�

!
(6.24)

Conforme a equação (5.2), a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (Lmax) =
�
Æ4(Æ3)� Æ5(Æ3)�

�
� Gref (6.25)

A implementação do sistema om esse ontrolador é mostrada na Fig. 38, disutida na seção 6.4

seguinte.

6.3.3 Controle multivariável restrito

Os exemplos desta seção ilustram o projeto do ontrolador quando se pode esolher o onjunto

de estados observáveis e ontroláveis. Nesse aso, as matrizes P e Q são parâmetros de projeto do

ontrolador, onforme mostrado na seção 6.2.
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Usando a mesma espei�ação do exemplo 6.4, Gref =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
e K2 � K. Os

exemplos abaixo exempli�am o proedimento para se obter o ontrolador máximo a ser usado,

variando-se o aesso aos estados através de diferentes matrizes P e Q booleanas e diagonais.

Exemplo 6.10. Gref =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
; x1, x2 ontroláveis e observáveis.

P1 = Q1 =

0
BB�

e � �

� e �

� � �

1
CCA) L1 = P1ÆnKÆ=Q1 =

0
BB�

(Æ4)� (Æ5)� >

(Æ4)� (Æ5)� >

> > >

1
CCA (6.26)

Nesse aso,

(A� P1L1Q1)
� =

0
BB�

(Æ5)� (Æ5)� �

(Æ5)� (Æ5)� �

(Æ5)� (Æ5)� e

1
CCA � Aref (6.27)

Portanto, o ontrolador L1 orrespondente ao par (P1; Q1) não satisfaz a espei�ação. Pela

equação (5.2), a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (L1) =
�
Æ4(Æ5)� Æ5(Æ5)�

�
� Gref (6.28)

Exemplo 6.11. Gref =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
; x1, x2 ontroláveis e x2 observável.

P2 =

0
BB�

e � �

� e �

� � �

1
CCAQ2 =

0
BB�

� � �

� e �

� � �

1
CCA) L2 = P2ÆnKÆ=Q2 =

0
BB�
> (Æ5)� >

> (Æ5)� >

> > >

1
CCA (6.29)

Nesse aso,

(A� P2L2Q2)
� =

0
BB�

(Æ2)� (Æ5)� �

� (Æ5)� �

(Æ2)� (Æ5)� e

1
CCA � Aref (6.30)

Logo, o ontrolador L2 satisfaz a espei�ação e portanto, é o ontrolador máximo para o par

(P2; Q2). Nesse aso, pela equação (5.2) a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (L2) =
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ5)�

�
� Gref (6.31)

Exemplo 6.12. Gref =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
; x1 ontrolável e x1, x2 observáveis.

P3 =

0
BB�

e � �

� � �

� � �

1
CCAQ3 =

0
BB�

e � �

� e �

� � �

1
CCA) L3 = P3ÆnKÆ=Q3 =

0
BB�

(Æ4)� (Æ5)� >

> > >

> > >

1
CCA (6.32)



90 CAPÍTULO 6. PROJETO DO CONTROLADOR

Nesse aso,

(A� P3L3Q3)
� =

0
BB�

(Æ4)� (Æ5)� �

� (Æ3)� �

(Æ4)� (Æ5)� e

1
CCA � Aref (6.33)

O ontrolador L3 satisfaz a espei�ação e portanto, ele é o ontrolador máximo para o par

(P3; Q3). Pela equação (5.2), a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (L3) =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
= Gref (6.34)

Esse proedimento de alterar as matrizes P e Q ontinua até que todas as ombinações de estados

observáveis e ontroláveis sejam visitadas e os ontroladores máximos para ada on�guração sejam

obtidos. O ontrolador ótimo a ser usado pode então ser esolhido dentre esses ontroladores que

satisfazem algum ritério adiional de desempenho ou dimensão do ontrolador.

Por exemplo, onsiderando as triplas (P2; Q2; L2) e (P3; Q3; L3) e um ritério de melhor �mat-

hing� em relação à espei�ação, o ontrolador L3 é esolhido para ser implementado, uma vez

que Gmf (L2) � Gmf (L3). Mais ainda, para esse aso em partiular Gmf (L3) = Gref , ou seja, a

espei�ação é satisfeita pela igualdade.

Conforme a nota 6.1, o ontrole é implementado apenas om os elementos que possuem onexão

om os estados. Assim, n = 3 (estados), r = 1 (um estado ontrolado: x1) e s = 2 (dois estados

observados: x1 e x2). Logo, as matrizes P e Q usadas são dadas por:

P = P+ =

0
BB�

e

�

�

1
CCA Q = Q+ =

 
e � �

� e �

!
(6.35)

Portanto, o máximo ontrolador para P = P+ e Q = Q+ é dado por:

Lmax = P+ÆnKÆ=Q+ =
�

(Æ4)� (Æ5)�
�

(6.36)

Pela equação (6.34), a função de transferênia do sistema ontrolado é Gmf (Lmax) = Gref .

A implementação do sistema om esse ontrolador é mostrada na Fig. 38, disutida na seção 6.4

seguinte.

6.4 Implementação

Os ontroladores obtidos na seção 6.3 anterior, forneem de fato as funções de transferênia

entre as diversas transições do sistema ontrolado. Portanto, é preiso enontrar uma realização que

permita obter o grafo a eventos orrespondente.
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Naturalmente, a primeira questão a ser onsiderada diz respeito à realizabilidade dos ontro-

ladores obtidos. Como visto na seção 2.5.2, a divisão de séries ausais pode resultar numa série

não-ausal e portanto, num ontrolador não-realizável. Nesse aso, implementa-se o maior ontrola-

dor realizável, disutido na implementação do exemplo 6.6.

A segunda questão é mais geral e está relaionada om a realização mínima do ontrolador obtido.

Isso pode ser visto omo uma maneira de se evitar redundânia na implementação do ontrolador.

Como os ontroladores estão limitados inferiormente pela matriz A�, onforme demonstrado nos

apítulos 4 e 5, isso pode ser feito inspeionando-se os elementos introduzidos pelo ontrolador om os

existentes na matriz A�. Alternativamente, pode-se implementar o ontrolador para posteriormente

eliminar as redundânias do grafo obtido.

A tereira questão deorre de uma onstatação feita a partir dos exemplos forneidos: um on-

trolador realizável pode bloquear o sistema, inviabilizando-o. Essa ondição pode ser veri�ada

detetando-se laços (iruitos fehados) no grafo que não possuem �has em nenhum de seus lu-

gares. Nesse aso, adota-se uma solução semelhante à da não realizabilidade, substituindo-se o

elemento do ontrolador que ausa o bloqueio pelo maior elemento que não o ausa. Entretanto, isso

não leva neessariamente ao maior ontrolador, omo é disutido na implementação do exemplo 6.2.

O ontrolador implementado deve então ser realizável e satisfazer as seguintes ondições:

1. aresentar apenas lugares e transições inexistentes no sistema original;

2. não bloquear o sistema ontrolado;

Nota 6.13. Essas ondições devem ser vistas omo um primeiro passo para se obter uma realiza-

ção mínima do ontrolador, embora o problema de realização mínima de um GET qualquer ainda

permaneça em aberto. Portanto, as implementações dessa seção ainda podem onter redundânias.

Exemplo 6.2

Tendo em vista essas onsiderações, a implementação do ontrolador do exemplo 6.2, dado pela

equação (6.7), é mostrada na Fig. 32. Nessa �gura, as transições e onexões aresentadas pelo

ontrolador apareem em pontilhado.

Entretanto, o GET da Fig. 32 está bloqueado devido ao laço riado pelo ontrolador envolvendo

as transições x1 e x3, pois x1 = (Æ2)�x1 � (Æ3)�x2 � (Æ2)�x3 � Æ4u1. Mas (Æ2)� = e� Æ2(Æ2)�

e o maior elemento que não ausa bloqueio é Æ2(Æ2)�. Logo, o ontrolador realizável a ser imple-

mentado é dado por:

F+ =

0
BB�

(Æ2)� (Æ3)� Æ2(Æ2)�

� (Æ3)� �

(Æ2)� (Æ3)� (Æ2)�

1
CCA � Fmax (6.37)
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u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 32: Exemplo 6.2 - sistema ontrolado bloqueado.

De aordo om a nota 6.3, a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (F+) = H =
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

�
= Gmf (Fmax) = Gref (6.38)

O GET do sistema ontrolado sem bloqueio é então dado pela Fig. 33.

u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 33: Exemplo 6.2 - ontrolador em realimentação de estado.

Exemplo 6.4

Proedimento semelhante é apliado para os ontroladores Fa e Fb do exemplo 6.4, dados pelas

equações (6.12) e (6.13), pois os sistemas obtidos om esses ontroladores estão bloqueados. Nesse

aso, obtém-se:

Fa+ =

0
BB�

(Æ4)� (Æ5)� Æ4(Æ4)�

� (Æ5)� �

(Æ4)� (Æ5)� (Æ4)�

1
CCA � Fa (6.39)
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Fb+ =

0
BB�

(Æ4)� Æ4(Æ4)� Æ4(Æ4)�

(Æ4)� (Æ4)� Æ4(Æ4)�

(Æ4)� (Æ4)� (Æ4)�

1
CCA � Fb (6.40)

Pela equação (4.2), esses ontroladores forneem as seguintes funções de transferênia para o

sistema ontrolado:

Gmf (Fa+) =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ5)�

�
= Gmf (Fa) = Gref (6.41)

Gmf (Fb+) =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ4)�

�
= Gmf (Fb) � Gref (6.42)

As Figs. 34 e 35 mostram o sistema om os ontroladores implementados. Nessas �guras, as

transições e onexões aresentadas pelos ontroladores apareem em pontilhado.

u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 34: Exemplo 6.4 - sistema om Fa+.

u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 35: Exemplo 6.4 - sistema om Fb+.

Exemplo 6.6

Para o exemplo 6.6, o ontrolador dado pela equação (6.16) é não realizável. Entretanto,

Æ�4(Æ2)� = Æ�4 � Æ�2 � 2(Æ2)� e o maior elemento realizável é 2(Æ2)�. Logo, o máximo

ontrolador realizável em realimentação de saída é dado por:

L+ =

 
2(Æ2)�

�

!
� Lmax (6.43)

Nota 6.14. A obtenção do máximo ontrolador realizável é formalmente de�nida em Cotteneau

(1999) omo a projeção de uma série não-raional no espaço das séries raionais.

De aordo om a nota 6.7, a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (L+) = H =
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

�
= Gmf (Lmax) (6.44)
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De aordo om a seção 5.3.1, a saída do ontrolador é então X = L+Y , ou seja: 
x1

x2

!
=

 
2(Æ2)�

�

!
y (6.45)

A Fig. 36 mostra o sistema om o ontrolador implementado. Nessa �gura, as transições e

onexões aresentadas pelo ontrolador apareem em pontilhado.

v1

v2

u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 36: Exemplo 6.6 - ontrolador ótimo em realimentação de saída.

Exemplo 6.8

De maneira análoga, para o exemplo 6.8 ujo ontrolador é dado pela equação (6.19), o máximo

ontrolador realizável em realimentação de saída é dado por:

L+ =

 
(Æ4)�

2Æ3(Æ4)�

!
� Lmax (6.46)

Pela equação (5.2), a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (L+) =
�
Æ4(Æ4)� Æ5(Æ4)�

�
= Gmf (Lmax) � Gref (6.47)

Nesse aso, a saída do ontrolador X = L+Y é dada por: 
x1

x2

!
=

 
(Æ4)�

2Æ3(Æ4)�

!
y (6.48)

A Fig. 37 mostra o sistema om o ontrolador implementado. Nessa �gura, as transições e

onexões aresentadas pelo ontrolador apareem em pontilhado.
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v1

v2

u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 37: Exemplo 6.8 - ontrolador ótimo em realimentação de saída.

Exemplo 6.9

Para o exemplo 6.9, no qual o ontrolador é dado pela equação (6.24), o máximo ontrolador

realizável em realimentação de saída é dado por:

L+ =

 
2Æ2(Æ3)�

2Æ(Æ3)�

!
� Lmax (6.49)

Pela equação (5.2), a função de transferênia do sistema ontrolado é dada por:

Gmf (L+) =
�
Æ4[e� Æ2 � 2Æ6(Æ3)�℄ Æ5(Æ3)�

�
� Gmf (Lmax) � Gref (6.50)

Nesse aso, a saída do ontrolador X = L+Y é dada por: 
x1

x2

!
=

 
2Æ2(Æ3)�

2Æ(Æ3)�

!
y (6.51)

A Fig. 38 mostra o sistema om o ontrolador implementado. Nessa �gura, as transições e

onexões aresentadas pelo ontrolador apareem em pontilhado.

Exemplo 6.12

Para o exemplo 6.12, o ontrolador dado pela equação (6.36) é realizável e não bloqueia o sistema.

Portanto, o máximo ontrolador realizável para P = P+ e Q = Q+ é dado por:

L+ = Lmax =
�

(Æ4)� (Æ5)�
�

(6.52)

Logo, a função de transferênia do sistema ontrolado é Gmf (L+) = Gmf (Lmax) = Gref . A

saída do ontrolador é dada por X = L+Xo, onde Xo = Q+X. Nesse aso, tem-se:

x1 =
�

(Æ4)� (Æ5)�
� x1

x2

!
(6.53)
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v1

v2

u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 38: Exemplo 6.9 - ontrolador ótimo em realimentação de saída.

A Fig. 39 mostra o sistema om o ontrolador implementado, onde as transições e onexões

aresentadas pelo ontrolador apareem em pontilhado.

u1

u2

x1

x2

x3 y

Figura 39: Exemplo 6.12 - ontrolador ótimo em realimentação de estado restrito.

6.5 Conlusão

Este apítulo utiliza os resultados formais dos apítulos 4 e 5 para propor uma metodologia de

projeto do ontrolador. Os asos onsiderados envolvem aesso total e parial aos estados obtendo-se

o ontrole multivariável e multivariável restrito, respetivamente. No ontrole multivariável restrito

distinguem-se dois asos: um no qual a restrição de aesso aos estados é imposta por uma restrição

físia da planta e outro no qual o aesso aos estados pode ser variado, fazendo parte do projeto do

ontrolador. Neste último, diferentes aessos aos estados podem ser avaliados e o ontrolador ótimo

pode ser esolhido dentre diversas on�gurações. Nesse aso, o ritério de esolha do ontrolador a ser

utilizado pode ser o desempenho do sistema ontrolado em relação à espei�ação ou à omplexidade

do ontrolador (número de estados observados e ontrolados).
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Tanto o ontrolador ótimo multivariável quanto o ontrolador ótimo multivariável restrito existem

e podem ser alulados analitiamente quando K2 = K. Além disso, no aso restrito, o ontrolador

ótimo pode ser obtido para qualquer restrição de aesso aos estados. Entretanto, mesmo que essa

ondição não se veri�que, dois ontroladores sub-ótimos multivariáveis podem ser obtidos, assim

omo os ontroladores ótimos multivariáveis restritos que satisfazem as ondições do orolário 5.5.

As espei�ações dos exemplos apresentados nesse apítulo, exeto a do exemplo 6.9, satisfazem

as ondições estabeleidas em Cotteneau (1999), ou seja, Gref = D
�H ou Gref = HD

�. Portanto,

omo resultado já estabeleido, existem os ontroladores ótimos em realimentação de saída, de

estado sobre a entrada e de saída sobre o estado. Entretanto, o ontrolador ótimo existe também

para outras on�gurações mais gerais de ontrole, onforme demonstrado ao longo deste trabalho e

ilustrado pelos exemplos deste apítulo, e pode ser obtido a partir de um proedimento uni�ado.

Além disso, o exemplo 6.9 mostra que, pelo proedimento proposto, o ontrolador ótimo pode

ser obtido para uma espei�ação que não satisfaz as ondições estabeleidas em Cotteneau (1999).

Isso já era esperado, pois essas ondições são apenas su�ientes, mas de fato são muito restritivas.

De maneira geral, pode-se onluir que o aesso a um maior número de estados (transições) do

sistema pode levar a um melhor �mathing� da função de transferênia do sistema ontrolado om

a espei�ação. Isso é mais pereptível quando se tem aesso apenas às transições de entrada para

ontrole e às transições de saída para observação (realimentação de saída). Comparando-se as funções

de transferênia do sistema ontrolado para os diversos asos, veri�a-se que em realimentação de

saída a função de transferênia do sistema ontrolado em geral não iguala a espei�ação. Isso pode

ser expliado pelo fato de que, nessa on�guração, o sistema ontrolado torna-se fortemente onexo

e portanto, restrito a uma únia iliidade.

Finalmente, alguns aspetos de implementação dos ontroladores são disutidos, obtendo-se um

ontrolador realizável que não bloqueia o sistema e uja realização seja mínima.
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Conlusão

Sistemas a eventos disretos oorrem, por exemplo, em proessos de manufatura e em apliações

de tráfego, om ompartilhamento de reursos e/ou tarefas sujeitas à sinronização de eventos. Os

sistemas onsiderados nesta tese são grafos a eventos temporizados que orrespondem a uma lasse

de redes de Petri que modelam apenas sinronização de eventos. Embora não-lineares na álgebra

onvenional, esses sistemas podem ser desritos por modelos lineares numa estrutura algébria ge-

neriamente denominada dióide. Esses modelos possuem representação tanto no espaço de estado

quanto na forma de função de transferênia. Como objetivo de ontrole, utiliza-se uma abordagem

por modelo de referênia, ou seja, o ontrolador é obtido de forma que a função de transferênia

do sistema ontrolado satisfaça uma determinada espei�ação. Em termos da teoria da residuação

isso pode ser assim formulado: dada uma função de transferênia Gref (modelo de referênia) e

um sistema om um ontrolador F uja função de transferênia (sistema+ontrolador) é dada por

Gmf (F ), deseja-se obter o máximo ontrolador Fmax tal que Gmf (Fmax) � Gref . Intuitivamente, o

máximo ontrolador atrasa o máximo possível o disparo da transição ontrolada sem violar a espe-

i�ação. A lei de ontrole proposta é X = FX, onde o ontrolador F é um GET. Isso orresponde

à realimentação de estado na sua forma mais geral, quando se tem aesso ompleto aos estados, e

a uma realimentação de estado restrita quando o aesso aos estados é parial. Quando o aesso aos

estados é total, assume-se que os estados internos do sistema são ompletamente observáveis e on-

troláveis. Nesse aso, observabilidade e ontrolabilidade de um estado ou transição orrespondem à

apaidade de onheer os instantes de disparo da transição e à apaidade de retardar ou inibir seu

disparo, respetivamente. Muitas vezes tem-se aesso a algumas transições apenas para observação

e a outras apenas para ontrole, enquanto outras podem ser ompletamente inaessíveis. Esse aso,

frequentemente enontrado na prátia, representa aesso parial ou restrito às transições do sistema

a ser ontrolado.

Dentre as prinipais ontribuições dessa tese podem-se destaar:

99
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� a formulação do problema de ontrole por modelo de referênia no espaço de estado:

X = (A� F )X �BU (ontrole multivariável)

X = (A� PLQ)X �BU (ontrole multivariável restrito)

� o teorema 4.7, que estabelee a equivalênia entre o resíduo da equação de �mathing� para

aesso ompleto aos estados e o resíduo de F � � K, onde K = A�
ÆnAref Æ=A

�, o que permite

alular o ontrolador ótimo quando K2 = K;

� o lema 4.10, que permite alular dois ontroladores sub-ótimos para aesso ompleto aos

estados;

� os lemas 5.2 e 5.4, que permitem alular o ontrolador ótimo quando se impõem restrições de

aesso aos estados, tanto para observação quanto para ontrole;

� as generalizações dos resultados da literatura, onforme mostrado no apítulo 5. Esses resul-

tados são reproduzidos aqui a partir da metodologia proposta nesta tese, que é apaz ainda

de obter o ontrolador ótimo no aso em que a abordagem de Cotteneau (1999) não é apaz

de fazê-lo (exemplo 6.9);

� o desenvolvimento de uma metodologia uni�ada de projeto do ontrolador.

A partir dos resultados desta tese, várias questões podem ser abordadas em trabalhos futuros.

Por exemplo, os ontroladores sub-ótimos Fa e Fb do apítulo 4 talvez ontenham toda a informação

neessária para se obter os ontroladores que satisfazem a espei�ação (om aesso total ou parial

aos estados). Para tanto, é preiso demonstrar as onjeturas:

1. o ontrolador máximo, quando existe, é dado por:

Lmax =

8<
:La se La � Lb

Lb se Lb � La

om La = P ÆnFaÆ=Q, Lb = P ÆnFbÆ=Q, P e Q quaisquer;

2. esses ontroladores podem ser omparáveis apenas para alguns valores de P e Q, para os quais

o ontrolador máximo existe;

3. se La e Lb não são omparáveis, então o ontrolador máximo não existe. Entretanto, La e Lb

são tais que nenhum outro ontrolador é maior do que eles.

Todos os exemplos do apítulo 6 veri�am essa onjetura. Além disso, os ontroladores Fa e

Fb pareem estar relaionados om as duas alternativas possíveis para o omportamento do sistema
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ontrolado. Nos asos analisados, o ontrolador Fa produz um sistema ontrolado que apresenta duas

iliidades diferentes, enquanto o ontrolador Fb reduz o sistema ontrolado a um grafo fortemente

onexo, uja iliidade únia orresponde à taxa de produção mais rápida da espei�ação. Nesse

aso, as funções de transferênia Gmf (Fa) e Gmf (Fb) são o melhor �mathing� que se pode obter em

relação à espei�ação pela variação do grau de aesso aos estados.

Como menionado anteriormente, a ondição K2 = K é muito forte, mas oorre em ertos

asos. Da mesma forma, as espei�ações Gref = D�H e Gref = HD� de Cotteneau (1999) são

ondições su�ientes para a existênia de ontroladores ótimos. Entretanto, existe alguma relação

entre elas, onforme sugerido na Fig. 40? Nesta �gura, ada região india o onjunto de problemas

que satisfazem a uma dada ondição. Além disso, essas ondições são meramente operaionais para

a existênia da solução ótima na álgebra de dióides ou existe um signi�ado físio envolvido?

K2 = K

K2 = K
P;Q

P;Q

D�H
D�H

HD�

HD�

Figura 40: Possíveis relações entre espei�ações.

Embora fortemente relaionada om esta tese, a questão da realizabilidade dos ontroladores

obtidos não foi de�nitivamente tratada, onstituindo-se num importante aspeto a ser investigado.

O apítulo 6 disute alguns aspetos sobre a implementação dos ontroladores, embora essa pareça

ser uma boa formalização do problema: uma vez obtido o ontrolador máximo Fmax, a realização

mínima desse ontrolador é dada pelo resíduo dual de F � � Fmax. Ou seja, o mínimo ontrolador

F+ tal que F �

+ = Fmax. Nesse aso, F+ é o ontrolador a ser implementado.

Finalmente, já que o mesmo resultado pode ser obtido por pré-ompensação (apítulo 3), qual

a vantagem em usar realimentação? A resposta a essa pergunta frequentemente faz referênia à

estabilidade do sistema ontrolado em realimentação, pois um grafo a eventos fortemente onetado

é estável. O mesmo não se pode a�rmar em relação à pré-ompensação. Entretanto, pode-se

estabeleer uma onjetura de maior robustez para o ontrolador em realimentação baseada nas

respetivas funções de transferênia do sistema ontrolado, ou seja:

Gmf (F ) = HF (pré-ompensação)

Gmf (F ) = C(A� F )�B (realimentação)
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Nota-se laramente que, em pré-ompensação, a função de transferênia do sistema ontrolado

envolve o produto dos parâmetros da planta e do ontrolador, enquanto em realimentação tem-se

a soma desses parâmetros. Assim, embora intuitivo, é preiso demonstrar uma menor sensibilidade

da função de transferênia do sistema ontrolado em relação aos parâmetros do ontrolador, quando

esta é obtida pela soma ao invés do produto na álgebra de dióides.
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Apêndie A

Fórmulas

Nas fórmulas abaixo, a, b e x são elementos de um dióide qualquer, exeto quando expliitamente

menionado. Suas demonstrações podem ser enontradas em (Baelli et al., 1992; Cotteneau, 1999;

Max-Plus, 1991).

a
x

a
� x

x

a
a � x (A.1)

ax

a
� x

xa

a
� x (A.2)

a
ax

a
= ax

xa

a
a = xa (A.3)

a(aÆnx)

a
=

x

a

(xÆ=a)a

a
= xÆ=a (A.4)

eÆna = a aÆ=e = a (A.5)

aÆna � e aÆ=a � e (A.6)

�Æna = > aÆ=� = > (A.7)

aÆn� = � (a 6= �) �Æ=a = � (a 6= �) (A.8)

aÆn> = > >Æ=a = > (A.9)

>Æna = � (a 6= >) aÆ=> = � (a 6= >) (A.10)
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aÆn(x ^ y) = (aÆnx) ^ (aÆny) (x ^ y)Æ=a = (xÆ=a) ^ (yÆ=a) (A.11)

(a� b)Ænx = (aÆnx) ^ (bÆnx) xÆ=(a� b) = (xÆ=a) ^ (xÆ=b) (A.12)

aÆn(x� y) � (aÆnx)� (aÆny) (x� y)Æ=a � (xÆ=a)� (yÆ=a) (A.13)

(a ^ b)Ænx � (aÆnx)� (bÆnx) xÆ=(a ^ b) � (xÆ=a)� (xÆ=b) (A.14)

(ab)Ænx = bÆn(aÆnx) xÆ=(ba) = (xÆ=a)Æ=b (A.15)

(aÆnx)Æ=b = aÆn(xÆ=b) bÆn(xÆ=a) = (bÆnx)Æ=a (A.16)

(aÆnx)b � aÆn(xb) b(xÆ=a) � (bx)Æ=a (A.17)

(aÆna)� = aÆna (aÆ=a)� = aÆ=a (A.18)

aÆn(b�a) = (b�a)Æn(b�a) (ab�)Æ=a = (ab�)Æ=(ab�) (A.19)

x

a�
=

a�Ænx

a�
x

a�
=

xÆ=a�

a�
(A.20)

a�x =
a�x

a�
xa� =

xa�

a�
(A.21)

x

a�
= a�

x

a�
x

a�
=

x

a�
a� (A.22)

a+ � a� = e� a+ (A.23)

(a�)� = a� (A.24)

(a+)� = a� (A.25)

a(ba)� = (ab)�a (A.26)

(a� b)� = (a�b)�a� = a�(ba�)� = b�(ab�)� = (b�a)�b� (A.27)

a�a� = a� (A.28)

(a�)+ = a� (A.29)

(a+)+ = a+ (A.30)

(ab�)+ = a(a� b)� (A.31)

(ab�)� = e� a(a� b)� (A.32)

(a� b)� = (a� � b)� = (a� b�)� = (a�b�)� = (a� � b�)� (A.33)

(a� b)� = a�b� (somente dióide omutativo) (A.34)



Apêndie B

Exemplos de álulo

Função de transferênia (seção 2.4)

H =

 
e �

� e

! 
2Æ Æ

Æ �

!� 
Æ �

� Æ2

!
) A =

 
2Æ Æ

Æ �

!
=

 
a11 a12

a21 a22

!

Apliando-se o lema 1.48 para a matriz A tem-se:

a� = (a21a
�

11a12 � a22)
� = (Æ(2Æ)�Æ � �)�

= (Æ2(2Æ)�)� = e� Æ2(Æ2 � 2Æ)� devido a (A.32)

= e� Æ2(Æ2)� = (Æ2)� por de�nição

b = a�11a12a
� = (2Æ)�Æ(Æ2)� = Æ(2Æ � Æ2)� = Æ(Æ2)� devido a (A.34)

 = a�a21a
�

11 = (Æ2)�Æ(2Æ)� = Æ(Æ2)� idem

a�11 � b = (2Æ)� � Æ(Æ2)�Æ(Æ2)� = (2Æ)� � Æ2(Æ2)� = (Æ2)� devido a (A.28)

Portanto,

A� =

 
e Æ

Æ e

!
(Æ2)� ) H =

 
Æ Æ3

Æ2 Æ2

!
(Æ2)�
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Divisão de séries periódias (seção 2.5.2)

Seja a = e� Æ3(Æ)�. Nesse aso, aÆna = (Æ2)� onforme a seguir.

aÆna = [e� Æ3(Æ)�℄Æna

= (eÆna) ^ ([Æ3(Æ)�℄Æna) devido a (A.12)

= a ^ ([Æ3 � 2Æ4 � 3Æ7 � � � � ℄Æna) devido a (A.5)

= a ^ ((Æ3)Æna) ^ ((2Æ5)Æna) ^ ((3Æ7)Æna) ^ � � � devido a (A.12)

= a ^ (�1Æ�3a) ^ (�2Æ�5a) ^ (�3Æ�7a) ^ � � � divisão por mon�mio

= (Æ2)� linha grossa no grá�o

tempo

eventoe

a

�1Æ�3a

�2Æ�5a

Figura 41: Exemplo de divisão de séries periódias.

Observação - na divisão de séries periódias pode-se mostrar que:

a�Ænb� =

8<
:b

� se a� � b�

� se a� � b�
(respetivamente para a divisão à direita) (B.1)

Controlador ótimo em realimentação de estado (seção 6.3.1)

Os resultados abaixo fazem uso de (A.5), (A.7), (A.8), (A.9) e (B.1) aima.

Aref = CÆnGref Æ=B =
�
� � e

�
Æn
�
Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

�
Æ=

0
BB�

Æ4 �

� Æ5

� �

1
CCA

=

0
BB�

> >

> >

Æ4(Æ2)� Æ5(Æ3)�

1
CCA Æ=

0
BB�

Æ4 �

� Æ5

� �

1
CCA =

0
BB�

> > >

> > >

(Æ2)� (Æ3)� >

1
CCA
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A�
ÆnAref Æ=A

� =

0
BB�

(Æ2)� � �

� (Æ3)� �

(Æ2)� (Æ3)� e

1
CCA Æn

0
BB�

> > >

> > >

(Æ2)� (Æ3)� >

1
CCA Æ=

0
BB�

(Æ2)� � �

� (Æ3)� �

(Æ2)� (Æ3)� e

1
CCA

=

0
BB�

(Æ2)� (Æ3)� >

� (Æ3)� >

(Æ2)� (Æ3)� >

1
CCA Æ=

0
BB�

(Æ2)� � �

� (Æ3)� �

(Æ2)� (Æ3)� e

1
CCA

=

0
BB�

(Æ2)� (Æ3)� (Æ2)�

� (Æ3)� �

(Æ2)� (Æ3)� (Æ2)�

1
CCA


