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Resumo

Na busca por novos sistemas de comunicagoes muitos trabalhos tém sido realizados
com o objetivo de obter constelagoes de sinais e cdédigos geometricamente uniformes
no plano hiperbdlico. Neste contexto, nossa proposta € identificar uma estrutura
algébrica e geométrica para que cédigos e reticulados possam ser construidos neste
espaco. O problema central deste trabalho consiste em construir grupos fuchsianos
provenientes de tesselagoes hiperbdlicas regulares {p, ¢} utilizando diversos tipos de
emparelhamentos e identifica-los com algebras e ordens dos quatérnios, definindo-os
assim como aritmético. Desta forma, propomos um algoritmo para construir grupos
fuchsianos aritméticos provenientes de tesselagoes hiperbdlicas regulares {p, ¢} cujo
poligono hiperbdlico regular gera uma superficie orientada de género maior ou igual
a dois. Para isso, fornecemos uma condigao necessaria para que estes grupos possam
ser obtidos, esta condicao serd denominada condi¢ao de Fermat devido a sua identi-
ficacao com os nimeros de Fermat. Através da construcao destes grupos, mostramos
que existe um isomorfismo entre dois grupos fuchsianos aritméticos provenientes de
uma tesselacao {p, ¢} a partir de emparelhamentos diferentes. Além disso, descreve-
mos alguns dos corpos de niimeros que utilizamos para construir grupos fuchsianos
aritméticos, como subcorpos maximais reais de corpos ciclotomicos, a fim de propor
uma relagao entre os reticulados hiperbdlicos e os reticulados euclidianos. Reticula-
dos hiperbdlicos completos obtidos através da identificacao de grupos fuchsianos com
ordens maximais dos quatérnios também sao apresentados. Desta forma, obtemos
um rotulamento completo dos pontos da constelacao de sinal associada.

Palavras-chave: reticulado, geometria hiperbdlica, algebra dos quatérnios, ordem
maximal dos quatérnios, grupo fuchsiano aritmético.
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Abstract

In the search for new communications systems many studies have been conducted
with the goal of obtaining signal constellations and geometrically uniform codes in
the hyperbolic plane. In this context, our proposal is to identify an algebraic and
geometric structures for constructing codes and lattices in this space. The central
problem of this work is to construct fuchsian groups derived from hyperbolic tessel-
lations {p, ¢} using different edge-pairings sets and identify them with quaternion
algebras and quaternion orders, by setting it as arithmetic. We also propose an
algorithm to construct arithmetic fuchsian groups from a tessellation {p, ¢} whose
regular hyperbolic polygon generates an oriented and compact surface with genus
greater or equal than 2. For that we provide a necessary condition for these groups to
be obtained, this necessary condition is called Fermat condition due to its identifica-
tion with the Fermat numbers. By the construction of these groups, it is also shown
an isomorphism between two arithmetic fuchsian groups derived from a tessellation
{p,q} via different edge-pairings sets. Furthermore, we will describe some of the
number fields that we use to construct arithmetic fuchsian groups as maximal real
subfields of cyclotomic fields in order to propose a relationship between hyperbolic
lattices and euclidean lattices. Complete hyperbolic lattices obtained by identifying
fuchsian groups with maximal quaternion orders will also be presented. In this way
we have a complete labeling of the points of the corresponding signal constellation.

Key-words: lattice, hyperbolic geometry, quaternion algebra, maximal quaternion
order, arithmetic fuchsian group.
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Introducao Geral

A teoria de cédigos corretores de erros surgiu com o artigo seminal do matematico Claude A.
Shannon, [46]. Neste artigo foi mostrado que dado um canal de comunicacao digital é possivel,
com uma codificagao adequada, transmitir informagcoes com probabilidade de erro arbitraria-
mente pequena, desde que a uma taxa menor que uma constante que depende do sistema e
chamada capacidade do canal. Quando transmitimos uma informacao existe a possibilidade da
mensagem recebida ser diferente da mensagem enviada. Assim, esta teoria surgiu da necessidade
de detectar e recuperar a mensagem enviada ao receptor, e com isso poder construir cédigos com
probabilidade de erro tao pequena quanto desejado. Diferentes técnicas e abordagens, as quais
objetivam otimizar a eficiéncia da transmissao dentro de caracteristicas especificas do canal de
transmissao de sinais tém sido desenvolvidas desde entao.

Um dos parametros para se encontrar bons cédigos corretores de erros esta ligado ao pro-
blema do empacotamento de esferas, que surgiu a partir do 18° Problema de Hilbert, que é uma
forma de dispor esferas no espaco euclidiano de modo a cobrir a maior parte do espaco. Este
problema é denominado empacotamento esférico e, quando o conjunto dos centros das esferas
formam um subgrupo discreto do R™ entao estes empacotamentos passam a se chamar empa-
cotamentos reticulados, [16]. O interesse pela teoria de reticulados, no contexto dos sistemas
de comunicagoes digitais, foi estimulado pela sua conexao com a teoria dos numeros, teoria
de grupos e teoria da codificagao. Neste caso, devemos ressaltar que a teoria dos reticulados
demonstrou ser uma ferramenta de grande importancia para o problema de empacotamento de
esferas, auxiliando na construcao de cédigos 6timos dentro do contexto dos trabalhos de Nyquist
e Shannon, [16]. Além disso, constelagoes de sinais tendo estrutura de reticulados apresentam
alta eficiéncia espectral na transmissao, [9].

Quando consideramos a informagao transmitida através de um sistema de comunicacao,
esta informacao sempre estara sujeita a um conjunto de interferéncias provenientes do canal de
transmissao, o qual chamamos ruido. O processamento de sinal a ser utilizado na transmissao
com o objetivo de reduzir a acao do ruido pode ser realizada de diversas maneiras, como por
exemplo, via modulagao ou codificagao. Dependendo do tipo de canal, os digitos que constituem
a palavra-cédigo devem ser associados a formas de ondas apropriadas para transmissao. O
responsavel por essa transformacao é o modulador. A forma de atuacao do modulador é através
de mudangas na amplitude e/ou frequéncia e/ou fase em um sinal padrao. Algumas destas
técnicas sao conhecidas como:
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e PSK (phase shift-keying): modulagdo por chaveamento de fase.
e QAM (quadrature amplitude modulation): modulagdo em amplitude por quadratura.

Como estamos interessados em sistemas discretos, o modulador deve gerar um sinal continuo
(analdégico) de duracao T segundos para cada digito, ou grupo de digitos, da palavra-cédigo.
Desta forma, a transmissao da sequéncia de sinaism, correspondente as palavras-cédigo, é cha-
mada transmissao digital.

No estudo dos cédigos reticulados de dimensao dois, sabe-se que para o reticulado Z? a
modulagao do tipo QAM tem um melhor desempenho que a modulagao do tipo PSK. A pergunta
que surge é, porque a constelacao com modulagao QAM tem melhor desempenho? Observou-se
que as constelagoes obtidas podem ser representadas geometricamente por um circulo para a
modulagdo PSK (Figura 1.a) ), e por um quadrado para a modulagaio QAM (Figura 1.5) ).
Fazendo o pareamento dos lados destas figuras, as superficies obtidas sao a esfera e o toro,
respectivamente, que possuem género g = 0 e g = 1. Uma possivel inferéncia aqui é a de que o
invariante topoldgico associado ao desempenho de uma modulacao seja o género da superficie,
que se obtém fazendo o pareamento dos lados da figura ou regiao fundamental da constelagao.
Nesta busca por constelacoes de sinais com melhor desempenho, constelacoes associadas as
superficies com género g > 2 tem sido estudadas. Tais superficies podem ser obtidas de forma
homogénea (curvatura constante) como quocientes do plano hiperbdélico e, portanto, a geometria
utilizada deve ser a hiperbdlica, [42].
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Figura 1: a) 16-PSK b) 16-QAM

O conceito de codigos geometricamente uniformes, introduzido por Forney [23], estd forte-
mente ligado com a existéncia de tesselagoes regulares em espacos homogeéneos. Esta classe de
c6digos proposta por Forney engloba a classe de cédigos de grupo de Slepian [47], e os c6digos
reticulados, e permite que os elementos do grupo gerador sejam isometrias arbitrarias do espaco
euclidiano R™ ao invés de transformagoes ortogonais ou translagoes consideradas de forma es-
perada. Desde entao, procurou-se ampliar este novo conceito de cédigos bem como estabelecer
condicoes para generalizacoes e possiveis extensoes para esta classe importante de cdédigos, como
pode ser visto em [17] e [14], por exemplo. A probabilidade de erro associada a um sistema de
comunicag¢ao, quando se considera constelacoes de sinais geometricamente uniformes no plano
hiperbdlico, depende do género da superficie, superficie esta que pode ser vista como um poli-
gono regular hiperbdlico, e conforme o que foi exposto anteriormente, estaremos interessados em
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superficies de género g > 2. Algebricamente, estas constelagoes de sinais sao geradas por gru-
pos, mais precisamente, por grupos de isometrias do espago em que a constelacao esta inserida.
Para constelagoes no plano hiperbdlico, um de nossos objetivos é encontrar o grupo que age
transitivamente no poligono regular hiperbdlico, os grupos fuchsianos, no intuito de gerar tais
constelacoes. Neste sentido, consideramos reticulados no plano hiperbdlico, o qual é definido
como uma ordem de uma &algebra dos quatérnios devido a associacao destas ordens com um
grupo fuchsiano. Esta é a estrutura algébrica a partir da qual a construgao de constelagoes de
sinais pode ser realizada.

Alguns trabalhos ja existentes na literatura apresentam estudos sobre constelacoes de sinais
geometricamente uniformes provenientes de tesselagoes hiperbdlicas regulares {p,q}, onde ¢
poligonos regulares de p arestas se encontram em cada vértice. Em trabalhos pioneiros nesta area
Brandani em [10], considera tesselagoes auto-duais {p,p}. Lazari em [33], propde a construgao
de constelacoes de sinais geometricamente uniformes no plano hiperbdlico através do processo
de construcgao de cadeias de particoes geometricamente uniformes. Para esta construgao, Lazari
utiliza o grupo de isometrias do octégono, regiao fundamental da tesselagao {8, 8}, e o grupo de
isometrias do p-dgono da tesselagao {p,3}. J& Agustini em [1], constrdi familias de constelagoes
de sinais provenientes de quocientes de espagos hiperbolicos por grupos discretos de isometrias.

Ainda neste contexto, Carvalho em [13], considera as tesselagoes do tipo {4g,4¢g}, para g = 2
e 3, e Vandemberg em [53], considera a mesma tesselacdo porém para g = 2", 3.2" e 5.2", de
modo que os grupos fuchsianos aritméticos formados por elementos que fazem o pareamento dos
lados dos poligonos obtidos por estas tesselagoes, sao identificados com as ordens dos quatérnios,
e o rotulamento de algumas constelagoes de sinais geometricamente uniformes particulares para
g =2, 3 e 4 foi obtido. Os grupos fuchsianos que estamos interessados sao aqueles derivados de
uma algebra e uma ordem dos quatérnios. Assim, conhecidas as ordens dos quatérnios que fazem
o pareamento dos lados dos poligonos, Queiroz em [42], apresenta resultados para quocientes de
ordens dos quatérnios analogos aos obtidos para quocientes de anéis dos inteiros, com o intuito
de construir cédigos geometricamente uniformes derivados de grafos sobre o quociente destas
ordens. Sob o ponto de vista geométrico e combinatorial, Albuquerque em [2], apresenta tabelas
de possiveis cddigos no plano hiperbdlico, com aplicagoes na codificagao quantica, chamados
codigos quanticos topoldgicos.

Um grupo fuchsiano I' é um grupo discreto de isometrias no plano hiperbédlico. A teoria de
grupos fuchsianos é muito acessivel devido a existéncia de modelos euclidianos para o espaco
hiperbdlico. Quando um grupo fuchsiano é derivado de uma &lgebra dos quatérnios A = (a, b)x
cuja ordem dos quatérnios associada é O = (a,b)g, com a,b € R e R é um anel de um corpo de
nimeros K, entao dizemos que I' é um grupo fuchsiano aritmético, [30]. E de grande dificuldade
obter estes grupos para qualquer tesselagdo {p,q}. Em [13] e [53], foram obtidos alguns casos
de tesselagoes {p, ¢} em que é possivel obter o grupo fuchsiano aritmético associado. O caso
{4g,4¢g}, para g = 2",3-2",5-2" mencionado acima sao exemplos destes casos. Mas, permanece
a necessidade de saber quando ¢ possivel obter o grupo fuchsiano aritmético associado a qualquer
tesselacao {p, ¢}, pois fazendo uso destes grupos é que cédigos geometricamente uniformes para
género g > 2 podem ser obtidos. Devido a essa necessidade, um dos objetivos deste trabalho
¢ obter uma condigao necessdria para conseguir obter grupos fuchsianos aritméticos a partir
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de uma tesselagao {p, ¢} qualquer. Chamamos esta condi¢ao de condigdo de Fermat devido a
sua identificacdo com os numeros de Fermat. Ainda com o objetivo de construir constelagoes
de sinais no espaco hiperbdlico, destacamos neste trabalho a importancia de que a ordem dos
quatérnios a ser associada ao grupo fuchsiano seja a maximal, pois quando isto ocorre temos
um rotulamento completo dos pontos da constelacao de sinais obtida.

A grosso modo, um reticulado é um conjunto discreto de pontos. Usualmente, reticula-
dos sao definidos em espagos euclidianos e desta forma, um reticulado é um conjunto discreto
de pontos no R™. Porém, no plano euclidiano os tnicos reticulados totalmente regulares sao
aqueles formados somente por triangulos equildteros, quadrados e hexagonos regulares. Ja se
considerarmos reticulados em espacos hiperbdlicos, podemos defini-los como conjuntos discretos
de pontos em modelos hiperbélicos como H?, conhecido como semi-plano superior, ou D? conhe-
cido como disco de Poincaré. Para o caso do plano hiperbdlico existem infinitas possibilidades
de reticulados regulares os quais estao associados a tesselagoes regulares {p, ¢}.

Dessa forma, considerando o espaco hiperbdlico, o projetista de um sistema de comunicacoes
tera a seu dispor uma infinidade de tesselacoes hiperbdlicas de onde poderd selecionar a cons-
telagao de sinais mais apropriada para a aplicacao que estd sendo considerada. Como citado
anteriormente, estamos interessados em grupos fuchsianos obtidos a partir do pareamento dos
lados de um poligono hiperbdlico que tessela o plano hiperbdlico. E conhecido que existem varios
tipos de emparelhamentos de arestas que nos fornecem as isometrias do grupo fuchsiano, [40],
desta forma, é também de grande interesse verificar se existe uma relagao entre os grupos fu-
chsianos obtidos através de diferentes emparelhamentos. Por exemplo, em codificacao quantica
topoldgica o emparelhamento diametralmente oposto é o mais desejado, pois este é o caminho
homologicamente nao trivial com a maior distancia minima possivel, [2]. Como consequéncia,
o codigo resultante apresenta uma capacidade de correcao de erros maior dentre todos os codi-
gos oriundos dos demais emparelhamentos. Ja o emparelhamento normal das arestas, apresenta
uma menor complexidade computacional dentre diversos emparelhamentos. Assim, provado que
existe uma relagao entre grupos fuchsianos oriundos de emparelhamentos diferentes, podemos
utilizar, neste caso por exemplo, o emparelhamento normal das arestas, para estudar grupos fu-
chsianos aritméticos (quando estes existem) obtidos através do emparelhamento diametralmente
oposto.

Dentre os diversos tipos de tesselagoes regulares hiperbdlicas {p, ¢} existentes, para o desen-
volvimento das propostas deste trabalho iremos focar em algumas delas: {4g,4¢g}, {49+2,29+1}
e {12g — 6,3}. Veremos que para a tesselagao auto-dual {4g,4¢g} serd possivel construir grupos
fuchsianos aritméticos para diversos valores de g > 2 e, esta tesselacao apresenta uma baixa
complexidade computacional devido a sua autodualidade, [8]. Além disso, em [13,42, 53], os
autores propuseram construgoes de codigos geometricamente uniformes no plano hiperbélico
utilizando a tesselacao {4g,4g}, e em [42], foi feito um rotulamento de pontos gerados por esta
tesselacao para alguns valores de g. J4 a tesselacao {4g+2,2g+ 1} é uma tesselacao mais densa
que a tesselacao auto-dual {4g,4g} e, para esta tesselagao assim como para {4g,4¢g}, é possivel
obter o grupo fuchsiano utilizando o emparelhamento diametralmente oposto das arestas, que
como ja citamos, é o emparelhamento mais desejado em codifica¢do quantica topoldgica, [2]. A
tesselacao {12g — 6,3} é a tesselagdo mais densa dentre todas as tesselagoes hiperbdlicas, ou
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seja, esta tesselagao apresenta densidade de empacotamento 6tima, [6]. Além disso, as tessela-
coes {4g + 2,29 + 1} e {12g — 6, 3} foram utilizadas em [20] para projetar os pontos do espago
de Teichmiiller no espaco dos poligonos com 4g + 2 e 12g — 6 arestas através de coordenadas
Fricke, onde ainda o autor relacionou o estudo de empacotamento de esferas com a teoria de
Teichmuller.

Uma outra proposta que apresentamos neste trabalho, é sobre a possibilidade de associar
reticulados euclidianos com reticulados hiperbdlicos. Utilizando grupos Kleinianos, Alves e
Belfiore em [3], apresentam uma construgao do reticulado Eg através de ordens maximais dos
quatérnios. Além disso, existem diversos trabalhos na literatura, como por exemplo [4,5,7,29],
que apresentam maneiras de construir versoes rotacionadas de reticulados conhecidos utilizando
a teoria algébrica dos niimeros, mais precisamente corpos ciclotomicos. Dessa forma, motivados
pelo Teorema de Kronecker-Weber, que diz que toda extensao abeliana finita dos racionais esta
contida em um corpo ciclotomico, durante o nosso trabalho observamos que os corpos de ntme-
ros associados a algebras dos quatérnios podem ser descritos como subcorpos maximais reais de
certos corpos ciclotomicos. Para estes corpos de ntimeros, foram obtidas versoes rotacionadas
do reticulado D,, em [29] e, conjecturado por Giraud et al., em [25], que poderiam ser utilizados
para construir um reticulado Z"-rotacionado. Sendo assim, acreditamos que com a associagao
de grupos fuchsianos aritméticos e subcorpos maximais reais de corpos ciclotomicos, sera possi-
vel mostrar relagoes entre os reticulados hiperbodlicos, caracterizados por ordens maximais dos
quatérnios, com versoes rotacionadas do reticulado Z™ ou do reticulado D,,.

Em sintese, o problema central deste trabalho consiste em construir grupos fuchsianos prove-
nientes de tessela¢oes hiperbdlicas regulares {p, ¢} utilizando diversos tipos de emparelhamentos
e identificd-los com algebras e ordens dos quatérnios, definindo-os desta forma como aritméticos.
O objetivo central com a construcao destes grupos, é fornecer uma ferramenta algébrica para
que constelagoes de sinais e codigos geometricamente uniformes no plano hiperbdlico possam
ser obtidos. Para tal proposta, este trabalho foi estruturado da seguinte forma.

No Capitulo 1, apresentamos os pré-requisitos que sao utilizados no decorrer deste trabalho
na area de algebra, topologia e geometria hiperbdlica. As defini¢oes e resultados apresentados
neste capitulo servem de base para os capitulos posteriores. Iniciamos apresentando alguns
conceitos algébricos, geométricos e sobre a teoria algébrica dos niimeros. Em seguida, apresen-
tamos um estudo mais aprofundado sobre geometria hiperbdlica que sera o ambiente onde este
trabalho é desenvolvido, para isso definimos os modelos hiperbdlicos que sao utilizados assim
como as tesselacoes regulares no plano hiperbélico.

No Capitulo 2, temos o objetivo de apresentar a ferramenta algébrica fundamental deste
trabalho: os grupos fuchsianos aritméticos. Com este propdsito, iniciamos apresentando os
conceitos de grupos fuchsianos, dlgebra e ordem dos quatérnios, além dos principais resultados
envolvendo tais conceitos. Apds esta primeira abordagem, apresentamos os resultados de Ta-
keuchi, [51], e Katok, [30], que mostram como ¢é feita a identificacdo de forma natural entre os
grupos fuchsianos e uma dlgebra dos quatérnios. A partir desta identificacao, podemos associar,
via isomorfismo, os elementos dos grupos fuchsianos com os elementos de uma ordem dos qua-
térnios, sendo possivel entao definir estas ordens dos quatérnios como reticulados hiperbdlicos.
Neste sentido, finalizamos o capitulo apresentando defini¢oes e propriedades de tais reticulados.
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No Capitulo 3, comecamos a apresentar as nossas contribuicoes. Neste capitulo, apresen-
tamos uma condi¢ao necessaria para a construcao de grupos fuchsianos aritméticos, condi¢ao
estabelecida no Teorema 3.1.3, o qual chamamos de condi¢ao de Fermat. Propomos um algo-
ritmo para obter os geradores de um grupo fuchsiano aritmético, pois através dos geradores
do grupo é que identificamos qual é a algebra e a ordem dos quatérnios associada. Este algo-
ritmo pode ser implementado em softwares como Maple e Mathematica. Utilizando a condigao
de Fermat e o algoritmo proposto, construimos grupos fuchsianos aritméticos considerando as
tesselagbes regulares hiperbodlicas {4g,4g}, {49+ 2,29 + 1} e {129 — 6, 3}.

No Capitulo 4, apresentamos as demais contribuicoes de nosso trabalho. A partir das cons-
trugoes propostas no Capitulo 3, mostramos que existe um isomorfismo entre grupos fuchsianos
aritméticos obtidos a partir de diferentes emparelhamentos, descrevemos alguns dos corpos de
nimeros que utilizados na construcao dos grupos fuchsianos aritméticos, como subcorpos maxi-
mais reais de corpos ciclotomicos. E, por fim, apresentamos as ordens maximais dos quatérnios,
ou equivalentemente os reticulados hiperbdlicos completos, associados a alguns grupos fuchsia-
nos aritméticos obtidos no Capitulo 3.

Para finalizar, no Capitulo 5, apresentamos as conclusoes, perspectivas e as publicagoes
decorrentes deste trabalho, além de sugestoes para trabalhos futuros.

Observamos que no decorrer de todo o texto apresentamos algumas demonstragoes de resul-
tados ja provados nas referéncias citadas com o objetivo de facilitar a leitura e compreender as
conexoes entre tais resultados e os resultados apresentados neste trabalho.



Capitulo

Conceltos Preliminares

Na busca por novos sistemas de comunicagoes, em [1,10,13,33,42,53], os autores propuseram,
de forma independente, construcoes de constelacoes de sinais geometricamente uniformes no
plano hiperbdlico associadas a tesselagoes hiperbodlicas. Nesta direcao, o objetivo central deste
trabalho é fornecer condigoes para que estas constelagoes possam ser obtidas considerando tanto
o ponto de vista algébrico quanto o geométrico.

Para tal desenvolvimento, faz-se necessaria uma revisao de conceitos e propriedades associ-
adas de algebra, topologia e teoria algébrica dos nimeros. Além disso, os principais conceitos e
resultados sobre a geometria hiperbdlica, geometria na qual este trabalho esta inserido, também
sao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

Neste contexto, este capitulo é dedicado a apresentar um breve estudo dos conceitos basicos
de algebra, na Secao 1.1, e dos conceitos basicos de topologia, na Secao 1.2. Na Secao 1.3,
apresentamos os elementos da teoria algébrica dos nimeros que sao utilizados neste trabalho. E
para finalizar, na Segao 1.4, apresentamos um estudo sobre a geometria hiperbdlica tendo como
enfoque os modelos hiperbdlicos e as tesselagoes hiperbdlicas.

1.1 Conceitos Basicos de Algebra

Nesta secao, apresentamos alguns conceitos basicos de dlgebra que utilizamos frequentemente
no decorrer do trabalho. Apesar desta teoria ser muito rica em resultados importantes, focamos
apenas em alguns conceitos principais. Para um estudo mais detalhado sugerimos as referéncias
(24,26, 32, 38].

1.1.1 Anéis, Corpos e Mddulos

Apresentamos, a seguir, as definigdoes de grupos, anéis, corpos, ideais, modulos e, algumas
de suas principais propriedades.

Definicao 1.1.1 Um conjunto ndao vazio G com uma operagao * sobre G é chamado grupo se
essa operacao satisfaz as sequintes propriedades:

(i) (a*b)xc=ax(bxc), para todo a,b,c € G (associativa);

7
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(ii) existe e € G tal que ax e = e *xa = a, para todo a € G (existéncia de elemento neutro);

(#ii) para todo a € G existe um elemento a’ € G tal que a xa’ = a' xa = e (existéncia do
elemento simétrico).

Se além disso a operagao * for comutativa, isto é, a x b = b x a, para todo a,b € G, o grupo
é chamado abeliano ou comutativo.

Defini¢ao 1.1.2 Um conjunto nao vazio A e um par de operagoes + (adi¢ao) e - (multiplicagao)
sobre A € chamado anel se A € um grupo abeliano em relacdo a operacao + e se a multiplica¢do
satisfaz:

(i) a(bc) = (ab)c, para todo a,b,c € A (associativa);
(11) a(b+c) = ab+ ac e (a + b)c = ac+ be, para todo a,b,c € A (distributiva).
Definicao 1.1.3 Nas condigoes da Definicao 1.1.2 ainda tem-se que:

(i) Quando a operagcio de multiplicagio no anel A satisfaz ab = ba, para todo a,b € A,
dizemos que A € um anel comutativo.

(i) A multiplicagcdo pode admitir um elemento neutro, isto €, existe 1 € A tal que al = la = a,
para todo a € A. Neste caso, dizemos que A é um anel com unidade.

(iii) Um anel cuja multiplicagdo é comutativa e que possui unidade € chamado anel comuta-
tivo com unidade.

Definicao 1.1.4 Um subconjunto nao vazio B de um anel A é um subanel de A se B é um
anel com as mesmas operacoes de A porém restritas aos elementos de B.

Definicao 1.1.5 Sejam A e B dois anéis com elementos identidades 14 e 15, respectivamente.
Uma aplicagcao ¢ : A — B ¢ um homomorfismo de anéis de A em B se satisfaz as sequintes
condicoes:

(i) o(x +y) = o(x) + ¢(y), para todo x,y € A;
(ii) d(zy) = ¢(x)d(y), para todo x,y € A;
(ii) ¢(1a4) = 1p.

Definicao 1.1.6 Chamamos monomorfismo um homomorfismo injetor e isomorfismo um
homomorfismo bijetor. O isomorfismo de um anel A sobre si mesmo é chamado automorfismo.

Definigao 1.1.7 Seja A um anel comutativo. Um subconjunto 3 C A, T # 0, é chamado ideal
em A se, para quaisquer x,y € J e para qualquer a € A, as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

(i) ©—yeT;

(i1) ax € 7.
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Definicao 1.1.8 Seja A um anel comutativo com unidade.

(i) Dizemos que um elemento a € A é um divisor de zero se eziste um elemento ndo nulo
b € A tal que ab = ba = 0. Se, além disso, a # 0, entdo dizemos que a ¢ um divisor
proprio de zero.

(ii) Quando A ndo possui divisores proprios de zero dizemos que A é um dominio de inte-
gridade.

Definigao 1.1.9 Seja A um anel. Um ideal J gerado por um elemento a € A, isto €, I = (a) =
{ax| = € A}, é chamado ideal principal gerado por a. Se todo ideal do anel A é principal,
entdo dizemos que A é um anel principal. Em particular, se A € um dominio de integridade
onde todo ideal € principal dizemos que A € um dominio principal.

Definicao 1.1.10 Seja A um anel.

(i) Dizemos que um ideal p de A é um ideal primo se p # A e se para todo a,b € A tal que
ab € p entdoa €p ou b € p.

(ii) Diz-se que um ideal m é um ideal maximal se m # A e se os tnicos ideais em A que
contém m sao A e o préprio m.

Definigao 1.1.11 Sejam A um anel e 3 um ideal de A.

(i) Chamamos de classe de equivaléncia do elemento a € A em relagio ao ideal T o
subconjunto a =a+3J ={a+x:x €T}

(ii) Dados a,b € A, dizemos que a é congruo a b médulo J se a — b € J, e denotamos por
a = b(mod 7).

Sejam A um anel e J um ideal. Considerando A/J o conjunto das classes de equivaléncia dos
elementos de A, definimos as seguintes operacoes de soma e produto entre os seus elementos:

a+b=a+b, istoé, (a+73)+ (b+7)=(a+b)+7;

ab = ab, isto é, (a+73)(b+7J) = (ab)+7.

Definigao 1.1.12 Sejam A um anel e 3 um ideal. O conjunto A/T, munido das operagoes de
soma e produto, € um anel chamado anel quociente de A pelo ideal 3. Os ideais de AT sao
da forma 3'/3 onde T pertence ao conjunto dos ideais de A que contém J.

Definicao 1.1.13 Um anel comutativo com unidade K é chamado corpo, se todo elemento
nao nulo de K possui inverso em relagao a multiplicagdo, isto €, para todo a € K/{0}, existe
b e K tal que ab=1.

Definicao 1.1.14 Um subconjunto nao vazio . C K € chamado subcorpo de K se L € um
corpo com as operacoes de K restritas a L.
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Definicao 1.1.15 Seja A um dominio. Dizemos que um corpo K € o corpo de fragoes do
anel A se K for o menor corpo contendo A.

Definigao 1.1.16 Seja A um anel. Um conjunto nao vazio M € dito um A-moédulo se M é
um grupo abeliano com relacdo a operacio + e munido de uma aplicacio ¢ : A x M — M,
definida por ¢(a,m) = am, que satisfaz:

(i) a(m +n) =am + an;
(ii) (a+b)m = am + bm;
(#ii) (ab)ym = a(bm);
(iv) 1m = m,
para todo a,b € A em,n € M.

Definicao 1.1.17 Um subgrupo aditivo N do A-mddulo M ¢é chamado A-submoddulo de M
se para todo a € A en € N, entdo an € N.

Dado um A-médulo M e um A-submédulo N podemos construir o médulo quociente
M/N da mesma forma como construimos o anel quociente, onde

a(m+ N)=am+ N,
paratodoa € Aem € M.

Definicao 1.1.18 Um A-mddulo M ¢é chamado finitamente gerado se existem elementos
X1y..., %, € M tal que todo m € M € da forma m = a1x1 + as®s + ... a,x,, com a; € A, onde
t=1,...,n. Neste caso, dizemos que x1,...,x, formam um sistema de geradores de M.

Definicao 1.1.19 Um A-mddulo que possui uma base € chamado de A-mdédulo livre.

1.2 Conceitos Basicos de Topologia

Da mesma forma como para os conceitos algébricos, a teoria que engloba os conceitos topo-
l6gicos é muito rica em resultados, porém neste trabalho focamos em alguns resultados basicos,
mais precisamente sobre espacos métricos. Para um estudo mais aprofundado sugerimos as
referéncias [34, 35, 39].

1.2.1 Espacos Métricos

Inicialmente, lembramos que um espago métrico é um espaco em que é possivel definir uma
distancia entre quaisquer dois pontos.

Definicao 1.2.1 Seja E um conjunto. Dizemos que uma fun¢ao d : ExX E — R é uma métrica
se:
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(i) d(z,y) >0 ed(z,z) =0, para todo x,y € E;
(i) d(z,y) = d(y,z), para todo x,y € E;
(iii) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y), para todo x,y,z € E (desigualdade triangular).

Defini¢ao 1.2.2 Dados E um conjunto e d uma métrica, o par (E,d) é chamado espago
métrico.

Observacao 1.2.1 Com frequéncia iremos utilizar somente E para simbolizar o espag¢o métrico

(E,d).

Exemplo 1.2.1 O conjunto E = R? com a métrica

d((x1,91); (22,92)) = V(21 — 22)? + (31 — y2)%,
com (x1,11), (T2, y2) € E, € um espago métrico.

Defini¢ao 1.2.3 Sejam (E,dy) e (Es,ds) espagos métricos. Dizemos que uma funcgdo f : By —
Es € uma fungao continua no ponto x € Ey se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo
y € By, di(z,y) < 0 implica que do(f(z), f(y)) < €. Se f é continua em todos os pontos,
dizemos simplesmente que f é uma fungao continua.

Definicao 1.2.4 Nas condicoes da Definicao 1.2.3, se f € bijetora e sua inversa também ¢é
continua, dizemos que f € um homeomorfismo.

Definigao 1.2.5 Seja (E,d) um espaco métrico. Dados a € E e e >0, o conjunto
B(a,e) ={x € E :d(z,a) < e},
é chamado bola aberta de centro em a e raio €.

Definigao 1.2.6 Seja (E,d) um espago métrico. Um conjunto U C E € dito aberto em E se
para cada a € U, existir € > 0 tal que B(a,e) C U. Um conjunto F C E € dito fechado em E
se o seu complementar for aberto.

Defini¢ao 1.2.7 Seja (E,d) um espago métrico. Dizemos que uma familia A de conjuntos
abertos de (E,d) é um recobrimento de E se UA = E.

Proposicao 1.2.1 [35] Sejam (E,d) um espago métrico e F' C E um subconjunto. Entdo sdo
equivalentes:

(i) F € fechado,
(ii) Para toda sequéncia (z,) C F tal que x,, — x, entdo x € F.

Definicao 1.2.8 Sejam (E,d) um espaco métrico e F C E um subconjunto. O fécho F de F
€ 0 menor conjunto fechado de E que contém F.
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Defini¢ao 1.2.9 Seja (E,d) um espago métrico. Dizemos que um conjunto K C E é com-
pacto se toda sequéncia de pontos de K admite uma subsequéncia convergente para um ponto

de K.

Definigcao 1.2.10 Sejam G um grupo de homeomorfismos de um espago métrico E e x € E.
O conjunto

G(z) ={T(x): T € G}
¢ chamado G-6rbita de x. E, o subgrupo de G

G, ={TeG:T(z) =z}
¢ chamado estabilizador de x.

Defini¢ao 1.2.11 Uma familia {E, : o € A} de subconjuntos de um espago métrico E € dita
localmente finita se para todo conjunto compacto K C E, o conjunto {a € A: E, N K # 0}
for finito.

Definicao 1.2.12 Dizemos que um grupo G age de maneira propriamente descontinua
em um espaco métrico E, se a G-orbita de qualquer ponto x € E ¢é localmente finita.

Defini¢ao 1.2.13 Sejam (E,d) um espago métrico e Y C E um subconjunto ndo vazio. Dize-
mos que um ponto a € Y € isolado se existe € > 0 tal que se B(a,e) NY = {a}.

Definigao 1.2.14 Sejam (E,d) um espago métrico e Y C E um subconjunto ndo vazio. Dize-
mos que Y € discreto se todo ponto de Y ¢ isolado.

1.3 Teoria Algébrica dos Numeros

Nesta secao, apresentamos os principais elementos da teoria algébrica dos niimeros. Defini-
mos os principais conceitos e propriedades, além dos principais resultados envolvendo corpos de
numeros, elementos inteiros, traco, norma, discriminante e corpos ciclotomicos, conceitos estes
que serao fundamentais para o desenvolvimento de todo o trabalho. Um estudo aprofundado
desta teoria pode ser encontrado nas referéncias [19,37,45,49, 56].

1.3.1 Corpos de Numeros

Nesta subsegao, apresentamos o conceito de corpos de niimeros e algumas propriedades desta
importante classe de corpos. Iniciamos com alguns conceitos importantes sobre extensoes de
COrpos.

Definigao 1.3.1 Sejam K e IL corpos. Dizemos que K € uma extensao de L se . C K e
denotamos por K/L.

Definicao 1.3.2 Sejam L. C K corpos. O grau de K sobre L € a dimensao de K como espago
vetorial sobre L. Indicaremos o grau de K/IL por [K : 1L].
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Observagao 1.3.1 No caso em que [K : L] € finito dizemos que K é uma extensao finita de
L. Temos também que se L C K C M entdo M : L] = [M:K]-[K:L] e que [K:L] =1 se, e

somente se, K = L.

Definicao 1.3.3 Sejam L. C K corpos. Um elemento o € K € chamado ndmero algébrico
sobre L se existe f(z) € L[z]\{0} tal que f(a) =0. Se a € K ndao € algébrico sobre L dizemos
que a € transcendente sobre L.

Observacao 1.3.2 Se a € K é um numero algébrico sobre L, entao existe um inico polinomio
monico p(x) de grau minimo tal que p(a) = 0. Chamamos o polinomio p(x) de polindmio
minimal de o sobre L.

Definicao 1.3.4 Um corpo de nimeros K ¢ uma extensao finita do corpo Q dos nimeros
racionais. Se dimg K = n, dizemos que K é um corpo de nimeros de grau n.

Teorema 1.3.1 [37] Se K é um corpo de nimeros, entio K = Q(«), para algum nimero
algébrico . Neste caso, se p(x) € Q[x] € o polinomio minimal de o sobre Q de grau n, entdo
Q(a) ={ap+ama+...+a,_1a™ " : a; €Q, para todoi=0,1,...,n—1}.

Teorema 1.3.2 [37] Se K = Q(«) é um corpo de nimeros de graun, entdo existem exatamente

n monomorfismos distintos o; : K — C tal que, o;(a) = «ay, para todo i = 1,...,n, onde
aq, ..., 0 sao as raizes do polinomio minimal p(x) de a € K.
Definicao 1.3.5 Sejam K um corpo de nimeros de grau n e oy,...,0, 0S n-monomorfismos

distintos de K em C.

(i) Se 0;(K) C R, dizemos que o; é um homomorfismo real. Caso contrdrio, dizemos que
o; € um homomorfismo imaginario.

(ii) Se 0;(K) C R, para todo i =1,...,n, dizemos que K € um corpo totalmente real. Se
0;(K) £ R, para todo i = 1,...,n, dizemos que K é um corpo totalmente imaginario.

Definigao 1.3.6 Sejam L C K uma extensao de corpos e f € L[x]. Dizemos que K € o corpo
de raizes de f, e denotamos por K = L(Ry), se K € o menor corpo contendo L e todas as
raizes de f.

Definicao 1.3.7 Seja L um corpo e f(x) € L[z] um polindmio nao constante. Dizemos que
f(z) € separavel se todas as raizes de f(x) sao simples no seu corpo de raizes.

Definigao 1.3.8 Uma extensao finita K/IL é galoisiana se K é o corpo de raizes de L, para
algum f(x) € L[z] separdvel.

Defini¢ao 1.3.9 Sejam L C K uma extensao e H C Aut(K), onde Aut(K) € o conjunto dos
automorfismos em K. O corpo

K” ={a €K : o(a) =«, para todo o € H},

¢ chamado de corpo fixo pelo conjunto H.
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Definigao 1.3.10 Seja L C K uma extensao. O grupo de Galois de K sobre L € dado por:
Gal(K/L) = {0 € Aut(K) : o(a) = a, para todo o € L},
onde Aut(K) € o conjunto dos automorfismos em K.

Definicao 1.3.11 Uma extensao abeliana é uma extensao galoisiana na qual o grupo de
Galois € abeliano.

1.3.2 Elementos Inteiros

Nesta secao, definimos os elementos inteiros e o seu anel de inteiros, além de algumas pro-
priedades.

Definigao 1.3.12 Seja A um dominio e K o seu corpo de fragoes. Um elemento a € K €
chamado inteiro sobre A se existe um polinémio monico f(x) € Klz| tal que f(a) = 0.

Teorema 1.3.3 [/5] Se o é um nimero complexo que € raiz de um polindmio monico cujos
coeficientes sao elementos inteiros, entao o € um elemento inteiro.

Definigao 1.3.13 Sejam A um dominio e K o seu corpo de fragoes. O conjunto Iy = {«a €
K : « € inteiro sobre A} é chamado anel dos inteiros de A em K.

Definicao 1.3.14 Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. Dizemos que A € um anel
integralmente fechado em K se ele contém o anel dos inteiros de A.

Proposicao 1.3.1 [}5] Se A é um dominio, 1L seu corpo de fragoes, K uma extensao finita de
L de graun e Zx o anel de inteiros de K sobre A, entdo Tk € integralmente fechado.

Definigcao 1.3.15 Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ix o anel dos inteiros de K.
Chamamos de base integral de K ou de Zx uma Z-base para o grupo aditivo Tx.

Observagao 1.3.3 Se {ay,...,a,} € uma base integral Ty, entao todo elemento o € Tx pode

ser escrito de modo unico como o = g a;a;, onde a; € 7 e para todo i =1,...,n.
i=1

1.3.3 Traco e Norma

Nesta subsecao, apresentamos os conceitos de trago e norma para elementos em uma extensao
de corpos. Definimos também, o conceito de norma de um ideal do anel dos inteiros de um corpo
de nimeros. Além disso, veremos algumas propriedades importantes envolvendo estes conceitos,
como uma relagao entre as normas de um elemento e de um ideal.

Defini¢ao 1.3.16 Sejam K/L uma extensao de grau n e oy,...,0, 0s monomorfismos de K
em C. O trago e a norma de um elemento o € K, relativamente a extensio K/, sao definidos
respectivamente por:

n

Tri (o) = Z%’(Oé) e Ngwla) = Hai(oc).

=1
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Observagao 1.3.4 Denotaremos o trago e a norma simplesmente por Tr(a) e N(«) quando
nao houver duvida quanto a extensao que contém o elemento c.

Proposicao 1.3.2 [/5] Sejam I um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, K uma
extensao de graun delL e a € K. Se aq,...,q, sao as raizes do polinomio minimal de o sobre
L, entdo Tr(a) =a; + s + ... + ap, N(a) =aias...a, ep(z) = (r —ay)...(r — ay), onde
p(x) € um polinomio ménico com coeficientes em K chamado polinémio caracteristico.

Proposicao 1.3.3 [/5] Sejam A um dominio, L seu corpo de fracoes (de caracteristica zero) e
K uma extensao finita de .. Se v é um elemento de K inteiro sobre A, entdo os coeficientes do
polindmio caracteristico p(x) de a relativo a K e L, em particular, Tr(a) e N(«), sdo inteiros

sobre A.

Coroldrio 1.3.1 [}5] Se A é um anel integralmente fechado, entao os coeficientes do polinomio
caracteristico de o € K, em particular, Tr(a) e N(a) sdo elementos de A.

Teorema 1.3.4 [19] Se A é um anel integralmente fechado, I seu corpo de fragoes, K/ uma
extensao finita de grau n e Ix o anel dos inteiros de K, entdo Ix ¢ um A-submddulo livre de
posto n.

Definicao 1.3.17 Sejam K um corpo de niumeros, Ix o anel dos inteiros de K e J um ideal
nao nulo de Ix. A norma do ideal J ¢ definida como sendo a cardinalidade do anel quociente
Tk /3, isto é€,

T
N(T) = ?K

Teorema 1.3.5 [/9] SeT = (a), com a # 0, € um ideal principal de Ik, entao N (T) = |N(«)|.

Proposicao 1.3.4 [19] Se 3 C Ix € um ideal nao nulo, entao a norma N (J) € finita.

1.3.4 Discriminantes

Nesta subsecao, apresentamos o conceito de discriminante. Este conceito é muito importante
na teoria algébrica dos niimeros e é bastante utilizado deste trabalho. Como veremos em algumas
situagoes, através de propriedades envolvendo discriminantes muitos resultados importantes
podem ser obtidos.

Definigao 1.3.18 Sejam K/ uma extensao finita de grau n, Zx o anel dos inteiros de K
e {ay,...,a,} uma Z-base de Ix. Definimos o discriminante de K como sendo um ideal
principal de Z gerado por Dy (o, ..., an) €, denotamos por Dy.

Observacao 1.3.5 Denotaremos o discriminante simplesmente por D quando nao houver du-
vida quanto a extensao de corpos utilizada.

Observagao 1.3.6 Observamos que o ideal da Definicio 1.3.18 independe da base escolhida.
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Lema 1.3.1 /45/(Lema de Dedekind) Sejam G um grupo e K um corpo. Se oy,...,0, sio
homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entao {o1,...,0,} sao linearmente
independentes sobre K.

Proposicao 1.3.5 [45] Sejam K/LL uma extensdo finita de grau n e o1,...,0, 0s monomor-
fismos distintos de K em um corpo algebricamente fechado F contendo L. Se {a1,...,a,} €
uma base de K sobre I entdo

Dx(at,. .., an) = det(o;(a;))* # 0.

Demonstragao: Por defini¢ao, segue que Dy (o, ..., ay,) = det(Tr(a;a;)). Como o traco
a5 € a soma dos seus conjugados, segue que

DgL(ov, ... an) = det(Tr(ooy)) = det <Z ak(aiaj)>

k=1

— det (z ak<ai>ak<aj>> = det(n(ar)) det(on(a;))

k=1

= (det(oi(aj)f.

Resta mostrar que det(o;(c;)) # 0. Suponhamos por absurdo que det(o;(a;)) = 0. Assim, as
colunas da matriz (ox(c;))},—; sdo linearmente dependentes. Assim, existem aj,...,a, € K,
n

nao todos nulos, tal que Zaiai(aj) = 0 para todo j = 1,...,n. Assim, por linearidade
i=1
concluimos que Y, a;0;(c) = 0, para todo @ € K, o que contradiz o Lema de Dedekind.

Portanto, det(o;(a;))? # 0. n

1.3.5 Corpos Ciclotomicos

Como vimos na Defini¢ao 1.3.4, um corpo de ntimeros é uma extensao finita do corpo Q dos
numeros racionais. Nesta secao, apresentamos uma classe importante desses corpos, a classe dos
corpos ciclotomicos. Esta classe de corpos desempenha um papel muito importante na teoria
algébrica dos nimeros uma vez que é possivel encontrar o anel dos inteiros algébricos destes
corpos e podemos obter uma expressao para calcular o seu discriminante.

Definicao 1.3.19 Seja n um inteiro positivo.

1. Dizemos que (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade se (! =1 e (" # 1, para
todol1 <m<n-—1.

2. Um corpo ciclotémico € um corpo da forma Q((,), onde ¢, € uma raiz n-ésima primitiva
da unidade.
n
3. O polinomio ¢ () = H (x — (%) é chamado de n—ésimo polindémio cicloto-
j=1,mde(j,n)=1
mico.
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Proposicao 1.3.6 [/9] Se n € um inteiro positivo, entdo " — 1 = Hgbd(:p).
dn

Observagao 1.3.7 Como consequéncia da Proposicao 1.5.6, seque que

" —1
On(1) = . 1.1
R e (1.1)
dln,d<n

Assim,

1. Quando n = p, onde p é um numero primo, seque que

_:U”—l_xp—l

() x—1

que € chamado de p-ésimo polinémio ciclotémico.

Pp() =P o+,

2. Quando n = p", onde r € um niumero inteiro maior que 1 e p € um numero primo, seque

que
P —1
Gpr(z) = 1

que € chamado de p*-ésimo polinémio ciclotémico.

r—1

— gD g e T

Teorema 1.3.6 [32] Se n é um inteiro positivo, ¢, uma raiz n-ésima primitiva da unidade e
K = Q(¢,) o corpo ciclotémico correspondente, entao K : Q] = ¢(n), onde ¢ € a fun¢do de
Euler.

Teorema 1.3.7 [56] Se n é um inteiro positivo, ¢, uma raiz n-ésima primitiva da unidade e
K = Q(¢n) o corpo ciclotémico correspondente, entao

(i) o anel Tx dos inteiros algébricos de K = Q(Cp) € Z[Ca] € {1,Cn, (2, ..., 2™ ™Y ¢ uma base
integral de K;

(1) L =Q(¢ + ¢ 1Y) é o subcorpo maximal real de K, Iy, = Z[(, + ('] € seu anel dos inteiros
w(n)

e(n) _(en)
e {1,G+ ¢, G2 gt Cn( 2 1)} ¢ uma base integral do subcorpo L.

Corolario 1.3.2 [56] Sejam n um inteiro positivo e K = Q((,) um corpo ciclotémico, onde ¢,
¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Se L = Q(¢, + ;1) € o subcorpo maximal real de K,
entao [K : L] = 2.

Proposigao 1.3.7 [56] Os momomorfismos de K = Q((,,) sobre C sao dados por
{o; mdc(i,n) =1 e o;(¢)=C(" onde i=1,...,n—1}.

Observagao 1.3.8 Segue, da Proposi¢ao 1.5.7, que K/Q, onde K = Q((,), € uma extensao de
Galois, pois [K : Q] = p(n) = |Z,*|. Além disso, Gal(K/Q) = {o;; mdc(i,n) = 1 e 0,(¢,) =
Cnt-
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Proposigao 1.3.8 [49] Se K = Q((,), onde ¢, € uma raiz p-ésima da unidade e p um nimero
primo impar, entao o discriminante de K = Q((,) sobre Q € dado por
Dy = Dagsa(ls G o G2 = (1) T2,
Proposigao 1.3.9 [/1] Seja K = Q((,), onde (, € uma raiz p-ésima da unidade e p um nimero
primo. Se L. = Q((, + Cp_l) € o subcorpo maximal real de K, entao o discriminante de 1L sobre
Q ¢ dado por
p—3
Do=p 2
Proposigao 1.3.10 [41] Se K = Q({,r), onde (,r € uma raiz p"-ésima primitiva da unidade,
p um numero primo e r um inteiro maior que 1, entao o discriminante de K sobre Q ¢ dado
por

m— r—1.(r(p—1)—
Dx = Da(gry/alls Gy G )71 = pr 0070,

Teorema 1.3.8 [56] Sejam n um inteiro positivo e K = Q((,), onde (, é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade. O discriminante do corpo K = Q((,) sobre Q € dado por

. nen)
Dx = (-1 ——7,
[T
pn
onde p € um numero primo e ¢ € funcao de Euler. [ |

Para finalizar esta se¢ao, apresentamos a seguir o Teorema de Kronecker-Weber (Teorema
1.3.9), o qual afirma que qualquer extensdo abeliana finita dos racionais estd contida em um
corpo ciclotomico. Esta é a afirmacao que ird nos motivar, na Secao 4.2, a relacionar os corpos
de nimeros que sao vistos na Se¢ao 3.3, com subcorpos maximais reais de corpos ciclotomicos.

Teorema 1.3.9 [56] Se K/Q é uma extensdo abeliana finita, entdo

K C Q(Cn), (1.2)

para algum n € 7 inteiro positivo e (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Seja K/Q um extensao abeliana finita. Como, pelo Teorema 1.3.9, toda extensao abeliana
finita dos racionais estd contida num corpo ciclotomico, podemos tomar o menor n tal que

K € Q(Cn)-
Definigao 1.3.20 O menor n € N tal que K C Q(¢,) € denominado condutor do corpo K.

1.4 Geometria Hiperbdlica

O objetivo desta secao é apresentar as principais defini¢oes e resultados da geometria hi-
perbdlica, de modo a estabelecer condigoes para que os conceitos de grupo fuchsiano e grupo
fuchsiano aritmético possam ser apresentados no Capitulo 2. Para isso, inicialmente apresenta-
mos os modelos da geometria hiperbdlica que usaremos no decorrer do trabalho e as tesselagoes
regulares no plano hiperbédlico. Os resultados aqui apresentados e um estudo mais aprofundado
desta geometria podem ser encontrados nas referéncias [8,22,30, 50, 55].
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1.4.1 Modelos Hiperbdlicos

Existem muitas maneiras de construirmos a geometria hiperbdlica. Estas diferentes cons-
trugoes sao chamadas de modelos hiperbdlicos. Neste trabalho, discutimos em particular dois
modelos euclidianos para a geometria hiperbdlica plana que sao convenientes para o desenvol-
vimento da nossa proposta. Estes modelos sao chamados de semi-plano superior e disco de
Poincaré. Iniciamos definindo e mostrando algumas propriedades do modelo do semi-plano
superior.

Definigao 1.4.1 O semi-plano superior (ou plano de Lobachevski) H? € o conjunto dos
numeros complexos z com parte imagindria positiva, ou seja,

H? = {z € C: Im(z) > 0}.

O circulo no infinito ou fronteira de H? ¢ definido como sendo o conjunto OH? = {z € C :
Im(z) =0} U{oo}, onde Im(z) denota a parte imagindria de z.

Observagao 1.4.1 Podemos identificar C com R? notando que o ponto (z,y) € R? pode igual-
mente ser considerado como o ponto z = x +yi € C. Assim, podemos definir o semi-plano
superior da sequinte forma

H? = {(z,y) € R* : y > 0}.

Definigao 1.4.2 Seja o : [a,b] — H? um caminho diferencidvel por partes no semi-plano supe-
rior H* = {z € C : Im(z) > 0}. O comprimento hiperbdlico de ¢ em H? € definido pela

integracao da funcao f(z) = #(Z) ao longo de o, isto é,
1 " l'®l
lolo= [ == [ 7
L Im(=) ~ Ju Tm(o)”
onde || € o mddulo usual de um nimero complexo e o'(t) € a derivada de o(t).

Iremos agora, definir a distancia hiperbdlica entre dois pontos de H?.

Definicao 1.4.3 Sejam 2,20 € H2. Definimos a distancia hiperbdlica em H? entre z; e 2,
como

d2 (21, 22) = inf{|| o [|m},
onde o : [a,b] — H? é um caminho diferencidvel por partes tal que o(a) = z; e o(b) = 29, e inf
denota o infimo do conjunto {|| o ||m=}.

Observamos que o infimo é alcancado somente para alguns caminhos e que este caminho é
unico. Estes caminhos, chamados de geodésicas, sao definidos como sendo o caminho de menor
comprimento em H?. Em geral, tem-se a seguinte definicao.

Definigao 1.4.4 Uma curvao : [a,b] — H? é chamada geodésica se para quaisquer u,v € |a, b]

d(o(u),0(v)) = inf {/u” %dt} ,

ou seja, se o minimizar a distancia entre os pontos de seu tracado.

tivermos
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Definicao 1.4.5 Sejam a,b,c,d € R tal que ad — be > 0. As transformacoes de H? da forma

az+b
cz+d’

v(z) = (1.3)

onde z € uma varidvel complexa, sao chamadas transformagoes de Mobius.

As transformagoes de Mobius podem ser classificadas de acordo com a quantidade de pontos
fixos.

Definicao 1.4.6 Seja v uma transformacao de Mobius. Dizemos que:
(i) v ¢ parabdlica se v tem somente um ponto fivo em OH?;
(ii) v € eliptica se v tem somente um ponto fizo em H?;

(iii) ~ ¢ hiperbdlica se vy tem dois pontos fizos em OH?.

Agora, nosso objetivo é apresentar a forma das geodésicas em HZ2. Primeiramente, nos
resultados a seguir veremos que as transformacgoes de Mobius sao isometrias, ou seja, sao fungoes
que preservam distancias em H? e que o eixo imagindrio é uma geodésica em H?2.

Proposigao 1.4.1 [55] Se v é uma transformagio de Mobius e z1, 29 € H?, entdo
d(v(21),v(22)) = d(21, 22).

Demonstracao: Se o é um caminho diferencidvel por partes de z; para 2z, entao v oo é um
caminho diferenciavel por partes de (z;) para y(z3). Assim, precisamos provar que

[voal=llal,
onde || - || denota o comprimento hiperbdlico, de acordo com a Defini¢ao 1.4.2. Para isso,
observamos que para z = x +yi € H? e y(z) = ‘ZIZ, tem-se que
, ad — be ad — be
V= g © M) = e m(e).
onde | - | denota 0 médulo de um nimero complexo. Logo,
_ [ 1Gea)®l ,, _ [ (@)l
[yeol = t=
Im(y o o)(t) Im(y 0 0)(t) ©
ad—bc
_ [0, e,
ez Im(o(t) Im(a(t))
|co(t)+d|?
= lal-
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Proposicao 1.4.2 [55] Se a <b, entao a distancia hiperbdlica entre ia e ib é log 2, onde ia e
tb sao numeros complexos cuja parte real € nula. Mais ainda, a linha vertical unindo ia e ib é
o unico caminho entre ia e ib com comprimento log g, e qualquer outro caminho € estritamente
maior que este.

Demonstracao: Seja o(t) = it, com a <t < b, um caminho entre ia e ¢b. Assim, de acordo
com a Definicao 1.4.2, segue que

I Ol o S
||cr||—/a mdt—/a ;dt—loga.

Agora, seja §(t) = z(t) = iy(t) : [0,1] — H? qualquer caminho entre ia e ib. Assim,

o = [ Yy

Yy ()] Ly/(t)
= /0 MC”Z/O Ok

b
= logy(t) [p=log —.

Logo, qualquer caminho unindo ia e b tem comprimento hiperbdlico maior que logg, com
igualdade quando 2/(t) = 0, ou seja, quando o é uma linha vertical unindo ia e ib. [ ]

Teorema 1.4.1 [55] As geodésicas em H? sao semi-circulos ortogonais ao eixo real e retas
verticais. Mais ainda, para quaisquer dois pontos z e z em H?, existe uma tnica geodésica
passando por z1 € zy.

Demonstragao: Seja H o conjunto dos semi-circulos ortogonais ao eixo real e das retas verticais
em HZ2. Se z, z € H?, entdo existe um elemento H € H contendo z; e z,. Consideremos v um
transformacao de Mobius que v(z1) e v(22) leva 2, e 2, no eixo imaginario. E sempre possivel
obter esta transformagcao, por exemplo, se H é uma reta vertical com Re(z) = a, onde Re(z)
é a parte real do nimero complexo z, entao é suficiente tomarmos v como sendo a translagao
z +— 2z — a. Assim, pela Proposicao 1.4.2, segue que o eixo imaginario é a unica geodésica
passando por (z1) e y(z2). Aplicando 77!, segue que H é a tinica geodésica passando por z; e
z9. |

Exemplo 1.4.1 Na Figura 1.1 apresentamos algumas geodésicas no semi-plano superior H?2.
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Figura 1.1: Geodésicas em H?

Definigao 1.4.7 Dado um conjunto A C H?, a sua drea hiperbdlica, denotada por pgz(A),

¢ definida como
1

[I,H2<A):/AWCZZ.

A partir de agora iremos considerar um outro modelo para a geometria hiperbdlica plana, o
disco de Poincaré.

Definigao 1.4.8 O disco D* = {2z € C : |z| < 1} € chamado disco de Poincaré. O circulo
OD? = {z € C: |z| = 1} € chamado circulo no oo ou fronteira de D?.

Uma vantagem do disco de Poincaré em relagao ao semi-plano superior é que o disco unitério
D? ¢ um subconjunto limitado do plano euclidiano, facilitando sua visualizacao. Enquanto que
uma vantagem do semi-plano superior em relacao ao disco de Poincaré é a facilidade com que
as coordenadas cartesianas podem ser utilizadas em calculos.
Consideremos a funcao f : H? — D? dada por
2+ 1

fle) =2 (14)

Temos que f leva o semi-plano superior H? bijetivamente no disco de Poincaré D?. Além disso,
f leva OH? em OD? bijetivamente. Esta bijecao nos permite trabalhar com o modelo mais
adequado de acordo com a necessidade. Observe que f nao é uma transformagao de Mobius
pois ad —bc < 0,ondea=1,b=1,c=1ed=1.

Vejamos agora, como sao definidos o comprimento e a distancia hiperbdlica em D?. Para
isso, considere g(z) = f~!(z), com z € D% Logo, g leva D? em H? e

() —z+1
z) = ——.
g iz + 1

Além disso, segue que

-2 1=z
B | =iz 12
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Assim, se ¢ é um caminho em D?, entdo g o ¢ é um caminho em H?. O comprimento de go o é

ot [ Mgooy®l [ lg @)l
lgoo o / P /zm@(a(t))) it

2 /

Portanto, definimos o comprimento e a distancia hiperbélica em D? da seguinte forma.

dado por

Definigao 1.4.9 Seja o : [a,b] — D?* um caminho diferencidvel por partes no disco de Poincaré
D? = {2z € C: |z|] < 1}. O comprimento hiperbédlico de o em D? ¢ obtido pela integragio
da fungao f(z) = 1*2? ao longo de o, isto é,

2 b 2 ,
o= [ ——— = ——|o'(t)|dt
HUHD /01—|Z|2 /a 1_|0_(t)|2|0-()‘ )

onde | - | é o médulo usual de um nimero complezo.

Definicao 1.4.10 Sejam 21, 2, € D?. Definimos a distancia hiperbélica em D?, como

dp2(21, 20) = inf{|| o |[p2},

onde o : [a,b] — D?* é um caminho diferencidvel por partes tal que o(a) = z1 e o(b) = 29, e inf
¢ o infimo do conjunto {|| o ||p2}.

Observacao 1.4.2 Se 2z, 2z, € H2, entao

dp2(f(21), f(22)) = dm2(21, 22),
onde f € dada na Equagao (1.4) e dgz como na Defini¢ao 1.4.3.

Se v ¢ uma transformacio de Mobius em H?, entdo obtemos uma isometria no disco de

Poincaré D? pela funcao f que transforma v em uma transformacao de Mobius em D?, onde f

1

é definida na Equacgao (1.4). Para isso, consideremos a fungao fo~vyo f~! e sejam zy, 2o € D%

Utilizando a Observacao 1.4.2, segue que
dp2(f oy o f7H(z), foyo fT () = duw(yof (1), 70 f  (22)) (1.5)
= dwe ([ (1), [ (22)) = dp2(21, 22). (1.6)
Portanto, f oy o f~! é uma isometria em D2

Definigao 1.4.11 Sejam a,b € C tal que |a]* — |b]* > 0. As transformagoes de D* da forma

_az+b
_Ez—i-c_z’

()
sio chamadas transformacao de Mobius em D?2.

Teorema 1.4.2 [55] As geodésicas no modelo do disco de Poincaré da geometria hiperbdlica
sao arcos de circulos e diagmetros em D? que encontram OD? ortogonalmente.

Exemplo 1.4.2 Na Figura 1.2, apresentamos algumas geodésicas no disco de Poincaré D?.
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Figura 1.2: Geodésicas em D?

Através da fungao f dada na Equagao (1.4) podemos transferir a Definicao 1.4.7 de area
hiperbélica de H? para D?, conforme a seguinte definicao.

Definigao 1.4.12 Dado um conjunto A C D?, sua drea hiperbdlica, denotada por jp2(A), é
definida como

4
ILLDQ(A):/Ade.

Observacao 1.4.3 Quando nao houver duvida sobre o modelo hiperbdlico utilizado, denotare-
mos a drea hiperbdlica de um conjunto A apenas por u(A).

Finalizamos esta subsecao resumindo, na Tabela 1.1, os principais resultados vistos para os
modelos hiperbdlicos do semi-plano superior e do disco de Poincaré.

Modelos Hiperbdlicos Semi-plano superior Disco de Poincaré

H? ={z € C:Im(z) >0} D*={z€eC:|z| <1}
Fronteira OH? = R U {0} ID?*={z€C:|z| =1}
Comprimento hiperbdlico ff Ilz(/s()t‘))dt fab ﬁb/ (t)|dt
Area hiperbdlica p2(A) = [, Wdz pn2(A) = [, wdz
Isometrias v(z) = %, v(z) = gj—j_r&b,

a,b,c,d € R, ad — bc >0 a,beC, |a]*—|b* >0

semi-retas verticais arcos de circulos e diametros
Geodésicas e semi-circulos ortogonais em D? que encontram
a OH? 0D? ortogonalmente

Tabela 1.1: Relacdes entre os modelos hiperbolicos H? e D?
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1.4.2 Tesselagoes Regulares no Plano Hiperbdlico

Nesta subsecao, apresentamos as tesselagoes regulares no plano hiperbdlico. Veremos que ha
infinitas tesselacoes que cobrem o plano hiperbdlico utilizando poligonos regulares, enquanto que
na geometria euclidiana este niimero esta restrito a 3, a saber: triangulos equilateros, quadrados
e hexagonos regulares. Observamos que o conceito de angulo em geometria hiperbdlica é o
mesmo que em geometria euclidiana. Para tais afirmacoes e para um estudo mais detalhado
sugerimos as referéncias [30, 55].

Quando consideramos a geometria euclidiana, definimos um poligono como sendo um sub-
conjunto do plano euclidiano limitado por semi-retas, que sao as geodésicas no plano euclidiano.
Um poligono no plano hiperbdlico é definido de uma maneira analoga. Vimos no Teorema 1.4.1
que, se z1, zp € H2UOH?, entao existe uma tinica geodésica que passa por z; € 2. Iremos denotar
por [z1, 29] a parte desta geodésica que conecta z; a z e chamamos [z1, 23] de segmento ou
arco de geodésica entre z; e z5.

Definigao 1.4.13 Sejam 21, 23, ... ,2, € H* UOH?. Definimos o p-poligono hiperbdlico P,
com vértices em 21, Za, . .., Zp, como sendo a regidgo de H? limitada pelos segmentos geodésicos

[Zh 22]7 ) [ZP—17 ZP]’ [Zp? 21]'

Exemplo 1.4.3 Como exemplos de poligonos hiperbolicos, na Figura 1.3, apresentamos trian-
gulos hiperbolicos no semi-plano superior e no disco de Poincaré.

Figura 1.3: a) Semi-plano superior b) Disco de Poincaré

Definigao 1.4.14 Sejam 21, z, € H? e [21, 2] 0 seu segmento geodésico. A mediatriz de [zy, 2o]
¢ definida como sendo a unica geodésica perpendicular a [z1, 22| que passa pelo ponto médio de

[21, 22].

Exemplo 1.4.4 A Figura 1.4 mostra a medialriz de um segmento geodésico [z1,z], onde
2, 2 € H2.
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21, 22]

21

Figura 1.4: Mediatriz de [z, 22|

A seguir, veremos um resultado, conhecido como Teorema de Gauss-Bonnet para poligonos
hiperbdlicos que fornece uma expressao para a area de um poligono hiperbdlico em termos
de seus angulos. Este teorema ¢ utilizado no estudo de tesselacoes do plano hiperbdlico por
poligonos regulares.

Teorema 1.4.3 [55] (Teorema de Gauss-Bonnet para um triangulo hiperbdlico) Se

A € um triangulo hiperbolico com angulos internos «, 8 e vy, entao a drea hiperbolica de A é
dada por

pA) =m = (a+ B +7).

Demonstracao: Seja A um triangulo hiperbélico com angulos internos «, 8 e . Inicialmente,
vamos supor que A tenha pelo menos um de seus vértices na fronteira de H?. Assim, o angulo
neste vértice é zero. Aplicando uma transformagao de Mobius, podemos levar este vértice no
infinito sem alterar a area ou os demais angulos de A. Consideremos a transformagao de Mobius
z +— z+ b, para um b conveniente e vamos supor que o circulo juntando os outros dois vértices
estao centrados na origem de C. Aplicando a transformacao de Mobius z +— kz, podemos
assumir que este circulo tem raio 1. Assim,

M(A):/Amdz://A%dxdy:/abdw/\/;%dy:ﬂ—(04+6).

Agora, vamos supor que A nao tem vértices em OH2. Sejam A, B e C' os vértices de A com an-
gulos internos «, 8 e vy, respectivamente. Consideremos uma geodésica vertical entre os vértices
Ae C e, seja d o angulo em B entre o lado CB e a geodésica vertical. Dessa forma, podemos
construir dois triangulos ABoo e CBoo, e cada um deles possui um vértice no infinito. Assim,

tem-se que
1(A) = p(ABC) = p(ABoo) — p(CBoo).
Mas,
u(ABo) =71 — (a+ (6 +9)) e u(CBoo) = — ((m — ) + 9).
Portanto,

pA) =m = (a+ 5 +7).
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Observacao 1.4.4 Na geometria euclidiana sabemos que a soma dos angulos internos de um
triangulo € igual a w. Pelo Teorema 1.4.3, seque que na geometria hiperbélica a soma dos angulos
internos de um triangulo hiperbolico é menor que 7, atingindo a igualdade apenas quando todos
0s vértices do triangulo se encontram no infinito.

Veremos agora o caso geral do Teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 1.4.4 [55] (Teorema de Gauss-Bonnet para um poligono hiperbdlico) Se
P, € um poligono hiperbélico de p lados com vértices vy, ..., v, e dngulos internos a, ..., oy,
entao

WPy = (p— 27 — (a1 + ... +ay).

Demonstracao: Para mostrar o caso geral, basta triangularizar o poligono hiperbdlico P,,
aplicar o Teorema 1.4.3 para cada um dos triangulos obtidos na triangularizacao e somar as
areas. [ ]

Analogamente ao caso euclidiano, dizemos que um p-poligono é regular se todos os seus
p lados tem o mesmo comprimento e todos os angulos internos sao iguais. A seguir definimos
uma tesselagao no plano hiperbélico por poligonos regulares.

Definicao 1.4.15 Uma tesselagao regular no plano hiperbdlico é uma particao deste
plano por poligonos requlares nao sobrepostos, todos congruentes, sujeitos a restricao de se
interceptarem somente em suas arestas ou vértices, de modo a termos o mesmo niumero de
poligonos partilhando um mesmo vértice, independente do vértice.

Se os poligonos de uma tesselacao de H? contém p lados, onde cada vértice é o encontro de
q desses poligonos, entao a tesselagao serd denotada por {p,q}. Em particular, se p = ¢, entao
a tesselacao é chamada auto-dual.

Exemplo 1.4.5 A sequir veremos alguns exemplos de tesselagoes requlares do plano hiperbolico.
Na Figura 1.5, temos a tesselagio reqular hiperbolica auto-dual {8,8}, onde os poligonos desta
tesselacao tem 8 lados e cada vértice é o encontro de 8 destes poligonos.

Figura 1.5: Tesselagdo hiperbdlica {8,8} no disco de Poincaré D?

Ja na Figura 1.6, temos a tesselagdo reqular hiperbolica {10,5}, onde os poligonos desta
tesselagcao tem 10 lados e cada vértice é o encontro de 5 destes poligonos.
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Figura 1.6: Tesselacao hiperbélica {10,5} no disco de Poincaré D?

Como comentamos no inicio desta secao, existem infinitas maneiras de tesselar o plano
hiperbdlico por poligonos regulares e esta ¢ uma vantagem de se trabalhar com a geometria
hiperbdlica, pois se considerarmos a geometria euclidiana, estas maneiras se restringem a treés.
Assim, para finalizar esta secao, apresentamos um resultado que garante que existem infinitas
maneiras de tesselar o plano hiperbdélico por poligonos regulares.

Teorema 1.4.5 [55] Existe uma tesselagcdo do plano hiperbolico por p-poligonos hiperbolicos
requlares, com q desses poligonos se encontrando em cada vértice se, e somente se,
2r 27
—+— < (1.7)
p q
Demonstragao: Mostraremos apenas que, se existe uma tesselacao hiperbdlica, entao p e
q satisfazem a condigao (1.7). A implicagao contréaria necessita de ferramentas que nao sao
apresentadas neste trabalho. Seja o o angulo interno do poligono regular P,. Como ¢ destes
poligonos se encontram em cada vértice, entao o = %’r. Assim, pelo Teorema 1.4.4 de Gauss-
Bonnet, segue que
wW(Py) = (p—2)7 — pa.
Como a area do poligono P, deve ser positiva, segue que
2 2T 27
prt =21 —p— >0=> — 4+ — <.
q p q
[ ]

Observagao 1.4.5 A inequagdo apresentada em (1.7) pode ser facilmente utilizada na sequinte
forma

(p—2)(g—2) >4, (1.8)
pois as duas inequagoes sao equivalentes, uma vez que,

2T 27w 2 2
—t—<rm & —+=<1
D q P q

& 29+2p—pg <0

& 2q+2p—pg—4<—4

& (p—2)(¢—2)>4



Capitulo

Grupos Fuchsianos Aritmeéticos

Neste capitulo apresentamos o conceito central deste trabalho, os grupos fuchsianos aritméti-
cos. Os grupos fuchsianos aritméticos que consideramos neste trabalho, sao aqueles que podem
ser identificados com uma &lgebra e uma ordem dos quatérnios. Takeuchi em [51], mostrou
que existe uma identificagao de forma natural entre estes grupos e uma algebra dos quatérnios.
Veremos também neste capitulo, que as ordens dos quatérnios que sao apresentadas na Subse-
¢ao 2.2.2 podem ser definidas como reticulados hiperbédlicos devido a sua identificacao com os
grupos fuchsianos aritméticos. Desta forma, destacamos os resultados necessérios, de modo a
identificar os grupos fuchsianos aritméticos com os reticulados hiperbdlicos.

Iniciamos, na Secao 2.1, apresentando os grupos fuchsianos que podem ser definido de uma
forma geral como um subgrupo do grupo formado pelas transformacoes de Mdobius com relagao
a composicao. Como o nosso interesse sao os grupos fuchsianos que podem ser associados a uma
algebra e uma ordem dos quatérnios, na Secao 2.2, apresentamos estes conceitos e mostramos os
principais resultados. Na Secao 2.3, definimos os grupos fuchsianos aritméticos e apresentamos
as condigoes necessarias e suficientes para mostrar que um grupo fuchsiano é de fato aritmético.
Na Secao 2.4, apresentamos os reticulados hiperbdlicos que sao usados no processo de rotulagem
dos sinais de uma constelacao de sinais geometricamente uniforme no plano hiperbédlico, como
proposto em [13]. As propriedades dos reticulados hiperbélicos que destacamos na Segao 2.4,
sao apresentadas em [11]. Para a elaboragao deste capitulo, as referéncias [11,12,28,30,36,43,51]
foram utilizadas.

2.1 Grupos Fuchsianos

O conjunto das transformagoes de Mobius forma um grupo com relagao a composigao. Fxis-
tem muitos subgrupos deste grupo e nesta subsecao apresentamos uma classe especial destes sub-
grupos, chamada grupos fuchsianos, [30]. Na Definigdo 1.4.5, apresentamos as transformacoes
de Mobius em H2. Neste contexto, utilizamos um subconjunto particular destas transformacoes
pois é neste subconjunto que definimos os grupos fuchsianos.

29
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Seja PSL(2,R) o conjunto de todas as transformacoes de Mobius T4 : H? — H?, definidas

por

az +b
Tal) =" (2.1)

onde a,b,c,d € R e ad — bc = 1. Cada transformagao Ty pode ser representada pela matriz

Azi(ZZ), (2.2)

onde A € SL(2,R), sendo SL(2,R) o grupo multiplicativo das matrizes reais A com det(A) = 1,
chamado grupo unimodular.

Observagao 2.1.1 Seja a sequinte correspondéncia entre os elementos de PSL(2,R) e SL(2,R):
The PSL(2,R) < Ae SL(2,R).

A composta de duas transformagoes em PSL(2,R) corresponde ao produto de duas matrizes em
SL(2,R), e a inversa de Ty € PSL(2,R) corresponde a inversa de A. Portanto, PSL(2,R) é
um grupo com rela¢do a composicao. Além disso, a fungio ¢ : SL(2,R) — PSL(2,R), dada por
©(A) = T4, € um homeomorfismo sobrejetor cujo nicleo é {£1,}, onde Iy € a matriz identidade
de ordem 2. Logo, tem-se o sequinte grupo quociente

SL(2,R)

Pﬂ@mgﬁggg (2.3)

que ¢ chamado grupo projetivo linear.
Teorema 2.1.1 [30] O grupo PSL(2,R) age sobre H? por homeomorfismos.

Demonstragao: Se T € PSL(2,R)ew =T(z) = %, com a,b,c,d € R e ad —bc =1, entao

_ (az+Db)(cz+d)  aclz]* 4 adz + bcz + bd
B lcz + d|? B lcz + d|?

Y

de modo que
w—w z2—Z Im(2)

I — - = )
M) = T = S AR Jer + dP

Assim, se Im(z) > 0 entao Im(w) > 0. Logo, mostramos que qualquer transformacao dada
como na Equacio (2.1) leva H? nele mesmo. E, como T(z) e sua inversa sdao continuas, segue o
resultado. |

As transformagoes em PSL(2,R) podem ser classificadas de acordo com o valor do médulo
do trago de sua matriz associada.

Teorema 2.1.2 [55] Sejam Ty uma transformagao real em PSL(2,R) que ndo € a identidade
e tr(A) o trago da matriz A associada a Thy.

(i) T4 € parabdlica < tr(A)? = 4;
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(ii) Ta é eliptica < tr(A)? < 4;
(iii) Ta € hiperbdlica < tr(A)? > 4.

Demonstragao: De acordo com a Definicao 1.4.6, as transformagoes de Mdobius podem ser
classificadas dependendo da quantidade de pontos fixos. Assim, se 2, € H? U OH? é um ponto

fixo de v, entao
b
(=i

que é uma equacao quadratica em zy com coeficientes reais. Logo,

a—d=++/(a—d)?+4bc
2¢ ’

zZ0 —

e, para ¢ # 0, esta equagao possui uma solugao real, duas solugoes reais ou duas solugoes
complexas conjugadas, dependendo se o termo dentro da raiz quadrada ¢é positivo, negativo ou
nulo. Utilizando as identidades

ad —bc=1e tr(a)* = (a +d)?

segue que
(a — d)* + 4bc = tr(a)* — 4.

Analisando as possibilidades para tr(a)?, segue o resultado. Observe que para ¢ = 0 devemos

ter co e dTba como pontos fixos, e se a = d entao oo sera o 1inico ponto fixo. [ ]
Cada transformacao 7' € PSL(2,R), como na Equagao (2.1), pode ser naturalmente iden-
tificada com o elemento (a,b,c,d) € R*. Logo, SL(2,R) pode ser identificado com um espaco

topoldgico, identificando seus elementos com o seguinte subconjunto de R*:
E ={(a,b,c,d) € R*: ad — bc = 1},

e dessa forma, herdando a estrutura topolégica de R* A aplicacao ¢ : £ — E dada por
(a,b,c,d) = (—a,—b,—c,—d) é um homeomorfismo e, ¢ com a identidade, forma um grupo
ciclico de ordem 2 agindo em E. Assim, definimos uma topologia em PSL(2,R) como o espago
quociente

SL(2,R)
{+e}

Logo, PSL(2,R) é um grupo topolégico com relagdo a métrica

PSL(2,R) ~

dyz (T, T5) = min{|| (a1, b1, c1,dr) — (ag, b, c2,da) ||, || (a1,b1,c1,dr) — (—ag, —by, —co, —da) ||},

onde || T ||= Va2 + b2 + c2 + d? é a métrica euclidiana induzida de R*.

Agora, estamos em condic¢oes de definir os grupos fuchsianos.

Definicao 2.1.1 Um grupo I' é chamado grupo fuchsiano, se é um subgrupo discreto de
PSL(2,R).
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Exemplo 2.1.1 Todo subgrupo finito de PSL(2,R) € um grupo fuchsiano, pois todo subconjunto
finito de qualquer espaco métrico é discreto.

Exemplo 2.1.2 Sejam q € N e

Ty(2) cos(8)z + sen(%)
o\2) = ;
—sen(%) + cos(%)
a rotagao em torno det, onde i é a unidade imagindria. O subconjunto I'zz = {Tm 0<7<q— 1}
q q

¢ um subgrupo finito de PSL(2,R), e portanto, € um grupo fuchsiano.
Exemplo 2.1.3 O subgrupo das translagoes inteiras
I'={T.(2) =z+n:necZ},
¢ um grupo fuchsiano. Jd o grupo de todas as translacoes
v=A{Tn(z) =z+m:m e R},
nao ¢ um grupo fuchsiano, pois nao ¢é discreto.

Observagao 2.1.2 Através da funcao [ definida pela Equagdao (1.4), seque de modo andlogo a
(1.5), que o grupo discreto T, de isometrias que preservam orientacoes dadas por T, : D* — D?,
também € um grupo fuchsiano, dado por transformacaées da forma

b
T,(z) = % abeC, |a?— =1, (2.4)

onde T, € T, < PSL(2,C). Além disso, podemos escrever T, = foT o f~! € D?, onde o é a
operagao composicao e T € PSL(2,R).

A partir de agora, apresentamos condi¢oes para um grupo ser fuchsiano.
Lema 2.1.1 [30] Se z € H? e K C H? € compacto, entdo, o conjunto
H ={T € PSL(2,R) : T(z) € K}
€ compacto.

Lema 2.1.2 [30] Se T' C PSL(2,R) é um grupo com agao propriamente descontinua em HZ,
entdo o conjunto dos pontos fixos por elementos de I', ou seja, o conjunto

{zeW?*: 3T €, T(2) = 2}
é discreto.

Teorema 2.1.3 [30] ' C PSL(2,R) é um grupo fuchsiano se, e somente se, a a¢io de I' é
propriamente descontinua em H?2.



2.1. Grupos Fuchsianos 33

Demonstracao: Se I' é um grupo fuchsiano, z € H? e K C H? um conjunto compacto, entao
{Tel':T(z)e K} ={T € PSL(2,R) : T(z) € K} NT.

Pelo Lema 2.1.1, segue que o conjunto {T" € PSL(2,R) : T(z) € K} é compacto. Logo,
{T € T : T(z) € K} é finito, pois a intersecao de um conjunto compacto com um conjunto
discreto é compacto. Assim, segue que a acao de I' é propriamente descontinua em H?. Agora,
suponhamos que I" age de maneira propriamente descontinua em H? mas que I" ndo seja discreto
em PSL(2,R). Seja z um ponto que nao é fixo por qualquer elemento de I' a nao ser a identidade.
Podemos garantir a existéncia deste ponto pelo Lema 2.1.2, j& que o conjunto dos pontos fixos
por elementos de T' é discreto. Como T' ndo é discreto, segue que existe uma sequéncia {7}, }
de elementos distintos de I' tal que 7,, — Id quando n — oco. Assim, 7,(z) — z. Mas, como
T.(z) # z, pois z nao é ponto fixo, segue que existe uma sequéncia de pontos distintos de z
convergindo para z, o que contradiz a hipétese de I' agir de maneira propriamente descontinua
em H2. Portanto, I' ¢ um grupo fuchsiano. n

Definicao 2.1.2 Seja I' um grupo fuchsiano. Um dominio fundamental D para I' é um
subconjunto aberto de H? tal que

(i) Urer(T(D)) = H?, onde D € o fecho de D e

(i1) Se Th, Ty € T, com Ty # Ty, entao T1 (D) NTy(D) = 0.

Observagao 2.1.3 A Definicao 2.1.2, afirma que D é um dominio fundamental se todo ponto
de D se encontra no fecho de alguma imagem T (D) e duas imagens distintas nao se sobrepoem.
Dessa forma, utilizando a Definicao 1.4.15, podemos dizer que as imagens de D tesselam H?2.

Exemplo 2.1.4 Considere o grupo fuchsiano
D={T,:T,(2)=2"z, n€Z}.

Seja
D={zeH*:1<|z| <2}

O conjunto D é um conjunto aberto e

1< |z| <2=2" < |TW(2)] < 2"
Assim,

T.(D)={z € H?*: 2" < |z| < 2"}

T(D) ={z € H? : 2" < |z| < 2"},

Logo, H? = UneZ(Tn(F)) e, se Tr(z) e T,,(2) se interceptam, entdo n = m, pela forma como
foram construidos os conjuntos. Portanto, D é um dominio fundamental para I" como mostrado
na Figura 2.1.
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-4 -2 -1 0 1 2 4

Figura 2.1: Dominio fundamental e tesselagao para I' ={T, : T,,(z) = 2"z, n € Z}

Definigao 2.1.3 Sejam T’ um grupo fuchsiano e zy € H? tal que T(2q) # 2o, para todo T € T.
Definimos o dominio (regiao) de Dirichlet de I' centrado em zy como o conjunto

D(z) = {z € H? : d(z, 20) < d(2,T (%)), para todo T € T'}.

Observacao 2.1.4 Pela Definicao 2.1.3, podemos dizer que uma regiao de Dirichlet é o con-
Junto de todos os pontos z que estao mais prorimos de zy que qualquer outro ponto da orbita
D(z0) ={T(20) : T €'} de zy sobre T

Para descrever uma regiao de Dirichlet podemos considerar o seguinte procedimento:
1. Escolha 2o € H? tal que T'(zq) # 20, para todo T € T'\{id};

2. Para todo T € I'\{id} construa o segmento geodésico [z, T(z)];

3. Tome L,,(T) a mediatriz de [zy, T'(20)];

4. Seja H,,(T) o semi-plano limitado por L, (T) que contém zy (H,,(T")), consistindo de
todos os pontos z € H? que estdo mais préximos de 2o que de T'(2);

5. Considere

D(z)= (] Hx(D).

TeT\{Id}

Seja P, um poligono hiperbdlico de p lados em D?. Uma aresta u C D? de P, é um segmento
de P, com uma orientacao, ou seja, que comeca em um vértice de P, e termina em outro. Sejam
I' um grupo fuchsiano e D(p) uma regiao de Dirichlet para I', com um ndmero finito de arestas.
Para cada tesselagao regular {p, ¢}, o poligono P, constitui a fronteira do dominio de Dirichlet
D(p) de I',. Assim, chamamos também P, de regiao fundamental para o grupo I',. Observe
que se u é uma aresta de D(p), entdo v = T'(u) é também uma aresta de D(p), para algum
T € I'\{id}.

Definigao 2.1.4 Dadas u e v duas arestas de D(p), dizemos que as arestas u e u' = T(u)
estao emparelhadas e chamamos T de transformacao de emparelhamento.
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Dada uma aresta u de um poligono de Dirichlet D(p), podemos encontrar uma transformagcao
de emparelhamento T' associada a u. Para gerar o grupo fuchsiano I', estas transformacoes
devem satisfazer as condig¢oes de Poincaré de lados e angulos mostradas nos proximos resultados.
Vejamos inicialmente a definicao de ciclo de vértices.

Definicao 2.1.5 Consideremos vy, ..., v, 0s p vértices de P,. Chamamos de ciclo de vértices
a classe de equivaléncia obtida a partir de cada um dos vértices, ou seja, um ciclo de vértices é
um conjunto da forma

gi ={T(v;) : v; e T(v;) sdo vértices de P,}.

Definigao 2.1.6 A quantidade de vértices pertencentes a um ciclo de vértices €; é chamada de
comprimento do ciclo ¢;.

Observacao 2.1.5 Para cada dois ciclos de vértices €; e €;, tem-se que
(Z) €iﬂ€j = @ ou &; = &4
(11) Uig; = {v1,...,v,}, onde vy,...,v, sdo os p vértices de P,.

Se um dos vértices de P, é fixo por um elemento eliptico T’" € ', ou seja, T'(v;) = v;, entao
todos os vértices do ciclo €; sao fixos por elementos elipticos de I', e, neste caso, o ciclo de
vértices €; é chamado ciclo eliptico.

Teorema 2.1.4 [50] Sejam P, um dominio de Dirichlet de I'y e vq,...,v, 0s p vértices de
Pp. Sejam vy, ...,v, ondet < p, os vértices de um ciclo e d1,...,0; 0s angulos internos nos
respectivos vértices. Se m denota a ordem do estabilizador em I', de um dos vértices do ciclo,
entao
27
m
Como consequéncia do Teorema 2.1.4, segue que se um dos vértices vy, ...,v;, t < p, de

um ciclo de vértices nao ¢ ponto fixo, entao m = 1. Como os grupos fuchsianos I', que iremos
considerar nao possuem elementos elipticos, entao a condi¢gdo da Equagao (2.5) resume-se ao
caso m = 1, e portanto,

51+...+(5t:2ﬂ',

onde t < p. Além disso, dada uma tesselagao regular {p, ¢}, como cada vértice de P, é recoberto
por q desses poligonos, segue que os angulos internos nos respectivos vértices valem 27”. Assim,
pelo Teorema 2.1.4, segue que cada ciclo deve conter exatamente ¢ vértices e a quantidade de
ciclos em uma tesselagao {p, q} é

) (2.6)

3

de modo que ¢ deve dividir p.

Exemplo 2.1.5 Para uma tesselagdo reqular auto-dual {p,p} tem-se apenas 1 ciclo € de vérti-
ces, uma vez que g =1.
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Teorema 2.1.5 [50] Seja P, um dominio de Dirichlet de T'y. Se {T; :t; € T',} € o conjunto de
elementos de T, que identificam arestas distintas de P,, entio {T; : t; € I';} forma um conjunto
de geradores de I', que satisfazem um conjunto de relagoes para cada ciclo € de vértices.

Através dos Teoremas 2.1.4 e 2.1.5, segue que o grupo fuchsiano I', tem a seguinte represen-
tacao
L,={T,....,T, e H* : T, = id},

onde T representa o conjunto de relacoes entre as transformacoes que pertencem ao ciclo de
vértices € e id é a fungao identidade. O conjunto de relacoes entre as transformacoes contidas
em cada ciclo de vértices € depende do tipo de emparelhamento utilizado. Obter estas transfor-
macoes e estudar os diferentes tipos de emparelhamentos é um de nossos objetivos no Capitulo
3.

Agora, iremos considerar os espagos quocientes H?/I" e D?/T", com o intuito de obter uma
superficie de Riemann, onde I' e I'), sao grupos discretos agindo de maneira propriamente des-
continua sobre H? ou D?, respectivamente. O espago H?/I" é construido por meio da seguinte
relacao de equivaléncia sobre H?

21~z 3T el tal que T'(2z1) = 2. (2.7)

A classe de equivaléncia de um elemento z € H?, denotada por [z], é dada por [z] = [-6rbita de
2. Assim, os elementos do espaco H?/T" sao as [-érbitas, isto é,

H?/T = {[z] : z € H?}.

Analogamente, construimos o espago D?/T,.

Topologicamente, qualquer g-toro 7, localmente isométrico a D? pode ser obtido pelo quoci-
ente de D? por um grupo fuchsiano Ty, isto é, 7, = D?/T, (0o mesmo para T, = H?/T"). De modo
geral, para cada género g, a agao do grupo I', em D? pode se processar pela identificagao das
arestas de um poligono regular P, de p arestas em D? por isometrias que geram T',, as chamadas
transformacoes de emparelhamentos apresentadas na Definicao 2.1.4.

A seguir, apresentamos um exemplo de um poligono hiperbdlico P, de p arestas que poderd
ser visto como um dominio de Dirichlet para um dado grupo fuchsiano I',. Através de transfor-
macoes de emparelhamentos das arestas de P, podemos associar este poligono topologicamente
a um g-toro.

Exemplo 2.1.6 Na Figura 2.2, vemos um poligono reqular Ps de 8 arestas em D* que pode ser
visto como um dominio de Dirichlet para um dado grupo fuchsiano I's. Através das transfor-
macgoes de emparelhamentos das arestas de Pg podemos topologicamente obter um bi-toro. A
construcao detalhada destas transformagoes e do grupo fuchsiano associado serdo estudadas no
Capitulo 3.
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Figura 2.2: Colagem das arestas de Pg e obtengao de um toro de género 2.

Defini¢ao 2.1.7 Seja T um grupo fuchsiano que possui um poligono de Dirichlet D(z) com um
nimero finito de lados. Se T tem todos os vértices em H? e nenhum em OH?, dizemos que I' é
um grupo fuchsiano co-compacto.

Dessa forma, nosso interesse serd considerar grupos fuchsianos I' para os quais o espago
quociente H?/T" ¢ uma superficie de Riemann compacta. Assim, de acordo com a Defini¢ao
2.1.7, o grupo fuchsiano I' serd chamado grupo fuchsiano co-compacto. Os resultados que
veremos a seguir caracterizam os grupos fuchsianos co-compactos.

Teorema 2.1.6 [22] Seja T um grupo fuchsiano. SeT possui um dominio fundamental convero
nao compacto, entdo H? /T ndo é compacto.

Demonstracao: Seja D um dominio fundamental convexo e nao compacto de I'. Como D ¢
fechado e ndo compacto, existe uma sequéncia ilimitada {z,} de pontos de D. Sem perda de
generalidade, vamos assumir que z, converge para um ponto py € OH? quando n — co. Dado p
um ponto interior de D, a sequéncia dos segmentos geodésicos ligando p a z, converge para um
raio 7y geodésico ligando p a py. Mas, como D é convexo e p é ponto interior, segue que 7y esta
contido no interior de D. Logo, se tomarmos uma cobertura de v que nao possua uma cobertura
finita por abertos suficientemente pequenos, estes abertos se projetarao homeomorficamente
sobre sua imagem e, obteremos que H?/T" nao ¢ compacto. [ ]

Coroldrio 2.1.1 [22] Um grupo fuchsiano I' é co-compacto se, e somente se, toda regido de
Dirichlet for compacta.

Teorema 2.1.7 [22] Um grupo fuchsiano I' é co-compacto se, e somente se, I' ndo possui
elementos parabdlicos e p(H?/T) < co.

Seja I' um grupo fuchsiano co-compacto. A assinatura de I' é um conjunto de dados geomé-
tricos os quais sao suficientes para reconstruir I' como um grupo abstrato. A assinatura também
nos permite gerar diferentes grupos fuchsianos co-compactos.
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Definigao 2.1.8 Se D(z) é um poligono de Dirichlet para um grupo fuchsiano co-compacto
I, entao D(z) tem um nimero finito de vértices que podem ser vistos como pontos fixos de
elementos elipticos de I' com ordens finitas. Se my,...,m, sao as ordens destes elementos
elipticos e g é o género da superficie compacta e orientdvel H? /T, definimos a assinatura de
I' como o sequinte conjunto ordenado de inteiros

(g;ma,...,m,).

Observagao 2.1.6 Se o grupo fuchsiano co-compacto I' nao possuir elementos elipticos, deno-

tamos sua assinatura por (g;0,...,0), ou simplesmente por (g; —).
Teorema 2.1.8 [30] Se I" é um grupo fuchsiano co-compacto com assinatura (g;mq, ..., m,)
entao

p(H?/T) = 21 [(29— 2) +§ (1 - mik)] .

Teorema 2.1.9 [30] Se g >0, r >0, my > 2 (1 < k <) sao inteiros tais que

(29—2)+zr:(1—mik) >0,

k=1

entdo existe um grupo fuchsiano co-compacto com assinatura (g;my, ..., m;).

Corolario 2.1.2 [22] Toda superficie compacta de género g > 2 pode ser modelada pelo plano
hiperbdlico, ou seja, cada elemento (transformagao) de um grupo fuchsiano que gera uma su-
perficie de Riemann compacta e orientavel de género g > 2 consiste somente da identidade e de
elementos hiperbolicos.

Demonstragao: Se g > 2, entao 2g — 2 > 0. Assim, pelo Teorema 2.1.9, segue que existe um
grupo fuchsiano co-compacto com assinatura (g; —), ou seja, I' ndo possui elementos elipticos.
Como I' é co-compacto, pelo Teorema 2.1.7, segue que I' também nao possui elementos para-
bélicos. Logo, I' possui apenas elementos hiperbélicos. Além disso, a acao de I' em H? ¢é livre
e a aplicagdo H? — H?/T" é uma aplicacao de recobrimento. Portanto, H?/T" é uma superficie
compacta de género g e 7 (H?/T) =T. n
Como vamos considerar apenas superficies H?/T" compactas e tendo area finita, os grupos
fuchsianos que iremos considerar em nosso trabalho possuem apenas elementos hiperbdlicos.

2.2 Algebra dos Quatérnios

Nesta secao apresentamos resultados bésicos sobre algebra e ordens dos quatérnios. Estes
conceitos tem importancia fundamental neste trabalho pois os grupos fuchsianos que iremos
considerar sao os derivados de uma algebra e de uma ordem dos quatérnios. Veremos também
que o interessante sera quando pudermos obter uma ordem maximal dos quatérnios, pois desta
forma obtemos um rotulamento completo dos pontos da constelacao de sinais associada a esta
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ordem. No Capitulo 4, apresentamos a construcao de ordens maximais dos quatérnios para
algebras dos quatérnios que associamos a grupos fuchsianos aritméticos no Capitulo 3.

No decorrer desta secao, consideraremos K um corpo de caracteristica # 2 e vamos assumir
que todos os anéis sao associativos (mas nao necessariamente comutativos) com unidade e que
o homomorfismo de anéis preserva a unidade. O estudo dos conceitos apresentados nesta secao
além de outros resultados sobre dlgebra e ordem dos quatérnios podem ser encontrados nas
referéncias [28,30,36,43, 54].

2.2.1 Algebra dos Quatérnios

Seja A um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que A é uma K-algebra se, para
todo a,b,c € A e a € K, existe uma multiplicacdo de A x A em A dada por (a,b) — ab
satisfazendo

(i) a(b+ c)ab+ ac;
(i

)

) a(ab) = (aa)b = aab);
(iii) a(be) = (ab)c;

)

Q

(iv) Existe 14 € A tal que al 4 = 14a.

Definimos ainda o radical Z de A como um ideal de A, Z C A, tal que Z" = {0} para algum
n € N. O conjunto
Z={xe A:xy=yx, Vye A},

¢ definido como o centro de A.
Definigao 2.2.1 Uma dlgebra A é chamada simples se o radical Z € o trivial, ou seja, T = {0}.
Definigao 2.2.2 Uma K-dlgebra A € chamada central se o centro Z = K.

Definigao 2.2.3 Uma algebra dos quatérnios A = (a, )k sobre um corpo de nimeros K
¢ uma dlgebra simples central de dimensdao 4 sobre K, com uma base {1,1, j,k}, satisfazendo a
condi¢io de que i* = «, j2 =, k=1ij = —ji e k* = —af3, onde , f € K\{0}.

Definigao 2.2.4 Seja A = (a, B)x uma dlgebra dos quatérnios sobre K. Se x = xo+x1i+x2] +
x3k € A, onde g, 11, 72,23 € K, entao T = xy — 211 — 12j — 23k € A € chamado conjugado
de x.

Exemplo 2.2.1 A R-dlgebra H = (—1,—1)r € o anel dos quatérnios sobre o corpo dos ni-
meros reais descoberta por Hamilton. Sendo assim, chamamos H de dlgebra dos quatérnios de
Hamilton ou Hamiltonianos.

Exemplo 2.2.2 O anel M(2,K) das matrizes 2 X 2 com coeficientes em K € uma dlgebra dos
quatérnios sobre K. De fato, tem-se que o isomorfismo (1,1)x — M (2,K) é dado por

(10 (01
! 0 -1 ) ¢’ 10/
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Em geral, uma algebra dos quatérnios A = («, 5)x sobre um corpo de nimeros K pode ser
vista como uma subalgebra do conjunto das matrizes 2 X 2, como segue.
Sejam A = («, B)g e My, My, My, M3 matrizes linearmente independentes de M (2, K(\/«a)),

dadas por
(10 (Va0
MO - ( O 1 ) 7M1 - ( O _\/a ) )

(01 (0 a
(5 0) (s 0 )
Consideremos a aplicacao ¢ : A — M(2,K(y/@)), definida por

QO(.T() + Ili + l’gj + LL’3I€) = LL’oMo + JflMl + .TQMQ + $3M3.

Das seguintes relagoes

o(i%) = aly, ©(5°) = Blz e (ij) = p(i)e(j) = —e(§)¢(i),

onde I é a matriz identidade de ordem 2, verifica-se que ¢ é um isomorfismo de A = («, )k
em uma sub-algebra de M (2,K(y/a)). Dessa forma, cada elemento de A é identificado com

v gt = (Ve mEnva) 28)

Se a = t?, com t € K\{0}, entao A ~ M(2,K). Neste caso, dizemos que A ¢ nao ramificada.
Além disso, note que K(y/a) ~ K(vA%«), para algum A € K\{0}. Assim, segue o seguinte
resultado:

Teorema 2.2.1 [30] Seja A uma K-dlgebra.
(1) Se a € (K\{0})?, entio A= (o, B)x ~ M(2,K).
(ii) Se A € K\{0}, entio (o, B)x ~ (N, f)xk -

Definigao 2.2.5 Seja A = (o, B)x uma dlgebra dos quatérnios sobre K. Se cada elemento de
A tem um inverso, entio A é chamada algebra de divisao.

Agora, queremos caracterizar uma algebra dos quatérnios de divisao como um anel de divisao
nao comutativo munido de uma involucao padrao. Comecamos definindo involugoes em A, onde
A é uma K-algebra.

Definigao 2.2.6 Seja A uma K-dlgebra. Uma involugao ¢ : A — A € uma funcao K-linear
que satisfaz

(i) (z) =T, para todo x € A;

(ii) (1) = 1;

(iii) (xy) = YT, para todo x,y € A.
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Definicao 2.2.7 Seja A uma K-dlgebra. Uma involugio é chamada involugao padrao se
2 € K, para todo x € A.

Seja A = (a, )k uma algebra dos quatérnios sobre K. A funcao
=29+ 211+ x9) + 3k — T =210 —x = X9 — T11 — XTa3) — T3k,
define uma involucao padrao em A, uma vez que
oT = (10 + 210 + 2o + w3k) (10 — 111 — T2J — 3k) = 25 — ax? — B3 + afr; € K.

Definicao 2.2.8 Seja A uma K-dlgebra munido de uma involucdo padrao em A. Definimos o
traco reduzido e a norma reduzida de um elemento x € A por

Trd(x) =2 +7T e Nrd(z) = 27,
respectivamente.

Observacao 2.2.1 [54] Tomando como exemplo a dlgebra M (2,K) definida no Exemplo 2.2.2,
através de um cdlculo direto mostra-se que

Trd(M) = ”(2M )

e Nrd(M) = /N (M),

para todo M € M(2,K) e considerando o isomorfismo definido no Exemplo 2.2.2 calcular tr(M)

e N(M). Essa caracteristica € que caracteriza o nome trago e norma reduzido.

Observagao 2.2.2 [36] Como 2% — (z+7Z)z+2T = 0, seque que x € A é uma raiz do polinomio
p(X) = X? — Trd(x)X + Nrd(z) € K[X],

que chamamos polindmio caracteristico reduzido de x.

Observagao 2.2.3 [36] A fung¢do norma reduzida Nrd : A — K é multiplicativa uma vez que

Nrd(zy) = (zy)(xy) = zyyx = Nrd(z)Nrd(y),
para todo x,y € A. Dessa forma, os elementos invertiveis de A sdo precisamente aqueles em
que Nrd(x) # 0, sendo ﬁ(x) o inverso do elemento x. Assim, se A* denota o conjunto dos
elementos invertiveis de A e
Al ={r € A: Nrd(z) = 1},
entio A' C A*.
Exemplo 2.2.3 Se H = (—1,—1)r € a dlgebra dos quatérnios de Hamilton entdo
Trdy(r) =Trd(z) =2 +7% =219 e Nrdy(z)= Nrd(z) = 2T = x5 + 2% + 25 + 23,

para todo © = xg + 11 + o) + w3k € H. Considere H' = {x € H : Nrdy(z) = 1}, o conjunto
dos elementos de norma reduzida iqual a 1 em H. Assim, se x = xg + 110 + 9] + 23k € H!,
entao
Nrdy(x) = x3 + 27 + 25 + 235 = 1.
Disto, seque que
Trdy(z) = 2xy € [—2,2], pois |xo| < 1.
Logo, Trdy(H') =[-2,2].
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Teorema 2.2.2 [30] Seja A = (o, B)x uma dlgebra dos quatérnios sobre K. A é uma dlgebra
de divisao se, e somente se, Nrd(x) = 0 apenas para x = 0.

Demonstracao: Se que A é uma &lgebra de divisao e x # 0, entao ! # 0. Assim,
Nrd(z)Nrd(z~') = 1, e portanto, Nrd(x) # 0. Reciprocamente, se x # 0, entao Nrd(z) # 0.
Assim, pela Observagao 2.2.3, segue que ﬁ(@ é o inverso do elemento x. Logo, A é uma algebra
de divisao. [ ]

Teorema 2.2.3 [30] Seja A = («,B)x uma dlgebra dos quatérnios sobre K. Se A nao é
isomorfa a M(2,K), entao A é uma dlgebra de divisao.

Demonstragao: Observe inicialmente que o ¢ (K\{0})?, caso contrério terfamos, pelo Teo-
rema 2.2.1, que A ~ M(2,K). Se F = K(7) é uma extensao quadratica de K entao A = F + Fj.
Suponhamos que A nao é uma algebra de divisao. Assim, pelo Teorema 2.2.2, segue que existe
r €A, x#0,tal que Nrd(xz) =0. Se x = xg + 11 + x2j + x3k, entdo

0 = NT’d(l‘) = 1130 - Ole ﬁxZ + Oéﬁi’g
(22 — 2%a) — B(a3 — 230) (2.9)
= N (xog +iz1) — BN (z2 + ix3),

onde N é a norma no corpo F de acordo com a Definigao 1.3.16. See z3 — 22 = 0, entao
N(xg+ix1) = 0. E, como nao existem divisores de zero em FF, segue que xg+ iz, = 0. Portanto
x =0 o que é uma contradigao. Logo, r3 — z3 # 0. Assim, da Equagdo (2.9), segue que

N(zg+i .
52/\/%2—%:/\/’(%4-2{!1)#5:?13—@(1%,

onde qo,q1 € F. Agora, vamos construir uma fungdo de A em M(2,F) que leva os elementos
1,14, 7, k, da base de A, nas seguintes matrizes

10 . 0 1 . do —q1
1P—>(01),Z+—>(a0>,jl—>(qla _qo).
.2 a 0 ) 50 ce
2'—>(00),j F—)(OO>GZJ— ],

sendo as matrizes acima linearmente independentes. Logo, A ~ M(2,K), o que é uma contra-

Logo,

dicao. Portanto, A é uma algebra de divisao. [ |

Definigao 2.2.9 Seja Zx o anel dos inteiros do corpo K e seja p um ideal de Zx. Definimos o
simbolo de Hilbert ( ) pela func¢ao K\{0} x K\{0} — {—1,1} dada por

a,b [ 1, se 2% = ax® + by*(mod p) tem solugdo ndo trivial (z,y,z) € K3;
p /| -1, caso contrdrio.

Observagao 2.2.4 Uma dlgebra dos quatérnios A = (a, B)k € dita ramificada no ideal p se, e

somente se, (O‘p—ﬁ> =—1.
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Defini¢ao 2.2.10 Um lugar v em um corpo K é uma funcio v : K — R\{0} tal que, para
todo z,y € K, tem-se que

(i) v(z) > 0, para todo x € K, e v(z) =0 se, e somente se, x = 0;
(i) v(zy) = v(z)v(y);

(i1i) v(z+y) =v(x)+v(y).

Definigao 2.2.11 Seja v um lugar em um corpo K.

(i) Se o lugar v satisfaz
vz +y) < mac{u(z), v(y)}, (2.10)

para todo x,y € K, dizemos que v é wm lugar nao arquimediano.

(ii) Se o lugar v nao € equivalente a nenhum lugar que satisfaz a condi¢ao (2.10), v é chamado
arquimediano.

Seja K um corpo de ntimeros e v um lugar em K. Um lugar v em K define uma métrica
em K tal que d(z,y) = v(z — y), para todo z,y € K, e portanto, define K como um espago
topoldgico.

Definigao 2.2.12 Um corpo K € dito completo em um lugar v se toda sequéncia de Cauchy
em K converge para um elemento de K.

Teorema 2.2.4 [36] Sejam K um corpo e v um lugar arquimediano em K. Se K é completo
entao K € isomorfo a R ou a C, e o lugar v € equivalente ao valor absoluto usual.

Para cada lugar ¥ em um corpo de nimeros K, podemos construir um corpo K, tal que
o lugar v estende K para K, e, K, é completo com relagao a . Os elementos de K sao
usualmente identificados com suas imagens em K,,. Se v corresponde a um ideal primo p, lugar
nao arquimediano, denotamos por K,. Estes corpos, K, e K,, sao chamados realizagoes de K.

Sejam A uma algebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros K e A4, = A ®x K,
(respectivamente Ay) a dlgebra dos quatérnios sobre K, (respectivamente sobre K, ), onde ® é o
produto tensorial de K-algebra. Dizemos que A é ramificada em v (respectivamente em p) se A,
(respectivamente A,) é a tnica édlgebra de divisao sobre K, (respectivamente K,), assumindo
que v nao é um monomorfismo complexo.

Teorema 2.2.5 [36] Seja A uma dlgebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros K. O
numero de lugares v em K tal que A € ramificada em v € de cardinalidade par.

Definicao 2.2.13 Seja Ram(A) o conjunto dos ideais primos p (lugares nao Arquimedianos)
em que A € ramificada. O discriminante reduzido de A ¢ o ideal definido por

DA = [ »

pERam(A)
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Observagao 2.2.5 Note que o anel de matrizes M (2, K(\/a)) € a unica dlgebra dos quatérnios
sobre K que € nao ramificada em todos os lugares de K, isto €, é a unica dlgebra dos quatérnios
de discriminante D(A) = (1).

Exemplo 2.2.4 Consideremos a dlgebra dos quatérnios A = (V/2, —1)gwm)- O dnico ideal
primo em A € o ideal principal p = (\/2). De fato, para verificar se p = (v/2) € ramificado em

A precisamos calcular o simbolo de Hilbert (%) Suponhamos que (%)

eviste (1,y,2) € Q(v2)? tal que 22 = /222 + y*(mod /2). Assim, /2 divide 2> — /22 — y*.
Sex =x1+22V2, y =1 + 122 € 2 = 21 + 20V/2, entio /2 divide

=1, ou seja, que

(22 4 222) + 2V221 20 — V2((22 + 222) + 2v2212) + (2 + 202) + 2V 211

Como \/2 ¢ um fator das parcelas 2v/2212zy, V2((? + 222) + 2v/21125) € 2v/2y1y0, seque que
V2 divide
(27 +223) + (1 +203) = (2 + 1) +2(25 + 1)

e V2 divide 2} + y?. Deste modo, obtemos q1 + q2v/2 € Q(v/2) tal que 22 + 92 = 2¢5 e ¢ = 0.
Logo, 2z} + y? = 0(mod 2). Temos as sequintes possibilidades:

(i) Seyr =0 e 2, = 2%, para algum inteiro k, entdo

(2" + 2v2)" = V2((a + 223) + 2V22125) — 203

(2% +2.2525V2 + 222) = V2(2? + 222 4 2v/22135) — 202

Logo, v/2 divide 22. Assim, eziste t; +t3v/2 € Q(v/2) tal que 22 = /2(t; +t2V/2) = 2ty +
t1V?2 et = 43442t t,+-2t3. E, sendot, = 0, seque que vt = 4t3 = 2, = +2/1; € Q.

(ii) Se yy = 2% e 2, = 0, para algum inteiro k, entdo

(22V2)% = V2((af + 223) + 2V2x120) — (2F + 12V/2)?

(22V2)" = V2((a] + 225 + 2V2w125) — (2% + 2.2%9,v/2 + 243).

Logo, \/2 divide 22 e, da mesma forma que no caso (i) obtemos uma contradicao.

Assim, concluimos que p = (v/2) € ramificado na dlgebra A = (v/2, —1)q(va)- Portanto,

2.2.2 Ordem dos Quatérnios

Definicao 2.2.14 Sejam A uma dlgebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros K e R um
anel com corpo de fracoes K. Uma R-ordem O em A é um subanel com unidade de A que é
um R-mddulo finitamente gerado tal que A = KO.
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Considerando A = («, )k, com base {1, 1, j, k}, e Zx o anel dos inteiros de K, onde o, § € Zk,
segue que
O = {xo + x1i + x2j + w3k : w0, 1, T2, 3 € Ik }, (2.11)

¢ uma ordem em A denotada por O = («, )z, com a mesma base {1, 1, 7, k} de A. No decorrer
deste trabalho, consideramos a ordem O = («, )z, como a ordem dos quatérnios usual para a
algebra dos quatérnios A = (a, f)k.

Proposicao 2.2.1 [43] Se A € uma dlgebra dos quatérnios e O C A é um subconjunto de A,
entao O C A € uma R-ordem se, e somente se, todo elemento x € O € inteiro sobre R, ou seja,

Trd(x), Nrd(z) € R.

Demostragao: Considere O = {xg+x1i+x9j + 23k : 2o, 21, 22,23 € R} C Aex € O. Assim,
pela Observacao 2.2.2, x é raiz do polinomio caracteristico reduzido

p(X) = X*—Trd(z)X + Nrd(z) € R[X].

Da mesma forma como na Proposi¢ao 1.3.3, segue que Trd(x), Nrd(x) € R, e portanto, x é
inteiro sobre R. Agora suponhamos que O C A seja um subanel e que todo elemento em O
seja inteiro. Como A é uma algebra simples, segue que a forma bilinear (z,y) — Trd(xy) é
nao degenerativa. Para mostrar que O é uma ordem resta mostrar que O é finitamente gerado.
Sejam xg, r1, T2, r3 uma K-base para A contida em O. Se y € O, entao y = Z?:o a;x;, a; € K.
Como O é um anel, segue que yz; € O, e assim,

Trd(yx;) = Z a;Trd(z;z;),

J

com Trd(z;x;) € R pois todo elemento em O é integral. Como A é separavel, pois é uma
algebra simples, segue que a matriz (Trd(x;x;))i j—o..3 ¢ invertivel. Seja r = det(Trd(x;z;)).
Utilizando a regra de Cramer podemos resolver estas equagoes para a; e vemos que a; € ' R.
Logo, O C r*Y", Ra;, e portanto, O é finitamente gerado, ou seja, O é uma R-ordem em A. m

Nosso objetivo agora é definir o discriminante de uma ordem dos quatérnios e mostrar
algumas propriedades e resultados importantes sobre este discriminante. Seja A uma algebra
dos quatérnios sobre K. Para xg, x1, z2, 3 € A, definimos

D($0, T1,T9, 1’3) = det(Trd(xixj))173-:07“,73.

Definigao 2.2.15 Seja O uma R-ordem em uma dlgebra dos quatérnios A sobre K. O discri-
minante reduzido de O, D(O), € o ideal em R gerado pelo conjunto

{D(x0, 21,29, 23) : W0, 21, 22, 03 € O},

Observacao 2.2.6 Da mesma forma como vimos na Observacao 2.2.1, chamamos o discrimi-
nante apresentado na Definicao 2.2.15 de reduzido, pois pode-se verificar que € a raiz quadrada
do discriminante mostrado na Definicdo 1.5.18.
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Como z;z; € O, pela Proposicao 2.2.1, segue que Trd(x;z;) € R, e assim, D(O) € R. Sendo
Xo,T1, T2, x3 elementos linearmente independentes sobre K, segue que xg, x1, s, r3 podem ser
tomados como os elementos da base de O, por exemplo. Além disso, como T'rd é uma forma
bilinear ndo degenerada em K, segue que D(O) é um ideal nao nulo de R. Disto segue o seguinte
resultado:

Teorema 2.2.6 [43] Se O tem uma R-base livre xo, x1, 2,23, entdo D(O) € o ideal principal
det(Trd(z;z;))R.

Proposigao 2.2.2 [11] Se A = (o, B)x € uma dlgebra dos quatérnios sobre K e O = (a, )z,
a ordem usual em A, onde Ix € o anel dos inteiros de K, entdao o discriminante reduzido de O
¢ dado por

D(0) = (4af).

Demonstracao: Seja O uma ordem dos quatérnios em A = («, )k com uma base zg, 1, T2, T3
satisfazendo as condigoes

2 2
xo=1, 27 =a, 25 = B, 1103 = aff e T1Ty = —x2T3,

.....

dada por

2 0 0 0
—w_ 10 22 0 O
(Trd(z;z;)) = 0 0 23 0
00 0 2a3
Logo,
det(Trd(x/75)) = 16(aB)? & /det(Trd(;T;)) = 4af,
e portanto,

D(0) = (4ap).

Exemplo 2.2.5 Se R = Z[\/2] o anel dos inteiros de K = Q(v/2), entdo
O = {wo + w11 + T2f + T30 : T, 71,2, 73 € Z[V2]}

¢ uma ordem dos quatérnios em A, denotada por O = (v/2, —1)g, com Z-base {1,4,7,ij}. Pela
Proposicdo 2.2.2, seque que o discriminante D(O) de O = (v/2, 1), com Z-base {1,4,7,ij},
¢ dado por

D(O) = (—4V/2).

Proposicao 2.2.3 [54] Se O C O’ sao R-ordens, entio D(O') | D(O) com igualdade se, e
somente se, O = O'.
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Observagao 2.2.7 [5/] Se A é uma dlgebra dos quatérnios sobre K, pelo Teorema 2.2.6,
seque uma caracterizacdao alternativa para o discriminante reduzido de uma R-ordem O C A.
Para x1,x9,x3 € O, o discriminante reduzido de O é um R-submddulo D(O) de K gerado por
{{z1, 29,23} : 11, 29,23 € O}, onde

{1, 9,23} = Trd([xq,22|T3) = (X129 — T2x1)T3 — x3(T1 T3 — ToT1). (2.12)

Exemplo 2.2.6 Sejam R = Z[\/2] o anel dos inteiros de K = Q(v/2) e O = (2, —1)r a ordem
usual dos quatérnios com Z-base {xo, x1, T2, x5} = {1,1,7,i5}. Assim, pela Equagio (2.12) seque

que
(2129 — 2921)T3 — 03(T123 — Tow1) = (i — ji)k — k(ij — Ji)
= 2ijk — k(2ij) = —4k*
= —4V2.
Logo,

D(0) = (~42),

que € o mesmo resultado obtido no Exemplo 2.2.5.

Definicao 2.2.16 Seja R um anel com corpo de fragoes K. Uma ordem maximal dos qua-
térnios M de uma dlgebra dos quatérnios A € uma R-ordem que nao estd propriamente contida
em nenhuma outra ordem.

No resultado a seguir veremos que em toda algebra dos quatérnios existe pelo menos uma
ordem maximal.

Proposicao 2.2.4 [/3] Toda R-ordem O em uma dlgebra dos quatérnios A estd contida em
uma R-ordem maximal M em A.

Demonstracao: Se O é uma R-ordem em uma algebra dos quatérnios A e C é uma colecao
de R-ordens em A contendo O, entdo C' é nao vazio. Seja {O;} uma cadeia de ordens contendo

o=) 0=|]Jo.

Assim, O’ é um subanel de A contendo R e KO’ = A. Cada z € O estd em O; para algum i.
Logo, pela Proposicao 2.2.1, segue que x é integral sobre R e O’ é uma R-ordem em A. Assim,

O e considere

dada uma cadeia de R-ordens contendo O, tem-se que O é também uma R-ordem. Pelo Lema
de Zorn, segue que existe um elemento maximal neste conjunto, e portanto, C' tem um elemento
maximal que é uma R-ordem maximal em A. [ |

Para finalizar esta secao, apresentamos condicoes para que uma ordem dos quatérnios seja
maximal. Isto é mostrado através de relagoes entre os discriminantes da algebra e das ordens
associadas.
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Proposicao 2.2.5 [28] Se M ¢ uma ordem mazimal dos quatérnios contendo uma outra ordem
dos quatérnios O, ambas sobre uma dlgebra dos quatérnios A, entdo o discriminante reduzido
satisfaz a sequinte relagao

D(O) =DM)[M:0] e DM)="D(A).
Consequentemente, se D(M) = D(A) entdo M € uma ordem mazimal dos quatérnios em A.

Exemplo 2.2.7 Considere a dlgebra dos quatérnios A = (\/5, —1)x com a ordem usual associ-
ada O = (\/2,—1)g, onde R = Z[\/2] é o anel dos inteiros de K = Q(v/2). Através do Exemplo
2.2.5, tem-se que o discriminante de O ¢ dado por

D(0) = —4v/2.

E, através do Exemplo 2.2.4, tem-se que o discrimante de A é dado por

Logo, tem-se que

D(0) # D(A),

e portanto, pelo Teorema 2.2.5, seque que a ordem usual O = (v/2,—1)g ndo é uma ordem
mazimal dos quatérnios na dlgebra A = (v/2, —1)x.

Como vimos no Exemplo 2.2.7, a ordem O apresentada nao é maximal. No Capitulo 4,
mostramos exemplos de ordens que sao maximais.

2.3 Grupos Fuchsianos Aritméticos

De modo geral, dizemos que um subgrupo discreto de PSL(2,R) é um grupo fuchsiano arit-
mético se este grupo for obtido através de alguma construcao aritmética. Os grupos fuchsianos
aritméticos que consideramos neste trabalho serao dados no contexto de grupos algébricos line-
ares. Veremos que estes grupos herdam propriedades de um anel de divisao. Mais precisamente,
nosso interesse serda quando o grupo fuchsiano for derivado de uma algebra dos quatérnios sobre
um corpo de nimeros totalmente real. Para estes casos, é dificil verificar, exceto para casos
triviais, se um grupo fuchsiano é ou nao aritmético. Sendo assim, nosso objetivo nesta secao é
fornecer condigoes para que um grupo seja aritmético.

No que segue K é um corpo de ntimeros totalmente real de grau n, ou seja, K é um corpo
de extensao de Q de grau n tal que todos os n monomorfismos distintos de K sao reais. Os
resultados que apresentamos nesta secao e uma estudo mais aprofundado sobre o assunto podem
ser encontrados nas referéncias [22,28,30,51].

Seja A = («, f)x uma élgebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros totalmente real K,
como na Defini¢ao 2.2.3. A partir da algebra A, definimos as seguintes dlgebras dos quatérnios

Az = (o(@),0(8))ox) ¢ As @ F = (0(a),o(8))r, (2.13)
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onde ¢ : K — F é um homomorfismo de K em outro corpo F e ® é o produto tensorial de
K-4lgebras . Para o caso em que o é um monomorfismo de K em C segue que

A, @ C = (o(a),0(F))c = M(2,C).

E, se 0 é um monomorfismo de K em R, entao

A, @R = (o(a),0(B8))r @ H ou M(2,R), (2.14)

onde H é a dlgebra dos quatérnios de Hamilton, definida no Exemplo 2.2.1.
Agora, considere o1, ..., 0, 0os n monomorfismos distintos de K em R, ou seja, 0;(K) C R,
para ¢ = 1,...,n, e consideremos o; como sendo a funcao identidade id. Desta forma, segue

por (2.14), que para cada o; existe um isomorfismo p; tal que

p1: Ay @R — M(2,R) (2.15)

pi Ay, QR - H, comi=2,...,n. (2.16)

Neste caso, dizemos que A é nao-ramificada no lugar o, e ramificada em todos os outros lugares
oj, parat=2,...,n.
Se x = xg + 211 + 225 + 3k € A = (o, B)k, entao pela Definigao 2.2.8, segue que

Trd(x) = 2xg e Nrd(z) = 22 — axt — Brs + afzs,

e como oy = id, segue por (2.14) que A, @ R = (01(), 01(8))r = (a0, f)r. Assim, por (2.15),
se x € A,, ® R, entao

o) =gto) (et e

onde ¢ ¢ o isomorfismo definido em (2.8). Logo,

det(pi(r)) = (IQO +x1v/a)(zo — v1v/a) — B(zy — x37/a) (22 + 231/0)

= 22— ax? — B3+ afzi = Nrd(x)

tr(p1(z)) = 2o + 11V + 19 — 11V = 239 = Trd(z), (2.17)

onde det e tr sao o determinante e o traco usual de uma matriz, respectivamente.
Agora, considerando as dlgebras A,, ® R = (0;(a), 0;())r, onde i = 2,...,n e os isomorfis-
mos (2.16), tem-se para z € A,, ® R que

Nrdy(pi(x)) = oi(Nrd(x)) e Trdy(pi(r)) = oi(Trd(z)), (2.18)

onde i = 2,...,n e, Trdy e Nrdy sao o traco reduzido e a norma reduzida em H como no
Exemplo 2.2.1.

Teorema 2.3.1 [30] Seja A uma dlgebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros totalmente
real K satisfazendo (2.15) e (2.16). Se K # Q, entao A € uma dlgebra de divisao.
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Demosntragao: Se A nao é um élgebra de divisao, entao pelo Teorema 2.2.1, segue que
A~ M(2K)~H.
Como [K: Q] =n > 2 pois K # Q, para qualquer i > 1, segue por (2.13) que
Ase > (1, 1)) = M(2,0,(K)),
e portanto,
Ay, @ R >~ (1,1)gr >~ M(2,K),

o que contradiz (2.16) pois A,, @ R ~ H. ]
Seja O = («, B)z, a ordem dos quatérnios usual da algebra A = (a, §)x definida em (2.11),
onde Zg ¢é o anel dos inteiros de K. Considere o grupo dos elementos invertiveis em O de norma

reduzida 1, ou seja,
O'={r € O: Nrd(z) =1}.

Pela Observagao 2.2.3, segue que O! é um grupo multiplicativo. Assim, por (2.15), segue que
p1(O) é um subgrupo de SL(2,R). Logo, como vimos em (2.3), tem-se que

SL(2,R)
PSL(2,R) ~ ———=,
(% R) {1}
e portanto,
p1(0")
I'(A,0) =

é um subgrupo de PSL(2,R). Assim, tem-se o seguinte resultado.
Teorema 2.3.2 [30/ I'(A,O) é um grupo fuchsiano.

Pela forma como construimos I'(A, O) vemos que é um grupo fuchsiano obtido de uma forma
aritmética. Logo, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.3.1 Se I' é um grupo fuchsiano de indice finito de algum I'(A, O), dizemos que T’
¢ um grupo fuchsiano derivado de uma dlgebra dos quatérnios A, ou ainda, dizemos que I' € um
grupo fuchsiano aritmético.

A partir de agora nosso objetivo é caracterizar os grupos fuchsianos aritméticos através do
conjunto dos tragos de seus elementos, ou seja, do conjunto

{£tr(T) : T € T}. (2.19)

Iniciamos com resultados que nos fornecem uma algebra e uma ordem dos quatérnios para
o corpo de numeros formado pelo conjunto dos tragos dado em(2.19).
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Teorema 2.3.3 [30] Sejam T um grupo fuchsiano com drea hiperbdlica p(H?/T) < oo e o
congunto dos tragos dado em (2.19). Se {xtr(T) : T € '} C Ky, onde Ky = Q(tr(T) : T € T)
¢ um corpo de nimeros algébricos com [K; : Q] < oo, entao

d
Al =K, [I'] = {Z%‘Ti ra; €Ky, T; € F}
i—1

¢ uma dlgebra dos quatérnios sobre K.

Corolario 2.3.1 [30] Sejam T um grupo fuchsiano com u(H?/T) < oo e Ky = Q(¢r(T) : T €
I') com [K; : Q] < co. Se{xtr(T): T € I'} C Ix,, onde Ik, € o anel dos inteiros de Ky, entdo

d
O[F] :IKI[F] = {ZalT, L a; GIKU E € F}

i=1

¢ uma ordem dos quatérnios da dlgebra A[T].

Para cada corpo de nimeros K, vamos considerar
a b
SL(2,K):{<C d): a,b,c,d € K, ad—bc:l}

SL(2,K)

{1}
Seja I' € PSL(2,K) um grupo fuchsiano nas condigdes do Teorema 2.3.3, onde K = K; () é
uma extensao quadratica de Ky, ou seja, [K : K;] = 2. Vamos supor que I' contém os seguintes

. A 0 . aq 1
TO_(O )\_1> eT1—<C1 d1>,comcl7é0e)\7£1.

Pode-se verificar que o conjunto

PSL(2,K) ~

elementos

{[27 TO) T17 T0T1}7

forma uma base para a algebra A[I'] sobre K;. Dessa forma, podemos escrever

b
A[F]:{(—a _):a,bEK, cléKl}, (2.20)
bey a

onde @ e b sao os conjugados de a e b em K = K;(X), respectivamente. Para esta construgao
segue o seguinte resultado.

Lema 2.3.1 [30] Se o é um monomorfimo de K = Ky(\) em C tal que o|x, # id, entdo
b
para qualquer elemento T = (ECCL d) € I' tem-se que |o(a)] < 1. Em particular, para
1

T, = ( “ i > eI, tem-se que o(cy) < 0.
€1 a1
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Munidos da algebra dos quatérnios A[l'|, da ordem dos quatérnios O[I'] e dos resultados ja
apresentados, estamos em condicoes de provar o resultado mais importante deste capitulo, o
qual apresenta uma condicao necessaria e suficiente para um grupo fuchsiano ser aritmético.

Teorema 2.3.4 [30] Seja T' um grupo uchsiano com drea hiperbdlica u(H?/T') < co. Assim,
I' € derivado de uma dlgebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros K totalmente real se, e
somente se, I satisfaz as sequintes condicoes:

(i) Se Ky = Q(tr(t) : T €I'), entao [K; : Q] < 00 e {xtr(T) : T € I'} C Ix,, onde Ix, € o
anel dos inteiros algébricos de Kj.

(i1) Se o é um monomorfismo de Ky em C tal que o # id, entio o(tr(T')) é limitado em C,
para todo T € T'.

Demonstracgao: Suponhamos inicialmente que I' é um subgrupo discreto de indice finito em
['(A, O). Qualquer que seja T € I' tem-se que tr(T) € K. Porém, sendo Ky = Q(¢tr(T) : T € T)
segue que K; C K. Logo, K; é um corpo de niimeros totalmente real de grau finito. Agora, se
O é uma ordem dos quatérnios, entao pela Proposigao 2.2.1, segue que O ¢ inteiro sobre Zy, .
Logo, Trd(O) C Ix,. Além disso, por (2.17), segue que tr(T) € Zx,, para todo T € T', ou seja,
{xtr(T) : T € T} C Zx,. Portanto, a condicao (i) esta provada.

Agora, suponhamos que [K; : Q] = n > 2. Assim, por (2.18), segue que existe o; # id,
2 <1 <n, tal que

oi(tr(T)) € Trdu(pi(O")).

para todo T" € I". Por outro lado, dado € O! tem-se que
oi(Nrd(x)) = Nrdy(pi(z)).

Logo, p;(OY) Cc H!' = {x € H : Nrdy(x) = 1}. Mas, pelo Exemplo 2.2.3 segue que Trdy(H') =
[—2,2] e entéo,
oi(tr(T)) C Trds(pi(OY)) C Trdy(HY) = [-2,2),

ou seja, o;(tr(T)) € [-2,2], para todo T € T'. Portanto, o;(tr(T)) é limitado em R, para
2 <1 < nepara todo T € I'. Resta mostrar que K; = K. Suponhamos que K seja uma
extensao prépria de K. Assim, para algum i € {2,...,n}, tem-se que o; # id e o;|g, = id. Pela
definigao de Ky, segue que tr(T') = o;(tr(T)) estd contido no intervalo [—2, 2|, para todo T € T".
Logo, pelo Teorema 2.1.2, segue que I' nao possui elementos hiperbdlicos, o que contradiz a
hipétese de pu(H?/T') < oco. Portanto, Ky = K e a condigao (i4) também é satisfeita.

Reciprocamente, suponhamos agora que as condigdes (i) e (i7) sao satisfeitas. Sejam K;
um corpo de nimeros de grau n e g; : K; — R os monomorfismos distintos de K; em R, com
t=1,...,n e o; =id. Para cada i vamos estender o; para o isomorfismo

YK —C,

onde K = K;(\) e [K: K;] = 2. Considerando a élgebra dos quatérnios A[I'] como em (2.20),
tem-se os monomorfismos ¥; : A[['] — M (2,C) definidos por

v = (0
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a b .
ber 6) A[l']. Assim,

A, = Ay, = Wi(A[T]) = {( vila) - ¥i(b) ) cabe K}

paraz:l,...,n,ondex:<

Pi(ber) (@)

é uma algebra dos quatérnios sobre ¢;(K;) = 0;(K;), para i = 1,...,n. Para o, = id tem-se
que
A, @R ~ M(2,R).

E, como ¥;(a) = ¥;(a), para i = 2,...,n, segue que

a b
Aa’i = {( E¢1(01) a) : a,b€1/1i(K),cl GKl}.

Assim, pelo Lema 2.3.1, tem-se que
A,, @R ~H, parai=2 ... ,n.

Logo, concluimos que A[l'] satisfaz as condiges (2.15) e (2.16) e entao, pelo Teorema 2.3.1,
segue que A[l'] é uma élgebra de divisao sobre K;. Portanto, I' é um subgrupo de indice finito
em ['(A[l'], O[']), ou seja, I é um grupo derivado de uma algebra dos quatérnios, o que conclui
a demonstracao. [ ]

2.4 Reticulados Hiperbdlicos

A partir dos conceitos vistos nas Segoes 2.2 e 2.3 estamos em condi¢oes de apresentar os
reticulados hiperbodlicos e algumas de suas principais propriedades. Sendo assim, no contexto de
teoria de codigos e reticulados, nesta secao, apresentamos a teoria de reticulados hiperbdlicos
sobre um corpo de ntumeros totalmente real. Os resultados e propriedades sobre reticulados
hiperbdlicos apresentados nesta segao se encontram em [11].

Definigao 2.4.1 Considere A = (a,b)x uma dlgebra dos quatérnios sobre o corpo de nimeros
totalmente real K. Definimos uma R-ordem O em A como um reticulado hiperbdlico devido
a sua identificacao com um grupo fuchsiano aritmético I'.

No Capitulo 3, iremos considerar tesselagoes hiperbélicas {p, ¢} associadas a grupos fuchsia-
nos aritméticos I', identificados em uma ordem dos quatérnios O, ou de acordo com a Definigao
2.4.1, com um reticulado hiperbdlico. Desse modo, é possivel realizar o rotulamento dos sinais
de uma constelacao de sinais geometricamente uniforme no plano hiperbdlico. O rotulamento,
apresentado em [42], é obtido pelo quociente de O por um ideal préprio. E, para que esta
rotulagem seja completa, é necessario que as respectivas ordens sejam maximais. Na Secao 4.3,
apresentaremos algumas ordens maximais dos quatérnios.

Definigao 2.4.2 Considere A = (a,b)x uma dlgebra dos quatérnios sobre o corpo de nimeros
totalmente real K e M O O uma R-ordem mazximal em A. Definimos M como um reticulado
hiperbdlico completo devido a sua identificacao com um grupo fuchsiano aritmético I.
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Agora, apresentamos algumas propriedades dos reticulados hiperbélicos como sua matriz
geradora, matriz de Gram, volume e discriminante.

Definicao 2.4.3 Seja O uma ordem dos quatérnios identificada com um grupo fuchsiano I' e

= (i )

identificada com o elemento v = xg + w11 + x9j + 3k € O. Definimos M como a matriz

considere a matriz

geradora para o reticulado hiperbolico O.

Observacao 2.4.1 Observe que o determinante da matriz geradora M, como na Defini¢do
2.4.3, é igual a norma reduzida Nrd(x) do elemento x.

Definicao 2.4.4 Considere a matriz M nas condicoes da Definicao 2.4.3. A matriz G = M M?*
¢ chamada matriz de Gram para o reticulado hiperbolico O.

Definigao 2.4.5 O wvolume de um reticulado hiperbolico O, denotado por vol(Q), € definido
pelo volume de uma regiao fundamental associada ao grupo I'.

Um invariante importante associado a um reticulado hiperbdlico é seu discriminante que,
como veremos a seguir, pode ser definido como o discriminante reduzido de uma ordem dos
quatérnios, de acordo com a Definicao 2.2.15.

Defini¢ao 2.4.6 O discriminante D(O) de O ¢ definido como a raiz quadrada do Tx-ideal
gerado por det(Trd(z:a;)); -,

reduzido do elemento x;;.

onde {1,292, 23,24} € uma Ig-base de O e Trd(x;z;) € o trago

Utilizando estes parametros acreditamos ser possivel fazer uma classificagao dos reticula-
dos hiperbdlicos ou entao, relacionar tais reticulados com os reticulados euclidianos. Para os
reticulados euclidianos ja sao conhecidas algumas classificacoes de acordo com a densidade de
empacotamento do reticulado, sua diversidade ou distancia produto minima, por exemplo. Como
o estudo dos reticulados euclidianos nao é o foco para este trabalho, omitimos tais definigoes,
mas sugerimos a referéncia [16] sobre este assunto.

Uma primeira abordagem sobre esta relagao entre reticulados hiperbédlicos e reticulados eu-
clidianos sera feita na Secao 4.2 onde apresentamos uma associacao dos reticulados hiperbélicos
que sao obtidos neste trabalho com subcorpos maximais reais de corpos ciclotomicos. A moti-
vagao para tal associagao ocorre do fato de em [4,7,29] os autores utilizarem esta classe especial
de corpos de ntimeros para encontrar bons reticulados de acordo com sua densidade de empa-
cotamento, diversidade e distancia produto minima.



Capitulo

Construcao de Grupos Fuchsianos Aritméticos

Neste capitulo, nosso objetivo é considerar tesselagoes hiperbdlicas regulares {p, ¢} que geram
superficies de género g > 2, dessa forma tem-se que p e ¢ sao funcoes de g. Além disso, estamos
interessados em tesselacoes {p, ¢} em que é possivel obter um grupo fuchsiano aritmético I',
asssociado, pois este grupo € a estrutura algébrica de nosso interesse para construir constelagoes
de sinais no plano hiperbdlico.

Na Segao 4.3.1, apresentamos uma construcao do grupo fuchsiano aritmético I', a partir dos
conceitos sobre grupos fuchsianos aritméticos apresentados no Capitulo 2. Na Subsecao 3.1.1,
apresentamos uma condicao necessaria para obter grupos fuchsianos aritméticos I', associados
a uma tesselagdo hiperbdlica {p,q}, esta condigdo é dada através do Teorema 3.1.3, o qual
chamamos de condigao de Fermat. Mostramos que um grupo fuchsiano aritmético pode ser
identificado através da forma de seus geradores, pois assim conseguimos identificar a algebra
e a ordem dos quatérnios associados a este grupo, tornando-o aritmético. A partir destes
resultados, na Secao 3.2, apresentamos um algoritmo para obter os geradores de um grupo
fuchsiano aritmético.

A tesselacao hiperbdlica de maior interesse que tratamos neste trabalho é a tesselacao auto-
dual {4¢g,4¢}, com g > 2, pois para esta tesselacao é possivel obter grupos fuchsianos aritméticos
para diversos valores de g, de acordo com a condicao de Fermat. Apesar desta tesselacao nao
ter uma boa densidade de empacotamento, [8], a mesma apresenta uma baixa complexidade
computacional devido a sua auto dualidade.

Outras tesselagoes hiperbdlicas que geram superficies de género g > 2 e que possuem uma
melhor densidade de empacotamento, e portanto, reticulados mais densos, também sao consi-
deradas neste trabalho. Apresentamos as tesselagoes {4g + 2,29 + 1} e {12¢g — 6, 3}, sendo esta
ultima a tesselacao mais densa dentre todas as tesselacoes hiperbdlicas. Porém, o problema que
surge em decorréncia da mudanga da tesselagdo {4g,4g} para outras tesselagoes {p, ¢}, como
as citadas acima, ¢é a dificuldade em determinar valores de p e ¢ em que um grupo fuchsiano
aritmético I'), pode ser associado, segundo a condigao de Fermat.

%)
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3.1 Grupo Fuchsiano Aritmeético I,

Nosso objetivo, nesta secao, é fornecer condi¢oes necessarias para que um grupo fuchsiano
aritmético I', possa ser obtido a partir de uma tesselacao hiperbdlica {p, ¢}. Iniciamos forne-
cendo condigoes gerais baseadas em resultados conhecidos na literatura, de modo a estabelecer
uma conexao entre tesselagao hiperbodlica e grupos fuchsianos. Esta relacao é estabelecida atra-
vés dos emparelhamentos das arestas do poligono fundamental P,. Finalizamos, na Subsegao
3.1.1, com o resultado mais importante desta secao em que fornecemos uma condi¢ao neces-
saria para obter estes grupos, condicao esta que chamamos de condi¢ao de Fermat, devido a
associacao deste resultado com os nimeros de Fermat.

Vimos na Subsecao 2.1 que uma superficie de Riemann pode ser obtida considerando o
espago quociente D?/T',,, onde o grupo I', age de maneira propriamente descontinua sobre D?
se, e somente se, I', ¢ um grupo fuchsiano, conforme foi visto no Teorema 2.1.3. Com o objetivo
de construir constelagoes de sinais hiperbdlicas provenientes de tesselagoes {p, ¢}, a busca dos
grupos I', e, portanto, das superficies D?/T',, é equivalente, por exemplo, & busca dos ideais
primos p, os quais sao convenientemente escolhidos no anel dos inteiros Zg de um corpo de
niumeros K. Neste caso, o objetivo é construir constelagoes de sinais euclidianas, provenientes
dos anéis quocientes Zx /p que tém estruturas de corpos. Portanto, enquanto que na construgao
de constelacoes de sinais no plano euclidiano consideramos quocientes dotados de uma estrutura
(que pode ser por exemplo: grupos [18,44] ou anéis [27,48]), no plano hiperbélico consideramos
superficies de Riemann.

Consideramos emparelhamentos das arestas de poligonos hiperbdlicos regulares P, com p
arestas que est@o associados as tesselagdes hiperbdlicas regulares {p, ¢}. SejaI', o grupo discreto
de isometrias. Através dos Teoremas 2.1.4 e 2.1.5, concluimos que para obter I', a partir de
uma tesselacao hiperbdlica {p, ¢}, é necessario considerar um conjunto de emparelhamentos das
arestas de P,, como na Definicao 2.1.4, satisfazendo a condigdo dada na Equacao (2.5). Caso
esta condigao nao seja satisfeita nao podemos garantir que o grupo I', seja discreto e, para nossa
proposta, esta condicao deve ser satisfeita, uma vez que desejamos considerar constelagoes de
sinais que sao I'p-orbita de 0, baricentro de P,.

Sendo assim, é possivel obter o género g da superficie compacta resultante D?/T",. O género
g € obtido através da caracteristica de Euler, a qual é definida pela seguinte equacao

x(D?/T,) = ntmero de vértices — ntimero de arestas + nimero de faces,

ou seja,

X(Dz/rp) =

+1=2-2g (3.1)

ESH S

para superficies compactas.

Pelo Corolério 2.1.2, segue que toda superficie compacta de género g > 2 pode ser modelada
pelo plano hiperbélico. Assim, I',\{id} possui apenas elementos hiperbélicos. Logo, pela Ob-
servacao 2.1.6, segue que a assinatura do grupo I', é (g; —), e de acordo com o Teorema 2.1.8,
segue que

11(Pp) = u(D?/T) = 4m(g — 1).
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Nesta direc¢do, consideremos uma tesselagao hiperbdlica {p, ¢}, P, o poligono fundamental
regular de p arestas associado a {p, ¢} e I', o grupo fuchsiano obtido a partir de P,. Queremos
a partir de T', obter uma superficie compacta e orientédvel D?/I" de género g. Primeiramente,
devemos ter, [8],

49 <p <129 —6.

Agora, considerando a restricao da relagao de equivaléncia dada em (2.7) sobre o conjunto das
arestas de P, e pela Definicao 2.1.4, verificamos que cada classe de equivaléncia de arestas,
que fazem os emparelhamentos dos lados de um poligono através de uma transformagao de
emparelhamento, contém exatamente dois elementos. Logo, p deve ser necessariamente um
nimero par.

Seja {uy,...,u,} o conjunto de arestas de P,. Assim, para uma aresta u; € P,, segue que
existe uma unica aresta u; € P, e uma tunica transformacao de emparelhamento 7' € I', tal que

T(U@) = Uy = T*I(uj) = Uy,

ou seja, a classe de equivaléncia de u; é {u;,u;}. Neste caso, dizemos que 7' relaciona o par
{ui,u;}. Observamos ainda que, se T relaciona o par {u;,u;}, entdo 7-' também relaciona.
Usamos os simbolos

T(w) =u; & u; = uj < {u;,u;},

para indicar que u; e u; pertencem a mesma classe de equivaléncia.

Por outro lado, como cada vértice de P, é recoberto por g desses poligonos, segue pelo
Teorema 2.1.4, que cada ciclo de vértices deve conter exatamente ¢ vértices, de modo que ¢ deve
dividir p. Estas sao as condig¢oes que devemos usar para determinar os emparelhamentos das
arestas de P,.

O processo de construgao de cada conjunto de emparelhamentos é heuristica. Em [40] é feita
uma busca exaustiva de 927 tipos de emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbdlicos
regulares que geram superficies de género 3. Nas Segoes 3.3, 3.4 e 3.5, apresentamos alguns con-
juntos de emparelhamentos de modo a construir grupos fuchsianos para as tesselacoes especificas
{4g,49}, {49+ 2,29 + 1} e {129 — 6, 3}, respectivamente.

Como um exemplo importante de emparelhamento, citamos o emparelhamento diametral-
mente oposto. Neste tipo de emparelhamento, toda aresta de P, ¢ emparelhada com sua aresta
diametralmente oposta. Dessa forma, se {us,...,u,} é o conjunto de arestas de P, entao temos
a seguinte associacao das arestas

. p
Ui = Uipz, paraz:l,...,g,

2
r 92"
Em codifica¢do quantica topoldgica, 2], o emparelhamento diametralmente oposto é o mais

ou seja, cada transformacgao de emparelhamento 7; relaciona o par {u;, qu}, comi=1,...

desejado, pois este ¢ o caminho homologicamente nao trivial com a maior distancia minima
possivel. Como consequéncia, o codigo resultante apresenta uma capacidade de correcao de erros
maior dentre todos os codigos oriundos dos demais emparelhamentos. Observamos que este tipo
de emparelhamento nao pode ser obtido para uma tesselacao {p, ¢} qualquer. Nas tessela¢oes
que sao consideradas neste trabalho, tem-se que para as tesselagoes {4g,4¢g} e {49 + 2,29 + 1}
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¢ possivel obter um emparelhamento diametralmente oposto das arestas. Ja para a tesselagao
{12g—6, 3} acreditamos nao ser possivel obter tal emparelhamento, em razao da busca exaustiva
feita em [40] para a tesselagao {30,3} (proveniente da tesselacao {12¢g — 6,3}, para g = 3).

Devido a importancia deste emparelhamento, durante muitas ocasioes neste trabalho, utiliza-
mos o emparelhamento diametralmente oposto, de modo a exemplificar determinados resultados
validos para emparelhamentos quaisquer.

3.1.1 Geradores do Grupo I,

Relembramos que o objetivo central desta secao, é fornecer uma condicao necessaria para
que possamos encontrar os geradores de um grupo fuchsiano I' ~ I', a partir de uma tesselagao
{p,q}, com o intuito de obter a dlgebra e a ordem dos quatérnios associadas a este grupo, e
portanto, defini-lo como aritmético. Para isso, estabelecemos as condigoes sobre o poligono P,
associado a {p, ¢} e sobre a matriz A; associada a transformagao hiperbdlica T}, pois veremos
que a partir da matriz A; obtem-se os geradores de I'.

Seja P, o poligono regular com p arestas associada a tesselacao {p, ¢}. Sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que P, esteja centrado em 0, a origem de D?. Consideremos

UL, U, ..., Uy € V1,V2,...,0U, (3.2)

as arestas e os vértices de P, dispostos em ordem ciclicas no sentido anti-horario, respectiva-
mente. Ligando cada vértice de P, ao seu baricentro, obtemos p triangulos hiperbélicos A,.
Como {p, q} é regular, segue que cada um desses triangulos tem angulo 2?” no vértice que é o
baricentro e angulos g nos outros dois vértices. Logo, pelo Teorema de Gauss-Bonnet para um

triangulo hiperbdlico (Teorema 1.4.3), segue que cada triangulo A, tem érea igual a

m(pg — 2q — 2p)
A = )
,U( p) g

A Figura 3.1 mostra uma representacao do poligono hiperbélico regular P, e de um triangulo
hiperbdlico A, como descritos acima.

Seja T} € I', uma isometria que emparelha a aresta u; em sua diametralmente oposta, ou
seja,

Tl(ul) = ’LL%+1.
As isometrias que mantém D? invariante sdo as transformacoes lineares da forma

b
Tl(Z):ELZ—'—_, onde a,b€ C, |a*+ |b]* = 1.
bz 4+ a

Assim, a matriz associada a transformagao 77 é da forma

=

Através de relagoes de angulos e arestas entre uma regiao fundamental de P,, cujo baricentro é

S
QS

) , onde a,b€C, l|a|*+b*=1.

o ponto 0 de D? e do circulo isométrico I(T}) da isometria T}, podemos obter os valores a, b, @, b
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Figura 3.1: Poligono e triagngulo em uma tessela¢io {p,q} em D?

da matriz A;, qualquer que seja o emparelhamento utilizado. Se conhecermos a transformagao
T; podemos obter os outros elementos de I', como conjugacoes elipticas de 7} por meio de
poténcias de T, onde T é uma tranformacao eliptica de ordem p com matriz associada

50
c=1°" .. 3.3
(O ) 33)

O teorema a seguir fornece a matriz A; quando a transformacao 77 emparelha a aresta
com sua diametralmente oposta.

Teorema 3.1.1 [53] Sejam P, o poligono regular de p arestas e I',, o grupo fuchsiano, asso-
ciados a tesselagao {p,q}. Se Ty € T, € tal que T\ (uy) = uryz, entao a matriz Ay associada a
transformacao Ty € dada por

. p+1)
2cos & ,/2(:052—”4-20052—"-61( p )"
q p q

™ ™

2sen™ 2sen™
Al = P _i(p-l—l)ﬂ_ P . (34)
1/2(:os2777—‘,-2cos%r~e P 2cos%
2senT 2sen ™
P P

Fazendo uso de um conjunto de emparelhamentos das arestas de P,, a partir de Ty, deter-
minamos as outras isometrias de emparelhamentos que geram I'),, por conjugacgoes da forma
T, =Tcri 0Ty o T, onde r; é a poténcia de Tx e sendo T a transformagao eliptica de ordem
.

Sendo assim, a partir de A; e portanto da transformacao T}, tem-se que as matrizes associ-
adas as demais transformagoes sao da forma

A;=C""AC™", onde i =2,...,p/2, (3.5)

e r; é a poténcia de T¢. Por exemplo, em Ter; (u1) = u;, r; representa a quantidade de arestas
que u; estd distante de u;, com i = 1,...,p/2 e considerando a ordem estabelecida em (3.2).
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Observacao 3.1.1 O Teorema 3.1.1 ¢ wvalido para todo tipo de emparelhamento que possui
ao menos uma aresta emparelhada com a sua diamentralmente oposta, e as demais matrizes
de transformacao A; sempre podem ser obtidas através de relagoes do tipo visto nas Equacgoes
(3.5), onde C" sempre depende do emparelhamento escolhido.

Agora, consideremos o grupo I' = f~'o T, 0 f € H?, onde f é como dado em (1.4). Assim,
utilizando o isomorfismo definido por f, tem-se que

I'~T,.
Considerando G, ..., G2 os geradores do grupo I' temos, através deste isomorfismo, a seguinte
associacao entre os geradores de I' e I',:
Gi= f'Af, ondei=2,...,p/2, (3.6)

considerando a multiplicacao usual de matrizes. Porém, para o grupo I' € H?, tem-se uma
representacao para os seus geradores que serd dada pelo resultado que segue.

Lema 3.1.1 [53] Se I' é um grupo fuchsiano aritmético finitamente gerado por Gi,...,Gy,
1 ( zr+ VO 2z w0
25\ —2 +wpVO 1, — ypV0

Gr € M(2,K(0)), s €N, 0, 21, yg, zr, wi € K e K um corpo de nimeros totalmente real. Além
disso, qualquer elemento T € I' assume a mesma forma dos geradores de I'.

entao

G = ), onde k=1,...,1, (3.7)

Johansson em [28] mostrou que um grupo fuchsiano aritmético esté associado a uma ordem
O em uma &lgebra dos quatérnios A sobre uma extensao quadratica K de Q, onde os geradores

1( a+ 0V rl(c+d\/5))
2\ —ralc—dvl) a—bVh ’

onde 0,a,b,c,d € Z[B), 1, = —ry € Z, 0 € Z[A], VO & Z[f] e Z[f] é o anel dos inteiros de K.
Utilizando o Lema 3.1.1, podemos estender este resultado para extensoes de grau maior que 2 e

de I" sdo da forma
G, =

dessa forma, se os geradores do grupo fuchsiano I' ~ I';, sdo da forma dada em (3.7), entdo, de
acordo com o isomorfismo definido em (2.8), mostra-se que o grupo fuchsiano aritmético I', é
derivado de uma élgebra dos quatérnios A = (0, —1)x, sobre o corpo de nimeros totalmente real
K = Q(f). Dessa forma, os elementos do grupo fuchsiano aritmético I', podem ser associados
com os elementos da ordem dos quatérnios O = (6, —1)g, onde R = Zk é o anel dos inteiros de
K. Ou ainda, podem ocorrer casos em que a algebra e a ordem dos quatérnios associadas sejam
da forma A= (01, —1)x ¢ O = (61, —1)g, com K = Q(0), onde ; € K=Q(0) e R = Zx.

Pela Equagao (3.6), segue que os geradores G;’s podem ser obtidos a partir das matrizes
Aj’s, onde i = 1,...,p/2. As matrizes A;’s, com i = 2,...,p/2, podem ser obtidas a partir da
matriz A, como vimos em (3.5). Portanto, para obtermos os geradores de I', na forma dada em
(3.7), precisamos estabelecer as condigoes sobre as entradas da matriz A, obtida no Teorema
3.1.1.
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Note que as operagoes aplicadas em cada uma das entradas da matriz A; mostrada em (3.4)
sao fungoes trigonométricas seno e cosseno. Mas, os angulos da forma “*, com m,n € Z,
para os quais as fungoes trigonométricas podem ser expressas em termos de radicais finitos de
nimeros reais, sao limitadas a valores de n que sao precisamente aqueles que produzem poligonos
construtiveis com régua e compasso.

Construgoes de poligonos regulares com régua e compasso com 3,4, 5, 6,8,10,12, 16, 20, 24,
32,40,48,64, ... lados, datam do periodo de Euclides. No entanto, Gauss mostrou em 1796,
uma condicao suficiente para um poligono regular de n lados ser construtivel e, a prova desta

condigao ser necessaria é creditada a Wantzel (1836). Com isso, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.2 [31](Gauss - Wantzel) Um poligono regular de n > 3 lados pode ser construido
com régqua e compasso se, e somente se, n. for o produto de uma poténcia de 2 oun for o produto
de uma poténcia de 2 com numeros de Fermat distintos, isto €,

k

n=2" ou n=2kp1p2--~p57

onde k € um inteiro nao negativo e 0s numeros p;’s sao numeros de Fermat distintos.
Observagao 3.1.2 Um ntiimero de Fermat ¢ um nimero primo da forma
ps =27 +1,
onde s > 0 € um inteiro. Os unicos numeros de Fermat conhecidos sao
po = 3; ;1 =95; p2 =175 p3 = 257; py = 65537,
e, parece ser improvavel que mais serao encontrados, [31].

Dessa forma, como a matriz A; dos coeficientes da transformagao T é dada por expressoes
que dependem de seno e cosseno de angulos da forma %, %, com m € N e p, g provenientes
da tesselagao {p, q} utilizada, segue que para obtermos entradas em termos de radicais finitos
de ntimeros reais na matriz A, e assim conseguirmos que os geradores G;’s do grupo fuchsiano
', estejam na forma (3.7), devemos estabelecer a condigao de que p e ¢ sejam decompostos na

forma 2% ou 2¥pp, ... p,. Com isso, mostramos de forma construtiva o seguinte resultado.

Teorema 3.1.3 (Condigao de Fermat) Se I', é um grupo fuchsiano proveniente de uma tes-
selagdo {p,q}, entdo € possivel encontrar os geradores de I' =~ T', e, portanto, o grupo fuchsiano
aritmético, se p e q puderem ser decompostos na forma:

28 ou 2%pipy. .. ps, (3.8)
onde k € um inteiro nao negativo e 0s p;’s sao numeros distintos de Fermat.
]

Observagao 3.1.3 Acreditamos que a reciproca deste resultado seja valida para o caso de que-
rermos encontrar grupos fuchsianos aritméticos através de geradores na forma (3.7), com coefi-
cientes num corpo totalmente real. Mas isto nao significa que nao seja possivel encontrar grupos
fuchsianos aritméticos para tesselagoes {p,q}, onde p e q¢ ndo sio decompostos como em (3.8),
através de outros métodos.
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3.2 Algoritmo para a Obtencao de Grupos Fuchsianos
Aritméticos

A partir de alguns conceitos em geometria hiperbdlica, algebra dos quatérnios e grupos
fuchsianos nosso objetivo é fornecer um algoritmo passa-a-passo para se obter grupos fuchsianos
aritméticos a partir de uma tesselacao {p, ¢} regular e um emparelhamento fixado. Para que
este algoritmo seja eficiente precisamos que algumas condigoes sejam satisfeitas.

Primeiramente, dados p e ¢ provenientes de uma tesselagao regular {p, ¢} precisamos verificar
se p e g satisfazem a condigao apresentada na inequagao (1.8) e a condigao de Fermat estabelecida
no Teorema 3.1.3.

Além disso, as transformacoes que fazem o emparelhamento das arestas do poligono hiper-
bélico regular P, associado a tesselagdo {p, ¢} devem ser hiperbdlicas, pois estamos interessados
em tesselagoes que geram superficies compactas (de Riemann) de género g > 2. Esta condigao
pode ser garantida através do Teorema 2.1.2 e do Corolario 2.1.2.

Como vimos, a acao do grupo I', em D pode se processar pela identificacao das arestas de
um poligono hiperbdlico regular P, de p arestas em ID por isometrias que geram I',, ou seja,
pelas transformagoes de emparelhamentos que como vimos devem ser hiperbdlicas. Além disso,
para gerar o grupo fuchsiano I', estas transformacoes devem satisfazer as condicoes de Poincaré
de lados e angulos mostradas nos Teoremas 2.1.4 e 2.1.5. Através destes resultados, tem-se que
o grupo fuchsiano I', tem a seguinte representacao

T,={T\,....T,€D: T. =id}, (3.9)

onde T representa o conjunto de relagoes entre as transformagoes que pertencem ao ciclo ¢ e,
de acordo com (2.6), a quantidade de ciclos de uma tesselacao {p, ¢} é g. O conjunto de relacoes
entre as transformacoes contidas em cada ciclo de vértices € depende do tipo de emparelhamento
utilizado, porém, qualquer que seja o tipo de emparelhamento utilizado, estas relacoes devem
satisfazer (3.9) e os ciclos de vértices € devem satisfazer as condigoes apresentadas na Observagao
2.1.5.

Sabemos que um grupo fuchsiano aritmético I'[.A, O] é um grupo fuchsiano I',, associado a
uma algebra dos quatérnios A e uma ordem dos quatérnios O, e que nem sempre é possivel obter
esta associacao, ou seja, nem sempre é possivel obter um grupo fuchsiano aritmético. Através da
condi¢ao de Fermat obtemos uma condicao necessaria. Se os geradores forem apresentados na
forma dada em (3.7), dizemos que o grupo fuchsiano I' ~ I, é associado a dlgebra dos quatérnios
A = (0, —1)k e ordem dos quatérnios O = (0, —1), onde K = Q(#) é um corpo de nimeros e
Tk ¢é o seu anel dos inteiros e, portanto, I', ¢ um grupo fuchsiano aritmético.

Para exemplificar o algoritmo, consideramos o emparelhamento diametralmente oposto das
arestas do poligono regular hiperboélico P,, que como vimos, neste tipo de emparelhamento toda
aresta de P, ¢ emparelhada com a sua diametralmente oposta. Fixando este emparelhamento,
em uma tesselacao {p,q}, se tivermos a transformacao 7 que é emparelhada com sua aresta
diamentralmente oposta T’e 4y, vimos que a sua matriz associada A; é dada como em (3.4).
Assim, as demais transformacgoes de emparelhamentos serao dadas por

A=A ctY,
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onde i =2,...,5 e C ¢é a matriz associada a transformacao eliptica de ordem p, ou seja,

3.2.1 Algoritmo

Agora, munido dos resultados apresentados acima, estamos em condig¢oes de estabelecer o
algoritmo que ésera estruturado da seguinte forma:

Algoritmo para Obtencao de Grupos Fuchsianos Aritméticos

Sejam {p,q} uma tesselagio regqular e P, o poligono reqular hiperbdlico associado a esta
tesselacao com um emparelhamento de arestas pré-fizado. Fornecendo como entrada os valo-
res de p e q, este algoritmo fornece como saida uma representacao dos geradores G;’s para o
grupo fuchsiano aritmético I' ~ T, diretamente ou parcialmente (neste tltimo caso podendo ser
facilmente encontrado) na forma dada em (3.7). Podendo assim ser associado a dlgebra dos
quatérnios A = (0, —1)k e a ordem dos quatérnios O = (6, —1)z,, onde K = Q(0) e Ix = Z|[0]
¢ o anel dos inteiros de K = Q(0). Ou ainda, podendo ser associado com A = (0,—1)x e

O = (01,—1)z,, onde K=Q(0), 6, € K e Ix = Z|[0].

e [Etapa 1 - Entrada]
p,q com (p —2)(q —2) > 4. Como estamos interessados em tesselagoes hiperbdlicas que
geram superficies de género g > 2 e os valores de p e ¢ sao fungoes de g, segue pelo
Teorema 1.4.5 e pela Observacao 1.4.5, que p e ¢ devem satisfazer a inequacgao

e pertencerem a uma tesselacdo que gera uma superficie de género g > 2.

e [Etapa 2 - Verificar condi¢ao de Fermat)]
Decompor p e ¢ em fatores primos e verificar se esta decomposicao satisfaz a condicao de
Fermat, estabelecida no Teorema 3.1.3, ou seja, se a decomposicao é da forma

p=2pi...p,

q=2"q ...qs,

com 7, k inteiros nao negativos e p;’s e ¢;’s nimeros distintos de Fermat. Caso contrario,
finalizar o algoritmo.

e [Etapa 3 - Computar matriz A;]
Como pré-fixamos o emparelhamento diametralmente oposto, segue, de acordo com o
Teorema 3.1.1, que o calculo da matriz Ay, neste caso, é dado da seguinte forma:
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i p+1 o
2cos§ 1/2005%—i—2005§~6( P )

A 286%% 28677,%
1 - . p+1

1/2C0S%+2C0S%~6 Z< P )W 2cos%

2sen T 2sen ™

P p

Observamos que esta matriz pode ser utilizada em qualquer emparelhamento que tenha
ao menos uma aresta emparelhada com sua diametralmente oposta. Além disso, qualquer
que seja o emparelhamento utilizado, sempre é possivel obter a matriz A; associada a
transformacao 7 através de relagoes trigonométricas e de congruéncia entre angulos e
arestas do poligono fundamental P,.

[Etapa 4 - Computar matriz C' e sua inversa C!]
Considerando Ty uma transformacao eliptica de ordem p, a matriz associada a esta trans-
formagao e que queremos computar é dada, como em (3.3), por

Como C' € M(2,K), segue que C possui inversa C~! que pode ser facilmente calculada.

[Etapa 5 - Computar as demais matrizes de transformacgoes A;’s, com i =
2
Conhecendo uma transformacao que faz o emparelhamento de arestas de P,, obtida na

oo s

Etapa 3, as demais transformacgoes podem ser obtidas como conjugagoes elipticas desta
utilizando as matrizes C' e C~1 obtidas na Etapa 4. Neste caso em que pré-fixamos o
emparelhamento diametralmente oposto, estas matrizes sao obtidas da seguinte forma:
Para i =2,...,% calcular

A, =C7 A, 00D,

[Etapa 6 - Computar as inversas, A;'’s, das matrizes de transformacgoes A;’s,
comi=1,...,5%

A partir das matrizes de transformacoes obtidas nas Etapas 3 e 5, calcular as inversas

p

A; s destas matrizes, com i = 1,..., g

[Etapa 7 - Verificar condigao de hiperbolicidade]

Nesta etapa verificamos se todas matrizes de transformagoes obtidas nas Etapas 3 e 5 sao
de fato hiperbdlicas. Isto ¢ feito através do calculo do trago destas matrizes da seguinte
forma: Parai=1,...,% calcular

ti = tTQ(AZ)

De acordo com o Teorema 2.1.2, para que as transformacoes associadas a estas matrizes
sejam hiperbdlicas, devemos ter ¢; > 4, para todo ¢ =1,...,2. Caso t; < 4 para algum 1,

o

finalizar o algoritmo.
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e [Etapa 8 - Verificar condigao de Poincaré|
Dado um conjunto de relagoes em um ciclo de vértices as quais sao obtidas de acordo
com o emparelhamento utilizado, precisamos verificar se este conjunto de relagoes, com
respeito a operagao composicao, fornece a fungao identidade. Para a tesselagao {p, ¢}, com
apenas um ciclo de vértices, como por exemplo, as auto-duais e, fixado o emparelhamento
diametralmente oposto, este conjunto de relagoes é dado da seguinte forma:

TioTy o...0oTs_ oT_loT_loTzo...oT_1 oTh
2 5—1 4 1 21 R

onde o é a operacao composi¢cao. Assim, considerando as matrizes obtidas nas Etapas 3,
5 e 6, devemos verificar se

AgAg_l . .AQAl—lA;Ag_l CLAVTAL = dd,

onde td = é (1) ) ¢ a matriz identidade de ordem 2 e considerando a multiplicacao

usual de matrizes.

e [Etapa 9 - Definir a func¢ido f como matriz e computar sua inversa f~! como
matriz|
A funcao f : H?> — D? dada por
zi+1

f(z) = z+1

nos permite passar as transformacoes obtidas em H? para D? e vice-versa. Sendo assim,
definimos:

e calculamos sua inversa F'~', pois F' € M(2,C).

¢ [ Etapa 10 - Computar matrizes G;’s, com i =1,...,%
As matrizes obtidas nas Etapas 3 e 5 associadas as transformacoes de emparelhamentos

Ty's, para i1 = 1,... nos fornecem um conjunto de geradores para o grupo fuchsiano

p
[, em D? porém os ngradores que aparecem na forma (3.7) para um grupo fuchsiano T’
estao em H?. Utilizando a funcao f e sua inversa, obtidas na Etapa 9, podemos levar os
geradores de T', em D? nos geradores de T' em H? tal que '), ~ I'. Este isomorfismo é dado
da seguinte forma:

H(T) = f"oTof,
onde o é a operacao composicao e ¢ : D? — H2. Assim, parai=1,..., £ calculamos:
G, =FAF,
com a operacao usual de matrizes.

e [Etapa 11 - Saida]
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Para exemplificar o algoritmo proposto nesta se¢ao, inicialmente apresentamos nas Segoes
3.3, 3.4 e 3.5, as construcoes de tesselacoes hiperbdlicas que satisfazem a condi¢ao de gerar
superficies de género g > 2. Assim, em cada uma destas se¢oes exemplos da utilizacao deste
algoritmo para a obtencao dos geradores de grupos fuchsianos aritméticos sao apresentados.
Além disso, na Subsecgao 4.3.4, apresentamos um exemplo em que o algoritmo ¢ utilizado passo-
a-passo na obtencao dos geradores.

3.3 Grupo Fuchsiano Aritmético {4g,4¢9}

Nesta secao apresentamos construgoes de grupos fuchsianos aritméticos provenientes da tes-
selagdo regular auto-dual {4g,4g}, onde g > 2, no plano hiperbdlico. Estas construgdes buscam
generalizar os resultados obtidos em [13] e [53] utilizando o resultado estabelecido no Teorema
3.1.3.

Para estas construgoes o modelo de espaco hiperbdlico a ser usado serd o disco de Poincaré,
D?, pelo fato destas tesselagoes serem apresentadas geometricamente em D?. Seja P, o poligono
hiperbdlico regular de 4g arestas associado a tesselacao {4g,4¢g}, onde g > 2. Sem perda de
generalidade, vamos supor que Py, esteja centrado na origem de D?. O poligono P, tessela o
plano hiperbélico D?, de modo que cada vértice é compartilhado por 4¢g poligonos de mesma
forma.

A seguir, veremos duas formas de emparelhamento das arestas para o poligono Py, as
quais denominamos, respectivamente, emparelhamento normal e emparelhamento diametral-
mente oposto das arestas de Py,. A partir destes emparelhamentos e, através dos Teoremas
3.3.2 e 3.3.3 , obtemos o grupo fuchsiano aritmético associado. Neste trabalho, I'y, ¢ usado
para indicar o grupo fuchsiano obtido através do emparelhamento normal e I'j, ¢ usado para
indicar o grupo fuchsiano obtido através do emparelhamento diametralmente oposto. Estes dois
emparelhamentos também serao utilizados na Se¢ao 4.1 para exemplificar que, fixado o género g,
dois grupos fuchsianos aritméticos provenientes de emparelhamentos diferentes sao isomorfos.
Escolhemos apresentar estes dois emparelhamentos pelo fato de o primeiro, emparelhamento
normal, ser o mais utilizado e ter uma baixa complexidade computacional e, pelo segundo, em-
parelhamento diametralmente oposto, ser o mais desejado na construcao de codigos quanticos
topoldgicos como ja citamos no inicio deste capitulo, o que pode ser visto em [2].

3.3.1 Grupo Fuchsiano I'y, via Emparelhamento Normal

Para determinar o grupo fuchsiano I'y, associado a tesselagao {4g,4¢} onde g > 2, utilizando
o emparelhamento normal das arestas, consideremos as arestas de Pj, dispostas na seguinte
ordem ciclica fixa no sentido anti-horario

/ / ! ’

’ !
Upy Uy Uy Ugy o v vy Ugy Ui 15 Uyy Uyy gy -+ -y U291, U2g, u29—17 U'QQ (310)

e as isometrias 17,75, ..., Ty, tais que

!/

Ti(u;) = u,

77

onde i=1,...,2g. (3.11)
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Na Figura 3.2, apresentamos um exemplo deste tipo de emparelhamento considerando g = 2,
ou seja, para a tesselacao {8, 8}.

Figura 3.2: Pg-emparelhamento normal

Através desses emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientdvel D?/T'y, de
género g. Consideremos agora, T como sendo uma transformacao eliptica de ordem 4¢g cuja

c— ( et 0 > , (3.12)
0 e 4

To(uy) =uy e Teri(uy) € {us,u;, ondei=1,...,2g}, (3.13)

matriz associada é

e tal que

onde 7; é a poténcia de T¢.
Sejam A; as matrizes correspondentes as transformagoes T;, com i = 1,...,2¢g. Assim, segue
de (3.11) e (3.13), que

{ Ay = CH A C-WHD ) jparej=0,...,9—1;

A; = C¥ A O, timparek=1,...,9—1. onde @ =2,3,...,2¢ (3.14)

Logo, uma vez obtido 77, as outras transformagoes sao obtidos por conjugacoes elipticas. O
teorema abaixo mostra a forma da transformacao 7.

Teorema 3.3.1 [13] Seja Py, o poligono hiperbolico regular de 4g arestas, cujo grupo fuchsiano

associado € T'yq. Se uy € a aresta entre os argumentos —7 e —(gg—;)ﬂ e 11 a transformagao
hiperbolica que emparelha as arestas uy e u’l do poligono Puy, entio Ti(z) = %, onde a e b
sao dados por
(g— D (29 — Dm
arg(a) = ~——, |a| = tg————
g(a) T la| = tg m
e
2 3
—(29+ 1)m (29 — )m
b= ——"— |b] = tg——— | —1] .
arg(b) g |b] 9
As demais transformacgoes hiperbdlicas T;(u;) = u;, onde 1 = 2,...,2q, geradoras do grupo

fuchsiano I's, e que realizam os outros emparelhamentos de arestas, sao obtidas pelas conjugagoes
T; =Teri oTy o T, onde r; é a poténcia de T .
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Através deste procedimento de determinacao dos geradores do grupo fuchsiano I'y, utili-
zando o emparelhamento normal, determinamos sua estrutura algébrica através da seguinte
representacao

Ly =(T1,..., Tpy : TlngonloT;lo. ) .o]}oﬂHoT[loﬂjrllo. . .ong,longoTi]l_longl = id).

3.3.2  Grupo Fuchsiano I'}; via Emparelhamento Diametralmente Oposto

Agora, determinamos o grupo fuchsiano, que neste trabalho serd denotado por I'j , associado

a tesselagao {4g,4¢}, onde g > 2, utilizando o emparelhamento diametralmente oposto das
arestas. Assim, consideremos

Uy, Uy« v oy Ugg—1, Udg

as arestas de Py, dispostas em ordem ciclica fixa no sentido anti-hordrio e as isometrias para
este emparelhamento 77,75, ..., T5, tais que

T7(u;) = wiyog, onde i=1,...,2g. (3.15)

Na Figura 3.3, apresentamos este tipo de emparelhamento para a tesselagao {8, 8}, ou seja,
para a tesselacao {4g,4g} e g = 2.

Figura 3.3: Ps-emparelhamento diametralmente oposto

Por meio desses emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientdvel D?/ I,
de género g. Da mesma forma como na secao anterior, consideremos 7¢ uma transformagao
eliptica de ordem 4¢g com a matriz associada dada em (3.12) tal que

T(’}(ul) = U2g4+1 € Térl (Ul) € {ui, 1= 2, Ce ,4g}, (316)

onde r; é a poténcia de T¢. Assim, conhecendo a transformacao 7} podemos escrever as demais
transformacoes como conjugacoes de 17 por meio de poténcias de C. Como a transformagao 77
emparelha a aresta u; com a sua diametralmente oposta usg1, segue que a sua matriz associada
Aj é dada por (3.4).

Agora, sejam A as matrizes correspondentes as transformacoes 77, com i = 2,...,2g.
Assim, segue de (3.15) e (3.16), que

Af = A0 onde i =2,...,2g. (3.17)
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Portanto, por (3.17) e pelo Teorema 3.1.1, obtem-se os geradores do grupo fuchsiano I,
utilizando o emparelhamento diametralmente oposto das arestas. Assim, podemos determinar
a estrutura algébrica deste grupo através da seguinte representacao
0, =(y,.... Ty, + T o (T5) o .. oly, 40 (Tz*g)_l o(Tf) toTso.. .0 (Tg*g_l)_l oTy, = id).

Através dos resultados que veremos a seguir, identificamos os grupos fuchsianos T'y, e '},
com uma ordem e uma algebra dos quatérnios afim de torna-los grupos fuchsianos aritméticos.
Destacamos que estes resultados nao levam em consideracao o tipo de emparelhamento utilizado
para obter o grupo fuchsiano. Sendo assim, nos resultados trataremos apenas de I'y, que ird
simbolizar qualquer grupo fuchsiano proveniente da tesselagao regular auto-dual {4g,4¢g}.

Como vimos, uma condigao necesséaria para um grupo fuchsiano ser aritmético é que satisfaga
a condigao de Fermat, estabelecida no Teorema 3.1.3. Em especial, para a tesselacao {4¢,4g}
podemos estabelecer esta condicao para o género g da superficie associada e nao para p = g = 4g,
uma vez que 4 = 22. Assim, se g for da forma dada em (3.8), entdo 4g também ser4.

Nestas condigoes, tem-se os seguintes resultados:

Teorema 3.3.2 Se g é como em (3.8), onde g > 2 ¢ o género da superficie associada a tessela-
¢ao {4g,4g}, entao os elementos do grupo fuchsiano I' >~ 'y, sao identificados, via isomorfismo,
com os elementos do grupo dos invertiveis O' da ordem O = (0, —1)g ou O = (61, —1)r, onde
R = Tx ¢ o anel dos inteiros do corpo de nimeros K = Q(0), 0; € K e 0 ou 0, dependendo do
género g. Consequentemente, {1, Vo, Im, \/élm} ¢ uma R-base para o reticulado O, sendo I'm
a unidade imagindria.

Demonstragao: Faremos a demostracao considerando o caso da ordem dos quatérnios
obtida ser O = (,—1)g, pois como #; € K = Q(f) segue que ¢; = a + b#, onde a,b €
Q, e a demostracao seguiria de modo andlogo. Assim, fixado um género g e o elemento ¢
correspondente, podemos obter a seguinte ordem dos quatérnios

O=(0,-1)gr ={x =x0+ 210 + x2J + x3k; T0, 21, T2, x5 € R},

onde R = Zk ¢é o anel dos inteiros de K = Q(). Tem-se que O é uma ordem na algebra dos
quatérnios A = (0, —1)k, tal que

i2=0, > =—-1 ¢ k=1ij=—ji.

Seja O! = {z € O : Nrd(z) = 1}, o conjunto dos elementos invertiveis de . Consideremos as
seguintes matrizes My, My, My e My em M(2,Q(v/0)), dadas por

(10 [ Vo 0 (01 B 0 Va
o= (o 1) = (0 Vg )= (o) 2= (i )
De modo analogo a construcao do isomorfismo dado em (2.8), consideremos ¢ uma aplicagao

da dlgebra A = (0, —1)g(s) em M(2,Q(v/9)), definida por

(,0(330 + l’li + [L'Qj -+ .Z'gk) = .T()Mo + I’lMl -+ $2M2 + $3M3. (318)
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Dessa forma, cada elemento de A = (6, —1)g() ¢ identificado com

I <x>: ZBQ+$1\/§ CBQ+$3\/§
4 Ty +13V0 w9 —21V0 )

Para I' >~ I'y,, segue que seus geradores sao como em (3.7). Assim, considerando as operagoes
da ordem O no anel R, se T' € I'y,, entao pelo Lema 3.1.1, segue que

l( T + Y0 Zk+wk\/§)
— 2 + w0 xk—yk\/a ’

25
onde s € N e xy, yx, 2k, Wi € Z[0). Logo T é identificado com o elemento

Yk .
= ? + ; 1+ ;] + 9 k}
onde z € O' C O = (6, —1)g, através do isomorfismo ¢ : A — ©(A), definido em (3.18), ou seja,
o(x) =T, comi*> =0, j>=—1, k=1ij e xp, Yx, 2, Wi € Z[0]. Portanto, cada elemento do grupo
fuchsiano T’ ~ Ty, ¢ identificado, via o isomorfismo ¢, com um elemento z € O C O = (6, —1)p

e {1,4,5,k} = {1,v/6,Im,v/0Im} é uma R-base de O. [

Teorema 3.3.3 Se g € como em (3.8), onde g > 2 € o género da superficie associada a tesse-
lagdo {4g,4g}, entdo o grupo fuchsiano I' =~ T'y,, associado ao poligono hiperbolico reqular Py,
¢ derivado de uma dlgebra de divisdo dos quatérnios A = (0, —1)x ou A = (61, —1)x sobre o
corpo de nimeros totalmente real K = Q(6), onde 0; € K e 0 ou 0, depende do género g.

Demonstragao: Da mesma forma como no Teorema 3.3.2, faremos a demonstracao consi-
derando a dlgebra dos quatérnios A = (0, —1)kx. Assim, fixado um género g e o elemento 6
correspondente, consideremos 7' € I' ~ I'y,. Pelo Lema 3.1.1, segue que podemos escrever 1" da

:i( o + V0 Zk+wk\/§)
25\ 2z w0 ap—yVO )’

onde s € N e xy, i, 2k, Wy € Z[A]. Logo, vimos no Teorema 3.3.2 que existe x € O € O =

seguinte forma:

(0, —1)g, da forma

Yk .
=Tk Yk R k.
2s+25 +28]+2

tal que p(z) =T, onde ¢ é como definida como no Teorema 3.3.2. Assim,

2
tr(T) = tr(p(a)) = Trd(x) = Z* € R,
sendo R = Zg. Como T € T, segue que tr(T) € Ik, para todo T' € I', ou seja, {tr(T) : T €
'} C Zx. Por outro lado, tem-se que

K = Q(tr(T): T € T) = Q(6).

Disto segue a primeira condigao do Teorema 2.3.4. Agora, se ¢ : K — R é dada por ¢(0) = —
entao ¢ ¢ um homomorfismo e podemos estendé-lo ao isomorfismo ¢ : L. — ¥ (IL), com ¢(L) C C,
definido por

V(@ +yVo) = ¢(x) = d(y)ive, z,y e K, L=K((HV0) e [L: K| =2.
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De acordo com o Teorema 2.3.3, consideremos a élgebra dos quatérnios A[l'] sobre K(#)

d
Al = {ZaiTi:aiEKl, :ner}.

=1

Usando as expressoes dos geradores como em (3.7), segue que

b
A[F]:{( _‘%1 ai):al,bleL},

onde d; e by sdo os conjugados de a; e by em L, respectivamente. Seja ¥ : ATl — M(2,C) o
mergulho definido por

Assim, AV = U(A[l]) = { ( ) a,b e YL } e entdo AY ® R ~ H, [30]. Por outro lado,

a b
&
se T' é um elemento de I" e tr(T) =

, entao usando o mesmo raciocinio do Exemplo 2.2.1,
segue que

¢(a) + ¢(a) = ¢(a+a) € [-2,2].

Logo, ¢(tr(I')) ¢ limitado em R. Mas como a + a € K = Q(f), segue que ¢(a + a) = ¢(a + a),
ou seja,

Y(a+a) € [—2,2].
Portanto, ¥ (tr(I")) é limitado em C, satisfazendo a segunda condigao do Teorema 2.3.4. Con-

cluimos entao que I' >~ I'y; é derivado de uma &lgebra dos quatérnios A = (6, —1)x sobre o
corpo de nimeros totalmente real K = Q(¢r(7T") : T € I') = Q(0), onde 6 depende do género g

da superficie associada. [ ]
Vimos que os geradores G de I' >~ I'yy, com [ = 1,...,2g, podem ser escritos da seguinte
forma

R ( rr+ VO oz w0
R

de k=1,...,1
28 —zk+wk\/§ xk—yk\/é)’ onee 7 Y

onde Gy € M(2,K(vV/9)), s € N, 0, x4, yx, 2, wi € Z[0] C Tx, K = Q(f) e 6 dependendo do
género g da superficie. Pelos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3, este elemento # serd o mesmo proveniente
da dlgebra dos quatérnios A = (0, —1)k e da ordem dos quatérnios O = (6, —1)p associada.

Para sabermos o grau [K : Q] da extensao K|Q, devemos conhecer o valor de 6, que como
vimos, depende do género g da superficie.

Utilizando o algoritmo proposto na Secao 3.2 obtemos diversos valores de 6 para os quais sao
possiveis obter os grupos fuchsianos aritméticos provenientes da tesselagao {4g,4g}. Abaixo,
discriminamos os valores de 6 obtidos e mais adiante explicitaremos alguns deles através de
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exemplos.
(
\/2 +V24 ... +V2 ,contendo n radicais, para g = 2";
\/2+\/2+...+ 24+ 3 ,contendo n + 1 radicais, para g =3-2", n > 1;
0 —

\/2+\/2+...+ 2+

10425

2

7+v54+1/ 304615

\/2+\/2+...+
\

2

,contendo n + 2 radicais, para g = 5 - 2";

,contendo n + 3 radicais, para g =3 -5 - 2",

(3.19)

Dessa forma, para estes valores de 6, temos os seguintes diagramas para determinar o grau

das extensoes correspondentes:

2n

[ Q() [ Q(9)
n—2 m—1
%( 2+/2) - %( 2 +/3)
Q(v2) Q(V3)
2 2
L Q L Q
Logo,
K:Q] =

Q(9)
m—1

Q( 24 \/102+2\/5>

|2

2n+3

[ Q(0)
n—1

V7+VE+/3016V5
Q( 2+ 7+ 5+2 30465

2

Q (\/7+\/5+ \/30+6\/5)
|2

Q(V30+65)

2

Q(V5)

2

Q

n+2
@( 10+2\/5)
|2
Q(V/5)
2
Q
2" , seg=2"
2ntl - seg=3-2", n>1
2nt2 . geg=5.2"
2nt3 . seg=3-5-2"

A seguir, apresentamos um exemplo dos resultados apresentados nos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3,
para o caso g = 5, ou seja, para a tesselacao {20,20}.

Exemplo 3.3.1 Seja Pog 0 poligono hiperbélico reqular associado a tesselagao {20,20}. Vamos
considerar o emparelhamento diametralmente oposto das arestas de Poy. Utilizando o algoritmo

proposto na Se¢ao 3.2, obtemos os sequintes geradores para o grupo fuchsiano aritmético 15,:

|

o=

—wyn/10 + 24/5

1+ 4v/10 + 25
—W1 \4/ 10 + 2\/5

( 21+ V10 + 245

—w; V10 + 2v/5

L —4v10 + 25

—wy\/ 10 + 25

$1—y14 10+2\/g

i

)

%(p(xl + 4i —wik)

so(@y + y1i — wok) |
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x x1+y2 V10+2v5  —y, 10_,_2\/5 ) |
¢ (@1 + yoi — yok)
3 ( 1()+2\/5 1 — Yo 10+2\/5 g@( 1T Y2 yz)
SL’1+’UJ2 10"‘2\/5 10+2\/5 ) .
¢ = so(r1 +wel —yik)
4 ( 0125 w0 ravs |  SP@ i uk)
Gr = x1+w1 V10+ 245 4y 10+2\/5 oo b i 4R |
V10+2v5 2 —wy 10+ NG
G = x1+w1 V10 + 25 4 10+2\/§ = to(zy +wii +4k) |
VI0+2V5 2 —wiv/10+2v5
G T+ UJQ 10 + 2\/5 Y1 A 10 + 2\/5 . .
! §¢($1+w21+y1k:),
V10+2v5 1y — 10 +2v5
G* se(ry + ya2t + y2k)
8 ( 1()-{-2\/5 T1 — Yo 10—}—2\/5 890( 1T Y2 yg)
:m—i—yl 10—}—2\/5 10+2 X ‘
@ sp(r +y1i + wak)
! ( V10 4 2v/5 10+2 = g1+ ok)

o(xy + 4i + un k)

o=

o 1 mtAVIo+2V5 \/10+2
ot V10426 ay — 4y, 1o+2\/5

onde
21 = 8+ 8v5 +2(1 + v5)V10 + 2V/5,
v =4+ 2v/10 + 2v/5,
wy =4+ 4V5 + (1 +v5)V10 + 2V/5,
Yo = 6+ 25+ 2(1 +v5)V10+ 25 e
wy =6+ 2v/5 + (1 +v/5)V/10 + 2V/5.

Assim, de acordo com os Teoremas 3.3.2 e 3.5.3, seque que a ordem dos quatérnios associada

com o grupo fuchsiano Iy, derivado da dlgebra dos quatérnios A = (/10 + 2v/5, =1k, € O =

(V104 2v5, —1)g, onde R = Z[/10 +2v/5], K = Q(v/10 +2v/5) e [K: Q] = 4.

Observe que para o caso da expansao 0 = \/2 + \/2 + ...+ V2 + V3, em (3.19), conside-
ramos n > 1. Para o caso de n = 0, ou seja, g = 3 e a tesselacdo {12,12}, segue do Exemplo
3.3.2 abaixo, que a ordem dos quatérnios associada ao grupo fuchsiano aritmético I';5 é do tipo
O = (61, —1)g, e este grupo é derivado de uma algebra dos quatérnios do tipo A = (61, —1)k,
onde K=Q(#), R="2[0] e 6, € K=Q(0).

Exemplo 3.3.2 Seja Pi2 0 poligono hiperbdlico reqular associado a tesselagao {12,12}. Con-
sideremos agora o emparelhamento normal das arestas de Pio. Utilizando o algoritmo proposto
na Secao 3.2, obtemos os sequintes geradores para o grupo fuchsiano aritmético I'i:
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= to(—x1 + i+ z) +wik) |

a [ T V3 +H2V3 2wy 3+2
1
—z +wV3+2V3 —1 — 1 3+2

7 —wV3+2V3 vy 3+2
—Zl+y1 3+2\/§ $1+w1 3+2

2+ V3E2v3 2 — w3+ 243 )

%@(371 —wyi + 21j + k)

w 3+2\/§ . w 3+2 %gp($1+w1i—l—zlj—w1k),
— w1 1 — W1

At V3+28 m—pV3r2v3 | Lo(ay + i + 21 + wik)

T+ V3+2V/3 -y 3+2
V323 2 — V3 +2V3

o ( y1\/3—i—2\/§ a - w3 +2/3 ) B
6 = 3 -

= so(@ +yi+ 21 — k)

<$1+y1 34+2v3  z 4wy 3+2

Lolr) —yi + 215 — wik)
V3 +2v3 1+ V3 + 23 280(1 s +J 1)
onde t1 = —2 — \/§, Y1 = 1+\/§, 2 =34+2V3 ew, = —1+ 3. Como T1,Y1, 21, W1 €
Z[\/g], de acordo com os Teoremas 3.3.2 e 3.3.3, seque que a ordem dos quatérnios associada
com o grupo fuchsiano Ty derivado da dlgebra dos quatérnios A = (\/3 +2v3,—1)k, € O =
(V3+2V3,—1)g, onde R =7Z[V3], K=Q(v3), V3+2/3cQ(3) e[K:Q] =2.

3.4 Grupo Fuchsiano Aritmético {4g + 2,29 + 1}

Consideremos agora a tesselagao regular {4g+2,2g+1}, ou seja, os poligonos desta tessela¢ao
contém 4g + 2 lados e cada vértice é o encontro de 2g + 1 desses poligonos. Esta tesselacao gera
superficies de género g e para cada g, podemos obter o grupo fuchsiano I'y,2 associado através
da identificagao das arestas de um poligono regular Py o, de 4g + 2 arestas em D?.

Por outro lado, o grupo fuchsiano aritmético nem sempre pode ser obtido para qualquer
género g desta tesselagao, pois nao temos muitos valores de g tais que p =49g+2eq=2g9+1
satisfacam a condigdo de Fermat (Teorema 3.1.3). Os casos g = 2, tesselagao {10,5}, e g =7,
tesselacao {30, 15}, serdo os casos tratados neste trabalho para exemplificar tais tesselagoes.
Observamos que para 2 < g < 7 nao temos nenhum valor de g que satisfaca a condicao de
Fermat. De fato, para estes valores temos as seguintes tesselagoes: {14, 7}, {18,9}, {22,11}
e {26, 13}, para g = 3,4,5 e 6, respectivamente, cujos valores de p e ¢ de cada uma destas
tesselacoes nao podem ser decompostos como poténcias de 2 ou poténcias de 2 e nimeros
distintos de Fermat.

Construimos dois grupos fuchsianos obtidos através de dois emparelhamentos diferentes,
sendo que um deles é o emparelhamento diametralmente oposto que como vimos é o caminho
homologicamente nao trivial com a maior distancia minima possivel. Neste trabalho, I ., ¢
usado para indicar o grupo fuchsiano obtido através do emparelhamento diametralmente oposto
e I'},1» ¢ usado para indicar o grupo fuchsiano obtido através de um emparelhamento diferente
que sera apresentado na Secao 3.4.2.
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3.4.1 Grupo Fuchsiano I’ , via Emparelhamento Diametralmente
Oposto

Seja Pyg+2 0 poligono hiperbdlico regular de 4g + 2 arestas associado a tesselacao {4g +
2,29 + 1}, onde g > 2 é o género da superficie associada. Consideremos

Uy, U2y .« ., Ugg42 € V1, V2,...,V4942

como as arestas e os vértices de Pyg19, respectivamente, dispostos em ordem ciclica fixa no sen-
tido anti-horario. Utilizando o emparelhamento diametralmente oposto, as isometrias 77,75, . ..,
15,1 para este emparelhamento sao tais que

T7(u;) = Uiyog+1, onde i=1,...,29+ 1. (3.20)

Por meio destes emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientdvel D?/ [y40 de
género g. Se conhecermos a transformagao 77 podemos escrever os outros elementos de I'ygyo
como conjugacoes de T} por meio de poténcias de T¢:, onde T é uma tranformacao eliptica de
ordem 4g + 2 com matriz associada

el L (3.21)
0 e nb

Ti(ur) = uggre € Tor(ur) € {u;, onde i=2,... 49+ 2}, (3.22)

tal que

onde r; é a poténcia de 7. Como a transformacao 77 emparelha a aresta u; com a sua
diametralmente oposta us,12, segue que a sua matriz associada Aj é dada por (3.4).

Agora, sejam A} as matrizes correspondentes as transformacgoes 77, com i = 2,...,2g + 1.
Assim, segue de (3.20) e (3.22) que

Ar=C A CY ) onde i=2,...,29 + 1. (3.23)

Portanto, por (3.17) e pelo Teorema 3.1.1, obtemos os geradores do grupo fuchsiano |
utilizando o emparelhamento diametralmente oposto das arestas. Para esta tesselacao, por (2.6),
devemos ter

p_ dg+2 5
q 29+1
ciclos de vértices de comprimento ¢ = 2g + 1. Estes ciclos de vértices sao dados por

g1 ={v1,v3, ..., 0ag41} = {vain1]t =0,...,2¢g} (vértices impares)

€9 = {v2, V4, ..., Uagra} ={vnli =1,...,29+ 1} (vértices pares).

Assim, por meio do processo de construgao dos ciclos €1 e €9, podemos determinar a estrutura
algébrica deste grupo através da seguinte representacao

Zg-l,-Q = <T1*7 cee 7T2*g+1 : Tl* © (T;)il © T; ©...0 T2*g—1 © (T;g)il © (T;g—&-l)il = Zd
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e (Ty) 'oTso(Ty)  o...0 (T;‘gil)*1 0Ty, 0 (T2*g+1)71 = id).

Com o intuito de exemplificar este processo e obter além do grupo fuchsiano, também o
grupo fuchsiano aritmético, vamos considerar g = 2, ou seja, a tesselagdo {10,5}. Para o
emparelhamento diametralmente oposto temos a seguinte associacao das arestas:

U1

Ve

Figura 3.4: Pjg-emparelhamento diametralmente oposto

Dessa forma, as isometrias para este emparelhamento sao dadas por
T (u;) = ujys, onde i=1,...,5. (3.24)

Como a transformacao 77 emparelha a aresta w; com sua diametralmente oposta, pelo
Teorema 3.1.1, segue que

-1l
2cos T \/2cos £+2cos 2?#'61 10

2sen - 2sen -
AT _ sen102 i sen{; ’ (325)
\/2cos E+2cos %-eiz 10 2cos ¢
2sen{G 2sen{g
e as demais matrizes correspondentes as transformacoes 17", i = 2,...,5, obtidas através de

conjugagoes da matriz A}, sao dadas por
Ar=CtAC~ Y onde i =2,...,5. (3.26)

Por meio desses emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientdvel D?/I';, de
género 2. Assim, a estrutura algébrica deste grupo fuchsiano tem a seguinte representacao

iy = (Ty,..., T« Tyo(Ty) toTio(Ty) toTy =Ide (T7)  oTyo(Ty) L oTyo(Ty) ™" = id).

Consideremos agora g = 7, ou seja, a tesselagao {10, 5}, porém ainda considerando o empare-
lhamento diametralmente oposto das arestas, como apresentado na Figura 3.4 para a tesselagao
{10,5}. As isometrias associadas ao poligono regular hiperbélico Psy sao dadas por:

T (u;) = uiy15, onde i=1,...,15. (3.27)
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Como a transformacao 77 emparelha a aresta w; com sua diametralmente oposta, pelo
Teorema 3.1.1, segue que

2sen = A/ 2cos =42 cos 2—"-833157
25€en gy i5 15

2sin & 2sen -
AT — m 302 _;3lxm SenBO 3 (328)
y/2cos {g+2cos {5-e ' 30 2cos &
2senzg 2senzg
e as demais matrizes correspondentes as transformacgoes 77", onde i = 2,..., 15, obtidas através

de conjugacoes da matriz A}, sao dadas por
Ar=C"tAC~ Y onde i =2,...,15. (3.29)

Por meio desses emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientéavel D?/T'%, de
género 2. Assim, a estrutura algébrica deste grupo fuchsiano tem a seguinte representacao

Ui = (Ty,..., Ty - Tyo(Ty) to...o(Ty) ol =1Ide (T}) T oTyo...0Tf o (T) " = id).

3.4.2 Grupo Fuchsiano '}, via um Emparelhamento Diferente

Com o intuito de mostrar um isomorfismo entre dois grupos fuchsianos aritméticos proveni-
entes de emparelhamentos diferentes, que sera visto na Secao 4.1, veremos agora a contrucao do
grupo fuchsiano I'}, proveniente da tessela¢ao {4g + 2,2¢g + 1}, para g = 2, utilizando um outro
tipo de emparelhamento sem ser o emparelhamento normal e o diametralmente oposto. Para
isso, consideremos as arestas uy, us, ..., u1g do poligono fundamental P;, associadas da forma
como na Figura 3.5.

V6

Figura 3.5: Outro emparelhamento das arestas de Py

As isometrias para este emparelhamento sao

T (uy) = ug, Ty (ug) = ug, Ty (ug) = us, Ty(ur) =ug e Tx (ug) = uip. (3.30)
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Como a transformacao 77 emparelha a aresta u; com sua diametralmente oposta, segue que
A} = A7, obtida em (3.25). E, as demais matrizes A$’s correspondentes as transformagoes 7;’s,
com i = 2,...,5, obtidas através de conjugacoes da matriz AJ, sao dadas por

AS=C2A07Y, AS=CTASC™2, A = CPAC e A2 = CHTASCE. (3.31)

Por meio desses emparelhamentos, obtemos novamente uma superficie compacta e orientavel
D?/T3, de género 2. Dessa forma, a estrutura algébrica deste grupo fuchsiano tem a seguinte
representacao

T = (TF, ..., T2« TtoTro(T2) o (T) oTt =Ide (T?) o T3 o (I3) " o (I3) " o IS = id).

Os préximos resultados mostram o processo de identificagao dos grupos fuchsianos aritmé-
ticos derivados de uma algebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros totalmente real. As
demostragoes seguem de modo analogo a dos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3.

Teorema 3.4.1 Os elementos dos grupos fuchsianos I'j,, e I'Sy sao identificados, via isomor-

\/10+2\/5}

fismo, com os elementos da ordem dos quatérnios O = (\/5, —1)g, onde R =17 { 5

Teorema 3.4.2 O grupo fuchsiano I'}, e 'S, associados com o poligono hiperbélico reqular Py,
sao derivados da dlgebra dos quatérnios A = (\/5, —1)k, sobre o corpo de nimeros totalmente

real K =Q (—”10;2\/5) onde [K: Q] =4.

Na Secao 4.1.1, apresentamos exemplos da forma dos geradores que caracterizam os grupos
fuchsianos aritméticos I'j, e I'}, provenientes da tesselagdo {49 + 2,29 + 1}, para g = 2, de
acordo com os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2.

3.5 Grupo Fuchsiano Aritmético {12g — 6,3}, para g =3

Nesta se¢ao consideramos a tessela¢ao {12g—6, 3}, com g > 2. Os poligonos desta tessela¢ao
contem 12g — 6 lados e cada vértice é o encontro de 3 desses poligonos. Esta tesselacao gera
superficies de género g e para cada g, podemos obter o grupo fuchsiano I';p4_¢ associado através
da identificagao das arestas de um poligono regular Pja,_g, de 12g — 6 arestas em D?. Da mesma
forma, como vimos para a tesselagao {4g+2,2¢ + 1} na Segao 3.4, o grupo fuchsiano aritmético
nem sempre pode ser obtido para qualquer género g da tesselagao {12g — 6,3}, pois nao temos
muitos valores de ¢ tais que p = 12g — 6 satisfaz a condi¢ao de Fermat (Teorema 3.1.3). De
modo a exemplificar a construcao destes grupos para esta tesselagao, consideramos a tesselagao
{30, 3}, ou seja, o grupo fuchsiano aritmético I'sg. Observamos que para g = 2 nao é possivel
obter o grupo fuchsiano aritmético associado através da construcao proposta neste trabalho,
pois p = 18 nao pode ser decomposto como poténcias de 2 ou poténcias de 2 e niimeros distintos
de Fermat.

Seja Ps3g o poligono hiperbdlico regular de 30 arestas associado a tesselagao {30, 3}, ou seja,
associado a tesselagao {12¢ — 6,3} para g = 3. Consideremos

Uy, U2,...,U30 € V1,V2,...,V30
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como as arestas e os vértices de Psq, respectivamente, dispostos em ordem ciclica fixa no sentido
anti-horario.

Para esta tesselagao acreditamos nao ser possivel obter o emparelhamento diametralmente
oposto, pois em [40] foi feita uma busca exaustiva de 927 tipos de emparelhamentos de arestas de
poligonos hiperbdlicos regulares que geram superficies de género 3, e para a tesselacao {30, 3},
nao foi encontrado um emparelhamento em que todas as arestas sao identificadas com a sua
diametralmente oposta. Dessa forma, utilizando um dos emparelhamentos apresentado em [40] o
qual foi descrito detalhadamente em [20], construimos este grupo através da seguinte associagao
das arestas:

{Uh u16}7 {U2, ul?}u {U?n U30}, {u4, U7}7 {U57 U20}7 {U6, U21}7 {Ug, uzg}, {Ug, u12}7

{U10, Uzs}, {U117 UQG}; {Uls, U28}> {U14, Uzs}, {u15a Uls}, {U197 U22}7 {U24, U27}-

Através da Figura 3.6, vemos como este emparelhamento é obtido no poligono regular hi-
perbdlico Psp.

Figura 3.6: Emparelhamento das arestas de P

Assim, as isometrias T4, 75, ..., T15 para este emparelhamento sao tais que

Ti(u;) = wireg—3 € Ti(Uiy1) = Uiygg—2, onde i =1,2;
Ti(usysi) = ur2g—6-i € Ti(Uaqsi) = Urgs;, onde i =0,]1;
Tz‘(u69+5z‘) = Ugg—3—i € Tz‘(uﬁg+1+5z‘) = Ueg+4+5i) onde 7 =0,1;
Tz‘(u5g—2) = U11g-5,

(3.32)

onde g = 3.
Por meio destes emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientavel D?/T'5y de
género g = 3. Se conhecermos a transformacao 77 podemos escrever os outros elementos de I's



80 Capitulo 3. Construcao de Grupos Fuchsianos Aritméticos

como conjugacoes de T por meio de poténcias de T, onde T é uma tranformacao eliptica de

c_ ( ew 0 ) , (3.33)
0 e 30

To(u) =ug e Teori(ur) € {u;, onde i=2,...,30}, (3.34)

ordem 30 com matriz associada

e tal que

onde 7; é a poténcia de Ty, Como a transformacao 77 emparelha a aresta u; com sua diame-
tralmente oposta w4, pelo Teorema 3.1.1, segue que

;31
s s 2w 1
2 CO! A/ 2cos Z=+2cos =X-e 30
S 3 €S 15 S 73

2sen = 2sen -

Ay = / = 30277 —i8lx 37? . (335)
2 cos 1—5+2 cos St-e 30 2 cos 3
2sen 2~ 2sen =~

30 30

Para esta tesselagao, por (2.6), tem-se

= =10

p 12g—6 30
g 3 3

ciclos de vértices de comprimento ¢ = 3. Estes ciclos de vértices serao dados por

€1 = {017017,113} y €2 = {U2aU18>UIG}
€3 = {U47U87USO} ) €4 = {715,’021,?)7}
€5 = {U67U227U2O} y €6 = {U97U13,U29}
€7 = {Ulo, V26, 012} y &8 = {01171127,1125}
€9 = {013, V29, Ug} y €10 = {01477124,1’28}-
Assim, por meio do processo de construcao dos ciclos &1, . . . , €19, podemos determinar a estrutura

algébrica deste grupo através da seguinte representagao

Tsg = (T1,...,Tys : Tyo(Ty) L oTy=id; Tyo(Tis) o (Th) ' =id;
TyoTro(T3) ' =id; Tso (Ts) " o(Ty) ' =id; Tso (Tw) 'o(Ts) ! =id;
TyoTho(Ty) t=id; Tyo(Ty) o (Tx) " =id; Tio (Tis) ' o(Ty) ' =id;
Tho(Ty)  oTy=id; TypoTyso (Ty) " =id).
Os préximos resultados mostram o processo de identificagao dos grupos fuchsianos aritmé-
ticos derivados de uma algebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros totalmente real. As

demostragoes seguem de modo anélogo a dos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3, de acordo com a forma de
seus geradores.

Teorema 3.5.1 [53] Os elementos do grupo fuchsiano I'sy sao identificados, via isomorfismo,
com os elementos da ordem dos quatérnios O = (=4 + 260, —1)g, onde R = Z[0;] e

9:\/9+\/5+\/30—6\/5 e 0 =V3+6. (3.36)
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Teorema 3.5.2 [53] O grupo fuchsiano I'sy, associado com o poligono hiperbdlico regular Psg,
¢ derivado da dlgebra dos quatérnios A = (—4+ 20, —1)k, sobre o corpo de nimeros totalmente

real K = Q(0,), onde [K: Q] =8 ¢, 6 e 0, sao dados como em (3.36).

Para finalizar, apresentamos um exemplo, construido em [53], que mostra a forma dos gera-
dores do grupo fuchsiano aritmético I'3g de acordo com os Teoremas 3.5.1 e 3.5.2. Segue através
dos geradores e dos Teoremas 3.5.1 e 3.5.2, que o grupo fuchsiano aritmético I'sy é um exemplo
de grupo fuchsiano aritmético derivado de uma algebra dos quatérnios do tipo A = (0;, —1)x,

onde #; € K = Q(0).

Exemplo 3.5.1 [53] Seja Py o poligono hiperbdlico reqular associado a tesselag¢io {30,3}.
Consideremos o emparelhamento das arestas de Psy como apresentado na Figura 3.6. Os gera-
dores para o grupo fuchsiano aritmético I'3g obtidos através deste emparelhamento sao:

1 o 1, wi
T+l — k),

x1+2v/ —4+20 —wi1vV —4+20
Gl - = 90(

8 8
—wi1v—4420 212V —44260
8 8

2x1—y2v/ —4+26 —way/ —4+20

_ 16 16 _ T Y2 wa
Gy = —wor/—A120 2wy 4yon/—4120 = o(F —%i— %k),
16 16
4x1—y3v/ —4+260 w3V —4+20
— 32 96 _ 1 ys; o ws
Gs = way/— 4420 4a1+y3V/—4+20 = (3 - 8i+ gk,
9% 32
4xq — Y4V —44-20 —way —4+20
_ 32 32 _ T Ya; _ wa
Gy = —wu/—A420  Awityav/—4520 = o(F —5Hi— 5k,
32 32
2x1—ysv —4+20 —ws5v —4+20
Q. — 16 16 = (L — B usp)
5 —ws/—4420  2x14ysV/—4+20 3 16 16 )
16 16
2x1—yeV —4+20 weV —4+20
_ 16 16 _ T Y6, | we
Ge = wev/—4120  2z14ye/—4+20 = (T — %+ 5%k
16 16

onde

21 =8+ 4v5 + (34 v5)V30 — 6v5, w; =3v3+V15+ (24 v5)V10 — 2v/5

Yo =9+ 5vV5 + (2+V5)V30 — 65, wy =3 +VI5+ V10 —2V5

ys = 12+ 8v/5 4+ (3 + v5)V30 — 615, ws = 24v/3 4+ 12v/15 + (5v/3 4 3v/15)/30 — 61/5
ys =64+ 25 + (1 +/5)v30 — 65, wy = 103 + 615 + (74 3v5)V 10 — 2/5

ys = 114+ 3v5 + (2+v5)V30 — 65, ws =3+ 15+ (24 v5)V10 — 2v/5

Yo = 74 3vV5 4+ (2 +v5)V30 — 65, ws = 5v3+ V15 + (2+v5)vV10 - 2v/5

0:\/9+\/5+\/30—6\/5.

Como x1, w1, Ya, Wa, Y3, W3, Ya, Wy, Ys, Ws, Ys, We € Z[01], onde 0; = \/§+0, seque através dos Teo-
remas 3.5.1 € 3.5.2, que a ordem dos quatérnios associada com o grupo fuchsiano I'sy derivado da
dlgebra dos quatérnios A = (—4+20,—1)g, € O = (—4+420,—1)g, onde R =7Z[01], K = Q(6,)
e [K:Q]=8.
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Capitulo

Isomorfismo entre Grupos Fuchsianos
Aritméticos, Descricao de Corpos de Numeros
Totalmente Reais como Subcorpos de Corpos
Ciclotomicos e Ordens Maximais dos Quatérnios

Como mencionado no Capitulo 2 nosso interesse é obter grupos fuchsianos que podem ser
associados a uma algebra e uma ordem dos quatérnios, os quais chamamos de grupos fuchsianos
aritméticos, com o intuito de obter constelacoes de sinais no plano hiperbédlico. No Capitulo
3, construimos de fato estes grupos considerando tesselagoes hiperbdlicas regulares {p, ¢} que
geram superficies de género g > 2. Neste sentido, nosso objetivo neste capitulo é apresentar
algumas aplicacoes decorrentes da construcao destes grupos, principalmente na area da teoria
de cédigos e reticulados.

Iniciamos, na Segao 4.1, apresentando um isomorfismo entre grupos fuchsianos aritméticos
provenientes de emparelhamentos diferentes. Uma motivacao para a construcao deste isomor-
fismo segue pelo fato de que em codificagao quantica topoldgica o emparelhamento diametral-
mente oposto é o mais desejado, pois este é o caminho homologicamente nao trivial com a maior
distancia minima possivel, [2]. Como consequéncia, o cédigo resultante apresenta uma capaci-
dade de correcao de erros maior dentre todos os cédigos oriundos dos demais emparelhamentos.
Porém, até entao, os grupos fuchsianos obtidos na literatura apresentavam em sua construgao
o emparelhamento normal devido a sua baixa complexidade computacional. Sendo assim, utili-
zando o referido isomorfismo, fixado o género g da superficie pode-se utilizar o grupo fuchsiano
aritmético proveniente de qualquer tipo de emparelhamento, pois sao dois a dois isomorfos.

Além disso, na Secao 4.2, descrevemos alguns dos corpos de numeros que utilizamos para
construir grupos fuchsianos aritméticos no Capitulo 3, como subcorpos maximais reais de corpos
ciclotomicos pelo fato destes sucorpos serem totalmente reais. Mais precisamente, 0s corpos
utilizados s@o os corpos da forma K = Q(#), onde 6 é dado em (3.19). Utilizando radicais e
trigonometria, nos resultados que veremos na Secao 4.2, estabelecemos relagoes entre subcorpos
maximais reais de corpos ciclotomicos e extensoes de corpos envolvendo radicais finitos.

33
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Umna primeira apordagem neste aspecto fol feita em [21I] utiizando O COrpo de€ NUIMeros

totalmente real Q(6), onde 0 = \/2 + 124 ...+ 2, tendo como objetivo obter a estrutura

dos subcorpos do corpo ciclotémico Q((or). Nossa motivagao neste e nos demais casos que sao

tratados neste trabalho estd em caracterizar os corpos de nimeros totalmente reais obtidos a
partir destas relagoes, além de seu anel dos inteiros, com o intuito de obter ordens maximais dos
quatérnios para algebras dos quatérnios em que temos interesse em construir grupos fuchsianos
aritméticos.

Além desta primeira motivagao, Giraud et al., em [25], conjecturam que o homomorfismo

canonico do anel de inteiros de Q(0), onde 0 = \/2 + V24 ...+ /2, pode ser utilizado para
construir um reticulado Z"-rotacionado. Posteriormente em [4] e [7], de modo independente, os

autores apresentam uma construcao de reticulados Z"-rotacionados utilizando o subcorpo maxi-
mal real do 2"-ésimo corpo ciclotomico Q((ar ), que sao bons para o canal com desvanecimento do
tipo Rayleigh. J& em [29], também utilizando subcorpos maximais reais de corpos ciclotémicos,
foram obtidas versoes rotacionadas do reticulado D,, para n = 272, para r > 5, sendo estes
simultaneamente eficientes para ambos os canais, gaussiano e do tipo Rayleigh. Sendo assim,
acreditamos que com a associacao de grupos fuchsianos aritméticos com subcorpos maximais
reais de corpos ciclotomicos, serda possivel mostrar relagoes entre os reticulados hiperbélicos,
caracterizados por ordens dos quatérnios maximais, com versoes rotacionadas do reticulado Z"
ou do reticulado D,,.

Para finalizar, na Secao 4.3, apresentamos as ordens maximais dos quatérnios, ou equiva-
lentemente os reticulados hiperbdlicos completos, associados a grupos fuchsianos aritméticos
obtidos no Capitulo 3. Os grupos obtidos no Capitulo 3 foram construidos utilizando a ordem
usual dos quatérnios O = (0, —1)g, que é caracterizada pelo anel dos inteiros R = Zx e com
a mesma base {1,1,7, k} da dlgebra A = (0, —1)k associada. Esta ordem usual nao é maximal
para os casos tratados neste trabalho (ver caso particular no Exemplo 2.2.7). Porém, quando
uma ordem maximal dos quatérnios ¢é identificada com os elementos de um grupo fuchsiano via
isomorfismo, tornando-o aritmético, temos um rotulamento completo dos pontos da constelagao
de sinal associada. Neste sentido, nosso objetivo, na Segao 4.3, é obter ordens maximais dos
quatérnios M 2O O = (0, —1)g, identificadas através de uma base, para algumas algebras dos
quatérnios as quais possibilitaram a construcao de grupos fuchsianos aritméticos descritos no
Capitulo 3. Como veremos, estas ordens maximais nao sao imediatas para os corpos de niimeros
tratados neste trabalho e quanto mais aumentamos o grau das extensoes destes corpos sobre os
racionais, maior a complexidade para obter uma base que caracteriza estas ordens maximais.
Para obter tais bases o uso do software Magma foi indispensavel.

Neste capitulo sao apresentados também, na Subsecao 4.3.4, dois exemplos utilizando os
conceitos e resultados vistos durante todo este trabalho com o intuito de dar mais clareza aos
resultados apresentados.

4.1 Isomorfismo entre Grupos Fuchsianos Aritméticos

O objetivo desta secao é mostrar que existe um isomorfismo entre dois grupos fuchsianos
aritméticos derivados de uma mesma tesselagdo {p,q}, porém que foram obtidos utilizando
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emparelhamentos diferentes. Para exemplificar tais resultados iremos provar este isomorfimo
para a tesselacdo {4g,4¢} utilizando os grupos I'y, e I'},, e para a tesselagao {49 + 2,29 + 1}
para o género fixado g = 2, ou seja, para a tesselacao {10,5} utilizando os grupos I'j, e I'Y,.
Lembramos que os grupos I'y,, I}, I}y e ['; foram construidos nas Segoes 3.3 e 3.4.

Na Secao 3.3 apresentamos os grupos fuchsianos I'y, e I'}, da tesselacao {4g,4g} obtidos
através do emparelhamento normal e do emparelhamento diametralmente oposto das arestas.

O resultado a seguir mostra que existe um isomorfismo entre estes dois grupos.

Teorema 4.1.1 Se I'y,, I}, C PSL(2,C) sdo grupos fuchsianos associados a tesselagao {4g,4g}
provenientes dos emparelhamentos normal e diametralmente oposto, respectivamente, entao
[y =T7,.

Demonstracao: Dado um género g, consideremos I'; e I'y grupos fuchsianos em H?, ou seja,
subgrupos de PSL(2,R). Assim,

[ =f"olyof e Ty=f"oT}of,

onde f é como em (1.4). A existéncia destes grupos é garantida pela Observacao 2.1.2. Além
disso, se considerarmos os isomorfismos de grupos ¢; : I'y — I'yg e @9 : I'y — Fzg dados por

01(T) = ¢o(T) = f'oTof,

segue que
'y ~Ty e Ty~ Fzg.

Para i = 1,...,2g, sejam A; e A} as matrizes correspondentes as transformacoes T; e T,

respectivamente. Assim,
Gi=fTAf e Gf=[fTAHf,

sao os geradores dos grupos I'y e I's, respectivamente, onde ¢ = 1,...,2¢g e considerando a
multiplicacdo usual de matrizes. Como I'1,I'y; C PSL(2,R), segue pelo Lema 3.1.1, que os
correspondentes geradores G; e GF sdo da forma dada em (3.7). E, pela forma como foram
construidos os grupos I'; e I'y, definidos a partir de 'y, e I}, segue que G, Gf C M(2, Q(V9)),
ambos para o mesmo valor de 6, onde 6 depende do género g e é como em (3.19). Logo, existe
um isomorfismo ¢ : I'y — 'y em que

v(G;) =G
Portanto, pela cadeia de isomorfismos

F492F12F22F*

49>

segue que I'yy ~ 17 . ™
O resultado a seguir estabelece o isomorfismo entre os grupos fuchsianos aritméticos I'j, e

'}, construidos na Secao 3.4, onde a prova segue de forma andloga ao do Teorema 4.1.1, através

da forma dos geradores destes grupos.

Teorema 4.1.2 Se I';,, '}, € PSL(2,C) sdo grupos fuchsianos associados a tesselag¢io {4g +
2,29 + 1} provenientes dos emparelhamentos apresentados na Segdo 3.4, entao I'jy ~ T'%,.

Demostragao: Segue de forma analoga ao Teorema 4.1.1, porém considerando a forma dos
geradores de T, e I'}, e o valor de § = /5 fixo. ]
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4.1.1 Exemplos

Como uma aplicacao do Teorema 4.1.1, apresentamos a seguir dois exemplos onde obtemos
*

os geradores dos grupos fuchsianos aritméticos I'y, e I'}, para g = 4, utilizando o algoritmo
proposto na Se¢ao 3.2 e mostrando que estes grupos sao isomorfos, através do Teorema 4.1.1.

Exemplo 4.1.1 Seja Pig o poligono hiperbdlico reqular associado a tesselagdo {16,16}. Con-

sideremos o emparelhamento normal das arestas de Pig. Utilizando o algoritmo proposto na
Secao 3.2, obtemos os sequintes geradores para o grupo fuchsiano aritmético I'yg :

G, =

N =

= (1 — i+ 1) —wik) ,
—2—wiV2+V2 3+ V242 ?

( T — V24 V2 21—w142+\/§> 1

G - T—wiV2+ V2 V24 V2 |
’ P\ V24 V2 ot wvV2+ V2

=

so(x1 —wii+ 215 + yik) |

4 4
Gy, = 1 1+ % 42—|—\/§ Z1+w142—|—\/§ = %go(x1+y1i+z1j+w1k),
—21 t+w; 2+\/§ I — Y1 24_\/§
+wiV24+V2 o —mV2+V2 . -
G, = L[ ™ = (@1 +wii+z1j — k)
P\ V2 4+ V2 2w V242 ’

4 4
Ty — 24+vV2 zt+wvV2+V2 . .
Gs = % 1~ Y \ \/_ 1 14 \/_ _ %(p(wl—y12+zlj+w1k),
—2 +wV2+V2 i+ V2+V2

T w24+ V2 sy V242

Ge = 3 = Lo(z; +wii+ 215+ wk) ,
2 —zl+y142+\/§ T — w2+ V2 2

G - 1 AR V2IHEV2 w2+ V2 ) Lo+ i + 21) — wnk)
2 —zl—w142—|—\/§ Il—y1\4/2+\/§ 2 ’

N
N

o(ry —wii + 3j — %k:) ,

e - (.%1-11]1\4/2"‘\/5 Zl—y142+\/§>
g =

—»2’1—y14 24+vV2 7 +wivV2+V2
onde 1 =2+ V2+ V2, 1 =2+ V2 +2V2+V2, 21 = (1+V2)2+ V2 +V2) ew; = V2.

Assim, de acordo com o Teorema 3.5.2, seque que a ordem dos quatérnios associada com I'ig
¢0 = (V2 V2, —1)gr, onde R = Z[\/2 + \/5] e, de acordo com o Teorema 3.3.3, seque que
T's € derivado da dlgebra dos quatérnios A = (V/2++v/2,—1)k, onde K = Q(v/2+?2) e
[K: Q] = 4.

Exemplo 4.1.2 Seja Pig 0 poligono hiperbolico reqular associado a tesselagdo {16,16}. Vamos
considerar agora o emparelhamento diametralmente oposto das arestas de Prg. Utilizando o al-

goritmo proposto na Secao 3.2, obtemos os sequintes geradores para o grupo fuchsiano aritmético
M-
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. [ i V24HV2 w2+ V2 1 .
Gl = 3 4 4 = 590(961 +y1t —wn k)
24+V2 1 —ypV2+V2
+12V2+ V2 V2+V2 .
G o= 4" = 3021 + yoi — wak) ,
? 2( —weV/24+ V2 T —1V2+ V2 2
+weV2+V2 -y V24 V2 .
Gy = L[ ™ = Lo(xy + wei — yok) ,
’ e V24+V2 w2+ V2 ’
+wiV2+V2 V24 V2 .
G = LM = Lo(xy +wii —yik) ,
P V22 s wiV2 402 ’
+ w2+ V2 ZJ142—|—\/§ .
Gy = 1™ = so(1 +wii+ yik)
’ ? yivV2+V2 T V242 2
o o— 1 mtwyV2+V2 V2 +2 Lyt wni - h)
0 2 1V 2+ V2 1 2V2+ V2 2 7
G: = 1 Ty + Yo Y 2+ \/§ UJ2,4/2 + \/§ — l@(xl + y2@ + w2k;)
7 2 w242+\/§ _y242+\/§ 2 ’

1y or ) so(@1 +yii + wik) |
— Y1

onde 11 = 2+2v/2(1+ 2+ C = V2, w1 = 24V24+2V2 4+ V2, g = V2(1+ V2 +V2)
ews =2+vV24+V2vV2+ V2. Asszm, de acordo com 0s Teoremas 3.83.2 e 3.3.3, seque que a

ordem dos quatérnios associada com o grupo fuchsiano I'jy derivado da dlgebra dos quatérnios

A=(2+V2 -1k, €0 = (V2+V2,—1), onde R = Z[V2+ V2], K = Q(v/2+V2) ¢
K: Q] = 4.

or - 1 T+ V2+V2 V2 + /2
8§ — 32 4
w1 2+\/§

Os exemplos a seguir mostram o isomorfismo estabelecido no Teorema 4.1.2 entre os grupos
I't, e I'}, provenientes da tesselagao {10, 5}, onde os geradores dos grupos '},
utilizando o algoritmo apresentado na Secao 3.2.

el'}, foram obtidos

Exemplo 4.1.3 Seja a tesselagao {10,5} e considere o emparelhamento diametralmente oposto

das arestas, sobre as arestas do poligono Pig. Utilizando o algoritmo proposto na Segcao 3.2

obtemos os sequintes geradores para o grupo fuchsiano aritmético I'}, :

%(xl—(‘/g _wl%) _

—wiV5 w + V5

ti—xvb  —LV5
4
Gy = 2%(?51 é/l\/g 0

Gy = o(ry — 1 — wik),

N

V5t V5
s ) = et =)
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tp —xvV5  LVb ,
G* L( 1l1\5;15\/_ tl—:rl_%) = %@(t1—$1l+llk);

% IE1—\4/5 w1\4/5 .
Gy = %( w5 1+ 5 = %‘P(xl—2+w1k),

onde ©1 = 34+ Vb, w1 = V/5+2V5, t1 =6+2v5, L = V10+2V5 e y1 = 2+ 2V5. As-

sim, de acordo com os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2, seque que a ordem dos quatérnios associada

ao grupo Iy, derivado da dlgebra dos quatérnios A = (V/5,—1)g, é O = (v/5,—1)g, onde
(\/10+2 ) K=0Q (\/10+2\/> [K Q] -4

Exemplo 4.1.4 Considere novamente a tesselagao {10,5} mas agora com o emparelhamento
das arestas de Py como apresentado na Figura 3.5 e através das isometrias (3.30). Utilizando
o algoritmo apresentado na Segcao 3.2, obtemos os sequintes geradores para o grupo I'S;:

G — 1 351—\4/5 —w1%
! 2 —w1\4/g $1+%

o(xy —i —wr k),

[

° w1 —Z1 — l1\4/5 .
G2 N % ( 21— 11\4/g wq ) N %Sp(wl ST llk)’
2wy — yl —221 — l1\4/3

—21 + l1\/5
21+ ll w1

e — 1 (2101-1-3/1\/5 —221—”1\4/3)
5 — 22

e _ 1 _ 1 . . .
Gy = 2( 221—l1\/_ 2w1+y1\/5) 5202wy — yii — 2215 — k),

= 1o(w; — z1j + Lk),

2o LV 2un g5 ) = PRty =227+ L),
onde T, = 3—1-\/3,11)1 = \/5+2\/3, z2 = 2+\/3, I, =1++5 ey = 10 + 2v/5. Assim,

de acordo com o Teorema 3.4.1, seque que a ordem dos quatérnios associada com I'j; € O =

(\/5, —1)gr, onde R =7 <10+2\/5) e, de acordo com o Teorema 3.4.2, seque que 'S, € derivado

da dlgebra dos quatérnios A = (v/5,—1)k, onde K = Q (—”10;2\/5) and [K : Q] = 4.

Observacao 4.1.1 Embora os geradores vistos nos exemplos anteriores terem a mesma forma,
como em (3.7), tem-se que sao distintos em cada uma das tesselagoes e para g fixado. Disto seque
que estes geradores geram grupos fuchsianos aritméticos diferentes, entretando, pelo Teorema
4.1.1, seque que os grupos apresentados nos FExemplos 4.1.1 e 4.1.2 sao isomorfos. O mesmo
ocorre com o0s grupos obtidos nos FExemplos 4.1.3 e 4.1.4, sequndo o Teorema 4.1.2. Além
disso, ambos 0s grupos fuchsianos aritméticos sao derivados da mesma dlgebra dos quatérnios.
No caso da tesselagao {16,16}, os grupos I'ig e I'fs sdo derivados da dlgebra dos quatérnios
A=(V2+ V2, -1k, onde K = Q(\/2 ++/2) e para a tesselagcio {10,5}, os grupos T, e T'S,

sio derivados da dlgebra dos quatérnios A = (v/5, —1)x, onde K = Q (—W)
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4.2 Descricao de Corpos de Numeros Totalmente Reais
como Subcorpos de Corpos Ciclotomicos

Nosso objetivo nesta secao € associar corpos de numeros totalmente reais, caracterizados por
expansoes finitas de radicais, com subcorpos de corpos ciclotoémicos. E de grande interesse traba-
lhar com corpos ciclotomicos pois esta classe de corpos desempenha um papel muito importante
na teoria algébrica dos nimeros uma vez que sao conhecidos os anéis dos inteiros algébricos
destes corpos e pode-se obter uma expressao para calcular o seu discriminante. Esta associagao
em que estamos interessados se dd pelo Teorema de Kronecker-Weber (Teorema 1.3.9), que diz
que toda extensao abeliana finita dos racionais esta contida em um corpo ciclotomico, e o menor
n € N tal que K C Q(¢,) é chamado condutor do corpo K (Definigao 1.3.20).

Se 0 € R entao pela formula do arco metade para cossenos da trigonometria, segue que

1 20
cosﬁ—iwﬂ%. (4.1)

Considerando ¢ = 7, onde n € N, tem-se que
1 4 cos (2= 1 2
COS<Z>: J:— 2+ 2cos il ,
n 2 2 n
s 2T
2 cos (—) = \/2 + 2cos (—) (4.2)
n n
27 27T 3 27‘(’
(hn=en =cos|— | +isen| —
n n

a raiz n-ésima da unidade. Assim, a raiz n-ésima da unidade real serd dada por

e entao

Agora, seja

27 _ 2mi

Gt Gl o= ew fem
= cos (%’r) + isen (2”) + cos (—27”) + isen (—2”)
= cos8 (%’T) + 1sen (2”) + cos (27”) —1sen (2”)
= 2005(2”).

n

(4.3)

Assim, sejam L = Q((,) um corpo ciclotomico e K = Q((, + ¢, !) o subcorpo maximal
real de L. A partir dos conceitos trigonométricos e dos resultados sobre corpos ciclotomicos
apresentados na Subse¢ao 1.3.5, nos resultados a seguir apresentamos associagoes de corpos
de niimeros totalmente reais caracterizados por expansoes finitas de radicais com os subcorpos
K = Q(¢, + ¢, 1), para valores especificos de n.

Iniciamos com o caso em que n = 2" apresentado em [21].

Proposicao 4.2.1 [21] Se (or = e> 6 uma raiz 2"-ésima primitiva da unidade, com r > 2,
entio K = Q((or + (3') = Q(6), onde

0:\/2+ 24 ...+ V2,

contendo r — 2 radicais.
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Demonstragao: Inicialmente observemos que pela Equacao (4.3), segue que

Cor + Gl = 2 cos (%) . (4.4)

Faremos a demonstragao por indugao sobre r > 2. Se r = 3, entdo pela Equagao (4.4) segue
que

CS—I—Cgl:Zcos(g) —2£ V2,

contendo 1 radical. Da mesma forma, se r = 4, entao pela Equagao (4.4) segue que

Ci6 + (g —2cos ”2—1—2(}05— \/2—1—\/_

contendo 2 radicais. Suponha por indugao que o resultado seja valido para r, ou seja,

Cor + (ot = 2COS \/2 + /2 4 V2, (4.5)

contendo r — 2 radicais. Agora, demonstraremos que o resultado é valido para r + 1. De fato,

como pela Equagao (4.4),

T
Cor1 + CQZL = 2 cos <§) ,

segue pela Equacgao (4.2) que

m
Cor1 + (oy = \/2 + 2cos <2r_1).

Logo, pela hipétese de indugao, dada na Equacao (4.5), segue que o resultado é valido para

c2T+1+c2T1+1—\/2+\/2+\/2+...+\/§,

contendo r + 1 radicais. Portanto, K = Q(Cyr + (') = Q(6), onde 0 = \/2 + V24 .. V2,
|

contendo r — 2 radicais.

r + 1, ou seja,

Agora, veremos alguns outros casos de nosso interesse, em que obtivemos relagdes entre
subcorpos maximais reais de corpos ciclotomicos e corpos de nimeros totalmente reais dados
através de expansoes finitas de radicais.

Proposicao 4.2.2 Se (59r = ess 6 uma raiz 3.2"-ésima primitiva da unidade, com r > 1,
entio K = Q((zar + (39+) = Q(0), onde

9:\/2+\/2+...+\/2+\/§,

contendo r — 1 radicais.
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Demonstracao: A demostracao serd por inducao sobre r > 1. Observe, inicialmente, que pela
Equacao (4.3) segue que

(320 + C39r = 208 ( i ) : (4.6)
Se r = 2, entao pela Equagao (4.6) segue que
Ci2 + (5 = 2cos <%> = 2£ V3,

contendo 1 radical. Da mesma forma, se r = 3, entao pela Equacao (4.6) segue que

C24+CQ—41:2(308 (%) = 2+2005%: \/2+\/§’

contendo 2 radicais. Suponhamos agora, que o resultado seja vélido para r, ou seja,

\/2+\/2+ 2+f (4.7)

contendo r — 1 radicais. Agora, demonstraremos que o resultado é valido para r + 1. De fato,
como pela Equagao (4.6),

(390 + C;»:er =2 COS

_ e
Cz.2r+1 + C3‘217'+1 = 2cos (3‘21”) )

segue pela Equagao (4.2) que

1 ™
C3.2r+1 + (g gri1 = \/2 + 2 cos (3.21_1 )

Logo, pela Equacao (4.7), segue que o resultado é vélido para r 4+ 1, ou seja,

Gaort1 + (g = 2+\/2+\/2+...+\/2+\/§,

contendo r radicais. Portanto, K = Q((3.0-+(34-) = Q(#), onde § = \/2 + \/2 +. 2+ \/3
contendo r — 1 radicais. [

27i

Proposicao 4.2.3 Se (5o = €527 € uma raiz 5.2"-ésima primitiva da unidade, com r > 1,
entio K = Q((s.or + (5or) = Q(0), onde

0 =42

V10 + 25
+ 2+...+\/2+T\[,

contendo r radicais.
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Quatérnios

Demonstracao: A demonstracao serda por indugao sobre r > 1. Observe, inicialmente, que

pela Equagao (4.3) segue que

_ T
<5.2r + C5.21r = 2cos (W) .
Se r = 2, entao pela Equagao (4.8) segue que

™

Coo + Gogt = 2 cos <E> =

10 + 2v/5
2 )

contendo 2 radicais, pois pela Equagao (4.1), segue que

COS<W>:\/1+COS(%) \/1—{—%(1—1—\/5) 10 + 2v/5

2 - 9 - 1

10

Da mesma forma, se r = 3, entao pela Equacao (4.8) segue que

V104 2v5
C40+C@1:2cos<210> = 2—%2(}051%:\/24_7\/_7

contendo 3 radicais. Suponhamos agora, que o resultado seja vélido para r, ou seja,

C5.QT+C5__21T:2COS< ): 24

T
5.2r—1

V10 + 2v/5
2+"‘+\/2+T\/_’

(4.8)

(4.9)

contendo r radicais. Agora, demonstraremos que o resultado é valido para r + 1. De fato, como

pela Equagao (4.8),

_ s
(5.0r+1 + C5_21T+1 = 2cos (5'271) )

segue pela Equacao (4.2) que

_ T
Coart + (Tl = \/ 2 4+ 2cos (5_2T_1>.

Logo, pela Equacao (4.9), segue que o resultado é vélido para r + 1, ou seja,

10+ 25

<5.2’"+1+C5__21r+1: 2+ 24 2+...—|—\/2—|— 5 ,

contendo r + 1 radicais. Portanto, K = Q((sor + (55-) = Q(6), onde

0= |2+

10 + 2v/5

contendo r radicais.
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Proposicao 4.2.4 Se (3590 = €3527 € uma raiz 3.5.2"-ésima primitiva da unidade, comr > 1,

entio K = Q((359 + (330-) = Q(0), onde

0 =12+

- +\/7+\/5+\/30+6\/5
5 :

contendo r + 2 radicais.

Demonstragao: A demonstracao sera por indugao sobre r > 1. Observe, inicialmente, que
pela Equagao (4.3), segue que

(4.10)

_ T
(3500 + (3500 = 2008 <W) :

Se r = 2, entao pela Equagao (4.10) segue que

7r> B \/7+\/5+\/30+6\/5
- 5 ,

1 (_
Ce0 + Cgo CoS 30

contendo 4 radicais, onde a iltima igualdade foi obtida utilizando o software Mathematica. Da
mesma forma, se r = 3, entao pela Equagao (4.10) segue que

-1 T ™ \/7+\/5+ 30 + 6v/5
C120+C120:2cos(—): 2+200s%: 2+ . |

60

contendo 5 radicais. Suponhamos agora, que o resultado seja vélido para r, ou seja,

T
3.5.2r-1

NP \/7+\/3+\/30+6\/3
' 2

C3-5-2T —I— C3__51,27‘ = 2COS (

contendo r + 2 radicais. Agora, demonstraremos que o resultado é valido para r + 1. De fato,
como pela Equacao (4.10),

B T
(352041 + <3.§.2r+1 = 2cos <3.5.27‘> ’

segue pela Equagao (4.2) que

B v
(35201 + g pren = \/2 2 cos <3.5.2T*1 )

Logo, pela Equagao (4.11), segue que o resultado é valido para r + 1, ou seja,

. 2+\/7+\/5+\/30+6\/5
.. 2 Y

Gasart + Conorr = 4|20 4| 2H4]2+.
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contendo r + 3 radicais. Portanto, K = Q(Cs5.2r + (334-) = Q(6), onde

0 =12+

+\/7+\/5+\/30+6\/5
2 )

contendo r + 2 radicais. [ |

Através dos resultados apresentados nas Proposicoes 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4, segue as
seguintes relagoes entre subcorpos maximais reais de corpos ciclotomicos e corpos de niimeros
totalmente reais obtidos através de expansoes finitas de radicais.

QG + G =Q(V2r var 4 vE) comr > 2
Q(C&QT"’C:;%T):Q(\/Q‘F\/2+...—|— 2—|—\/§> ,com r > 1;

K= 1/— 4.12
Q(C5.2r + C5,2T == \/2 + \/2 + . 2 4+ V104+2v5 10+2\[ com 1 > 17 ( )

Q(Css.2r + Capar) = \/2 + \/2 +. 7+\[+2” 30+6v5 ,com 1 > 1.

\

4.3 Ordens Maximais dos Quatérnios

No decorrer desta se¢ao consideramos édlgebras dos quatérnios do tipo A = (6, —1)x ou
do tipo A = (0, —1)k, onde #; € K e K = Q(f) é um corpo de nimeros totalmente real.
Nosso objetivo é, para cada algebra A = (0, —1)k, obter uma ordem maximal dos quatérnios
M DO = (0,-1)g, onde Zx = Z[#] é o anel dos inteiros de K (ou M D O = (0, —1)z, quando
A= (61,— k).

Estas ordens maximais dos quatérnios sao caracterizadas através de uma base B = {xq, z1,
To, X3}, Ccom Xo, T1, T, T3 € Ik e as formas para estas bases B foram obtidas com o auxilio do
software Magma. Mais precisamente, com o auxilio do software Magma, obtivemos a forma para
base B em casos particulares e a partir de entao obtemos as generalizacoes.

Em todos os casos que serao vistos, para comprovar que uma ordem M caracterizada pela
base B ¢é de fato uma ordem maximal dos quatérnios utilizamos as Proposigoes 2.2.1 e 2.2.5.
Ou seja, para mostrar que M é uma ordem dos quatérnios precisamos verificar que

Trd(z;), Nrd(z;) € Ik, para todo z; € B, onde i =0,...,3. (4.13)
Para mostrar que M é maximal, mostramos que
D(M) =D(A), (4.14)

onde D(M) é o discriminante da ordem M e D(A) é o discriminante da dlgebra A.
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Na Subsecao 4.3.1, apresentamos as ordens dos quatérnios maximais para as algebras

10+2\/5_>
S Oy

Y

A=(V2,-l)gus © A= (

cujas bases associadas nao apresentam a mesma forma obtida nas generalizacoes das algebras
dos quatérnios do tipo A = (0, —1)g(), generalizacoes estas que sao apresentadas na Subsecao
4.3.2. Para finalizar, na Subsecao 4.3.3, apresentamos as ordens maximais dos quatérnios para
as algebras

A= G428 lay o A= (5D ey,

que sao exemplos de dlgebras dos quatérnios do tipo A = (61, —1)g(), onde 6, € Q(0).

Como em todos os casos que sao apresentados nas subsecoes subsequentes nosso objetivo é
provar as condigoes (4.13) e (4.14), repetigoes de expressoes se fazem necessarias a fim de tornar
0 processo o mais claro possivel.

4.3.1 Ordens Maximais dos Quatérnios para A = (0, —1)g_g(), onde
0=+/2ouf = V10+2v5

2

Nesta subsecao, apresentamos os primeiros resultados que obtivemos sobre ordens maximais
dos quatérnios para as algebras dos quatérnios

10 4+ 2v/5

Q<\/10+2\/3)
2
Estas dlgebras sdo casos particulares de algebras dos quatérnios do tipo A = (0, —1)k—g(s)

as quais gereralizamos suas ordens maximais dos quatérnios na Secao 4.3.2. Estes casos sao

V10425 : -
T\[, as bases associadas nao apresentam

mostrados separadamente, pois para 6 = v/2 e =
a mesma forma obtida nas generalizagoes.
Para demonstrar os resultados a seguir mostramos que as bases obtidas para estas ordens

satisfazem as condigoes (4.13) e (4.14).

Teorema 4.3.1 Se A = (0, —1)x ¢ uma dlgebra dos quatérnios, onde 6 = /2, K = Q(6) e
m=[K:Q] =2, entaio M 2 O = (0,—1)z, , onde Ix = Z[0] caracterizada pela base

B = {1,@,%((0+ 1) +9i—|—j),%((9+ 1)z’+k:)}

¢ uma ordem mazimal dos quatérnios para a dlgebra A.

Demonstragao: Inicialmente mostraremos que M é caracterizada através da base B é de fato
uma ordem. Pela Proposicao 2.2.1, segue que M é uma ordem se, e somente se, todo elemento
em M é inteiro, ou seja,

z €M e Trd(z), Nrd(z) € Iy = Z[V2].
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Mostraremos este fato para os elementos de B, pois os demais elementos de M sao obtidos por
combinacoes lineares dos elementos de B. De fato, tem-se que

Trd(1) =2 , Nrd(1) =1
Trd(i) =0 : Nrd(i) = —/2
Trd(3(V2+1) +V2i+j)) =v2+1 ,  Nrd(3(V2+1)+V2i+j)) =1
Trd(3((V2+1)i+1ij)) =0 , Nrd(3(V2+1)i+1ij)) = —v2—1.

Logo, Trd(z), Nrd(z) € Z[v/2], para todo 2 € B e assim, M é uma ordem. Falta mostrar que
¢ maximal. Para isso, pela Proposigao 2.2.5, segue que precisamos verificar que

No Exemplo 2.2.4, vimos que o tnico ideal primo que se ramifica em A é o ideal p = /2, ou
seja,

D(A) = (V2).

De acordo com a Proposigao 2.2.6 e por (2.12), segue que o discriminante de M é dado por
D(M) = (X129 — Tox1 )Ty — x3(T 09 — ToXy)
= (i5((0+1)+0i+5)—5((0+1)+0i+4).i)5((—0+1)i — k)—
SO+ )i+ k) (—iz((0+1)—0i—j) —3((0+1) + 6+ 7). — i)
= (50— 57 (=5((0 + )i+ k) = 5((6 + V)i + k) (515 — 547)

= —1(0+ D)ki — $k* — 3(0 4 1)ik — 1k?

Logo,

Portanto, M é uma ordem maximal dos quatérnios da dlgebra dos quatérnios A caracterizada
pela base B. [ |

A ordem maximal dos quatérnios M D O = (v/2,—1)z, , onde Tg = Z[v/2] caracterizada
pela base

B= {1,@,%((x/§+ 1)+ \/§i+j),%((\/§+ 1)i+k‘)},

obtida no Teorema 4.3.1, produz um reticulado hiperbdlico completo quando é associada ao
grupo fuchsiano aritmético I's, proveniente da tesselagao {8, 8}, independente do emparelha-
mento utilizado.
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S, g = ()

Teorema 4.3.2 Se A = (0, —1)x ¢ uma dlgebra dos quatérnios, onde 0 = 5
em=[K:Q] =4, entio M D O = (0,—1)z, , onde Ix = Z[0], caracterizada pela base

1 1
B=131,i,=(0*+j),—=((0®* = 2)i + k
{10,560 40 ~55(0 - 20+ 1)}
¢ uma ordem maximal dos quatérnios para a dlgebra A.

Demonstracgao: Inicialmente mostraremos que M caracterizada através da base B é de fato
uma ordem. Pela Proposicao 2.2.1, segue que M é uma ordem se, e somente se, todo elemento
em M é inteiro, ou seja,

10 + 2v/5

reMe Trd(x), Nrd(z) € Ix = Z 5

Mostraremos este fato para os elementos de B, pois os demais elementos de M sao obtidos por
combinagoes lineares dos elementos de B. De fato, tem-se que

Trd(1l) =2 : Nrd(1) =1
Trd(i) =0 : Nrd(i) = —6
Trd(3(0° +j)) = 6 : Nrd(5(6° 4 j)) = 50° — 6

Trd(—55((0° —2)i+ k) =0 , Nrd(—55((0° —2)i+ k)) = —6° + 6°.

Logo, Trd(x), Nrd(z) € Z [—HO;Z‘@} , para todo x € B e assim, M é uma ordem. Falta mostrar

que é maximal. Para isso, pela Proposicao 2.2.5, segue que precisamos verificar que

Como a élgebra A é nao ramificada, segue que D(A) = (1). De acordo com a Proposi¢ao 2.2.6
e por (2.12), segue que o discriminante de M é dado por

D(M) = (2119 — x9x1) T3 — x3(T1T2 — Toly)
= (1.3(0°+7) — 263+ j).i)55 (6> — 2)i + k)—
+a5((0° = 2)i + k) (—i.5(0° — j) — 5(6° — j).(=7))
= (315 — 351)(=35((6° = 2)i + k) + 55((0° — 2)i + k) (34 — 5J7)
= 55(0% = 2)ki — k* + 5 (6% — 2)ik + Lk

20

Logo,
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Portanto, M é uma ordem maximal dos quatérnios da dlgebra dos quatérnios A caracterizada
pela base B. [ ]

A ordem maximal dos quatérnios M 2 O = (6,—1)z, , onde Ix = Z[f] ¢ 0 = 10+2\/5’

caracterizada pela base

B = {1,@, ~(6° +7), 210((63 — 2)z'+k:)},

obtida no Teorema 4.3.2, produz um reticulado hiperbdlico completo quando é associada ao
grupo fuchsiano aritmético I'yg, proveniente da tesselacao {20,20}, independente do emparelha-
mento utilizado.

4.3.2 Generalizacoes das Ordens Maximais dos Quatérnios para A =

(97 _1)K

Sejam A = (6, —1)g uma algebra dos quatérnios, onde K = Q(¢) é um corpo de ntimeros
algebricos totalmente real e m = [K : Q] pode ser dado através do grau do polinémio minimal
p(r) = 2™ + ap12™ ' + ...+ a1 + ag, com a; € Z, associado a . Nosso objetivo, nesta
segao, ¢ obter uma ordem maximal dos quatérnios M D O = (0, —1)z, para a algebra A, onde
Tk = Z[0] é o anel dos inteiros de K.

Estamos interessados em obter ordens maximais dos quatérnios para as dlgebras dos quatér-
nios via os grupos fuchsianos aritméticos obtidos no Capitulo 3. Alguns valores de 6 que foram
utilizados para obter estes grupos na Secao 3.3, associados & tesselagdo auto-dual {4g,4g} e
utilizando algebras dos quatérnios do tipo A = (6, —1)k, sdo dados abaixo:

(
\/2+\/2+...+\/§ ,contendo n radicais e m = 2";
\/2+\/2—|—...—|— 243 ,contendo n + 1 radicais e m = 2", n > 1;
0= NG
2+. 2+ M ,contendo n + 2 radicais e m = 2"+2;
\/2 + \/2 +. 7+\[+2” 30+6v5 ,contendo n + 3 radicais e m = 23,
(4.15)

Os corpos de nimeros K = Q(6), para os valores de 6 dados acima também podem ser escritos
como subcorpos maximais reais de corpos ciclotomicos, como apresentado na Secao 4.2 em
(4.12).

De agora em diante, mostraremos resultados que fornecem as ordens maximais dos quatérnios
para &dlgebras dos quatérnios do tipo A = (6, —1)k e para os valores de # dados em (4.15). Na

Secdo 4.3.1, vimos os casos particulares quando # = /2 e § = —”10;2\/5. A seguir, apresentamos
as generalizacoes das ordens maximais dos quatérnios através da generalizacao da base B destas
ordens.

Como ja mencionamos para mostrar que M 2O O = (0, —1)z, é uma ordem dos quatérnios
caracterizada por uma base B, pela Proposicao 2.2.1, tem-se que verificar se todo elemento de
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M é inteiro em Zx = Z|[f]. Precisamos mostrar este fato para os elementos da base B, pois os
demais elementos de M sao obtidos por combinacoes lineares dos elementos de B. No caso do
trago dos elementos da base podemos mostrar de uma forma geral que Trd(x) € Zx, para todo
xr € B, qualquer que seja o valor de m = [K : Q]. Porém, para o caso da norma dos elementos
da base nao podemos afirmar que este fato é valido para qualquer valor de m. Assim, para o
caso da norma devemos mostrar que Nrd(x) € Zg, para todo x € B, para cada valor de m e 0,
pré-fixados.

Além disso, da mesma forma como procedemos para os casos particulares, para mostrar
que M é maximal, precisamos verificar se o discriminante de M satisfaz a condi¢ao (4.14), ou
seja, que D(M) = D(A). Pela Definicao 2.2.13, segue que o discriminante reduzido de A é o
ideal gerado pelo produto dos primos que se ramificam em A. Assim, uma maneira de calcular
o discriminante de uma &dlgebra dos quatérnios A, é utilizar o simbolo de Hilbert (%b), visto
na Definigao 2.2.9, j& que uma algebra dos quatérnios A = (a, f)k é ramificada no ideal P
se, e somente se, (O‘—Pﬁ) = —1. Devido a complexidade algébrica envolvida para mostrar este
fato para valores de m # 2, utilizamos o software Magma para fornecer o valor do discriminante
D(A), ou seja, para mostrar que .4 é ndo ramifcada. Sendo assim, utilizando o software Magma,
obtivemos que para as algebras que sao apresentadas nos resultados que seguem, D(A) = (1),
ou seja, A é nao ramificada.

Agora, estamos em condigoes de apresentar os resultados que fornecem as generalizagoes das
ordens maximais dos quatérnios para os valores de § mostrados em (4.15).

Teorema 4.3.3 Seja A = (0, —1)x uma dlgebra dos quatérnios, onde

contendo n radicais, n > 1, K= Q(0) e m = [K: Q] = 2". Considere a base dada por

]. m
B = {M 5((9’”*1 + 0T 0T 10" 0N+ ),

1 m
—2—9(2 (O™ TR 0T -0+ k)} :

Se Nrd(z) € Ix = Z[0], para todo x € B, entio M 2 O = (0, —1)z, € uma ordem mazimal dos
quatérnios para a dlgebra A caracterizada pela base B.

Demonstracao: Inicialmente, mostraremos que M caracterizada através da base B é de fato
uma ordem. Pela Proposicao 2.2.1, segue que M ¢é uma ordem se, e somente se, todo elemento
em M ¢ inteiro. Mostraremos este fato para os elementos de B pois os demais elementos de
M sao obtidos por combinacoes lineares dos elementos de B. Para a norma, segue por hipotese
que

Nrd(x) € Ix = Z[0], para todo = € B.

Resta mostrar que T'rd(x) € Zx = Z[f)], para todo = € B.
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e Para xp =1 € B, tem-se que

Trd(zg) =1+1=2¢€ Ik.
e Para x1 =1 € B, tem-se que
Trd(z) =i+ (—i) =0 € Ix.
o Para o =2((0m '+ ™24+ 460" 2 +1—60"3%) 4 6™+ j) € B, tem-se que
Trd(zs) = (@™ 4+0m2+ . 4+0™ % +1—0m3) + 0™ i + )
PO 0 0 E 1 — 07 ) — 0 — )
= grlypegm24 4 omT 41— 03 € Ty

e Para 73 = —,(24+ (0™ '+ 6™ 2+ ...+ 0" % +1—60"3)i+ k) € B, inicialmente
consideremos o polindomio minimal associado a 6 = \/ 24124 ...+ /2 dado por

p(z) = 2™ + @y 2™+ ...+ ayx + 2, onde q; € Z.

Assim, tem-se que
0™ 4+ Gy 10™ . a0 +2=0,

e portanto,
O™+ @y 10" tay) = 2,

e assim,
2
Ot L, 0" 4 4ay = —7

Deste modo,

Trd(zs) = —52+ @™ 4+0m 2+, +0™ 2 +1—0"3)i+k)

R A R L T o i T

=2 =0"" 4 an, 10"+ ... +a €Ik

=

1
0

Logo, M caracterizada pela base B é uma ordem. Falta mostrar que é maximal. Para isso, de
acordo com a Proposicao 2.2.5, segue que precisamos verificar que

Tem-se que:

T1Ty — ToXy = i.%((@m—l T I L S R N P
_%((em_l +O2 0T 41— 9m—3> 4 gm1; ).

= lij-Lji=ij=k
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DTy — Tady =  —1A((0mTT M4 40 1 — 03 — i — )

%((97”71 o2 T 4] — om3) — gmti — )

= i —5ji=1j=k.
Assim, de acordo com a Proposigao 2.2.6 e por (2.12), segue que o discriminante de M é dado
por

DM) = (T132 — Tow1) T3 — w3(T1T2 — TaTy)
= kag(24 (@ 4024 0T 10"+ k)
F (24 (@ 02 O 10"+ k) k
_ _ k2
= G4+ gki=5=1
Logo,

D(M) = (1) = D(A).

Portanto, M caracterizada pela base B é uma ordem maximal dos quatérnios da algebra dos
quatérnios A. [ |

As ordens maximais dos quatérnios descritas através do Teorema 4.3.3 quando associadas,
via isomorfismo, com os elementos do grupo fuchsiano aritmético I'y, proveniente da tesselagao
{4g,4¢g}, para g = 2" com n > 1, podem ser definidas como um reticulado hiperbdlico completo,
pois produzem um rotulamento completo dos pontos da constelagao de sinais associada, onde o
grupo fuchsiano aritmético I'y, foi obtido na Segao 3.3 e nao depende do tipo de emparelhamento
utilizado.

Exemplo 4.3.1 Consideremos a dlgebra dos quatérnios A = (6, —1)k e a ordem dos quatérnios
O = (6,—1)z,, ambas com a base usual

{1,4,7,k}, comi* =0, j>=—1 ek =1ij = —ji,

onde = V2 +v2, K=Q(0), Ix = Z[] e [K : Q] = 4. Agora, consideremos outra base dada
por

1 1
B = {1,1,5((93+92+ 1) +03i+j),—%(2+ (0° + 6% — 1)i+l<:)}.

Vamos calcular a norma reduzida dos elementos de B. Tem-se que

Nrd(1) =1
Nrd(i) = —6
Nrd(L((0° + 6>+ 1) + 0%+ 7)) = —6° +50% + 0 — 2

Nrd(—5 24 (0° + 62 — 1)i + k) = —6° — 26 + 3.

Logo, Nrd(x) € Ix = Z[0], para todo x € B. Portanto, pelo Teorema 4.3.3, seque que M D
O = (0, 1)z, caracterizada pela base B é uma ordem mazimal dos quatérnios para a dlgebra
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A. Esta ordem mazimal dos quatérnios é um reticulado hiperbolico completo quando associado
ao grupo fuchsiano aritmético I'yg, proveniente da tesselag¢do {16,16}.

Teorema 4.3.4 Seja A = (0, —1)x uma dlgebra dos quatérnios, onde

9_\/2+\/2+ 2+x/_

contendo n + 1 radicais, n > 0, K= Q(#) e m = [K: Q] = 2", Considere a base dada por

1.1 m
B:{1,—§i,§((0m‘1+9m‘2+...+0+1—em‘z)+(Qm‘1+0m‘2+...+0+1)i+j),

1
5(9’”—1+0’”‘2+...+9+1)+(9’”‘1+0m‘2 O+ 1 -0 )z+k:)}

Se Nrd(z) € Ix = Z[0], para todo x € B, entio M 2 O = (6, —1)z, € uma ordem mazimal dos
quatérnios para a dlgebra A caracterizada pela base B.

Demonstracgao: Inicialmente mostraremos que M caracterizada através da base B é de fato
uma ordem. Pela Proposicao 2.2.1, segue que M ¢é uma ordem se, e somente se, todo elemento
em M é inteiro. Mostraremos este fato para os elementos de B, pois os demais elementos de M
sao obtidos por combinacoes lineares dos elementos de B. Para a norma, tem-se por hipdtese
que

Nrd(z) € Ix = Z[0], para todo = € B.

Resta mostrar que Trd(z) € Ix = Z[0], para todo = € B.
e Para o =1 € B, tem-se que

T?"d(iCo) = 1+ 1=2 EI]K.

e Para x; = —%z’ € B, tem-se que

1 1
Trd(:r:l) = —52 + 52 =0 € Ik.

o Parawy = L((0™ ' + 0™ 2 4. 40 +1 0" 5) 4 (0" 40" 2+ . +0+1)i+]) € B,
tem-se que

Trd(zs) = (@™ ' +60m 2+ . +0+1—0""2)+ (0™ +0m 2+, +0+1)i+))
O™ O 01— ) — (0T 0+ 0+ 1)i— )

= grlypem 24 4 04+1—0"7% € Iy,



4.3. Ordens Maximais dos Quatérnios 103

m

e Parazg=S(0™ 1+ 0™ 24+ 40+ 1)+ (0" +0m" 2+ +0+1 -0 2)i+ k) € B,
tem-se que
Trd(zs) = (0™ +0m 24+ . +04+ 1)+ O™ +0m 2+ +0+1—0""2)i+k)
H1O™TT 0T 40+ ) — (0T 0T 40+ 1— 0 )i — k)
= 04?4 +0+1 €Ik

Logo, M caracterizada pela base B é uma ordem. Falta mostrar que é maximal. Para isso, de
acordo com a Proposicao 2.2.5, segue que precisamos verificar que

Tem-se que
1Ty — Taxy = —pi (0™ A0+ 0+ 10 )+ (0T O+ 0+ 1)i 4 )
—LOm T 0T 01— )+ (0T 0+ 0+ )i+ ). (—50)
= il T apdi = — %,
(§
DBy — DoBy = i A((0MTT 0TI 4O+ — (0T 0+ 0+ 1)i — )

—LOmT O 01— ) — (0T 0 0+ 1)i— )5
= —g5i) + il = —§.

Assim, de acordo com a Proposi¢ao 2.2.6 e por (2.12), segue que o discriminante de M é dado

por
D(M) = (X129 — Tox1 )Ty — x3(T1 09 — ToXy)
= —ELO™TT4m 0+ + (0T =P+ 1— 0" 2)i— k)
—3(O0 T O O+ ) (0 0 40+ 1072 )i+ k). (—F)
= LRt lp=F-1
Logo,

D(M) = (1) = D(A).

Portanto, M caracterizada pela base B ¢ uma ordem maximal dos quatérnios da algebra dos
quatérnios A. [

As ordens maximais dos quatérnios descritas através do Teorema 4.3.4 quando associadas,
via isomorfismo, com os elementos do grupo fuchsiano aritmético I'y, proveniente da tessela-
cao {4g,4g}, para g = 3.2" com n > 0, podem ser definidas como um reticulado hiperbélico
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completo, pois produzem um rotulamento completo dos pontos da constelacao de sinais asso-
ciada, onde o grupo uchsiano aritmético I'y, foi obtido na Secao 3.3 e nao depende do tipo de
emparelhamento utilizado.

Exemplo 4.3.2 Consideremos a dlgebra dos quatérnios A = (6, —1)k e a ordem dos quatérnios
O = (0, —1)z,, ambas com a base usual

{1,i,5,k}, comi* =0, j>=—1 ek =1ij = —ji,

onde 0 =\/2+V2+ V3, K=Q(0), Ix = Z[0] e [K: Q] = 8. Agora, consideremos outra base
dada por

1.1
B:{1,—52',5((07+06+«95+93+02+8—|—1)+(07+6’6+05—|—04+93—|—02+9—|—1)i—|—j),

%((97+96+95+64+63+92+0+1)+(97+66—|—65+93—|—92—|—9+1)i—|—k:)}.

Vamos calcular a norma reduzida dos elementos de B. Tomando

Tog=1;

1.
T = —gl,

To=2((0"+0°+ 6+ 603 +0>+0+1)+ (0" +6°+6°+0"+6°+6%+60+1)i+ j);

5=3((0"+0°+0+0*+ P+ +0+1)+ 0" +6+0°+6°+60*+0+1)i+k),
seque que

Nrd(xg) =1 ; Nrd(xy) = 0" — 80° + 2060° — 160
Nrd(s) = —31967 — 31765 + 11726* — 11026° — 109862 + 700 + 70;

Nrd(zs) = —2680" — 16265 + 10196° + 6376* — 9636° — 6116% + 616 + 39.

Logo, Nrd(z;) € Ix = ZI[0], para todo x; € B, onde i = 0,...,3. Portanto, pelo Teorema 4.5.4,
seque que M D O = (0, —1)z, caracterizada pela base B é uma ordem mazimal dos quatérnios
para a dlgebra A. Esta ordem maximal dos quatérnios € um reticulado hiperbolico completo
quando associado ao grupo fuchsiano aritmético I'ys, proveniente da tesselagdo {48, 48}.

Teorema 4.3.5 Seja A = (0, —1)x uma dlgebra dos quatérnios, onde

0= \|2+

10 +2v/5

contendo n + 2 radicais, n > 0, K= Q(0) e m = [K: Q] = 2""2. Considere a base dada por
1.1 n 1 n
B=231——i,—(m? N, = (0™ k)
{1 g0 4 ) g0 )}

Se Nrd(z) € Ix = Z[0], para todo x € B, entio M 2 O = (6, —1)z, € uma ordem mazimal dos
quatérnios para a dlgebra A caracterizada pela base B.
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Demonstragao: Inicialmente, mostraremos que M caracterizada através da base B ¢ de fato
uma ordem. Pela Proposicao 2.2.1, segue que M é uma ordem se, e somente se, todo elemento
em M é inteiro. Mostraremos este fato para os elementos de B, pois os demais elementos de
M sao obtidos por combinagoes lineares dos elementos de B. Para a norma, segue por hipotese
que

Nrd(z) € Ix = Z[0], para todo = € B.
Resta mostrar que Trd(z) € Ix = Z[0], para todo x € B.

e Para xo =1 € B, tem-se que

TTd(Q?o) =14+1=2 GIK.

e Para x; = —%z’ € B, tem-se que

1 1
Trd(xl) = —52 + 52 =0 € Ik.

e Para z = 3(0™ " + j) € B, tem-se que

1 n . 1 m—2on R m—2on
Trd(zy) = 5(«97”_2 +7)+ 5(6’ 2 —j)=20 e Ix.

e Para z3 = $(0™2"i + k) € B, tem-se que

1 . 1 0
Trd(xs) = 5(9’”‘2 i+ k) — §(em—? i+k)=0¢ Ix.

Logo, M caracterizada pela base B é uma ordem. Falta mostrar que é maximal. Para isso, de
acordo com a Proposicao 2.2.5, segue que precisamos verificar que

Assim, de acordo com a Proposi¢ao 2.2.6 e por (2.12), segue que o discriminante de M é dado
por
DM) = (2122 — Tom1)T3 — 3(T100 — o)

= (—hi O ) = HOT () (-5 4 k)

Logo,
D(M) = (1) =D(A).

Portanto, M caracterizada pela base B é uma ordem maximal dos quatérnios da algebra dos
quatérnios A. (]
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As ordens maximais dos quatérnios descritas através do Teorema 4.3.5 quando associadas,
via isomorfismo, com os elementos do grupo fuchsiano aritmético I'y, proveniente da tesselagao
{4g,4¢g}, para g = 5.2" com n > 0, podem ser definidas como um reticulado hiperbdlico completo
pois produzem um rotulamento completo dos pontos da constelagao de sinais associada, onde o
grupo fuchsiano aritmético I'y, foi obtido na Segao 3.3 e nao depende do tipo de emparelhamento
utilizado.

Exemplo 4.3.3 Consideremos a dlgebra dos quatérnios A = (6, —1)x e a ordem dos quatérnios
O = (0,—1)z,, ambas com a base usual

{1,i,5,k}, comi* =0, j>=—1 ek =1ij = —ji,

onde § = \/2 4+ Y—"— 10+2 , K=Q(0), Zx = Z[0] e [K: Q] = 8. Agora, consideremos outra base
dada por

1.
B:{l, ((66+j) (66i+k)}.
9" 2
Vamos calcular a norma reduzida dos elementos de B. Assim,
Nrd(1l) =
Nrd(—3i) =07 — 86° + 1963 — 120
Nrd(3((0° + j)) = 5505 — 19060* + 133¢* — 11
Nrd(%(@ﬁz' +k)) = —5507 + 1906° — 1336° + 116.

Logo, Nrd(x) € Ix = Z[0], para todo x € B. Portanto, pelo Teorema 4.3.5, M 2 O =
(0, —1)z, caracterizada pela base B € uma ordem mazimal dos quatérnios para a dlgebra A.
Esta ordem mazimal dos quatérnios é um reticulado hiperbolico completo quando associado ao
grupo fuchsiano aritmético 'y, proveniente da tesselagcdo {40,40}.

Teorema 4.3.6 Sejm A = (0, —1)x uma dlgebra dos quatérnios, onde

. \/7+\/5+ 30+ 6v/5

0 =1[2+1\|2
+A[2+ 5

contendo n + 3 radicais, K = Q(0) e m = [K: Q] = 2"3. Considere a base dada por
1.1 n n n 1 n n n
B={L i3 + 657 4 8) )56 + 6 1 07)i 4 ).

Se Nrd(z) € Ix = Z[0], para todo x € B, entio M 2 O = (6, —1)z, € uma ordem mazimal dos

K
quatérnios para a dlgebra A caracterizada pela base B.
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Demonstragao: Inicialmente, mostraremos que M caracterizada através da base B ¢ de fato
uma ordem. Pela Proposicao 2.2.1, segue que M é uma ordem se, e somente se, todo elemento
em M é inteiro. Mostraremos este fato para os elementos de B, pois os demais elementos de
M sao obtidos por combinagoes lineares dos elementos de B. Para a norma, segue por hipotese
que

Nrd(z) € Ix = Z[0], para todo = € B.

Resta mostrar que T'rd(x) € Zx = Z[f)], para todo = € B.
e Para z¢p =1 € B, tem-se que

Trd(zg) =1+1=2¢€ Ik.

e Para x| = —%i € B, tem-se que

1 1
Trd(:z:l) = —52 + EZ =0€ I]K.

e Para z, = $((6°%" + 62" + 6*") + j) € B, tem-se que
Trd(zz) = 5((0°% + 072" +6%) +j) + 5((0>*" + 6" +6%") — j)
= ¥ 03 107" € Ix.
o Para z3 = $((6°% + 6°?" +0%")i + k) € B, tem-se que
1 n n n 1 n n n
Trd(xs) = 5((95‘2 + 63 +07)i+ k) — 5((65‘2 + 632" +07)i+k)=0¢€ Ix.

Logo, M caracterizada pela base B é uma ordem. Falta mostrar que é maximal. Para isso, de
acordo com a Proposicao 2.2.5, precisamos verificar que

Tem-se que

1Ty — Towy = —i-5((0°% + 03T +602") +4) — (67 4+ 622" +0%") + j)(—31)
= i+ aji = —%
(§
‘fl'f2 _ J’TQJ/TI — %Z . %((852” + 03.271 + 6271) _]) . %((05271 + Qg,zn + 9271) . j) ) %Z

—%Zj—i-@]l— 7
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Assim, de acordo com a Proposi¢ao 2.2.6 e por (2.12), segue que o discriminante de M é dado
por

DM) = (x129 — Xow1) T3 — w3(T1 T2 — Toy)
= —E(—L((0* + 63T + 07")i+ k) — (67" + > + 62" )i+ k)(—%)

= E(=L"T + 0T 407 )i+ k) — (0 + 63T +07")i+ k)(—5)

N
Logo,
D(M) = (1) =D(A).

Portanto, M caracterizada pela base B é uma ordem maximal dos quatérnios da algebra dos
quatérnios A. [

As ordens maximais dos quatérnios descritas através do Teorema 4.3.6 quando associadas,
via isomorfismo, com os elementos do grupo fuchsiano aritmético I'y, proveniente da tesselagao
{4g,4g}, para g = 3.5.2", podem ser definidas como um reticulado hiperbélico completo pois
produzem um rotulamento completo dos pontos da constelagao de sinais associada, onde o grupo
fuchsiano aritmético I'y, foi obtido na Secao 3.3 e nao depende do tipo de emparelhamento
utilizado.

Exemplo 4.3.4 Consideremos a dlgebra dos quatérnios A = (6, —1)k e a ordem dos quatérnios
O = (0,—1)z,, ambas com a base usual

{1,4,5,k}, comi* =0, j>=—1 ek =1ij = —ji,

onde 0 = \/2 + 7+\/g+2~ 30+6\/5, K =Q(0), Zx = Z[0] e [K : Q] = 16. Agora, consideremos

outra base dada por

B = {1 i 004 6402 1), (074 4 0941}

Vamos calcular a norma reduzida dos elementos de B. Tomando
1 .

ro=1; 11 = —3i;

xy = 5((0"° +0° + 6%) + j);

x5 = 2((6" +6° + 62)i + k),
seque que

Nrd(zo) =1 ; Nrd(xy) = 0" — 160" + 10501 — 36460° + 71407 — 784605 + 4400% — 960
Nrd(zy) = —2830™ — 27380'2 + 112630 — 242846° + 2825205 — 1644660* + 366802 — 38

Nrd(zz) = 2830% + 273803 — 112630"" + 242846° — 2825207 + 164466° — 36680° + 386.
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Logo, Nrd(z;) € Ix = Z|0], para todo x; € B, onde i =0, ...,3. Portanto, pelo Teorema 4.3.6,
seque que M D O = (0,—1)z, caracterizada pela base B € uma ordem mazimal dos quatérnios
para a dlgebra A. Esta ordem mazximal dos quatérnios é um reticulado hiperbolico completo
quando associado ao grupo fuchsiano aritmético I'1o9, proveniente da tesselagao {120,120}.

4.3.3 Ordens Maximais dos Quatérnios para A = (01, —1)g_g()

As ordens maximais dos quatérnios vistas até agora foram obtidas para algebras dos quatér-
nios do tipo A = (0, —1)k, onde K = Q(#). Entretanto, vimos que em alguns tipos de situagoes
em que desejamos construir grupos fuchsianos aritméticos, um outro tipo de algebra dos qua-
térnios se faz necessaria. Como por exemplo, quando obtivemos o grupo fuchsiano aritmético
I'12 no Exemplo 3.3.2, e os grupos fuchsianos aritméticos I'j, e I'}, através dos Exemplos 4.1.3 e
4.1.4, respectivamente. Dessa forma, a seguir veremos algumas ordens maximais dos quatérnios
para algebras dos quatérnios do tipo A = (61, —1)k, onde K= Q(8) e 6, € Q(0).

Seguindo a mesma direcao dos resultados vistos nas secoes anteriores, para mostrar que as
ordens que apresentamos a seguir sao de fato maximais, mostraremos que estas ordens satisfazem
as condigoes (4.13) e (4.14).

Teorema 4.3.7 Se A= (3+ 20, —1)x ¢ uma dlgebra dos quatérnios, onde 6 = /3, K = Q(6),
b =3+20€ Q) em=[K:Q] =2, entao M 2O = (3+20,—1)z, , onde Ix = Z[0)],
caracterizada pela base

B = {1,%(<—9+ 1) + (=64 1)i), 5 (0 + 1)+ (0 + 1)j),%(1+i+j+k)}

¢ uma ordem mazimal dos quatérnios para a dlgebra A.

Demonstracgao: Inicialmente, mostraremos que M caracterizada através da base B é de fato
uma ordem. Pela Proposigao 2.2.1, segue que M é uma ordem se, e somente se, todo elemento
em M é inteiro, ou seja,

r €M e Trd(z), Nrd(z) € Iy = Z[V3)].

Mostraremos este fato para os elementos de B, pois os demais elementos de M sao obtidos por
combinagoes lineares dos elementos de B. De fato, tem-se que

Trd(l) =2 : Nrd(1l) =1
Trd(3((=0+1)+ (—0+1)i)) =1-60 , Nrd(3((—-0+1)+(-0+1)i))=1-196

Trd(

o=

((=0+1)+(=0+1)j)=1-60 , Nrd(3((-0+1)+(-0+1)j))=2—-0
Trd(3(1+i+j+k) =1 , Nrd(3(1+i+j+k)=—-1-0.

Logo, Trd(x), Nrd(z) € Z[\/3], para todo = € B e assim M é uma ordem. Falta mostrar que é
maximal. Para isso, pela Proposicao 2.2.5, segue que precisamos verificar que

D(M) = D(A).
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Procedendo de modo andlogo ao Exemplo 2.2.4, mostramos que o unico ideal primo que se
ramifica em A é o ideal p = v/3. Logo D(A) = (v/3). Pela Proposicio 2.2.6 e por (2.12), segue
que o discriminante de M é dado por

DM) = (2122 — x2x1)T3 — x3(T102 — T2%1)
= (-0+2)ki1—i—j—k)—s(1+i+j+k)(—0+2)k

= —(—0+2)k = —(-0+2)(3+20) = -0 = —V/3.
Logo,
D(M) = D(A) = (V3).

Portanto, M é uma ordem maximal dos quatérnios da dlgebra dos quatérnios A caracterizada
pela base B. [ ]

A ordem maximal dos quatérnios M D O = (34+2v/3, —1)z, , onde Ty = Z[v/3] caracterizada
pela base

B= {1,%((—\/§+ 1)+ (—V3+ 1)i),%((—\/§+ 1)+ (—V3+ 1)j),%(1 —i—i—i—j—i—k)},

obtida no Teorema 4.3.7, produz um reticulado hiperbdlico completo quando é associada ao
grupo fuchsiano aritmético I'jo, proveniente da tesselacao {4g,4g}, para g = 3, ou seja, para a
tesselacao {12,12}, independente do emparelhamento utilizado.

Teorema 4.3.8 Se A = (v/5,—1)x ¢ uma dlgebra dos quatérnios, onde K = Q(0), 6, = /5 €
Q9), 6 = 0+2V5 oy = K : Q] = 4, entio M 2 O = (v/5,-1)z, , onde Ix = Z[0),

2
caracterizada pela base

= _1 _33 ; §_12_13 . 1_13 . .
B_{l,( 2+9 109)(5+2),(2+29 20 29)(1+3),(29 59 (5+i+5j+k)

¢ uma ordem mazximal dos quatérnios para a dlgebra A.

Demonstracao: Inicialmente, mostraremos que M caracterizada através da base B é de fato
uma ordem. Pela Proposigao 2.2.1, segue que M é uma ordem se, e somente se, todo elemento
em M é inteiro, ou seja,

10+ 25

reM& Trd(x), Nrd(zx) € Ix = Z 5

Mostraremos este fato para os elementos de B, pois os demais elementos de M sao obtidos por
combinagoes lineares dos elementos de B. De fato, tem-se que

Trd(1) =2;
Trd((—3 +0 — 50°)(5+1)) = =5 + 100 — 36%;
Trd((2+4 20 — 162 — 16%)(1 + j)) = 4 + 30 — 6> — ¢%;

Trd((30 — 0°(5+i+ 55 + k)) = 50 — 26°,
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Nrd(1) = 1;
Nrd((—3 40 — 26%)(5+1)) = 28 — 270 — 66 + 86°;
Nrd((2+ 30— 102 — 10%)(1 + j)) = 8 + 70 — 20% — 265,

Nrd((30 — 26°(5+i+5j + k)) = —1 + 26°.

Logo, T'rd(x), Nrd(z) € Z { v 10;2\/5] , para todo x € B e assim, M é uma ordem. Falta mostrar

que é maximal. Para isso, pela Proposicao 2.2.5, segue que precisamos verificar que

D(M) = D(A).
Assim,
T1xy — 21 = ((—3+0—30°)(5+i)(2+ 30 — 567 — 10°)(1 + )
(24320302 —10°)(1+j)(—5 +0— 56°)(5+1))
= 150 -6k,
(§]
D@y — ot = ((—54+0—30°)(5—14)(24 30 — 10 — 36°)(1 — j)

—(2+ 30— 36" = 30°)(1 = ) (=3 + 0 — {6°)(5— 1)

= %(56 — k.
Pela Proposicao 2.2.6 e por (2.12) , segue que o discriminante de M é dado por
DM) = (x129 — Xow1) Ty — T3(T10T2 — ToTy)
= 2050 — k(30 — :0°(5 —i —5j — k) — £(50 — 0*)k(30 — £0°(5+ i+ 5j + k)

= 11+(5-20)i—j+(5—-20)k) +3(1—(5—-20%)i+j—(5—20°)k) —V3

= 1.
Logo,
D(M)=D(A) = (1).
Portanto, M é uma ordem maximal dos quatérnios da algebra dos quatérnios A caracterizada
pela base B. [ ]

A ordem maximal dos quatérnios M 2 O = (v/5,—1)z, , onde Tx = Z[f] e § = 10+2\/5’

caracterizada pela base
1 3 3 1 1. 1 1
B _ 1 1 93 . 2 On  1p2 143 1 . 1y 1p3 . .
{( 2+0 109)(5—1—2),( +29 29 29)( +y),(29 5«9)(5+z+5j+k)},
obtida no Teorema 4.3.8, produz um reticulado hiperbdlico completo quando ¢ associada ao

grupo fuchsiano aritmético I'yp, proveniente da tesselagdo {4g + 2,2¢g + 1} para g = 2, ou seja,
para a tesselagao {10, 5}, independente do emparelhamento utilizado.
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Quatérnios

Para finalizar esta secao, exemplificamos os resultados vistos sobre ordens maximais dos

quatérnios através da Tabela 4.1, onde apresentamos ordens maximais dos quatérnios para

diferentes valores de 6.

7 Z[0]-base B de M
V2 (1,4, 2((0+1) +0i +5), 3((0 + 1)i + k)}
V3eb =3+2V3 (L, 21+ (14 0)i + ), 2(1 +6) +i + &)}
V2412 (1,4, (0% + 0% + 1) + 0% + j), — (2 + (6% + 6% — 1)i + k)}
\/H)T—l_wge@l:\/g {1, (=2 40— 36%)(5+1),(2+ 20 — 262 — 103)(1 + ), (30 — 203(5+ i + 5j + k)}
V025 (L3, 3(6° 1 ), (30 + 50%)((6° — 2)i + )
V2+/3 (1, =30, L(03 + 0+ 1) + (03 + 02+ 0+ 1)i+ ), L((63 + 62+ 0+ 1) + (63 + 0+ 1)i + k)}
\/2+\/2+\/§ {1,4,2((07 +6° +6* + 1) + 07i + j), — 55 (24 (07 + 6% + 6* — 1)i + k)}
V24 Yoo {1, —4i, 3(6° + 1), 5(6% + )}
\/2+\/2+\/§ {1,230, 5((07+ 65+ 05 +63+ 0>+ 0+1)+ (07 + 65+ 6° + 6%+ 63+ 6%+ 0+ 1)i + ),
L0+ +0°+ 0"+ 03 +02+0+1)+ (0" +60°+60°+60°+62+0+1)i+k)}
\/7+\/5+2\/30+6\/5 {1, =10, (05 + 0% + 0+ ), L((6° + 6% + 0)i + k)}
\/2+ 2 4 VIOEE {130, 30" + ), 16" + k)
\/2—|—\/2+ 2+ {1, 30,50 +0" + ...+ 02 +0"+605+. .. +0+1)+ (O +0"+...+0+1)i+)),
OB +0 4+ 0+ + (O + 0+ + O+ + O+ +O0+1)i+k)}

\ 7T+V54+4/304+6V5
2+ 3

{1, =40, 5(0™ + 65+ 6% + 5), (0" + 6% + 62)i + k)}

vV 10+2v5
\/2+\/2+\/2+T

{1, -3, 3(0%* + j), 3(0*%i + k)}

\/2+ 94 \/7+\/3+2\/30+6\/5

{1, =50, 3(0%° + 02 + 01 + ), 5((6°° + 02 + 0%)i + &)}

Tabela 4.1: Bases que caracterizam as ordens mazimais dos quatérnios para diferentes valores

de 0
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4.3.4 Exemplos

Para finalizar, apresentamos dois exemplos de forma completa onde explicitamos os resulta-
dos obtidos durante todo o trabalho. Acreditamos que através destes exemplos o leitor tera uma
melhor compreensao do trabalho que foi desenvolvido e também ira conseguir conectar os con-
ceitos e resultados apresentados nestes trabalho. Escolhemos para estes exemplos, a construgao
dos grupos I'g e I'};.

1. Construgao do Grupo Fuchsiano Aritmético I'; Proveniente da Tesselagao {8, 8}
via Ordens Maximais dos Quatérnios

Neste exemplo, determinamos o grupo fuchsiano aritmético I'j proveniente da tesselacao
{4g,4g} = {8,8} com g = 2, utilizando o emparelhamento diametralmente oposto das arestas
do poligono fundamental Pg de 8 lados, de acordo com a Figura 4.1.

Figura 4.1: Ps-emparelhamento diametralmente oposto

Consideremos ug, ..., us as arestas do poligono Pg dispostas em ordem ciclica no sentido
anti-horario. As isometrias para este emparelhamento sao T3, 15, T3, Ty tais que

T;(u;) = uirs, onde i=1,... 4.

Por meio destes emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientavel D?/T' de
genero 2.
A estrutura algébrica deste grupo tem a seguinte representacgao:

= (1,115, : T\ o TytoTs0T P oT M oTyo T3_1 o Ty =id). (4.16)

Agora, aplicando passo a passo o algoritmo apresentado na Secao 3.2, encontraremos os
geradores do grupo fuchsiano aritmético.

e [Etapa 1 - Entrada]
Como p = q = 8, segue que (p—2)(¢—2)=(8—-2)(8—2) =36 > 4.

e [Etapa 2 - Verificar condicao de Fermat]
Como p = ¢ = 8 = 23, segue que p e ¢ satisfazem a condicao de Fermat, estabelecida no
Teorema 3.1.3.
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e [Etapa 3 - Computar matriz A,]
Para o emparelhamento diametralmente oposto, de acordo com o Teorema 3.1.1, a matriz
A; é dada por:

T, 1'9—7r
2cos g \/Ee 8 W-H
ng 3"—2

Al _ 2se o 2senyg _ T oi/a
\/Acos e 8 2cos § _ V3t2v2— 34+2v2—i W
2seng 2seng ToolA

e [Etapa 4 - Computar matriz C' e sua inversa C™]
A matriz associada a transformacao eliptica é dada por

o[ eF 0 ) _ [ iV2+v2Z+iv2- VD) 0
s 0 W2 +v2—iv2-v2) )’

0 e &

e a sua inversa é dada por

o1 V24 V2—iV/2 -2 0
0 §(¢2+\/§+¢\/2—\/§) |

e [Etapa 5 - Computar as demais matrizes de transformagoes A;’s, com i = 2,3, 4]
Para o emparelhamento diametralmente oposto, estas matrizes sao obtidas da seguinte
forma:

Ai _ Ci—lAlc—(i—l)’

para i = 2,3,4. Assim, tem-se que

3+2\/§ _(1+i)(v/342v2+0)

Ay=CAC7! = , , 2/ ,
(L $12v/240 3+ 2v2
A= crac o [ VIRV "2312
3 — 1 - /3+2 )
21/4 V34 2V2
d— CPA S = 3422 (1+i)+(1;3¢/)4\/3+2\/§
(14+4)(\/34+2v2—1) 3+ 922

23/4

e [Etapa 6 - Computar as inversas, A; ’s, das matrizes de transformacgoes A;’s,

com i = 1,2,3,4]

Para as matrizes de transformacoes A;’s, com 7 = 1,2,3,4, obtidas nas Etapas 3 e 5,

/3_|_2 \/3;2/4 +1
VAR /3492

4ot 31 2\/5 (1+i)(\2/?/422\/§+i)
2 (1-1)(v/3+2v2—i) 31 2v2 ’

23/4

tem-se que

ATl =
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3r2/2

Ayt = | ,
_1+1\2/1?;1r?\/§ 3+ 2\/§
. 3+2v2 -0
4 (1) (V/3+2v2-i) 31 2v2

23/4

e [Etapa 7 - Verificar condigao de hiperbolicidade]
Considerando as matrizes A;’s, com i = 1,2, 3,4, obtidas nas Etapas 3 e 5, tem-se que

t; = tr2(4) = (2\/3 + 2\/§>2 = 4(34+2v2) =12+ 8V2 > 4,

onde: =1,2,3,4. Logo, t; > 4 para todo i = 1,2, 3,4, e portanto, todas as transformagoes
associadas a estas matrizes sao hiperbdlicas.

e [Etapa 8 - Verificar condicao de Poincaré|
De acordo com a representagao do grupo fuchsiano I'j dada em (4.16), precisamos verificar
que
TioTy'oTsoTy t oTi oTyo Tyt 0Ty =id.

De fato, considerando as matrizes associadas a estas tranformacoes, que foram obtidas nas
Etapas 3,5 e 6 tem-se que

A4A§1A2AI1A21A3A;1A1 == [2,

ondelgz((l) (1)

usual de matrizes.

) ¢ a matriz identidade de ordem 2 e considerando a multiplicagao

e [Etapa 9 - Definir fungao f como matriz e computar sua inversa f~! como
matriz]
Considerando que a funcao f : H?> — D? é dada por

zi+ 1
f(Z)— Z_i_l-a

(i) (4
L 3 T3

e [ Etapa 10 - Computar matrizes G;’s, com i = 1,2, 3, 4]

tem-se que

Utilizando as matrizes de transformagoes obtidas nas Etapas 3 e 5, e as matrizes associadas
a funcao f e f~!, obtidas na Etapa 9, os geradores sao dados por:

G,L' - FAiFil,

onde i = 1,2, 3,4 e considerando a operacao usual de matrizes. Assim, tem-se que
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2422 | V2Y2 (2+V2)V2
G — 2 T3 2
1= _(2+\/§)<‘/§ 2422 _ V2v2 | 7
2 2
2+2f + (2+f)f _ V22
_ 2
Ga = f“f 242V2 _ (2+vRVE | 7 (4.17)
2 2
242v2 | (2+vV2) V2 V22
G — 2 T 2 2
3 V23 2+2\/§ _ervve |
2 2
242V2 | V22 (2+\f)<1[
G, — 2 T3
! eV ¥E s yals |
2 2 2

e [Etapa 11 - Saida]

Munidos dos geradores, veremos agora como associar o grupo fuchsiano I'j com a algebra dos
quatérnios A = (v/2, —1)g, onde K = Q(v/2), e a uma ordem maximal dos quatérnios M desta
algebra sobre o anel R = Z[\/Q], podendo assim ser definida como um reticulado hiperbélico
completo. Isto sera feito através da identificacao dos elementos da ordem M com os geradores
G1, Gy, G3, G4 como mostrados em (4.17).

Seja x = o+ 10+ Tej+ 151 € A, com i = /2, j2 = —1, ij = —ji e xy, 21, L9, 3 € Q(V?2).
Sejam My, My, My, Ms matrizes linearmente independentes de M (2, K(1/v/2)), dadas por

(3 ) (o (5 ) ()

Consideremos a aplicacio ¢ : A — M (2, K(y/+/2)), definida por
QO(ZEO + l’li —f- ZL‘Qj —I— l’3]€) = .I‘()M() —f- ZL‘lMl + ZEQMQ + I’gMg.

01

verifica-se que ¢ é um isomorfismo de A em uma sub-dlgebra de M (2, K(y/v/2)). Dessa forma,
cada elemento de A é identificado com

a:»—><p(x):( $0+9€1\/ﬁ $2+$3\/ﬁ).

Como ¢(i*) = V2I, ¢(5°) = —1I» e ¢(ij) = @(i)p(j) = —p(i)p(i), onde I, = ( o 1 )’

(4.18)

—($2 - I:ﬂ/ﬁ) o — xlx/ﬁ

Através de (4.18), vemos que os geradores obtidos em (4.17) sao identificados, via o isomor-
fismo ¢, com os seguintes elementos de A:

2+2v2 V2. 242
=+ - i,

2 2 2! 2
249 2 2
gy = +2 V2 +2\/_z _ %zy (4.19)
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242v2  2+V2. V2,

g3 = 2 9 _jv
2+2v2 V2. 2+f..
Q4ZT+72+ 5 1]

Agora, apresentamos uma ordem maximal de A e associamos seus elementos com os geradores
obtidos em (4.19) e, portanto em (4.17). Como visto, estamos considerando a &lgebra dos
quatérnios A = (v/2,—1)g, onde K = Q(v/2) e i> = v/2, j> = —1, ij = —ji, com base
{1,4,5,4j}-

Definimos o discriminante reduzido da algebra dos quatérnios A, D(A), na Defini¢ao 2.2.13,
como o produto dos ideais primos que se ramificam em A. Pelo Exemplo 2.2.4, segue que o
tinico ideal primo que se ramifica em A é o ideal principal a = (0,1) C Z[v/2], ou seja,

D(A) = (V2).
Se Tx = Z[v/2] é o anel dos inteiros de K = Q(v/2), entdo
O = {yo + i + Y2 +ysij : Yo, 1,42, Y3 € Z[V2]}

é uma ordem dos quatérnios em A denotada por O = (v/2, 1)z, com Z-base {1,i,j,ij}. O
discriminante D(O) de O, de acordo com o Exemplo 2.2.6, é dado por

D(0) = V32 = 4V2.

Pelo Exemplo 2.2.7, vimos que esta ordem nao é maximal.
Através do Teorema 4.3.1, mostramos que existe uma ordem M O O = (v/2, —1)z, com a
seguinte base

B = {1,2, (V2 + )+\/§i+j),%((\/§+1)i+ij)},

tal que M é uma ordem maximal dos quatérnios da algebra dos quatérnios A.

Agora, falta associar os elementos da ordem M aos elementos do grupo fuchsiano I', e para
isso precisamos mostrar que g1, g2, g3, g4 € M, onde g1, g2, g3, g4 s80 como em (4.19). Para isso,
é suficiente mostrar que g1, go, g3, g4 podem ser escritos como combinagao linear dos elementos
de B.

e Para g, tomando a; = 1++/2, by =2+2v/2, ¢, =0, d; = —2— /2 € Z[/2], tem-se que
ar-14+bi it 2((V24+ 1) +V2i+j) +di - (V2 + 1)i + i)

_ 14+ vV2+ (2+2v2)i + 0+ (=2 — V2)(A((V2 + 1)i +ij))
_ 1+V2+ %2 — 225 = g

e Para g,, tomando a2:1+\/§, 62:2—{—2\/5 co =0, dQZ—ﬁEZ[\/i] tem-se que
Az 1+byi+co- 2((V2+1)+V2i+j) +do- (V2 + 1)i +ij)

_ 1+ V24 (2+V2)i +0— vV2(3((V2 + 1)i +14j))

- 1+ V2+ 252 - Rij =g,
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e Para g5, tomando ag = 14+ /2, b3 =0, ¢5 =0, d3 = v/2 € Z[\/2], tem-se que
az-1+bs-itcs 2(V2+1) +V2i+j) +ds- 2(V2 + 1)i +14j)
= 14+ vV2+ 040+ V2(3((V2+ 1)i +4j))
_ L4+ V2+ 22 1 V25— g
e Para g4, tomando ay = 14+ V2, by = =2 — V2, ¢; =0, dy = 2+ /2 € Z[\/2], tem-se que
ag-14by-ites- 3(V2+1) + V2 + ) +dy - 3((V2 + 1)i +ij)
= 14+v2 = (24 vV2)i + 0+ (2 +V2)(3((V2 + 1)i +i4))
_ 1+ V2 + 2 4 225 — g,

Logo, g1, 92, 93,94 € M, ou seja, os elementos da ordem M podem ser associados, via isomor-
fismo, com os elementos do grupo fuchsiano I'y. Portanto, I'§ é um grupo fuchsiano aritmético de-
rivado da élgebra dos quatérnios A = (v/2, —1)g, onde K = Q(+/2), cujos elementos sdo associa-
dos, via isomorfismo, com os elementos da ordem dos quatérnios maximal M D O = (\/§ ,— 1)z,
onde Tx = Z[\/ﬁ]

2. Construgao do Grupo Fuchsiano Aritmético I'j; Proveniente da Tesselagao {16, 16}
via Ordens Maximais dos Quatérnios

Consideremos, agora, a dlgebra dos quatérnios A = (6, —1)g, onde § = v/2 + 2 e K = Q(6).
Sendo O = (#,—1)z,, onde Tx = Z[\/2+ /2], a ordem usual dos quatérnios associada a A,
consideremos M O O a sua ordem maximal dos quatérnios associada. Através do Teorema

4.3.3 e do Exemplo 4.3.1, segue que a base B que caracteriza esta ordem maximal M é dada
por:

20

Agora, vamos mostrar que os geradores do grupo fuchsiano aritmético I'j; podem ser associados

B = {1,@,%(93+92 + 1),—i(2+ (0° +6° — 1)2’+k)}.

aos elementos da ordem maximal dos quatérnios M, podendo assim definir esta ordem maximal
dos quatérnios como um reticulado hiperbélico completo.

Utilizando o emparelhamento diamentralmente oposto, no Exemplo 4.1.2 apresentamos a
forma dos geradores do grupos fuchsiano aritmético I'j;, obtidos através do algoritmo apresen-
tado na Segao 3.2. Da mesma forma como na construcao do grupo I'j visto anteriormente,
através do isomorfismo definido em (4.18), segue que os geradores obtidos no Exemplo 4.1.2 |
sao identificados via o isomorfismo ¢, com os seguintes elementos de \A:

0> -2 20+ 0?

=—1-20+6%+6° k
gl + + + 2 (4 2 )

020402 4+0% 20— 0% — 63
2 v 2

Go=—1—-20+6%4+6>+ k,
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—204+0%+6°> —2—-20+6%+06°

g3 =—1—-204+6%+6°+ 5 i— 5 k,
20 + 02 —2 + 62
gi=—1—-20+6>+0°+ ;r i— ; k, (4.20)
2 - 2
g5:—1—20+02+03+29;9@'+ 2;91@
—20 + 6% + 03 —2—20+ 6+ 63
g =—1—20+6%+6°+ +2 + i+ ; + k,
_9 _ 2 3 _p2 _ p3
P S et el el AN el Y
2 2
2 3 02_2 29+92
g5 = —1=20+0+ 0"+ — =i+ = —Fk

onde 0 = /2 + /2. Agora, falta associar os elementos da ordem M aos elementos do grupo fu-

chsiano I'j4, e para isso precisamos mostrar que g1, g2, 93, 94, 95, 96, 97, s € M, onde g1, g2, g3, g4,
Js, 96, g7, g a0 como em (4.20). Para isso, é suficiente mostrar que ¢, g2, 93, 94, 95, 96, g7, g3 PO-
dem ser escritos como combinacao linear dos elementos de B.

e Para g, tomando a; = —1—-20?+63, by = —4—20+60%+30°, ¢; =0, d; = 20*+03 € Z[0),
tem-se que

ap-1+br-ite-5(00+602+1)+di - (—552+ (0 +6*—1)i + k))
= —1—-207+ 03+ (—4—20 460>+ 30%)i + 0 + (20> + 6°)(—5;(2 4+ (6> + 6 — 1)i + k))

— —1—20+ 6%+ 6%+ C52 - 2 = g

e Para gy, tomando ay = —1 — 460 + 20? + 203, by = —4 — 20 + 50?2 + 303, c; = 0, dy =
—2+260% + 63 € Z[f], tem-se que

ag-14by-itco-3(3+60%+1)+dy- (—5(2+ (0 +6*—1)i+k))

= —1—40+ 20> +26° + (—4 — 20 + 567 + 36%)i + (=2 + 26% + %) (—5; (2 + (0* + 0> — 1)i + k))

= —1 =20+ 0% 4 03 + UL 4 W00 g,

e Para gs, tomando ag = —3 — 460 + 20? + 203, b3 = —2 — 20 +40% + 203, ¢35 = 0, d3 =
-2 — 20 + 0% + 03 € Z[0], tem-se que

az-14+by-i+cs-3(3+07+1)+dy- (—52+ (P +60*—1)i+k))

= —3—40+20>+20° + (—2— 20+ 467 +20%)i + (-2 — 20+ 0* + 0*)(—5; (2 + (* + 0> — 1)i+ k

_ —1—20406%+6%+ _29+§2+93i . —2—29;9%03]{; = gs.
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e Para g4, tomando ay = —3 — 20 + 20> + 603, by = 0>+ 03, ¢, =0, dy = —20 + 03 € Z[0),
tem-se que

ag-1+by-i+e -5 +02+1)+dy- (—552+ (0 +6*—1)i+k))
= 3-204+202 4+ + (0 +0)i+0+ (—20+0%)(—52+ (P +0*—1)i+Fk))
_ 1204 62 4 03 4 20y 20 g

e Para g5, tomando a5 = 1 — 20+ 63, by =20 — 03, c5 =0, d5 = 20 — 03 € Z[f], tem-se que
as-1+bs-i+cs-5(0°+0*+1)+ds- (—55(24 (0°+60*—1)i + k))

= 1-204+6*+(20—6%)i+0+ (20 — 63)(—5;(2+ (0> + 67 — 1)i + k))
_ 1 =20+ 02+ 03 4 20302 4 =240y g

e Para gg, tomando ag =1, bg =2 — 30% — 03, ¢ =0, dg = 2+ 20 — 63 € Z[0)], tem-se que
ag-1+bg-i+ce-3(0°+ 0% +1)+dg- (—52+ (®+0*—1)i+Fk))

= 14+(2-3—60%)i+0+(2+20—0*)(—55(2+ (6*+ 0> —1)i + k))

_ —1—204+0%+6+ _29+§2+93i + —2—29;92+93k = gs.

e Para g7, tomando a; = —1, by =2 — 462 — 203, ¢; =0, d; = 2 — 20? — 03 € Z[0)], tem-se
que

ar-14+br-it+cr 3P +02+1)+dr- (—52+ (P +60*—1)i+k))

= —14+(2—-46* —20%)i+ 0+ (220> — *)(—5;(2+ (F* + 0> — 1)i + k))

= —1 =20 4 6% 4 6° 220 B0 — g

e Para gg, tomando ag = —1—40+603, bg = 2+20—-50%—303, cg =0, ds = —20?—03 € Z[0),
tem-se que

ag-14+bg-i+cs-5(0°+0%+1)+ds- (—55(2+ (0 + 6% —1)i+k))
= —1—404+6>+ (2420 — 507 — 30%)i + 0+ (=267 — 63)(—55 (2 + (0> + 62 — 1)i + k))
= gs = —1—20+ 6% + 3 + 22 2408 — g

onde 6 = /2 + /2. Logo, g1, 92, 93, 94, G5, g6, §7, gs € M, ou seja, os elementos da ordem M
podem ser associados, via isomorfismo, com os elementos do grupo fuchsiano I'j;. Portanto,
I'i ¢ um grupo fuchsiano aritmético derivado da algebra dos quatérnios A = (/2 + V2, -1k,
onde K = Q(v/2 + \/5), cujos elementos sao associados, via isomorfismo, com os elementos da

ordem dos quatérnios maximal M > O = (/2 + V2, —1)z,, onde Tx = Z[\/2 + V/2].



Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Um dos principais objetivos quando se propoe novos sistemas de comunicagoes é que estes
sistemas apresentem ganhos de codificacao e menor complexidade quando comparados com os
sistemas ja conhecidos. Foi visto que na busca por constelagoes de sinais com melhor desempe-
nho, constelacoes associadas a superficies com género g > 2 tem sido estudadas. Além disso, no
espaco hiperbdlico existem infinitas possibilidades de se obter reticulados regulares associados
a tesselacoes hiperbdlicas. Ganhos de codificacao podem ser obtidos quando se utiliza cons-
telagoes de sinais hiperbdlicos quando comparados com as constelalagoes de sinais no espaco
euclidiano, [10].

Nesta tematica vimos que muitos trabalhos tém sido realizados com o objetivo de obter cons-
telagdes de sinais e codigos geometricamente uniformes no espago hiperbélico, [1,10,13,33,42,53].
Porém, sentimos a necessidade de fornecer um ferramental mais algébrico para que tais codigos e
reticulados possam ser construidos. Como vimos, os grupos fuchsianos aritméticos formam uma
estrutura algébrica a partir da qual a construcao de constelagoes de sinais pode ser realizada.
Dessa forma, o objetivo central deste trabalho foi fornecer condigoes para que possamos de fato
construir esta estrutura algébrica, os grupos fuchsianos aritméticos. Acreditamos que esta difi-
culdade encontrada anteriormente para obter estes grupos possa ser fortemente diminuida com
os resultados apresentados neste trabalho, a saber, a condicao de Fermat, Teorema 3.1.3, e o
algoritmo proposto na Secao 3.2, o qual implementamos utilizando o software Maple.

Apesar de nao ser a tesselacao mais densa, a tesselacao {4g,4¢g} é a tesselacdo mais utili-
zada nos trabalhos sobre esta tematica, devido a sua autodualidade e sua baixa complexidade
computacional. Sendo assim, neste trabalho procuramos apresentar esta tesselacao de forma
detalhada como visto na Secao 3.3 e também durante todo o trabalho para exemplificar os
demais resultados. Construimos os grupos fuchsianos provenientes da tesselagao {4g,4g} uti-
lizando o emparelhamento normal, como em [13], e também considerando o emparelhamento
diametralmente oposto, sendo que este ultimo nao havia sido tratado nos trabalhos citados.
Outras tesselagoes também foram consideradas tais como a tesselagdo {4g + 2, 2¢g + 1} na Secao
3.4, que como vimos pode ser obtida utilizando o emparelhamento diametralmente oposto, e
também apresentamos um outro tipo de emparelhamento para esta tesselacao, diferente dos
emparelhamentos usual e diametralmente oposto, e a tesselacao {12g — 6,3} na Segao 3.5, que
¢ a tesselagao mais densa dentre todas as tesselagoes hiperbodlicas.

191
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A partir dos emparelhamentos apresentados nas Secoes 3.3 e 3.4, na Secao 4.1 foi apresentado
um isomorfismo entre grupos fuchsianos aritméticos para a tesselagdo {4g,4g} utilizando os
grupos I'y, e I'] , e para a tesselagao {49 + 2,29 + 1} para o género fixado g = 2, ou seja, para
a tesselagao {10,5} utilizando os grupos I'j e I'{,.

Na Secao 4.2, descrevemos alguns dos corpos de numeros que utilizamos para construir
grupos fuchsianos aritméticos no Capitulo 3, como subcorpos maximais reais de corpos cicloto-
micos, tendo como objetivo relacionar estes reticulados hiperbdlicos (ordens dos quatérnios) com
reticulados euclidianos em trabalhos futuros. Uma associagao entre reticulados hiperbdlicos e
reticulados euclidianos foi apresentada em [3], onde os autores utilizam uma ordem maximal de
uma algebra dos quatérnios, sobre um corpo de nimeros totalmente complexo, para encontrar
uma versao do reticulado Fg. Sendo assim, acreditamos que utilizando técnicas semelhantes as
apresentadas em [3], podemos associar reticulados euclidianos com os reticulados hiperbdlicos
apresentados neste trabalho.

Através dos resultados apresentados nas Proposigoes 4.2.1, 4.2.2,4.2.3 e 4.2.4, obtivemos as
seguintes relagoes entre subcorpos maximais reais de corpos ciclotomicos e corpos de nimeros
totalmente reais obtidos através de expansoes finitas de radicais.

@(QT‘FC{TI):@(\/2+v2+...+\/§) ,com 1 > 2;
Q(Cs.2r + Goor) = \/2+\/2+ A4 V24+V3) ,com r > 1;

K =
Q(Csor + C5ar) = \/2 + \/2 +. v 10+2\[) ,com r > 1;
QCss2r + Gaaor) = \/ \/2 +. 7+\[+2 30+6\/5) ,com r > 1.

Finalizamos o trabalho, apresentando ordens maximais dos quatérnios para algumas algebras

dos quatérnios que foram associadas a grupos fuchsianos aritméticos no Capitulo 3. Estas
ordens maximais dos quatérnios, quando associadas a grupos fuchsianos aritméticos produzem
um rotulamento completo dos pontos da constelacao de sinais associada. Tais ordens foram
caracterizadas através de uma base B, e para obter tal base e também mostrar que caracterizam
de fato uma ordem maximal dos quatérnios o uso do software Magma foi indispensavel. Na
Tabela 4.1, apresentamos a forma das bases das ordens maximais dos quatérnios obtidas neste
trabalho. Na Subsegao 4.3.4, apresentamos exemplos que conectam os conceitos e resultados
apresentados neste trabalho.

Observamos que a implementagao do algoritmo proposto na Secao 3.2 foi obtida durante o
periodo de 6 meses do doutorado sanduiche em que estive na San Diego State University sob
a supervisao do Prof. Dr. J. Carmelo Interlando. Ainda, no mesmo periodo, foram obtidas
as ordens maximais dos quatérnios apresentadas na Secao 4.3, em parceria com a Profa. Dra.
Catia Regina de Oliveira Quilles Queiroz da Universidade Federal de Alfenas (co-orientadora),
durante seu pds doutorado na mesma instituicdo, e ambas sob supervisao do Prof. Dr. J.
Carmelo Interlando.
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Perspectivas

A seguir, apresentamos de maneira sucinta alguns topicos que podem ser objetos de estudos
para trabalhos futuros, a partir dos resultados apresentados neste trabalho.

e Construcao de grupos fuchsianos aritméticos para outras tesselacoes hiperbdlicas regulares,
como por exemplo as tesselagoes do tipo {8g — 4,4} as quais foram utilizadas em [15] na
construcao de codificacao de geodésicas.

e Obtengao de ordens maximais dos quatérnios para grupos fuchsianos aritméticos associ-
ados a outras tesselagoes a diferentes da {4¢g,4¢g} e {49 + 2,29 + 1}, como por exemplo
para as tesselagoes {129 — 6,3} e {8g — 4, 4}.

e Utilizar as tesselagoes apresentadas neste trabalho para estabelecer conexoes entre espacos
euclidianos e espacos hiperbdlicos através da teoria de Teichmuller.

e Associacao de reticulados hiperbdlicos com reticulados euclidianos da seguinte forma: ob-
tencao de versoes rotacionadas de reticulados conhecidos utilizando ordens maximais dos
quatérnios e propondo uma classificagao dos reticulados hiperbélicos como é feito para re-
ticulados euclidianos, como por exemplo, em relacao a densidade de centro ou diversidade.

e A partir dos grupos fuchsianos obtidos neste trabalho, obter um particionamento de con-
juntos no espago hiperbélico, como proposto para o caso euclidiano em [52].

Publicacoes

Os seguintes trabalhos decorrentes dos resultados apresentados nesta tese de doutorado foram
apresentados e/ou publicados:

e C. W. O. Benedito, C. R. O. Q. Queiroz, J. Carmelo Interlando, R. Palazzo Jr. Hyper-
bolic lattices obtained from arithmetic fuchsian groups via hyperbolic tesselations In: 2013
North American School of Information Theory, IEEE Information Theory Society, Purdue
University, West Lafayette, Indiana, USA, 2013.

e C.R.0.Q. Queiroz, C. W. O. Benedito, J. Carmelo Interlando, R. Palazzo Jr. Maximal
Quaternion Orders derived from {4g,4g} tessellations In: 2013 North American School
of Information Theory, IEEE Information Theory Society, Purdue University, West La-
fayette, Indiana, USA, 2013.

e C. W. O. Benedito, R. Palazzo Jr. An isomorphism between two arithmetic fuchsian
groups using different edge-pairings In: Thirteenth International Workshop on Algebraic
and Combinatorial Coding Theory, 2012, Pomorie. Algebraic and Combinatorial Coding
Theory Proceedings. Printed in Bulgaria: Bulgarian Academy of Sciences, 2012. p.335 -
340



124 Capitulo 5. Conclusoes e Perspectivas

e C. W. O. Benedito, R. Palazzo Jr. A necessary condition for obtaining arithetic fuchsian
groups derived from quaternion orders In: XXII Brazilian Algebra Meeting, 2012, Salvador.
Program and abstracts of the XXII Brazilian Algebra Meeting. Salvador: UFBA, 2012.
p.71

e C. W. O. Benedito, R. Palazzo Jr. Isomorfismos entre Grupos fuchsianos Aritméticos
Provenientes da Tessela¢ao {4g,4g} via Emparelhamentos In: XXXIV Congresso Nacional
de Matematica Aplicada e Computacional, 2012, Aguas de Lindéia. Anais do CNMAC. ,
2012. v.4. p.159 - 165

Submissoes

e C. W. O. Benedito, R. Palazzo Jr, J. Carmelo Interlando. An algorithm to construct arith-
metic fuchsian groups derived from quaternion algebras and the corresponding hyperbolic
lattices (Submetido)

e C.R. O. Q. Queiroz, C. W. O. Benedito, J. Carmelo Interlando, R. Palazzo Jr. Hyperbolic
Lattices with Complete Labeling Derived from {4g,4g} Tessellations In: 4th International
Castle Meeting on Coding Theory and Applications (Aceito)



Bibliografia

1]

[10]

[11]

[12]

E. Agustini. Constelacoes de sinais em espacos hiperbolicos. Tese de Doutorado, IMECC-
UNICAMP, 2002.

C. D. Albuquerque, R. Palazzo Jr., and E.B. Silva. Topological quantum codes on compact
surfaces with genus g > 2. J Math Phys, 50(2):023513-023513-20, 2009.

C. Alves and J.-C. Belfiore. Lattices from maximal orders into quaternion algebras. Journal
of Pure and Applied Algebra, Available online 29 April 2014.

A. A. Andrade, C. Alves, and T. B. Carlos. Rotated lattices via the cyclotomic field Q((or).
International Journal of Applied Mathematics, 19:321-331, 2006.

A. A. Andrade, A.J. Ferrari, C.W.O. Benedito, and S.I.R. Costa. Constructions of algebraic
lattices. Computational and Applied Mathematics, 29(3):493-505, 2010.

C. Bavard. Disques extrémaux et surfaces modulaires. Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, V(2):191-202, 1996.

E. Bayer-Fluckiger, F. Oggier, and E. Viterbo. New algebraic constructions of rotated
Z™-lattice constellations for the rayleigh fading channel. IEFE Trans. Inform. Theory,
50(4):702-714, 2004.

A. Beardon. Geometry of discret groups. Springer-Verlag, New York, 1983.

J. Boutros, E. Viterbo, C. Ratello, and J.-C. Belfiore. Good lattice constellations for both
rayleigh fading and gaussian channels. IEEE Trans. Inform. Theory, 42(2):502-517, 1996.

E. Brandani. Constelacoes de sinais e andlise de desempenho no plano hiperbdlico. Tese
de Doutorado, FEEC-UNICAMP, 2000.

E. D. Carvalho and A. A. Andrade. Hyperbolic lattices: a new propose for coding theory.
International Journal of Applied Mathematics, 24(1):65-72, 2011.

E. D. Carvalho, A. A. Andrade, and R. Jr. Palazzo. Quaternion oders over quadratic inte-

ger rings from arithmetic fuchsian groups. International Journal of Applied Mathematics,
25(3):393-404, 2012.

10K



126

Bibliografia

[13]

[14]

[15]

[16]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]
[27]

[28]

[29]

[30]

E.D. Carvalho. Construcao e rotulamento de constelagoes de sinais geometricamente unifor-
mes em espacos euclidianos e hiperbdlicos. Tese de Doutorado, FEEC-UNICAMP, fevereiro
2001.

R. G. Cavalcante, H. Lazari, J. D. Lima, and R. Jr. Palazzo. A new approach to the design
of digital communication systems. Editors - AMS - DIMACS, 68:145-177, 2005.

D. P. B. Chaves. Sistemas dinamicos de eventos discretos com aplicacao ao fluxo geodésico
em superficies hiperbdlicas. Tese de Doutorado, FEEC-UNICAMP, 2011.

J.H. Conway and N.J.A. Sloane. Sphere packing, lattices and groups. Springer-Verlag, New
York, 1999.

S.I.R. Costa, Augustini E. Muniz, M., and R. Jr. Palazzo. Graphs, tessellations, and perfect
codes on flat tori. IEEE Trans. Inform. Theory, 50(10):2363-2377, 2004.

X.D. Dong and C.B. Soh. Group of algebraic integer used for coding qam signal. [FFFE
Trans. Inform. Theory, 44(5):1848-1860, 1998.

O. Endler. Teoria dos numeros algébricos. Projeto Euclides, Impa, Rio de Janeiro, 1986.

M. Faria. Coordenadas fricke e empacotamento hiperbdlico de discos. Tese de Doutorado,
IMECC-UNICAMP, 2005.

E.R. Favaro. Corpos de condutor poténcia de primo, anéis de inteiros, reticulados e minimo
euclidiano. Tese de Doutorado, IBILCE-Unesp, 2012.

M. Firer. Grupos fuchsianos. Notas de Aula, IMECC-UNICAMP, 2001.

G.D. Forney. Geometrically uniform codes. IEEFE Trans. Inform. Theory, I'T 37:1241-1260,
1991.

A. Garcia and Y. Lequain. Elementos de dlgebra. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro,
2003.

X. Giraud, E. Boutilon, and J. C. Belfiore. Algebraic tools to build modulation schemes
for fading channels. IEEE Trans. Inform. Theory, 43(3):938-952, 1997.

A. Gongcalves. Introducao a dlgebra. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 1999.
K. Huber. Codes over gaussian integers. IEEE Trans. Inform. Theory, 40(1):207-216, 1994.

S. Johansson. On fundamental domains of arithmetic fuchsian groups. Math. Comp.,
229:339-349, 2000.

G. C. Jorge. Reticulados g-arios e algébricos. Tese de Doutorado, IMECC-UNICAMP,
2012.

S. Katok. Fuchsian groups. The University of Chicago Presse, Chicago, 1992.



Bibliografia 127

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]
[48]
[49]

[50]

M. Krizek, F. Luca, and L. Somer. 17 Lectures on Fermat numbers: From number theory
to geometry. Springer-Verlag, New York, 2001.

S. Lang. Algebra. Addison-Wesleyl, New York, 1972.

H. Lazari. Uma contribugiao a teoria de cédigos geometricamente uniformes hiperbdlicos.

Tese de Doutorado, FEEC-UNICAMP, 2000.

E.L. Lima. FElementos de topologia geral. Livros Técnicos e Cientificos, IMPA, Rio de
Janeiro, 1976.

E.L. Lima. Espacos métricos. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 2009.

C. Maclachlan and A.W. Reid. The arithmetic of hyperbolic 3-manifolds. Springer-Verlag,
New York, 2003.

D.A. Marcus. Number fields. Springer-Verlag, New York, 1977.
F. C. P. Milies. A/lgebm moderna. Atual Editora, Sao Paulo, 1972.
J.R. Munkres. Topology: a first course. Prentice-Hall, Inc., 1975.

G. Nakamura. Generic fundamental polygons for surfaces of genus three. Kodai Math. J.,
27:88-104, 2004.

F. Oggier. Algebraic methods for channel coding. Ph.D. thesis, Ecole Polytechnique Fé-
deérale de Lausanne, 2005.

C.R.0.Q. Queiroz. Coddigos geometricamente uniformes derivados de grafos sobre anéis
quocientes de inteiros e de ordens dos quatérnios. Tese de Doutorado, FEEC-UNICAMP,
2011.

[. Reiner. Maximal orders. Clarendon Press, Oxford, 2003.

J. Rifa. Groups of complex integers used as qam signals. IEEFE Trans. Inform. Theory,
41(5):1512-1516, 1995,

P. Samuel. Algebraic theory of numbers. Hermann, Paris, 1970.

C.E. Shannon. A mathematical theory of communication. Bell Syst. Tech. J., 27:379-423,
623-656, 1948.

D. Slepian. Group codes for the gaussian channel. Bell Syst. Tech. J., 47:575-602, 1968.
E. Spiegel. Codes over Z,,. Inform and Control, (35):48-51, 1977.
ILN. Stewart. Algebraic number theory. Chapman and Hall, London, 1987.

J. Stillwell. Geometry of surfaces. Springer-Verlag, New York, 2000.



128 Bibliografia

[51] K. Takeuchi. A characterization of arithmetic fuchsian groups. J. Math. Soc. Japan,
27(4):600-612, 1975.

[52] G. Ungerboeck. Channel coding with multilevel /phase signals. IEEE Trans. Inform. The-
ory, 28(1):55-67, 1982.

[53] V.L. Vieira. Grupos fuchsianos artiméticos identificados em ordens dos quatérnios para
construcao de constelacoes de sinais. Tese de Doutorado, FEEC-UNICAMP, 2007.

[54] J. Voight. The arithmetic of quaternion algebras. book in preparation.
[55] C. Walkden. Hyperbolic geometry. MATH30141/60771, Manchester University.

[56] L. Washington. Introduction to cyclotomic fields. Springer-Verlag, New York, 1982.



Indice Remissivo

algebra central, 39 corpo de raizes, 13

algebra de divisao, 40 corpo fixo, 13

algebra dos quatérnios, 39 corpo totalmente imaginario, 13
algebra simples, 39 corpo totalmente real, 13

area hiperbdlica em D?, 24 corpodefracgoes, 10

area hiperbdlica em H?, 22 ) ) )
disco de Poincaré, 22

orbita, 12 o
discriminante, 15

anel, 8 discriminante (reticulado hiperbdlico), 54

anel dos inteiros, 14 discriminante reduzido, 43

anel integralmente fechado, 14 discriminante reduzido de uma ordem, 45

anel quociente, 9 distancia hiperbélica em D? 23

aresta, 34 distancia hiperbélica em H?, 19

arquimediano, 43 divisor de zero, 9

assinatura de um grupo fuchsiano, 38 dominio de Dirichlet, 34

dominio fundamental, 33

base integral, 14
elemento conjugado, 39

ciclo de vértices, 35 elemento inteiro , 14
ciclo eliptico, 35 espaco métrico, 11
classe de equivaléncia, 9 estabilizador, 12
comprimento de um ciclo de vértices, 35 extensao, 12
comprimento hiperbélico em D?, 23 extensao abeliana, 14
comprimento hiperbélico em H?, 19 extensao galoisiana, 13
condutor, 18 extensao separavel, 13

congruencia, 9 fecho, 11

familia localmente finita, 12
fronteira de D?, 22
fronteira de H?, 19
funcao continua, 11

conjunto aberto, 11
conjunto compacto, 12
conjunto discreto, 12
conjunto fechado, 11

corpo, 9

corpo ciclotomico, 16 geodésica, 19

corpo completo, 43 grau da extensao, 12
corpo de nimeros, 13 grupo, 7

190



130

Indice Remissivo

grupo com agao propriamente descontinua, 12
grupo de Galois, 14

grupo fuchsiano, 31

grupo fuchsiano aritmético, 50

grupo fuchsiano co-compacto, 37

grupo projetivo linear, 30

grupo unimodular, 30

homeomorfismo, 11
homomorfismo de anéis, 8
homomorfismo imaginario, 13
homomorfismo real, 13

ideal, 8

ideal maximal, 9
ideal primo, 9

ideal principal, 9
involucao, 40
involucao padrao, 41
isomorfismo, 8

lugar, 43

métrica, 10

modulo, 10

moédulo finitamente gerado, 10

modulo livre, 10

matriz de Gram (reticulado hiperbdlico), 54
matriz geradora (reticulado hiperbdlico), 54
mediatriz, 25

monomorfismo, 8

nimero algébrico, 13
nimero de Fermat, 61
nimero transcendente, 13
norma de um elemento, 14
norma de um ideal, 15
norma reduzida, 41

ordem dos quatérnios, 44
ordem maximal dos quatérnios, 47

poligono hiperbdlico, 25
poligono hiperbdlico regular, 27
polinomio ciclotomico, 16

ponto isolado, 12

raiz n-ésima primitiva da unidade, 16
realizacao, 43

recobrimento, 11

regiao fundamental, 34

reticulado hiperbdlico, 53

reticulado hiperbdlico completo, 53

simbolo de Hilbert, 42
semi-plano superior, 19
subanel, 8

subcorpo, 9
submoédulo, 10

tesselacao auto-dual, 27

tesselacao regular, 27

traco, 14

traco reduzido, 41

transformacao de emparelhamento, 34
transformacao eliptica, 20
transformacao hiperbdlica, 20
transformacao parabdlica, 20
transformacoes de Mobius, 20

volume (reticulado hiperbélico), 54



	Introdução Geral
	Conceitos Preliminares
	Conceitos Básicos de Álgebra
	Anéis, Corpos e Módulos

	Conceitos Básicos de Topologia
	Espaços Métricos

	Teoria Algébrica dos Números
	Corpos de Números
	Elementos Inteiros
	Traço e Norma
	Discriminantes
	Corpos Ciclotômicos

	Geometria Hiperbólica
	Modelos Hiperbólicos
	Tesselações Regulares no Plano Hiperbólico


	Grupos Fuchsianos Aritméticos
	Grupos Fuchsianos
	Álgebra dos Quatérnios
	Álgebra dos Quatérnios
	Ordem dos Quatérnios

	Grupos Fuchsianos Aritméticos
	Reticulados Hiperbólicos

	Construção de Grupos Fuchsianos Aritméticos
	Grupo Fuchsiano Aritmético p
	Geradores do Grupo p

	Algoritmo para a Obtenção de Grupos Fuchsianos Aritméticos
	Algoritmo

	Grupo Fuchsiano Aritmético {4g,4g}
	Grupo Fuchsiano 4g via Emparelhamento Normal
	Grupo Fuchsiano 4g via Emparelhamento Diametralmente Oposto

	Grupo Fuchsiano Aritmético {4g+2,2g+1} 
	Grupo Fuchsiano 4g+2 via Emparelhamento Diametralmente Oposto
	Grupo Fuchsiano 10 via um Emparelhamento Diferente

	Grupo Fuchsiano Aritmético {12g-6,3}, para g=3

	Isomorfismo entre Grupos Fuchsianos Aritméticos, Descrição de Corpos de Números Totalmente Reais como Subcorpos de Corpos Ciclotômicos e Ordens Maximais dos Quatérnios 
	Isomorfismo entre Grupos Fuchsianos Aritméticos
	Exemplos

	Descrição de Corpos de Números Totalmente Reais como Subcorpos de Corpos Ciclotômicos
	Ordens Maximais dos Quatérnios
	Ordens Maximais dos Quatérnios para A=(,-1)K=Q(), onde =2 ou =10+252
	Generalizações das Ordens Maximais dos Quatérnios para A=(,-1)K
	Ordens Maximais dos Quatérnios para A=(1,-1)K=Q()
	Exemplos


	Conclusões e Perspectivas
	Bibliografia

