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Resumo

Lste trabalho procura organizar os conhecimentos divulgados até o momento
sobre a Teoria dos I'ractais e apresentd-los de maneira simples mas precisa. Um novo
conceito para fractais é proposto, baseado no processo de obtencio dos fractais e também
nma taxonomia baseada nos tipos de algoritmos de geracio. Pretende-se com este trabalho
condensar a base tedrica necessiria ao estudo dos fractais, mostrando que a sua face mais
divulgada, a beleza das imagens, é apenas uma das faces destes complexos objetos e que
além desta existem muitas outras faces nio tdo conhecidas mas igualmente imporfantes.
Temos assim uma matematica rica e aberta a novas pesquisas, aplicacbes em varios ramos
da Ciéncia e uma correspondéncia muito grande com a lingnagem da natureza que nos cerca.



Abstract

This work intends to organize the knowledge published until this moment about
the fractal theory and show them in a facile and precise way. Here it is proposed a new con-
ceit based on fractal generation process and also a taxonomy founded in this new algorithm.
It is wanted with this work fo concentrate the necessary theorical basis to study fractals,
showing that its most announced face, the beauty of the images, is only one of the faces
of these complex objects and that besides this there are many others faces, not so known,
but with equal importance. There is than a rich mathematic’s area open to new researchs,
with applications to many branchs of science and with a very large correspondence with the
language of Nature around us.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Até poucos anos atras sempre que os cientistas encontravam um fendmeno es-
tranho com um comportamento nao previsivel, ou seja, cadtico, tinham dificuldades em
encontrar ferramentas adequadas para o desenvolvimento de suas pesquisas. Este lado ir-
regular da natureza era entdo classificado como um enigma ou uma “monstruosidade”, e
muitas vezes, deixado de lade. Assim, o comportamento do tempo do planeta dentro da
Meteorologia, o crescimento de certas populagdes de animais dentro da Biologia ou as os-
cilagoes dos batimentos cardfacos dentro da Medicina, eram consideradas &reas perigosas,

nas quais apenas alguns pesquisadores mais ousados se arriscavam.

Por volta de 1970, alguns desses pesquisadores, em vdrias dreas como ma-
teméticos. fisicos, medicos, bidlogos, economistas, comegaram a encontrar um certo tipo
de ordem no meio deste caos. As experiéncias inicialmente eram muito isoladas, traba-
ithando cada pesquisador sozinho dentro de sua drea. H4 cerca de dez anos atrds, com
a divulgagao de vdrios trabalhos, de palestras sobre o assunto e da publicagio de alguns
livros, estes pesquisadores comecaram a conhecer o trabalho uns dos outros e a trocar infor-
magdes. Descobriram entdo que independentemente da drea, certos fendmenos apresentam
comportamentos com uma propriedade em comum, a auto—semelhanca. Por essa proprie-
dade um fenomeno tende a se repetir em alguma escala temporal ou espacial. aparecendo
em fendmenos tio diversos como a variagio da Bolsa de Valores e o crescimento da popu-
lagdo mundial. Formou-se assim a TEGRIA DO CAOS. que abriga o estudo de todos estes

fendmenos auto-semelhantes cujo comportamento foge ao tradicional e que rapidamente



estd revolucionando a estrutura do conhecimento cientifico. Dentro desta teoria fenémenos
comuns do dia a dia das pessoas, como uma torneira gotejando ou a fumaca saindo de um
cigarro sao estudados como uma manifestacio do caos, apresentando um tipo diferente de

ordem que durante muitos anos ninguém soube reconhecer.

O caos é uma ciéncia do processo e nio do estado, do vir-a—ser e nio do ser.
Assim. estuda—se nao o que uma molécula do coragdo é ou faz, mas sim o resultado do que

milhdes delas fazem.

Com este tipo de enfoque dentro da ciéneia, as fronteiras entre as disciplinas
foram rompidas e a tendéncia & especializacio foi revertida. Os cientistas da Teoria do

Caos ndo analisam as partes de um processo mas sim o todo.

Uma das ciéncias que passou por esta evolugao no comportamento foi a Ma-
temdatica. No final do século passado, por volta de 1875, ela entrou em crise quando foi
publicado pelo matematico duBois Reymond um trabalho no qual aparecia uma funcio
construida por Weierstrass, outro famoso mateméatico da época. Apesar de continua em
todos os pontos, esta funcdo nio era diferencidvel em nenhum desses pontos. Fsta curva
{ver figura 1.1) tinha um comportamento diferente das outras curvas conhecidas na época.
Ela era auto-semelhante, isto é, repetia-se em virias escalas. Definir ou medir seu com-
primento era muito diffcil e atribuir o tradicional valor um para sua dimensio parecia nio
representar corretamente o comportamento desta nova fungio. A intuicio dos matemaéticos
digia que alguma coisa das regras estabelecidas nio funcionava neste caso!l. Estas curvas
pareciam estar sitnadas em algum lugar entre uma linha e um plano. Isto foi considerado

uma revolugao: como estas curvas ‘cusevam’ ndo se comportar como deveriam?

A dificuldade na representagio visual e o pensamento cientifico da época fizeram
com que o estudo destas curvas fosse deixado de lado. Durante muitos anos os resultados
que ja tinham sido obtidos ficaram escondidos em algumas publicagdes pelas quais ninguém
mais se interesson. Ista situag@o durou até 1925, guando mateméticos mals abertos a

novas pesquisas resolveram ‘geeitar’ o aparecimento de certos comportamentos estranhos

'Um estudo detalhado desta fungio, na sua forma determinfstica e probabilistica, definindo os parimetros
para os quais ela se torna fractal ou ndo pode ser encontrado em [BL80]. Nesta referéncia sic vistos também
sua dimensdo, alguns casos particulares em que esta fungio meodela o movimento de uma particula ao longo
de um ¢ixe {movimente Browniane), a modelagem de ‘ruides’ do tipo % e também quando modela uma
paisagem glacial imagindria. Os aspectos apresentados sic matematicos mas varias sugestdes sdo dadas
para implementacdes computacionals de grificos para cada caso.
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nestas e noutras curvas. Os estudos erm piricos de alguns matemdticos devem ser destacados,
considerando que estas pessoas traballyavam sem a ajuda do computador em um assunto de
cdlculos extremamente drduos: Cantor. Peano, Lebesgue, Hansdorff, Besicovitch, Bolzano,
Cesdro, Koch, Osgood, Sierspifiski e U rysohn. Todos estes mateméticos contribuiram direta
ou indiretamente com este trabalho, trabalhando de forma a superar seus prdprios limites

e afetando o estudo da Matematica e da Natureza.

E enorme o contraste entre a geometria exuberante estudada atualmente e o
trabalho que era feito por esses materndticos. Sente-se isso numa carta escrita pelo ma-
temdtico Cantor a um amigo por volta de 1880 [AP91]: “vejo e ndo creio”. Hoje, dentro

da nova matematica, “ver € crer”.

Atunalmente o primeiro norne dentro deste campo a ser citado é o de Benoit
B. Mandelbrot, um matemdatico pesquisador do Instituto de Pesquisas Thomas Watson,
da IBM. Ele descobrin dentro da Matemitica o que outros cientistas da Teoria do (Caos
também estavam descobrindo em outras dreas: que expressdes matemdticas muito simples
podiam resultar em funcées ndo-periocdicas e cadticas, mas que possufam am tipo diferente

e bem definido de ordem.

Mandelbrot havia retomad o os estudos que o matemdtico Gaston Julia havia

realizado no iniclo do séeulo, a respeito da equacio:

9

2 2 :
.=z, + ¢ com z,c € {1.1)
onde C é o conjunto dos nimeros complexos.

Aparentemente uma fun¢io guadritica nao deveria apresentar nada de nove,
pois sabe-se trabalhar com ela muito bem, avaliando-se e tracando graficos. O comporta-
mento novo surge quando estas fungbes quadrdticas, cibicas ou outras sdo tratadas como
ur sistema dindmico, isto é, um sisterna que muda com o tempo. A palavra chave aqui
¢ “ileragdo’, processo que executa o rriesmo procedimento repetidas vezes, obtendo resul-
tados inesperados: caos, imprevisibilid aude ou resultados extremamente complexos, mesmo

com objeios elementares como uma farniliar fungio quadrdtica.



Ao pesquisar a equagdo (1.1) usando nimeros imagindrios, Mandelbrot encon-
trou uma imagem altamente complexa e de uma beleza surpreendente. Como uma equacio
aparentemente tao simples poderia resultar num comportamento tio complexe? Com a
curiosidade cientifica despertada, Mandelbrot aprofundou—se em seus estudos e tirou im-
portantes conclusoes. O principio da consisténcia, pelo qual pequenas alteracdes nos dados
inicials de um sistema linear ou ndo, causavam pequenas alteracdes nos valores finais que
satisfaziam este sistema. era um principio universalmente aceito até esta data. Mandelbrot
provou que minimas alteragdes no valor atribuido ac pardmetro ¢ da equacio (1.1} produ-
ziam imagens totalmente diferentes entre si, sendo cada uma tio complexa quanto as outras.
Estas multiplas imagens obtidas em func¢io da variacio do pardmetro ¢ compdem o conjunto

de Julia (ver figura 1.2), que ndo segue o principio da consisténcia citado anteriormente.

Figura 1.2: Uma das imagens do Conjunto de Julia. [PSaa88]

A estas figuras enroscadas, emaranhadas e contorcidas obtidas durante suas pes-
quisas. Mandelbrot deu o nome de FRACTAL, usando duas palavras latinas muito apro-

priadas pata compor o termo: o verbo frangere (fragmentar) e o adjetivo fractus (irregular).



Durante os seus estudos ele criou também um ‘catdlogo” pelo qual podia—se
prever qual a imagem do conjunto de Julia iria ser gerada em funcio do valor do parimetro
c. Na realidade este catdlogo também é uma imagem fractal. complexa e de grande beleza,
que desafla os matemadticos até hoje na pesquisa de suas propriedade — o CONJUNTO DE
MANDELBREOT {ver figura 1.3).

Figura 1.3: O conjunto de Mandelbrot. [PSaa88]

Todas estas descobertas foram publicadas em [Man77] e posteriormente aperfei-
coadas na publicacdo de [Man82b]. Este iltimo livro de Mandelbrot é a fonte cldssica de
consulta no assunto fracial, sendo que todas as bibliografias encontradas referenciam-se a

ele.

A geometria fractal injetou dnimo novo no estudo da Matemitica. Pode—se
transiormar o conceito de ciéncia 4rida e inacessivel numa matemédtica viva, com objetos
visnais e intuitivos, com aparéncia magnifica e, além de tudo, com grande variedade de

aplicagdes.



Mas apesar de todas as pesquisas em andamento, o conceito de fractal é ainda
uma questao em aberto e a discussdo em torno do assunto néo chegen a um consenso geral.
Nao ha uma definigdo simples e precisa. Todas as tentativas j& feitas até agora no sentido
de definir um fractal geraram resultados insatisfatérios, pois a cada definicdo apresentada
aparece emn contrapartida am novo objeto que nela nio se enquadra, mas que apesar disso

comporta—se como um {ractal. Mesmo a definicdo de Mandelbrot [Man82b}:

“Fractais sao curvas cuja dimensdo Hausdorff-Besicoviich € estritamente maior
que sug dimensdo Fuelidiana”,

que ¢ uma definigao cldssica agrupando inimeras formas cujo comportamento nido pode
ser analisado pela geometria tradicional, deixa de fora alguns conjuntos que devem ser

considerados como fractais.

Algumas definigdes mais genéricas foram propostas, como:

“Fractal ¢ uma figura composta por partes que sdo semelhantes ao todo sob
alguma forma.”

Iista definicio, proposta por J. Feder em 1988, no seu livro Fractals, permite a
inclusdo de muitas formas naturais randomicas, algumas das quais contidas na definicio de
Mandelbrot e cutras ndo. Sio conhecidas formas naturais com dimensio Euclidiana igual
a dimensdo de Hausdorff-Besicovitch, o que as tira do conjunto dos fractais definidos por
Mandelbrot, mas que sao compostas por partes semelhantes ao todo, o que as coloca dentro

do conjunto dos fractais definido por Feder.

Atualmente, tentar definir fractais ainda é um propésito incerto. Parece ser
mais sensato tentar obter um conhecimento intuitivo do que é um fractal e relacionar as
caracteristicas que ele deveria ter, como possuir infinitos detalhes, ser sempre muito irregu-
lar, possuir alguma forma de semelhanca, ter na maioria dos casos conhecidos um valor de
dimensao topologica menor gue sua dimensao fractal (sob algum dos aspectos definidos no

capitulo 3) e poder ser obtido por procedimentos muito simples, em geral por recursio.

Definir fractal desta forma pode soar de alguma maneira vago e impreciso, mas

o que acontece realmente é que quando nio se conhece todos os fractais existentes e, nos



varios ramos da Ciéncia, cada vez 1mais novas descobertas sdo feitas, qualquer definiciio
restritiva que hoje pareca corretamente formulada, certamente corre o risco de mostrar-se

incorreta amanhd. Atualmente, a geometria fractal é uma geometria experimental.

A caracteristica dos fractals estarem organizados em escalas tem um notdvel
paralelo na Teoria do Caos contemporanea. Eventos cadticos como turbuléncia da atmosfera
ou batidas do coragao humano, mostram padrdes familiares em diferentes escalas de tempo.
A correspondéncia entre os {ractals e o caos ndo é um mero acidente. Ao contririo, é um

sintoma de profunda correlagiio: “a geometria fractal € a geomeiria do caos™. [JPS90]

Enquanto um oljeto euclidiano sempre pode ser expresso através de elementos
basicos, como uma linha ou um ponto, um objeto fractal pode ser expresso em funcio de
um algoritmo, ou seja, em fungdo de um conjunto de procedimentos matemdticos. Assim,
este traballo prop/ oe uma nova defini¢io para um fractal, usando a caracteristica de seu

algoritmo de geracio em conjunio com as caracteristicas citadas anteriormente:

“Fractais sdo objetos matemndiicos obtidos pela iteracdo de funcées den-
tro do campo dos numeros complezos ou pela repeticdo de wm conjunto de
procedimentos matemdaticos e gue apresentam as sequintes caracteristicas:

e um fractal F possui uma estrutura fina, isto €, sempre possui infinitos
detalhes em qualquer escala arbitrariamente pequena;

o F € irregular demais para ser descrito pela linguagem da geometria tra-
dicional;

o F possui freqientemente alguma forma de auto-semelhanca, seja ela es-
trita, aprozimade ou estatdstica;

o usualmente, a dimensdo fractal de F (sob alguma interpretagdo) € maior
ou igual a sua dimensdo topologica;

e na maioria dos casos de interesse, F € definida de modo muito simples,
muites vezes recursivamercte.”

Ao usarmos um métode qualquer para mostrar a imagem de um fractal na
tela de um computador, obtemos na realidade uma aproximacio do fractal em questio.
A “imagem” estd limitada fisicamente pelo equipamento que a gerou enguanto o “fractal

ideal” nzo pode ser visto porque é gerado por um ndmero infinito de repeticdes.



As idéias acima referem-se aos “fractais matemdticos, os quais sio obtidos por
procedinentos de iteragdes. Podemos considerar também os “fractais naturgis” Gue pos-
suem as mesmas caracteristicas dos {ractals matemadticos, mas sio objetos j4 existentes na

natureza como nuvens, relevos, arvores, etc,

Um dos maiores méritos de Mandelbrot foi reconhecer a correspondéncia de
certos tipos de fractais matemdticos com algumas formas da natureza, conseguindo assim

representar muito melhor objetos do mundo real do que usando a geometria tradicional.

“Assim como nuvens ndo sdo esferas ¢ montanhas ndo sio cones” [Man82b], a

‘leoria dos bractais parece ser uma resposta para a representacio do mundo gue nos cerca.

Uma outra conseqiiéncia muito importante que surge da maneira como os frac-
tais sdo expressos usando um conjunto de procedimentos, é o fato disso resultar numa forma
extremamente compacta para descrever objetos. Para termos uma idéia do que isto signi-
fica, basta saber que um objeto altamente complexo como uma folha de samambaia (ver
figura 1.4) pode ser descrito por um algoritmo linear de poucas linhas e apenas 32 ntimeros

(ver figura 1.5).

Dentro do contexto apresentado, o presente trabalho pretende oferecer sua con-
tribui¢do na estruturacio do assunto fractal. selecionando e organizando os conteddos es-
palhados nas diversas publicagdes, dando um embasamento matemético que ird valorizar a

teoria fractal e estudardo alguns casos representativos de classes de fractais.

Assim o capitulo 1, esta introducio, situa os fractais dentro de um contexto
historico. acompanhando seu desenvolvimento desde o infcio do século até sua participacio
na contemporanea Teoria do Caos. Procura introduzir também de forma simples mas
precisa, 0s principais conceitos da teoria dos fractais, permitindo que nos capitulos seguintes
sejam formados grupos de fractais com a finalidade de estudar as caracteristicas comuns

entre eles.

O capitulo 2 extrai da matemadtica tradicional todo o embasamento necessirio
para definir & geometria fractal. Sdo revistos os conceitos mais importantes, cuja melhor

compreensao tornard possivel apresentar no capitulo 3 a nocio de dimensdo fractal.

O capftulo 3 destaca dos conceitos da teoria dos fractais aquele que maior re-

levancia apresenta até o momento — a Dimensdo Fractel. Sio mostradas as diferentes
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Figura 1.4: Folha de samambaia reproduzida por procedimento fractal. | Bargg]

definicoes existentes, seus significados geométricos e alguns métodos de caleulo.

O estudo de casos apresentado no capitule 4 procura agrupar todo o conteiddo
apresentado anteriormente para ¢riar uma taxonomia dos fractais mais conhecidos. abor-
dando para cada grupo as suas caracteristicas comuns e uma descricio. Sio dados aiguns
exemplos de cada grupo procurando, quando possivel. calcular sua dimensio, apresentar um
método de geracio e definir sua melhor utilizagio. Aplicacdes mais amplas para fractais
foram colocadas no capftulo 3, onde pode-se relacionar o assunto aqui tratado com estudo

de problemas em diversas dreas,

As conclusdes do trabalho bem como as sugestdes para continuagdo da pesquisa

sac colocadas no capitulo 6.

Para néo comprometer a continuidade dos capitulos anteriores, foram deslocados
para o apéndice a relagio dos programas usados para gerar as imagens (apéndice a) e a
selec@o das fotos das imagens geradas (apéndice b). No apéndice ¢ colocon-se uma carta
do pesquisador Benoit B. Mandelbrot, resultante de uma correspondéncia mantida em 1990

sobre 0 género da palavra fractal.
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Procedimento para geracfo de um fractal

Desenha uma folha de samambaia.

pt=0

m=4

it= 1000

data 0 0 0 0.16 0 0 0.01
data 0.85 0.04 -0.04 0.85 0 1.60 0.85
data 0.20 -0.26 0.23 0.22 0 1.60 0.07
data 0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44 0.07

for =1 to m
read a(j), b(j), c(j), d(j), e(), f(j), pk
pt=pt+pk
p(j) = pt
next j
screen 1 : cls
for n=46 to it
nr=rnd
ifnr<=p(iYthen k=1
else if nr<=p{2)then k=2
else if nr<=p(3) then k=3
else k=4
newx = allky * x + bk} * v + e(k)
newy =k} * x +d(k) * v + f(k)
X = newx
Y = newy
if n> 10 then plot (x,y)
next n

end

Figura 1.5: Procedimento fractal para gera¢io de uma folha de samambaia
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Finalmente, procurando dar wma contribui¢io a mais para as pessoas interessa-
das em trabalhar com fractais dentro dos varios campos possiveis de atuacio, acrescentou-se
no apéndice d um pequeno comentdrio sobre cada bibliografia que, apesar de lida, nio foi
usada diretamente no desenvolver da tese. Pretende-se assim que ao definir um interesse
particular dentro dos fractais, seja possivel procurar artigos com mais informacées sobre

este assunto dentro da bibliografia complementar.

Cada capitulo apresentado nao pretende ser exaustivo no assunto, mas o conjun-
to de todos eles permitird uma visic global dos fractais, adequada a todos que pretendam
utilizar-se dos mesmos dentro de algum campo de aplicacdo e, em particular, dentro da

Sintese de Imagens.

Com este trabalho espera-se contribuir particularmente na direcio de possibi-
litar uma distribuicao de funcdes em classes de fractais. facilitando assim a obtencio de

comportamentos e propriedades previamente definidos.



Capitulo 2

FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Nos 1ltimos anos, com o advento da sintese de imagens. os fractais tornaram-se
muito populares como uma forma de arte e como modelo para uma grande variedade de

fendmenos fisicos.

Apesar de ser possivel aprecid-los com pouco ou nenhum conhecimento de sua
matemadtica, uma compreensiao mais apurada certamente elevard a admiracio por esses
objetos tdo diversificados. A frase — “The Beauty of Fractals™— é tio freqilentemente
ouvida e chega a ser titulo de livro, mas é bom lembrar que muito de sua beleza pode ser

encontrada também em sua matematica.

Os métodos da geometria cldssica nio sio adequados para estudar os fractais, por
isso precisa-se de algumas técnicas alternativas. A ferramenta principal da geometria fractal
¢ a dimensao nas suas muitas formas e através dela vemos refletidas propriedades escalares
e auto-similares. Para melhor compreensio desta dimensdo fractal alguns conhecimenios

da matemdtica tradicional serdo revisados e adequados para serem usados no capitulo 3.

2.1 Conceitos Basicos
Para melhor clareza das idéias a serem desenvolvidas é necessirio selecionar

algnmas nogoes matemdticas da Teoria dos Conjuntos que serio nsadas no desenvolver deste

capitulo e introduzir-se algumas notagoes que evitario futuras ambigiiidades. O matemdtico

13
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Falconer, em [Fal90] apresenta um resumo muito consistente desta parte da matemdtica, o

qual orientara o desenvolvimento desta segao.

Em geral, os conjuntos que serdo estudados pertencem ao espago Euclidiano
n-dimensional R”, onde ' = N ¢ o conjunto de nimeros reais ou a reta real e N2 é o plano
Buclidiano. Os pontos em R" séo denotados por letras mintsculas e ocasionalmente serac

usadas formas coordenadas para representd-los. Assim.

T = (T, L9, ...,25)

Vo= (Y1, Y20 e n Yn)

representam as coordenadas dos pontos @ e y em R™. As operagoes de adigio e multiplicacio

por escalar sido definidas da maneira usual, sendo

tty=(21 4+, T2+ Y2, Tn + UYn)

Az = (Az1, AZa, ..., Azy)
onde A é um escalar real.

A distancia entre dois pontos é dada pela forma usual da distincia Euclidiana,
ou seja. € a distdncic méirica. Assim, dados dois pontos r e y em R, a distdncia entre eles
é
1
2

kol
fr—yl= 1 (e —u)
1=

(s conjuntos, geralmente sub-conjuntos de R”, sdo denctados por letras maits-
culas 4, B, {, etc. Como na matemdtica tradicional, z € E significa que o ponto z pertence
ao conjunto E, e A C B diz que o conjunto A4 estd contido no conjunto B, ou seja, A é um

subconjunto de B.

A expressio “z : condicio” deve ser lida “z tal que condicdo” e inclul o conjunto
=

de pontos z para os guals condi¢do é verdadeira.

Alguns conjuntos que ocorrem com certa frequéncia possuem uma notacao espe-

cial. O conjunto vazio, que ndo possui nenhum elemento, serd denotado por . { conjunto
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dos nimeros inteiros serd Z e o conjunto dos nimeros racionais serd Q. O sobrescrito +

representa os elementos positivos de um conjunto: assim R sio os nimeros reais positivos e
Z* 530 os nimeros inteiros positivos. Serdo feitas referéncias ao conjunto dos nimeros com-
slexos C, que muitas vezes se identificam com o plano R2, com (z +iy) de C correspondendo
I ) P p

ao ponto (z,y) de R2.

A bola fechada de centro @ e raio r é definida por
Blxz)={y:y-wl|<r}

Da mesma maneira, a bola aberta de centro x e raio r é

Bl(z)={yy—u2i<r}

Assim, uma bola fechada contém a esfera que a limita e uma bola aberta nio.
Em $2 uma bola é apenas um disco e em R um intervalo. Serio usadas expressoes ciassicas

de intervalo, onde se a < b, um intervalo fechado [a, b] serd o conjunto
{yia<y<t)

e um intervalo aberto (a,b) serd

{yra<y<b}

As idéias de aberto e fechado, referenciadas a bolas podem ser estendidas para
conjuntos muito mais genéricos. Intuitivamente, um conjunto fechado contém os pontos
de sua borda e wum conjunto aberto nao. Com mais precisdo, um subconjunto A de 7 é
aberto, se para todos os pontos de 4 existe uma B,(2), centrada em z e com raic positivo
r contida em A. Um conjunto A é fechado se sempre que uma seqiiéncia de pontos z; de
A convergir para um ponto # de R, entdo z estd em A (ver fig. 2.1). Os conjuntos @ e {™

sao definidos como abertos e fechados.

A unido dos conjuntos 4 e B serd representada por A U B e conterd todos os
pontos que pertencem a A ou B. A intersegdo de A e B serd AN B e conterd os pontos
que pertencem a ambos os conjuntos. Generalizando estas nocdes. U, A, denota a unido de
nma cole¢iio de conjuntos A, e contém todos os pontos que pertencem a pelo menos um dos

conjuntos A,. Similarmente M, A, denota a interse¢io desses conjuntos e contém os pontos
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@) (b) (©

Figura 2.1: (a) - Conjunto aberto - para cada ponto do conjunto existe uma bola aberta
ou fechada pertencente ao conjunto. (b) - Conjunto fechado - o limite da convergéncia de
qualquer sequéncia de pontos de um conjunto estd no conjunto. {¢) - borda do conjunto em
{a)ou (b).

comuns a todos os conjuntos A,. Uma colegio de conjuntos é disjunta se a intersecao de
qualquer par de conjuntos da colecio for vazia. A diferenca A — B consiste nos pontos do
conjunto A que nao estio no conjunto B. Em particular, a diferenca ™ — A é chamada o

complemento de A.
O conjunto de todos os pares ordenados
{(a,b):ac Aebe B}

é chamado produto Cartesiano de A e Be é representado por Ax B. Se A C ®% e B C R™,
o produto A x B ¢ ®rH™.

Um conjunto A é enumerdvel se seus elementos podem ser listados na forma
21,%2,... , com todo elemento de A aparecendo em um lugar especifico da lista. Os

conjuntos Z e {§ sio enumerdveis mas R nao é.

O conjunto A é compacto se toda colegdo de conjuntos abertos que cobrel A
possui uma subcolegio finita que também cobre 4. A compacidade é uma propriedade
muito utll num conjunto pois permite que conjuntos infinitos de condicdes sejam reduzidos
a muitos conjuntos finitos. Para o presente trabalho é suficiente pensar em subconjuntos
compactos de R" como os conjuntos fechados e limitados. A intersecio de qualquer colecio

de conjuntos compactos € compacta.

Um subconjunto 4 de R™ é conezo se nao existirem os conjuntos abertos {7 e

V' tais que U {JV contém 4 com AU e ANV disjuntos e nio-vazios. O conjunto A4 é

1 Dizemos que uma colecio de conjuntos abertos cobre A quando sua unifo contém A.
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totalmente desconero se o maior subconjunto conexo que contém cada ponto de 4 consiste
unicamente deste ponto. Algebricamente, dizemos que numa forma ¢ desconera se ela for a
soma. de duas outras formas envolvendo conjuntos separados de varidveis . Caso contrario,

ela ¢ conexa [Cox73]. Por exemplo:

x? 4 23 é desconexa, e

2%~ zy29 + 23 é conexa.

Se A éum conjunto de nidmeros reais. o supremo de A, é o menor nimero m tal
que x < m para todo 2 € A, ou € oo se este mimero nao existe. Q nfimo de 4 é o maior
ntmero 1 tal que n < & para todo & € 4, ou é ~o0 caso n nao exista. Infuitivamente,
pensa-se em supremo e infimo como o maximo e o minimo de um conjunto, mas é bom
ressaltar que o supremo e o inflmo nfo precisam pertencer ao conjunto enquanto o maximo
e o minimo de um conjunto sempre pertencem a ele. Denota-se 0 supremo de um conjunto

de A como sup4d e o infimo como inf 4.

Define-se o didmetro® | 4 | de um sub-conjunto nio vazio A de R” como a maior

distdncia entre os pares de pontos de A. Assim tem-se:

fdl=sup{lz~y|iz,y€ A}

Um conjunte A é limitado se possuir um didmetro finito, ou de forma equivalente, A é

limitado se puder ser contido em alguma bola finita suficientemente grande.

Convergéncia de seqgiiéncias ¢ definida da maneira usual. Uma sequéncia a; em
K™ converge para um ponto x de K" guando k — oc, se dado um ¢ > 0, existe um nimero
K tal que |z — @ |< ¢ sempre que & > K, isto é, se | ), — 2 | converge para 0. O nimero

2 & chamado limite da sequéncia e escreve-se zp — @ ou lim, . 2 = 2.

2.2 Transformacoes

Sejam X e Y conjuntos quaisquer. Uma funcdo ou transformagdo f de X em Y

¢ uma regra ou férmula que associa wimn ponto f{z) de ¥ a cada ponto z de X. Escreve-se

*Para ficar coerente com a notagio de distincia entre dois pontos £ e y que ¢ | z — y |, adotou-se para
diimetro de um conjunto A a mesma representagio, substituindo os pontos pelo nome do conjunte | A .
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S X — Y., onde X échamado dominio de f e ¥ é o contra-dominio.

Se A ¢ um subconjunto de X, a imagem de A, denotada por f(A), é dada pelo

conjunto de pontos f(z) de Y, associados aos pontos z de A, isto é:
flA) = {f(z):2 € 4}

Se B éam sub-conjunto de Y, a funcio f~1(B) é a imagem inversa de B, dada
pelo conjunto
{1z € X: f(z) € B}

Desta maneira a imagem inversa de um tnico ponto pode conter muitos pontos.

Algumas fungoes de 7 em R™ possuem uma significincia geométrica particular,
recebendo entdo o nome de transformagées . Para methor diferenciar das outras funcoes.
as transformacdes serdo denotadas por letras maitisculas, Na figura 2.2 mostra-se o efeito

causado por transformacdes sabre conjuntos.

2.2.1 Congruéncia ou Isometria

E uma transformagéo 5 : R* — R™ que preserva distancias, isto é,
PS(e) = Sly) I=lz—y|

para = e y em R". Nesta transformacio os dngulos, a drea e as perpendiculares também

sao preservados.

e Congruéncia direta ou movimento rigido : sio transformacoes obtidas pela combi-
nacao de rotagao e/ou translacido rigida, as quais preservam o sentido de um objeto
[Cox73]. Assim, um quadrado ABCD no sentido horario. continuard sendo um qua-
drado ABCD no sentido hordrio apds sofrer uma rota¢do e/ou uma translacio rigida.

Movimentos rigidos sao chamados também de deslocamentos.
1. Translacdo Rigida : é uma transformacao da forma
Slzy=z+a

onde o termo independente ¢ mantém-se constante para todas as componentes

do ponto em R”.
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CONGRUEBNCIA

g

ou Congruéneia

Congruéncia direta

Movimento rigido

SIMILARIDADE
A E
Expansio Contracilo
AFINIDADE
Deformagio

Iigura 2.2: Exemplos de transformagdes
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2. Rotagdo : é uma transformacio que estd centrada num ponto a. de tal forma
que

[ S{zy—al=le—al

o Congruéncia indireta ou Simetria : sao transformacoes que envolvem rebatimentos.
Transformacoes deste tipo invertem o sentido de um objeto. Assim, um quadrado
ABCD no sentido hordrio passard a ser um quadrado DCBA no mesmo sentido

herarie.

1. Reflezdo: é uma transformacgdo que mapeia pontos para sua imagem espelhada,

num planc (n — 1} dimensional.

2.2.2 Homotetia
Uma transformacio 5 : ™ — N"™é uma homotetia se
Se(z) = ez

para todo ¢ > 0.

Temos uma contracdo quando 0 < ¢ < 1 ¢ uma ezpansdo quando ¢ > 1. See =1

temos uma transformacao identidade.

Uma outra forma para determinar contragoes é usar o conceito da constante de
Lipschitz. O valor desta constante para uma fungao F : X — X, onde X é um espaco

métrico, ¢ dada pela relagio:

Lip o = sup,g, { Ty

sendo:

e d uma métrica no espago X':

e sup a convengao adotada para supremo de um conjunto, conforme defini¢io na

pagina 17.

Esta fungao serd uma contracio no conjunto X quando Lip /), < 1.



2.2.3  Similaridade

Uma transformagao 5 : % — R™ é uma similaridade se existe uma constante
¢ # 0 para a qual

| S(z)~ Sty |=c]e-y]
para todo 2.y em R

Similaridades sao composi¢des de isometrias e homotetias. Uma transformacio
S de similaridade transforma conjuntos em outros conjuntos geometricamente similares,
através de translacoes rigidas, rotagbes, reflexdes, contragdes ou expansdes. preservando
todos os angulos. Nestas transformacdes linhas retas do objeto considerado continuam

linhas retas no objeto transformado.

2.2.4 Linearidade
Uma transformagao I : R™ — R™ é linear se:
Tz +y)="T{z)+T(y) (2.1)
T(Az) = ATz} (2.2)

para todo z,y € " e A € N. A caracteristica de uma transformacio linear é poder ser
representada por uma matriz, composta pelos coeficientes das funcdes lineares homogéneas
gue as representam. Como exemplo, temos uma transformagio 7 : % — R expressa por
[BMS0i:

1= a2y + by + 23

Y2 = ¥y + bywg + o3

i

¥s = azry + byzo 4 c3za

A representagdo genérica para estas funcdes serd:
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3
iy == Z{L;{j.’l,‘j \ com {={1,2,3}

i=1

A este sistema podemos fazer corresponder a representacio matricial:
Y = AX

onde Y = |lgil], A= llai;ll e X =zl

‘Transformagoes lineares sio rotagdes, reflexdes e escalamentos (expansio e con-
tragdo). Translagoes ndo sdo transformacdes lineares porque nio verificam as equacdes 2.1

e 2.2 acirma.

e [Linearidade ndo-singular: para que uma transformacio linear seja nio-singular basta

que sua nulidade seja 0 [Lip74], ou seja:
Tz)=0<= 2=10

Estas transformagdes também sdo chamadas de transformagédes lineares completas.

2.2.5 Afinidade

Transformacoes afins sio transformacio da forma
Slzy=Tx)+a

onde T'(2 ) é uma transformacio inear nio-singular e ¢ € ®" é um valor fixo. Esta transfor-
magas causa Uma expansio, contragao ou translagio, porém desigual em cada diregéo. O
resultado ¢ uma deformacio na figura original, apesar das linhas retas continuarem retas,

das paralelas continuarem paralelas e das tangentes permanecerem tangentes [BMS0].
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2.3 Medidas
Sac maneiras de afribuir wm “tamanho” numérico a conjuntos, de tal forma que

se um conjunto é decomposto em um ndmero finito de partes, de uma maneira razodvel, o

tamanho do todo ¢ igual a soma do tamanho das partes.

Assim, p é uma medida de 4 em R", se:

e 0 < pu(d) < oo, VA C R

o p(@)=0;

L]

p{A) < u(B).se AC B;

Se Aq, Ao, .. ¢ wma sequéncia finita de conjuntos, entao:

14 (U A(;’}) <N A
351

Quando 0 < p(R™} < co, podemos pensar em medida como uma distribuicio de

massa da seguinte maneira:

toma-se uma quantidade finita de massa e distribui-se de alguma maneira por
um conjunto X. Medida seria entdo a quantidade de massa espalhada pelos
pontos do conjunio X .

Na sequéncia desta segdo serdo apresentados alguns tipos de medidas.
2.3.1 Contagem
#(A) é o nmimero de pontos de A € R® se A ¢ finito ou é o se A é infinito.

2.53.2 Massa Pontual

Considerando ¢ € R™, o valor u{A) = 1 se 0 € A, caso contrario u{A) = 0.

Assim p pode ser pensada como a massa pontual concentrada em «a.
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2.3.3 Medida de Lebesgue em R — £!

IX ama extensao da idéia de “comprimenio™.

1. para intervalos aberios ou fechados:
LA = £a bl =l b—a]
2. para um conjunto A, sendo A = U;[a;, b, a unido finita de ¢ intervalos disjuntos:

portanto, o comprimento de A seria a soma dos comprimentos dos intervalos.

3. para um conjunto 4 gualquer:

LA —mf{i [b; —a; )1 AC [j{ai,bi]}

onde:

¢ inf ¢ a convencéao adotada para infimo de um conjunto, conforme definicic na
pagina 17,
¢ 0 simbolo : representa a expressio “tal gue”, conforme convencio adotada na

pagina 14.

Pode-se escrever compr(A) no lugar de £1(A), para enfatizar a relacio com a

nocdo intuitiva de comprimento.

2.3.4 Medida de Lebesgue emn " — L7
E uma extensio da idéia de drea e volume.
I. para n = 2 temos 4 C R?
A=z e R a1 <21 <bh e a2< 2, < by}

A medida £7? é a drea do paralelogramo A ( ver figura 2.3 (a)).



2. em B3

A=, e0,03) €N tay <y he,ag <y < by, oaz < g < b3}

A medida £9 & o volume do paralelepipedo A (ver figura 2.3 (b)).

(o) (b)

Figura 2.3: (a/ - Medida de Lebesgue em ®%. (b) - Medida de Lebesgue em 3.

3. em R
A= (21, z0) € R as < 2 < bi)
(a)
vol™(A) = (b — a1 ){by — ag) - (by — ay)
(b)

L7(A) = inf {2 vol™(A;): A C U A,}
=i

i=1
2.3.5 Medida de Hausdorff — H*(F)

Em [Fal88a] considera-se um sub-conjunto U nfio vazie do espaco Fuclidiano

n-dimensional . O didmetro de U/, definido anteriormente como:

U= sup{la -y e,y € U)
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representa a maior distdncia entre todos os pares de pontos de .

Se {U/;} ¢ uma colegdo finita de conjuntos com didmetro de medida maxima é

que cobre um conjunto F. isto é:

s
Fc U U,
1=1
com 0 <} U; |< 8 para cada i, diz-se que U; é uma é-cobertura de F.

Suponha-se que £ seja um subconjunto de R™ e s seja um nimero nao-negativo.

Para qualquer é > 0, define-se a medida de Hausdorff como sendo:

x>

H(F) = inf {Z LU |7 {U;} € wma § — cobertura de F} (2.3}
=3

Assim, consideram-—se todas as coberturas de F por conjuntos de didmetro

maximo ¢ e define-se o menor somatério das poténcias s-dimensional dos didmetros de

catla uma dessas coberturas como o valor da medida considerada.

Quando ¢ decresce, a classe das coberturas permitidas diminui e portanto, a
quantidade de conjuntos necessirios para cobrir F' cresce. Com isso, o menor valor para

Hi(F') também cresce, tendendo para um limite quando 6 tende para 0.
HAE) = (]sz%Hg{F}
Este limite sempre existe, podendo assumir os valores 0 e co, entre outros [Fal90].

Chama-se H*(F) a medida Hausdorff s-dimensional de F.

Na figura 2.4 tem-se um exemplo do cédleulo da medida de Hausdorff com o
conjunto I, em R?, e duas possiveis coberturas 'y e (5. Considerando-se a distancia
horizontal e vertical entre dois pontos vizinhos de F como 1 e determinando-se que o
didmetro maximo de cada conjunto que compéde as coberturas é o = 2 e sendo s = 1,

e aplicando-se estes valores & equacdo 2.3, tem-se:

8
Ci o= Y Iuil'=04+0+0+0+0+1+1+2=4

(S



4]
Cy = S AU P=0+0+1+1+2+2=6
PR3

O menor valor de somatdrio encontrado desta forma, para todas as possiveis

coberturas de £, quando é — 0, corresponde ao valor de H°(F'}.

Outra definicdo para a mesma medida, usando a noc¢do de vizinhanca de um

ponto e distancia de ponto a conjunto, pode ser encontrada em [HutB1].

o o O
'®) o o
O o o
o o o
g
@ O ”
@ (@l
@ © ©
© © S
C, <,

Figura 2.4: O conjunto F em R? e duas possiveis coberturas (77 e (3.

2.5.5.1 Propriedades da medida de Hausdorff

o H{(B) = 0.
o Se B C F, entdo H*(E) < H(F) : monotonicidade

e Se F; & uma colegdo de conjuntos disjuntos, entdo:

+? (U Fi) = Y (R
=1 =1
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isto &, H*® da unidao de conjuntos disjuntos é igual & soma de H* de cada um dos

cCoOnjuntos.

2.4 Comentarios Finais

Neste capitulo introduziram-se os fundamenios mateméticos que dardo o su-
porte necessdrio aos capitulos que se seguem e, em especial, ao capitulo 3. Procurou-se
abranger este conteido de forma simplificada, facilitando sua compreensio também a nao
matematicos. Para obter um nivel de aprofundamento maior nos assuntos cobertos por este
capitulo, sugere-se consultar livros textos de matematica a nivel de graduacio. nas areas
de anélise numeérica e teoria das probabilidades. Ji o conteido da teoria das medidas é
encontrado em livros de matemdtica mais avancados, a nivel de pés-graduacgio. Algumas
referéncias podem ser citadas, tais como [AP91], [Lip74] e [BM80] para consultas bdsicas e
[PS89] e [Cox73] para consultas mais avangadas. Para atingir-se o nivel de conhecimento
da geometria fractal pretendido por este trabalho, o contetido apresentado neste capitulo é

considerado suficiente.



Capitulo 3

DIMENSAO FRACTAL

Uma das principais ferramentas da geometria fractal é a dimensio em suas varias
formas. Muitas nogdes novas precisam ser vistas para entender este conceito. pois estamos
familiarizados com o fato de que uma curva é um objeto unidimensional e uma superficie &
bidimensional, e é um tanto incomum afirmar-se que o conjunto de Cantor tem dimensio
0.631 e a curva de von Koch possui dimensio 1,262. No entanto, uma boa avaliacio desses
valores fraciondrios permite obter muitas informagdes sobre 0s ab jetos fractais, que ficariam

escondidas pela nogiao tradicional de dimensao.

Desde o final do século passado os matemdticos reconheceram gque 0 método
tradicional para o cdlculo de dimensio, baseado no niimero de vetores necessirios para gerar
0 espago ao qual pertence um objetc; considerado [Lip74], ndo satisfazia alguns novos objetos
que estavam sendo encontrados. Jd em 1877 o matemdtico Cantor fez algum trabalho de
pesquisa 1o assunto, assim como Peano em 1890, Felix Hausdorff em 1919 e Besicovitch um
pouco mais tarde. Vdrios destes trabalhos originaram versdes diferentes de dimensio. cada

uma delas com um sentido préprio.

As diversas nocdes de dimensio fractal vieram preencher a lacuna existente na
defini¢ao Buclidiana de dimensio procurando abranger o maior nimero possivel de objetos.
Em [Fog87], temos um exemplo que mostra de maneira muito interessante a nogao intuitiva
da nova dimensao fractal. Consideremos uma folha de papel e comecemos a amassar esta
folha em nossas maos, cada vez mals, fazendo a superficie 2-dimensional da folha de papel

tornar-se gradativamente mais irregular. No final, a forma de uma esfera COMEca a aparecer
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fazendo a superficie parecer cada vez mais com um objeto 3-dimensional, apesar de continuar
sendo uma folha de papel 2-dimensional. A dimensao fractal deste objeto iria mudando
durante este processo, variando entre dois e {rés, representando assim o guanto o papel
esta amarrotado no momento. Enquanto isso a sua dimensdo Euclidiana continuaria tendo
o valor fixo dois, perdendo muito de sua representatividade. O mesmo comportamento
poderia ser aplicado a uma linha unidimensional tendo sua dimensio variando entire um e

deis, como mostra a figura (3.1).

elemento

dimensao

Euclidiana | | |

Fractal | L3 .. I8 ..

Figura 3.1: Dimensdo Fuclidiana e Dimensao Fractal

Falando de forma muito rudimentar, dimensio fractal é uma medida que, sob
qualquer interpretacao, avalia quanto espago uma curva ocupa, ressalta a irregularidade de

um conjunto e contém muitas informagdes sobre as propriedades geométricas desse conjunto.

Existem interpretagbes mais satisfatérias e outras menos, algnmas sio mais a-
brangentes outras mais restritas, algumas sio de cdlculo ficil e outras de dificil obtencio.
Diferentes interpretacoes podem resultar em diferentes valores de dimensio para um mesmo
conjunto e também podem representar diferentes propriedades desse conjunto. B preciso,
portanto, ser consistente no use do termo dimensdo fractal, procurando sempre o seu signi-

ficado preciso e particular.

Veremos a seguir os conceitos principais ji propostos para calcular a dimensio




31

fractal.

3.1 Dimensao de similaridade — D,

Em [Hut81] encontra-se a dimensio de similaridade definida em funcio da cons-
tante de Lipschitz'. Considera-se para issoo espago R” com a métrica Euclidiana, o conjunto
§ = {51, 5,....5,} composto de similaridades? e faz-se a constante de Lipschitz para cada

conjunto 9; ser representada por ¢;. Define-se entdo:

Dimensdo de similaridade € o dnico nimero positivo s para o qual:
2 ci=1 (3.1)

Um método conveniente para encontrar a dimensio de certos conjuntos auto-
similares®, fazendo uso da prépria similaridade inerente a eles é usando sua representacio

esquemdtica’. Neste esquema a dimensdo seria dada por:

Ds:_lnj\f (3.2)
Inn

Nesta equagao N representa o nadmero de segmentos do gerador e n serd a

propor¢ao de contragio de cada segmento.

Na figura (3.2} temos o cdlculo da dimensdo de similaridade para uma das formas

da carva de Koch.

3.2 Dimensao de Hausdorff-Besicovitch — dimyF

Esta dimensao estd relacionada com a maneira pela qual o objeto preenche o

espago no gual esta contido.

'ver definicio desta constante na pagina 20, secioc 2.2.2.

“yer definicio de transformacdes de similaridades no capitulo 2, secio 2.2.3.
Fver definicio de anto-similiraridades no capltule 4, segdo 4.1.1
*Além do exemplo visio nesia secio, iemos no capitulo 4, exemplos mais detalhados desta dimensdo.
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1/3

173

LJJI,,._.

1/3

Ind

In —

gerador
N=4

= 1,26

Figura 3.2: Dimensio de similaridade da Curva de Koch
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A ideia de uma dimensdo nio inteira aplicada a formas descontinuas surgiu ao
matematico Hausdorff por volta de 1919. Sua propesicic foi mais tarde aperfeicoada por
Besicovitch e este método criado recebeu seus nomes. Apesar de alguns autores citarem
apenas Hausdorff parece mais justo acrescentar o nome de Besicovitch como reconhecimento
a sua contribuicdo, que den a esta dimensdo a forma conhecida atualmente. Muitas vezes
esta dimensao é chamada simplesmente dimensdo fractal devido ao seu uso ser largamente
difundido e assim, muitas vezes, ser confundida com a tnica medida de dimensio para

fractal.

Hutchinson em [Hut81] e Falconer em [Fal90] usam a medida de Hausdorff®
para definir esta dimensdo. Observando a equa¢io 2.3, no capitulo 2, verifica-se que se
& < 1 a medida nao cresce com s. Assim, pode-se provar® que ha um tnico valor critico da
poténcia s—dimensional para o qual o valor de H*(F) salta repentinamente de oo para 0.
Esta situacao critica estd representada na figura {3.3).

o0

HF

] s:\é s

Figura 3.3: Valor critico V; da Medida de Hausdorff-Besicovitch, representada por dimy F

4

Este valor critico é chamado de dimensdo Hausdorff-Besicovitch {dimpyF) e é

tal que:
00 .88 8 < dimgl
H(F)=1¢ (0,¢) ,ses=dimygF
0 ,8e 8 > dimy ¥

*Ver a definicio desta medida no capftuic 2, secic 2.3.5.
®Detathes desta prova podem ser encontrados em {Falgn].
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Um exemplo simplificado pode ser dado considerando-se um disco plano F, de
rajo unitario, em ®*. Usando métricas Fuclidianas nsuais neste espago como comprimento,

area e volume, pode-se fazer os seguintes calculos para obter & medida de Hausdorff:

HHF) = inf {Z [ U5 1% U} 6 wma & — cobertura de F} (3.3)

i==1

H(F) = gjz% HHFY
e para o espa¢o unidimensional:
HYF) = compr(F) =
* para o espaco bidimensional:
HY(F) = drea(F) — 0 < HHF) >

e para o espaco tridimensional:

HF) = vol(F) = 0

e resumindo:
o0 , 508 <2
HYUF)Y=1{ (0,0) .ses=2
G , 8¢ 8 > 2

Como em ¢ = 2 o valor de H*(F) muda repentinamente de oo para 0. dizemos

entao gue:
dimHF = 32
O exemple acima, cuja dimensio de Hausdorff foi facilmente obtida, é apenas

ilustrativo. Para conjuntos realmente fractais parece piio haver um caminho facil para

computar as convergéncias necessarias como é mostrado em [Fal88a.



3.2.1

3.3

Propriedades

Se [7CR" é um conjunto aberto, entio dimyF = n.

Se F ¢ uma superficie m-dimensional, continuamente diferencidvel’ em R™. entio
dimyF = m. Portanto, curvas continuas tem dimensic um e superficies continuas

tem dimensao dois em qualquer espaco que as contenha.

monotonicidade: &' C F entio dimgk < dimpgF

estabilidade enumerdvel: I, F;. - - é uma seqiidacia enumerdvel de conjuntos, entio:
L)
dimpy U Fi = supi1<icoo (dimp Fy)
gzl

Se F' é um conjunto enumerdvel entdo dirng F = 0. Neste caso cada F; é um tnico

ponto.

invariancia geométrica: sendo F invariante a transformagoes em que:
ez =yl fl@) -~ fly) IS eala—y|
comz,y € Fel<e <oy < oo,

temos que dimy f(F') serd invariante também.
Portanto dimpg f(F') = dimy £ se f é uma transformacio em R* tal comeo translacio,

rotacgio, similaridade ou afinidade

Um conjunto F C R" com dimygF < 1 é totalmente desconexo® {ver prova em
[Falg0}).

Dimensoées equivalentes A Dimensao de Hausdorff

A dimensao de Hausdorff~Besicovitch vista na secdo 3.2 considera que a cober-

tura de um conjunto £’ em K" é feita por conjuntos quaisquer também em R™.

Outras classes de coberturas, que usam um tipo particular de conjunto podem

ser usadas para medir a dimensdo de Hausdorfi-Besicovitch. Em [Fal90] temos dois exem-

plos:

TFuncées continuamente diferencidveis possuem derivada continua em todos os seus pontos.
8Ver definicdo de conjuntos totaimente desconexos na pagina 16.
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3.3.1 Dimensao de Hausdorff usando coberturas por Bolas Esféricas —
I)b

Adaptando a medida de Hausdorfl para bolas esféricas®. temos:

Bi(F) = inf {Z | B; 1*: {B;}é uma é — cobertura de F por bolas}

B (F) = ;)1“13) Bi(F)

Q valor de s onde B*(F) salta de > para 0 é o valor da dimensio obtida.
Importante tambem ¢ ressaltar que o valor obtido é o mesmo quer se use coberturas por

bolas esféricas ou por conjuntos gquaisquer.

3.3.2 Dimensao de Hausdorff usando coberturas por intervalos binsrios
— D,

Considera-se o conjunto F como um subconjunto do intervalo {0,1). Um in-

tervalo bindrio é da forma [7‘ 27k (v + 1) Q‘A‘) onde k = 0,1,2,...er =0,1,...,2% ~ 1,

Baseando-se na medida de Hausdorff, define-se a medida M*(F)} como:

MUTF) = inf {Z [ U |72 {U;}é uma § — eobertura de F por intervalos bin&réos}

MP(F) = lim M3(F)

Da mesma maneira usada para encontrar a dimensao de Hausdorff. o valor de s
onde M®( ") pula de oc para 0 é o valor da dimensio obtida e esse valor é o mesmo para

dimp £ e para Dy,

°Bolas estao definidas no capitulo 2, segiio 2.1.



3.4 Outras dimensoces

Muitos estudos ja foram feitos e outros estio atualmente em andamento pro-
curando encontrar novos métodos para o célculo de dimensio fractal. Alguns procuram
métodos que sejam mais simples de serem aplicados e em geral dedicam-se a um tipo parti-
cular de fractal. Outros estudos visam um método que seja aplicivel em todos os tipos de

fractais, mas os métodos deste tipo propostos até agora sio todos de dificil computagio.

Como em todas as dreas dentro da teoria fractal. as perspectivas para o calculo
de dimensao fractal estio abertas em todos os sentidos e varias experimentacdes estio

procurando sua validagio.

3.4.1 Dimensoes fraciondrias — A(F) e Dim(E)

A dimensido de Hausdorff—Besicovitch é obtida a partir da definicio de uma
medida, a medida de Hausdorfl. Da mesma forma, usando outras defini¢des de medidas

pode-se obter defini¢cdes equivalentes de dimensio.

Duas dimensdes deste tipo sio mostradas em [J1.82]. Além das definicées, que
envolvem uma grande complexidade matemdtica, algumas propriedade sdo estudadas e o
autor conclui que a dimensio A{F) é monotonica mas sua estabilidade é nio-enumerdveil®.
Ja a segunda dimensio estndada, Dim (£} é monotdnica e sua estabilidade é enumerdvel.
Mostra-se também que dimpgE' < Dim(E) e estuda-se o coeficiente de irregularidade

B = Dim{ E)~dimpkE como mais uin parametro de informagoes sobre o conjunto estudada.

3.4.2 Dimensao Espectral — D,
A medida desta dimensio, apresentada em [Hib91] relaciona-se com a conexida-
de'? de um sistema e assim, com a ramificagio encontrada no fractal.

D pode ser definida em funcdo de uma caminhada randdmica sobre um objeto.

Genericamente percorrida desde a origem de um sistema em ¢ passos, a distincia alcancada

"“Monotonicidade e estabilidade foram vista na pagina 35, secio 3.2.1.
" Dimensdc Hausdorfi-Besicovitch de .
"Conjuntos conexos sio definidos na pigina 16, secio 2.1.
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por essa caminhada ¢ proporcional a £4. O valor d representa o coeficiente de difusio de um
sistema. sendo que no espago Euclidiano temos d = 2, o que nos déd a usual dependéncia da
raiz quadrada. Num [ractal & difusdo é mais dificil e assim d > 2. Isto porque d examina o

movimento sobre o fractal, o que inclui muitos retornos ao mesmo ponto.

A dimensao espectral de um conjunto I é dada por:

D, = 2 dz'a;lHF

O nimero de lugares distintos visitados em  passos é:

D:

N(t)y=172

3.4.3 Dimensao da Contagem de Caixas — D,

Esta dimensdo tem a vantagem de poder ser usada em qualquer conjunto e
também de poder ser estimada sem muito esforgo. Em [Hib91] e também em [Fal90] a
medida de 1. é feita considerando-se o nimero de caixas necessirias para cobrir a drea
ocupada por um objeto em funcio do tamanho da caixa. Esta caixa deve ter a mesma
dimensédo do espago envolvido. Assim em ®? a caixa é um quadrado, em ®3 a caixa é um
cubo e assim por diante. N(é) representa o nimero de caixas necessérias para envolver o
objeto, sendo ¢ a medida do lado da caixa. O valor de N{§) é escalado pelo fator §7¢ e
portanto, quanto maior o niimero de caixas necessrias para cobrir o objeto, maior a sua

dimensao.

Esta nocdo pode ser refinada fazendo-se a cobertura do objeto por esferas de
ralo 7, no espago tri—dimensional ou circulos de raio r no espaco bi-dimensional. Desta

maneira V(&) seria escalado pelo fator »P¢, onde r é o raio da esfera considerada.

Para uma escolha adegquada de §, podemos escrever:
N(§) = §P-

de onde obtemos:
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tiid i}

{iv} - {v)

Figura 3.4 Cinco formas diferentes de encontrar a dimenséo do conjunto F pelo processo

da contagem de caixas. [Fal90]

_ ()
¢ In{é)

Na figura (3.4) temos um exemplo da contagem de caixas num fractal.

3.4.4 Dimensao Raio-Massa — D,,,

Esta forma para medir-se a dimensdo de um conjunto F, mostrada em [Hib91],
propde a construcao de uma série de circulos com raios crescentes. A massa do conjunto

dentro de cada circulo é computada. Obtém-se que D,,,{ R), dentro do circulo de raio R, é



A0

escalada pelo fator R¥™H  Fste método é adequado para examinar a dimensao de diferentes

partes de um objeto, escolhendo diferentes centros para construir os circulos.

3.4.5 Funcao Dimensao

Algumas vezes é desejivel ter-se uma indicacio mais bem definida de dimensio
do que am simples nimero. Pode-se entdao chamar nma funcio A : R — Rt crescente e

continua, de funcao dimensao e definir (ver [Fal90]):

HE = inf {Z AU ) - {U} € wma & cobertura de ,F}

HYFY = i'«i?n.gﬂg?‘(g}(F)
para todo F C R"

Se a fungdo A for em particular #(f) = {° esta definigdo ¢ a definicdo usual da

medida de Hausdorff-Besicovitch s-dimensional.

Atraveés desta funcio dimensao é possivel estudar fractais importantes como o
movimento Browniano, cuja complexidade de comportamento pode ser melhor assimilada

pela variagdo de uma funcdo do que pelo valor de um simples nimero.

3.4.6 Dimensao por Imagens

A dimensao de Hausdorfi-Besicovitch dimy, tem sido usada hd muitos anos
para estabelecer tamanhos de conjuntos Euclidianos e de ouiros tipos de conjuntos como
os conjuntos fractais. No entanto, com a difusido des conjuntos ndo—Euclidianos, observou-
se que conjuntos com diferentes caracteristicas possufam o mesmo valor de dimpy. Por
exemplo, um segmento de reta em R? possui dimy = 1 e o produto cartesianc em R? de
dois conjuntos de Cantor também possul dimy = t. Apesar de caracteristicas no plano
totalmente diferentes, o cdlculo de sua dimensio de HausdorfBesicovitch resulton num

mesmo valor. Pensando nisto, varios mateméticos comegaram a pesquisar novas propostas
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para dimensao como as vistas nas se¢des anteriores e. em especial. o matematico Rogers,
publicou em [Rog88] os resultados de seu trabalho neste campo, apresentando uma nogio de
dimensio totalmente diferente de todas as anteriores. Sua proposta é de uma dimensao gue
RA0 sera expressa por um valor, mas sim por um conjunto de vetores. Para chegar a esse
resultado ele propods o uso de coberturas' de um conjunto por paralelepipedos retangulares
em K", cujo lades definiriam wma medida semelhante a medida de Hausdorff. A diferenca
entre estas medidas estd no fato de H*(F)} ser uma medida s-dimensional. com s € R". e
(£}, a medida proposta por Rogers, seria #n-dimensional, com o = T T & s
sendo um vetor em R”. Assim as “fmagens’ da dimensio de um conjunto seriam dadas pelo
conjunto de vetores o para os quais a medida p”(F) é maior do que zero. Demonstra-se
também que sua medida é aditiva e monotdnica e assim, sendo P(F) o conjunto de vetores

que representam a ‘tmegem” da dimensio de um conjunto F. temos:

»
P U Fl = U P{F;}y © aditiva
{m= gzl
L]

P{FyY C P(Fy) sempreque | © £y : monotdnica

I'sta proposta parece ser bem adequada para estudar fractais, mas devido ao
pouco tempo de sua publicagdo ndo foram encontradas aplicacoes de seus conceitos em

{ractais conhecidos.

3.5 Comentarios Finais

Muitas outras medidas de dimensdo fractal sio propostas na literatura pesquisa-
da. Algumas propostas recentes como [Jr.82] e [Rog88] usam das similaridades inerentes aos
fractais e também de contrastes com a dimensio de Hausdorfi-Besicoviteh para firmar-se

como uma importante ferramenta tedrica para o estudo da geometria fractal.

“Ver coberturas de conjuntos no capitulo 2, segdo 2.3.5.
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Em [Fal90] é apresentado um capitulo dedicado as técnicas usuais para calcu-
lar dimensao gue é muito bem fundamentado. Algumas dessas técaicas foram usadas no

capitulo 4 para calcular a dimensdo de certos fractais especialmente estudados,

Nesta mesma referéncia sao estudadas além de dimensio, outras geometrias dos
fractais como: estrutura local. densidades, tangentes, projecdes, produtos e intersegoes de
fractais. INm particular, a integracdo geométrica de curvas fractais no plano foi completa-
mente definida em [IIN91]. Devido ao aspecto unicamente tedrico, estes ftens nio entraram

no escopo deste trabalho.



Capitulo 4

UMA TAXONOMIA

Propor uma classificacdo para os objetos fractais foi uma das primeiras pre-
tensoes deste trabalho e revelou-se a tarefa mals drdua. Na bibliografia pesquisada foi
encontrada apenas uma tentativa de classificacao (ver [Pic90]) e, mesmo essa, [alha na con-
ceituagao dos elementos que a compdem. Com mais freqiiéncia encontram-se divisdes com
um Unico nivel, ou seja, considera-se uma determinada caracteristica e divide-se os fractais
e grupos (ue posstem ou nao esta caracteristica. Assim, um fractal é deterministico ou
randomico, ¢ linear ou nao-linear, possui semelhanca exata ou estatistica. A dificuldade
surge quando se comega a relacionar estas propriedades para descobrir quando elas sio
compativeis entre si ou quando sio excludentes. Pesquisa-se a existéncia de um fractal
deterministico e que apresente uma semelhianca estatistica, on um mesmo fractal que possa
ser randomico e linear simultaneamente. Surge entio a pergunta: é possivel, com o que se
conhece da geometria fractal até o momento, criar uma classificacio com elementos bem
definidos, onde escolhida uma familia saiba-se o tipos de fractal que pertencem a ela ou,

tendo-se a imagem de um fractal, saiba-se a que familia ele pertence?

4.1 Conceitos Basicos
(Com a pergunta annterior em mente partiu-se para wma conceituacio bem cla-

ra dos termos usados para caracterizar um objeto fractal. procurando evitar assim am-

bigiiidades de conceitos.

43
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4.1.1 Semelhanga e Similaridade

O uso da palavra inglesa “similar” dentro da teoria fractal gera duas possiveis
interpretacoes. Uma delas considera a semelhanca existente entre duas imagens e a outra
leva em consideracio a utilizagdo de transformacdes de similaridade para gerar o fractal.

Este trabalho adota as seguintes definicdes:

Semelhanca Dois objetos sdo semelhantes quando suas imagens podem ser superpostas
e apresentam coincidéncia de pontos. Esta semelhanca pode ser ezata se todos os
pontos coincidirem ou pode ser aprozimada se a coincidéncia dos pontos puder ser
considerada satisfatdria segundo uma estatistica qualquer {média, varidncia, etc.).
Um objeto é considerado auto-semelhante quando apresentar semelhanca com ele

mesmo. Ao serem modelados estes objetos servem de padrao para si mesmos.

Pode-se assim considerar semelhanca entre partes de uma imagem numa mesma
escala e semelhanca em varias escalas de uma mesma imagem. A semelhanca escalar
aparece quando ampliamos ou reduzimos partes de uma figura e o resultado ¢ uma
outra fligura semelhante & primeira. Temos objetos matematicos auto-semelhantes
que sdo os chamados fractais matemdticos (curvas de Koch, conjuntos de Julia, ete.) e
temos objetos naturais auto-semelhantes que sao os fractais naturais (nuvens, relevo,
arvores, etc.}. Nos fractais matemdticos a auto-semelhanca surge pela repeticio de
procedimentos usados para gerar o fractal. Nos fractais naturais a prépria Natureza

encarregou-se de criar a auto-semelhanga.
Similaridade A similaridade é obtida pela aplicacdo de transformacdes de similaridade’
sobre um objeto. Hste objeto é quto-similar quando é obtido pela aplicacio destas

transformagoes sobre si mesmo num processo de iteracao.

4.1.2 Fractal

Os fractais podem ser conceituados dentro de uma gramética formal que utiliza
um conjunto de simbolos grificos {ponto, linha. sélido) e um conjunto de regras eminente-

mente geométricas (fungdes) que transformam esses simbolos.

'Similaridades sio transformacgées que envolvem translagdes rigidas. rotacoes, reflexdes, contragdes ¢
expansoes conforme definigdo na pdgina 21, secio 2.2.3.



O uso de fungdes para caracterizar um objeto fractal pode ser usado para di-
ferenciar estes de um objeto graftal? que sempre é dependente de uma topologia. TEstas
mesmas fungtes possuem a propriedade paradoxal de serem geométricas e apesar disso nao
possuirem derivadas [FBOT87. A nocdo de derivadas dentro da matemdtica cldssica esta
ligada diretamente ao limite para o qual tendem as tangentes & curva ou a superficie repre-
sentada por essa funcdao. Algumas fung¢ées nao se adaptam a essa definicdo e o limite citado
parece nao convergir para nenhum lugar. Benoit Mandelbrot, em [Man82b], observou este
comportamento estranho e desenvolveu a partir destas observacoes a teoria que embasa a

geometria fractal.

4.1.2.1 Fractal Deterministico

Fractais determinfsticos sdo aqueles obtidos por processos de iteracio ou rte-
cursao aos quais ndo é acrescentado nenhum elemento aleatdrio. Um mesmo processo de-
terministico aplicado nm mesmo nimero de vezes ird gerar sempre um mesmo objeto fractal.
Apesar de sua aparéncia interessante e complexa, estes fractais sio “regulores” demais para

representar modelos naturais convincentes.

4.1.2.2 Fractal Randémico

Sao fractais que incorporam aspectos randémicos a0 seu processo de geracio,
os quais influenciam diretamente na aparéncia do fractal gerado. Isto é conseguido usando
elementos estocdsticos que assegurem a imprevisibilidade de uma iinica ocorréncia, mas
que permitem a guantificacio de um comportamento médic apds muitas ocorréncias. Uma
forma muito comum de se corseguir aspectos randémicos ¢ incluir algoritmos para geracio
de ndmeros pseudo-randoémicos no processo de geragao do fractal, obtendo-se agsim um
processo estocdstico. A statistica oferece virios destes processos e pode-se basear a escolha
no tipo de comportamento que se espera obter. Uma opgao pode ser o processo (aussiono.
descrito com mais detalhes na geracio da Curve Fractal mostrada na pagina 67. Outra
0p¢ao & o processo Muarkoviano, caracterizado pelo fato de eventos passados nio influirem no

futuro. desde que o presente seja conhecido. Pode-se também usar processos Estaciondrios

?0s ohjetos graftais estao definidos na segdo 4.1.3, na pdgina 53



46

nos quais as propriedades estatisticas sdo invariantes para z(?) e x(t + ¢). qualquer que seja
c. A “irregularidade” obtida com estes e outros processos estocdsticos® representa muite

hem modelos naturais.

4.1.2.3 Fractal Linear

Sao aqueles fractais que envolvem na sua geracio apenas fungoes polinomials de
1° grau. Neste caso o fractal é obtido pela aplicacdo de varias transformacdes nas quais
as coordenadas da nova posicdo de cada ponto de um objeto sdo descritas por expressdes

lineares das coordenadas da antige posi¢io do ponto.

Este tipo de transformacdo pode ser expresso por [PS89]:

d
Ty = E 8, + o (4.1)
J=1
onde d representa a dimensdo Euclidiana do espago consideradoe i = 1,2,....d.

Transformacdes que podem ser representadas pela equacao 4.1, sao:

o translactes
® expansoes

s coniragoes

e rotagao

e espelhamento

e composicoes de translagtes, expansées, contracoes, rotagdes e espelhamentos.

Considerando-se um sistema composto de dois eixos, por exemplo 2, as coor-

denadas de um ponto seriam representadas por:

2 2
Tz,y)= Z Qg2+ Ji s Z by + &y (4.2)
J=1 gl

YA definicdo destes processos pede ser encontrada em [Pap84l.
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oude a equagao 4.1 é usada para transformar cada coordenada do ponto T e é permitido ao

termo independente ¢; assumir diferentes valores para transformar z (j;} e y (k).

4.1.2.4 Fractal Nao — Linear

As imagens deste grupo de fractais sdo as mais ricas e variadas, Na sua geracio
estao envolvidos termos de ordem maior ou igual a 2 ou expressées nio-algébricas, que
compoem transformagoes que podem levar retas a tornarem-se curvas. O método usado
para obter-se as imagens deste grupo é o nesmo processo iterativo ou de repeticio citado na
definicao da pagina 8. Dentro da Teoria do Caos encontram-se muitos exemplos de {ractais

nao-lineares e muitos fendmenos naturais sdo representados por expressées quadriticas.

O estudo das transformacdes que compdem este grupo de fractais nio estd tio
bem desenvolvido quanto o estudo do grupo de fractais lineares. O motive evidente é a
grande diversidade de fungoes que nele se incluem. No estdgio atual, existe um estudo
(quase que particular para cada fractal que mostre ser a representacio do comportamento

de um fendmeno de interesse em alguma drea.

Tentativas de generaliza¢des sio feitas procurando simplificar os polindmios, as
formas quadraticas e as varias figuras geométrica pela aplicagio de transformacdes conve-
nientes. Com o uso de conceitos do tipo forma cendnica e tnvariante, definidos dentro da
;’Ugebra Linear, consegue-se formular alguma generalizacio para fractais nio-lineares. O
grupo das formas quadraticas j& foi e estd sendo muito estudado e tem como representantes
mais conhecido os Conjuntos de Julia e o Conjunto de Mandelbrot. Apesar disto. ainda nao
hi o embasamento tedrico necessario para subdividir os fractais nio-lineares em sub-grupos

e assim. este grande grupo acaba abrangendo formas tio diferentes entre si como:

el
Lpg1 =2% [,
+

o= e (1620, ~ 2053, + 521
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4.1.2.5 Fractal Aute — Similar

Sao fractais auto-semelhantes cujo processo de geragido é composto por trans-

formactes de similaridades e que podem incorporar ou ndo um aspecto randémico.

As transformagdes que entram no processo de geragao destes fractais podem ser

representadas por:

o d
Tiz,y) = Z a2 by Z[)i‘jyg‘ + b; (4.3}

=1 ga=l

onde:

¢ a expressio usada representa uma transformacao linear {ver equacao 4.2} onde o

termo independente b; é ignal para as duas coordenadas z e y.

o d — ¢ a dimensao Buclidiana do espago no qual o fractal serd gerado.

L]
-
——
-
b
o,
S

e (J < a{.};,bz’j < 1

Os fractais anto-similares sao exaustivamente usados por muitos pesquisadores
atuais, como Mandelbrot e outros, mas a teoria especifica para caracterizar estes fractais
comegou a ser definida por Moran [1946] e foi formalizada em [Hut81]. Neste trabalho
Hutchinson usou o conceito da constante de Lipschitz! para caracterizar conjuntos auto-

similares.

Falconer, em [Fal90], levou emn consideragio as transformacées representadas
pela equacdo 4.3 para conceituar um fractal F como auto-similar. Nesta referéncia define-
se um conjunto compacto £ C R™ como invariante se existe um conjunto de contragdes

= {51,...,5x}, em R, tal que:

1‘\[
F={]S5(F)

=1

*Esta constante é usada para identificar contracoes em conjuntos e esté definida na secdo 2.2.2, da
pagina 20,
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ou seja. aplicando-se cada transformacio sobre o conjunto F e unido-se os resultados destas
transformacoes obtém-se novamente © mesmo conjunto. Este conjunto F é considerado

entdo nvariante e chamado de fractal auto-similar.

Um importante resultado deste tipo de abordagem é que este conjunto invariante
£ & completamente determinado por &, isto é, para um dado conjunto de transformacoes &
existe um tnico conjunto compacto /7, invariante com respeito a §. Além disso, F é o limite
das varias seqiténcias de aproximagées de conjuntos que podem ser construidas a partir de
&. Esta é uma afirmagdo muito forte pois dela pode-se deduzir que independentemente do
conjunto inicial de pontos, se o conjunto de transformacoes for o mesmo, o resultado final
serd sempre a mesma imagem. Em [JPS90] sio mostradas vdrias imagens que representam

este comportamento caracteristico dos {ractals auto-similares.

Considerando-se os fatos acima. define-se:

Um congunto fraciel 17 € auto-similar quando for completamente especificado
por wm conjunio de contragoes 5; 1 N — N e dizemos que:

N
F=|]SdF)
=]

Uma maneira adequada de construir um fractal F auto-similar € usando um
procedimento iterativo que parte de um segmento ou um poligono “iniciante” e um segmento
ou poligono “gerador” obtido pela aplicacao do conjunto de contragdes S sobre o “iniciante”.
Este gerador consiste de um certo ntimero de segmentos e de dois pontos especialmente
indicados. Associa-se a cada segmento a transformacio de similaridade que mapeia os dois
pontos indicados nos extremos do segmento. Repetidas aplicacdes do “gerador”™ sobre o
“iniciante” dardo aproximacoes de £, resultantes da unido de cdpias menores semelhantes

e similares ao proprio F.

Como o conjunto & = {5, . ... Sy} : ®* — R™ é um conjunto de similaridades,

sua aplicacdo sobre um conjunte F < 7 resulta em:

| Si(z) — Si(y)i=ki | o~y |

onde ¥,y € F. k; sdo constantes e as barras | sio usadas para representar a distancia métrica

entre dois pontos, conforme definicdo na pagina 14.
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Se considerarmos que o conjunto & representa apenas contragbes neste caso

particular, temos que § < A; < 1.

A dimensao Hausdorff-Besicovitch e a dimensio da Contagem de Calxas defini-
das no capitulo 3 sdo representadas por um mesmo valor numérico quando temos conjuntos
auto-similares [['al90]. Este valor é obtido pela poténcia de s para qual a expressao abaixo

& valida:

N
SR
2 el =1
i=k
onde N é a quantidade de contracdes utilizadas para gerar o fractal e ¢; é 0 valor da constante

de Lipschitz de cada contracgio.

4.1.2.6 Fractal Auto — Afim

Os conjuntos auto-afins formam uma classe muito importante de conjuntos.
As transformacdes 5 usadas para obter estes conjuntos fractais sio uma combinacao de
transiacOes nao-rigidas, rotacdes, similaridades (particularmente contragao) e, as vezes,
reflexdes. Por essas transformacdes esferas sdo mapeadas para elipsdides, quadrados para
paralelogramos, etc. Ao contrario das similaridades, transformagoes afins contraem ou

expandem com diferentes proporcoes em diferentes direcoes.

Em [Fal90] os conjuntos auto-afins sio definidos usando as mesmas represen-
tacoes usadas para conjunto auto-similares. Assim temos um conjunto & = {5, 52....,5~5}
¢ B — W onde 5 sdo contracdes afins. Este conjunto de contragdes define completamente

o conjunte invariante F, que serd wm fractal auto—-afim.

As transformacdes que entram no processo de geracio destes fractais podem ser
] p

exXpressas por:

d d
T(w,y)={ > agi+ji, > biyi + ks (4.4}

=1 i=1

onde:
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¢ & expressao usada representa uma transformagao linear {ver equacio 4.2}, onde os
termos independentes j; e &; que transformam as duas coordenadas x e ¢ sao dife-

rentes entre si.

» d — ¢ a dimensdo Fuclidiana do espago no qual o fractal serd gerado.

s 2, y,c,ec(

o U <a;.by; <1
Define-se entao:

Um conjunto fractal I € auto-ufim quando for totalmente especificado por
wm conjunto de conlragdes afins ;1 R — R" ¢ dizemos que:

A figura 4.1 mostra & formacao de um conjunto auto-afim. As transformacdes
51,52 € 53 sdo transformacoes que mapeam o quadrado F em trés retangulos. O conjunto
invariante /. que é a aproximacdo do fractal desejado, ¢ composto de trés cépias afins de
si mesmo: S1(E), S2(F) e S3( F).

Ao procurar-se uma férmuia para calcular a dimensio de um conjunto frac-
tal auto-afim, pode-se pensar numa simples generalizacio da férmula para o cdlculo de
dimensao de conjuntos fractais auto—similares. Na realidade este problema é bem mais
complicado. As zr'cméfo.;‘magées afins, que compdem um fractal I, sio funcoes continuas.
J4& a dimensdo de conjuntos obtidos pela aplicacio destas transformacGes nao varia con-
tinuamente. Esta diferen¢a de comportamento é tanto maior quanto mais transformacoes
afins estiverem envelvidas e isto leva a uma grande dificuldade na procura de uma expressio
generica para calcular a dimensdo de fractais auto-alins. O que se obteve até agora sae
valores que representam a dimensio de alguns casos particulares destes fractais [Fal90], o

gue significa que muitos fractais auto—afins nao tem dimensio conhecida.
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Figura 4.1: Iractal auto-afim, invariante sob as transformagoes afins 51, 9,, 53
4,1.2.7 Fractal Estritamente Auto — Semelhante

Um fractal é estritamente auto—semelhante quanto a semelhanca apresentada
por sua imagem ¢ exala em qualquer escala considerada. Procedimentos da area de Proces-

samento de Imagens, como o matching®, podem ser usados para verificar a exatidio desta
: g T

semelhanca.

"Matching é a superposicio de duas imagens de modo que pontos das imagens que correspondam aos
mesmos objetos coincidam espacialmente, Ao fazer nma operagio de matching fica estabelecida uma inter-
pretagao ou uma correspondéncia entre dois modelos representados no computador.



4.1.2.8 Fractal Estatisticamente Auto — Semelhante

Se a semelhanca apresentada por um fractal em relacio a imagem de si mesmo
em varias escalas nio for exata. pode-se usar o resultado do matching ou de um outro
procedimento para deferminar-se estatisticamente se a hipétese de aunto—semelhanca pode
ser aceita ou nao, segundo um procedimento de teste de significincia estatistica sobre a
média. a varidncia ou outro pardmetro mais adequado para avaliar a auto-semelhanca.
Avaliagoes de quanto um objeto é auto—semelhante e de quanto esta auto-semelhanca o
torna wimn fractal é um campo de pesquisa dentro da geometria fractal que ainda nao foi muito
difundido. A partir de quando podemos dizer que um objeto possui uma auto-semelhanca
fractal? A resposta a essa pergunta poderia permitir. num futuro préximo, formalizar um

conceito mais bem definido para um objeto fractal.

4.1.3 (raftal

Usando o conceito de gramatica formal estudado em [Smi84], podemos dizer que
os graftais sdo objetos gerados por uma gramatica composta de um conjunto de simbolos
graficos e por um conjunto de regras topoldgicas que transformam esses simbolos . A essa
gramatica € acrescentada posteriormente uma interpretacio geométrica que torna possivel
representar a topologia do objeto. Assim, os graftais nfo sio geométricos apesar de usarem

geometria para transforma-los em objetos visuais.

Sob algumas condicdes, um graftal pode ser considerado um subfracial, signifi-
cando com isso que ele possul uma parte fractal mas ndo o todo . Por outro lado, um fractal

deterministico linear pode ser sempre representado por nm graftal.

fuista classe de objetos é muito adequada para modelar o crescimento de plantas
e arvores, possuindo mais potencial que os {ractais para criar este tipo de imagem no
computador. A razao disto é o fato dos graftais serem menos restritivos que os fractais. A

representacac de um graftal usa uma topologia e uma geometria, o que permite variar a
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interpretacio geométrica de uma mesma topologia e obter uma grande variedade

de arvores e plantas, cada qual com uma identidade distinta [Opp86].

Uma gramdtica formal topolégica muito usada para gerar graftais sao os I-
Systems. cujo procedimento foi criado por Lindenmavyer em 1968 [PHY0]. Um exemplo de
graftal gerade por este processo pode ser visto na figura 4.2. Referéncias mais completas

sobre graftais sdo encontradas em [PH90!,

Figura 4.2: Aqui estd representada uma arvore criada pele L-System, descritas em [PH90].
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4.2 Estrutura da Taxonomia

Os conceitos bisicos apresentados na se¢io anterior sdo um resumo dos tipos
de fractais descritos na literatura. Procurou-se fazer com que esta descricdo fosse o mais
precisa possivel, deixando bem claro quais as caracteristicas que diferenciam um tipo de

fractal de outro.

Baseando-se nestes conceitos e definindo-se uma hierarquia na aplicacio destes
conceitos pode-se responder a pergunta formulada na introducio deste capitulo de forma
afirmativa: sim, ¢ possivel clussificar os fractais, definindo uma esirutura em drvore cujos
ramos representam no sentido descendente o tipo do fractal a ser obtido e, no sentido

ascendente, o procedimento necessdrio para obler-se este fractal.

4,2.1 Taxonomia

A estrautura representada na figura 4.3 é a proposicao deste trabalho para clas-

sificar os fractais.

A montagem desta taxonomia levou em consideragio o fato de que enquanto os
objetos Euclidianos sdo definidos por elementos bésicos como uma reta ou um ponto, os
ohjetos fractais tem como elemento basico um algoritino ou um conjunto de procedimentos
matematicos. Assim sendo, parece mais conveniente adotar critérios sobre estes algoritmos
para propor uma classificacio dos tipos de fractais conhecidos até agora. Com isto deixou-
se de lado outras possibilidades como classificar os fractais por sua dimensdo (fractais com
dimensao menor do que 1, com dimensio entre 1 e 2 e com dimensio maior do que 2). O
critério por dimensdes torna-se inadequado pelo fato de serem desconhecidos os valores de
dimensao de varios fractais, mas com certeza serd um critéric a ser usado no futuro, quando

a nogdo de dimensdo estiver com um embasamento tedrico melhor.

4.2.2 TFEstudo de Casos

Seréo apresentados agora cada um dos grupos de fractais, definindo o tipo de
fractal que se enquadra em cada grupo, citando alguns exemplos dos fractais mais conhecidos

de cada tipo e fazendo um estudo completo de alguns desses fractais.
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4.2.2.1  Fracial deterministico linear autoe-—similar

Neste grupo estdo contidos fractais que ndo incorporam em seu algoritmo de
geragido elementos estocdsticos capazes de influenciar a forma final do objeto gerado. O
algoritmo usado deve conter apenas func¢des polinomiais de 1° grau que representem trans-

formagoes de similaridade, conforme defini¢io na pagina 21.

Alguns dos fractais mais conhecidos deste grupo sio o Tridngulo de Sierpiriski

e as Curvas de Koch.

1. Triangulo de Sierpienski
Este objeto matematico foi estudado no final do século passado pelo mateméitico

polonés Waclaw Sierpitiski e caracterizou-se como um fractal com o desenvolvimento

da teoria que estuda fung¢des obtidas por processos de iteracio.

Uma razao dbvia para ser urmn dos fractals mais conhecidos atwalmente é que nio
importa gual técnica seja criada para gerar fractais. sempre hd uma variacio para
produzir este tridngulo.

Unia destas técnicas é o método da recursdo onde comegamos com um tridngulo e-
quilatero e ligamos os pontos médios de seus lados para obter quatro outros tridngulos.
Descartamos o tridngulo central invertido e repetimos o processo para cada um dos
trés tridangulos remanescentes. Iteragdes deste processo até o infinito resulta na figura
final. Na pritica. pdra-se ao atingir o Hmite de resolucio do meio utilizado (tela do

computador, folha de papel, ete.).

Outra técnica consiste em considerar a superficie limitada pelo tridngulo inicial e
retirar-se o tridngulo central fazendo um “furo” na figura. Repete-se o processo
para cada tridngulo “cheio” que permaneceu definindo-se assim uma iteracio do
procedimento. Apesar do método anterior preencher o espago com repetidas inclusoes
de segmentos e este segundo método retirar partes da figura inicial, o resultado final
apds um certo nimero de repeticdes serd o mesmo.

Estes dois métodos levaram o matemdtico Sierpinski a fazer consideragdes sobre a
area desta figura. Pelo segunde método, infinttos “furos™ levam a acreditar que a
area tende a zero mas pelo primeiro método a inclusio de infinitos segmentos induz

a conclusio que a area nunca pode ser zero. Essa contradi¢io é respondida pela



Matemadtica como sendo zero pols um segmento de linha matemdtico nio ocupa
nenhuma area e portanto o primeiro método preenche a figura sem ocupar nenhuma
area. Paradoxos como esse sao muito comuns hoje em dia, e o valor zero ainda é
aceito por falta de resposta para qual seria o valor da drea se ndo fosse zero.

Outra construgio pode ser encontrada em [Ste90a] usando os L-Systems®.

Nesta se¢do, o mélodo escolhido para gerar o Tridngulo de Sierpinski foi o Interated
Function Systems - {FS. Este método foi usado por Michael Barnsley em {Bar8§]
e para sua implementacdo. considera-se um conjunto de equagdes que representam
transformacgoes de escalamento, rotacio e translagio. Inicia-se com um ponto qual-
quer, escolhe-se randémicamente uma das equagdes do conjunto considerado e aplica-
se a transformagio representada por esta equagdo. Ao ponto resultante aplica-se uma
nova equagao, novamente escolhida de forma randémica. Usando regras de proba-
bilidade especificas e repetindo-se sucessivamente este processo obtém-se o fractal
esperado. A forma deste fractal depende exclusivamente das transformacbes re-
presentadas pelo conjunto de equacgdes, o que garante que a escolha randémica da
transformagdo nio afeta o resultado final. A dimensio deste fractal é calculada pela
expressao log3/log2 = 1,58 e a prova matemdtica deste valor é dado em [Fal90] e
também em [McM84].

A implementacédo esta no apéndice a, na pigina 88 e a imagem obtida no apéndice
b. na pagina 119,

Uma variacdo para este método pode ser encontrada em [Ste90a], a qual usa as

seguintes fungdes no campo dos complexos para geracio:

Zyy T 2an1 + e,

onde:
@ ¢ = —i, 58 a parte imagindria de z,.; < 0,5;
e ¢ = —1,se a parte real de z,.; < 0.5;

e ¢ = 0, caso contrario,

Usando como elemento inicial outras figuras regulares, como quadrados, pentdgonos,

hexagonos e outros, podemos obter fractais chamados “Entrelacados de Sierpiriski”

%0 uso deste processo esta referenciado na pagina 54.
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e “Entrelagcados de Diirer”, todos eles pertencentes a este mesmo grupo. Referéncias

a este tipo de fractal pode ser encontrado em [Jon90a]

Curvas de Koch

Este curvas foram criadas pelo matemdatico sueco Helge von Koch, por volta de
1904, e voltou ao inferesse dos matematicos 1o inicio dos anos 70 quando Benoit
Mandelbrot classificou-as como um objeto fractal. Como muitos outros matems&ticos
de sua época, von Koch trabalhava sempre querendo entender o infinito e curvas como
essa. de comprimento infinito, n&o conseguiam ser estudadas com as ferramentas
matematicas da época. Mandelbrot seguiu os mesmos procedimentos de geracio
usados na época por von Koch sé que agora com a ajuda de computadores. O
método utilizado pelos dois é muito parecido com a técnica usada para o Tridngulo

de Sierpiniski, pois ambos sdo fractais do mesmo tipo.

Matematicamente estas curvas podem ser definidas por um conjunto de cinco pontos
em R? sendo {ay,as, 3, a4, as}. Considera-se S = {51, 89,53, 94} onde 5; : R? — R?
é a transformacdo de similaridade que mapeia aqts para a;a;.:, sem reflexdes. O
conjunto A & o resultado da i-ésima aplicacio de § sobre o conjunto de pontos
1a1, Go,d3, g, a5}, Assim, Ky = §'aq,as), Ko = 8% ay,as), --- {ver aproximacio

mostrada na figura 4.4. O conjunto K = UZ, é chamado de Curva de Koch.

Numa implementagao pratica, inicia-se o processo com um simples segmento de linha
o qual ¢ dividido em trés partes iguais. Retira-se o segmento central e substitui-se
por dois segmentos iguais formando um tridngulo equildtero. Itera-se o processo
repetindo-se para cada um dos quatro segmentos resultantes do passo anterior. Apos
algumas iteracoes aparece a curva pretendida. Este algoritmo. embora conciso, sim-
ples de escrever e facilmente computado, ndo tem uma representacio algébrica gue
consiga especificar os pontos pertencentes a curva. O processo também permite cal-
cular a dimensao deste fractal pela expressio logd/log3 = 1,26. A figura obtida é
estritamente auto-semelhante pois em qualquer escala obtemos quartos semelhantes
a figura inicial. Ela possul uma estrutura fina, ou seja, em todas as escalas as irre-
gularidades sempre aparecem, mas mesmo assim, o processo de descricio é simples.
Apesar desta simplicidade qualquer nogio de medida usual é dificil de ser computa-
da. O comprimento, por exemplo, tende ao infinito e apesar disso a drea permanece

zero. Novamente sente-se a contradicdo dos conceitos usuais da matemadtica.
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Figura 4.4: Niveis de expansdo da Curva de Koch
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A implementacao do processo descrito acima estd no apéndice ¢, na pagina 91 e a
imagem obtida no apéndice b. na pagina 120.

Multas varia¢oes desta curva aparecem na literatura, fazendo a substituicio de outras
partes proporcionais do segmento por guantidades diferentes de segmentos. Pode-
se, por exemplo, substituir por 8 novos segmentos cada quarta parte do segmento
inicial (ver os diferentes procedimentos em [PSaa88], [01i92], [Fal90}). No artigo
[WarB4] é apresentado um algoritmo para gerar esta curva usando linguagem BASIC
e em [Ste89] sho apresentadas também as curvas de Gosper, as quals sio variacdes
da curva de Koch que resultam em figuras com aparéncia final bem diferente. Da
mesma forma que o Tridngulo de Sierpifiski, a curva de Koch pode ser gerada a
partir de um triangulo, formando o que é chamado da Curva do Floco de Neve. Este
triangulo pode ser considerado cheio, isto é, com uma superficie. Isto permite usar
dois processos para obter a curva: acrescentar “furos” ou acrescentar segmentos.
Estes dois métodos estdo descritos em [PS88].

Outros fractais pertencentes a este grupo sio encontrados facilmente na literatura
existente, todos com as mesmas caracteristicas de simplicidade de desericio, mas

unsando varios métodos (ver [MT87] e [LMS7]).

4.2.2.2  Fractal deterministico linear auto-afim

A forma final dos fractais deste grupo nao é alterada pela presenca de elemen-
tos randomicos. As fungoes utilizadas pelo processo de iteragdo sio sempre do 1° grau e
representam transformacoes afins, definidas na pagina 22. As operacdes bisicas envolvidas
sdo a translaciao, o escalamento e a rotacio. Usando a férmula 4.4 e considerando que cada
uma destas operagdes pode ocorrer em duas dimenstes (z ou y}, podemos exprimir qual-
quer transformacio afim com seis nimeros: deslocamento x, deslocamento v, escalamento
X, escalamento y, rotagdo x, rotagdo v. Assim, se 1 ¢ y; sao as coordenadas dos pontos da

figura original, os novos pontos depois da transformacio serio:

Ty = a*I+b*xy+ movex

Y2 = c*r+dxy-+ movey
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onde:

e nover e moevey sao os deslocamentos para z e ¥

o «, U, ¢edsaoos valores resultantes da composi¢ido de escalamento e rotagao. usual-

mernte expressos por:

o = sizex * cos(rolx)
b = —sizey * sen(roty)
¢ = sizex * sen{rolr)
d = sizex *x sen(roly)

com sizer e sizey representando o escalamenio em cada direcdo e rotz e roty a

rotagao em cada eixo,

Podemos obter assim uma grande variedade de fractais dentro desse grupo,
bastando paraisso aplicar iterativamente as tranformagées conforme foram definidas acima.
Entre eles comecain a aparecern exemplos que deixam de ser objetos puramente matemaiticos
¢ passaln a aproximar-se mais da Natureza que nos cerca. O exemplo agui apresentantado
descreve um programa que implementa essas transformacdes, fazendo sua aplicacio numa
figura inicial, gerando cdpias transformadas desta figura e gerando também vdrios niveis
de detalhes destas copias. O resultado serd um fractal anto-afim que terd sua forma final

dependente dos tipos de fransformactes aplicadas & figura inicial.

Algoritmo para gerar fractal auto-afim

L. Entre com os pontos da figura inicial
2. Diminua o total de aiveis de um
3. Compute o primeiro ponto da cdpia

4. Mova o cursor para o primeiro ponto da copia
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Compute os demais pontos da cdpia aplicando as transformagoes

6. Desenhe a cépia conectando os ponto com segmentos de linhas

Termine a cdpia ligando o dltimo ponto com o primeiro

8. Se este foi o dltimo nivel desta copia, retorne i fungio que chamou para gerar a
préxima copia

9. Gere o nivel inferior de cada uma das cépias

10. Selecione a cor para desenhar, de acordo com o nivel

t1. Adicione a transformacao corrente na transformacio para a proxima cépia

12, Chame recursivamente a funcio para desenhar a préxima cédpia e seus niveis suces-

sivos

13. Quando todas as partes estiverem desenhadas até o iltimo nivel, fim

A implementagado deste algoritmo estd no apéndice a, na pagina 93 e a imagem

obtida no apéndice b, na pagina 121.

4.2.2.3 Fractal deterministico nao—linear

Estes fractais sdo gerados por funcoes que envolvem termos de ordem maior ou
igual a 2 ou expressdes naoc-algébricas nas quais nio estao presentes elementos estocasticos

gue possam alterar a forma final do objeto gerado.

Neste grupo estao dois dos fractais mais conhecidos e estudados até agora: os

Conjuntos de Julia e o Conjunto de Mandelbrot.

1. Conjuntos de Julia

O matematico frances Gaston Julia (ver biografia em [MFS8]), nascido na antiga
provincia francesa da Argei’ia em 1893, ficou conhecido através de um artige publi-
cado em 1918 sobre iterages de fungdes polinomiais complexas . Na realidade, o
problema estudado por Julia ja tinha sido proposto por outro matemaético, Arthur
Cayley. em 1879. Este problema consiste emn determinar a regiio do plano complexo

na qual um ponte inicial P, tomado numa posi¢ao qualquer dentro desta regido, seja
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atraido finalmente a um ponto A, raiz de uma equacio polinomial complexa. Cayley,
para lacilidade de estudos. concentrou-se na funcio f(z) = 22 + 1 em . Somente
30 anos mais tarde, Julia e também o matemadtico Fatou. estenderam este estudo
para qualquer fun¢io polinomijal complexa ([JPSvHS4]). Apés a retomada destes
estudos por Benoit Mandelbrot. os conjuntos resultantes desta atracio para raizes

de polinomios complexos ficaram conhecidos por Conjuntos de Julia.

Pode-se entdo obter o Conjunto de Julia de uma funcio polinomial complexa qualquer
plotande a fronteira do conjunto de pontos desta funcieo polinomial que escapam para
o iufinito (ndo convergem para a raiz). Qutra maneira, seria aplicando o Método de
Newton para obter as raizes da equacdo correspondente, e plotando cada ponto com

a cor da raiz para a qual o ponte é atraido.

O resultado obtido é um fractal “guase” anto-semethante. no qual porgdes arbitraria-
mente pequenas do conjunto podem ser ampliadas e deformadas de maneira uniforme
para coincidir com a parte major do conjunto. Isto resulta na classificacio de fractal

estatisticamente auto-semelhante.

A dimensdo de um Conjunto de Julia pode ser calculada facilmente aplicando o
Método da Contagem de Caixas’ e obtendo-se valores entre 1 e 2 dependendo do
conjunto gerado. Em {Sau87]é proposto um algoritmo mais eficiente para caleular
a dimensdo destes conjuntos. o qual usa divisdes por caixas recursivas no lugar de
caixas com mesmo tamanho. O procedimento matemdtico para obter a dimensio de
Hausdorff-Besicovitch® pode ser encontrado em [Urb91).

A implementagdo de algoritmos para geragio de imagens de Conjuntos de Julia
de varias fungdes polinomiais complexas pode ser encontrada na maioria das Pl
blioes sobre fractais. Em [Ent89a] sdo apresentados alguns processos para geracio
de Conjuntos de Julia e de outros conjuntos obtidos por iteracio. usando testes de
divergéncia. Outra referéncia para geragio de imagens é [Dev89] onde o autor des-
creve suas experiéncias para gera¢do de um filme de video com imagens dindmicas
dos Conjuntos de Julia e suas “ezplosdes”, para ser usado para fins didaticos. Estas
experiéncias acabaram gerando um livro ([Dev80]) acompanhado pelo filme de video

correspondente. Ja o livro [Ste90b] apresenta um aspecto diferente na geracio destes

"Este método estd definido na pagina 38,
*Esta dimensio estd definida na pigma 31.
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conjunto através de guaternions.

O algoritmo para gerar o Conjunto de Julia pode ser encontrado em [PR86] onde

sao apresentados também os pardmetros para gerar imagens com um visual mais
interessante. A implementacao deste algoritmo estd no apéndice ¢, na pigina 97 e
a imagem obtida no apéndice b, na pdgina 122. Na pigina 123 também é mostrada

uma imagem do Conjunto de Julia obtido pela aplicagio do Método de Newton.
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2. Ceonjunto de Mandelbrot

O conjunto de Mandelbrot é formado por todos os pontos que nio tendem para o
infinito quando a funcio z* + ¢ é iterada dentro do campo dos complexos. Genera-
lizando ainda mais esta definicio, qualquer conjunto de pontos que nio tenda para
o infinito quando uma funcdo ¢ue contenha um valor constante ¢ iterada, forma um
Conjunto de Mandelbrot [0li92]. Esse conjunto criado por Mandelbrot em 1977. é
sempre um mape dos Conjuntos de Julia obtidos pela mesma equagio. Isso significa
que ampliando a regido adjacente a um determinado valor de ¢ na imagem do Con-
junto de Mandelbrot, aparece o conjunto de Julia correspondente ao mesmo valor de
¢. FEsse parentesco entre os Conjuntos de Julia e de Mandelbrot surge do fato dos

dois poderem ser gerados a partir da mesma equagio.

A definicio do Conjunto de Mandelbrot pode ser obtida tomando-se por base a

equacan:

onde = e ¢ 20 nimeros complexos.

O conjunto de Mandelbrot consiste de todos os pontos ¢'s para os quais a sequéncia
de 2’s obtida pela iteragdo da fungdo nunca sai do circulo de raio 2. A justificativa
matematica deste circulo de rajo 2 pode ser encontrada em [SCF88] e a descricio do

comportamento da fungio durante a iteracdo aparece em [Dew85].

Para gerar o conjunto de Mandelbrot existem muitas técnicas j& apresentadas. A
mais simples de ser implementada pode ser encontrada em [PRS6] onde sio suge-
ridos também alguns valores iniciais para gerar imagens com um visual bonito. A
implementagao deste algoritmo estd no apéndice @, na pigina 99 e a imagem obtida

no apéndice &, na pagina 124,

Outras técnicas podem ser encontradas sendo que todas procuram mostrar os infini-
tos detalhes desde conjunto enfocados de diversos pontos de vista. Alguns artigos que
podem servir de referéncia para estas outras implementagdes sao [Ent89b], [DewS9b]
e [Jon90b].
O grupo dos fractais ndo-lineares é um dos que possuem maior nimero de e-

xemplos i& estudados. O pesquisador Clifford Pickover, da IBM, diz que a escolha de um
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algoritmo nao influencia apenas o processo de computacio mas também a maneira pela
qual interpreta-se os resultados que sio obtidos. Assim, ele apresenta uma série de artigos
mostrando. em cada um. uma técnica diferente para gerar fractais deterministicos nio-
lineares. Temos assim em [Pic88b] a descrigio da técnica para gerar o Mapa de Halley para
obtencao das rafzes de uma equacio, em [Pic88e] uma técnica para a representacio das
funcées polinomiais de Chebyshev, em [Pic881] aparecem mapas de bifurcacées. em [Pic88a)
fungoes transcendentais do tipo 2 — cosh(z) + i e em [Pic89b} e [Pic87] sistemas dindmicos

associados a tempos discretos.

4.2.2.4 Fractal randdédmico linear auto—similar

O objeto fractal deste grupo é gerado por funcdes polinomiais do 1° grau que
representem transformacoes lineares. A este processo sao acrescentados algoritmos para ge-
ragao de nimeros pseudo-randdmicos que assegurem a presenca de um elemento estocdstico

capaz de modificar a forma final do objeto gerado.

A Curva Fractale o Tridngulo Sierpiniski Randdémico sdo dois fractais conhecidos
deste grupo, mas muitos outros pedem ser encontrados apenas acrescentando-se o elemento

randomico a um fractal deterministico auto-similar.

1. Curva Fractal
O processo descrito em [Har86] segue os critérios descritos para obter-se um frac-
tal randémico linear. usando transformagdes lineares e algeritmos para obtencio de
nameros pseudo—randdmicos.
Se tivermos um segmento de reta entre os pontos {2y, 41} e {29, 12} o ponto médio

serd representado pela expressio:

T+ Nty
2072

Para uma linha fractal deslocamos um pouco este ponto médio através da adicio de

am fator de deslocamento a cada coordenada do ponto médio:

(.2:1 N
2

+ dx, e 2 y2 e réy)
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Para introduzir o elemento aleatério, estes fatores de deslocamento sio determinados

de forma randdmica. com as seguintes expressdes:

de = L+« W GAUSS

dy =L« W« GAUSS

onde:
L = comprimento do segmento
W = peso para a rugosidade da curva, o qual determinard a dimensao fractal

GAUSS = varidvel Gaussiana com média 0

O uso de varidvel Gaussiana neste processo assegura que os valores obtidos terio

uma. distribuicdo (faussiana, garantindo com isso que:

e aproximadamente a metade dos valores serdo positivos e a outra metade serio

negativos.

e ndmeros muito afastados de (0 aparecerdo muito menos vezes que niimeros

proximos de 0.

As Tungoes para geragio de nimeros randdmicos encontradas nas linguagens de pro-
gramagao comuns apresentam uma distribuigdo uniforme, significando com isso que
as chances dos nimeros entre 0 e 1 aparecerem siio iguais. Neste caso nio é isso que se
quer, E necessirio entio implementar um algoritio para obter os valores Gaussianos.
conforme nos mostra a figura 4.6, que ird aproximar uma distribuicio Gaussiana pela
média de alguns niimeros randdmicos uniformes. Cada nimero randémico gerado é
alternadamente somado e subtraido, permitindo assim a média 0.

Aplicando uma vez o ponto médio deslocado por este valor gaussiano calculado,

obtemos a figura 4.5,

Esta figura nos mostra o segmento original dividido em duas partes (N = 2), cada
uma delas estatisticamente semelhante ao original e com um comprimento médio um

pouce malor do que a metade do segmento original.
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Figura 4.5: Ponto médio de um segmento e seu deslocamento gaussiano

A dimensédo fractal da curva mostrada nesta figura estd agora um ponco maior do
que 1. Este valor W controla a rugosidade da curva apds viarias repeticoes deste
procedimento e quanto maior o valor do comprimento [ do segmento. menor serd o
valor de uma varidvel s pela qual cada segmento deverd ser escalado para obter o

segmento original.

Os algoritmos que implementam o procedimento para obtencao de uma curva fractal,
descritos nas figuras 4.6, 4.7 ¢ 4.8, consideram que a curva fractal serd tracada da
posicdo corrente até um ponto especificado. Os argumentos necessarios sio o ponto
inicial e o ponto final, a rugosidade desejada e o nivel de recursio desejado. Este
nivel pode ser determinado automaticamente calculando quando o segmento gerado
se torna menor que um pixel da tela, mas isto implicarda num processamento mais
longo. Daforma usada aqui o processe podera fazer paradas intermedidrias, obtendo-
se o gran de precisio desejado.

Estes algoritmos estio implementados no apéndice o, na pdgina 101 e a imagem
obtida estd no apeéndice b, na pagina 125,

Outra forma de obter-se uma curva fractal é através da interpolacio de pontos pré-
conhecidos. O estudo deste tipo de interpolagdo, encontrado em {Bar88], baseia-se
num procedimento ji existente na matemdtica e muito usado para analisar dados.
A geometria Buclidiana e as funcoes elementares tradicionais, tais como polinémios,
senos e cosenos, sao largamente utilizadas para analisar dados experimentais. Este
processo consisie em representar os dados obtidos de uma experiéncia gualquer como

um subconjunto de R? e depois procurar uma entidade geométrica que possa repre-



Algoritmo Gauss

Calcula uma distribuicdo Gaussiana aproximada entre -1 e I .

Local I varidvel para somar as amostras
BEGIN
GAUSS =— 0
FOR I=1TO6D0O GAUSS = GAUSS +RND-RND;
GAUSS = GAUSS/6;
RETURN;
END

Figura 4.6: Algoritmo para obter uma distribuicio Gaussiana

senta-los com uma aproximacdo considerada adequada. Geralmente esta entidade
¢ uma simples férmula que permite a comunicacido de uma grande quantidade de
informagéo de forma muito simples. Para uwina grande quantidade de objetos criados
pelo homem e para estudar o comportamento de muitos fenémenos estas formulas
encontradas dentro da matemdtica tradicional sio adequadas, mas para muitos ca-
sos elas ndo sdo. Objetos naturais come relevos, contornos de nuvens, estalactites
no interior de cavernas, horizontes de florestas e outros, ou fendmenos com compor-
tamento dindmico tal como a andlise de voltagens num ponto do cérebro humano
através de um eletroencefalograma nio encontram uma ajuda adeguada para serem

analisados pela matematica tradicional.

Neste sentido, as fungoes fractais interpoladoras sio como as fungdes tradicionals que
encontram as ‘formules adequadas pararepresentar um comportamento. A diferenca
principal estd no elemento basico de cada uma. Assim, uma funcio tradicional
tem como base um elemento Euclidiano (ponto, linha, superficie} e a funcao fractal

interpoladora tem como base o algoritmo fractal de sua representacio.
A implementacio do procedimento de interpolar pontos por uma funcaoe fractal estd
no apéndice a, na pagina 105 e & curva interpoladora gerada por este procedimento

esta no apeéndice &, na pagina 126,



Algoritmo Subdivisdo_Fractal

Desenha uma linha fractal entre os pontos X1, Yi e X2, ¥2.

Argumentos XLYL ponto inicial da linha
X2, Y2 ponto final da linha
S fator de escala do deslocamento
N nivel de recursio desejado
Local XMID, YMID: coordenada da posicde na qual a linha serd quebrada
BEGIN
IFN = 0THEN
BEGIN
pdra a recursdo, apenas desenha o segmento
LINE_ABS_2 (X2, Y2),
END ;
ELSE
BEGIN
calcular o ponto medio
XMID  <=— (X1+X2)/2+5*GAUSS;
YMID = (YI+Y2)/2+S*GAUSS,;
desenhar as duas metades
SUBDIVISAO_FRACTAL (X1, Y1, XMID, YMID, S /2, N-1) :
SUBDIVISAO_FRACTAL ( XMID, YMID, X2, Y2, S/2,N-{);
END
RETURN ;
END

Figura 4.7: Algoritmo para desenhar uma curva fractal




Algoritmo Linha_ Fractal

Rotina do usudrio para criar a linha fractal.,

Argumentos XLYHL

W,
N

Global DF_PEN_X, DF_PENY;
SEED;

Local 1.

BEGIN

L = X - DF_PEN_XI + 1Y -

ponto final da linha
valor que controla a rugosidade

nivel de recursiio desejado

ponto inicial

valor da semente para obter os ntimeros pseudo-randdmicos

comprimento aproximado

DF_PEN_Y}L

SUBDIVISAO_FRACTAL ( DF_PEN_X, DF_PEN_Y, X, Y, L* W, N);

END ;

Flgura 4.8: Algoritmo para criacao de uma linha fractal
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2. Tridngulo de Sierpinski

O triangulo de Sierpinski foi obtido no grupo 1 da taxonomia® proposta neste tra-
balho, usando o método IFS. Como aplicacac neste grupo 4 foi implementado o
mesmo algoritmo acrescentando um elemento randomico na defini¢io da posicio de
cada ponto. Pode-se observar na figura gerada gue apds algumas iteracées a auto-
semelhanca exata desaparece e a imagem torna-se indefinida. A implementacio deste
procedimento estd no apéndice a, na pigina 108 e a imagem do tridngulo gerado por
este meétodo estd no apéndice b, na pagina 127,

O mesmo método pode ser usado para obter-se entrelagados randomicos a partir
de entrelagados deterministicos. O processo para obter-se um dos Entrelacado de
Sierpinski deterministico consiste em dividir-se um quadrado em nove quadrados e
retirar a porcao do meio. O processo repete-se com a retirada da porcio central
de cada quadrado remanescente. O resultado é uma imagem que lembra um carpet
com desenrhos, o que justifica o nome que estes entrelacados também sio chamados:
Carpets de Sierpuiski. Esta é uma figura puramente matemitica na qual um nimero
de iteragoes tendendo ao infinito representa um quadrado sem drea. No mundo real
& dificil imaginar uma siteagdo que possa ser modelada por esse objeto fractal. No
entanto, construindo-se um carpet auto-similar randémico, no qual a posicao dos
elementos possa ser randomizada no espaco, encontra-se uma semelhanca com a
forma de ocorréncia de muitos sistemas naturals. Uma descri¢io da aplicacdo deste

modelo a um sistema natural pode ser encontrada em [Hay89).

Sy L. - -
“Ver a descrigdo deste grupo na pagina 57.



4,2.2.5 Fractal randdmico linear auto-afim

Para obter estes fractais sdo usadas transformagdes afins, representadas por
polindmios do 1° grau. dentro de um processo iterativo. O elemento estocastico volta a

aparecer de forma a modificar o aspecto final do fractal.

Os representantes conhecidos deste grupo sao os fractais que representam o

Mowmento Browniano e as Superficies Brownianas.

i. Movimento Browniano

Até chegar-se aos fractais pertencentes ao grupo 3, itratou-se de figuras que sio
deterministicamente definidas por iteragdes de fungdes. Por apresentarem muitas
irregularidades pode-se pensar que somente com elas seria possivel descrever ma-
tematicamente e representar realisticamente qualquer fendomeno natural. Mas por
mais riqueza e irregularidade de detalhes que elas apresentem nunca serdo exata-
mente como fendmenos naturais. os quals sdo plenos de irregularidades randémicas.
Tenta-se aproximar-se mais da Natureza incluindo alguma forma de randomicidade

nas técnicas fractais.

Uma das primeiras investigacGes detalhadas de randomicidade na Natureza foi feita
pele botdnico escocés Robert Brown, em 1828, quando ele observou, através de um
microscopio, que mindsculas particulas de pélen de flores suspensas em liquido apre-
sentavam um padrio de movimento altamente irregular. Este. e outros fendmenos
similares de movimento de particulas no ar, foram explicadas nio como resultado de
fatores externos mas sim por choques entre particulas no préprio sistema. Em 1923,
Wiener propés um rigoroso modelo matemditico gque mostrava um comportamento
randémico similar ao observado no movimento Browniano, Iste padrio de Wiener
descrito num espaco tridimensional é tao irregular que apresenta dimensdo de Haus-
dorff igual a 2. Ele é um bom exemplo de um fenémeno natural com nma aparéncia

fractal que pode ser explicado por um simples modelo matemitico.

A forma mais simples de ocorréncia do movimento Browniano é quando o tempo é
dividido em unidades e plotado no eixo X. O espago deslocado pela particula no
tempo é plotado no eixo y. E provado [Fal90] que o valor de y neste caso tem uma

distribuicao gaussiana.
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Para simular este tipo de movimento no computador escolhe-se nma certa quantidade
de particulas e calcula-se sua trajetdria randomicamente. Recursos de acender e

apagar pontos na tela permitemn controlar a quantidade de poutos a serem mostrados.

Algoritmo para geragio de Movimento Browniano

{a} Definir o ndmero maximo de iteracoes

(b) Calcular a direcio do movimento

(¢) Movimentar a particula até o préximo ponto
{d} Acender o ponto

(e} Apagar o pounto aceso a malis tempo

{I'} Repetir

2. Superficie Browniana

Considerando que as particulas em suspensao possam fazer o movimento hrowniano
num plano, obtém-se uma Superficie Browniana. Uma técnica para representar este
movimento num computador consiste em considerar um sistema de 3 eixos nos quais
a posicdo da particula é colocada em 2 eixos e o terceiro é usado para o tempo. Qutra
técnica mais simples, permite simplesmente nao plotar o tempo e usar 2 eixos nos

quais serd considerado apenas a posi¢ao bidimensional da particula.

A implementacdo deste procedimento, conforme [Bru93], estd no apéndice a. na
pagina 111 e a imagem do movimento de particulas gerado por este algoritmo estd

no apéndice b, na pdgina 128,

Virios tipos de sistemas que apresentam este comportamento sio estudados
dentro de uma drea denominada “random welk”. Estes métodos de caminhos randémicos
usam a técuica do movimento browniano para visualizar o comportamento de diversos

sistemas. Uma referéncia completa para este assunto estd em [Hay89].

Uma aplicagiao muito importante para estes fractais dentro da Sintese de Imagens
estd na criagao de texturas para cenas naturais {ver [Pen86b]. Até o momento as técnicas
conhecidas permitiam apenas a colocagdo de texturas em objetos enclidianos. (lenas muito
realfsticas podem agora ser criadas acrescentando texturas com aspecto natural em cenas

naturais, resultando numa com aparéncia visual muito realistica. A restricio neste caso é
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que a geracao de cenas com métodos randomizados fica limitado ao usc de computadores
de grande poder de processamento pois os cdlculos sdo muito drduos [KCCR9]. Ao longo do
tempo esta restricao val diminuir, pois a capacidade de processamento dos computadores

de pequeno porte aumenta rapidamente.

4.2,2.6 Fractal randémico nao—linear

O processo iterativo usado para obter este tipo de fractais envolve fungoes de
grau maior ou igual a 2 ou fungdes ndo-algébricas. Além disso, usa-se um elemento es-

tocastico gue provogue uma modificagdo na forma final do fractal.

Como exemplo de fractal que pertence a este grupo temos as Estranhas Fspi-
rais descritas abaixo, mas como nos outros grupos de fractais randémicos muitos objetos
podem ser obtido acrescentando um fator de randomicidade aos objetos deterministicos

correspondentes.
Estranhas Espirais

Este termo ¢ usado para denotar ohjetos que que possuem muitas das proprieda-
des visuais normalmente associadas com espirais mas que possuem também outras proprie-
dades novas como ser infinitamente convolutivo, infinitamente descontinuo ou simplesmente

tendo férmulas mais complicadas para sua geracio [Pic90].

A espiral logaritmica de aparéncia mais expressiva é a que lembra os bracgos de
uma galaxia. A forma da espiral de uma galaxia pode ser facilmente implementada através
da plotagem de pontos formando uma espiral logaritmica dupla. Um braco estd defasado

de 180 graus do outro e a equacdo usada é:

py = elftand]

— C{(ﬁ%—()} tan ¢}

onde: ry e ry correspondem aos dois bragos da espiral, ¢ controla a curvatura dos bracos
e # controla a relagao da posicio das estrelas em relagio aos bragos. O fator randémico é

acrescentado para dar malor reallsmo ao resuliado obtido.

A implementagdo destas espirais estd no apéndice @, na pagina 116 e a imagem

da gajaxia gerada por este algoritmo estd no apéndice b, na pdgina 129,



4.3 Comentarios Finais

Em qualguer drea de pesqguisa, seja nas Ciéncias Exatas, Humanas, Bioldgicas
ou gualguer ramo do conhecimento, © homem sempre procura classificar para organizar
seu pensamento. Temos a formacao geoldgica da Terra classificada em eras. os pintores
cldssicos separados em escolas, as fancdes do nosso organismo divididas em sisternas. A
matematica também procura classificar toda sua teoria. desde um enfoque amplo, como
(Feometria, Algebz’a‘. (dleulo, até pequenas divisdes, como fungdes simples e compostas.
A observagao deste comportamento comum, presente em qualquer forma do aprendizado
Lhumano. motivou a busca de uma taxonomia para os fractals. Estando numa drea tao nova
do conheciimento estes objetos matemalticos tem sua teoria levada constantemente a uma

situacao de dispersio.

Procurou-se entdo sedimentar bem alguns conhecimentos. definir claramente
cada tipo de fractal usando uma linha de raciocinio comum a todos e permitir assim que se
percebesse como um tipo é uma ramificacio de outro. O resultado conseguido é a drvore

da figura <+.3.

Esta classificagao funciona muito bem no sentido descendente, ou seja. sabendo-
se quais e de que forma as transformacoes sio usadas nos algoritmos para geragdo de um
fractal pode-se prever muito bem qual a forma final da imagem gque se ird obter. O sen-
tido inverso, que é da imagem gerada encontrar as transformagdes que a originaram, id
¢ mals complicado considerando que o use de diferentes cores torna uma mesma imagermn
com aparéncia visual bem variada., o que pode levar a diferentes conclusdes sobre quais
transformacoes foram usadas para obter esta imagem. Para usar a Teoria dos Fractais. o
sentido descendente da classificacio é bem mais interessante uma vez que a equagiao usada

é sempre conhecida pois origina-se do campo da aplicacio.



Capitulo 5

APLICACOES

O estudo da teoria dos fractais dentro da Matemditica tem se desenvolvido bas-
tante mas a difusdo maior tem sido na aplicagdo dos fractais em vdrias areas. Em muitos
casos a teoria ainda ndo provou certas afirmacdes e nio se sabe porque algum procedimento
funciona mas como ndo hd ddvidas de que ele realmente funciona, estd sendo usada sem
restricdes. Como muitas outras inovacdes dentro da teoria fractal, a pratica aqui estd vindo

antes da teoria.

Um dos motivos principais para a difusdo das técnicas fractais é sna grande
capacidade de ampliacio de uma base de dados e sua grande capacidade de simulagao.
Supondo-se que um pesquisador da drea de BOTANICA consiga modelar matematicamente
uma planta através de uma equacio, a técnica {ractal pode ser usada para representar
graficamente esta planta e, mais ainda, com pequenas modificacdes nos coeficientes desta
equacio, a mesma téenica pode representar toda uma familia de plantas. Assim, a base de
dados seria uma inica equacdo e o resuliado seria a representacdo visual de uma infinidade

de membros desta familia.

Ligado aisso aparece um aspecto de grande interesse na drea da COMPUTACAO,
que é a compressao de imagens. Hoje em dia o uso de imagens cresce cada vez mais dentro
de todas as dreas da Informatica e, como se sabe, imagens ocupam grande gquantidade de
espaco na memoria. Existe entio uma grande corrida para descobrir novos métodos de com-
pactacdo e compressdo que tornem o futuro das imagens no computador livre de restrigbes.

A drea de COMUNICACOES é uma das mais beneficiadas com o sucesso destes métodos
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tendo em vista o esfor¢o necessario para transmitir sinais, sejam eles de imagens, sons, vozes
ou textos. Com o desenvolvimento de aplicacdes gréficas. nas quais grandes arquivos sdo
gerados para transformd-las em sinais passiveis de serem enviados, transmissio de grandes
volumes de dados é uma questdo crucial a ser resolvida. Hoje também procura-se solucoes
para transmissao de vozes pois esta € outra tendéncia atual da informitica -falar com o

commputador, e nisto também os [ractals podem dar sua contribunicao’.

Dentro disso os fractais acenam com uma solugdo para compressao de imagens
(ue ser parece altamente interessante como pode ser visto no exemple dado no capftulo i,
na pagina 9, onde a imagem de uma folha de samambaia pode ser armazenada por uma sim-
ples matriz 4 x 7. A solugio para este tipo de compressio é composta por um método para
comprimir a imagem chamado Teorema da Colagem e de outro método para descomprimir
a imagem. chamado [FS {Iterated Function System). Estes métodos estdo descritos pelo
pesquisador Michael Barnsley em [Bar88] mas alguns detalhes nao divulgados impedem sua
implementacao por outra pessoa que nao da prépria empresa comercial deste pesquisador.
Um sistema usando estes métodos ji estd sendo por ele comercializado e empresas do por-
te da Microsoft, acabaram de comprar os direitos para uso desta solucio dentro de seus

produtos. Infelizmente a comunidade cientifica ficou sem conhecer detalhes destes métodos.

Qutro grande interesse pelos fractais vem das ciéncias que estudam SISTEMAS
DINAMICOS. Dentro desses sistemas, um modelo cientifico é simplesmente uma tentativa
de transladar a natureza em alguma forma quantificivel. Nessas ciéncias experimentais. o
sucesso de uma teoria é medido pelo grau com que o modelo de previsio combina com seus

dados experimentais,

Dentro da drea de SINTESE DE IMAGENS, um fractal é um novo estilo de
modelo de previsao. Dizemos que a simula¢io no computador obtém sucesso auando reflete
nma semelhanga muito grande com o objeto a ser modelado. Se pudermos modelar objetos
altamente complexos com regras bem simples e ainda fazer isso muito bem. o sucesso é

alnda malor.

Na QUIMICA, fenémenos de agregacao com difusdo limitada (DLA), eletrode-
posicao. testes de reagdes cinéticas em superficies fractais, cromatografia e outros tem sido

estudados com o auxilio de fractais {ver [Hib91].

Yver {HIB'93}] e [[PK85]]
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As CIENCIAS BIOLOGICAS e a MEDICINA trabalham com um conceito cuja
catacteristica essencial ¢ a atividade dindmica existenie em muitos fendmenos humanos gue
resultam num tipo de movimento imperceptivel. Este movimento relaciona um nivel de
espago ou tempe com o proxime por um fator de escala. Este tipo de processo é o mesmo
descoberto por Mandelbrot para um objeto [ractal, o que levou muitos cientistas da drea da
Biomedicina a modelarem os fendomenos chamados na literatura médica de “pertodicidades
patolégicas™. por um processo [ractal. Certos neurdnios em nosso cérebro. quando exami-
nados sob a lente de am miecroscdpio com baixo poder de ampliagdo, mostram ramificagoes
assimétricas. chamadas dendrites, ligadas as células do corpo. AmplificacGes sucessivas por
lentes mals poderosas, mostram outros dendrites menores. e outros, ¢ mais outros. Esta
propriedade de auto-semelhance também é encontrada nos fractais. Pode-se encontrar esta
caracteristica no sistema sanguineo, no sistema nervoso, nos intestinos e em varios outros
sistemas do organismo humano. Fractals e caos dentro da fisiclogia humana deverdao in-
dicar um caminho melhor para caracterizar disfunc¢des resultantes da idade e de doengas.
Satide entdo serd considerado como um balanceamento entre a ordem e o caos (ver [WS90]

e [GRW90]).

Nas CYENCIAS FISICAS a teoria dos fractais, e particularmente sua dimenséo,
estdo sendo largamente utilizadas. Sio usadas descrigoes fractais da pulverizagdo de metais
e do fluxo de pds secos que possnem muitas aplicagdes na metalurgia, na quimica. na
biologia, na inddstria farmacéutica e de alimentos e na explora¢io de minérios. A estrutura
de particulas finas cdsmicas, de alguns tipos de grios de areia e poeiras respirdveis também

ia foram estudados com o recurse dos fractais. como pode ser visto em [Havg9].

Numa area bem diferente. a TEORIA DAS ARTES. estao sendo estudadas as
implicagoes dos padroes visnais gerados pelas imagens fractais. A beleza dos fractais acendeu
a imaginacao de muitas pessoas. Mesmo os cientistas, entre eles o proprio Mandelbrot, jé
admitiram o prazer que sentem em observar a evolugao de um padrao fractal resultante
de um algoritmo dado ao computador. Comeo resultado disso, fractais j& apareceram na
capa dos principais periddicos como Americam Scientist, Science, Nature, Physics Today.
Research and Development, Scientific American. além de outras publicacdes fora da area
cientifica. Muitas imagens sintetizadas recebem como textura um padrio fractal. pois com
certeza o resultado serd agraddvel aos olhos humanos. Cendrios de filmes ja foram criados

com recursos fractais, como “0O Belorne de Jedi”, procurando dar malor realismo as cenas
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simuladas. J& houve lancamentos comerciais de tapetes, postais, calendérios gue atestam a

influéncia da beleza das imagens fractais na vida atual.

A prépria MATEMATICA esté usando os fractais como uma ferramenta para
entender o comportamento dindmico de certos sistemas que envolvem varidveis que se modi-
ficam constantemente ao longo do espago. Um desses fenomenos é observado no Métado de
Newlon para encontrar raizes de equacgdes. Apesar de muito difundido, nunca foi explicado
porque valores inicials muito préximos de uma raiz divergem rapidamente, e encontram
outra raiz bem mais distante. O “panorama” deste comportamento é mostrado na figura

b.5, no apéndice b.

Na drea de PROCESSAMENTO DE IMAGENS ¢ COMPUTACAO GRAFICA,
a Teoria Fractal tem sido usada para descrever a forma de objetos naturais complexos
e mostrar suas imagens com grande intensidade de detalhes. Pode-se citar as seguintes

aplicacoes dentro desta drea:

e modelamento matematico de objetos naturais para analisar suas formas;
e analise da textura de cenas naturais:

e compressio e codificagao de dados de linhas de contorno em mapas topolégicos

{relévos);
e aproximagao e interpolacdo de formas e superperficies naturais;
s geracao de imagens realisticas de objetos naturais irregulares;

e compressio de imagens digitalizadas.

Nao hd dividas de que na primeira corrida para aplicar a geometria fractal
em sistema naturais houveram excessos intelectuais e tentativas de forcar muitas coisas a
se organizarem dentro de uma ldgica [ractal. Tentativas foram feitas para colocar uma
descricdo fractal onde ndo havia necessidade de mudar a descricao classica do sistema.
Isto gerou varias discussdes entre os cientistas (ver [HG89], [DD8Y|, [Kra89], [Man89a] e
[Man89b]) sobre a validade desta teoria. Atualmente nao existe mais sentido em discutir a
validade ou nao pois a teoria impos-se por si mesma. A sitnagdo agora é de sedimentagao
desta teoria, conforme sugestao feita no préximo capitulo, das Conclusées, para justificar

as aplicagdes ja existentes e utilizar esta teoria em novas aplicacoes.



Capitulo 6

CONCLUSAO

No inicio,a presente pesquisa sobre o assunto geometria fractal foi muito dificil
pois o fato de ser um assunto tao novo. em 1990, fazia com que existisse pouca bibliografia
disponivel no Brasil e mesmo no exterior. Poucas pessoas j& tinham tomado conhecimento
sobre os fractais e nao existiam publica¢des brasileiras. Este quadro foi tdo marcante que
ndo havia um pardmetro que orientasse o uso do género masculino ou feminino para a
palavra fractel. Uma consalta feita por escrito em 1990 (ver apéndice ¢) ac criador do
termo, Benoit Mandelbrot, levou ao uso do género masculino®, o qual consolidou-se de fato
dentro da lingua portuguesa. Com o passar do tempo este panorama foi se modificando, e
de forma tdo ripida, que a dificuldade tornou-se acompanhar o progresso do assunto. Em
torno de 10 anos no exterior ¢ pouco inais de trés anos no Brasil, os fractais safram de um
quase anonimato para uma palavra que estid no vocabulario de todos, nem que seja para

comentar apenas sua grande beleza,

Nas pesquisas feitas na literatura que fol surgindo, o principal fato observado
foi a especializacio. Cada novo livro ou artigo que surgiu durante este fempe tratou de
um aspecto muito especifico dentro da geometria fractal e nenhum deles preocupou-se em

abranger um contorno mais amplo dentro desta geometria.

Para preencher esta lacuna, este trabalho procurou organizar os principais con-

tedidos ja publicados, dentro de uma ordem ldgica e sequencial que, de forma gradativa,

!Mesmo assim, a revista “Ezame Informdtica, da Editora Abril, de agosio/92. na pagina 79. faz referéncia
a uma foto na qual cita “o universo imprevisivel das fractais ...”, usando o génerc femirino.
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introduzisse o leitor numa teoria muito complexa mas de forma simples e precisa. As-
sim, o capitulo | procurou situar os fractais dentro de um contexto histérico—cientifico.
posicionando-os em relacio a teoria do Caos, onde os fractais aparecem como uma ferra-
menta de visualiza¢io de fendmenos. e em relagio a Matemadtica onde se procura funda-
mentos teoricos (ue sustentem esta teoria. Tendo-se despertado o interesse pelo assunto, o
passo seguinte foi entrar em um campo mais tedrico, envolvendo os aspectos matematicos
da geometria fractal. Como estes aspectos usam muitos conceitos da matemdtica tradicio-
nal, colocou-se no capitulo 2 uma revisio destes contetidos, fixando-se notacdes e citando
conceitos nao muito estudados em curriculos normais de matemadtica como conexidade e
medidas. Este capitulo tornou-se entdo o embasamento necessario para os conceitos vistos
nos capitulos seguintes. No capitulo 3 a matematica especfﬁcé, da geometria fractal foi

estudada através de seu conceito mais conhecido até agora que é a dimensdo fractal.

Tendo os principais conteidos conhecidos ji organizados, procurou-se dar um
passo a frente ao que ja existia e propor uma classificagio para os fractais. Esta taxonomia
resultou na maior contribui¢io deste trabalho ao assunto por ser uma tentativa pioneira na
criacao de agrupamentos. Esta divisdo em grupos ird permitir que dificuldades encontradas
no tratamento global dos fractais sejam divididas em partes menores e mais ficeis de serem
compreendidas. Permitird também que pesquisadores de outras dreas identifiquem em qual
grupo suas pesquisas se enquadram simplesmente conhecendo a equacgio que representa o

fendmeno de seu interesse e assim usufruir de toda teoria ja desenvolvida para aquele grupo.

Virios critérios para esta taxonomia foram pesquisados e varias possibilidades
foram testadas. Uma destas foi classificar os fractais por sua dimensio. o que daria origem a
trés grandes grupos: fractais com dimensiao menor do que um, fractais com dimensio entre
um e dois e fractais com dimensdo maior do que dois. Esta possibilidade foi abandonada
considerando-se que a propria pesquisa sobre dimensdo nio estd bem sedimentada e também
que dependendo do tipo da dimensao considerada. sua medida pode variar. Além disso.
existem {ractais gque nao tem sua dimensio calculada até o momento. Qutros possiveis
critérios foram considerados e eliminados em funcae de diversas dificuidades ou por falta
de interesse no resultado obtido. Finalmente fez-se a opgio por uma taxonomia baseada no
processo de geracao do fractal, O aspecto mais positivo desta classificacdo é possibilitar a
escolha do tipo do fractal que se deseja obter antes da sua geragio. Até agora. ou o aspecto

da imagem do {fractal ja era conhecido porque ji tinha sido gerado anteriormente ou o
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resultado seria totalmente imprevisivel. Por outro lado, o sentido contrario da classificacdo,
o qual permitiria que pela observacdo da imagem de um fractal se pudesse saber qual
0 método usado para sua gera¢io, ainda ndo ficou totalmente resolvido. A aparéncia da
imagem de um fractal fica muito alterada pelo uso ou ndo de cores e também pela quantidade

de cores usadas, nao sendo assim muito seguro tirar conclusdes apenas pelo que se vé,

Para classificar os fractais num dos seis grupos que compdem a taxonomia é
suficiente o conhecimento do algoritmo usado para sua geragdo. Os fractais que constam no
capitulo 4 foram classificades verificando se o algoritmo que gerou sua imagem inclui um
gerador de nimeros randémicos que altere a posicdo do ponto colocado na tela e verificando
também qual o tipo da fun¢do, ou conjunto de procedimentos, que constam neste algoritmo
de geracao. Estas informagdes foram comparadas com a descricdo de cada grupo obtendo-se

assim a classificagdo. O processo é simples e rdpido.

A continnag¢ao de umn processo de pesquisa em qualquer drea, apds o uso da
técnica de classificagdo proposta neste trabalho, seria a aplicacio dos conceitos j4 existentes
para o tipo de [ractal identificado, agora ja relacionado com o problema real a ser estudado.

dentro da area ou classe de aplicacdes a qual o problema pertence.

Considerando-se que nenhuma literatura publicada até o momento deu um en-
foque didatico e abrangente para uma iniciagio dentro da Teoria dos Fractais, o presente
trabalho valoriza seus objetivos de preencher uma lacuna existente e ampliar para muitas
pessoas iIiciantes no assunto o conhecimento necessdrio para relacionar as virias areas de

pesquisa entre si.

Como continuacdo desta pesquisa sugere-se duas dreas distintas:

matematica: subdividir os fractais nio lineares em grupos menores, como os fractais

quadraticos, e procurar propriedades que caracterizem estes grupos.

computagao de imagens: modelar objetos naturais e analisar texturas de cenas natu-

rais através de sua dimensao.

Com certeza, qualquer destas sugestOes ird gerar nma pesquisa que muito con-

tribuira no desenvolvimenio da Ciéncia,.,
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Apéndice a

GERACAO

A tecnologia para criar imagens graficas estd rapidamente mudando a maneira
pela qual pesquisadores usam computadores nas varias ciéncias, inclusive na matemdtica,
fornecendo técnicas cada vez mais sofisticadas para visualizar e simular a realidade fisica.
Por outro lado novas idéias surgem nestas pesquisas cientificas e matemadticas enriquecen-
do ainda mais 0 mundo da computagio grifica. O procedimento de iteracio multipla de
uma fungéo particular ou da repeticdo de uma sequéncia de operagdes matematicas abre
uma ampla gama de possibilidade que estdo inclusas nestas novas tecnologias. Muitas das
equagoes utilizadas sdo de interesse em dreas particulares, como biologia, guimica, fisica e
matematica, as quais utilizam desses procedimentos fractais para visualizar situaces es-
pecificas de suas pesquisas. isto ¢, transformar informacdes em imagens . Geralmente é
dificil detectar aspectos randémicos ou de regularidade numa pagina cheia de s e s,
que sdo a maneira fundamental de mostrar bits de dados. E muito mais ficil sentir quio
randomico € um sistema através das imagens resultantes de um procedimento fractal. Além
desta vantagem principal, outras surgem expontaneamente e podem ser utilizadas. A be-
leza das imagens surge quase (sempre quando estes procedimentos sio aplicados e assim
muitas discussoes estdo acontecendo no meio das Artes a respeito do uso destas imagens
em criagoes artisticas. Aparentemente a beleza da Natureza acontece nio sé no seu aspecto

estatico mas também no seu comportamento dinamico.

As implementagbes apresentadas neste apéndice foram feitas em linguagem C e

compiladas usando o Borland C++, versio 3.1. O objetivo da apresentacio destas imagens
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estd na sua relagdo com a taxonomia apresentada e nio na qualidade da implementacio em
si. Assim, ndo foram exploradas técnicas especiais para aumentar a rapidez. nem técnicas
para melhoria do visual apresentado. Apesar disso as imagens levaram entre um e dez
minutos para geracio, o que nao fol considerado um tempo muito grande tendo em vista

que o equipamento usado fol em 3865X. 25 MHz, com co-processador aritmeético.

QOutras téenicas além das usadas neste trabalho podem ser encontradas na maior
parte da bibliografia sobre o assunto. Como referéncia especifica de métodos de geracio
aplicaveis a vdrios dos grupos aqui propostos pode-se citar [Nor82a). [Pen56], [Dew86] e
[HB8s|.



TRIANGULO DE SIERPINSKI GERADO PELO METODO IFS

#include <dos.h>
#include <graphics.h>
#include <stdio.h>

#define DIM 4

static unsigned int seed = 1345;

#define RND {(seed = seed*37+1)

void main ()

{

int m = DIM-1, n, j, k,
mode = DETECT,
driver = DETECT;

static double al[DiM] = { .5,
b[DIM] = { Q,
clpiMl = { O,
dipml = { .5,
e[DIM}] = { O,
(oMl = { o,
pk(DIM] = { .34,
pIDIM];
double pt = 0.,
xscale = 300,
yscale = 200,
xoffset = 0,
yoffset = O,
X = Q,
y = 0,

-

-

-

Q B W O O n

.33,

-

oM ;o O o

.33,

QOO QO O o O O
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newx, newy,

pa;

for (3 = 0; j < m; j++)

{
pt  += pk[jl;
piil = pt;
b
initgraph(&mode, &driver, "");
for (n = 0; n < 15000; n++)
{
pq = (double) RND/65536.;
if (pq <= plol)
k = 0
else if (pg <= p[1])
k= 1;
else if (pq <= p[2])
k= 2;

else k = 3;

i}

alkl » x + b[k] * y + e(k];
clx] * x + afkx] = v + £[k];

newx

newy

X = newx;

i

¥ newy;
if (n > 10)
1{

int cor

1

EGA_LIGHTBLUE;

putpixel (x * xscale + xoffset ,
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y * yscale + yoffset, cor) ;

¥
kL
getch();
closegraph();



CURVA DE KOCH GERADA PELA APLICACAO DE
TRANSFORMACOES

#include "graphics.h"
#include "math.h"
#include "stdlib.h"
#include "stdic.h"

#include "conic.h"

#define XMAX 30
#define INCR 60%3,1416/180

int graphdriver, graphmode, maxX, max¥, minX=0, min¥=0, maxcores;

double x1+0.0, y1=0.CG, x5=0.0, y5=0.0;

void init_graf(void);

volid koch(double, double, double, double, double);

void main()

{

init_graf();
koch(x1,v1,%x5,y5,INCR);
gatch{);

¥

void koch{double x1, double y1, double x5, double y5, double incr)
{

double x2=0., y2=0., x3=0., y3=0., x4=0., y4=0., teta=0., delta=0.;
if ({(int) (abs({x5-x1)))<1.5} {

setcolor(15);

line(x1, (maxY-yi), x5, (maxY-y5));

return;
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x2=x1+(xB-x1)/3.;
y2=yi+(y5-y1}/3.;

X4=x1+2*% (x5-x1)/3.;
y4=y1+2* (y5-y1}/3.;
teta=atan{(y5-y1}/(x5-x1));
delta={x5-x1)/(3*cos(teta));
x¥3=x2+deltaxcos (tetatincr);
y3=y2+delta*sin(tetatincr);
koch(x1l,y1,x2,y2, incr);
kKoch(x2,y2,x3,v3, incr);
koch(x3,v3,x4,y4, incr);
koch(x4,vy4,x5,y5, incr);

}

void init_graf()

{

graphdriver = DETECT;

initgraph( &graphdriver, &graphmode, " );

maxcores = getmaxcolor{) + 1;

maxX = getmaxx()+1;

maxy
x1 = 4xXMAX;

x5 = maxX-4*XMAX;
yl = max¥/2;

¥5 = yl;

+

getmaxy(J)+1;
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FRACTAL AUTO-AFIM GERADO POR COPIAS
TRANSFORMADAS

#include <conio.h>
#include <stdio.h>
#inciude <graphics.h>
#incluade <math.h>
#include <stdlib.h>

#define MAIN

#inciude V"fvtc.h"

#define NPARTES 4
#define NLEVS 5
#define NPTSH 8
#define XSCREEN 1200.
#define YSCREEN 800C.
#define XWIN 300.
#define YWIN 200.

static double a[NPARTES] = {1.,13,-1.2,-1.0,-.5},
b [NPARTES] {-0.14,-2.8,-1.2,-4.%},
¢ [NPARTES] {2.08,-1.5,-2.3,-2.8},
d[NPARTES] {-0.003,~2.,-2.4,-1.2},
e [NPARTES] {0.5,1.2,2.1,1.5},
£ [NPARTES] {6.5,0.,0.,0.},
y [NPTSH] {800.,500.,400.,300.,300.,400.,500.,800.%},
x [NPTSH] {0.,50.,0.,50.,100.,50.,100.,50.};
static int clr[NPARTES] [NLEVS]= {1 , 2 ,3 ,4 , 5,6,7,8,9,10,
11, 12,13,14,15,1,2,3,4,5};
double a0, b0, c0, d0, e0=-20., £0=-10., p=60., q=50., r=1.5, s=1.5;
double x0,y0,px,py,al,bl,cl,dl,el,f1,fatx,faty;

H

i
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int 1, j, level,part;

void draw(double a0,deouble b0,double c0,
double dO,double e0,double fO,int level);

void main()

{

/% inicializa o modo grafico */
int mode = DETECT;

int drivexr = DETECT;

initgraph(&mode, &driver, " ');
fatx = XWIN/XSCREEN;

faty = YWIN/YSCREEN;

part = NPARTES;

/* desenha a ‘‘semente’’ na telax/
noveto(x [O] *fatx+XWIN,y[0I*Ffaty+YWIN);
for (1 = 0; i<NPTSH; i++){
x[i] {(x[i]*fatx+XWIN);
y[i] (yLidxfaty+YWIN);
fillrect{x[il-2, y[il-2, =x[il+2, y[il+2, level+1};

lineto(x[il,y[i]);
¥
lineta(x[0],y[0]);

/#* define valores para a transformacao inicial
a0 = r * cos(p);
BO = -s % sin(qg);
c0 = 1 % gin(p);

dc

H

s * cos(qg); =*/

/* desenha as partes e 0s niveis */
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level = HNLEVS;
draw(a{0],b[01,c[0},d4[0],e{0],£[0],1evel);

getch();
closegraph();
}

void draw{(double a0,double b0,double cC,double d0,double e0,double fO,int level)
{ level = level - 1;

x0 = x[0] = a0 + y[0] * b0 + 20;
y0 = x{0] #* cO + y[0] * 40 + fO;
x0 = (xO#*fatx+XWIN)/level;
yO = (yOxfaty+YWIN)/level;

noveto(x0,y0);
fillrect(x0~2,y0-2,x042,y0+42,lavel);
for (i = 1; i < NPTSH; i++){
px = x{i] * a0 + y[i] * b0 + e0;
py = x[i] * <0 + y[i] * d0 + £0;
px = (px*fatx+XWIN)/level;
py = {py*faty+YWIN)/level;
fillrect(px-2,py-2,px+2,py+2,level);
lineto{(px,py);
}
lineto(x0,y0);
if (level<0) return;
/* part = part - 1;
if (part<i) getch(); */
for (j=1;j<NPARTES;j++){
setcolor{clrij] [NLEVS

lavell):

al = al[j] * a0 + c[j] * bO;
bl = b[j]l * a0 + 4[] * BO;
cl = afj] * c0 + c[j] * do;
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di = b[3i] * <0 + d4[j] * 4o;
el = e[j] * a0 + £[j} * bO + =20;
f1 = e[j] * cO + £[§] * A0 + £fO;

draw(al,bl,cl,dl,el,f1,level)};
¥



CONJUNTO DE JULIA

#include <cenioc.h>
#include <stdio.h>

#include <graphics.h>

#define nx 640
#define ny 600

void main()

{
double X,¥,r,cx=-0.74543,cy=0.11301 ,xx,yy,x1,y1,x0,v0,dx,dy;
int PX,py,1, m=100, niter=150;

it

DETECT;
int driver = DETECT;

int nmode

initgraph (&mode,&driver, "“");

x0 = -1.55;
x1 = 1.55;
yO = -1.20;
¥yl = 1.80;

dx = (x1-x0)/(nx-1);
dy = (yl-y0)/(ny=-1);

for (px=0; px<nx-1; px++) {
for (py=0; py<ny-1; py++) {
x = x0 + px * dx;

y = yO + py * dy;



i=0;

do {xx = x*x - y*y + cx;

¥y

X o= XX,

]

2%X*y + Cy;

y = ¥y
i = i+1;
if (i »= niter) break;
} while (x*x + y*y <= m);
if (i==niter) i=0;

putpixel (pxz,py.i);

b
getch();
closegraph(};
+
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CONJUNTO DE MANDELBROT

#include <conic.h>
#include <stdio.h>

#incilude <graphics.h>

#define nx 640
#define ny 600

void main()

{

double X,¥,T,CX,Cy,XX,yy,%x1,y1,x0,y0,dx,dy;
int pX,py,i, m=4, niter=150;

DETECT;
DETECT;

int mode

int driver

initgraph (&mode,%driver, "*);

x0 = -2.25;
x1 = 0.75;
yOo = -1.15;
yi = 1.85;

dx = (x1-x0)/{(nx-1};
dy = (yi1-y0)/(ny-1);

for (px=0; px<nx-1; px++) {
for (py=0; py<ny-1; py++) {

cX

ey

%0 + px * dx;

yO + py * dy;
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x = 0;
y=0;
i=0;
do {xx = xkx - y*y + cx:
Yy = 2¥x*y 4+ cy;
X = XX
Yy =¥y
i = i+1;
r = X¥X + yxy;

if (i1 >= niter) break:
} while (r <= m};
if (i==niter) i=0;

putpixel (px,py,i);

¥
getch();
closegraph();
ke
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CURVA FRACTAL OBTIDA PELO METODO DO DESLOCAMENTO

#include
#include
#include

#include

int seed
int n;

int df _p

DO PONTO MEDIO

<conio.h>
<stdic.h>
<graphics.h>
<math.h>

#5;

an_x, df _pen_y ;

void linha_fractal{int,int, float,int);

void subdivisao_fractal {int, in%, int, int, float, int):

double r
double g

nd();

auss{);

void linha_abs_2 (int, int);

void main()

{

int mode = DETECT;
int driver = DETECT;

initgraph (&meode, &driver, “");

df _pen.x = 50;
df _pen_y = 200;
linha_fractal {200, 50,

200;

it

df _pen_x
df _pen_y = 50;
linha_fractal(300, 165,

.5, 9);

.5, 9);
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200;
df __pen.y = 200;
linha_fractal{500, 100, .2, 14);

df _pen_x

H

50C;
df _pen_y = 100;
linha_fractal(600, 200, .3, 14);

df _pen_x

i

getch();
closegraph();

veid linha_fractal(int x,int y, float w,int n)

{
int 1;
1 = abs(x - df_pen_x) + abs(y - df_pen.y);
subdivisac_fractal(df_pen_x, df_pen_y, x, y, 1*w, n);
}

veid subdivisao_fractal (int x1, int y1, int x2, int y2, float s, int n)
{

int zmid, ymid,;

if (n == Q)
linha_abs_2 (x2,y2);
else {

xmid = (x1 + x2) / 2 + s*xgauss();

ymid = (y1 + y2) / 2 + s*gauss{};
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subdivisao_fractal (x1, yi1, xmid, ymid, s/2, n-1i};

subdivisao_fractal (xmid, ymid, x2, y2, s/2, n~1);

double rnd{)

{
seed = {{geed * 37) + 1) & OxFFFF;

return {seed);

double gauss()

{
int 1i;
double gauss;
gauss = 0.;
for (i=0; i<=6; i++)
gauss += rnd{) - rnd();
gauss = gauss / (6%65536);
return {gauss);
}

veid linha_abs_2 (x2, y2)
{
line (df_pen_x, df_pen.y, %2, ¥2);
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df _pen_x = x2;

df .pen.y = y2;
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CURVA FRACTAL OBTIDA PELA INTERPOLACAO DE PONTOS

#include
#include
#include

#include

#define

#define

double r

<graphics.h>
<stdio.h>
<math.h>

<conic.h>

DIM1 4
DIM2 3

nd{);

static unsigned seed = 1345;

double r
void mai

{
double x

static 4

s

n(Q)

= 0, ¥y = 0, newx, newy, pq, pt = 0, b;

int m = DIM1

....1’

k, j, cor,
mode = DETECT,
driver = DETECT;

ouble z[DIM1i]

f[DIMi] = { 180,
d[DIM2] = {.4, -.4,

={ 0, 200, 400, 700},

e[DIM1],
a[DIM1],
c[bImi],
£ [DIM1];

70, 150, 2007,
.63,



b = z[3] - z{0];

for (m=1; m<= 3; m++){

afm-1} = (z[m] -
efm-17 = (z[3] =
clm-1]1 = (£f[m] -
fflm-1] = (2[3] =
(zf3] =

+
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z{m-11) / b;

z[m-1] - z[0] * z[ml) / b;

fln-1] - dim-1] = (£[3] - £[0]1})/b;
flm-1] - z[0] * fim] - dlm-1] *
o] - z[0] * £[31))/b;

initgraph(&mede, &driver, "");

for {(m =
{
k = floor(3*rnd() - .0001) + 1;

newx =

1; m<=15000; m++)

alk-1] * x + e[k-1];

newy = cik-1i] * x + d[k-1] * vy + f£{k-1];

X = newx;
¥ = newy;
if (m>1){

cor = EGA_MAGENTA;

putpixel(x,y,cor);

¥

getch();
closegraph{);

}

double rnd(}

{
seed = ((zeed*37) + 1) & OxFFFF;



rn = seed/65536. ;

return{rn);
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#include
#include
#inciude
#include

#include

TRIANGULO DE SIERPINSKI RANDOMICO

<conio.h>
<des.h>
<graphics.h>
<gtdic.h>
<stdlib.h>

#define DIM 4

static unsigned int seed = 1345;

#define RND (seed = seed#37+1)

void main ()

{

int m = DIM-1, n, j., k,
mode = DETECT,
driver = DETECT;

kb [DIM]
c[DIM]
¢IDIM]
e[DIM]
£ [DINM]
pk [DIM]
p[DIN];
double
xscale
yscale

xoffset

static double a[lbIM] = { .5, 0.5, 0.5,
= 0, o, 0, 0%},
= { o0, 0, 0, 0%,
= { .5, .5, 5, 0%},
= { 0, 1, 5, 03},
= { 0, 0, 5, 03,
= { .34, .33, .33, 07,
pt = 0.,
= 300,
= 480,
=0,
= 0,

yoffset

o3,
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X = 0,

]
<

¥y
newx, newy,

p4g.rad;

for (3 = 0; j < m; j++)

{

pt  += pkijl;
plil = pt;

¥

initgraph(&mode, &driver, ""):

for {(n = Q; n < 15000; n++)

{
pq = {(double) RND/65536.;
if (pq <= ploD)

k=0
else if (pg <= p[1])

k=1
else if (pgq <= pl2])

k=2
else k = 3;
newx = alk] * x + b(k] * y + e[k];
newy = cl[k] * x + d[k] * y + £[k];
X = newx;
¥y = newy;
if (n > 10)

{

int cor = LIGHTRED;
rad = rand()/1000.;
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putpixel (x * xscale + xoffset -~ rad,

y * yscale + yoffset ~ rad, cor} ;

getch();
closegraph();



MOVIMENTO BROWNIANO FRACTAL

#include "graphics.h”
#include “math.h"
#include "stdlib.h"

#include Ygtdio.h"
#include "conio.h'
#include "ctype.h"

#include "time.h"

#define MX 40
#define MY 20

int GraphDriver;
int GraphMode;
double AspectRatio;
int MaxX, Maxy;

int MinX, MinY;

int MaxColors;

int ErrorCode;

char *DriverName;

char *ModeName;

int ITERACDES=40;

struct no_tela {

int px;

int py;

struct no_tela *proximo;

};
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typedef struct no_tela *nodeptr;
nodeptr tela_atu = NULL;
nodeptr tela_pri = NULL;
NULL;

nodeptr tela_ult

void initialize_grafico(void);
void desenha_fractal(void);
veid limpa_tela (void);

int valida_posicao(int, int);

void main()

{

randomize();

initialize_grafico();
outtextxy(0, O, "MOV. BROWNTIANO");
desenha_fractal();

printf ("%4c", 0x7);

printf ("%c", 0x7);

printf ("%c", Ox7);

¥

void initialize_grafico()

1
GraphDriver = DETECT;

initgraph( &GraphDriver, &GraphMode,

ErrorCode = graphresult();
if (ErrorCode != grok) {
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rintf (" Graphics System Error: %s\n",
P p Yy

grapherrormsg{ ErrorCode ) };

exit( 1 );

¥

MaxColors = getmaxcolor() + 1;
MaxX = getmaxx(};

MaxY = getmaxy();

MinX = 0

MinY = ©;

ITERACOES = 3#MaxY;

¥

veid desenha_fractal()
{

int x=MaxX/2,

y=100,

nx=Q,

ny=0,

k=0,

cor=MaxColors/2;

k=0;
do |
k++;
cor=cor+random{3)~1;

if (!valida_posicao(x, y))

putpixel(x, y, cor);

tela.atu = (struct no_tela *)malloc(sizeof (struct no_tela));

if (tela_atu == NULL) {
line (10, 10, 100, 100);

return;
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if (tela_pri == NULL)
tela_pri = tela_atu;
if (tela_ult)

tela_ult->proximo = tela_atu;

tela_atu->px x;

tela_atu->py v,
tela_atu=->proximo = NULL;

tela_ult = tela_atu;

if (k>ITERACOES) {
limpa_tela();

k--;

}

nx=random{(3);
X=x+nx-1;

if {x>MaxX) x=MX;
if {x<MX) x=MaxX;
ny=random{(3) ;
y=y+ny-1;

if (y>MaxY) y=MY;
if (y<MY) y=Max¥;
} while (!kbhit(}};
while (tela_pri)
limpa_tela();

}

void limpa_tela (void)

{

tela_atu = tela_pri;

tela_ pri tela.pri->proximo;

putpixel(tela_atu->px, tela_atu=->py, 0);
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free (tela_atu);

¥

int valida_posicao(int x, int y)
{

unsigned GP;

GP=getpixel(x, yJ);

return {GP);

+



GALAXIA ESPIRAL FRACTAL

#include <stdlib.h>
#include <gtdio.h>
#include <conioc.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

#include <graphics.h>

int i, maxit=1000;
double in=0.2, theta,r,scale=8.5,cut=250,x,vy,

randx,randy,f=8,theta2;

void main()

{

int mode = DETECT;
int drivexr = DETECT;

initgraph{&mode,&driver,'");

randeomize() ;

for (i=0; i<=smaxit; i++)} {
theta = i/50.;
r = scale*exp(theta*tan(in)};
if (r>cut) break;

r*cos(theta)+300.;

X
¥y
randx = random (100)/ 100.;

randy = random (10C) / 100.;
putpixel (x+f¥randx,y+f*randy, YELLOW);
¥

r*sin{theta)+250G. ;

i

f
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for (i = 0; i<=maxit; i++) {

theta = 1/50.;

thetaZ = 1i/50. - 3.14;

r = scale%exp(thetal*tan(in));
if {(r>cut) break;

X = r*xcos(theta) + 300, ;

y = r*sin(theta) + 250.;
randx = random(100) / 100.;
randy = random{1C0} / 100.;
putpixel(x+f*randx,y+f*randy, YELLOW);
}

getch();

closegraph();

1iv
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IMAGENS
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Figura b.1: Tridngulo de Sierpifiski obtido pelo método do IFS
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Figura b.2: Curva de Koch gerada pelo uso de transformactes
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Figura b.3: Fractal Auto-afim gerado por transformagdes
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Figura b.4: Conjunto de Julia
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Figura b.5: Estudo da convergéncia das raizes da equacgio z* — 1 = 0. onde a cor vermelha

representa os pontos iniciais que convergem para a raiz {1,0), a cor amarela para a raiz
(=1.0). a cor azul para a raiz (0.1} e a cor verde para a raiz (0, —1). Esta imagem foi
criada por Adalbero Fernandes Guimardes, Victor Fernando Ribeiro e Licio Tunes dos
Santos e a foto fol tirada pelo Diomar, todos do IMECC - UNICAMP.
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Figura b.6: Conjunto de Mandelbrot
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Figura b.7: Curva Fractal obtida pelo Deslocamento do Ponto Médio
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Figura b.8: Curva Fractal obtida pela Interpolacio de Pontos
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Figura b.10: Movimento Browniano Fractal
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Figura b.11: Galaxia Espiral Fractal



Apéndice ¢

REFERENCIA

Figura c.1: Resposta de Benoit Mandelbrot sobre o género da palavra fractal
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Benoit B. Mandethrot
P.0. Box 218, Yorktown Heights, NY 15098

October 17, 1980

Ms. T. M. Stahlke

A/C Prof. Leo Pini Magaihaes
Univaersidade Estadual de Campinas
FEE/DCA

C.P. G101

Campinas

Sao Pauio. Brazil,

Dear Ms. Stahlke

In English, the gender of fractal poses no problem, but in other languages,
the story can be very very complicated.

In French, | had wanted it to be fractale, that is, feminine, and | continue
always to write in this style. However, many other people use the masculine
fractal. It turns oul that there is no official rule but a very powerful tendency
for French words thal are borrowed from English to be made masculine. Many
people, even in France, first read of fractals In English.

In Russian, it is most often masculine. But there is a fight on whether the
last L should be solt or hard.

My recommendation to you is to use the masculine in Portuguese.

Yours very sincerely,
A&V’%\AM
Benoit B. Mandelibrol
. &
Tel: 314 345 1712, Fax: 314 945 2141, E-mail; PKUMAR at YKTYMZ.BITNET

BBM/pkn



Apéndice d

BIBLIOGRAFIA COMENTADA

A amplitude do assunto fractais levou & leitura de um grande ntimero de artigos
€, a0 mesmo tempo, a uma restringdo da abrangéncia da tese. O conjunto desse dois fatores
fez com que muitos artigos lidos ndo fossem referenciados no escopo do trabalho, ficando
seu conteido desconhecido para as pessoas que fossem ler este trabalho. Procurando mais
uma vez atingir o objetivo de servir de fonte de consulta para futuros trabalhos na drea,
optou-se por colocar neste apéndice um pequeno comentario sobre cada um destes artigos,

oriertando a busca de informacdes sobre um interesse especifico.

[AR90] O método de Newton é um método iterativo usado dentro na mateméatica para
encontrar raizes de equagdes. Apesar de usado a séculos, até hoje ndo sio conhecidas
as propriedades de convergéncia nem o comportamento do dominio de atracio. Aqui
é mostrado claramente, através de exemplos, que este método apresenta um com-
portamento cadtico, caracterizado pelos {ractais, quando é aplicado para polinémios
avaliados no campo dos nimeros complexos. Sio mostradas as imagens que repre-
sentam o panorama deste comportamento, obtidas por um algoritmo apresentado no
artigo.

[BC91] Grandes sistemas interativos estio sempre envolvidos num estado critico no qual
¢ menor evento pode levar a uma catdstrofe. Este artigo pretende mostrar a teoria
das Criticalidades Auto-Organizadas que procura explicar a dindmica de fenémenos
como os terremotos, as bolsas de valores e ecosistemas. Os autores sugerem que

os fractais podem ser vistos como uma representacio instantinea desses PTOCessos
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criticamente auto-organizados e que a estrutura fractal seja uma impressdo dugital

desses sistemas.

[BEHLS86] O principio do mapeamento de fractais por contracdes e o Teorema da Co-
lagem usado por Michael Barnsley em [Bar88] sio provados matematicamente neste

artigo.

[BD85] Neste artigo é feita a primeira apresentacio da teoria dos Interated unctions
Systems (IFS3) como uma maneira de descrever uma classe dos fractais descritos por
Benoit Mandelbrot em {Man82b]. Em 1988 este artigo originou o livro escrito por
Michael Barnsley [Bar88].

[BS88] Novamente falando sobre os Interated Functions Systems (IF'S), Michael Barnsley
procura ressaltar o poder de compressio de seu método de representacio de fractais.
Mostra que o que é novo em seu método é a habilidade de comecar com uma iragem
e encontrar {ractais que imitam esta imagem com qualquer grau de acuracidade que
se queira. Segundo este artigo pode-se obter compressdo em proporcdes que chegam
a 10.000 por 1.

[Edi90] O artigo apresentado neste jornal fala da empresa comercial Iterated Systems
criada por Michael Barnsley para vender os codificadores construidos para colocar

em hardware a técnica criada por ele para comprimir imagens.

[Blo85] Arvores completas, com tronco, galhos e folhas sic gerados por um método des-
crito neste artigo, usando técnicas tradicionais da computacio grafica como cilindros,
cones, interpolacdo, eic, E uma forma interessante para comparacgac para O [esmo
tipo de arvore gerada por procedimento graftal pois o resultado obtido pelos autores

é muito bom.

[Bég] O autor, prof. Reinhard Bélling, trabalha no Instituto Karl-Weierstrass de Ma-
temadtica, em Berlim. Fle escreveu esta biografia sobre o matemdtico Karl Weiers-
trass, baseada num albim encontrado que desereve a comemoracio do aniversario

de 70 anos deste matemdtico, em 1885.

[Bou85] Muitos artigos jé foram publicados mostrando as vantagens de se usar algorit-
mos de interseccio para modelamento procedural de objetos. Este artigo pretende
mostrar que € possivel ampliar este uso para superficies estocdsticas adicionando

técnicas recursivas de subdivisdo, criadas para modelar objetos fractais.
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(CS85] Uma aplicacdo em Processamento de Imagens é apresentada pela definicio de
uma Transformada Fractal de Contorno e seus operadores associados. O método pode
ser aplicado para reconhecimento de padrio bidimensional tendo vantagens sobre a

Transformada de Fourier quando os objetos possuem contornos muito detalhados.

[dC88] Sao apresentadas técnicas para Reconhecimento de Padrées em superficies natu-
rais. Devido a grande variedade de processos fisicos envoividos na formacio dessas
superficies, os procedimentos tradicionais apresentam-se inadequados. Os modelos
[ractais parecem facilitar esse processo de reconhecimento de texturas naturais e sio
a base do procedimento aplicado. Como aplica¢do é mostrado um trabalho feito com

textura de mosaicos de aglomerados de cortica.

[CEM89] O objetivo deste artigo é dar uma defini¢io e descrever a implementacio de um
nucleo de fungdes para gerar e manipular imagens em miltiplos niveis aum ambien-
te padrao. Como exemplo de aplicagdo, os autores implementam um procedimento
para gerar o Conjunto de Mandelbrot. A vantagem apresentada para este método é
poder ser usado para transferéncia de imagens em redes que ligam ambientes com-

putacionais heterogéneos.

[CC91] Esta é uma referéncia em francés, onde o assunto fractais é tratado de forma
basica, com definigdes de virios tipos de dimensio e processos para determinacio

destas dimensoes.

[Dav90] Este artigo apresenta um processo para gerar imagens fractais bem diferente
dos tradicionais. Sdo gerados arquivos separados para o vermelho. o verde e o azul
da imagem e randomicamente escolhida uma cor para ser colocada num dos quatro
planos de cores de um monitor VGA ou EGA. Com este método consegue-se obter
1296 variacoes de uma imagem, permitindo combinacées para obter-se muitos efeitos

especiais.

[DHN85] Baseado na dificuldade de geracio de objetos naturais pelos métodos tradi-
cionais de sintese de imagens, é proposto ura método para gerar fractais a partir
de um conjunto de transformacdes lineares afins e de um conjunto de probabiiidades
associadas. Este é o primeiro artigo que descreve o Interated Function Systems (IFS)

que ird originar mais tarde os trabalhos feitos por Michael Barnsley.
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Dew8T] o apresentado um programa que permite ao homem imitar o processo de e-
volugio de um ciclo de vida. Watchmaker mostra num ambiente computacional o
poder de mudancas cumulativas na vida sobre a Terra. usando para isso técnicas
fractais.

{Dew8T] O algoritmo descrito neste artigo permite representar agregacoes de difusdo k-
mitada, os chamados processos DLA, aplicados para difusdo e crescimento de particulas,

através de técnicas fractais.

[Dew89a] Novamente o autor apresenta técnicas para gerar organismos biomorfos, os
quals podem ser usados para estudar o crescimento de organismos vivos dentro da
biologia. Novas técnicas fractais sio apresentadas, procurande obter maior rapidez

na geragao das imagens.

[Dor90] Este autor brasileiro discute no artigo a real existéncia do caos, uma vez que
todos os procedimentos usados para estudar sistemas cadticos sao aproximacoes re-
presentadas no computador. As provas mateméticas ainda niao foram apresentadas

e o autor faz restri¢hes aos resultados obtidos por esta teoria até este momento.

[Edw84] Os processos usados até agora para modelar ambientes naturais tais como co-
linas e montanhas requerem sempre uma grande guantidade de dados, consumindo
muito tempo de trabalho intensivo de mdquina. Nesta proposta sio apresentadas

rotinas em Fortran para gerar modelos de terrenos baseados em linhas fractais.

[Fal88b] Conjuntos compactos ndo-vazios formados por transformacdes lineares que con-
traem os elementos do conjunto possuem sua dimensio de Hausdorff calculada neste
artigo. Indo mais além, o autor mostra que a dimensdo da contagem de caixas destes
mesmos conjuntos ¢ igual a dimensio de Hausdorff. Este artigo foi uma das bases

usadas pelo autor para escrever o livro Geometria Fractal, [Fal90].

[FP88] O autor sugere um processo de variacio no algoritmo de geraciao do Conjunto
de Mandelbrot para permitir a manipulacio das cores da imagerm por uma tabela
de cores prépria para monitores VGA. S40 encontrados também algumas sugestoes
para obtencio de copias fisicas das imagens através do uso apropriado de cimeras

fotogrificas.

[FFC82] I apresentado um novo algoritmo para representar modelos de relevo terreste

com imagens realistas e visualmente satisfatérias. Isto é feito pelo uso do Movimen-
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to Browniano Fractional, considerando os objetos modelados como padrées de um
processo estocastico. Sdo sugeridas também extensdes para este processo, utilizando

superficies estocdsticas e a utilizacao de movimentos nas imagens.

[Zor88] O modelamento de objetos naturais é visto em linhas gerais neste artigo e é
apresentada uma descri¢io da técnica de compressao de imagens de Michael Barnsley

concluindo que o método é correto e deverd superar o que existe até hoje.

[Fra88] A aplicacio de técnicas nas Artes é muito antiga. apesar de até hoje gerar
muitas discussoes entre o que é arte e o que é simples aplicacio de técnicas. Este
artigo discorre sobre o assunto, sugerindo muitas aplica¢des artisticas para processos
fractais originados de equacdes matemdticas nas quais sdo aplicadas transformacdes

criadas em Processamento de Imagens para distorcer e criar novas imagens.

[HIB*93] Muitos algoritmos usados para processamento de sinais ¢ analise de dados
pressupGem um conhecimento anterior que embasem tendéncias ou distribuicdes. Se
os ruidos encontrados séo periodicos ou normais, nio hi problemas e as técnicas
tradicionais destas areas funcionam bem. Caso os ruidos aparecam de forma nio
periodica precisa-se entdo de técnicas alternativas para evitar perda de informacoes.
Os autores propdem vérias outras técnicas, entre elas as gue usam estatisticas fractais

como embasamento, mostrando sua implementacio em FORTRAN 77.

[MV89] O artigo traz uma visio geral e moderna sobre a Computacio Grafica, apre-
sentando suas fases de modelagem e visualizacio e uma breve descricio das técnicas
usadas em cada fase. Os fractais sio apresentados como uma técnica de modelagem

de objetos naturais, apresentando muitas vantagem sobre as técnicas tradicionais.

[Jon90a] O Tridngulo de Sierpiniski foi gerado por Michael Barnsley através de uma
técnica de deslocamento de pontos, o chamado Jogo do Cuos. Neste artigo o au-
tor propoe uma extengio desta técnica para gerar ralhas cujo padrio seria obtido
por outros poligonos regulares e nio por tridngulos. Assim. siao usados quadrados,

pentdgonos. hexdgonos. enedgonos e até dodecdgonos para gerar malhas fractais.

[Kaj83] Ray-Tracing é wma técnica para geracio de imagens que muitas vezes & criticada
por ser grande consumidora de tempo computacional. Apesar disso sua capacidade
de combinar efeitos de superficies escondidas, sombreamentos, reflexées e refracio

ainda sao inigualdveis por outros métodos. Este artigo apresenta a técnica de ray-
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tracing para gerar objetos definidos de forma procedural e entre eles as superficies
fractais. S&o obtidas imagens muito realistas de montanhas com a aplicacio dessas

téenicas.,

[Kei89] Os procedimentos usados para gerar fractais, usando métodos de iteracdo, sio
largamente difundidos. Poucas pessoas, no entanto, preocuparam-se no problema de
como corresponder a cor obtida para um ponto com a cor do pixel na tela. Fste artigo
propoe virias técnicas que podem ser usadas para este processo final de representacio

da imagem e mostra alguns exemplos de imagens obtidas usando estas técnicas.

[KCCB89] Neste artigo ¢ apresentada uma técnica para calcular a dimensio fractal a par-
tir de imagens de superficies e mostra como ela funciona para descrever e segientar
os conjuntos fractais que geraram a imagem estudada. Como a dimensio fractal
sozinha nao é suficiente para analizar e caracterizar texturas naturais, é proposto
também uma nova classe de medidas de textura baseadas no conceito de lacunari-
dade. A dimensdo e a nova classe de medidas sdo entio usadas para descrever e

segmentar textura de objetos naturais.

[Lak88] As malhas fractais geradas por poligonos regulares, como o Tridngulo de Sier-
pinski, sio descritas na literatura muitas vezes. Q autor apresenta neste artigo uma
forma de gerar estas malhas a partir de sequéncias de nimeros primos, obtendo uma

malha fractal bem definida.

[LM89] Baseando-se na mesma teoria mostrada em [Lak89], o autor apresenta uma

malha fractal gerada por uma sequéncia da soma de Gauss.

[Man82a] Esta correspondéncia técnica apresenta um comentério de B. Mandelbrot so-
bre o traballio sobre geracio de modelos estocdsticos de A. Fournier, D. Fussel e
L. Carpenter (ver [FFC82]). Segundo Mandelbrot a técnica apresentada por estes
autores nao acrescenta nada as técnicas ji conhecidas e por isso nio é valorizada.

O documento apresenta também uma resposta dos autores aos comentarios de B.
Mandelbrot.

[MHS89] Muitos fenémenos naturais podem ser expressos por uma fungdo da forma
Eny1 = f(z). O autor mostra que as propriedades de f sio topologicamente conju-
gadas com 2,4y = rz,(1 —2,) e exibem qualitativamente as mesmas caracteristicas

dinamicas. O valor de r exprime as condigdes do ambiente em que ocorre o fendmeno
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e & considerado um fator constante nos métodos de pesquisa tradicionais. Neste tra-
balho o autor considera que r pode mudar periodicamente, representando melhor o
mundo real. O resultado obtido mostra » como um fator de dicotomia entre esta-
dos de ordem e caos, e imagens gerados com virias sequéncias de variacdo para r

mostram profunda correlagdo com imagens fractais.

[MR89] O Mapa de Hénon é um dos mais simples mapas inversiveis bidimensionais.
Embora muito ja seja conhecido a respeito deste mapa, inclusive sua geracao grafica,
© autor pretende ter encontrado um novo comportamento, ainda nao conhecido,

envolvendo fases periddicas de ordem e caos.

[Mic90] Seguindo o mesmo raciocinio usado em [MR89], o autor propée uma mudanca
no metodo de geragio do Conjunto de Mandelbrot, substituindo os 2, da funcio
por termos que envolvam cossenos e tangentes desses valores e obtendo imagens

interessantes, todas derivadas do préprio Conjunto de Mandelbrot.

[MR90] O comportamento caético do método de Newton, quando aplicado a multiva-
ridveis, € explorado neste artigo pela representagio grafica onde pardmetros comple-
x0s correspondem a pixels na tela do computador. Vérios exemplos sio mostrados e
sao relacionados detalhes das imagens com o tipo de equagio a0 qual o método foi

aplicado.

[Nor82b] Sao propostos algoritmos para gerar e visualizar fractal em 3-D. Estas técnicas
540 adaptadas ao fato dos fractais serem muito mais dificeis de serem gerados do que
de serem visualizados. Sdo especificamente adaptadas para uso de array processor
e o resultado obtido neste geracdo é posteriormente sombreado e visualizado com o

algoritmo de z-buffer.

[Opp86] A geométrica nocio de fractal auto-similar tornou-se um paradigma para estru-
turas de objetos naturais. Este artigo apresenta um modelo para modelar plantas,
drvores complexas, folhas, sistemas organicos de veias, deltas de rios e quaisquer
outros objetos com ramificagdes. A conclusio do autor é que os resultados obtidos
casam muito bem com o mundo real e por isso servem de ferramenta para estudos

em varios ramos da Ciéncia.

[PISa91] Este livro é uma coletdnea de atividades para alunos de matemética que ofere-

cerd um conjunio de experiéncias do tipo hands-on com fractais e com os principios
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e caracteristicas da matemdtica envolvida neste assunto. Ele propicia uma ligagdo
entre diferentes aspectos da matemdtica e como os fractais ligam estes aspectos. L
uma referéncia 6tima para uma curso extra-curricular sobre fractais para estudantes

da drea de Ciéncias Exatas.

[FTB90] Este livio contém uma colecio de treze artigos relacionados com o uso de
fractais nas Ciéncias Fisicas e Naturais. Fenémenos com fase de transicoes, DLA,
agregagao e reagdes sdo tratados por especialistas nas areas e eles ensinam como usar

fractais como uma ferramenta nas pesquisas nestes campos.

[BD9Y0] Experiéncias matemdticas, fenémenos naturais, objetos naturais e computacao
grafica sdo os temas principais deste livio. Com implementacdes muito simples o-
rientadas para linguagem Pascal, o autor trata dos principals fractais conhecidos e
sua ligagio com a matemdtica. I um livro diddtico que resultou das experiéncias dos
autores na Universidade de Bremen, junto com o grupo de pesquisas em Dinamicas

Complexas.

[PenSﬁa} Neste artigo o autor apresenta uma forma de representacao por paries que
pretende descrever uma grande variedade de formas naturais assim como ser utiliza-
da para representar objetos manufaturados. F usada uma estrutura em escala que
adapta-se muito bem ao processo iterativo usado para obter os fractais que repre-

sentam esses objetos naturais.

{Pet90] O autor discute a forma como a tecnologia para criar imagens estd mudando
rapidamente a maneira como os cientistas usam o computador na ciéncia e na ma-
temdtica. Técnicas com crescente sofisticagio usadas para visualizacio de dados e
simulagao da realidade aparecem com a cada dia. Por outro lado novas idéias vio
surgindo aos pesquisadores como resultado do enriquecimento das pesquisas em com-
putacio grifica. Dentre estes novos aparecimentos estd a teoria dos fractais com sua

revolugao na forma de estudar os fenémenos naturais.

[Pic85] A matemdtica da iteragio de fungoes algébricas vem sendo estudada a décadas.
Porém sé nos iltimos anos, com o aparecimento da teoria dos fractais foi possivel
vizualizar e explorar em detalhes o comportamento destas iteracdes. Os autores apre-
sentam um algoritmo para representar estas imagens ¢ apresentam diversos exemplos

de imagens da imagem de iteragdes de fungdes complexas.
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[PK86] Os métodos normalmente usados para trabalhar com fractais sdo aplicados neste
artigo na avaliagdo de formas de ondas da linguagem falada. Os autores concluem
que tanto a fala digitalizada quanto a fala humana apresentam uma mesma dimensio
fractal, em torno de 1.66, considerada numa escala de tempo. A aplicacio do resul-

tado deste estudo melhoraria muito a comunicacio falada entre maquina~homem.

[Pic88c] O autor apresenta uma técnica para gerar imagens fractais em 3-D, chamadas
Atratores Estranhos, que é aplicdvel a qualquer sistema sensivelmente dependente
das condicdes iniciais. Apresenta como resultado uma imagem de um atrator em

3-D usando pseudo-cores.

[Pic88d] Poucos estudos foram realizados a respeito da riqueza dos padrées fractais
produzidos por complicadas redes resultante de interconeccoes entre anéis, nés e
linhas e da propagagdo de dados por elas. I a computacio grifica sendo usada para
explorar o comportamento cadtico do processamento de sinais digitais em conexdes

deste tipo.

[Pic89a] A técnica apresentada pelo autor neste artigo permite a geragio e a visualizacio
de um grande nimero de imagens compostas por circulos e esferas que se tocam mas
nunca se interceptam. Apesar da finalidade do procedimento ser apenas apreciar
o comportamento cadtico de certas férmulas matematicas, o autor ressalta pesqui-
sas recente no campo da microeletrénica e bioquimica que aplicam procedimentos
semelhantes a este para modelar situacdes de interesse nestes campos. Extensio
para circulos com distribuicao browniana e algoritmo de ray-tracing também sio

apresentados.

[Ram89] Como uma complementacio aos estudos de Clifford A. Pickover, este autor
propoe uma variagao na representacio de fun¢oes matemadticas usando fatins de pla-

nos algébricos para representar sendides truncadas da forma Z,, = o Sinz + Siny).

[RDPT92] Os processos de formagio de padrdes tem um interesse cientifico considerdvel.
Um meodelo usado para representar estes padroes é a Agregacio de Difusio Limitada
(DLA}, que possul um padrao irregular e fractal. Este artigo propde uma maneira
de representar computacionalmente estes processos DLA, com um custo mais baixo

que a montagem de laboratérios propriamente ditos.
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[San87a] O assunto tratado neste artigo é a aplicacio dos fractais na teoria do crescimen-

to de organismo, utilizando a Agregacio de Difusio Limitada (DLA). £ mostrada
uma ilustragio esquematica de um crescimento por DLA numa forma muito clara e
compreensivel. Um novo conceito de dimensiio espectral é introduzido, permitindo
a avaliagdo e a descricio da difusio e a dindmica do crescimento fractal, Segundo o

autor a existéncia da geometria fractal veio abrir ainda mais as fronteiras da fisica.

[San87b] O trabalho relata os resultados referentes ao desenvolvimento de técnicas a-

vangadas de geragao e representacdo de superficies com interesse nas aplicacdes da
Engenharia Civil e Arquitetura. F apresentado um algoritmo baseado numa primiti-
va fractal triangular e um exemplo é apresentado para estudo de caso na implantacao

de uma barragem.

[Sha89] O procedimento apresentado neste artigo usa de duas entidades matematicas

para representar fractais: os produtos de Kronecker e homeomorfismos valorizados
por matrizes iteradas. Sdo gerados imagens do tipe bitmap do conjunto. Usados
para gerar fractais do tipo da curva de Koch, curvas de Hilbert, Peano e o trianguio
de Sierpinski, mostra-se que os dois métodos se equivalem em poder. Implementacio

para Macintosh é mostrada no final do artigo.

[Smi84] Esta é uma referéncia sobre graftais. Definido como um tipo de subfractails,

sdo estudados algoritmos para gerar algumas familias de plantas, usando férmulas
que definem seu crescimento. Acrescentando variagdes ao método de Lindenmayer e
comparando com definigdes dadas por Mandelbrot, este autor caracteriza muito bem

as diferengas e as semelhancas em os fractais e os graftais.

[Sor84] Um resumo da teoria fractal é apresentada neste artigo, onde o autor faz uma

correlagdao com a quarta dimensdo, definida por Einstein como sendo o tempo. Como
os fractais tem a capacidade de mostrar a variacio no tempo o relacionamento parece
vidvel. Uma geracéo de fractais auto-homeogrificos, resultado do produto de uma
inversao, uma simetria em rela¢do a uma linha e a rotacio, é apresentada, assim

como sua implementagdo emn linguagem AppleSoft BASIC.

[SO90] Grandes progressos foram feitos nos dltimos anos para entender a estrutura de

formas randdmicas e a aparéncia com que certas formas crescern. Este livro de-

senvolve toda combinagdo entre estas duas estruturas dentro do ponto de vista das
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ciéncias fisicas, como o simulagio do crescimento e processos de agregacdes através
de fractais. Exemplos sdo apresentados com fluidos mecénicos, avaliacies dielétricas,

eletromagnetismo e outros.

[SLP83] A curva estudada por Peano por volta de 1900, caracterizada atualmente como
fractal, possui propriedades estatisticas que podem ser usadas em processamento de
imagens. Afuando como transformada de um espaco multidimensional em unidi-
mensional, pode ser aplicada para facilitar classificacio, andlise ou represeatacio de
informagdes. Para uso imediato é mostrada numa técnica para apresentar imagens
com alta fidelidade de cores num dispositivo capaz de representar apenas 256 cores

simultaneamente.

[Tri89] A filosofia hindu vé& o cosmos como sendo auto-semelhante por natureza e seus
templos procuram representar simbolicamente esta auto-semelhanca através de sua
forma. Iste artigo mostra como as téenicas de construcio destes templos aproximam-

se das técnicas usadas pela computacio grafica para construir os fractais.

[Vit91] O autor discute o tema de como introduzir a tecnologia dos computadores na sala
de aula. Sio colocadas questdes sobre o que fazer quando o computador ja chegou
4 escola e o problema ¢ integrd-los ao desenvolvimento do curriculo escolar. Dez
“teses” sao apresentadas e entre elas propde-se a programacio em LOGO de figuras
fractais visando explorar o dominio bastante complexo da geometria (topologia). da

légica e aplicar estes conhecimentos ao desenho, & botéinica e & biologia em geral.

[WEKC86] 540 descritos novos conceitos para compressio de dados baseados na teoria
fractal. Um algortimo é apresentado usando técnicas semelhantes is tradicionais de
processamento de imagens. Os resultados sio aplicados na compressio de algumas
imagens e os autores classificam o resultado obtido como muito bons, quando a

medida de acuracidade é dada pelo olho humano.

[WC89] Padroes de periodicidade de mapeamentos nio-lineares sio frequentemente re-
presentados por variagbes potenciais. Como exemplo pode-se citar mapeamentos
logisticos unidimensionais sofrem mudancas num periodo de dois. Este artigo mos-
tra que este perfodo pode ser usado como parametro para colorir uma imagem e
revelar padrdes de érbitas para os atratores desta imagem. £ apresentado ¢ psen-
docédigo de um algoritmo que pode ser usado para produzir imagens fractais com

destaques para a periodicidade inerentes a sua geracio.
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[Wri92a] Neste artigo o autor faz uma avaliacio do método de compressao de imagens
apresentado por Michael Barnsley e avalia sua performance. Sua conclusio é que

o meétodo ¢é fantastico e que deve surgir como um padrio para imagens a partir de

1993.

[Wri92b] O autor comenta o sucesso da compressio de imagens pelo Sistema de Fungdes
Iterativas (IFS) de Michael Barnsley, comprovado pela Microsoft para uso em seus
produtos a partir de 1993. Faz um comparativo com outros métodos de compressio
existentes no mercado e mostra que a continuagio da pesquisa com os IFS leva agora

para compressao de imagens em movimento.
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