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Resumo

Este trabalho propde um método de compressao-descompressio de dados aplicado
a curvas no espago 2D. Novas técnicas como Redes Neurais e Légica Nebulosa sio usadas
para comprimir e descomprimir os pontos de uma curva plana. No processo de compressio,
estruturas de redes neurais sio desenvolvidas para operarem conjuntos de pontos seqiienciais
(x,¥). O objetivo é extrair o minimo de dados possiveis de modo a permitir a recuperacio
da curva original. Um método de interpolacio baseado em regras nebulosas é proposto,
introduzindo-se modificagées no algoritmo original apresentado por Uchino et al.. Este algo-
ritmo ¢ utilizado para recuperar a informacio, sempre que necessario. O algoritmo original
(INL) - Interpolagdo Nebulosa Linear - funciona somente quando os pares de entrada saida
(x,y) representam func¢des. O algoritmo proposto (INNL) - Interpolacio Nebulosa Nao Li-
near - introduz nao linearidades no céleulo das fungdes de pertinéncia associadas as regras
nebulosas, visando a obtencéo de curvas interpoladas mais suaves. Uma outra modificacio
¢ introduzida no sentido de se generalizar a aplicacdo do método a curvas genéricas (curvas
fechadas e ndo fungdes).



v

Abstract

This work proposes a method for compression-restoring data applied to bi-dimen-
sional curves. New techniques as Neural Networks and Fuzzy Logic are used on compressing
and restoring the points of the curve. On data compression, neural-like structures are deve-
loped to operate on a set of sequential points (x,y) in order to extract the minimal amount
of data that can still accurately represent the entire original set. A method of interpolation
based on fuzzy rules is proposed introducing modifications on the original algorithm presen-
ted by Uchino et al., to regenerate the whole original set of data whenever necessary. The
original algorithm based on linear fuzzy rules works only when the input-output relation {x,y)
represent a function. The modified algorithm (INNL) makes use of non linear fuzzy rules
introducing the nonlinearities to calculate the membership functions associated to the rules,
whose purpose is to obtain smoother interpolated curves. Another modification is introduced
to generalize the algorithm to any kind of curve {closed and non-functions).
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Capitulo 1
Introducao

Sistemas Conexionistas e Métodos Seqiienciais para manipulacio simbélica se ori-
ginaram dos estudos de esquemas computacionais com inspiragio biolégica. A pouca eficiéncia
dos sistemas de engenharia no tratamento de problemas de manipulacio simboélica resultou
num maior interesse em sistemas mais flexiveis, onde redes neurais e légica nebulosa sio
alguns exemplos. Atualmente, estes sistemas de origem comum representam dreas distintas.
As Redes Neurais podem ser vistas como um elo de ligacio entre os sisternas baseados em
Logica Nebulosa e Métodos de Engenharia [Bar89]. No entanto, os avancos obtidos tanto na
drea dos sistemas conexionistas quanto dos métodos seqiienciais tém motivado a aplicagio

conjunta de redes neurais e logica nebulosa em estudos de problemas de inferéncia [Tak90].

A determinagio de relacées entrada-saida de sistemas, cuja representacio analitica
ndo € conhecida, figura como uma drea de grande interesse em sistemas de informacio.
Questdes relativas & dimensdo da base de dados sio fundamentais na escolha do método
de representagdo destas relagdes. Qutro aspecto importante se refere & questio do erro come-
tido ao se recuperar a informagédo. O compromisso a ser mantido requer a recuperacio dos
dados originais, com um erro aceitdvel dependendo do tipo de aplicacio, tendo como entrada

o minimo de informacio possivel.

Neste contexto, a idéia de se utilizarem métodos de compressio e descompressio
de dados, baseados em técnicas de redes neurais e l6gica nebulosa aparece como uma alterna-
tiva bastante interessante para o problema da representacio dos sistemas de entrada-safda.
Particularmente, a utilizagiio destas técnicas na representacio de curvas planas se mostra
como uma solugao vidvel e eficiente. Os pares de entrada-saida (z,y) podem ser comprimi-
dos, obtendo-se assim, um conjunto de pontos significativos. A curva original pode entio ser

recuperada, na etapa de descompressdo, através de um algoritmo de interpolacio.



O processo de compressdo consiste basicamente da definicio de uma classe de
padroes de entrada (seqiiéncia de cinco pontos adjacentes) onde o segundo ou terceiro ponto,

dependendo da classe, representa um ponto significativo.

Na etapa de descompressido é necessiria a defini¢do do método de interpolacio
a ser utilizado. O problema da interpolagio estabelece uma infinidade de diferentes funcdes
passando por um conjunto de pontos dados, onde a escolha de uma destas fungées depende
de alguns critérios como simplicidade e suavidade. A majoria das funcdes de interpolacio é
formada por combinagdes lineares de fungoes elementares. No caso da interpolacio nebulosa,
a fungdo interpolante é obtida ponderando-se os valores das retas que unem os pontos dados,

pelos valores das fungoes de pertinéncia dos conjuntos nebulosos associados.

A grande capacidade da teoria nebulosa em tratar problemas complexos viabiliza
a aplicagdo desta técnica na estruturagio da base de regras utilizada pelo método de inter-
polagdo. J4 a alta flexibilidade das redes neurais em processos de classificagio de padroes
coloca estas dltimas como uma alternativa para se solucionar o problema da determinacio

dos pontos significativos.

Foram propostos dois modelos para a solugio do problema da compressio: modelo
de rede neural para processamento simbélico e modelo de rede neural artificial para processa-
mento numérico. Com base no método de interpolagio proposto por Uchino et al. UYYoo],
onde se utilizam tegras lineares, desenvolveu-se uma nova base de regras nebulosas nao line-

ares [RvZR93], para o algoritmo de interpolacio.

O presente trabatho tem por objetivo propor solugdes para os problemas de com-
pressdo (extragdo de pontos significativos) e descompressio (interpolacio) dos dados corres-
pondentes aos pares (z,y) de uma curva plana. Na etapa de interpolacio, mostra-se que
a simples introdugéo da ndo linearidade garante uma curva interpolada mais suave, com
primeira derivada cont{nua. Uma outra modificagio proposta ¢ a alteragio da saida interpo-
lada, de forma que seja possivel interpolar tanto fungées, como curvas genéricas (nao fungdes).
Deste modo, deseja-se comprovar a eficiéncia do método comparado & proposta original, as-
sim como, mostrar que a simplificacdo obtida ao se estruturar o método de interpolagio por
meio de regras nebulosas ndo implica em menor precisio, quando comparado aos métodos
tradicionais. A etapa de compressdo visa & definigio da classe de padrées que representam os
pontos significiativos e traz ainda solugbes para a extragio destes pontos a partir da seqiéncia

de entrada dos pares (z,y).

Este trabalho visa & solugdo do problema da compressio e descompressao dos

dados, com aplicagdo em curvas planas, e estd estruturado do seguinte modo:



O capitulo 2 traz um embasamento tedrico onde sio apresentados, de forma su-
cinta, os conceitos basicos da teoria de légica nebulosa e redes neurais. Sao abordados
aspectos diversos da teoria de conjuntos nebulosos e logica nebulosa, voltados para o tipo
de raciocinio nebuloso que define a base de regras utilizadas no processo de interpolagio. A
teoria de redes neurais é dividida em duas partes: redes neurais artificiais e redes neurais
para processamento simbdlico. Alguns aspectos como estrutura, treinamento, capacidade de
generalizacao sdo abordados na parte relativa & teoria de redes neurais artificiais. A teoria
referente & rede neural para processssamento simbdlico concentra-se no modelo do neurdnio

e tipo de processamento realizado por este.

No capitulo 3 sdo apresentados os métodos tradicionais de interpolacio. A teo-
ria de interpolacio polinomial e interpolagio polinomial por partes é aqui apresentada, com
énfase para os polindmios splines cibicos por partes. Faz-se uma andlise de erro para cada
método descrito, uma vez que a andlise de convergéncia é fundamental na teoria da inter-

polacao.

O capitulo 4 descreve o método de interpolagdo nebulosa. Inicialmente sio apre-
sentados os conceitos basicos que definem o método original proposto por Uchino et al., e a
seguir, sao mostradas as modificagbes propostas no sentido de se snavizar a curva interpo-
lada. Justifica-se teoricamente a introdugdo da néo linearidade como forma de se garantir
a continuidade da primeira derivada. Posteriormente, é feita uma andlise de convergéncia,
com o objetivo de se garantir a eficiéncia do método quando novos pontos sio inseridos. Por

iltimo, mostra-se a alteracio que possibilita a interpolacio de curvas genéricas.

No capftulo 5 sdo definidas as classes de padrdes que apresentam ponto significa-
tivo, assim como, os modelos de rede propostos para a obtengio destes pontos. As etapas de
processamento realizadas pela rede simbdlica sio apresentadas, com o objetivo de se explicar
o processo realizado na detecgéo do pontos significativos. O modelo de rede neural artificial e
alguns aspectos relativos ao treinamento desta, visando & classificagio dos padroes de entrada

(seqiiéncia de pontos da curva plana), sdo entio apresentados.

O capitulo 6 traz uma analise dos resultados obtidos nas etapas de interpolacio
e extracdo de pontos significativos. Na etapa de interpolacio comparam-se os resuliados
obtidos pelo método proposto e pelo método original. Sio comparados ainda os resultados
da interpolagio com os resultados obtidos pelos métodos tradicionais de interpolacio por
partes. A parte de extragdo de pontos significativos compara, para situacoes diferentes da
situagdao de treinamento, os pontos extraidos pelos dois modelos propostos; e também o

resultado da interpolagio passando por estes pontos é comparado com a curva original. Este



capitulo mostra ainda a alta capacidade de compressdo dos métodos quando comparada a

um sistema ideal, onde o conjunto de pontos significativos leva a interpolagao com erro nulo.

Finalmente, o capitulo 7 traz as conclusdes gerais sobre o trabalho, assim como,

propoe alternativas a serem desenvolvidas em etapas futuras.



Capitulo 2

Fundamentos Teodricos

2.1 Introducao

Sistemas conexionistas e métodos seqiienciais para manipulacio simbélica tém
origens comuns com maior énfase para o periodo denomirado “periodo roméntico” [MP69].
Nesta época, iniciaram-se os estudos de esquemas computacionais com inspiracio biolégica.
Estes sistemas vieram em contrapartida aos sistemas de engenharia, cujo alto rigor ma-
tematico se mostrava ineficiente para tratar problemas de manipulagdo simbdlica. Destes
sistemas menos rigidos do ponto de vista matemaético, resultaram &reas diversas como redes

neurais e I6gica nebulosa, cuja pesquisa envolvida vem crescendo a cada dia.

Atualmente, os sistemas conexionistas, em especial redes neurais artificiais, po-
dem ser vistos como um elo de ligagido entre Sistemas de Inteligéncia Artificial Simbdlicos
como, por exemplo, os sistemas baseados em regras de inferéncia nebulosa, e os Métodos da
Engenharia [Bar89].

O principal objetivo deste capitulo é apresentar conceitos basicos das dreas de
légica nebulosa e redes neurais, descritos nas segdes 2.2 e 2.3, respectivamente, e definir
os conceitos elementares da teoria que inter-relaciona estas duas areas, como serd visto na

secido 2.4.

2.2 Ldégica Nebulosa

A teoria de logica nebulosa é bastante extensa e hoje envolve 4reas distintas como

controle e manipulagio simbdlica. Entretanto, nesta segio serio apresentados, de forma



sucinta, apenas os conceitos basicos, necessirios para o entendimento dos métodos de inter-

polacdo nebulosa e extracdo de pontos significativos, como serd visto posteriormente.

2.2.1 Definigbes e Terminoclogia de Conjuntos Nebulosos

Universo de Discurso

Seja U um conjunto de objetos denominados genericamente por {u}, o qual pode
ser continuo ou discreto. U é denominado universo de discurso, onde u representa um ele-

mento genérico de U.
Conjunto Nebuloso

Um conjunto nebuloso F, em um universo de discurse U, é caracterizado pela

fungéo de pertinéncia ur que toma valores no intervalo [0, 1], definida como:
pr U —[0,1].

Um conjunto nebuloso pode ser visto como uma generalizagio do conceito de conjuntos
ordindrios, uma vez que as fun¢Ges de pertinéncia destes iltimos tomam somente os valores
{0,1}. Portanto, para conjuntos ordindrios existe uma borda definida entre membros e nio
membros da classe representada pelo conjunto. J4 para os conjuntos nebulosos, esta borda
nao estd bem definida e a tramsicio de membro para ndo membro se apresenta de forma
gradual [Kau75]. Um elemento u pode pertencer a uma determinada classe, representada

pelo conjunto nebuloso £, com um grau pp{u).

O conjunto nebuloso F' em U pode ser representado como um conjunto de pares

ordenados de um elemento genérico % e o seu grau de pertinéncia. Portanto,

F={(u,ur(u))/ue U}

para o caso de U finito e discreto, tem-se

F = Zn:ﬂp(ui)/u,'.

i=1

Quando U é continuo, tem-se F representado por:

F= [ prtau



Suporte e Ponto Limitante

O suporte de um conjunto nebuloso F é o conjunto ordindrio de todos os pontos

g em U tal que up{u) > 0.

Em particular, o elemento v em U para o qual ur = 0.5 é denominado ponto

limitante (crossover point).
Conjunto Nebuloso Unitario (Singleton)

Conjunto nebuloso cujo suporte consiste de um finico ponto em . Se A4 é um

conjunto nebuloso unitirio, entdo

A= pa(u)/u.
Produto Cartesiano
Sejam Aj, A, - -+, An, conjuntos nebulosos em Uy, Us, - - -, U, respectivamente. O
produto cartesiano de Ay,---, A, € um conjunto nebuloso no espago do produto Uy x [/ x
-++ %X U, com funcio de pertinéncia:
H Ay X--~><An(u17 Uz, ey un) - min{;uAl (ul)s T 'au.‘%n(uﬂ)} ol
HAy x---xAn(uh Uyt s un) = H4 (“1)'HA2(H2) e 'F”An(un)

Relagiao Nebulosa

Uma relagao nebulosa é definida como um conjunto nebuloso no espaco do produto
cartesiano U x V [Kau75]. Por exemplo, a relacio z > y, 7,y € ®, pode ser vista como um
conjunto nebuloso R C 2. A funcio de pertinéncia pp(z,y) poderia possuir os seguintes

valores representativos:
pr(10,5) =0 1r(100,10) = 0.7 £R(1000,1) = 1

Uma relagao nebulosa n-aria é um conjunto nebuloso em Uy x Uy x --- x U,, podendo ser

descrita como:

RU;X---XUR = {[(ulg"',un),#’é(u},”’,un)]/(uiy"',ﬂn) € Ul Koo X Un}

Composicao de Relagoes

Se K e 5 s&o relagdes nebulosas em U xV e V x W, respectivamente, a composi¢io

de R e 5 é uma relagdo nebulosa denotada por Ro § e definida por:

RoS = {[(u,w),sup(y,n(u,v) *ps{v,w)),ue U,veV,we W}



onde * pode ser qualquer operador na classe de normas triangulares {Ped89] (normas-t), como

por exemplo, minimo, produto algébrico, produte limitado, etc ...

2.2.2 Operagoes com Conjuntos Nebulosos

Sejam A e B dois conjuntos nebulosos em U/, com fungdes de pertinéncia u4 e up,
respectivamente. As operagdes de unido, intersecdo e complemento, para conjuntos nebulosos,

sao definidas através de suas funcdes de pertinéncia.
Uniao
A funcgao de pertinéncia paup da operacio unidae AU B é definida, ponto-a-ponto,

por:
pauB(u) = max{pa{u), up(u)},

para todo u € U.
Intersecio

A funcdo de pertinéncia panp da interse¢io A N B é definida, ponto-a-ponto,
como:

pang(u) = min{pa(u), pp(u}},

para todo u € U.
Complemento
Seja A o complemento de um conjunto nebuloso 4. Entio, a funcdo de pertinéncia
fié déﬁnida, ponto-a-ponto, por:
talu) =1 — pa(u),

Paratodo u € U/,

2.2.3 Variaveis Linguisticas

O uso de conjuntos nebulosos determina uma base para manipulagio de conceitos
vagos e imprecisos. Em particular, as variaveis lingiiisticas podem ser representadas através
dos conjuntos nebulosos. A seguir, serdo definidos os conceitos de conjuntos nebulosos normais
e convexos e também niémero nebuloso, necessirios para a caracterizagio de uma varidvel

lingiiistica.



Conjunto Nebuloso
po(w) Convexo

Conjunto Nebuloso
Kfru, + (I=2)u,) Nio Convexo

Figura 2.1: Conjuntos nebulosos convexos e ndo convexos.

Conjunto Nebuloso Normal

Conjunto com grau méximo de pertinéncia igual a um, ou seja,
maxur{u) = 1.
max ip(u)

Conjunto Nebuloso Convexo

Conjunto cuja fungdo de pertinéncia deve obedecer i restricao

pr(Aug + (1~ Ayug) 2 min{pp(w), pr(ua}}

para uz,ug € U e A € [0,1]. A figura 2.1 ilustra os exemplos de um conjunto convexo e nio

cOnvexo,
Nimero Nebuloso

Um nimero nebuloso ¥ em um universo de discurso U/ continuo (eixo real) é um

conjunto nebuloso F, em {7, normal e convexo.

Uma variavel lingiiistica, como o proprio nome sugere, € uma variavel cujos valores
sdo palavras ou sentengas em linguagem natural [Zad75). Por exemplo, idade pode ser vista
como uma variavel lingiifstica, cujos valores podem ser jovem, muito jovem, ndo jovem,
velho, mais ou menos velho e assim por diante. A uma varidvel lingiiistica associa-se uma

distribui¢do de possibilidades e também ntdmeros nebulosos.
Caracterizagdo de uma Varidvel Lingiiistica

Uma varidvel lingiifstica é caracterizada por uma quintupla (z,7{z),U,G, M),

onde z representa o nome da varidvel; T(z) € o conjunto de termos de z, isto é, o conjunto de
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i (u) .
IMULO Joven

ndo velho

muito velho

Figura 2.2: Fungdes de pertinéncia dos valores lingiifsticos jovem, muito jovem, velho, nio

velho, rauito velho.

nomes dos valores lingiiisticos de z, onde cada valor é um nimero nebuloso definide em U
(G & a regra sintitica para geragao dos nomes dos valores de z; ¢ M é a regra semantica para
associar cada valor ao seu significado. Como exemplo, seja idade uma varidvel lingiiistica,

entdo, o conjunto de termos 7'(idade), poderia ser,
T(idade) = {jovem, muito jovem, velho, ndo velho, muito velho}

onde cada termo em T'(idade) é caracterizado por um niimero nebuloso no universo de discurso
U = [0,100]. As possiveis fungbes de pertinéncia desses niimeros nebulosos estio ilustradas

na figura 2.2.

Deve-se salientar que a determinagio da fun¢éo de pertinéncia estd diretamente
ligada ao contexto. Por exemplo, seja a varidvel lingiifstica velocidade. Um valor de 150
Km /hora pode ser considerado alto caso se trate de velocidade de automével. Entretanto, se
o contexto for alterado para velocidade de avido, este valor passa a ser visto como um valor

muito baizo,

Uma questdo importante diz respeito as partigbes nebulosas dos espacos de en-
trada e saida. Em geral, uma varidvel lingiiistica é associada a um conjunto de termos, onde
cada elemento ¢ definido no mesmo universo de discurso. Entdo, uma particio nebulosa de-
termina quantos termos lingiiisticos devem existir. A figura 2.3 traz um exemplo tipico, onde
sdo mostradas duas parti¢des nebulosas para um mesmo universo normalizado [-1,1]. A
primeira parti¢ao consiste de trés termos: N (negativo), ZE (zero), e P (positivo). A segunda
parti¢do apresenta um refinamento maior e determina sete termos: GN( grande negativo),
MN (médio negativo), PN (pequeno negativo), ZE (zero), PP (pequeno positivo), MP (médio
positivo) e GP (grande positivo). A escolha do grau de refinamento (quantidade de termos

obtidos na parti¢do) vai depender da precisio necessiria para a aplicagio em questio. O
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grOB8a

<

o +1
(a)

MP GP

+1

Figura 2.3: Exemplo de partigdes diferentes para o mesmo universo de discurso. {(a) particio

grossa. (b) parti¢io fina.

grau de refinamento da particao define a cardinalidade do conjunto de termos T, em um
espag¢o de entradas nebulosas, que por sua vez determina o ndmero méximo de regras que

serao construidas.

2.2.4 Mecanismos de Inferéncia em Raciocinio Aproximado

Normalmente, contréi-se um sistema inteligente baseado em um conjunto de regras

extraidas do conhecimento de um especialista. Em geral, o conjunto de regras
R={Ry,Ry.---.R,}

tem a forma de miltiplas entradas e miltiplas safdas, onde R; pode ser representada pela

declaragao condicional,
Se (zéA; e yéB;) entdo (21 6 Ci;---52, é Q).

Para maior simplicidade, serd considerado um sistema de duas entradas z e y com saida tnica

z, na forma,

entrada réA e yé R

Ry : Se zéAy e yéB, entio 26C,

Rs : Se zéA: e yé B, entio zéC, (2.1)
", : Se zéA, e yé B, entio 2é6C,

onde, z,y, z sdo varidveis lingiifsticas; 4;, B; e C; sio os valores lingiiisticos das

varidveis z,y, z nos universos de discurso U, V, W, respectivamente, com i = 1,2,---, n.
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A regranebulosa Se (z é A; ¢ yé B;) entfio (zé(;)éimplementada como
uma implicagdo (relagio) nebulosa R;, cuja fungao de pertinéncia ug, pode ser definida por:

A
HR, = #{AgﬂBg—tC;)(u!U? w)

= [pa(v) e pp(v)] - pe,(w)

H

onde A; e B; é um conjunto nebuloso 4; x B; em U xV; R; 2 {A; e B;) — C; pode ser vista
como uma relagao nebulosa em U x V x W; e o operador — denota a fungdo de implicacio

nebulosa.

o L . . - . . . -
O conseqiiente C' é deduzido da regra de inferéncia composicional sup-*, através
da determinag¢ao da fungdao de implica¢do nebulosa, do conectivo e e da interacio entre as

regras R;. A seguir serdo ilustrados estes trés conceitos.

1. Funcao de Implicagdo Nebulosa

Existem duas regras importantes de inferéncia para implicagdes nebulosas, utiliza-
das em raciocinio aproximado, que sdo - modus ponens generalizado e modus tollens
generalizado [Lee90]. A partir da regra de inferéncia composicional introduzida por
Zadeh [Zad73), vdrios autores tém proposto novas funcoes de implicagdo nebulosa. Em
geral, as familias de fung¢bes de implicagio nebulosa podem ser classificadas em trés
categorias principais - conjun¢do nebulosa, disjun¢do nebulosa e implicacio nebulosa.
A seguir serd definida a conjung¢do nebulosa que serve de base para a funcio de im-

plicagio nebulosa Operacio de Minimo definida por Mamdani.

Conjuncgao Nebulosa
A=B=axB=[ pia)sun(e)/(u,v)
UxV

para todo u € U e v € V. Onde o operador * representa uma norma-t [Ped89].

Operagao de Minimo de Mamdani

R. = A—-B=AxB
Joxv pa(w) Aps(v)/(u,v)

onde A determina a operagio de minimo (intersecio).

2. Conectivo e

Geralmente, o conectivo e é implementado como uma conjungio nebulosa num produto

de espagos, onde as varidveis envolvidas estiio em universos de discurso diferentes.
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Seja, por exemplo, uma relacio R
Se (A e B) entio C.

O antecedente {4 e B) é interpretado como um conjunto nebuloso no espacgo do

produto 7 x V', com func¢do de pertinéncia dada por:
taxp(u,v) = min{ps(u), up(v)}

ou entio,

paxs(t,v) = palu).pp{v).

3. Interacgao entre as Regras R,
Quando um sistema nebuloso é caracterizado por um conjunto de regras, a ordem
destas regras n&o importa para a defini¢do da saida inferida. Portanto, a fungio que
inter-relaciona as regras R; deve possuir propriedades de comutatividade e associa-
tividade. Os operadores em normas triangulares (norma-t) e co-normas (norma-s)
possuem estas propriedades. Conseqiientemente, estes operadores podem ser usados

com o objetivo de se obter uma interaclo entre as regras R;, 1 = 1,---,n.

2.2.5 Obtencao do Conseqiiente

Lema 2.2.1 Se as entradas do sistema dado em 2.1 sdo conjuntos nebulosos unitdrios (sin-
gletons), com A" = ug e B = wy, entdo, o resultado derivado da aplicacdo do operador

minimo de Mamdani R, pode ser expresso como:
R.:af Apc,(w)
ou
Rc : CX? A .U’C',(w)

onde

af‘ = pa;(uo) A ©8{vo), af = ”Af(uﬁ)':“Be('UD)-

Portanto,

i
Re:per = Jeitpe

=1
e 0 peso a; pode ser definido como contribuigdo da i®¥'™2 regra para a saida inferida. O

fator a; pode ser calculado dos dois modos anteriormente definidos, a* e af. A prova deste



14

Ha 31']31

min
Figura 2.4: Diagrama de representagao do raciocinio nebuloso do tipo 1.

lema, assim como outras propriedades dos mecanismos de inferéncia, podem ser encontradas

em [Lee90].

Seja o conjunto de regras dado em 2.1, para o; = pa,(zo)Aip, (y0). Entdo, para
a determinagio do consegiiente € é necessiria a defini¢do do tipo de raciocinio nebutoso.

Existem quatro tipos atualmente empregados na drea de controle [Lee90], entre os quais se

destacam:

¢ Tipo 1 - Operador de Minimo de Mamdani como Funcido de Implicacio
Nebulosa
A i8R reprn determina uma saida
e (w0) = @i A g (w).

e a funcio de pertinéncia da sajda ' pode ser definida como:

po(w) = LnJ por(w) = oi A pee, (w).

i=1 PR

A figura 2.4 ilustra o processo de raciocinio nebuloso para as condigdes dadas no

lema 2.2.1, com fun¢do de implicagdo nebulosa definida pelo operador minimo de



15

Mamdani. Este método, como serd visto na segdo 4.3.1, é utilizado na determinacio

de um dos parametros da interpolagio nebulosa.

Tipo 2 - O Conseqiiente da Regra é uma Fungio das Varidveis Lingiiisticas
de Entrada
ésima

Neste método de raciocinio, a i regra tem a forma:

R;:Se (zéA; e yéBy) entdo 2= fi(z,y)

onde z,y, z sdo varidveis linglisticas; 4; e B; sio valores lingiiisticos das varidveis
e ¥ nos universos de discurso U/ e V, respectivamente, com ¢ = 1,---,n; e f; é uma

func¢do de z, y definida no espago de entrada.
Por simplicidade, ¢ a titulo de ilustragao, sera adotado um sistema de 3 regras

Ry : Se zé A
Ry @ Se zéA; e yé By entio z= folz,y)

[l4~]

y ¢ By entio z= fi(z,y)

Ry : Se zéAz e yé By entao z= fy(z,y)

O método proposto por Takagi e Sugeno [T583] define o valor da saida inferida, para a
primeira regra, como sendo oy f1(Zo, ¥o); para a segunda, oz fo(zo, yo); e ez fa(zo, vo).
A saida nao nebulosa é definida por:

_ a1 fi(Zo,%0) + a2 fa(20, ¥o) + a3 fa{20, J0)
o1+ oy + a3 )

Os métodos de interpolagio nebulosa, como serd visto nas secbes 4.2 e 4.3, utilizam

este tipo de raciocinio para a defini¢do da saida interpolada.

Existem aplicagbes onde é necessirio que a safda inferida seja nio nebulosa, como a safda

obtida pelo método descrito anteriormente (tipo 2). Para estas aplicacfes e nos casos onde

o método de raciocinio nebuloso determina safdas nebulosas, deve existir um processamento

extra que transforme a saida nebulosa em nao nebulosa (crisp). A secio a seguir ilustra

alguns métodos para se realizar este processamento.

2.2.6 Cilculo de Saidas naec Nebulosas

O processo para o cilculo das saidas ndo nebulosas consiste, basicamente, do

mapeamento do espago de saidas nebulosas, definido sobre o universo de discurso da saida,

em um espago nio nebuloso.

Os critérios mais conhecidos para o cdlculo deste mapeamento sio:



16

o Critério do Maximo
Este método produz como saida nio nebulosa o ponto onde a distribuicio de possibi-

lidades (funcao de pertinéncia) da saida alcanga o valor maximo.

¢ Método da Média dos Maximos

Esta estratégia gera uma saida nio nebulosa que representa a média de todos os valores
que alcangam o valor méaximo na fungfio de pertinéncia. Mais especificamente, para o

caso de um universo de discurso discreto, tem-se:

onde w; representa os valores do suporte para os quais a funcio de pertinéncia atinge

o valor méximo p.(w;), e m é a quantidade destes valores.

o Método do Centro de Area

Este método define como saida néo nebulosa o centro de gravidade da distribuicio de

possibilidades. Para o caso discreto, tem-se:
i #z(w;). w.?
=1 Z #z(wj)

onde n € o niimero de niveis de quantizacio da saida, ou seja, o nimero de segmentos

gerados pela discretizagio do universo de discurso.
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2.3 Redes Neurais Artificiais

Existem varias razdes para se solucionarem problemas complexos através de mo-
delos de mdaquinas com processamento paralelo. A inspiracio no cérebro humano vem da
capacidade deste em resolver, de forma rapida e satisfatoria, problemas mal definidos e que
exijam enorme esfor¢o computacional como, por exemplo, reconhecimento de imagens visuais,

reconhecimento de vog, etc...

A principal semethanca entre o sistema nervoso bioldgico e redes neurais artificiais
é que ambos consistem, basicamente, de um grande niimero de elementos com processamento
simples, alta conectividade e que, juntos, sio capazes de resolver problemas complexos e

ambiguos.

Atualmente, o estudo de redes neurais refine assuntos amplos e complexos. Toda-
via, nesta segdo serdo tratados somente alguns aspectos bésicos voltados para a classificacio
de padroes. A se¢ao a seguir define alguns conceitos necessdrios para o entendimento do mo-
delo e algoritmo de treinamento da rede neural, utilizada no processo de extragéo de pontos

significativos, como serd visto na secdo 5.3.

2.3.1 Defini¢ées e Conceitos Iniciais

e Padroes de Entrada-Saida da Rede Neural

Os padrdes de entrada sio, normalmente, conjuntos de vetores coluna representando
entradas discretas ou continuas. Fstes vetores se apresentam 4 camada de entrada da
rede, nm de cada vez a cada passo de processamento, produzindo na saida um vetor
de elementos discretos ou continuos. A caracteristica de continuidade da saida val

depender da funcdo de ativagio.

¢ Conjunto de Conexces

Em uma rede neural, os elementos processadores se conectam, ou seja, trocam in-
formacdes, através das sinapses. A intensidade com a qual esta conexdo se realiza é
denominada de peso da sinapse. Desta forma, a sinapse determina o efeito que a sajda
de uma unidade processadora! exerce sobre a outra, ou sobre ela mesma, dependendo

da topologia adotada.

!Usualmente, em redes neurais, estes elementos sio denominadas de neurdnios. Entretanto, neste trabalho
o termo neurdnio serd usado para denominar as unidades processadoras de um outroe modelo de rede, como
serd viste na secdo 2.4
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¢ Funcdo de Ativagio
Os sinais de entrada, ponderados pelos pesos das respectivas conexdes, sio agrupados
e submetidos a funcio de ativagio. Esta funcio define estados de ativagio que podem
ser discretos ou continuos?. A fungéo sinal é um exemplo tipico do caso discreto. As
fungbes sigmdide e tangente hiperbélica sdo as fungdes nao lineares mais usuais para o
caso continuo. A escolha de uma das duas depende do intervalo de variacio desejado
para a saida da rede, uma vez que, a funcido sigmdide estabelece um intervalo de
variagdo para a saida de [0, 1] e a fungdo tangente hiperbdlica gera safdas que variam

de —1al.

e Topologia de Redes Neurais

Existem trés tipos bésicos de topologias:

1. Redes em Camadas
2. Redes Recorrentes em Camadas

3. Redes Totalmente Conectadas.

O primeiro tipo, onde os elementos estdo distribuidos em camadas, é o mais restritivo
e determina que s ha conexdes entre os elementos de camadas adjacentes e estas
conexdes tém sentido de propagacdo da entrada para a safda. As redes recorrentes
também apresentam as unidades em camadas, com a diferenca que realimentacgdes
dos miveis posteriores para os anteriores sio permitidas. Para o terceiro tipo, redes

totalmente canectadas, sdo permitidas conexdes entre todas as unidades processadoras.

¢ Algoritmos de Treinamento

Os algoritmos de aprendizado se dividem em duas classes principais:

1. Algoritmos de aprendizado supervisionado.

2. Algoritmos de aprendizado auto-organizado.

A diferenga entre os dois estd na utilizagio ou nio dos padrées de saidas desejadas.
O treinamento supervisionado é feito em funcio do erro (saida desejada - saida da
rede). J& os treinamentos auto-organizados utilizam apenas os vetores de padrdes de
entrada. Nesta secdo serdo abordados apenas os aspectos relativos ao aprendizado

supervisionado.

Um outro tipo de separagio é feito com base nas regras utilizadas:

2Existe ainda a funcioc de saida que € aplicada sobre o estado de ativagio. Neste caso, a fungio de saida
adotada serd a fungio identidade. Com isso, o tipo de saida (continua ou discreta) é definido apenas pela
fungio de ativagao



19

1. Regras de Corregao de Erro

2. Regras de Gradiente

As regras de corregéo alteram os pesos da rede de modo a corrigir o erro na resposta,
para o padrao de entrada apresentado. As regras de gradiente, por sua vez, mudam os
valores dos pesos, durante a apresentacdo de cada padrao, pela descida do gradiente
do erro. O erro minimo quadrético é calculado pela média de todos os padrées de
treinamento. O exemplo mais conhecido de algoritmo de treinamento supervisionado
com regras de gradiente é o backpropagation, cujo principio de funcionamento serd

mostrado na secao 2.3.3.

e Combinador Linear Adaptativo

Um combinador linear adaptativo representa o elemento bisico na composicio da
maioria das redes neurais, e outros sistemas adaptativos [WL90]. Em implementacoes
digitais, este elemento recebe no tempo & um vetor padrio de entrada X; = [zox,-
Tik,+,Tnk]l € uma resposta desejada dj. Os componentes do vetor de entrada sdo
ponderados pelo vetor de pesos Wi = [wor, wi, - . wai]?. A soma das entradas

ponderadas é calculada, produzindo um saida linear 5, = X ng.

2.3.1.1 Classificadores Lineares

Muitas redes neurais utilizam, como processador basico, o elemento linear adap-
tativo Adaline mostrado na figura 2.5. Este elemento consiste de um combinador linear
adaptativo em cascata com um bloco processador da funcio de ativagio Y = sgn(Sk), onde
sgn € a fungdo sinal. O peso woi, que é conectado a uma entrada de valor constante +1,
funciona como limiar da fungao de ativagio. Um unico elemento processador é capaz de rea-
lizar apenas as fungdes légicas linearmente separdveis. Esta limitagao foi responsavel por um
longo peridodo de desinteresse na édrea de redes neurais, denominado de “perfodo de inverno
das redes neurais” [MP69)].

A figura 2.6(a) mostra um elemento do tipo Adaline com duas entradas bindrias
e 2.6(b) representa todas as possiveis combinaces destas entradas. O Adaline é capaz de
separar os padrdes de entrada em duas categorias, dependendo dos valores dos pesos. A

condicdo de limiar critica acontece quando a saida linear s se iguala a zero:
8 = z1Uq + Eawy + Wp.

Esta relagdo linear estd bem ilustrada na figura 2.6(b). O esquema desta figura determina

saida um para o padrao de entrada (1,1) e zero para os outros casos, ou seja, a implementagio
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Tipos de Problema do Classes com Formas de Regites
Estrutura Regides de Decisgo | Ou Exclusivo Regides In
220 oD 2
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Limitada
O O O Nimero de
Neurdnios)

Figura 2.7: Regides de decisdo formadas por diferentes estruturas de redes.

da fungéo logica AND. Este ¢ um exemplo simples de uma func¢éo linearmente separivel.
Entretanto, existem fungodes ldgicas igualmente simples mas que nio podem ser separadas de

forma linear. Um exemplo bastante tipico é a fungdo QU-exclusivo.

2.3.1.2 Classificadores Niao Lineares

Os classificadores lineares sdo restritos em sua capacidade, principalmente por se
limitarem a discriminagio de padres com formas linearmente separdveis. A imtroducio da

propriedade de separac¢do nao linear pode ser feita de duas maneiras:

1. Fixacao de um pré-processador com fungdes ndo lineares aplicadas ao vetor de entrada.

2. Implementagdo de uma rede neural com mais de uma camada.

Verifica-se que a primeira solugdo, obtida através da introducdo de funcées polinomiais nos
elementos pré-processadores, possibilita a formagio de regides de decisio nao linares. En-
tretanto, experiéncias demostram gue melhores generalizages, isto é, a capacidade da rede
em responder corretamente aos padrdes nio treinados, sio obtidas utilizando-se redes com
mais de um nivel de elementos processadores. A figura 2.7 [Lip87] traz uma comparacio
das regides de decisdo criadas por estruturas com um, dois e trés niveis de elementos pro-

cessadores; onde a fungdo de ativagdo utilizada € a funcdo sinal. As colunas 2 e 3 trazem
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Figura 2.8: Modelo do “perceptron” de trés camadas.

exemplos de problemas nao linearmente separiveis. A primeira situacio mostrada é a do
OU-EXCLUSIVO, onde se observa uma distribuicdo disjunta que pode ser resolvida por uma
rede com dois niveis, como mostra a regido sombreada. J4 a segunda situacio apresenta
classes com regides intercaladas { “meshed regions”™) e, neste caso, somente uma rede com no
minimo trés niveis de elementos processadores é capaz de realizar a separacio. Isto se deve

ao fato de que trés niveis possiblitam a formagao de regides mais complexas.

Conforme serd visto na secéo 5.3, o problema de classificacio de padrdes abor-
dado neste trabalho se encaixa na segunda situacdo. O modelo adotado serd o “perceptron”

treinado pelo algoritmo “backpropagation” descritos nas secdes 2.3.2 e 2.3.3, respectivamente.

2.3.2 Modelo “Perceptron” de Miiltiplas Camadas

O modelo de rede denominado percepiron com miltiplas camadas é uma estrutura
de rede neural com propagacio direta de informagio, que apresenta um ou mais niveis de
elementos processadores entre os niveis de entrada e saida. A figura 2.8 mostra o modelo
com trés niveis de elementos processadores, onde a fungdo de ativagdo é dada pela funcio

sigméide.
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Conforme visto na se¢io anterior, para a funcio de ativagio sinal sdo necessirios
no minimo trés niveis de elementos, de modo a permitir a formagao de regides mais complexas.
Todavia, para o caso de fungao de ativacio sigmdide, pouco se sabe sobre a capacidade de
classificagao da rede. Deve-se ressaltar no entanto, que a caracteristica mais interessante em
processamento via redes neurais é a capacidade de generalizacdo da rede. Neste aspecto, o
estudo da relagdo capacidade de classificacdo/ capacidade de generalizacio abre um caminho
que, embora apresente ainda poucos resultados expressivos, aparece como uma irea bastante

atraente.

2.3.3 Algoritmo de Treinamento “Backpropagation”

A publicacdo do algoritmo backpropagation por Rumelhart ef al. [RMS86] repre-
sentou, indiscutivelmente, o desenvolvimento de maior influéncia no campo de redes neurais

durante a tltima década.

O processo de funcionamento da técnica de propagaco retroativa do erro é mos-
trado na figura 2.9 [WL90], para uma rede de dois niveis. A idéia bdsica do algoritmo é
ajustar, a cada instante k, os pesos da rede na diregdo oposta & do gradiente do erro ins-

tanténeo, como definido a seguir:
Wir = Wi+ p(- Vi), (2.2)

com W}, representando o conjunto de todos os pesos da rede; i indicando a taxa de aprendi-

zagem (velocidade com que os pesos sdo alterados); e o gradiente do erro V. dado por:

del o5
s aw.
5W; * (2:3)

onde m determina o total de conexdes.

A soma instantdnea do erro quadratico &7 ¢ definida como a soma dos quadrados

do erro em cada saida N, da rede. Entao,

Ny, Ny
E% = Zefk = Z(d{k - yik)z.

=1 =1
A equagao 2.3 pode ser reescrita como:

_ 66;% _ 35% 83}; o ﬁangk

v = i =
k Wy s, OW, ds, W,
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Figura 2.9: Exemplo do “backpropagation” aplicado 4 uma rede de dois niveis de elementos

processadores.
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Mas W e X} séo independentes. Portanto, o gradiente do erro passa a ser dado por:

de?
Vi = —£X;.
k 83;; &
1 8e2

Definindo-se & = _7—3—5%, tem-se

Vi = =26 X;.
Entdo, equagio 2.2 passa a ser dada por:

Wipr = Wi + 2ué X (2.4)

A partir deste ponto, o indice k indicando o instante atual sera suprimido. Todo
o processamento descrito a seguir serd entendido como a apresentagao de uma entrada e sua

respectiva safda desejada (para um conjunto de padrdes de treinamento), em um instanie

qualquer.

Para o exemplo da figura 2.9, a soma dos erros quadréticos é dada por:

ef = (di — y1)? + (d2 — y2)* (2.5)

Na sua forma mais simples, o treinamento pelo algoritmo “backpropagation”
comega pela apresentacdo do vetor de padrées de entrada X a rede, propagando a informacio
para a {rente de forma a gerar um vetor resposta ¥ e computar o erro na saida. O préximo
passo envolve propagar o efeito do erro para trds de forma a associar a “derivada do erro
quadritico” é a cada unidade processadora, computando o gradiente de cada §. Finalmente,
o tltimo passo consiste da atualizagdo dos pesos para cada elemento, baseado no correspon-
dente gradiente. Um novo padréo é apresentado e o processo se repete. () valores dos pesos

iniciais sao gerados randomicamente3.

Para se ter uma idéia melhor sobre os célculos associados ao algoritmo back-
propagation, a figura 2.9 serd analisada em detalhes. Cada um dos cinco circulos grandes
representa uimn combinador linear. As linhas sélidas indicam o sentido direto de propagacio
da informacao de entrada e as linhas pontilhadas, os caminhos reversos qgue sdo usados de

forma associada aos cdlculos das derivadas é do erro quadrético.

Apés propagar a informacao de entrada pelos niveis da rede, até gerar a resposta

30s valores devem ter pequenas variagdes em torno do zero. Entretanto, o algoritmo nem sempre funciona
para todos os pesos inicializados em zero ou escolhidos de forma inadequada.
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na saida, calcula-se a derivada do erro (§) associado a j*"™2 ynjdade do nivel »*. Entao,

é(“) _ 1 8¢?
IT Ty
2833.

Essencialmente, estas derivadas definem a sensibilidade da variacio da soma dos erros qua-

draticos de saida em relac@o & saida linear da unidade processadora associada.

2.3.3.1 Cadlculo das Variagdes § na Camada de Saida
Para a primeira unidade na camada de saida (fig. 2.9),

(2.6)

5@ _ _1 At
R PYO)

Aplicando-se 2.5 a equacédo 2.6, tem-se:

_15((071 —11)? 4 (dy — y2)?) _ _19(d, - sg;m(;sgz)))2 _18(d, - ng(sg)))z
2 8852) 2 3S§2} 9 63&2) .

8% =

(2.7)

2 .. « .
g ) sio independentes e que o segundo termo da equacio anterior é

Observando-se que d; e s

nulo, obtém-se,

O(~sgm(s{”))

67 = ~(dy - sgm(s{)) oo = (dosem(s”) s (). (28)
51

Definindo-se e§2} =d; — sgm(sgz})j a equacao 2.8 passa a ser dada por:
6§2) = 5§2) sgm’(sgz)} (29)

O céleulo de 6;2), para a segunda unidade da camada de saida é feito de forma andloga. Entéo,
o valor de 4 na camada de saida é calculado multiplicando-se o erro de safda do elemento j

pela derivada da néo linearidade de funcéo sigméide associada.

2.3.3.2 Calculo da Variagdo 6 para a Camada 1

Para o primeiro elemento da camada 1, tem-se

1 fc?

() _
S PXO)

(2.10)

*A nomenclatura utilizada estabelece as {ndices supertor e inferior como camada e posigio da unidade
processadora, Tespectivamente.
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Aplicando-se a regra da cadeia e considerando-se que ¢ é completamente determinado por

3&2} e ng)’ obtém-se:

s _ 1 ( 8e2 95 9e? Bsgz))
! 8s§2) asgl) 8322} 5‘5&1)
Utilizando-se as defini¢des de 6£2) e 652), e substituindo-se a versoes expandidas das saidas do

combinador linear, tem-se 6§1} dado por:

)85 @
Bt = 65k (el L el semiel)
1
A (o4 5 o) s

1

Nota-se que B[sgm(.sf-n))]/ﬁsg-”) = 0 se ¢ # j. Portanto,
6£1) = 6§ )"b(?i) sgm (.sgl)) + 6§Z)w(2) sgm (sm} 16 §Pw ( 7+ 5(2} ] sgm (3

Assumindo-se

Ega) = 6{2)w§21} 4 5éz)w(2) (2.11)

21

obtém-se,
6{1) = Eg) sgm (sm (2.12)

Observando-se as linhas pontilhadas da figura 2.9, nota-se que :5?) é calculado de acordo com

as equagoes 2.11 e 2,12,

O procedimento para o célculo dos valores §(™), nas camadas intermediarias, en-
volve a multiplicagic de cada derivada §(+1) (associada a cada elemento do nivel poste-
rior) pelo peso correspondente. Estas derivadas, ponderadas pelos pesos, sao entdo somadas

produzindo-se o termo de erro €™, o qual ¢ multiplicado por sgm'(s(“)).

Esta ilustracao foi feita para uma rede de dois niveis de unidades processadores.
No entanto, para o caso de trés niveis o processo de retropropagar as derivadas instantineas
do erro quadrético, de um nivel para o anterior, é andloga. O processo é realizado até que se

calculem as variagbes & para todos os elementos processadores.

2.4 Rede Neural para Processamento Simbdlico

O modelo de neurénio descrito por Rocha [Roc92], é definido como um elemento
processador complexo que combina processamentos elétricos e quimicos. Este dois tipos de

processamentos sao definidos pela dinimica do acoplamento de transmissores e receptores
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Figura 2.10: Modelo do neurénio.

realizado nas sinapses. Deste modo, a utilizagdo de um conjunto destes elementos proces-
sadores permite a obtencdo de uma rede neural capaz de realizar tanto processos numéricos

guanto simbdlicos.

2.4.1 Modelo do Neurdnio Formal

O neurénio N;, ilustrado na figura 2.10, pode ser definido como a estrutura a
seguir:
Nj = {OP7OjST7Rv C,@,&,gl

onde,

o Oy(p=1,---,n) é o conjunto de entradas pré-sindpticas atuando em N; por todos os
seus n axdnios pré-sindpticos.

® O; é o codigo da saida de N;.

¢ T é o conjunto de transmissores usados por N; para trocar mensagens com outros

neurdénios.

e R éoconjunto de receptores que se acoplam aos transmissores ¢; € 1}, com T, definindo
o conjuntc de fransmissores realizados pelos neurénios pré-sindpticos. A for¢a da

conexdo w; com o i neurénio pré-sindptico é dada por:

wi = (M{E)AM(r)* p(t,7) O v {2.13)
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onde M(1) é a quantidade de transmissores na célula pré-sindptica N;; M(r) é a
quantidade de receptores r disponiveis para se acoplarem com t; u(t,7) é a afinidade
do acoplamento tAr; e v representa a distribui¢do espacial das sinapses. Os operadores
o, A, * e & podem ser definidos como normas triangulares ou co-mormas.
A atividade do neurénio pés-sindptico N;, realizada pela acio do neurdnio pré-sindp-
tica NV, pode ser considerada

v = 00w, (2.14)

para w; dado pela eq. 2.13; e O; definido como a saida codificada pelo neurénio n;.

© é afuncao usada (geralmeﬁte um somatério) para agregar a atividade pds-sindptica
atual .
a; = 0O(v;) = ZO;‘ o 1wy (2.15)
i=1

o representa o conjunto de limiares e g a funczo de codificacio, para uma saida codi-
ficada O; dada por:
0* se a; < a1
0; = 0% sea; > o (2.16)

g{a;} de outro modo

C' € o conjunto de controladores que podem ser ativados pelo acoplamento (t/7), onde

o elemento ¢; é dado pela relagio
AT e

parar; € By i; €T e c; € C.

Como serd visto na se¢do 2.4.3 cada controlador ¢; exerce diferentes acoes, seja

sobre o proprio neurénio N ou sobre os seus vizinhos.

2.4.2 Atividades Realizadas pelo Neurénio

A estrutura do neurénio, mostrada na segio anterior, permite a definicio deste

como um processador de propdsitos gerais, cuja programacio depende da especificacio da

fun¢do g e dos limiares o, da quantidade de transmissores realizados, e do nivel de ativagio

v. Como mostra a figura 2.11, as principais acdes realizadas pelo neurénio sio:

1. Associacio

Seja R a populagdo total de receptores pos-sindpticos do neurénio N;. R é a familia

s 6%?
il

o

P g

i

o—
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Figura 2.11: Neurdénio N; como um processador.

dos subconjuntos K; de receptores especializados em se acoplarem a diferentes trans-
missores ;. O termo vg na eq. 2.13, produzida pela ativacio do receptor r; € R,
depende nao s6 da distribuicdo espacial destes receptores, como também do tipo de
receptores e da dindmica do acoplamento (t/r). Entdo, cada subconjunto R; repre-
senta um tipo possivel de ativagdo em N; (ver fig. 2.11), e v; pode ser visto como a
medida de compatibilidade entre a saida codificada pelo neurénio pré-sindptico e a

méxima ativagdo possivel M(2) A M(r). Portanto, aplicando-se 2.13 a 2.14, tem-se
v;i= Opo [(ME)AM(R)) * p(t,7) © ). (2.17)

A equagao 2.17 representa uma generalizacio da ativacio do modelo tradicional onde
tem-se »; dado por:

V= O,'.wz-
onde o operador (.) é dado pelo produto algébrico.

. Agregacao

As diferentes atividades nos distintos terminais pré-sindpticos sio agregadas no axénio
como uma conseqiéncia das propriedades elétricas do neurdnio [Roc92]. Geralmente,
o resultado a; desta agregacdo é obtido pela somatéria dos diferentes niveis de ativacio

v; determinados pelos terminais pré-sindpticos, como mostra a equacio 2.15.

. Projegado ou Codificagio
A atividade a; agregada no corpo do axonio é codificada em O; de acordo com a

equacao 2.16.
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O modelo do neurénio formal pode exibir propriedades de filtragem diferentes para
os varios ramos do axénio. Isto significa que a saida O; pode ser particionada em
subconjuntos O (r = 1,---,m}, dependendo das propriedades de filtragem dos ramos
do ax6nio, como ilustra a figura 2.11.

Este tipo de projegao difere da proposicao de redes neurais artificiais onde a ativacio
no axénio se difunde, igualmente, sobre todos os terminais de cada nmeurénio na

rede {Roc92].

4. Decodificagao
Cada terminal pré-sindptico faz diferentes contatos com a célula pés-sindptica. Este
padrio do ramo do terminal é um dos principais fatores na determinacio da distri-
buicao total de transmissores M(t) dentro do neurénio pré-sindptico. A saida O,
codificada pelo neurdnio pré-sindptico é transformada, em cada terminal p;, em uma

quantidade m; de transmissores realizados na sinapse, conforme a equacio a seguir:
m; =00 M(t) (2.18)

Entdo, considerando-se os operadores como o um tipo dnico de norma, por exemplo a

norma-t produto algébrico, tem-se a equagio 2.17 redefinida como:
v =m; AM{(r)* u(t,r)® vo. (2.19)

onde A, * e ( indicam um tipo dnico de operagao.

2.4.3 Acao dos Controladores

O transmissor ¢; liberado pela célula pré-sindptica N;, ao se acoplar ao receptor
r; da célula pds-sindptica N;, pode ativar uma ou mais moléculas controladoras ¢; de acordo
com a equagac a seguir:

tiAr; v c; 0 acio € A, (2.20)

Estes controladores podem exercer distintas agbes, tanto no préprio neurdnio N;
quanto nos seus vizinhos. As agbes exercidas pelo controlador ¢; podem ser de controle

qualitativo ou quantitativo. Assim por exemplo:

e A saida pré sindptica O; é recodificada em pulsos m; de transmissores ¢; € T p para
agirem nos receptores r; € R do neurbnio pés-sindptico N;. A quantidade m; de

transmissores ;, realizados pelo neurdnio pré-sindptico N;, pode ser definida pelas
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Figura 2.12: Processamento simbélico.
moléculas de controladores ci liberadas pela célula pés-sindptica (efeito retroativo) ou
por outros neurdnios vizinhos:
mi:G(Ck)O(O,'OM(ti)), kEl,z,"',j,"',k

onde a{cg) representa a agdo do controlador ¢z sobre a quantidade de transmissores

realizados m,;.

* O controlador ¢; pode atuar, ainda de forma guantitativa, na funcio de codificacio

do préprio neurdénio N;. Neste caso, a saida codificada passa a ser definida por:
O; = a(e;) 0 O, (0i o wy)
onde O; é a saida codificada no neurénio N; e w; é a forca da conexdo com N,.

» O controle qualitativo do controlador ¢; pode alterar o tipo de molécula controladora.

t;+1; — cp = Ti.

2.4.4 Processamento Simbélico

A rede neural, cujo elemento processador é dado pelo modelo de neurénio definido
na se¢ao 2.4.1, permite tanto o processamento numérico quanto o processamento simbélico.

A figura 2.12 ilustra o modelo da rede que processa o algoritmo decrito a seguir:
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& ativado {{y A7y ¢;) entdo

.

definir o transmissor de N; como i3
N, é habilitado a interagir com Nj
Se N5 é ativado (f5 Ar; — c¢5) entdo

.

definir o transmissor de Ng como fg
N¢ é habilitadc a interagir com N; pois N; tem rg

Se N3 é ativado (#3 A 73— c3) ento

definir o transmissor de N4 como {4
N4 é habilitado a interagir com Ng pois Ng tem ry4

Se Ng é ativado (fg A rg — ¢g) entdo

.

definir o transmissor de N; como i
N5 nao estd habilitado a interagir com Ny
pois N7 ndo tem 7g

fim se
fim se

fim se
fim se
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Capitulo 3

Métodos de Interpolacao

3.1 Introducao

Uma fungdo g(z) interpola um dado conjunto de n + 1 pontos, se o grifico de
g(z) passa através de cada um desses pontos. Isto significa que a classe de funcées g*(z) deve

satisfazer a cada uma das seguintes condigdes de interpolacio:
g7 (zi) = f(z:), 0<i<n (3.1)

onde f(z) é afun¢do que se deseja interpolar e z; sio pontos dados. Serdo consideradas duas
classes g*(z) - funcdes polinomiais e fungdes polinomiais por partes. Em ambas as analises

serd imposta a restricio de que os pontos devem ser distintos:

T < 2y < ... < Ty, (3.2)

A seglo 3.2 descreve a interpolagao polinomial onde o polinémio p, pode ser cal-
culado de duas formas diferentes - representacio de Lagrange (secio 3.2.1) e representacao
de Newton ( 3.2.2). A se¢do (3.2.3) analisa o erro cometido ao se usar p como uma apro-
ximacdo de f. Para a classe de Tuncdes polinomiais por partes serdo analisados os casos locais
{se¢des 3.3.1 e 3.3.2), onde o polindmio interpolador é obtido somente com base na influéncia
dos pontos, dentro do subintervalo de interpolagao [x;_;,2;]; ¢ também os casos globais (se¢ido

3.3.3) onde a influéncia se dé por todos os pontos do intervalo de interpolagao.
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3.2 Interpolacao Polinomial

Polinémios algébricos sao a classe mais importante de fun¢oes de interpolacao
encontradas na literatura matematica, pois sdo facilmente somados, multiplicados, integrados
ou diferenciados. Entretanto, como serd visto posteriormente, apresentam sérios problemas

do ponto de vista de precisdo e eficiéncia.

Seja a classe de funcoes g* formada pelo conjunto de todos os polinémios p,, de

grau < n, ou seja, g(z) € ¢*,g9(x) = p, e tem a forma:

glz)=pplz)=ap+az+ ...+ .anxn. {(3.3)

Teorema 3.2.1 Dado um conjunto de n + 1 pontos (z;, f(z:)), 0 < ¢ < n, existe um po-

linémio p(x) de grau < n, que interpola f(z;) em z;. Este polinémio é dnico entre o conjunio

de todos os polinémios de grau mdzimo n [Atk89].

Prova: Supde-se f(z) uma funcio real definida em cada um dos n+ 1 valores reais distintos

zg < 71 < ... < Ty Seja p(z) o polindmio de grau m, que interpola f(z) em [zg, z,], dado

por:
() = ap+ a1z + ...+ apz™
Impondo-se as n + 1 condigdes de interpolagdo (eq. 3.1} a pm(z), para m = n
tem-se:
ao -+ a12g+ ...+ @pxf = flzo)
ap + ayxy + ...+ apal = fzq)
o (3.4)
ag+ @ Th + ..+ ap2) = flzg)
Portanto, o sistema de n + 1 equagdes lineares fica, na forma de matriz, reduzido
a:
Xa=y,
onde: _
X = [2]] i, j=0,1,...,n
e = lag,a1,...,a,)7

vy = [f(zo)s-- . flzn)]
A matriz X & chamada de Matriz de Vandermonde. Sabe-se que o seu determinante é

diferente de zero (solugae tnica) se os pontos forem distintos, isto é, z; # z; para i # j. Esta
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Figura 3.1: Exemplos de interpolagio para diferentes graus do polirémio p,,(z). Linha cheia:

m == 2; linha pontilhada: m = 3.

condicao esta garantida pela restricao inicial {eq. 3.2), portanto, existe um tdnico polindémio

pn(z) que passa pelos pontos (g, f(z:)), 0 <i < n.

Nesta andlise fica claro por que se deve escolher m = n. Se m > n, o sistema
linear correspondente é indeferminado, ou seja, p, nio é dnico. Por outro lado, se m < n,

o sistema nao apresenta solugdo para o problema de interpolacio!

& INenos que os pontos
estejam distribuidos de forma a atender a algumas restricdes. A figura 3.1 ilustra o caso de
trés pontos zp < T < 73 e trés polindmios de interpolagio diferentes, py, pa e p;. Neste caso,
escolhe-se m = 2. Se, ao contrério, fosse escolhido um grau m > n {m = 3), existiria mais de
uma solugdo. Para o caso de m = 1, ndo haveria solugio, a menos que os pontos estivessem

alinhados.

O polinémio p, pode ser obtido pela solugio do sistema linear Xa = y. Entre-
tanto, existem vdrias razdes para se evitar este método, entre as quais destaca-se o fato de
serem estes sisternas exiremamente mal-condicionados. H4 varias formas de tepresentacio
do polinémio p,,. Neste trabalho serdo descritas as duas formas mais usuais de representacio

- Férmula de Lagrange e Férmula de Newton.

A secao de erro, traz uma andlise do erro cometido ao se interpolar f(z) por
um polinémio p.(z}, nos n + 1 pontos dados (g < =y < ... < z,,). Uma outra forma de

interpolagao polinomial ¢ dada pelos polinémios de Hermite, e serd descrita na secdo 3.2.4.

1o caso de m < n pode ser resolvido através de quadrados minimos, o que no entanto, nio atende is
restrigoes dadas na equagac 3.1
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3.2.1 Férmula de Lagrange

Uma maneira de se representar p, (%)} € através da férmula de Lagrange. A solugio

do problema de interpolacdo é formada pela combina¢do linear de n + 1 polinémios ; :
Pulz) = yololz) + nlil)+ ...+ yl.(z) = Z yil: (). (3.5)
i=0

onde I;(z) deve atender as seguintes condigoes:

1. I; deve possuir grau < n
2. f,‘(ﬁi) =1

3. l; deve ter n zeros z;, j # ¢
Da condicdo 3 tem-se:

Li{z)=clz ~z0) ... (2 — 2z — 2441} ... (2 — z4). (3.6)

Aplicando-se a condigao 2 a equagao 3.6,
1

?#i:o(m - ’w’"j)’

c =

portanto,
T (k) N S
sotimo (% ™ Z5)

A equagao 3.5 define a férmula de Lagrange para o polinémio de interpolagao
pa(z). A principal desvantagem desta formula aparece quando se insere um ponto extra da
curva original, & base de dados. O nove polindmio p,y1(2) ndo pode ser obtido facilmente de
P, pois além do cdleulo de 1, ;1(z), as férmulas das bases canoénicas I;, ¢ = 0,..., n, também

devem ser alteradas.

3.2.2 ¥Férmula de Newton

A férmula de Newton faz uso das diferengas divididas para obter, recursivamente,
polindmios de ordem mais alta. Esta forma de interpolagao é bastante conveniente para o

caso onde os pontos estdo igualmente espacados.

O polinémio que interpola os n+ 1 pontos distintos zg, 1, ..., Z,, pode ser obtido

do polinémio anterior, acrescido de um termo de correcao ¢,(z):

Prf2) = pro1(2) + €a(2). (3.7)



Caélculo do Termo de Corregao cn(:):)

Cn(w) = pn(l') - pn—l(r)¢

ca(Ti) = pul®i) — Pr-1(z:) = flzi) ~ flz:i) =0 i=0,...

Conclui-se, portanto, Que ¢, (z) possul no minimo n zeros:
en(z) = an(z)(z — 20)...(T ~ Tp_1).
Aplicando-se a eqpagéo 3.8 4 equacdo 3.7 obtém-se:
pnlz) = proa(z) +an(z)z —z0) .. .(2 — 241)
Definindo pp = a0 = f(@o),

pi(z) = ‘ao +ai(z —~ 2o}
p2() = a0 + a1(z — z0) + az(z — o)z — 1)

pn(:c) = ag + a{z — Zo) + ...+ an(z—20) .. {2 — Tu_q)
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(3.8)

(3.9)

e substituindo-se, sucessivamente, os valores dos nds z;, ¢ = 0,...,n, na equagio de p,

(eq. 3.9), verifica-se que o calculo de ap envolve somente f(zq), o cdlculo de a; envolve f{zg)

e f(z1), e assim por diante. Portanto, a, pode ser definido por:
an = fleo,z1,.. ., 2.,
e a equacido 3.9 pode ser reescrita como:
Palz) = anz™ + ap 12"+ .+ a).

Da férmula de Lagrange obtém-se:

T i n T
L
pale) = 32 fe) T 225 = S 0 T (e - ),
1==0 70 (2}1 - mJ) =0 J=0
It J#i
onde
_ f(=i)
H?:U(xi - Jf'j) '
oy
Expandindo o produtério da equacio 3.11 e rearranjando, tem-se:

M;

T T n
Pa(2) = D Mtz + 5 M e 4+ S Ml

=0 =0 Pty

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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onde, 31, M;b* é o coeficiente de z* e o™ = 1. Comparando-se 3.10 e 3.12 obtém-se:

i = ) M = Z H,we(zl

i=0

— l'}) f[ID, - ﬂ?n] (313)

Portanto, o polinémio p,(z) pode ser definido, em termos das diferencas divididas, como:
pnlz) = flzol + (xz — zo) flzo, z1] + ... 4 (z — 20) .. (2 — 2n-1) flzo, .. . 2] (3.14)

A literatura [Atk89] e [IK66] abrange largamente o estudo de formas computacionais mais

eficientes destes coeficientes.

A principal vantagem da férmula de Newton em relagio a representagiao de La-
grange ¢ a facilidade de se inserirem novos pontos, uma vez que o novo polinémio interpolador

pode ser obtido do anterior, acrescentando-se o termo de corregao.

3.2.3 Andlise de Erro

A analise do erro de interpolacao (|| f— p, ||) com o qual o polinémio interpolante
aproxima a fungao f(z), nido depende somente do conhecimento dos valores de f nos nés?. Por
exemplo, considerando os n 41 pontos (zq, f(2g)), ..., (%n, f(zn)),onde 2 < 2, < ... < 2,
as condigbes de interpolagdo definem o comportamento do polinémio somente nos pontos z;
¢ = 0,...,n. Nenhuma restrigdo é imposta ao longo do intervalo [z;_1,z;]. Deste modo, a
norma do erro (|| f(z)—pn(z) |}) pode ser arbitrariamente grande fora dos nés de interpolacao.
Visto isso, a anéalise de erro torna necessario um conhecimento acerca do comportamento da
fungdo f(z), no intervalo considerado. A norma do erro pode ser determinada, por exemplo,

em termos da (n + l)ésima derivada de f, se esta existir [Atk89].

Teorema 3.2.2 Seja [a, b] um intervalo qualguer que contenha todos os n+ 1 pontos zq, . . -
T,. Seja f € C"a,b], onde C™ € o espago das fungdes que possuem n derivadas continuas,
e f possua derivada de ordem n + 1 para a < ¢ < b. Enido, dado um z € [a,b], eziste um

ntimero £, em (a,b), tal que:

(nt1)
f(z) = pa(z) = (xmmo)---(w~mn)f—(ﬁ—% (3.15)

Prova: Da férmula de Newton (eq. 3.14) tem-se:

Pn(ﬂ?) = pn—l(x) + anwn-l (2‘)

“Para h(t) continua em [, b}, o valor da funcio real || ||, definido por || & = max, <<y | 2(2) |, € denominado
norma de Tchebycheffde h
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onde,

' an = flzo,z1,...,2,] e Yy =(z-a0)..{T— T, 1)
Seja t € [a,b] um ponto qualquer diferente de zg,...,#,. Entdo, o polinémio p,1(z) que
interpola f(z) nos n + 2 pontos zg,...,T,,t é dado por:

Prt1(2) = palz) + AV (2).
Calculando p,1(z) em z = 1, tem-se:
F() = praa(8) = pa(t) + AT, (1)

e para t arbitrario,

E(pa(z)) = f(z)~ pa(z) = Mz — 2g). Sz - an).

Desde que o erro E(p.{(z)) e ¥, (z) tém zeros nos n + 1 pontos zq,...,Z,, a funcio
g(x) = flz) — po(z) — AV, (7) (3.16)

possui, no minimo n + 1 zeros, para A dado por uma constante qualquer. Para se estimar o
erro no ponto £ = a # zg,...,Tn €m [a,b], escolhe-se A de modo que g(a) = 0, ou seja, g
tenha no minimo n + 2 zeros. Consegiientemente,

e f(C!) ”“pn(a)

(ae—2zg)...{a—z,)

e a fungdo g passa a ser definida por:

9(2) = f(z) = pala) = ETZDlEZ80) i ) (3.17)

{a—zg)...(@—z,)

Teorema 3.2.3 (Teorema de Rolle) Se f € Cla,b] e € diferencidvel em (a,b), entdo

eziste, no minirmo, um ponto £ € (a,b), tal que, f’({) =0.

Considerando-se os n + 2 pontos Zg,...Z,,a, onde g se anula, arranjados de
forma ordenada e aplicando-se o teorema 3.2.3{citado em [Atk89]) em cada um dos n + 1
subintervalos, conclui-se que g possui no minimo n + 1 zeros, Aplicando-se, novamente, o
teorema anterior, observa-se que ¢ tem no minimo n zeros. Continnando a analise, conclui-se
que g{"*1) possui no minimo um zero em (a,b) que pode ser definido por &,. Diferenciando-se
a equacdo 3.17, » + 1 vezes, obtém-se:

{n+ 1)

(e —z0)...(a—a,)

g (z) = ft(z) - (f(@) = pu(a)), (3.18)
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dado que p("*1) = 0 e o termo z"*! é reduzido a (n + 1)! no produto (z — z¢)...(z — z,).
Substituindo-se &, em 3.18 o valor da derivada de ordem n+ 1 é nulo (g{"+1{(£,) = 0) e, para

o arbitrério,

f(n-H)(é:c)

(&)= pol&) = (= 20) (5 = ) Tl

Portanto, para se estimar o erro é necessario o cilculo de f("+1), Normalmente nio se conhece

o valor de £; e trabalha-se com o limitante:

{n+1}) n
E{pn(z)) < max (%%%l) max H(w_wz-). (3.19)

O problema da Aproximacgao

Considera-se a aproximacao de uma dada func¢do f(z), em um determinado in-
tervalo [a,b], por uma interpolagdo polinomial. Em particular, considera-se o intervalo de

interpolacdo igualmente espagado.

Para cada n > 1, define-se

h:(b"a')/na xj:a'{"jha j:O,l,---,n.
Seja pn(z) o polinémio que interpola f(z) em zq,..., 2, e 0 erro de interpolagio dado por:
Jmax | flz) = palz) |- (3.20)

Existe uma série de funcgoes, inclusive bem comportadas, para as quais o erro
nao converge para zero quando n — oo, O exemplo de nfo convergéncia mais famoso foi

estudado, primeiramente, por Runge (citado por Prenter [Pre75]). Para a funcio

f(z) = —

“ifs Thsrss
mostra-se, em Isaacson e Keller [IK66], que para 3.64 <| z |< 5,

sup | f(z) ~ pn(z) |= 00 e k>0
n>k

Entéo, o polinémio p,.(z) nio converge para f(z), quando n — oo, para nenhum desses
valores de z. A primeira vista pode parecer nio intuitivo, mas a nio convergéncia estd
baseada no comportamento dos polindmios y = (z—zg){z—2¢)-- - (2 —1z,) perto dos extremos
de [a,b] = [zo,z,]. A figura 3.2 ilustra o gréfico do polinémio interpolador de grau 10
da funclo f(z). Existem situacdes onde a escolha de uma particdo adequada (pontos nio
igualmente espacados), evita o efeito oscilatério. Uma distribuicio bastante conhecida é dada

pela interpolagio de Chebyshev [Boo78].
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Figura 3.2: Interpolagéo de f(z) = 1/(1 + 2?) pelo polinémio pyo{z).
3.2.4 Interpolagao de Hermite

A partir deste ponto, a forma de interpola¢io polinomial dada pelos polinémios
de Newton ou Lagrange serd chamada, genericamente, de Interpolagio de Lagrange. A
interpolacao de Hermite generaliza a interpolagio de Lagrange, uma vez que utiliza um
polindmio que ndo s6 interpola f em cada né z;, mas também interpola um certo ndmero
de derivadas consecutivas de fem cada 2;, 4 = 1,...,k. Em particular, dado um conjunto
de nimeros reais positivos z; < #3 < ... < Ty € My, Ma,..., My, & possivel se encontrar um

tinico polindémio p{x), de grau my+my+...+my_1, que soluciona o problema de interpolacio:

Encontrar p{z) que satisfaca

p)(zq) = f0)(zy) F=0,1,...,m — 1.

(5} = i P
pH iy = YUz i=0,1,...,ms— 1.
( 2) - ( 2) P (321)

P (zp) = fU(zp) i=0,1,...,mp—1.

Definindo-se N = my + ma + ...+ my, tem-se um nico polindmio, entre todos
os polinémios de grau < N — 1, que satisfaz 3.21. Diz-se que p(z) — f(z) tem um zero de

ordem m; em x, i = 1,...,k, e p(x) é chamado de polinémio de Hermite que interpola f nos
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pontos z;’s.

Seja p dado por:
p(z) = ane®™ + an_y 2V 4L+ aq. (3.22)

A prova de existéncia pode ser obtida aplicando-se as novas condigdes de interpolacio eq. 3.21
a equagio 3.22 citeprenter-75. Obtém-se, desta forma, m; equagdes para cada né z;, totali-
zando N + 1 equagdes para N + 1 incdgnitas. Para se provar a unicidade, basta mostrar a

nao singularidade da matriz dos coeficientes do sistema linear obtido.

E interessante observar que uma formula especifica pode ser obtida quando m; =
my = ... = My = 2. Em particular seja /;(z) uma base canénica de ordem (k—1) solucionando

o problema li(x;) = é;; parai,j = 1,2,...,k, onde:

51';,::{0 sei#j

1 sei=j
Sejam
¢i(z) = [1 - 2Ui(2:)(2 — 2:)[lH(=2)
gile) = (z — z)lf(z).
O polinémio de Hermite p(x) que satisfaz todas as condi¢des de interpolagio (3.21)
é dado por:

k k
plz) =Y Flz)ez) + 3 F(z:vil2).
=1 gl

O conjunto de polindmios Linearmente independentes {¢:(z)} e {¥(2)} formam
uma base para o conjunto de todos os polindmios de Hermite definidos pela particio z; <

R

3.2.4.1 Polinémios de Hermite Cuibicos

O polinémio de Hermite de grau 3, dado por p(t) = ag + a1t + agt* + ast®, e que

soluciona o problema de interpolacio

pla)=f(a) p(a)=f(a),  p(b)=f(b) () =F(b), (3.23)

onde @ e b sao dois nimeros reais e distintos, pode ser obtido pela unido de trechos de

polindmios cibicos de Hermite, como ilustra a figura 3.3. Nota-se que ndo sé os valores da



44

Figura 3.3: Polinémio de Hermite cibico por partes, interpolando a funcio f. Linha cheia:

s; linha pontilhada: f.

- . . s - 4 L
fungéo [ coincidem com os valores de p nos nds 1;, mas também os valores de f e p sdo os

mesmos nos pontos dados.

Uma maneira de se provar a existéncia de p é colocd-lo na formas:

p(t) = p(@)d1(2) + p(b)da(t) + P (a)ea (1) + p (B)ea(t) (3.24)
onde (t = 5)*[(a ~ b) + 2(a ~ )]
it) = (a - b)3
t—a)2[(b—a)+2(b -

bty = 179) [((a . g)j (b-1)]
_ (t—a)(t-b)?
(1) = TTla-bE
_(t—a(t-b)
Po(t) = e

et = a, iz = b. Nota-se que:

dilt;) = by
$:(t;) =0 1<4,j<2

$i(1;) = 6;; 1<4,j<2

{ ’t,bz'(t_.‘;) = 0

A prova da unicidade pode ser encontrada em [Pre75].
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3.2.4.2 Andlise de Erro

O erro || f — p || é estimado de forma similar ao célculo para a interpolagio de
Lagrange. Por exemplo, se f € CN*1[q,b], prova-se que para cada z € [a,b], existe um £ em
(a,b) tal que:

N+1
flz)—plz) = H(m — )" (2 - 2)™ (2 — )T (3.25)

onde, N = (8, m) - 1.
Prova: Da equacio 3.16, pode-se obter:
9(z) = f(z) = pa(z) - AT, (2),
onde

_ fla) — pn(a) e U ()= (z— 2™ . (1 — 3.\
A‘(a-ml)ml‘,,(awk)mk Uo(z)=(z—2)™ .. (&~ zp)™.

Aplicando-se N 4 1 vezes o Teorema de Rolle a g(z), e para z = £, obtém-se:

f(a) — pn((})

(a—z9)™ .. (o — )™

a" TN E) = e - (N + 1)L,

Para o arbitrario,

_ M

fla)—p(z) = mr)

(£ —z)™ ... (z— ap)™

Para se estimar fUU)(z) — pl)(z) em dois pontos, procede-se de maneira analoga [Pre75] e

obtém-se um limitante para o erro dado pox:

| 19) -0 g =L
= om — ) 22T

0<j<2m (3.26)

onde p, € o polinémio de grau < 2m — 1, que interpola f € C “M[a, b] e suas derivadas em a

eb;[jl=gsejépar;[jl=j+1sejéimpare h=0b—aq.

3.3 Interpolagao Polinomial por Partes

A interpolacdo polinomial por partes, ao contrario da interpola¢io polinomial
simples, consiste de segmentos de diferentes polinémios unidos de forma a constituir uma
curva continua. Apesar deste tipo de interpolagao requerer uma computagdo mais complexa,

apresenta boas caracteristicas de precisio e eficiéncia.



46

Existe uma grande variedade de tipos de polindmios por partes que se pode obter
da classe g (eq. 3.1). Estes tipos se difereciam, basicamente, pelo grau de suavidade (di-
ferenciabilidade) da curva interpoladada obtida e pela influéncia global ou local dos pontos
dados. Para os problemas locais, o polindmio p(z) em cada subintervalo [z;_;,z;] é comple-
tamente determinado pelos dados de interpolagdo (nés), dentro e na vizinhanca de {z;_;, z].
As interpolagbes de Lagrange e Hermite por partes (se¢des 3.3.1 e 3.3.2, respectivamente)
sao exemplos de problemas locais. Os problemas globais, no entanto, determinam a escolha
de p(r) em cada subintervalo [z;.;,z;], com base nos pontos dados ao longo de todo inter-
valo de interpolagio [a,b]. Estes problemas, embora mais complicados do ponto de vista
computacional, sdo largamente utilizados, onde o exemplo mais comum é a fangéo spline

(secao 3.3.3).

3.3.1 Interpolagao de Lagrange por Partes

Nos casos onde a fungio que se quer interpolar possui comportamento suave, o
fenémeno de Runge pode ser evitado. Entretanto, quando isto nio acontece, uma solugio
alternativa pode ser obtida pela unido de trechos de polinémios de Lagrange de forma que
estes interpolem os pontos dados. A funcio resultante s(z) é conhecida como polindémio de

Lagrange por partes de grau m, e pode ser definida por:

ao + a1 + ...+ an2™, To Sz <2y
( ) Gm+41 + Qg2 + ..+ a2m+1mm, T S T < Ty
s(z) =
U2m+2 + G2m 43T + ...+ G3mi22™, Toym LT < Tap
onde os termos a; sdo constantes a serem determinadas por s(z;) = f(z;), i = 0,1,...,n

e o numero de pontos (n) deve ser miltiplo de m. Se m = 1, s;(¢) = s(z), obtém-se a
interpolagéo de Lagrange linear por partes. Para o caso de m = 2, s,(x) = s(z) é quadratica
por partes (figura 3.4). Polinémios de ordem mais alta podem ser obtidos, o que no entanto
nao garante a diferenciabilidade nos pontos z;. Entretanto, para problemas que aproximam
fungdes ndo diferencidveis, o erro estimado || s — f || pode ser relativamente baixo mesmo
quando m = 1. Uma aplicacdo bastante conhecida de interpolacio de Lagrange linear por

partes é a regra trapezoidal de integracio numérica.

Para a anidlise de erro, supondo-se f como sendo duas vezes continuamente dife-

renciavel, e aplicando-se a férmula do erro obtida na secio 3.2.3,

17-at s L lpe (3.27)



Figura 3.4: Polindémio de Lagrange quadrético por partes.

e para f tTes vezes continuamente derivivel,

1"

' [Eal
N f—s2|l < | G h*;

Em ambos os casos, garante-se a convergéncia da aproximacio de f por polindmios
{(grau 1 ou 2), quando h tende a zero. A equagdo 3.27, demonstra que mesmo para polinémios
de grau 1, obtém-se uma convergéncia satisfatéria (A?) para o caso de f possuir segunda

derivada continua.

3.3.2 Interpolacao de Hermite por Partes

A se¢do anterior mostra que, embora graus mais elevados de polinémios por partes
possam ser obtidos sem contude incorrer em problemas de oscilagio, a curva obtida nio é
suave na maioria dos casos. Uma solugio possivel é acrescentar condicdes de continuidade

nas derivadas da funcio de interpolagio 3.21, utilizando-se polinémios de Hermite por partes.

A construcdo dos polinémios de Hermite por partes s(z), para uma dada funcao
fycommnés mia =129 <2y €...< 2, = b, ésimples quando as bases @i, 5 = 0,1 sdo
escolhidas corretamente: '

4 . 2
(__: _?.—11) [2(z: — ) + (zi ~ 2i1))s iy S < I

$io(z) = J M[Q(ﬂfﬂl — )+ (zig1 — 2;)], z; <o <1y
1+1 — &y

0 T3 [Ty, 2i41]



€
( . 2 — .
Le (;.tli.(i)z z), zi-1 Sz <
1 ko
2 .
tale)=g & E;iﬂ (:rx): 3:1), T £ T < Tigy
=+l T 4L
0 T3 [Tie1,Tig1)

.

Todos os polinémios ¢;;(z) sdo unicamente determinados pelas restricdes:

dio(z) = ;;
bip(z) =0 1<4,7<2

{ ¢ia(z) = 0

pin{z) = & 1<d,j<2

Entao, o polinémio de Hermite cibico por partes é dado por:

s(z) =Y fladdnlz) + Y f(zi)di(z).
=0

1=

3.3.2.1 Andlise de Erro
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Os polindmios de Hermite (secdo 3.2.4) resultam numa interpolacio mais suave,

mas sofrem da mesma instabilidade (fenémeno de Runge), que os polinémios de Lagrange, nos

casos em que as derivadas sucessivas de f se tornam muito grandes e os pontos da particao ndo

estao distribuidos adequadamente. A escolha de polindémios de Hermite por partes elimina

essa desvantagem. Esta andlise pode ser feita levando-se em conta que a estimativa do erro

de Hermite (secéo 3.2.4.2) se mantém. Entdo, para f € C?"[q, b]

G) .G | £ i 2mej
I f s9 I = ) zgm_mh ,

OSJ$2m_1:

com a diferenca de que para f fixo, || f*™ || é uma constante independente da particdo 7,

ou seja, f independe de h. Segue que
/=@ -0 (0<j<m-2),

para h — 0.
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Verifica-se que para j = 0 e m = 2 (polindmios cibicos),

h4
17 =sll= 357, e, /P01 zage<a

Portanto, a taxa de convergéncia é A* se f possui até quarta derivada continua.

3.3.3 Splines

O termo fungoes splines define um desenvolvimento matematico recente para mo-
delar um velho dispositive mecéanico utilizado por desenhistas. As splines mecinicas consistem
de tiras flexiveis de material eléstico, fixadas por pinos nos pontos de interpolagio {(nés). A
curva spline se estabiliza numa forma final que minimiza a sua energia de potencial, ou seja,
o trabalho realizado para produzir a inflexdo [ANW67]. A teoria da torgdo [Sok56] assume
que esta energia é proporcional a integral com respeito ao comprimento do arce do quadrado
da curvatura da spline. Para o caso de splines de ordem par, com interpolacio nos pontos
ou nds, prova-se a exiténcia destes polindmios através da relagio bésica de integral, obtida

de splines ciibicas [Hol57]
b b L b i Ll
[1r@ra= 1@ P 1/ @-5@ P @)

Teorema 3.3.1 (Teorema de Holladay.) Seja a particio 7 a =20 < 21 < -+ < ay = b
e um conjunto de numeros reais {y;} (¢ = 0,1,..., N} dados. Entio, para todas as fungdes
f(x) que possuem primeira e segunda derivadas continuas em [a,b] e fz) = 4 (1 =
0,...,N), a fungdo s(x) com pontos de juncio em x; € com s (a) = s"(b) = {0, minimiza a
integral

/ (s"(2))de. (3.29)

Muito da teoria atual de spline teve infcio com este teorema e com a sua prova.
A integral 3.29 é uma boa aproximacio da integral do quadrado da curvatura da curva
y = f(z), conseqiientemente, o conteddo do teorema de Holliday é muitas vezes denominado

de propriedade de curvatura minima.

Quando os pontos de jungio® (z1,71);---,(2n, yn) sdo dados, a curva spline dada

pela eq. 3.29 é minimizada e satisfaz is seguintes restricdes:

s(zi) =y (i=1,2,...,n), (3.30)

*Define-se como pontos de jungio, os pontos limitantes dos trechos (sub-intervalos) de interpolacio, e que
em alguns casos, nio vio coincidir com os pontos de interpolacio.
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[ , . . .
onde s e s sdo continuas em [z4,2,]. Diz-se portanto, que s(z) é uma spline de ordem m > 1

se satisfaz as seguintes propriedades:
(P1) s(z) éum polindmio de grau < m em cada subintervalo [z;_y, z,].

(P2) s')(z) é continua em [a,b], para 0 < r < m — 2. {(3.31)

A teoria da flexZo elementar sugere que s(z) seja um polinémio cibico entre cada
par de nds consecutivos, e que os polinémios adjacentes unam-se continuamente com primeira

e segunda derivadas continuas.

3.3.3.1 Splines Ciibicas

Splines clibicas sdo as fung¢des splines mais populares por uma série de razdes. Sio
fungdes suaves e, quando usadas para interpolar dados, ndo apresentam o comportamento
oscilatdrio caracteristico dos polindmios de interpolacio de graus elevados. Uma outra razio
aparece quando se analisa o limitante do erro cometido ao se interpolar um curva suave por

uma spline cibica (segdo 3.3.3.2).

Para o problema de interpolagio, deseja-se encontrar uma spline cibica s(z) que
atenda as restrigoes da equagdo 3.30. Primeiramente observa-se o nimero de graus de liber-

dade existentes na escolha de s(z) de modo a satisfazer 3.30. Escrevendo-se
s{z) = a; + biz + ezt + d;2® ziy < <y i=1,...,n, (3.32)

obtém-se 4n coeficientes {a;, b, ¢;, d;} desconhecidos. As restrigdes 3.30 em s(z) e as restrigdes

de continuidade de P,,
s{z; +0) = sUz; ~ 0) i=1,...,n—1, §=0,1,2

definem juntas n 4+ 1+ 3(n — 1) = 4n — 2 restrigbes, para 4n incégnitas. Portanto, existem
pelo menos dois graus de liberdade na escolha dos coeficientes de 3.32. Entéo, sdo impostas

condi¢bes extras para se obter uma tdnica spline s(z) que interpole os dados.

Definindo-se
M; = S"(Ig) e My = 8”(3,:.;.1) i=0,....n

e dado que s(z) é ciibica em [2;41,2,], tem-se s”(z) linear e dada por:

(Ziv1 — )M + (2 — )My
h;

s (z) = i=0,1,...,n—1, (3.33)
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. : " . .
onde k; = ziy; — z;. Conclui-se, portanto, que s (z) é continua em (20, Zn]-
Integrando-se 3.33 duas vezes, obiém-se:

(Tip1 — 2)°M; + (2 — ;)3 M4y
6h;

s(z) = + C(2ip1 — ) + D(z ~ z;)

com ' e D arbitririos. As condigdes de interpola¢io 3.30 implicam em:

L ¥ hiM; po Y My
hi 6 hi 6
Portanto,
(Tiv1 — @)’ Mi + (2 = 2)°Miy | (zig1 — @)y + (2 — 2y
S(:L‘} = -+
6h; hi
h )

o [(zig1 — @) M; + (2 — ;) M, 44] T <z < T 0<i<n—-1
Esta férmula implica na continuidade de s(z) em [a,b], assim como as condi-
coes 3.30. Para se determinarem as constantes My, ..., M,, é necessirio garantir a continui-

!
dade de s (z)em 21,...,Zpn_y:

lim s'(z)= lim s'(z) i=1,...,n—1 (3.34)
3:”"‘-‘31 .’E"‘—*-’Dl
Em [$i3$i+1]7
: —(Ziy1 — 2)*M; — 2i)* M; i1 — ¥ (Mig = Mi)hy
s(z) = (241 — ) 2;(93 zi) +1+?J+1h. yi | +16 i) (3.35)

eem [&;_1,7]

81($) — -“(m,i - -’B}zMi_] -+ (CC —_ $i_1)2M1; n i — Yi—1 B (Mi — Mi—l)himl
2hi_z hi_a 6

Utilizando-se 3.34 e algumas manipulagoes,

hiy i 4+ Ry hy Yir1 — 41 (% = gim1)hios
—.WMM>_ —————— i ,.«..._Ml- o — .
g M1+ 3 M; + g Mit1 . 6 (3.36)
parai=1,...,n ~ 1.
Deste modo, obtém-se n -~ 1 equacdes para n + 1 incégnitas My, ..., M,. Existem

varias formas de se eliminarem os dois graus de liberdade (ver [Boo78]), entretanto, serao
citados os trés casos mais comuns. Geralmente sio especificadas condiges de fim de intervalo

(g € 2 )
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Caso 1 Condigoes de derivada para os extremos. A funcio s(x) deve satisfazer

s(za)=yp s{za) =g, (3.37)

para yé e y; dados. Utilizando-se estas condigbes e 3.35, para i = 0 e s = n — 1, obtém-se as
equacoes adicionais:

hg ho h— W '
MLV R
3 My + 6 1 > Yy
hn—l hno1 ' In — UYn—
M, _ M, = T Te—
6 1+ 3 Y )

que combinadas com 3.36, resultam no sistema linear:

AM =D
co1n
pT = [3/1 “Y Y21 y1— % Un = Ynot  YnoimYnez 0 Yn - yn——l]
- ho  hy ho 7T Raog hp_g 77T [
MT = [Mo, My, ..., M,
[k R g 0
ha  hothy by
6 2 3]
0 R itk ky
6 3 8
A= : (3.38)
G
hnes  hpogthaoy hn_g
6 3 6
Pp— Agy
10 ~i=l - |

Esta matriz é simétrica, definida positiva, e diagonalmente dominante, e o sistema

linear AM 4 D possui solugdo tinica. A spline cibica resultante é denominada de spline
clibica completa.

Caso 2 Condigdes de extremos livres:

s (@) = 8" (2,) = 0. (3.39)

A spline resultante é denominada spline natural. A condicio 3.39 produz taxa de erro da
ordem de (h?) nas proximidades dos extremos - a menos que y (z0) = y" (2n) = 0. Deste
modo a taxa de convergéncia (ver segio 3.3.3.2 de erro em splines) fica reduzida, diminuindo

a eficiéncia do método. Entretanto, do ponto de vista matematico [ANWE7], mostra-se que a
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funcéo spline clibica natural é a inica fun¢ao que possui as propriedades de curvatura minima

entre todas as fungoes de interpolagio e que possuem segunda derivada integrivel.

Caso 3 Nos casos onde os valores das derivadas nos extremos nio estio dis-
ponivels, 820 necessarias novas condigdes, de modo a completar o sistema de equacdes 3.36.
Isto pode ser conseguido impondo-se a continuidade de $(¥)(z) em z; e z,_1; 0 que equivale
a definir s(z) como sendo uma funcao spline cibica com pontos de junc¢io {zg,z3,zs,...,

Tp—2,Tn}, € eXigir que s interpole todos os pontos {2, Z1,22,...,%n_1,%n}.

Uma outra maneira de se tratar a mesma condicdo é impor a restricdo de que o
primeiro trecho de polinémio (p;) * e o dltimo trecho (p, ) interpolem f em pontos adicionais
(ndo jungbes) xq e z,. Deste modo, obtém-se n — 3 trechos de polindmios ao invés de n — 1.

O primeiro trecho p; obedece as seguintes condigdes:
ri(z;) = s(z;) j=10,2
pl(ﬂté) = f(xg) 1= O, 1,2
pi(e2) = s (22)
e analogamente para o dltimo trecho,
Pr-3(2;) = s{z;) J=10,2
Pr—s(2:) = flz:) i=0,1,2
P;ws(xn—z) = S'(ﬂfnmz)
Isto altera o sistema linear e a notacgdo, mas a fungao s reultante é idéntica ao célculo anterior.

Analisando-se desta forma, fica bastante claro que os pontos de interpolagio e os pontos de

juncao nao devem, necessariamente, coincidir.

3.3.3.2 Anpsilise de Erro

As andlises mais recentes de erro de aproximagéo de uma dada funcio f por uma
spline s, definida num intervalo [a,b], seguem da relagio basica de integral 3.28 e segunda

relacdo de integral:
b b
[ (0@ - s @y = (1) - (). (3.40)

Uma andlise detalhada de erro em spline requer um desenvolvimento extrema-
mente extenso [Boo78], [ANW67]. Nesta segéo, serio mostrados apenas os resultados do

limitante do erro de interpolagdo de uma fungéo por uma spline cibica:

40O sub-indice 1, diferente da notacio de interpolagio polinomial onde este significava o grau do polindémio,
neste caso, significa o sub-intervalo de interpolagio ac qual o polinémioc pertence
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Teorema 3.3.2 Seju f(z) € C%a,b], uma particdo dada por:

Ti@= 2oL L1 < < Ty =0b

Seja sc(x) a spline ciubica completa que interpola f na parti¢io n. Para o caso I tem-se:
se(e) = flzi)  sla)=f(a)  s(b)=f(b)
FEntdo para j = 0,1,2, obtém-se o limitanie

| (@)= s (@) ]| < e B4 ] f O () | (341)

Valores aceitdveis para as constantes ¢; sao:

= =l
1= 2""8

=35 24

A prova deste teorema assim como uma andlise completa de erro, podem ser

encontradas em [Boo78].

Fazendo-se j=0 em 3.41, nota-se que, para uma parti¢io uniforme #, a taxa de
convergéncia & proporcional & taxa para polindmio de Hermite por partes. Entretanto, a
maior motivagao para o uso das splines completas ¢ a caracteristica de pouca oscilacio que
estas apresentam quando comparadas com todas as fungdes suaves que satisfazem as condigdes

de interpolacio 3.30.

3.3.3.3 B-splines

As splines cdbicas, descritas na se¢io 3.3.3.1, apresentam um efeito global, isto é,
mudando-se apenas um ponto, todos os pontos da curva serio afetados. Uma maneira de se
eliminar este efeito global é expressar a spline através de B-splines. Neste €aso, apenas uma
parte da curva ¢ afetada pela mudanga de um ponto. Como anteriormente, consideram-se os

pontos {zg, 21,...,%,}. Define-se

. 0 z<0
T =
* T z>0
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Figura 3.5: B-spline Bo(z).

como uma spline de ordem 7 + 1 e com somente um né z = (. Isto pode ser usado como
uma maneira alternativa de se representar uma fung¢éo spline. Seja s(z) uma funcéo spline

de ordem m com nés {zo,Z1,...,2,}. Entio para zo < 1 < z,,,

n—1
s(z} = pma(z) + Y Bi(z - 2;)57

=1
COMmM Prp.; sendo um polindmio de grau < m — 1 unicamente definido e 51, Fa,. .., Br-1
coeficientes tnicos. O maior problema desta representacio ¢ que, geralmente, sio gerados
sistemas mal-condicionados. Por esta razéo, introduz-se uma nova representacio de s{z) com

propriedades numeéricas melhores.

Inicialmente, o nlimero de nds é alterado com a inclusio arbitréria de nés adicio-

nais:
T3 < T_a< a1 <Zp T < Tntt < Tpto < Tpas
Parai= —-3,~2,...,n— 1, define-se
Bi(z) = (744 - xi)fz[ziami+17$i+2y$i+37$i+4] (3.42)

como sendo a diferenca dividida de quarta ordem da funcio

() =(t—2)3
Portanto,

f(1) = { ° et (3.43)

(t—2z)° z<t

A fungdo B;(z) é denominada B-spline. A equacio 3.13, aplicada & férmula de
Bi(z) resulta,

4 (:2: _ $)3
Bi(s) = (ias =) 3 G-

onde ¥ilz) = (z — ;)(z - i (T ~ Tip2 (& — Tigs )z — 2ips). Conclui-se que Bi(z) é
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uma spline cibica com nos r,...,7,44. Um grifico de uma spline tipica estd ilustrada na

figura 3.5. A seguir serdo mostradas algumas propriedades de B-splines.
(a) Bi{z) =0 25 [x;,zi44
Da propriedade de diferencas divididas,

polindmio degrau m-n—-1 se n<m-1
flzo, a1, ... 20, 2] = o, se n=m-—1 (3.44)

0 se n>m-—1

Ondes f(-'E) = amwm ’%“ am-—lmmm1 + I + ag.

e Parate [z, 2,04],
1. se # < z; entdo ¢ < t e da equacdo 3.43 conclui-se que f, possui grau 3. De 3.44
tem-se, pata n = 3 > m — 1,
Selzi, @1, Tiva, Tiga, Tigq) = 0

portanto, B;(z) = 0.

2. se, por outro lado, r > 744 > t, entdo f, = 0 e Bi{z) = 0. Portanto, para pontos

fora do intervalo [z, Z;44], a fungdo B;(z) é nula.

n—1
(b) ZBg(m)ﬂl Zop <t < 2y
i=—3

Da relacdo de diferencas divididas,
Bi(z) = felwirr, Divs, Tiva, 2ipal = folzi, 2ig1, wige, Tiga). (3.45)

Assumindo-se ¢ entre dois nés consecutivos {zx < = < z441), tem-se de (a) que as tnicas

B-splines que sdo diferentes de zero sao By_s(z), Bx~2(z),-- -, Bi(z). Portanto,

n—1 E
z Bi(z)= Y Bi(=)
i=_3 i=k-3
Utilizando-se 3.45,
Ml Bi(z) = Tii_s(felivn, @ite, Tivs, Tipa) — fzl@i Tign, Tiva, Tigs))

it

i
2oizh—al Sttty Thtoy Thas, Thra) — foltros, 2ho2, 2hny, 21])
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Para t € (2541, Thtd), implica em z < t e f,(2) é cubica. Novamente, da equacio 3.44, para
n=2=m-1,
feltis i, Tigo, Tigs, Tiza) = @ = 1
e parat € [z4-3,%%], ¢ > t e portanto fz(¢) = 0. Entao,
n—1

> Bi(z)=1-0=1

1=-3
(e) 0< Bi(z) <1 para todo z;

@ [ Be)ae = B2,

(e) s(z) = i: a; Bi(z);

t=-3

onde s(z} é uma spline cibica com nés {z¢,...,2n}, 2o < z < 2, e com escolha tnica de

3e ey lin_1.

A prova das propriedades (c), (d) e (e) pode ser encontrada em [Boo78].
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Capitulo 4

Interpolacao Nebulosa

4.1 Introducao

A descrigdo de processos com representacio analitica desconhecida requer uma
base de dados cuja dimensdo seja suficientemente grande a fim de determinar, de forma
precisa, relagoes de entrada-saida. Todavia, na maioria dos casos, esta condicio pode levar a
um esforgo computacional tal, que o problema se torne intratdvel. Nestes casos, a COMPTessao
da base de dados através de regras nebulosas se torna uma saida vidvel para a solucio do

problema.

O objetivo desta se¢do é descrever um método de interpolacdo baseado em logica
nebulosa, para representar um sistema incerto de entrada-saida. Uma curva, por exemplo,
cuja representa¢io analitica n&o se conhece, pode ser representada por um conjunto mfnimo
de pontos. Os pontos que nao foram considerados podem ser obtidos, tomando-se como base
o conjunto de pontos dados e aplicando-se um algoritmo de interpolagio estruturado pof

meio de regras nebulosas.

O método de interpolagio nebulosa, desenvolvido por Uchino et al. [UYY90],
utiliza regras nebulosas lineares para interpolar funcées, passando por determinados pares
de entrada-safda. O algoritmo original (INL)- Interpolacio Nebulosa Linear - descrito na
se¢do 4.2, funciona somente quando os pontos obedecem a uma condigdo de seqiiencialidade,

ou seja, as curvas sao fungdes.

Este capitulo apresenta ainda algumas modificagbes no algoritmo original, de
modo a tornd-lo mais flexivel e com larga aplicacdo em compressio de dados. Desta forma,

o novo método (INNL) - Interpolagio Nebulosa Nio Linear, por nés desenvolvido [ZRR92] e
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descrito na segdo 4.3, determina curvas interpoladas mais suaves com % introdugdo de regras
nao lineares. Uma outra modificagdo, aqui proposta, é a p0551b1hdade de se interpolarem

curvas quaisquer {fungdes ou ndo-fungdes).

A se¢do 4.3.1 apresenta a introdugdo da néo linearidade nas funcdes de pertinéncia
dos conjuntos nebulosos que séo a base para a interpolacio INNL. A Jjustificativa tedrica que
garante uma maior suavidade na curva interpolada é mostrada na secio 4.3.2. Na secao 4.4
uma andlise ¢ feita, no sentido de se provar a convergéncia do método INNL. Finalmente, a

secao 4.5 traz a proposta que permite a interpolagio de curvas fechadas.

4.2 Principios da Interpolacio Nebulosa - Regras Lineares

O principio bédsico da interpolacio nebulosa deriva do fato de que, entre dois
pontos existe uma reta nebulosa (curva), a qual pode ser interpolada com base na influtncia
destes dois pontos e mais dois {anterior e posterior ), através das retas que 0s unem. Portanto,
para realizar a interpolagéo em cada trecho, o algoritmo necessita de uma sequéncia de quatro
pontos que serdo denominados pontos de suporte. A participacio de cada reta (reta suporte)
é ponderada por fungdes de pertinéncia de conjuntos nebulosos, definidos em cada trecho de

interpolacio.
Sejam os pares de entrada-saida, ou pontos originais da curva, dados por:
(z3) (T2 92)s - (0 ¥n)-
Portanto, para um intervalo {241, i;2], 05 pontos de suporte sdo,
(@6 9} (Bigns Yirn)s (Zigzs Hina)s (s, Yi+3)

onde, T; < Tizy < Tigz < Tipz.

Sejam Y, igﬁ (z), (4 = 1,2,3), as retas que unem os pontos sucessivos

(Tivic1,Yirim1) € (Tigs, Yigs)-

As regras para a interpola¢éo sao dadas por:

RE: Sew & Al emtmo gya(r) = Y O()
Rgi}:{: Se z & A:('i)l entao yipi{r) = }:5_23()

fe>2Y
e
C)

Rgi)l: Se z i1 entdo  yyq(z) = K(f’l)(m)



60

& y3Ys)

(i}

L
Ri-i-l : Se y;+1(x) = Yi+1 ()
i [}
i 1
, 2
1' ; uA(i"r)] (X) :
L d H
@ : ‘ ' - 2)
R, :S¢ x ¢ N ! entdo V,® = Y, ®
§ i
-——F -~ e T i 1 -_——
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! Ko (%) '
@) ' i+1 ) _ (3)
R,, :S5¢ x ¢ G: : entdo yi+1(x) = Yu
l
|

Figura 4.1: Principios bdsicos da interpolacio nebulosa

i+1

onde, A9 & um conjunto nebuloso dado, com fungio de pertinéncia p 4 (z). A saida nio
i1
nebulosa obtida pela aplicagiio do raciocinio apreximado do tipo 2 (secio 2.2.4), para uma

entrada z € (2,41, 2i42] é dada por:

3 .
Yo, (2) Yiz)
2ty

y2'+1(x) =2 2

T

A figura 4.1 ilustra o principio bdsico da interpolacio. A forma das funcoes de
pertinéncia dos conjuntos Agi)l casa com a idéia intuitiva de que, no inicio do intervalo de
interpolagao, a influéncia da reta Yzfﬁl)(a:) € major e decresce & medida que se caminha para
o fim do intervalo; a reta Yi(:l} (z) influencia sempre (funcdo constante = 1); e no final do

intervalo, a reta Yz(ﬂ(m) passa a ter maior contribuigio. No caso onde os pontos (z;,y;) e
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(zit3, ¥i+a) ndo sdo dados, as alturas [Kau75} dos conjuntos A,(-_l‘_)} e AS)I s&o iguais a zero.
Isto determina que, para somente dois pontos dados (z,11,%i41), € {(Zig2, ¥is2), a melhor

interpolagdo entre eles é uma reta; o que também é intuitivamente correto.

Este método, embora prime pela simplicidade, ndo garante a suavidade da curva
interpolada. A figura 4.2 ilustra a curva original f(z) = z? e a curva interpolada g¢(z)
obtida pelo método INL, descrito anteriormente. A nio suavidade nos pontos de juncio fica
bastante evidente, pela descontinuidade da derivada da curva interpolada (fig. 4.3). Uchino
et al. [UYY90], propde nestes casos, a cria¢do de regras suplementares de modo a reduzir o

salto da derivada, tornando a curva interpolada mais suave.

As regras suplementares sdo bastante simples e estabelecem um novo conjunto de
pontos de suporte,
P (e + 20)/2,)
P2+ (4, 4)
Pa: ((zi + Tig1)/2, ¥ig1)
Pa  (®ip1, Yiv1)

onde, py : (z;,¥:) é o ponto de descontinuidade. Um outro conjunto de pares entrada-saida é
gerado, onde p; e p3 530 pontos suplementares extraidos da base de dados original. Aplica-se
outra vez o algoritmo para o novo conjunto de dados, onde se observam os novos pontos de
descontinuidade. O processo é repetidamente empregado até que o salto da derivada nio

ultrapasse um valor £, considerado aceitdvel para a aplicacdo em questio.

Um fato a ser salientado, € a néo praticidade do método para os casos onde o valor
de £ é muito baixo. A recorréncia sucessiva a base de dados original para a determinacio dos
pontos suplementares, pode gerar um conjunto de pares entrada-safda de mesma ordem de
grandeza da base original. Deste modo, inviabiliza-se a aplicacio do método de interpolagido

como forma de compressio de dados.

4.3 Interpolacao Nebulosa Utilizando Regras Nao Lineares

0 método de interpolagdo nebulosa com regras nio lineares (INNL), desenvolvido
neste trabalho, propde uma solu¢do para suavizagao da curva interpolada, sem a necessidade
de informagoes adicionais da base de dados original. As informagées necessérias sio extraidas

do préprio conjunto de pontos entrada-safida. Desta maneira, dependendo do grau de sua-
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Figura 4.3: Gréfico da derivada da curva original f'(z) = 4z e derivada da curva interpolada

y'(z)

vidade e precisao da curva interpolada desejada, torna-se desnecessirio o célculo de pontos

suplementares.

A principal modificagdo em relagdo ao método original, consiste da introdugao
da néo linearidade nas funcdes de pertinéncia u e (z), (7 = 1,2,3). Esta nao linearidade é
obtida elevando-se a funcao ,uA(;,) a uma poténcia k (43, (1=1.2,3), que pode ser constante > 1
ou inferida de regras nebulosas (segao 4.3.1). Entao, a fun¢do g(z) que define uma saida nio

nebulosa y; 11 (z) passa a ser determinada por:

3
>l @F v¥(e)

i1

gle) = — (4.1)
Z[#Afi); ()"

=1

Verifica-se que a simples introdugio de uma poténcia > 1 suaviza a curva interpo-
lada resultante, como mostra a figura 4.4 ¢ garante a continuidade derivada g'(z) (figura 4.5).

A justificativa tedrica para a suaviza¢io estd demonstrada na secio 4.3.2.

4.3.1 Calculo da Poténcia ki)

Esta secao ilustra a nova base de regras para se calcular a poténcia k) (5 =

1,2,3) com base nos dngulos entre as retas }’;El)(z}/lf:(f%(z) e =Sfl)(:z,‘)/}’;(,:ﬁ(;z:)
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Figura 4.4: Curva original f(z) = 222 X curva interpolada g
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Figura 4.5: Gréfico da derivada da curva original f'(z) = 4z e derivada da curva interpolada

g(z)

Seja &™), m € {1,3}, os angulos entre as retas Yﬁi{m) (7 = 1,2,3), como ilustra
a figura 4.6. Seja k(™) (m = 1,3) a poténcia a ser determinada. Entao, o conjunto de regras

suplementares com antecedente (™ e consegiiente k(™) é dado por:

RS-)I: Se al™ & pequeno entio ™ é baixo
R Se o™ & médio  entdo K™ & médio
Rz(-i)lz Se o™ ¢  grande entio K™ &  alto

onde, m € 1,3; o valor de k(%) é dado por uma constante qualquer, pois a func¢io de pertinéncia

H 42) (Z) = constante = 1 ndo ¢é alterada pela poténcia k(7).
i1

alD

Figura 4.6: Angulo entre as retas suporte
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Figura 4.7: Regras de inferéncia nebulosa para o cdlculo da poténcia k{9,

Estas regras estao mostradas na figura 4.7. Verifica-se que o universo de discurso
da saida inferida k(™ se limita ao intervalo [2,6]. Estes valores forma escolhidos de modo
que o valor minimo garanta a continuidade da derivada ¢' da fungio de interpolagio, como

serd visto na se¢do a seguir e o limite superior tenta evitar os efeitos oscilatérios.

A concepgao das regras se baseia na idéia de que se os angulos sdo menores (retas
quase alinhadas), polindmios de graus menores sio mais adequados, ao passo que angulos
maiores (mudanga brusca na diregdo das retas) exigem polinémios com graus mais elevados.

Esta idéia pode ser melhor ilustrada pelo seguinte raciocinio:

e se as J retas de suporte Yz(j%(:c), (7 = 1,2,3) estao quase alinhadas (e{™ é pequeno),
entado a influéncia destas retas deve decrescer lentamente. Isto pode ser obtido com

uma poténcia k(™) baixa, ou seja, o valor da funcdo de pertinéncia

{m}
[k gy (2N (m € {1,33)
estd mais préximo do valor linear g A (z)
i+1

s se existe uma mudanga brusca de diregio de uma reta para a outra, por exemplo, da
primeira para a segunda reta (ol grande), deve-se ter a infludncia da primeira reta
7 40 caindo rapidamente para dar lugar & influéncia da terceira reta p A9, Logo, o
valor de k(1) deve ser alto o suficiente para atender & condi¢do anterior e nio provocar
efeitos oscilatérios. A figura 4.8 traz os valores das funcfes lineares e nio lineares
para k) = 5 e k(3 = 2. O calculo das saidas ndo nebulosas é feito empregando-se o

método do centro de drea descrito na secio 2.2.6.

4.3.2 Justificativa Tedrica

O objetivo desta secdo é apresentar uma justificativa matemética para a in-
trodugdo da poténcia k), de forma a se eliminar a descontinuidade da derivada da funcao

interpolada (fig. 4.3), garantindo-se assim, uma curva resultante mais suave.



67

Figura 4.8: Comparac¢do entre as fungbes de pertinéncia para diferentes poténcias kU }, onde

FD =5e k) =2,
Teorema 4.3.1 Seja o conjunto de pares entrada-saida formado pelos pontos,

(zo.%0), (T1,91), (22, 92), (23, 3), (24, ¥4) (4.2)

onde o < 73 < -+ < 24. Seja g(z) a fungio dada pela equagdo 4.1 e que interpola f(z) nos
pontos dados (4.2). A deriveda g'(z) € continua para kU > 1{j = 1,2,8).

Prova:

Para a analise de continnidade, serd considerada a transi¢ao dos trechos [zy, 2]
para [z2, 23], como ilustra a figura 4.9. Sejam gy(z) e ga(z) funcdes que interpolam f(z} nos

trechos [z1,%3] e [z, 23] respectivamente, e dadas por:

3

3 lki(2)F ¥i(z)

7=1
g1 = 3 (4.3)
Sl (e)s”

3=
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Figura 4.9: Interpolacido em dois trechos subseqiientes: (20, 23] € {1, 24]

SUEF Yi(z)

=2

4
Z [£i(=)] km
=2

‘-a.

g2 =

onde p;(z) e {;(z) sdo fungdes de pertinéncia lineares!; Y;(z) é a reta que une os pontos

(zj-1,%-1) e (z;,9;); e kYY) é uma poténcia > 1.

Primeiramente serd analisada a continuidade da funcdo g. Na transicio dos in-
tervalos de interpolagéo [z, 23] para [2,, z4) (figura 4.9), verifica-se que os valores das retas
Y2(z) e Y3(z) sdo iguais a y; para o ponto de juncdo {z2,y;). Os pontos de descontinuidade
Yi(z2) e Ya(x2) sdo anulados pelas ponderagdes #1(z2) = &(z2) = 0. Portanto, fica claro

que os fatores [pj(:c)]km e [¢; (z)]k(J) sao fundamentais para se garantir a continuidade de g,

A notagio utilizada foi alterada a titulo de simnplificacic. As varidveis #;{z) e &;(z) indicam os valores de
#,i {(z)eé,; () no primeiro e segundo itervalo, respectivamente.
i1 i1
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comprovada pela aplicagio do limite,
Am gi(z) = lim go(z) = g,

Lema 4.3.1 Os termos [,uj(:.v:)]k(j)""1 € {Ej(x)]km“l garantem a continuidade da derivada

g () na transicdo do trecho [21, 4] para (22, 23]

Prova: Da equagio 4.3 tem-se

3 . 3 . f
SO pie) RO v (2)

a(z) = —gljzl 3 4 1= - . +
> w2 ) 3 lus(x)F
. 3=1 | =1 (4.4)
D ED [y (@) (=) V(o)
3
3 ()
g1

Rearranjando a equacao 4.4, obtém-se:

3 : A ‘
S @* 7 i) (V) - g) ROl Y (2)
gi(z) = = 3 _ += 3 (45)
3 lus() >l (@)

=1

e similarmente para a funcao g;,

4 ) 4 . '
ka[&(r)]km—l £:(z) (Yi(z) - g3) Zk(”[fj(w)}km Y;(x)
PN i = o)

i 4
Sl 3 lg ()
j=2

=2

o,

Aplicando-se a mesma andlise feita para g, e ga, tem-se para o ponto de juncdo r = z,,
Ya(z2) = g1(22) = 12
Ya(z2) = g2(22) = 42

e 0s termos de descontinuidade gy (2q)(Yi(zs) — g1(22)) e &y(z9)(Yalp) — g2(73)) sio elimi-

nados pelos fatores [u1(z2)]F-1 e [€4(22)]¥" -1, respectivamente. Os termos mais 3 direita

das equacdes 4.5 e 4.6 3:;5,0 apresentam descontinuidade, como ilustra a aplicagio do limite,

im g,(z) = Jim g} ' (2) = Y,(22) + Ya(z2)

T—2g 2
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Portanto, a fungio g é continua, visto que pela restri¢io inicial tem-se que 29 < 77 < -+ - < 24

1 i
. Y. Y. . ,
e consegiientemente, (32); (#2) ser4 um valor finito.

Se, por outro lado k() for igual a 1, os termos [,uj(a:)]"‘(j)‘1 e [Ej(a:)]k(j)“l das
equagbes 4.5 e 4.6 desaparecem e a aplicagdo do limite demonstra a descontinuidade da

derivada ¢,

sz, 1(2) = L (22)(Ya(za) — )] + 22}tV (22)

1
2
limgos, g2'(2) = %[5;(332)(}/4(2) — g2l + MM

Conseqiientemente, para se garatir a continuidade de g e portanto, uma maior
suavidade da funcdo interpolada ¢, as regras devem ser nio lineares, ou seja, k() > 1,

(71=1,2,3).

4.4 Analise de Convergéncia

Esta analise tem como objetivo verificar a convergéncia do método de interpolacio

INNL, descrito nas secio anterior, com base na andlise de convergéncia de splines [ANWGE7].

A seguir serdo definidos os conceitos de mddule de continuidade de uma funcdo
f(z), spline de deficiéncia 2 e dois lemas, necessirios para a andlise de convergéncia ao se

interpolar a fungdo f(z), por g(z) dada pela equacio 4.1.
Méddulo de Continuidade

Seja § um conjunto de pontos no espago n-dimensional. A funcio u(f;é }, definida
para 0 < é < oo é chamada de médulo de continuidade da fungio f(z) com domfnio em §,
se e somente se, para

zezr €8

lz-2' i< &

tem-se
| fz)= f(z') | £ 1(f;6),

onde || z || define 2 norma de z como sendo o maior dos valores de | z; [(i=1,---,n).
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Spline de Deficiéncia 2

Define-se spline de deficiéncia 2 como sendo uma spline ciibica por partes s(x)
. . - ! - .
com primeira derivada s (z) continua e para a qual, nada se sabe a respeito da segunda

derivada s"(z).

Lema 4.4.1 Seja {Ar} uma seqiiéncia de particées em [a,b], com || Ay ||~ 0 para k — oo.
Seja f(z) € Cla,b]. Seja ainda Si(x) uma spline de deficiéncia 2 interpolando f(z) nos
pontos da particio Ay e que possua derivada nula nestes pontos. Entdo, a seqiéncia {S’k(m)}

converge uniformemente para f(z) em [a,b), pois

| F(z) — Si(z) |< 2u(f; 1| A Y] /2).

Lema 4.4.2 Seja {Ag} uma segiiéncia de particdes em [a,b], com || Ay ||— 0 quando k
00. Sejam Si(z) e Ti(z) duas splines em Ag, coincidentes nos pontos de particdo. Se
max; | Sy(zx;) | || Ak |— 0 € max, | Ti(zr;) | || Ak ||— 0, entdo, em [a,b], Sk(z) converge

uniformemente para Tk(a:).

As provas destes lemas podem ser encontradas em [ANW67].
Considerando-se g(z) como uma spline de deficiéncia 2 tem-se, pelo lema 4.4.2,
[9(2) = $(2)] — 0
e pelo lema 4.4.1
Si(z) = flz),

ou seja, g(z) converge uniformemente para f(z) quando A — 0.

4.5 Interpolacao de Trajetérias Fechadas

A idéia de se aplicar o algoritmo INNL a trajetérias fechadas (ndo funcdes),
motivou o desenvolvimento de outras modificacdes no algoritmo original INL. A condicao
necessaria de que z; < Tiy; < Ziy2 < ZT,43 Testringe , por exemplo, a aplicacic para o
caso onde se deseja interpolar uma trajetéria fechada, dados quatro pontos diametralmente

apostos.

Uma das formas de se interpolar a trajetéria acima descrita seria dividi-la em

partes que definissem fung¢des distintas, rotacionando os eixos referenciais. Entretanto, seriam
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necessarios, no minimo, dois pontos suplementares (um na parte inferior e um na parte

superior), para se obter a interpolagdo desejada e satisfazer & condigdo:

T; < Ti41 < Tiga < Tigs.

Desta maneira, a utilizagdo do algoritmo INNL para recuperaciio de curvas, dado
um conjunto minimo de pontos originais, estaria comprometida. A solucio alternativa pode
ser obtida através de uma nova altera¢io na fungio de interpolacio g(z) que permite uma

relaxacio das condigdes iniciais de distribuicio dos pontos dados.

Utilizando-se regras ndo lineares, desenvolvidas na secio 4.3, e considerando-se o

conjunto de pares entrada-saida,

{(w()a yﬂ): sy (:Cn-; yn)}

tal que #; # Ziyy # @iy # Tiy3, tem-se para uma trajetéria fechada, uma saida modificada
dada por:
2
Bi1(2) = YE3(2) + Yoot (2)

onde yrel,,,(7) indica a representagio de yip1(z) em relagdo ao eixo x transladado para

th} (z). Desta forma, o valor modificado da saida nio nebulosa passa a ser dado por:

3
e
Yl @1 1 ¥ ()
yip1(z) = Y (e) + | =L 5 - (4.7)
S ()Y
Z;[ll a0, (@)

(3

onde Y, (2)=¥{)(2) - Y¥(z)e

par 88 Tipje1 < Tigj
nl) & fmpar 8¢ Tipj—1 > Titj (4.8)

qualquer se j=2

As figuras 4.10(a) e 4.10(b) ilustram os casos dos pontos segiienciais em z {(zo <
21 < 23 < 73) e ndo seqiiencias em z (2o < 21 < 7 > x3), respectivamente. Aplicando-se a

equagdo 4.8 & disposicdo de pontos da figura 4.10(a) obtém-se,

n(1) par

n® par
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e para a figura 4.10(b)
2V par

23} impar

A forma da equagio 4.7 segue da idéia de possibilidade de variacio de y,ez‘ +I(:r:).
Verifica-se, por exemplo, que para a figura 4.10(a), este valor varia entre os pontos Yre, " ()

ey()

religs (z) onde o valor final é o resultado da ponderacio por Par (2).

No caso onde os pontos nédo sio seqiienciais figura 4.10(b), verifica-se que pela
distribui¢do dos pontos, a curva interpolada nao deve ultrapassar o eixo x (yi31(z) < Yi.(z)).
Logo, Yrei,,(z) deve ser < O e conseqilentemente, este valor deve variar entre Ye, () e

=Y @)

Deste modo, com a introducao desta dltima modificagdo, a nova forma da funcio
g(z) permite a obten¢do de curvas fechadas sem acréscimo de informacio da base de dados
ou rotagdo de eixos. A restrigdo inicial é substituida por uma condicio menos restritiva de

que os pontos originais devem obdecer & condigéo,
T F Tip1 # Tigz F Tisa

para ¢ = 0,...,n. Esta restricio é necessdria uma vez que pontos adjacentes e coincidentes

podem gerar valores infinitos na fungao g.

A figura 4.11 mostra a interpolagio de uma curva fechada, onde as distribui¢des

nao segienciais ocorrem nos dois extremos da curva.
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XYy
(x3.y)
xpy3 o) o
X “ Yei (x) =0
! i+1
3} ; 3 intervalo de
Yeet &) { .
1 ; i vatiacso de
z i 5 Y:elﬂ(lx)
W -
(a) (b)

Figura 4.10: (a) Distribuicdo de pontos segiienciais. (b) Distribui¢do de pontos nio seqiien-

clais.

curva interpoladsa
pts. originais ¢

o

Figura 4.11: Exemplo de interpolacio de curva fechada
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Capitulo 5

Extracao de Pontos Significativos

5.1 Introducao

A idéia de se representar uma curva por um conjunto pequeno de pontos (pontos
significativos) podendo, posteriormente, recuperd-la através de um processo de interpolacio

motivou a concepcao de paradigmas que solucionassem o problema da compressio.

Contudo, é importante salientar que todos os processos de compressao-descorn-
pressdo requerem um compromisso entre a informacdo resultante e a minima informacio

necessaria para a recuperagdo, com um erro aceitdvel, dos dados originais.

Neste sentido, e através da andlise do comportamento do método de interpolacao
nebulosa nao linear, descrito na secio 4.3, foi possivel se extrair o conhecimento de quais
pontos seriam relevantes para o processo de interpolagio. Esta anélise, feita localmente para
uma seqiiéncia de cinco pontos como ilustra a figura 5.1, resultou num comportamento global

(a0 longo de toda a curva) bastante satisfatério.

Foram propostas duas solugbes para a determinacio dos padroes da figura 5.1.
A primeira utiliza uma rede de processamento hibrido, como descrita na secao 2.4, cujo
conhecimento ja estd contido na estrutura inicial da rede. A segunda proposta emprega uma
rede neural artificial onde o modelo adotado é o “perceptron”. Neste caso, o conhecimento
é adquirido através de treinamento pelo algoritmo de aprendizado “back-propagation”. As
segdes 5.2 e 5.3 descrevem os dois modelos propostos, assim como o processamento para a

defini¢ao dos padrées de pontos significativos.



Padrio I Padrio 1T Padréio I

2
-

RECEASS

z)/’;/if)

ou

i

@ Pontos Representativos
O Pontos na Seqiiéncia

Posiglo n#io relevante

Figura 5.1: Classe de padrGes que apresentam pontos significativos.
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5.2 Sistema Neural para Compressio de Dados (SNCD)

O modelo do sistema neural para compressio de dados (SNCD), descrito em
Regattieri et al. [RvZR93] e ilustrado na figura 5.2, foi desenvolvido para operar com dados
de entrada em espagos bidimensionais. Supbe-se que a rede recebe, de forma seqiiencial, os
dados de entrada (z;,%) (i = 1,---,n) do conjunto completo de dados originais e gera como
saida o conjunto de dados comprimidos (pontos significativos). A rede realiza a tarefa de

extraciao em quatro niveis:

¢ Nivel 1: Dados dois pontos (z;, ;) e (2:31, ¥i11), determina-se uma direcdo (d;) entre

oito diregdes possiveis entre eles.

e Nivel 2: Dadas duas dire¢des adjacentes d; e dj.y, calcula-se a variacio de direcdo vdy,

como hordria, anti-horaria ou nula.

e Nivel 3: Dadas trés variacbes de dire¢io seqiienciais vdy, vdi+1, vdrya, armazenadas no
nivel anterior, define-se a ocorréncia ou niio do ponto significativo (2-,y:) na seqiiéncia
- um ponto significativo é encontrado sempre que a seqiiéncia assume uma das confi-

guragoes especificas ilustradas na figura 5.1.

¢ Nivel 4: Para uma memoéria que armazena os cinco dltimos pontos da seqiiéncia de
entrada S, : (Zm, Ym){(m =9-3,i—2,---, i+ 1), e caso exista um ponto representativo
(z7, ¥r), este é dado pelo segundo ou terceiro ponto na seqiéncia S, : (r=1—2o0ur =

¢ — 1}, de acordo com o mecanismo de decisio que serd visto na Se¢ao a seguir.

5.2.1 Descrigao do Processamento em SNCD

Em SNCD o principio de computacio do neurédnio se baseia no acoplamento trans-

missor/receptor (t/7), que ativa um controlador ¢ como mostra a relagdo a seguir:

LAr = e

Conforme foi visto na secdo 2.4.3, o controlador ¢; pode atuar nos neurdnios
pré e pos-sindpticos, e também nas células vizinhas. Por exemplo, eles podem operar como
controladores, com o objetivo de realizar outros receptores pés-sindpticos r, para futuros
acoplamentos com transmissores ¢ {ver eq. 5.1); ou ainda, agindo no processo de decodificagio,
podem definir a quantidade de transmissores realizados pelo neurénio p6s sindptico. A seguir,

serao descritos os processamentos realizados em cada um dos quatro niveis da rede.
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Nivel 1V
Nivel I

3
b1 (5 "bZCJ) O rpa Nivel 11

twa Y tory Ytbz
Nvd
¥, Nivel 1
N
Yia N

Figura 5.2: Modelo da rede para compressio de dados.
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go.s,x}.—‘-B Notagao: @ - (x,y,)
0, 13~>c¢ oy )
s fL 1A {xi’yi) I

{0,05}=0D0 B 4 {1,05)=>H
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{0,001~ E n

{05, 0}~ F

Figura 5.3: Posigdes relativas entre (z;,3:) e (zi41, Yig1)-
5.2.1.1 Nivel I

O primeiro nivel da rede é formada por trés neurdnios: dois neurénios sensoriais
Ny e Ny e um neurénio de saida Ny. Este nivel realiza a tarefa de determinar a posi¢ao
de (Zi41,%+1) em relacdo & entrada anterior (2i,%:), decidindo entre 8 posicoes relativas

possiveis, como mostra a figura 5.3.

Os neurdnios da primeira camada realizam os seguintes processamentos:

¢ A entrada anterior u; (v = z ou y) define os limiares o e a; do neurénio Ny (N ou Ny),

para computar a saida Oy, dependendo do valor da entrada atual u;y;:

0 se Uiy < @&
Ou=19 05 se o7 <ugy <ay

1 se Uiy > Qg
onde, oy = u; ~ £; 0g = u; + €; € — (.

Esta computacio é baseada no fato dos axénios pré-sindpticos possibilitarerm diferentes
contatos da entrada com os neurdnios pés-sindpticos Nu(u = z ou y). Desta forma,
a entrada anterior u; ainda estd disponivel em um ramo do axénio quando a entrada

#;41 chega ao outro rame.

» Os neurdnios N, e N, enviam os transmissores , e ty para se acoplarem aos receptores
Tz € Ty, Tespectivamente, no neurénio Ng. De acordo com a eq. 2.18, a quantidade de

transmissores realizadas por N, e N, sio:

my = Og 0 M(t,); my = Oy o M(ty);
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para uma quantidade total de transmissores M(t) = 1. Assume-se que as quanti-
dades de receptores no neurénio pds-sindptico Ny séo iguais 4s quantidades total de
transmissores dos neurdnios pré-sindpticos. Entio:

M(ry)= M(t;) = 1; M(ry) = M(t,) = 1.

As compatibilidades dos acoplamentos ¢, /7, e t,/r, sdo definidas como:

:u(ta:af:c) = 0.5; lu(tysry) =1

De acordo com a eq. 2.19, tem-se:

Vr = me AM{ry)* p{ts, r2) & g

vy = my A M(ry)+ u(ty,ry) G vo

Definindo-se o, *, A ¢ @ como produto algébrico e vy = 1, tem-se:

vz = 0.5 Oz wy = Oy

Entao a; = Ug + Uy = 0.5 Oz‘ + Oy

Seja a fun¢do de codificacdo g (eg. 2.16) dada pela funcdo identidade; oy = 0 e

az = 1.5. Entio,

erro se  g; < (
Oy = erro  se a; > 1.5
gla;) se 0<a; <15

Deste modo, o neurénio Ny realiza o processo de codificagio, resultando em oito ti-
pos diferentes de transmissores ¢;. Cada um desses transmissores representa uma das posigoes
relativas (direcdes) definidas na figura 5.3. A tabela 5.1 traz o mapeamento que transforma

as saldas codificadas O, e Oy no transmissor ¢4 realizado pelo neurénio Ny.

o, 05' 1 0.5 0
H A H a
0.5 B F
o] C D B

Tabela 5.1: Mapeamento (O, Oy) — 4.
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rvé'é A B €c| P| E| F{ o H
A z, p| P, P | - N| N| N
B N[z | Pp| P| P]| . N| N
c N| N z| P| P| P| - N
D NI N| N z| Pp| P]| P| -
E . N N| N z| pi P| p
F P - N{ N| N| zZ| P | P
G P| P | - NI N| N[ z| P
H P P | P . N| N| N| 2
@ ¢ | o @ - » | o @

Tabela 5.2: Fungdo de associagdo no neurdnio Nog: fg A Tud ™ Cyd-

5.2.1.2 Nivel IT

Esta camada é composta por quatre neurénios: Nudy Ny, Ny, € Ny, . O objetivo
deste nivel ¢ calcular, através do neurénio N,y, as variagbes de direcio e armazenar, nos
neuronios Ny, (k = 1,2,3), as trés iiltimas variacdes calculadas. Este processo é realizado

como se descreve a seguir:

* O transmissor t; = A ou B ou --- ou H, enviado pelo neurbnio Ny, se acopla ao
receptor pds-sindptico ryg = ® ou A ou --- ou H, localizado no neurédnio Nyg. Desta

forma o acoplamento t;/r,4 ativa o controlador ¢, .

e O controlador ¢4, por sua vez, atua sobre o préprio neurénio N,y realizando as se-

guintes agles:

1. Ativa Ny para realizar o transmissor t,y de acordo com a tabela 5.2, A relacio

a seguir ilustra este processo:
Ty ATyd +r Cyg = lyg = Z ou N ou P ou @

onde

Z — dire¢do inalterada,

N — variagio hordria

P - varia¢do anti-horéria

¢ — informacio insuficiente
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2. Modifica o receptor r,; de acordo com a relacéo:
T A Tod = Tyg = By (5.1)

Assim o neurdnio N, classifica a variagdo de diregéo vdy no tipo do transmissor tud,
e ainda, a informacdo sobre a dltima direcio detectada di é armazenada no receptor
Tod-

o O transmissor t,4 realizado por N,g se acopla ao receptor 75, do neurbnio Ny, e em
conseqiiéncia, o controlador ¢, é ativado. Este controlador age tanto nos neurdnios

vizinhos Ny, e Ny,, como no neurénio pos-sindptico Ny, .

Ny,
tod ATy = ¢ = Ny,
Ny

3

O controlador ¢;, tem por principais ob Jjetivos definir o transmissor realizado por Ny,
no instante #;4y igual ac transmissor realizado por Ny, no instante £;; e de forma
analoga, definir ¢, igual a 5, no instante anterior, para somente depois, agir sobre

Ny, . Portanto, a acdo de ¢y, se da de trés maneiras:

1. Age sobre o neurénio Ny, de modo que o seu transmissor seja ignal ao transmissor

do neurénio Ny, no intante anterior, ou seja,
Lo, Iti«k}: 1y, Ii-; -
2. De forma andloga, age sobre N, de modo que
tp, fi=‘+1: Ty, lti .

3. Age sobre o neurénio pés-sindptico Ny, definindo o transmissor tp, igual ao trans-

missor pré-sinaptico 1,4.

Esta dindmica resulta na codificagio das trés dtimas variacdes de direcdo pelos
transmissores #; , t, e s,. A ordem indica que iy, representa a mudanca atual (vdy em
tiy1), ty, a mudanca com atraso de um tempo de processamento (vdy em t;) e finalmente, ¢,

determina a mudanca com atraso 2 (vdip em 2;_4).
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5.2.1.3 Nivel II1

Esta camada, composta por trés neurénios Ne, N, e N, decide se a segiiéncia
das coordenadas dos pontos de entrada contém um ponto significativo. Em caso afirmativo,
define-se ainda qual o tipo (padroes dados na fig. 5.1). O processo de decisio e especificacdo

do ponto significativo se realiza como serd descrito a seguir:

Os transmissores #;, (k = 1,2,3) dos neurdnios Ny, do nivel II se acoplam
aos receptores 7., dos neurdnios N (7 = 1,2,3). Estes neurénios de codificagao
bindria apresentam comao saida o valor 1, para o caso de presenca de ponto
significativo e 0 caso contrério, segundo a equacio,

1

1 se fh, =8, =NouP
O, = \
0 de outra maneira

= = Z
00, :{ 1 se by =ty = Z ety, # (5.2)

0 de outra maneira

(t52 =7e Ty, = Ty, 7’—' Z)
Ocy = (tba £ Ze ty, =y, = 2)

0 de outra maneira

Como mostra a equagio 5.2, apenas um neurénio é ativado a cada tempo
de processamento (ativacio mutuamente exclusiva), onde se tem:

&

ativo — padrao 1
N, ativo — padrio II
N, ativo — padrio I
N,

a1 Ney Ny inativos — auséncia de ponto significativo.

A figura 5.4 ilustra a seqgiiéncia de cinco pontos de entrada, assim como o conjunto de trans-

missores realizados pelos neurénios N, ;7 = 1,2,3), no instante #;,;.

De acordo com a equacdo 5.2, verifica-se que os valores de t,(7 = 1,2,3) na
fig. 5.4(a) ativam o neurénio N,,, indicando a ocorréncia de um ponto significativo do tipo
do padrao III. Para a fig. 5.4(b), com os valores de t5, nenhum neurénio N (7 = 1,2,3) é

ativado indicando assim a auséncia de ponto significativo.
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Kipg ¥gy )
(X5 ¥ ) (xi.z/f’i-l ) (x;.%,) Ry ¥p ) (%, Yo y )
. _\l —S
(i3 %3 ) ty =2 (X341 Y01 ) t, =2 t =P
l 5N 4N 2 b
(a) ()

Figura 5.4: Rede simbélica (a) padrdo que contém um ponto representativo; (b) padrio que

ndo contém um ponto representativo.
5.2.1.4 Nivel IV

Esta camada ¢ formada por cinco pares de neurdnios de meméria (Najy Ny, )7 =
¢t —3,t—2,---,i+ 1) cuja fungio é armazenar os tiltimos cinco pares de entrada (z5,9;)-
Portanto, estes neurénios realizam um processamento semelhante ao realizado pelos neurdnios
Ny, (7 =1,2,3) na camada 1II.

As conexdes entre os niveis III e IV definem o processo de decisio que seleciona

qual a posi¢do do ponto significativo associado ao padrio classificado no nivel I1l, de acordo

com a relacdo a seguir:

padrao I e IIl (neurénios N, e N, ativos) — (z,,¥,) = (zi_a, Yi—2)-

padrdo II (neurénio N, ativo) — (z,,y,) = (€im1s Vi1 )

Este processo de codificagdo consiste, basicamente, da definicio do grau de compatibilidade
#(t/7) entre os transmissores dos neurdnios pré-sindpticos Ne,(7 = 1,2,3) do nivel anterior
com os transmissores dos neurdnios pds-sindpticos (ij,NyJ)(j = {=~3,1— 2,14 1).

Define-se:

1

ﬂ'(tcla'fx,) = .u'(tcpf'yj) = { 0

1

Iu(tcwrrj) - #(tczﬁryj) = { 0

1
”(tﬁa'i’rzj) = F‘(tcsa"'yj) = { 0

se j=i—2

de outro modo

se j=t—1

de outro modo

se j=1—2

de outro modo
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E interessante salientar que a tarefa de determina¢io da posigao do ponto signifi-
cativo representa o mapeamento de trés entradas (padrio I, Il e IIT) em duas saidas (posicio
1 e 2). Desta forma, conclui-se que seriam necesséarios apenas dois neurénios Ne (k=1,2),
ou seja, os padrdes I e III se fundiriam, j4 que representam a mesma posigao. Entretanto, a
titulo de explanagdo e com o intuito de simplificar a funcio de ativagdo dada pela eq. 5.2,

foram mantidos os trés neurbnios N (j = 1,2, 3).

5.2.2 Dinamica do Processamento

Considerando-se uma seqgiiéncia de entrada como a dos pontos na fig. 5.4(a), tém-

se os senguintes passos na dinimica do processamento do sistema SNCD:

PASSO 0: (Inicializagio)

¢ todas as varidveis sio inicializadas com &,

¢ entradas presentes nos axénios pré-sindpticos: é e (Ti—3, Yi—3)

PASSO 1:
¢ entrada: (mi_s,yi—s);(z:‘w%%—l’)

e O neurdnio Ny realiza o transmissor {; = 4 (mapeamento da tabela 5.1).
¢ O acoplamento #4/7,4 ativa o controlador ¢ que age:

1. definindo o transmissor ¢,4, segundo a tabela 5.2, como:

AN —c=ty=0

2. definindo o receptor r,; como:

AN —cmpryy=ts=A

¢ iy =lyy=9

th, = t, (PASSO 0) = @

L]

th, = 1, {PASSO 0) = &
® O, =0y =0y =0

(:crayi‘) - @



PASSO 2:

¢ entrada: (z;_s, Yie2)s (Ti-1, %—1)

o Nyrealizaty = H.

¢ O acoplamento £4/r,q ativa o controlador ¢ que age:

tud = N

HAAm =
Tyd = tg = H

. tbl =ty =N

L ]

ty, = 1, (PASSO 1) = @
ty, =1, (PASSO 1) = &

L

Oy =0 =0, =0

(%, 9r) = @

PASSO 3:

o entrada: (@i-y,%i-1), (zi, %)

e N, realiza iy = H.

¢ O acoplamento t4/7,q4 ativa o controlador ¢ que age:

HAH —e= ta =2

rvd = tg = H
® i =ty =2
1y, = 13, (PASSO 2) = N

ty, =, (PASSO 2) = &

® 0y =0, =0, =10

(.’E,-, yT) = @

PASSO 4:

e entrada: (.r,j,yg),(xi-n,yiﬂ)

e N, realiza t; = G.

» O acoplamento t4/r,q ativa o controlador ¢ que age:

tod = N
GAH w—ec= d
rud =t =G

86
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oty =t y=N

th, = 1y, (PASSO 3) = Z

LJ

tpy = tbz(PASSO 3) =N
® 0, =0, =0 Oy = 1;

(2r,9:) = (Tivg, %i2)

»

5.3 Rede Neural Artificial para Compressio de Dados

Esta proposta de solugdo via processamento numérico se baseia no treinamento
de uma rede modelo “perceptron” (secdo 2.3), de forma que, finalizado o processo de apren-
dizado, a rede seja capaz de classificar os padrées de entrada conforme a figura 5.1, no caso
da ocorréncia de ponto significativo. A rede deve ainda determinar a auséncia de ponto

significativo.

5.3.1 Estrutura da Rede

A rede neural artificial é composta por trés camadas; uma cada de entrada y
composta por quinze elementos processadores que recebem as entradas de treinamento o1, 0
e 3. Estas entradas representam as variacdes de dire¢io como serd mostrado na secdo
seguinte. A camada intermedidria C; é formada por dez elementos processadores, todos
conectados aos neurénios da camada de entrada Cj. Finalmente, a camada de saida C5 é

composta por apenas uma unidade processadora.

Esta estrutura foi obtida com base nos resultados de simulagbes com diversos
modelos e pardmetros de rede. Observou-se o compromisso entre a topologia mais simples
possivel, que representasse um menor custo computacional, e a estrutura mais adequada para

a extra¢do dos pontos visando ac melhor conjunto de pontos representativos.

5.3.2 Padroes de Entrada para o Treinamento

Os padroes de entrada da rede s3o definidos para uma seqiiéncia de cinco pares de
coordenadas (z;,%:},¢ = 1,---,5. Para a obtencdo final das variagoes de dire¢io (@), primei-
ramente sao calculadas as direcdes (angulos) entre os pontos adjacentes (z;, %) e (Tiy1, Yir1),

t = 1,---,4. Deste modo, para cada seqiléncia, obtém-se quatro diregbes d;, 7 = 1,--.,4.
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Figura 5.5: Rede numérica. (a) padrio que contém um ponto significativo: (b} padrao que

nao contém um ponto significativo.

As variacbes de diregdo ax(k = 1,---,3) sdo entdo calculadas, com hase na mudanga de tra-
Jjetdria sofrida ao se percorrer a seqiiéncia de pontos, ou seja, o quanto a dire¢do d; se desvia
para atingir a diregao d;4;. A convengio adotada neste caso resulta em variagoes de direcao
positivas (ax > 0) para mudangas horarias e variagbes negativas para mudancas anti-horarias.
As figuras 5.5(a) e (b) ilustram segiidncias de cinco pontos, percorridos da esquerda para a
direita, juntamente com os respectivos valores de ar{k = 1,2,3), onde somente a segiiéncia

da figura 5.5(a) define um ponto significativo.

A base de dados de treinamento foi montada a partir de um processo de geragio
de combinagbes para variacdes («) de 45 em 45°, sujeitas a determinadas restricbes, como
por exemplo, a de que o médulo da soma dos dngulos (o + a3 + a3) nao deve ultrapassar
270°. Estas restricdes tém por objetivo gerar um conjunto menor para o treinamento da rede,
levando-se em conta somente as entradas possiveis de ocorrerem nos padroes de imagem. Por
exemplo, o padrio da figura 5.6(a) atende inteiramente 3 restricdo anterior, j4 o padrio da
fig. 5.6(b) atende & restri¢io na condicio de limite, ou seja, qualquer variacio major que 135°

em um dos extremos passa a exclui-lo da base de dados.

a=135° =135

%: 135°

(a) (b)

Figura 5.6: (a) Padrao pertencente i base de dados de treinamento, pois a; + oy + a3 < 270:

H

(b) padrio limite pertencente 3 base de dados de treinamento, pois o + az + az = 270.
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Deste modo sho geradados 322 padrdes de entrada, onde os valores de oy sio
convertidos de graus para radianos e normalizados. Esta normalizacio é obtida fazendo-se
com que a soma das entradas ax(k = 1,2,3), ponderadas pelos respectivos pesos, se limite
ac intervalo [—4,4]. Desta forma eliminam-se, para os neurénios da camada 1, os efeitos de
saturacao uma vez que os valores das entradas destes neurdnios estio fora dos intervalos de

saturacio da funcdo sigmdide, como mostra a figura 5.8.

A figura 5.7 traz os padroes I e III definindo um tdnico padrio de saida, ilustrado
em 5.7(a). O padrdo I é mostrado na figura 5.7(b) e 5.7(c) determina as entradas que
nao resultam em ponto significativo. Os padrdes de entradas foram distribuidos em espagos
tridimensionais de acordo com as varidveis a1, a; e a3, resultando em quatro regides disjuntas.
Portanto, de acordo com a segéio 2.3.1.2, existe a necessidade de uma rede com trés niveis de

elementos processadores, capaz de gerar regides mais complexas.

5.3.3 Codificacao da Saida

A funcdo de ativagdo sigmdide gera, como safda do neurdnio, valores contidos
dentro do intervalo [0,1]. Desta forma, a saida foi dividida em trés regides (fig. 5.8), onde
a primeira regido € [0,0.3) indica a presenga de ponto significativo do tipo dos padrdes I ou
HI; a segunda regidgo € [0.3,0.5] determina a auséncia de ponto significativo; e por fim, a
iltima regido € (0.5, 1] representa as seqiiéncias que contdm um ponto significativo do tipo
do padréo II. Conforme visto na secio 5.2.1.4, os padrées I e 111 sdo redundantes do ponto
de vista de posicionamento na seqiiéncia de cinco pontos, uma vez que determinam a mesma
posicao relativa (segunda posicao). Por isso, na fase de treinamento da rede “perceptron”

proposta, os padroes 1 e IIl se tornam um sé, visto que determinam a mesma saida desejada.

5.3.4 Treinamento do “Perceptron”

Utilizando-se o algoritmo backpropagation, os pesos da rede, apds a inicializagao

com variagoes de [~0.5,0.5], sdo alterados segundo a equagio:
Wisr = Wi + 06 X + aAws (5.3)

onde, « = 0.1 e n=2u.
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z(graus)

y{graus)

X(grats) ® xX(graus)
(%)

PadricIou HI o
Padrio II =
Auséncia de Ponto Significative ©

y(graus)
135
< X (graus)

Figura 5.7: Distribuicio espacial dos padrdes de entrada; (a) padrio I e III (b) Padrio II;

(c) padrdes que nio representam pontos significativos.

Z PADRAO II
L

)

h
4_ _NAQ CONTEM____
PONTO SIONIFICATIVO

PADROESI e HI

-10 -3 it 5 10
u

Figura 5.8: Codificagio da saida.
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A equagdo anterior difere da equagio 2.4, pela introducio do termo de momento!

[RM86].

Entao, a cada passo de treinamento, um padrdo k é apresentado & entrada da
rede e caso o resultado (saida desejada - safda real) ultrapasse um limiar aceit4vel (limiar de

treinamento), os pesos sdo corrigidos para o padrao k.

5.3.5 Exemplo de Aplicacao

O exemplo ilustrado a seguir tem por objetivo mostrar a eficiéncia do método de
extragdo de pontos significativo, assim como, comparar os resultados obtidos via processa-

mento numérico e simbdlico aos pontos extraidos por um especialista.

A figura 5.9(a) traz a curva original com os pontos significativos obtidos pelo co-
nhecimento do especialista. B importante salientar que este conjunto de pontos significativos
representa o conjunto ideal, uma vez que a curva original é obtida pelo processo inverso,
ou seja, o especialista determina um conjunto de pontos ndo redundantes, com base no co-
nhecimento do método de interpolagio INNL, e obtém a curva original pela interpolacgio do
conjunto de pontos escolhido. Portanto, para se obter uma curva interpolada com o minimo

de erro possivel o método deve buscar um conjunto o mais préximo do ideal (figura 5.9(a)).

Para os dois casos (simbdlico e nrumérico) as entradas sio dadas pelos pares (z,y)
da curva original. Através de uma grade sobreposta & curva original e com espagamento hori-
zontal e vertical iguais a 10, aplica-se um algoritmo de seqilenciamento dos pontos, utilizando
o critério de busca por vizinhaga [GW87]. Deve-se salientar que este tratamento nio tem
por finalidade ordenar os pontos de forma restritiva (estritamente crescente por exemplo),
mas apenas dar uma ordem para que estes sejam apresentados & rede. Conseqiientemente,

obtém-se um conjunto de pares ordenados
($k,yk) k=1,"',N

onde N € funcdo da grade (X xY') definida para o seqiienciamento. Portanto, cada seqiiéncia

de entrada (z;,y;) (j=i—3,---,i+ 1) é obtida fazendo-se i variar de 4 a N ~ 1.

A figura 5.9(b) mostra o resultado da extragio dos pontos significativos via pro-
cessamento simolico e a curva interpolada pelo método INNL, e 5.9(c) traz a comparacdo com

os dados do especialista. O resultado da interpolagio dos pontos significativos obtidos pelo

YA introducio deste fator visa, fundamentalmente, evitar os efeitos oscilatérios, filtrando as variagbes de
alta freqiiéncia da superficie de erro.
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método numérico estd ilustrado em 5.9(d). E 5.9(e) traz a compara¢io com a curva original
e conjunto de pontos de especialista. Verifica-se que os conjuntos de pontos extraidos pelos
métodos simbdlico e numérico sao idénticos e bastante préximos do conjunto obtido pelo

especialista.
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Figura 5.9: (2) Curva original; (b) curva interpolada pelo método INNL e pontos significativos
definidos por SNCD; (c) sobreposi¢ao da curva original (a) € curva interpolada (b). (d) curva
interpolada e pontos significativos extraidos pela rede numérica. (e) comparacao do resultado

das curvas original (a) e interpolada (d).
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Capitulo 6

Analise de Resultados

6.1 Introducao

Este capitulo consiste dos resultados de simulacdes obtidos nas etapas de inter-
polagdo e extragdo de pontos significativos que definem este trabalho. A secdo 6.2 traz os
resultados da etapa de interpolagao e a se¢io 6.3 mostra os resultados do processo de extracao

de pontos significativos.

Com o objetivo de comprovar a eficiéncia do método de interpolacio INNL, a
se¢ao 6.2.1 apresenta uma comparagio dos resultados da interpolagio pelo método proposto
por Uchino ef al. [UYY90], com os resultados obtidos pelo método INNL. A secao 6.2.2
compara ¢ método INNL com os métodos tradicionais de interpolagio por partes - splines

ciibicos e polindmios cibicos.

A segunda parte, descrita na se¢io 6.3, traz a comparacio dos resultados encon-
trados pelas duas solugbes propostas para a extragao de pontos significativos - solugio via
rede simbélica e solugio via rede numérica. A secio 6.3.1 compara os conjuntos de pontos
significativos obtidos pelos dois métodos, para diferentes grades. Nesta secdo sio testadas

grades retangulares (valores diferentes nos eixos horizontal X e vertical Y).

Tendo em vista a comprovagio do método de extragao de pontos significativos, a
secao 6.3.2 mostra os conjuntos de pontos extraidos de uma curva pelos métodos simbélico
e numérico e comparados a um conjunto ideal. O conceito de ideal, neste caso, representa
o melhor conjunto de pontos de forma a se obter uma curva interpolada exatamente igual 3

curva original.
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6.2 Interpolacao

6.2.1 Comparagao dos Métodos de Interpolacio INL e INNL

O principal objetivo desta secio é demonstrar a maior eficiéncia do método de
Interpolagdo Nebulosa Niao Linear, proposto neste trabalho, em relagdo a0 método INL que

utiliza regras lineares para a interpolacio.

A figura 6.1(a) traz a funcio y interpolada por INL, para pontos igualmente
espagados com A = 1, comparada com a fun¢do original f(z) = 2% e 6.2(a) mostra a in-
terpolagdo g obtida pelo método INNL. A tabela 6.1 ilustra os erros cometidos pelos dois
métodos. Neste caso, obtém-se melhores resultados utilizando-se o método INNL, tanto em

relagdo ao erro medio quanto ao erro maximo.

Método de Funcao Erro Médio % | Erro Méximo %
Interpolagao Original
INL f(z) =2* 0.7 2.07
INNL flz) = =3 0.09 0.3
INL flz) =24 2.09 7.66
INNL f(z)=z* 0.36 1.54
INL f(2) = 1/(1 + %) 2.82 16
INNL flz) = z° 0.75 6.68

Tabela 6.1: Erro de interpolacéo.

Um outro resultado comprovado, conforme visto na secao 4.3.2, é uma maior
suavidade da curva interpolada. Ao contririo dos saltos na derivada y da curva obtida por
INL (ver fig. 6.1(b)), a derivada ¢’ da curva interpolada por INNL é continua, como mostra
a figura 6.2(b).

Resultados semelhantes sdo encontrados para a fungdo f(z) = 2%, com espaca-
mento A = 1. A figura 6.3(a) traz o resultado da interpolagdo por regras lineares INL.
Novamente, além de menores erros de interpolagao (ver tabela 6.1), a descontinuidade da

primeira derivada é eliminada como mostram as figuras 6.3(b) e 6.4(b).

Uma nova simulagio é feita para o caso de pontos nao igualmente espagados, com
funcdo original dada por f(z) = 1/(1 + z?). As figuras 6.5 e 6.6 comparam os resultados

encontrados para os métodos INL e INNL com erros médio e miximo dados na tabela 6.1. A
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andlise comparativa do erro e das derivadas, dadas nas figuras 6.5(b) e 6.6(b), demonstram

a eficiéncia do método INNL também para as situacoes de pontos nio igualmente espacados.
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; :
—e0 " . i . . . “10
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 1 ¢ 1 2 3 4
(a) (b)

Figura 6.1: (a) Fungdo original f(z) = 2® e fungao interpolada y pelo método INL. (b)

Derivada f'(z) = 322 e a derivada ¢ da funcdo interpolada.
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Figura 6.2: (a) Fungdo original f(z) = z® e funcdo interpolada g pelo método INNL. (b)

Derivada f’(m)r = 32% e a derivada g’ da funcio interpolada.
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Figura 6.3: (a) Fungdo original f(:r) = z* e fungdo interpolada y pelo método INL. (b)

Derivada f'(2) = 423 e a derivada v da funcio interpolada.
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Figura 6.4: (a) Func¢io original f(.r) = z* e fungdo interpolada g pelo método INNT. (b)
Derivada f'(z) = 42° e a derivada g da funcio interpolada.
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Figura 6.5: (a) Funcio original f(z) = 1/(1 4 #?) e fun¢io interpolada y pelo método INL.
(b) Derivada f'(z) e a derivada ' da funcdo interpolada.
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Figura 6.6: (a) Fungio original f(z) = 1/(1+2%) e fungdo interpolada g pelo método INNL.
(b) Derivada f'(2) e a derivada g da funcio interpolada.
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6.2.2 Comparagao do Método INNL com os Métodos Tradicionais de In-

terpolagaco por Partes

Nesta se¢do, os resultados para o método INNL seriio apresentados, a nivel de pre-
cisdo e suavidade da curva interpolada, e comparados aos obtidos pelos métodos tradicionais

de interpola¢do por partes - splines cibicos e polindmios ciibicos por partes.

A tabela 6.2 traz os erros cometidos ao se interpolarem funcées diversas pelos
métodos tradicionajs. Estes erros sio comparados ao erro resultante da interpolagido por
INNL. Verifica-se que, na maioria dos casos, tanto o erro médio quanto o méximo estio
bastante préximos para os trés métodos. Através da andlise da tabela 6.2, nota-se que o
método INNL apresentou melhores resultados que a interpolacio por splines para os casos
das fungdes 1/(1 + 2*), seno, cosseno, seno hiperbélico e cosseno hiperbélico. Para as funcdes

sigmoide e tangente hiperbdlica, os métodos tradicionais se mostraram mais eficientes.

A figura 6.7 ilustra a interpolagio da fungio 1/(1 + z?) por splines cibicos
(fig. 6.7(2)) e pelo método INNL (fig. 6.7(b)). Conforme a tabela 6.2, 0s pontos estio igual-

mente espacados com A = 2.

fx} = 17{1fx*x] ——
gix)
pts. griginais e

LX)} = 1/(l+x*x} ——
=53 {x)
pts. originats ¢

(2) (b)

Figura 6.7: (a) Fungdo original f(z) = 1/(1 + z?) e fungdo interpolada pela spline cibica
s3(). (b) Funcéo original f(z) = 1/(1 + 2?) e funcdo interpolada ¢ pelo método INNL.



Método Funcao Intervalo de | Delta(A) | Erro Médio | Erro Maximo
Interpolacio % %
INNL 2.28 14.82
SPLINE | 1/(1 + 29) [-8,8] 2 3.4 19.19
CUBICA 2.02 16.15
INNL 0.49 2.42
SPLINE | 1/(1+e72) [-8,8] 2 0.29 0.15
CUBICA 0.38 2.42
INNL 1.74 12.60
SPLINE | tanh(z) [-10,10] 2 1.42 9.78
CUBICA 1.45 11.70
INNL 1.75 15.65
SPLINE | sinh(z) [-10,10] 2 1.98 14.0
CUBICA 1.22 11.93
INNL 3.5 31.31
SPLINE | cosh(z) [-10,10] 2 3.95 28.01
CUBICA 2.44 23.87
INNL 1.60 2.87
SPLINE sin(z) | [-77/2,77/2] ™ 1.60 8.73
CUBICA 0.45 1
INNL 1.60 2.87
SPLINE cos{z) [—47, 47] T 1.50 8.73
CUBICA 0.46 1

160

Tabela 6.2: Erro da interpolagdo dada por INNL, polinomios splines ciibicos e polindmios

ciithicos por partes
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Os erros de interpolagdo resultantes da aplicacdo dos métodos spline cibicos e

INNL, estao ilustrados nas figuras 6.8(a) e 6.8(b), respectivamente.
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(b)

Figura 6.8: (a) Erro: (f(z) — s3(z)). (b) Erro: (f(z) ~ g(2)).

As figuras 6.9(a) e 6.9(b) comparam as derivadas s, e ¢’ com a derivada f(z)da

funcdo original f(z) = 1/(1 + z?).
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Figura 6.9: (a) Derivada f'(z) da funcio original e a derivada s5(z) da fungdo spline in-
terpolada. (b) Derivada f'(z) da fungdo original e a derivada ¢’ da funcio interpolada por
INNL.
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De forma similar & comparagio anterior, os resultados da interpolacio pelos
métodos polinémios ciibicos por partes e INNL estdo ilustrados na figura 6.10, com erro

de interpolagdo dado em 6.11.
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Figura 6.10: (a) Fungdo original f(z) = 1/(1+4z?) e funcéo interpolada pelo polinémio pa(z).
(b) Fungdo original f(z) = 1/(1 + z?) e fungdo interpolada ¢ pelo método INNL.
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Figura 6.11: (a) Erro: (f(z) — pa(z)). (b) Erro: (f(z) - g(z)).
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6.3 Extracao de Pontos Significativos

6.3.1 Definicao dos Pontos Significativos para Grades Retangulares

Esta se¢io objetiva o teste comparativo dos dois métodos para extragio de pontos
significativos (simbélico e numérico), para grades retangulares. Isto é necessirio para se
avaliar, principalmente, a capacidade de abstragio da rede numérica, tendo em vista que as
situagdes treinadas foram sempre de grades quadradas (10 x 10), ou seja, ingulos de mudanga

de direcio maultiplos de 45°.

A figura 6.12 mostra o resultado do processo de extragio de pontos significativos
e interpolago da curva a partir destes pontos, para uma grade X = 10e Y = 15. A curva
original 6.12(a) é redefinida para uma nova seqiiéncia de pontos, através da grade X x Y,
conforme mostra a figura 6.12(b). Comeo descrito na segiio 5.3.5, as seqiiéncias de entrada das
redes (simbdlica ou numérica) sdo formadas por cinco pontos adjacentes, obtidos da seqiiéncia
ilustrada em 6.12(b). Neste caso, os pontos significativos extraidos para os dois sistemas s3o
idénticos (ver fig. 6.12(c)). A interpolagdo da curva pele método INNL, a partir dos pontos

significativos, é comparada em 6.12(d), & curva curva original.

A tabela 6.3 ilustra o resultado do processo de extragdo de pontos significativos
da curva original dada em 6.12(a), para diferentes grades X x Y. Esta tabela traz apenas
situagoes onde os resultados obtidos pelos dois métodos sio idénticos. Alguns casos onde isto

nao ocorre sao mostrados na tabela 6.4.

A figura 6.13 representa a seqiiéncia para uma grade 10 x 20, dada na tabela 6.4.
A parte em destaque ilustra a i-ésima seqiiéncia de cinco pontos de entrada. Verifica-se que
a rede simbdlica (fig. 6.13(a)) reconhece esta seqgiiéncia como um padrio do tipo I definido
na se¢do 5.1 (fig. 5.1), onde o ponto indicado pela seta representa o ponto significativo. J4
para a rede numérica nenhum ponto significativo é detectado, ou seja, o padréo é classificado

como tendo auséncia de ponto significativo, conforme mostra a figura 6.13(b).
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Figura 6.12: (a) Curva original; (b) Seqiienciamento dos pontos através da grade 10 x 15

(¢) Curva interpolada a partir dos pontos significativos (d) Comparagao da curva original e
curva interpolada.
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Método Grade | Numero de Pontos | Erro Médio | Erro Maximo
(X xY) Significativos % %
Simb = Num | 10x 15 14 0.55 2.73
Simb = Num | 5x 10 21 1.14 4.56
Simb = Num | 10x 5 23 1.40 12.33
Simb = Num | 40 x 10 12 3.80 15
Simb = Num | 15 x 10 13 4.08 32.42
Simb = Num | 10 x 30 17 4.11 22.64
Simb = Num | 10 x 40 15 6.42 33.33

Tabela 6.3: Resultados idénticos dos métodos simbélico e numérico para a figura 6.12

Método Grade | Numero de Pontos | Erro Médio | Erro Maximo
(X xY) Significativos % %
Simbolico | 10 x 20 18 2.03 19.63
Numérico | 17 2.10 19.63
Simbélico | 25 x 10 15 2.56 17.35
Numérico 14 2.69 17.35
Simbélico | 10 x 25 16 2,78 13.69
Numérico 15 3.16 18.26
Simbdlico | 30 x 10 14 3.95 14.15
Numérico 13 3.98 14.61

Tabela 6.4: Resultados diferentes dos métodos simbélico e numérico para a figura 6.12
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Figura 6.13: (a) Resultado da extragio pela rede simbélica e interpolagdo, com destaque para
a i-ésima seqiiéncia que apresenta ponto significativo. Grade 10 x 20. (b) Extragdo pela rede
numeérica, para grade 10 x 20 e interpolagao. A seqiiéncia em destaque ndo apresenta ponto

significativo.
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A figura 6.14 mostra o processo de extragao de pontos significativos para a grade
retangular 15 X 10, com resultados idénticos para os dois métodos. Novamente, a interpolacio
passando pelos pontos significativos extraidos (ver fig. 6.14(c)) é comparada, em 6.14(d), &

curva original.

A tabela 6.5 traz os resultados do processo de extracio (nimero de pontos) e
interpolagdo (erro de interpolagdo) da curva dada na figura 6.14(a). Diferentes grades sio

testadas e os resultados sio idénticos.

Uma dltima simulagdo é feita para a curva original ilustrada na figura 6.15(a).
As tabelas 6.6 e 6.7 trazem os resultados idénticos e diferentes, respectivamente, para os dois

métodos de extragdo de pontos significativos.
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Figura 6.14: (a) Curva original; (b) Seqiienciamento dos pontos através da grade 15 x 10
(c) Curva interpolada a partir dos pontos significativos (d) Comparagéo da curva original e

curva interpolada.



Método Grade | Numero de Pontos | Erro Médio | Erro Maximo
(X xY) Significativos % %
Simb = Num | 15 x 10 21 0.80 7.57
Simb = Num | 10x5 37 1.47 6.06
Simmb = Num | 5x 10 24 2.67 7.57
Simb = Num | 20 x 10 23 3.37 18.18
Simb = Num | 15 x 20 19 3.66 14.39
Simb = Num | 10x 15 16 4,15 23.48
Simb = Num | 20 x 15 15 4.48 17.42
Simb = Num | 10 x 20 15 5.59 22.72
Simb = Num | 10x 25 17 6.69 22.72
Simb = Num | 10 x 40 10 10.91 49.24

Tabela 6.5: Resultados idénticos dos métodos simbélico e numérico para a figura 6.14
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Método Grade | Numero de Pontos | Erro Médio | Erro Maximo
(X xY) Significativos % %
Simb = Num | 15 x 20 17 0.39 2.31
Simb = Num | 5 x 10 31 0.87 16.56
Simb = Num | 10x5 33 1.07 14.5
Simb = Num | 15x 10 26 1.13 3.64
Simb = Num | 10x 15 27 1.31 6.62
Simb = Num | 20 x 15 23 1.83 15.43
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Tabela 6.6: Resultados idénticos dos métodos simbélico e numérico para a figura 6.15

Metodo Grade | Numero de Pontos | Erro Médio | Erro Maximo
(X xY) Significativos % %
Simbélico | 25 x 10 19 2.55 21.52
Numérico 18 2.55 21.80
Simbélico { 30 x 10 17 3.41 38.74
Numérico 16 3.61 38.74
Simbélico | 10 x 25 19 3.62 15.89
Numérico 16 3.96 17.22
Simbdlico | 10 x 30 21 3.9 14.23
Numérico 19 3.96 14.23

Tabela 6.7: Resultados diferentes dos métodos simbélico e numérico para a figura 6.15
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Figura 6.15: (a) Curva original; (b) Seqiienciamento dos pontos através da grade 15 x 20
(c) Curva interpolada a partir dos pontos significativos (d) Comparagio da curva original e

curva interpolada.
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Figura 6.16: padréao do tipo I generalizado

Através da andlise das tabelas 6.4 e 6.7, verifica-se que a rede numérica deixa
de reconhecer algumas seqiiéncias de entrada (cinco pontos subsegiientes), como padroes de
pontos significativos. Isto se observa visto que, em todos os casos, o nimero de pontos
significativos extraidos pela rede numérica é menor. Conforme mostrado na fig. 6.13, nota-se
que a rede numérica é, neste caso, incapaz de reconhecer padrées do tipo I. A figura 6.16
traz uma representagao mais geral deste tipo de padrao, decorrente da utilizagdo de grades
retangulares. A seqiiéncia em destaque na figura 6.13 representa uma rotacao do padrio

ilustrado em 6.16 no sentido horériol.

O fato de se obterem resultados diferentes para os padrées do tipo I pode ser
entendido pela dificuldade de se treinarem situagdes de posicdo irrelevante em redes neurais
artificiais. Estas situagGes exigem uma maior capacidade de abstragao por parte da rede. Esta
exigéncia se deve porque, além das diferengas de dngulos entre as situagdes treinadas e testa-
das, existe um grau de liberdade extra provocado pela posigdo irrelevante. A rede simbélica,
por sua vez, nao enfrenta este tipo de problema pois utiliza informagoes referentes apenas ao
sinal das mudanca de direcao (positiva, negativa ou nula) e as posi¢des irrelevantes nio sio
testadas. Em todos os casos exemplificados nas tabelas 6.4 ¢ 6.7, os erros da interpolagio
gue passa pelos pontos obtidos pela rede simbdlica sdo menores. Deste modo, demonstra-se
a maior eficiéncia da rede simbdélica no processo de extragdo de pontos significativos, quando

se utilizam grades retangulares.

Um outro resultado a ser observado é a dependéncia da interpolagdo em relacio
& escolha da grade. As tabelas de 6.3 a 6.7 mostram que pequenas mudancas nos valores das
grades podem provocar grandes alteragfes, tanto no ndmero de pontos extraidos como nos
erros de interpolagio. Isto, porque as alteragdes na seqiiéncia dos pontos definidos pela grade
podem resultar em seqiiéncias de entrada diferentes. Um exemplo destas diferencas pode ser

observado na comparacao das figuras 6.12 e 6.13.

10s efeitos de rotagio nio alteram os resultados na saida das redes, visto que, tanto ne caso simbélico
gquanto no numérico, analisam-se apenas as mudancas de diregoes.
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6.3.2 Comparagéo do Conjunto de Pontos Extraidos pelos Métodos Sim-

bélico e Numérico com um Conjunto de Pontos Ideal

Nesta secdo serdo mostrados os resultados dos processos de extracao de pontos
significativos para grades quadradas (10 x 10). Estes resultados serio comparados aos resul-
tados obtidos por um sistema ideal de extracio de pontos significativos. Este sistema, que
define um conjunto de pontos para o qual a curva interpolada é igual & curva original, opera

do seguinte modo:

¢ Define-se um conjunto P de pontos {z,y) quaisquer como sendo o conjunto de dados

de entrada para o sistema de interpolagio INNL.

e Obtém-se entdo, uma curva interpolada fechada passando pelos pares de coordenadas

definidos por P.

e Esta curva interpolada passa a representar a curva original e o conjunto de pontos
P define o conjunto ideal de pontos de modo a se obter, na etapa de interpolacio,

exatamente a curva original.

Um outro resultado a ser apresentado é a capacidade de compressao dos sistemas
de extracdo de pontos significativos. A relagdo nimero de pontos extraidos em relagio &
quantidade total de pontos da curva original é comparada com a capacidade do sistema ideal

de extracdo de pontos.

A figura 6.17(a) representa a curva original, onde os pontos assinalados (marcados
por x) indicam os pontos pertencentes ao conjunto ideal P. A interpolagdo passando pelos
pontos significativos obtidos pela rede simbélica é mostrado em 6.17(b), e comparada, em
6.17(¢c), & curva original. A figura 6.17(d) traz o resultado da extracio dos pontos pela rede
numeérica e interpolagio da curva fechada. Em 6.17(e), o resultado anterior é comparadoc &

curva original.

Da mesma forma descrita anteriormente, as figuras 6.18 e 6.19 trazem, para dife-
rentes curvas, os resultados dos processos de extragio e interpolacio, comparados aos resul-

tados obtidos pelo sistema ideal.
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Figura 6.17: (a) Curva original; (b) curva interpolada e pontos significativos definidos por

SNCD; (c) Comparagio das curvas original e interpolada (d) curva interpolada e pontos

significativos extraidos pela rede numérica. (e) comparagdo das curvas original e interpolada
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Figura 6.18: (a) Curva original; (b) curva interpolada e pontos significativos definidos por
SNCD; (c) Comparagao das curvas original e interpolada (d) curva interpolada e pontos

significativos extraidos pela rede numérica. () comparagio das curvas original e interpolada
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Figura 6.19: (a) Curva original; (b) curva interpolada e pontos significativos definidos por
SNCD; (cj Comparagao das curvas original e interpolada (d) curva interpolada e pontos

significativos extraidos pela rede numérica. (e) comparagdo das curvas original e interpolada
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A capacidade de compressio, que varia no intervalo [0, 1], é definida do seguinte

modo:
n — ns s
=1~ =,

i I

cCc =

onde n define o total de pontos da curva original e ns determina o niimero de pontos signi-
ficativos obtidos. A tabela 6.8 ilustra os valores dos erros e capacidade de compressio para

as figuras 6.17,6.18 ¢ 6.19.

Método | Curva Grade Tot. de Capacidade de Erro Erro
(X xY) | Pts. Signf. Compressio Médio % | Maximo %

Ideal 11 1 —-11/859 = 0.987 0 0
Simb. | fig. 6.17 | 10 x 10 14 1—14/859 = 0.983 0.70 4.09
Num. 14 1-14/859 = 0.983 0.70 4.09
Ideal 12 1-12/914 = 0.986 0 0
Simb. | fig. 6.18 ] 10x 10 18 1-—18/914 = 0.980 0.51 3.82
Num. 18 1-18/914 = 0.980 0.51 3.82
Ideal 14 1-14/1174 = 0.988 0 0
Simb. | fig. 6.19 | 10 x 10 22 1-22/1174 = 0.981 0.79 3.03
Num. 22 1-22/1174 = 0.981 .79 3.03

Tabela 6.8: Resultados com rela¢io & capacidade de compressio cc.

A analise da tabela anterior comprova os resultados idénticos dos métodos sim-
bélico e numérico para a situagio de treinamento (grade quadrada com angulos miltiplos de
45°}.

Outro resultado importante refere-se i étima capacidade de compressio dos dois
métodos. Verifica-se que o total de pontos extraidos é bastante préximo do nimero minimo
(conjunto ideal) de pontos, necessarios para se obter uma interpolacio perfeita; e este total

representa uma parte muito pequena comparada ao total de pontos da curva original.

Um dltimo fato a ser salientado € a comprovagio da eficiéncia do método INNL na
interpolagdo de curvas fechadas. Isto pode ser observado, uma vez que, todos os resultados de
interpolagao das curvas na se¢do 6.3 foram obtidos pela alteracio do método INNL proposta

na secao 4.5.
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Capitulo 7

Conclusao

O problema de se representar um sistema de entrada-saida por meio de uma
base de dados pode tornar-se intratdvel, dependendo da dimensio desta base e dos recursos
disponiveis. Neste sentido, a idéia de se implementar um sistema capaz de comprimir e
posteriormente recuperar, com um erro pequeno, os dados de uma curva plana por exemplo,

se apresenta como uma solucio bastante interessante.

A utilizacdo da teoria de redes neurais e légica nebulosa, cujos fundamentos
bésicos foram descritos no capitulo 2, possibilitou a realizacio do processo de COmMpressao
através da extragdo dos pontos significativos e a simplificacio do método de interpolacio,

utilizado na etapa de descompressao.

Em contrapartida & complexidade de alguns métodos tradicionais de interpolagio,
como visto no capitulo 3, a estruturacio, por meio de regras nebulosas, do método proposto
permitiu a obten¢ao de um algoritmo de interpolagao mais simples, sem que isto representasse
menor precisio. A modificagio do algoritmo original INL através da introdugdo da nio
linearidade garantiu uma major suavidade da curva interpolada. A prova da necessidade
de fungdes de pertinéncia néo lineares, mostrada no teorema 4.3.1, foi ilustrada por meijo
de simulacOes, onde os saltos na derivada das curva interpolada foram eliminados sem a
necessidade de se recorrer aos dados da curva original. A outra alteragdo proposta permitin

a aplicagdo do método INNL 3 interpolagio de curvas genéricas.

Comprovada a eficiéncia do método de interpolagio INNL, a outra etapa do traba-
lho consistiu em se definir um sistema de determinacio de pontos significativos de uma curva
plana, de modo que esta curva pudesse ser recuperada através da interpolagio passando por

estes pontos. ApGs serem definidas as classes de padrdes que representavam os pontos signi-
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ficativos, foram propostas duas solug¢des para o processo de extragio destes pontos. Tanto o
modelo para processamento simbélico quanto o de processamento numérico receberam, como
entrada, uma seqiiéncia de pontos obtida pela sobreposicdo de uma grade (X x Y) & curva
original. A situagdo de treinamento da rede numérica consistiu de combinagdes de angulos de
variagdo de diregio nas seqliéncias de entrada, decorrentes da aplicagio de grades {10 x 10).
Verificou-se um comportamento idéntico para os dois sitemas nos casos das grades quadradas
(X =Y). Observou-se ainda que a rede simbdlica apresentou melhores resultados para os

casos ndo treinados, ou seja, grades retangulares.

Finalmente, comprovou-se a excelente capacidade de compressio dos métodos
comparando-os aos resultados obtidos por um sistema ideal, onde um conjunto mfimo de

pontos leva 3 interpolacio com erro nulo.

Dentro da linha de pesquisa deste trabalho, sio sugeridas como desenvolvimentos

futuros as seguintes propostas:

e Realizar novas alteragbes que garantam a continuidade da segunda derivada da curva

interpolada.

o Generalizar as bases de regras do método de interpolagio e o processo de extragdo dos

pontos significativos para aplicagdes em espagos N-dimensionais.

e Modificar o processo de extracdo de pontos significativos de forma que seja feita uma
analise global, ao contrério da andlise local feita para as seqiiéncias de cinco pontos que
definem os padrdes de pontos significativos. Esta anélise global poderia ser realizada,
tendo como base o conhecimento do especialista que determinou a implementacio do

sistema ideal de extra¢io de pontos significativos.

¢ Finalmente, aplicar 0 método de compressdo e descompressio para problemas de re-

conhecimento de padroes.
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