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Resumo

O presente trabalho tem como principal objetivo viabilizar o reconhecimento de compor-
tamentos dinamicos de sistemas que apresentam estados descontinuos, usando-se ferramentas
bem conhecidas que sao os Mapas de Poincaré, os Diagramas de Bifurcacao e os Expoentes
de Lyapunov. Com este intuito, adota-se o modelo de um mddulo robdtico constituido de um

péndulo invertido com restri¢oes no espaco de trabalho.

Por ser basicamente de carater computacional, destacam-se os aspectos computacionais
envolvidos e as dificuldades encontradas na utilizacao de tais ferramentas da forma tradicional
usando-se o Simulink/Matlab, e que estas dificuldades podem ser superadas com a utilizagao

da linguagem de programacao C** para a criacao de blocos no Simulink.

Descrevem-se duas novas técnicas para construcao de Mapas de Poincaré, usando a
recorréncia no tempo e a recorréncia na propria variavel e as implementacoes computacionais
feitas para possibilitar a obtencao dos Diagramas de Bifurcacao e os Expoentes de Lyapunov

usando este pacote de simulacao.
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Abstract

The present work has as main objective to make possible the recognition of dynamic
behaviors of systems that present discontinuous states, using the Poincaré Maps, Bifurcation
Diagrams and Lyapunov Exponents, witch are known tools. With this intention, the model
of a robotic module constituted of an inverted pendulum with restrictions in the work space

is adopted.

Due to its computational character, the computational aspects involved and the dif-
ficulties found in the use of such tools in the traditional way within Simulink/Matlab are
evidenced, and it is shown that these difficulties can be overcome with the use of the pro-

gramming language C'** for the creation of blocks in the Simulink.

Two new techniques are described for Poincaré Maps construction: using the time
recurrence and the own variable recurrence, and the computational implementations done to
make possible the Bifurcation Diagrams and the Lyapunov Exponents obtaining using this

simulation package.
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Introducao

Desde a descoberta e divulgacao da existéncia de solucoes nao peridédicas em equagoes
diferenciais (Lorenz, 1963) e da comprovagao da existéncia de comportamentos cadticos em
sistemas dinamicos continuos de ordem trés ou superior, inumeros foram os estudos feitos no
sentido de identificar este fendmeno nas mais diversas dreas do conhecimento cientifico, tais
como astronomia, biologia, quimica, matematica, medicina, fisica e até mesmo em ciéncias
sociais. Em uma grande parte destes estudos conseguiu-se constatar sua presenca, tendo
sido muitas vezes interpretado, equivocadamente, como sendo ruido inserido no sistema em

questao.

A certeza da existéncia do caos e a constatacdo de sua presenca em sistemas consi-
derados aparentemente bem simples certamente influenciou e até mesmo mudou os rumos
de diversos trabalhos de pesquisa. Nestas tltimas duas décadas muitos foram os trabalhos

publicados mostrando formas de identificd-lo nos mais diversos tipos de sistemas.

Uma area em que os efeitos do caos tém sido bastante explorados é a robédtica. Ela esta
hoje, sem duvida alguma, cada vez mais presente em atividades antes apenas realizadas pelo
homem. Os robos deixaram de ser exclusividade das fabricas e passaram a fazer parte de
outros ambientes, executando tarefas cada vez mais diversificadas, como limpar sistemas de ar
condicionado e oleodutos, desativar explosivos e executar operacoes em grandes profundidades
com um elevado grau de seguranca, e até mesmo realizar cirurgias com um nivel de precisao

impossivel de ser alcancado anteriormente.

O aumento da complexidade e a necessidade cada vez maior de precisao e repetibilidade

na execucao destas tarefas ampliaram muito os horizontes de pesquisa nesta drea, e muitos
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Introdugao

foram os trabalhos realizados com o intuito de buscar formas alternativas de operar e/ou
controlar tais dispositivos robéticos (veja Nogueira (1995), por exemplo). Este controle passa,
necessariamente, pelo estudo da dinamica de tais sistemas, evidenciando os possiveis tipos

de comportamento.

Apesar do enorme avanco nas possibilidades de emprego de sistemas roboticos nas
mais variadas areas do conhecimento humano, ainda sao bem poucos os trabalhos referentes
a aplicagoes destes sistemas sujeitos a restricoes em seu espaco de trabalho. Suponha, por
exemplo, um sistema robotico com a configuracao articulada sendo usado para fazer a limpeza
de uma determinada canalizacdo. O que poderia acontecer a este sistema se algum problema
afetasse o controle de alguma das juntas deste robo, quando sua parte terminal ja estivesse

no interior desta canalizacao?

A resposta para esta e outras perguntas exige um estudo detalhado do sistema, tarefa
esta praticamente impossivel de ser realizada analiticamente. Dai a primeira motivacao para
o estudo e desenvolvimento de ferramentas computacionais a serem utilizadas nestes tipos de
andlise. Com o intuito de possibilitar a maior abrangéncia possivel dos resultados obtidos,
optou-se por utilizar o pacote de simulacao Simulink do Matlab, de facil utilizacao, bastante
conhecido e de facil acesso para a comunidade cientifica. Para mostrar a eficiéncia das técnicas
computacionais de andlise desenvolvidas, procurou-se aplica-las inicialmente a sistemas cujos
modelos dinamicos sao conhecidos na area de sistemas nao lineares, e cujos comportamentos
sao definidos na literatura. E importante ressaltar que nao existem na atualidade ferramentas
gerais de andlise para o estudo de sistemas que apresentam descontinuidades nas varidveis
de estado e que, portanto, os resultados advindos da aplicacao destas técnicas desenvolvidas

em sistemas que apresentam tais caracteristicas sao inéditos.

O trabalho foi estruturado de tal forma que no Capitulo 1 sao mostradas as principais
estruturas roboticas existentes com o intuito de enfatizar a necessidade do desenvolvimen-
to destas técnicas face a complexidade dinamica presente em seus modelos, e apresenta-se
o desenvolvimento do modelo dinamico de um modulo robético constituido de um péndulo
invertido com restricoes em seu espaco de trabalho, o qual possui uma descontinuidade nos

estados e sera utilizado para o estudo das técnicas aqui apresentadas. O Capitulo 2 é dedi-

XXVi Reinaldo Gongalves Nogueira




Introducao

cado a mostrar as principais ferramentas usadas para identificar comportamentos dinamicos.
Devido a importancia dos aspectos computacionais no desenvolvimento do trabalho, dedica-
se o Capitulo 3 para apresentar o ambiente de simulacao utilizado e ressaltar os principais
problemas envolvidos nas simulacoes e decorrentes das simulacgoes digitais. O Capitulo 4
é dedicado ao detalhamento da obtencao dos Mapas de Poincaré através da técnica tra-
dicional e das novas técnicas propostas da recorréncia no tempo e recorréncia na préopria
variavel. O capitulo 5 mostra a utilidade dos Diagramas de Bifurcacao para a verificacao
de comportamentos dinamicos de sistemas em funcao de um determinado parametro e os
diagramas encontrados para sistemas com e sem descontinuidades e um sistema de quarta
ordem, evidenciando a aplicabilidade do método implementado. No Capitulo 6 detalha-se o
método implementado para determinacao dos expoentes de Lyapunov, e mostram-se os es-
pectros de Lyapunov obtidos para sistemas continuos e os progressos obtidos na tentativa de
obté-los para sistemas com descontinuidade. O Capitulo 7 destaca as principais contribuicoes
proporcionadas pelo presente desenvolvimento e algumas sugestoes para trabalhos futuros.
Finalmente, para facilitar o entendimento aos leitores, procurou-se colocar em anexo as prin-
cipais definicoes e teoremas usados na area de andlise de sistemas dinamicos, transcritas da
literatura especializada e de algumas teses que abordam o assunto, além do cédigo fonte de

um dos programas CMEX implementados para as simulacoes.
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Capitulo 1

Estruturas Robodticas

Neste capitulo mostram-se as estruturas roboticas mais conhecidas e utilizadas, fazendo-
se alguns comentarios sobre os modelos dinamicos de cada uma delas. O principal objetivo
deste capitulo é chamar a atencao para a complexidade dos modelos dinamicos destas es-
truturas, bem como evidenciar a importancia do estudo de seus comportamentos dinamicos,
visto serem todas elas susceptiveis a condigoes inadequadas de funcionamento, as quais po-
dem conduzir a regioes de operacao onde aparecam fenomenos indesejaveis, como é o caso do

Caos.

A classificagdo mostrada a seguir, a qual engloba a maioria dos manipuladores robdticos
existentes, tem como parametro as articulagoes existentes entre os elos responsaveis pelo
posicionamento do elemento terminal do manipulador (garra). Estas articulagdes podem ser
rotacionais ou prismaticas, caso o movimento relativo entre os elos adjacentes seja rotacional

ou linear, respectivamente.

Para aplicar as técnicas de andlise propostas, adotou-se um modulo robotico constituido
por um péndulo invertido com restricoes em seu espaco de trabalho, cujo modelo dinamico
deriva-se na secao 1.7. Este sistema, embora estruturalmente simples, apresenta compor-
tamentos dinamicos variados e que justificam sua utilizacao para estudo. As técnicas de
analise propostas e apresentadas no corpo do trabalho sao aplicdveis também para o estudo

de fenomenos no comportamento dinamico de sistemas mais complexos, considerando-se uma



Capitulo 1 Estruturas Robéticas

junta da estrutura perturbada periodicamente e as subsequentes paradas.

1.1 Configuracao Articulada

O manipulador do tipo articulado possui as articulacoes responsaveis pelo posiciona-
mento do tipo rotacional. Os modelos mais comuns sao os manipuladores do tipo ombro-
cotovelo, como o mostrado na figura 1.1, e os manipuladores do tipo paralelogramo, como o

mostrado na figura 1.2.

Figura 1.1: Manipulador robético com configuracao articulada do tipo cotovelo.

Na configuracao articulada os eixos de rotacao das juntas 2 e 3 sao paralelos, e estes
dois sao perpendiculares ao eixo da junta 1, como pode ser visto na figura 1.3. Uma grande
vantagem da configuracao paralelogramo é que o atuador da junta 3 localiza-se no elo 1,

diminuindo o peso a ser suportado pelos elos subseqiientes e, conseqiientemente, exigindo
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Secao 1.1 Configuracao Articulada

Figura 1.2: Manipulador robético com configuracao articulada do tipo paralelogramo.

204
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03 B v 2
I3
Antebraco

Figura 1.3: Estrutura de um manipulador de configuracao articulada.
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Capitulo 1 Estruturas Robéticas

menos poténcia dos motores que os acionam.

O modelo dinamico de um manipulador com a configuragao articulada pode ser visto
nas equacoes (1.1), (1.2) e (1.3) (Rivin, 1987),

To ={Io + (M2, + 1) cos® B, + maly[ly cos 1 + 21y cos(By + 65) cos ]+
+ (mal2, + 1) cos(6y + 62) Yo + 2{(my1%, + I)senb; cos B+
+ moly [l1senf cos 0 + lg.senby cos(0; + 0]+
+ (mal2, + Iy)sen (0, + ;) cos(6; + 62) }0oh, +
+ 2[malyly. cos Oysen (0 + 0y) + (mal3, + Ir)sen (0 + 0) cos(6; + 02)]9092 (1.1)

Ty =(myl2, + T) 4+ mal? + 2mylyly, cos 0y + myl2, + I,)0; +
+ (malylye cos Oy + myls, + 12)52 —{(m 2, + I,)senb; cos 0, +
+ my[l?senf cos 1 + l1lo.5enb; cos(6; + 0y)+
+ 2sen(f; + 65) cos(By + 0,)] + Losen (6 + 65) cos(f; + 65) 102+
+ (mglllgcsen%)ég + (2m2l1ZQCsen02)9192+
+ g{milyc cos B; + mslly cos Oy + lo. cos(6y + 65)]} (1.2)

TQ :(mglllgc COS 92 + mglgc + 12)51 + (mglgc + Ig)ég +
— {mo[lylsc cos Oysen (0 + 0s) + I5.sen(6; + 05) cos(0; + 05)]+
+ Lysen(6; + 05) cos(6y + 02)102 — (malylaesendy)0? + g[mals. cos(0; + 65)] (1.3)

onde T; sao os torques desenvolvidos pelos atuadores das juntas, m; sao as massas dos elos,
[; sao seus comprimentos, l;. localizam seus centros de massa e I; sao os momentos de inércia
de cada elo, considerando-se uma geometria simétrica em relagao aos eixos e distribuicao

uniforme de massa. Caso contrario, este modelo é bastante mais sofisticado.

Este modelo, por ser rotacional, apresenta um alto grau de nao linearidade, com produ-
tos de derivadas, termos em senos e cossenos e acoplamentos entre os elos que pode conduzir a
um histérico no tempo bastante complexo para os torques envolvidos. Estas nao linearidades

e acoplamentos podem ser substancialmente reduzidas, embora nao eliminadas, através do
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Secao 1.1 Configuracao Articulada

uso de contra-pesos ou da redistribuicao adequada da massa dos elos. Por exemplo, os termos
gravitacionais nao lineares podem ser atenuados fazendo-se l;. = l5. = 0. Nao é, entretanto,
uma tarefa muito simples de ser executada, uma vez que a massa da carga do manipulador

pode nao ser constante.

Quando a configuragao articulada possui uma estrutura em paralelogramo (1.4), suas

equagoes de movimento sao dadas por (1.4). Para este caso, pode-se ter o nimero de nao

Figura 1.4: Estrutura em paralelogramo de um manipulador de configuracao articulada.
linearidades bastante reduzido através da adocao de algumas medidas construtivas.

My =(mql3, + I, + msl2, + Iy + mal? 4+ mol?)6,+

+ (mglalse — mylylye — molyly) cos(6 — Hg)ég-i—

+ (mislalse — mylylye — molyly)sen(6; — 62)62+

+ (malic + malse + myly + mgly) gsent;

(1.4)

My =(milylse — malylye — molily) cos(0y — 0,)6,+

+ (mal2, + I + msl2 + myl2, + L +mol? + Io)fy+

— (mslylse — mylylye — molyly)sen(6; — Qg)éf—l—

+ (malae + msly — mylye — myly) gsenby
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Por exemplo, se por construcao faz-se mslals. — mqylils. — molily = 0, tem-se os acoplamen-
tos entre os eixos de coordenadas eliminados, bem como os termos ndo lineares (exceto os
gravitacionais). Se a massa da carga nao for considerada (my << my), chega-se a expressao
mglalse = mylily.. Tsto satisfeito e adicionando-se algum sistema para contrabalancar as
forcas de gravidade, vdrios termos nao lineares das equagoes (1.4) podem ser eliminados
(veja Fernandes (1997)).

Vé-se, portanto, que a estrutura em paralelogramo pode simplificar o controle, embora
este tipo de estrutura tenha como aspecto negativo a limitacao no espaco de trabalho devido

a interferéncia entre os diversos elos.

A figura 1.5 mostra o prototipo de um robo6 articulado que vem sendo projetado e
construido no Laboratério de Sistemas Roboticos da Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computacao da UNICAMP. Existe ainda em andamento no mesmo laboratério um trabalho

cuja meta é desenvolver uma versao paralelogramo para o mesmo manipulador.

Figura 1.5: Prot6tipo de um manipulador robético com configuracao articulada do tipo co-

tovelo.

6 Reinaldo Gongalves Nogueira
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1.2 Configuracao Esférica

Pertencem a esta classificacao os robos cujos eixos formam um sistema de coordenadas
polares. Apresentam as duas primeiras articulagoes rotativas e a terceira prismatica, sendo
os dois eixos de rotacao e o eixo de deslocamento linear mutuamente perpendiculares, como
mostrado na figura 1.6. Um manipulador industrial com esta configuracao pode ser visto na

figura 1.7.

204

Figura 1.6: Estrutura de um manipulador de configuracao esférica.

Este tipo de configuracao apresenta uma equacao dinamica altamente nao linear, onde
aparecem forcas de coriolis e centripetas. Isto faz do problema de controle uma tarefa com-
putacional dificil porque contém vérios termos nao lineares cujos efeitos tendem a provocar

desvios nos movimentos prescritos (Rivin, 1987).

1.3 Configuracao Scara

Também apresenta as duas primeiras juntas rotativas e a terceira prismatica, diferenciando-
se da configuracao anterior pelo fato de possuir os dois eixos de rotacao e o eixo de desloca-

mento linear paralelos, como representado na figura 1.8. O fato de também possuir juntas
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Figura 1.7: Manipulador robético com configuracao esférica.

rotativas faz com que seu modelo dinamico seja nao linear e, conseqiientemente, exige um

sistema de controle sofisticado. O manipulador da figura 1.9 apresenta esta estrutura.

201 o 2y
(o m
b L
| ds @
| 1
L, ’
STIT7

Figura 1.8: Estrutura de um manipulador de configuracao scara.

1.4 Configuracao Cilindrica

Possui a primeira junta rotativa e as duas seguintes prismaticas, cujos eixos formam

um sistema de coordenadas cilindricas, como mostrado na figura 1.10. O robo da figura 1.11

Reinaldo Gongalves Nogueira
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Figura 1.9: Manipulador robético com configuracao scara.

é cilindrico.
Seu modelo dinamico também apresenta algumas nao linearidades decorrentes da existéncia

de uma junta rotativa.

1.5 Configuracao Cartesiana

Apresenta as trés primeiras juntas prismaticas, cujos eixos sao coincidentes com o sis-
tema de coordenadas cartesianas, como pode ser visto na figura 1.12. Um exemplo pode ser

visto na figura 1.13.

Uma grande vantagem desta configuracao é o fato de apresentar um modelo dinamico

desacoplado, o que favorece o controle.

1.6 Configuracao Paralela

Robo cujos bracos possuem juntas prismética ou rotacionais concorrentes. Tem-se um

exemplo desta estrutura na figura 1.14 e o robo da figura 1.15 tem esta configuracao.
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Figura 1.10: Estrutura de um manipulador de configuracao cilindrica.

=0,
1210

Figura 1.11: Manipulador robético com configuracao cilindrica.
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Figura 1.12: Estrutura de um manipulador de configuracao cartesiana.

Figura 1.13: Manipulador robético com configuracao cartesiana.

Figura 1.14: Estrutura de um manipulador de configuracao paralela.
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Figura 1.15: Manipulador robético com configuragao paralela.

O fato de existirem diversos tipos de juntas concorrentes leva a um modelo dinamico
também bastante complexo e nao linear e, conseqiientemente, exige um sistema de controle
também mais complexo. Embora aumente a complexidade, esta configuracao é utilizada
quando se deseja dar ao sistema uma maior flexibilidade, obtida através da insercao de graus

de liberdade adicionais.

1.7 Modelo Dinamico do Modulo Robético Estudado

O objetivo deste trabalho foi estudar e desenvolver ferramentas computacionais para
auxiliar na andlise dinamica de sistemas nao lineares. Neste intuito, optou-se pela utilizacao
de um médulo robético que, apesar de ser bem simples (conforme mostra a figura 1.16), apre-
senta dois tipos distintos de nao linearidades: a primeira intrinseca do modelo matematico,

e a segunda decorrente da insercao dos obstaculos no seu espaco de trabalho.

O médulo robético representativo do tltimo elo de um robo com a configuracao articu-
lada e com restricoes em seu espaco de trabalho comporta-se como um péndulo invertido de
massa m e comprimento [, como mostrado na figura 1.17, e cujo modelo dinamico serd aqui

apresentado.
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o(t)

o & o
/’ ' <
Obstéaculo y
&
Obstéculo

Trajetéria do elo acionador
do eixo de rotacao

Figura 1.16: Médulo robético articulado.

Segundo as equagoes de Fuler-Lagrange (Spong e Vidyasagar, 1989), para sistemas nao
conservativos o torque resultante em cada junta de um robo constituido de elos rigidos e

cadeia cinemaética serial pode ser determinado pela equagao 1.5:

ddL dL
= —— - — 1.
T dtag  do (1.5)
onde L é o Lagrangeano dado pela equacao 1.6
L:Kt—Pt, (16)

sendo K, a energia cinética total e P, a energia potencial total deste sistema chamado robo.

1.7.1 Calculo da Energia Cinética Total

Considerando-se o fato de que trata-se de um elo delgado e com massa uniformemente
distribuida, a energia cinética total pode ser bem representada apenas pela sua componente

2

translacional, dada dela equacao K = §mv . Portanto, para se obter uma expressao para

esta energia total, é necessario o equacionamento para posigao e velocidade, como mostrado

a seguir.

v' Equagoes de posicao: Da figura 1.17, pode-se ver que:
x = lsen(f)
y = lcos(0)

Tese de Doutorado 13
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Obstaculos

7

H | / H
a )v (1)

p
Figura 1.17: Mdédulo robético com obstaculos.

v'  Equacoes de velocidade: Sendo a velocidade o resultado da derivada da posicao, tem-se

que:

i = lcos(6)d
j = —lsen(0)0

Portanto,

v? =i + 9% = Peos? (0)0% + (—1)%sen?(0)6° = 120°

v" Energia Cinética: Substituindo-se as expressoes anteriores na equacao da energia cinética,
tem-se o seguinte resultado:

K = iz (1.7)
2

1.7.2 Calculo da Energia Potencial Total

Usando a figura 1.17 como referéncia, pode-se facilmente determinar a energia potencial

como sendo:

P = mglcos(0) (1.8)
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1.7.3 Lagrangeano

O Lagrangeano é dado pela equagao 1.6. Substituindo os valores de K (1.7) e P (1.8),
tem-se

1 .
L= iml292 — mglcos(0) (1.9)

1.7.4 Calculo do Torque no Elo

O torque no elo, segundo Lagrange, é dado pela equacao 1.5. Mostra-se a seguir a

determinacao desta equacao.

T .
d—. = mi*0
db
i% = mi*0
dt do
Z—g = mglsen(6) (1.10)

Substituindo-se as equacoes 1.10, 1.10 e 1.10 na equacao 1.5, tem-se o torque resultante.

T = mi*6 — mglsen(6) (1.11)

Finalmente, considerando-se os efeitos do amortecimento viscoso, o torque de equilibrio

dinamico que deve ser fornecido pelo atuador da junta é determinado como:
T=u—af (1.12)

onde u é o torque de entrada do atuador e « é a constante de amortecimento viscoso do

sistema.

Igualando-se as equagoes 1.11 e 1.12, considerando u = fcos(wt), tem-se a equagao
dinamica do sistema:

7 = mi*0 — mglsen(0) = Beos(wt) — af
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ou, ainda,

ml?6 = mglsen(0) — af + Beos(wt) (1.13)

Reescalando tempo e comprimento de modo que os obstaculos sejam considerados a
uma unidade de distancia da posi¢ao de equilibrio vertical (instavel) do péndulo e que a
constante de tempo do péndulo seja a unidade, fazendo x1 = 0 e 25 = 0 e acrescentando-se
o efeito dos obstaculos, chega-se as equacgoes de estado (1.14):
= 2 quando |z |< 1

sen(x1) — awy + Beos(wt) (1.14)

To = — kpxo quando | x| =1

onde k, é o coeficiente de reposicao da velocidade apdés cada choque, o qual depende dos

materiais dos elementos que se chocam (Nogueira et al., 2000).

E importante ressaltar aqui mais uma vez, que o sistema estudado neste trabalho é nao
linear devido a duas caracteristicas. A primeira diz respeito ao termo sen(z), que aparece na
segunda equacao da sua representacao de estado. A segunda diz respeito a descontinuidade

da variavel de estado x5, que ocorre durante o impacto com os obstaculos.

Se a nao linearidade do sistema fosse somente devido ao termo sen(zi), ou seja, se
nao houvesse obstaculos, as técnicas de analise tradicionais poderiam até ser consideradas
suficientes. Entretanto, a descontinuidade da variavel x5 faz com que o modelo analisado
tenha propriedades que nao satisfazem a grande maioria das hipdteses assumidas para as
demonstracoes dos mais importantes teoremas e métodos de andlise que se conhece. Por
exemplo, a integracao da equacao variacional com aplicacao do método de ortonormalizacao
de Gram-Schmidt neste caso nao se aplica, inviabilizando a determinacao do espectro de

expoentes de Lyapunov e das dimensoes fractais.

Através da leitura do artigo Shaw e Rand (1989), pode-se notar as dificuldades encon-
tradas na andlise das secoes de Poincaré obtidas pelos métodos convencionais. Os autores
daquele artigo nao puderam concluir com certeza sobre a existéncia de regioes cadticas no sis-

tema, exatamente porque a secao de Poincaré obtida através dos programas para computacao

16 Reinaldo Gongalves Nogueira




Secao 1.7 Modelo Dinamico do Mdédulo Robdtico Estudado

digital disponiveis na época, e que ainda sao empregados atualmente por muitos pesquisa-
dores, nao é um plano, é na verdade um paralelepipedo de espessura muito pequena, porém

nao nula. Isto leva a graves imprecisoes principalmente em sistemas com descontinuidades.

E ainda importante observar que mesmo para pequenos deslocamentos (valores peque-
nos de x1), a linearizagao do termo sen(z;) (Shaw e Rand, 1989; Moore e Shaw, 1990; Lenci
e Rega, 1998) pode levar a comportamentos distintos entre o modelo real e o aproximado,

mesmo sendo o valor de sen(z1) bem préximo do valor de z; (Nogueira et al., 2001).

Outro aspecto importante a ser observado é a presenca da descontinuidade na variavel
o do sistema. Esta caracteristica leva a um sistema que nao atende as condicoes para
aplicacao de algumas das técnicas de identificacao de caos, como os expoentes de Lyapunov
e o método de Melnikov, por exemplo. Este assunto sera abordado com maior detalhamento

no capitulo 6.
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Capitulo 2
Caos: Como Identifica-lo

Existem hoje diversas técnicas empregadas na deteccao de dinamica cadtica nos mais
diversos tipos de sistemas. Além disto, cada sistema pode apresentar caracteristicas nao
lineares distintas, ou mesmo apresentar duas ou mais caracteristicas nao lineares distintas,
tais como backlash, relé, zona morta, fungoes transcendentais como por exemplo senos e

dut t idveis (22, z;x;, 2, 47) e d tinuidad t t Ist
cossenos, produtos entre varidveis (z7,z;x;, 2,25, ©7) e descontinuidades, entre outras. Isto
tem como conseqiiéncia o fato de que nem sempre uma técnica de identificacao pode ser
considerada a mais eficiente para todos os sistemas nao lineares. A seguir faz-se uma pequena

descricao das técnicas mais conhecidas e aplicadas.

2.1 Resposta no Tempo

Uma caracteristica classica dos sistemas cadticos é o fato de que possuem trajetorias
complexas totalmente imprevisiveis e que podem jamais voltar a um determinado ponto
anteriormente visitado. Isto teoricamente permite dizer que esta ferramenta de identificacao

mostra se o caos existe ou nao em determinado sistema.

Entretanto, para que conclusoes precipitadas nao sejam tiradas, alguns cuidados devem

ser tomados, dentre os quais:
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- A analise deve ser feita quando a resposta do sistema ja tiver atingido um conjunto limite,
ou seja, apds o sistema ter encontrado um atrator. Como existem sistemas que possuem
transitorios muito longos, deve-se prestar especial atengao para que eles sejam descartados,

sob pena da andlise conduzir a conclusoes equivocadas.

- Existem sistemas que podem apresentar solucoes periddicas de um ou mais periodos muito
longos, que em uma observacao descuidada, podem ser confundidos com respostas nao

periddicas. Nestes casos diz-se que o sistema ainda nao atingiu seu conjunto limite.

- Existem sistemas cujas solugoes sao quasi-periédicas que também podem gerar erros de
interpretacao na analise, principalmente quando se restringe a andlise a série temporal ou
ao espaco de estado do sistema. Isto pode ocorrer quando existem freqiiéncias de oscilagao
com relagoes irracionais entre si, geralmente ocasionadas por excitacao externa ao sistema

estudado.

As figuras 2.1, 2.2 e 2.3 mostram, respectivamente, exemplos de respostas no tempo
(série temporal) periédica, quasi-periddica e cadtica (Parker e Chua, 1989). As respostas
periddica e cadtica foram obtidas através da simulacao da equacao de Duffing mostrada em
(2.1). A resposta quasi-periddica foi obtida através da equacao de Van der Pol mostrada em
(2.2).

T =y

y = x—1a°—ey+ycos(wt) (2.1)
T =y
y = (1—2%)y—a+ Acos(wt) (2.2)

Nestes exemplos classicos observa-se com clareza a diferenca de comportamento qua-
litativo entre os trés casos. Entretanto, nem sempre isto é trivial e também pode-se notar
que a resposta no caso cadtico poderia ser de um sistema periodico perturbado com um
sinal aleatério (ruido). Isto pode ser melhor observado através das figuras 2.4 e 2.5, onde

sao mostradas as respostas no tempo para as equacoes de Duffing e Van der Pol para as
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380
t

Figura 2.1: Resposta no tempo da equagao de Duffing (2.1) para e = 0.22, v = 0.3 e w = 1.0.

L L L
0000000000000000000000000

Figura 2.2: Resposta no tempo da equagao de Van der Pol (2.2) para A = 0.5 e w = 1.1.

250
t

Figura 2.3: Resposta no tempo da equagao de Duffing (2.1) para e = 0.25, v = 0.3 e w = 1.0,

Tese de Doutorado 21




Capitulo 2 Caos: Como Identifica-lo

mesmas condicoes das figuras 2.1 e 2.2, respectivamente, com a substituicao da perturbacao

cossenoidal por uma entrada de ruido branco.

0.5 H

2 L
5000 5200 5400 5600 5800 6000

Figura 2.4: Resposta no tempo da equacao de Duffing (2.1) para as mesmas condicoes da

figura 2.1, substituindo-se o cosseno por um ruido branco.

2 4

25 L L L L L L L
100 150 200 250 300 350 400 450 500

t

Figura 2.5: Resposta no tempo da equagao de Van der Pol (2.2) para as mesmas condigoes

da figura 2.2, substituindo-se o cosseno por um ruido branco.

Uma andlise sem critérios destas respostas no tempo poderia levar a conclusao errada
de que os sistemas estariam operando em regioes de comportamento cadtico ao invés de

periddico e quasi-periédico, como nas figuras 2.1 e 2.2.
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2.2 Planos de Fase e Espaco de Estado

Trata-se de uma ferramenta qualitativa de analise, pelo fato de somente poder mostrar
se o sistema é ou nao periodico, uma vez que todo sistema com solucao periédica possui como

plano de fase uma curva fechada, normalmente conhecida como ciclo limite.

Todos os cuidados relativos a transitorios também devem ser considerados, ou seja, a

analise deve ser feita quando o sistema ja estiver em seu conjunto limite.

Os avancos tecnoldgicos computacionais em termos de velocidade de processamento e
disponibilidade de recursos graficos ampliaram bastante as possibilidades e utilidades desta
ferramenta, podendo ser usada em uma analise preliminar na deteccao de caos, fazendo o
papel de um filtro que descarta os sistemas periddicos, ou seja, aqueles que apresentam uma
curva fechada como plano de fase. Entretanto suas limitacoes sao enormes pois permite

somente andlises pontuais, ou seja, somente para alguns valores de parametros.

As figuras 2.6, 2.7 e 2.8 mostram, respectivamente, os exemplos de planos de fase dos
mesmos sistemas analisados anteriormente nas condi¢oes de comportamento periddico, quasi-

periddico e cadtico.

Figura 2.6: Plano de fase para a equacgao de Duffing (2.1) para e = 0.22, v = 0.3 e w = 1.0.

Pode-se perceber que, aparentemente, nao existe dificuldade em diferenciar os trés tipos
de sistemas apenas através da analise de seus planos de fase. Entretanto, esta andlise somente

pode ser feita quando os sistemas ja tiverem alcancado o conjunto limite. Antes disto,
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Figura 2.7: Plano de fase da equagao de Van der Pol (2.2) para A = 0.5 e w = 1.1

05 [

05

Figura 2.8: Plano de fase para a equagao de Duffing (2.1) para e = 0.25, v = 0.3 e w = 1.0.
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qualquer interpretacao pode ser precipitada. A figura 2.9, por exemplo, em uma primeira
andlise poderia ser considerada como uma situacao de comportamento caético, como o da
figura 2.8. Entretanto, trata-se do mesmo caso mostrado na figura 2.6 na situacao em que o
conjunto limite ainda nao havia sido atingido. Isto poderia levar ao seguinte questionamento:
quer dizer que um sistema cadtico esta sempre em condicao transitoria? A resposta é nao, pois
se 0os mesmos sistemas da figuras 2.6 e 2.8 forem analisados a partir das secoes de Poincaré,
os seus conjuntos limites sao distintos e também as secoes de Poincaré destes sistemas antes

de atingirem os conjuntos limites sao distintas da situacao onde ja atingiram tais conjuntos.

15

Figura 2.9: Plano de fase para a equagdo de Duffing (2.1) para e = 0.22, v = 0.3 ¢ w = 1.0,

fora do conjunto limite.

2.3 Analise Espectral

Um sinal no tempo, sendo ele periédico ou nao, pode ser decomposto em um somatoério
de sinais cossenoidais e/ou senoidais utilizando-se a teoria de transformadas de Fourier. Como
resultado da aplicacao desta teoria, tem-se o espectro de freqiiéncias do sinal analisado, e o
contetido deste espectro fornece informacoes importantes sobre o comportamento do sistema

analisado.

O exemplo mostrado na figura 2.10 foi obtido a partir de uma sendide amostrada a uma

taxa de 10 MHz. A existéncia de um tnico pico confirma a caracteristica peridédica do sinal.
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Figura 2.10: Densidade espectral de poténcia (DEP) de uma senéide com freqiiéncia de 500

KHz, amostrada a uma taxa de 10 MHz.

Para os sinais quasi-periddicos, o espectro de freqiiéncias também deve conter um
ntimero discreto de picos, uma vez que tais sinais sao formados pela soma de dois ou mais
sinais senoidais e/ou cossenoidais cujas razoes entre freqiiéncias sejam irracionais (Comin,
1995). A figura 2.11 mostra o espectro encontrado para a varidvel = da equagao de Van der
Pol (2.2), usando A = 0.5 e w = 1.1. O mesmo comportamento pode ser observado na figura
2.12, que mostra o espectro para a variavel y, usando as mesmas condicoes anteriores. Como
os valore3s das freqiiéncias envolvidas nao sao necessarias para este tipo de andlise, optou-se

também pela normalizacao desta variavel.

E importante observar que, teoricamente, o que distingue um sinal quasi-periédico de
um sinal periddico é a distancia entre os picos do espectro. Para sinais quasi-periddicos nao
existe uma relagao racional entre as freqiiéncias dos picos. Na pratica, devido a dificuldade
de se determinar se a distancia medida é precisamente um valor racional ou irracional, um
espectro que parece ser de um sinal quasi-periédico pode na verdade ser de um sinal periodico
com um periodo muito longo, significando que conclusoes obtidas somente com a utilizacao
deste método de andlise podem conter erros, embora por outro lado possam dar fortes indicios

sobre o comportamento real do sistema.

Finalmente, para sinais de natureza cadtica, cuja principal caracteristica é a nao repeti-
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DEP normalizada

Freqiiéncia normalizada

Figura 2.11: Densidade espectral de poténcia (DEP) para a varidvel 2 da equacao de Van

der Pol (2.2), usando A = 0.5 e w = 1.1.

DEP normalizada

Freqiiéncia normalizada

Figura 2.12: Densidade espectral de poténcia (DEP) para a variavel y da equagao de Van der
Pol (2.2), usando A = 0.5 e w = 1.1.
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bilidade do sinal, o espectro é composto por uma faixa continua contendo infinitas freqiiéncias.
E importante ressaltar que, embora saiba-se que um sistema cadtico apresenta um espectro
continuo de freqiiéncias, uma andlise espectral nao permite a imediata identificacao do caos,
a menos que se tenha certeza de que o sinal analisado esteja completamente livre de ruidos.
A figura 2.13 mostra o espectro obtido para a equacao de Duffing nas mesmas condicoes
usadas para o plano de fase mostrado na figura 2.8, indicando um comportamento caético.

Pode-se ver que existe uma faixa continua de freqiiéncias do sinal.

1

DEP normalizada

Freqiiéncia normalizada

Figura 2.13: Densidade espectral de poténcia (DEP) para a equagao de Duffing (2.1) para
€e=0.25v=03ew =1.0.

Cabe também aqui ressaltar a importancia de se garantir que as andlises sejam feitas
quando o sistema ja tenha atingido um conjunto limite, ou seja, quando ja se tenha passado

um tempo suficientemente grande que garanta o descarte dos efeitos transitérios.

2.4 Mapas de Poincaré

Técnica classica de andlise dinamica de sistemas, trata-se de uma ferramenta muito
utilizada na identificacao de caos. Baseia-se na idéia de que determinadas caracteristicas
tais como estruturas fractais, atratores estranhos e ferraduras de Smale, estao presentes nos

mapeamentos de sistemas cadticos.
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Uma estrutura fractal é aquela que se repete independentemente da escala em que é
observada. As figuras 2.14, 2.15 e 2.16 mostram trés exemplos bastante citados de estruturas

fractais (Comin, 1995; Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Gouvéa, 2000). Nestas figuras podem-

Figura 2.14: A curva de Koch.

Figura 2.15: Tapete de Sierpinski.

se ver as caracteristicas fractais (Barnsley, 1988) repetindo-se em escalas cada vez menores
e, delas, pode-se abstrair a idéia de como uma area finita pode ser cercada por uma curva

infinita, ou como uma superficie infinita pode estar contida em uma regiao limitada do espago.

As ferraduras de Smale sao obtidas através de processos sucessivos de contracao e

expansao. Seja um retangulo de vértices ABCD. Este retangulo sofre uma contracao na
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Figura 2.16: Esponja de Menger.

direcao vertical e uma expansao na direcao horizontal, de modo que os novos vértices passam
a ser EFGH (figura 2.17). O novo retangulo alterado é dobrado e recolocado dentro do espaco
do retangulo de vértices ABCD. A figura obtida lembra uma ferradura, e é o motivo do nome

escolhido por Smale. Este processo pode ser repetido indefinidamente, o que mostra que a

'|'|
I
I Omm

Figura 2.17: Processo de obtenc¢ao da ferradura de Smale.

existéncia de dobras também explica o fato de uma superficie infinita poder estar contida em

uma regiao limitada do espaco.

A existéncia de estruturas fractais é prova da existéncia de atratores estranhos. En-
tretanto, cabe aqui ressaltar que nem sempre um atrator estranho significa a existéncia de
comportamento cadtico. Atratores estranhos nao caoticos ja foram observados em algumas re-
gioes dos espacos de parametros de sistema nao lineares excitados por fungoes quasi-periédicas
(Grebogi et al., 1984; Romeiras et al., 1987; Heagy e Hammel, 1994; Pikovsky e Feudel, 1995).
Nos sistemas onde nao existem funcgoes forcantes quasi-periddicas, a visualizacao de uma es-

trutura fractal em um mapa de Poincaré é prova qualitativa de comportamento caético deste
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sistema (Comin, 1995).

Trata-se, portanto, de uma técnica qualitativa de andlise, cujos métodos de construcao
certamente foram muito beneficiados pelos avancos tecnolégicos, uma vez que exige uma
grande capacidade de armazenamento de informacoes para que uma boa andlise possa ser
feita. Um exemplo de mapa de Poincaré pode ser visto na figura 2.18. Pode-se observar que

esta figura mostra uma estrutura delgada e que contém ferraduras de Smale.

04

0.2

-02

04 b

-06 |

L L L L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 2.18: Mapa de Poincaré para a equacao de Duffing.

Sendo esta uma das ferramentas bastante utilizadas neste trabalho, ela serd melhor

detalhada no capitulo 4.

2.5 Expoentes de Lyapunov

Os sistema cadticos tém como principal caracteristica a sensibilidade as condicoes ini-
ciais. Assim sendo, para um sistema cadtico, trajetérias que partem de condigoes iniciais
infinitesimalmente proximas podem afastar-se durante a evolucao temporal. O que os ex-
poentes de Lyapunov indicam é a taxa média de afastamento ou aproximacao de trajetorias

iniciadas com tais condicoes iniciais.

Existem muitas referéncias bibliogréficas que tratam deste assunto (Wolf et al. (1985),
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Parker e Chua (1989), Comin (1995), Miiller (1995), Klecza e Kreuzer (1995), Theodossiades
e Natsiavas (2000), Begley e Virgin (1998), entre outros). Entretanto, por ser uma ferramenta
bastante ttil para analises quantitativas sobre o comportamento de sistemas, diferentemente

dos métodos até aqui descritos, terda no capitulo 6 um tratamento mais detalhado.
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Capitulo 3

Ambiente de Simulacao e Aspectos

Computacionais

O fato deste trabalho ter sido totalmente desenvolvido com base em simulacoes com-
putacionais justifica a importancia de dedicar-se este capitulo para descrever o ambiente de
simulacao usado, bem como evidenciar os principais problemas computacionais envolvidos

nas simulacoes.

3.1 O Ambiente de Simulacao

O Simulink é um pacote de software para modelagem, simulacao e andlise de sistemas
dinamicos. Suporta sistemas lineares e nao lineares, modelados em tempo continuo ou dis-
creto, ou ainda de uma forma hibrida, ou seja, parte discreta e parte continua. Além disto,

permite que existam diferentes taxas de amostragem dentro de um mesmo modelo.

Sua interface grafica para construir modelos usando-se diagramas de blocos permite que

estes modelos possam ser construidos de maneira relativamente facil.

Outra caracteristica importante e bastante 1til é o fato de que o pacote permite que

alteracoes de parametros sejam feitas a qualquer momento, durante as simulacoes, de forma
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que os resultados possam ser vistos imediatamente. Tudo isto somado com a possibilidade

de acesso a todas as ferramentas de anslise do MATLAB®,

Estas, entre intimeras outras, foram algumas das razoes que fizeram do Simulink o
ambiente de simulacao escolhido para as andlises e que fazem dele, hoje, um dos pacotes

mais usados nos meios académicos e industrias para modelar e simular sistemas dinamicos.

Um recurso do Simulink muito utilizado nas simulacoes realizadas neste trabalho de
tese foi o bloco chamado S-function (System-function), o qual permite a inser¢ao de novos

blocos que podem ser criados através de linguagens de programacao de alto nivel.

3.1.1 As S-functions

Uma S-function é uma rotina que simula o comportamento de um determinado sistema
dinamico usando um padrao especifico de entrada e saida de dados, e que permite a facil
incorporacio dos recursos do Simulink e do MATLAB® para resolucio de equacoes diferen-
ciais, sendo que pode ser escrita através de linguagens de alto nivel como C, Pascal, Fortran,

etc.

Para que esta rotina seja incorporada ao modelo do Simulink, existe um bloco também
chamado de S-function, em cuja caixa de didlogo sao especificados o nome do programa criado

e os parametros de inicializacao a serem passados para ela, como pode ser visto na figura 3.1.

Cada bloco dentro de um modelo no Simulink tem as seguintes caracteristicas gerais:
um vetor de entradas, um vetor de saidas e um vetor de estados, como mostrado na figura

3.2. Este vetor de estados pode consistir de estados continuos, discretos ou ambos.

Uma caracteristica importante da S-function é que ela permite que o relacionamento
matematico entre estas entradas, saidas e estados seja feita tanto em linguagem Matlab
(M file) quanto em linguagem C' ou C**, Pascal ou Fortran (C MEX file). Todas as rotinas
disponiveis para S-functions feitas em M file existem para as S-functions C' MEX. O inverso

nao é valido, ou seja, o Simulink tem rotinas especiais para as S-functions feitas com o C

MEX.
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S-Function " '
'S -function parameters' field.

S-function name:
|programa

S-function parameters:

E— Siaply | Hevert | Help | Cloze |

Figura 3.1: Exemplo de um bloco S-function que usa um programa chamado ”programa”,

especificado em sua caixa de didlogo.

Entrada ——— | Estados ——— Saida

Figura 3.2: Caracteristicas gerais de cada bloco dentro de um modelo no Simulink.

A diferenca bésica entre um M file e um C MEX file é que no primeiro caso o c6digo
escrito é interpretado, enquanto que no segundo o cédigo deve ser previamente compilado.

E normalmente os cédigos compilados rodam muito mais rapidos que os interpretados por

serem previamente otimizados.

Somente esta diferenca ja seria bastante para justificar a opcao pelo C' MEX neste
trabalho. Entretanto, o principal motivo da escolha foi a existéncia da descontinuidade no
modelo (1.14). Para este modelo, por exemplo, existe a necessidade de que a velocidade
mude de sinal em cada choque com os obstaculos, o que equivale a fornecer novas condicoes
iniciais para o integrador a cada um destes choques. Em uma simulacao de tempo continuo
esta descontinuidade equivaleria a uma mudanga brusca nos estados (inexisténcia de valor
da derivada), que pode ser imposta adotando-se integradores com reset, ou seja, impondo-se

novas condicoes iniciais. No M file isto nao pode ser feito com precisao, pois nao é permitida
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a imposicao de valores aos estados durante a evolugao da simulagao, e nos programas feitos
em C' MEX isto é permitido através de chamadas a rotinas especialmente desenvolvidas para

tal L.

Existe ainda uma outra alternativa para resolver este problema, que é fazer simulacao
por partes, armazenando-se os valores assumidos pelos estados nos momentos das ocorréncias
das descontinuidades para posterior reinicio baseado em tais condicoes de estado, impondo-
se as mudancas através de reinicializacao da préxima parte da simulacao. Isto possibilita
desenvolver o programa em M file e simular o processo como se houvesse a possibilidade de
fazer-se reset dos integradores, embora incorpore o inconveniente de que, sendo a simulacao
feita por partes, fica muito mais complicado usar outras funcoes como, por exemplo, as de
saidas graficas, que sao baseadas no tempo, ou para mostrar planos de fase, etc. Nestes casos,
como a simulacao comeca e para a cada imposicao de mudanca brusca de estado, perde-se
a base de tempo e, conseqiientemente, tais tipos de graficos nao podem ser apresentados na

forma convencional durante as simulacoes.

3.1.2 A Interface C MEX

Como citado anteriormente, a principal diferenca entre uma S-function do tipo M file
e uma do tipo C MEX é que, na execucao, a primeira é interpretada e a ultima é compilada.
Esta diferenca é responsdvel por uma diminuicao bastante consideravel no tempo de simulagao

das equacoes dinamicas.

Quando o programa fonte escrito em linguagem C*1 que resolve o modelo dindmico
desejado é compilado, ele d4 origem a uma biblioteca dindmica do tipo DLL (Dynamic Link
Library), a qual é associada ao bloco S-function do Simulink. Este programa deve apresentar
uma estrutura bem definida, contendo subrotinas com nomes e funcées bem especificas. A

estrutura padrao de uma S-function C' MEX pode ser vista na figura 3.3.

INote que isto é questdo tecnolégica, e a Mathworks afirma que o problema serd resolvido em versdes
futuras do Matlab
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I mdlinitializeSizes I

| mdiSetInputPort Width/ mdlSet Output Port Width |

I mdlInitializeSample Times I

Inicializacio i
\ mdlSet Work Widths \

‘ mdlInitialize Conditions ‘

mdlStart ‘
> mdlProcessParameters ‘
‘ mdlGetTimeOfNext VarHit ‘
‘ mdlInitializeConditions ‘
w I mdlOutputs I
S
Q ) i
i) E
(&4
L; g ‘ mdlUpdate ‘
| |s
2 3 Integracao
o L 4
s | (8
g =~ ‘ mdlDerivatives ‘
= g Estagios de integracao
mdlOutputs executada se a S-function
tem estados continuos
— mdlDerivatives
mdlOutputs
mdlZeroCrossings
\
Y

mdlTerminate I requerida
opcional

Figura 3.3: Estrutura de uma S-function C MEX.
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Descricao das rotinas S-function C MEX

Conforme mostrado na figura 3.3, uma S-function C MEX é composta de funcoes obri-

gatérias e opcionais. Faz-se, a seguir, uma breve descricao do objetivo de cada uma destas

subrotinas, uma vez que os métodos graficos para a obtencao de mapas de Poincaré, diagra-

mas de bifurcacao e expoentes de Lyapunov usados neste trabalho foram desenvolvidos neste

ambiente.

(a)

mdlInitializeSizes

Primeira rotina chamada pelo Simulink quando interagindo com uma S-function. Espe-
cifica os tamanhos das informacoes que o Sitmulink usa para determinar as caracteristicas
dos blocos da S-function (nimero de entradas, saidas, estados, etc.).

mdlSetInputPort Width e mdlSetOQutputPort Width

Os sinais de entrada e saida podem ser especificados de forma a serem vetores de tamanhos
variaveis. Estas duas rotinas sao usadas para influenciar no tamanho destes vetores
durante sua propagacao pelo modelo.

mdlInitializeSample Times

Rotina que d& ao Simulink a informacao que ele precisa pra determinar quando executar
o bloco S-function. Especifica o periodo e o offset para cada tempo de amostragem.

mdlSet WorkWidths

E chamada apos a determinacao dos tamanhos das portas de entrada e saida e dos tempos
de amostragem da S-function para estabelecer qualquer tamanho de vetor de estado que
seja funcgao da entrada, saida e/ou tempo de amostragem.

mdlInitialize Conditions

Usada para inicializar estados continuos e discretos do bloco S-function, além de qualquer

outra inicializacao necessaria. Esta rotina serd chamada pelo Simulink em duas situagoes:

- No inicio da simulagao;
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(n)

- Se estiver presente um subsistema configurado para "resetar” estados.

mdlStart

E chamada uma vez no inicio da execucao da simulacao do modelo. Toda inicializacao a
ser feita uma tinica vez deve ser colocada aqui.

mdlProcessParameters

Rotina chamada quando os parametros sao mudados durante a simulacao.

mdlCheckParameters

Usada para verificar se as defini¢coes dos parametros estao corretas. Verifica novas defi-
ni¢oes sempre que ha uma mudanca durante a simulacao.

mdlGetTimeOfNext VarHit

Rotina usada com integradores de passo variavel para determinar o instante da proxima
amostragem.

mdlQutputs

Local onde sao determinadas as saidas do bloco S-function.

mdlUpdate

Estados discretos sao normalmente atualizados aqui, mas esta rotina é bastante util para
qualquer tarefa que deva ser executada uma vez por passo de integracao.
mdlDerivatives

Local onde sao calculadas as derivadas para os estados continuos.

mdlZeroCrossings

Determina passagens por zero. Somente executada quando a S-function tem passagens
por zero nao amostradas.

mdlTerminate

Rotina que efetua qualquer acao necessaria ao término da simulacao.
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A figura 3.4 mostra de forma geral as tarefas realizadas por uma S-function durante

Inicio da
simulagao

y

uma simulacao.

Inicializagao
dos tamanhos

y

Inicializagao dos
tempos de amostragem

y

> Atualizagdo dos estados

A 4

Malha da
simulacao

Célculo da saida atual

4
Tarefas a serem
executadas no final

Figura 3.4: Detalhamento do bloco S-Function usado nas simulagoes.

Para o moédulo robético proposto neste trabalho, o modelo construido para simulagao
no Simulink pode ser visto na figura 3.5. Nesta figura podem ser vistos os principais blocos

usados na construcao dos modelos simulados, cuja descricao é feita a seguir.

(a) Hit Crossing

A finalidade deste bloco é detectar o momento em que sua entrada passa por um deter-
minado ponto, definido pelo parametro Hit crossing offset mostrado na figura 3.6 e na
direcao especificada pelo parametro Hit crossing direction. Com a opc¢ao Show output
port selecionada, a saida do bloco assume o valor 1 quando o sinal de entrada é exatamen-

te igual ao valor do offset. O grande problema dos softwares disponiveis no mercado para
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Detecta o toque no obstaculo em z1 = +1

Detecta o toque no obsticulo em 1 = -1

y(0) = 71

u(l) 1
S-Function
Mux > > Demux

> Modelo Robético
u(2) y(2) = =

y(3) =z3

S
—~
w
=
LT

wt mod 27

Detecta a passagem pelo plano de Poincaré (X)

Figura 3.5: Modelo do sistema para o Simulink.

a obtencao do plano de Poincaré é que na verdade eles simulam um paralelepipedo de
Poincaré ao invés do plano. Isto traz imprecisoes nas curvas obtidas e, portanto, podem

mascarar o comportamento que se quer analisar.

A utilizacao do bloco Hit Crossing forca o processo de simulacao a, necessariamente,
incluir um ponto previamente definido, alterando convenientemente o passo de integracao
na sua vizinhanca, até que tal ponto seja localizado com grande precisao. E bom lembrar
que tal procedimento torna a simulacao mais lenta, porém viabiliza a real intersecao da
trajetoria com a condicao definida pelo offset de bloco. A medida em que se aproxima do
ponto definido pelo Hit, a diminuicao do passo de integracao resulta em uma diminuicao
da velocidade de simulacao, o que é funcao das precisoes relativas e absolutas exigidas

dos integradores. Em contrapartida, a utilizacao do Hit permite, por exemplo, que X
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— Hit Crogzing

Force gimulation to locate ["hit''] zemo crozzing of the input signal. Outputs
1 when hit crossing is detected, otherwize outputs 0.

it Hit crossing offset:
Crossing ID

Hit crogsing direction: Iewther ;I
[+ Show output port

Aol | Eevert | Help | Cloze I

Figura 3.6: Bloco Hit Crossing do Simulink.

(secao de Poincaré) seja realmente um plano, e ndo um paralelepipedo delgado, como o
que ocorre em varios algoritmos propostos na literatura (Parker e Chua, 1989; Tufillaro

et al., 1992; Gumowski e Mira, 1980).

Para o modelo mostrado na figura 3.5, este bloco foi usado para representar as desconti-
nuidades existentes no sistema (obstéculos em z; = +1 [rad] e x; = —1 [rad)), para criar

o estado adicional x5, e para determinar os pontos exatamente sobre o plano X escolhido.
(b) Mux
A funcao deste bloco é combinar as diversas entradas possiveis em um tnico vetor na

saida. O numero de entradas é definido pelo parametro Number of inputs, mostrado na

figura 3.7.

Block Parameters: Mux x|
([
' ’Eombine zcalar or vector signalz into larger vectors. ‘
b
P |
s Mumber of inputs:
IE
Apply | et | Help I Cloze |

Figura 3.7: Bloco Mux do Simulink.

Para o modelo mostrado na figura 3.5, as entradas do Muz sao colocadas dentro do vetor

u e desta forma ele é usado na S-function.

(¢) Demuz
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A funcao deste bloco é separar as diversas entradas possiveis em saidas isoladas. O
nimero de entradas é definido pelo parametro Number of outputs, mostrado na figura
3.8.

Block Parameters: Demuy. x|
i~ Demu ‘

‘ Split vector signal into scalars or smaller vectors.

[ r\ F
[emux
B ’V Mumber of outputs:

Demux |3

ol | Fevert | Help | Cloge |

Figura 3.8: Bloco Demuz do Simulink.

Para o modelo mostrado na figura 3.5, a entrada do Demux é o vetor de saidas da

S-function, o qual é dividido nas diversas saidas definidas.

(d) Stop

Este bloco é usado para fazer com que a simulagao pare dependendo de condicoes pré-
definidas na programacao da S-function. Seu funcionamento é bastante simples, fazendo
com que a simulagao termine sempre que tiver em sua entrada um valor diferente de zero,
conforme mostrado na figura 3.9. Os critérios usados para este término de simulacao
devem ser definidos na S-function, e isto permite o estabelecimento de um intervalo

predeterminado de variacao dos parametros envolvidos na simulacao.

Block Parameters: Stop

Stop
(Stop simulation when input is non-zero. ‘

Stop Simulation
v el | Hewvert | Help | Close |

Figura 3.9: Bloco Stop do Simulink.

(e) S-function

E o bloco onde o modelo a ser simulado estd definido, usando-se a estrutura definida

anteriormente. Para a figura 3.5, a S-function corresponde ao modelo do médulo robético
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proposto no inicio deste capitulo. Aqui sao definidas todas as varidveis envolvidas nas
equacoes dinamicas do modelo e, conseqiientemente, aqui devem ser estabelecidas todas
as operacoes necessarias para a simulacao deste modelo, como por exemplo, a variacao
de um determinado parametro para a construcao de diagramas de bifurcacao. A idéia é

fazer uma simulacao para cada valor do parametro de forma continua.

Ainda para o modelo mostrado na figura 3.5, a figura 3.10 mostra como é feita a
atualizacao dos estados do sistema mostrado na figura 3.4. Como exemplos de tarefas a
serem executadas no final da simulacao, pode-se citar o fechamento de arquivos e a liberagao

da memodéria alocada durante seu processamento.

l

Vetor de estados

Figura 3.10: Fluxograma do bloco ”Atualizacao dos estados”, detalhando a deteccao dos

obstdculos e a manutengao da varidvel auxiliar x3 dentro do intervalo [—m, 7.

3.2 Aspectos Computacionais

O Simulink contém varias rotinas de integradores que podem ser usadas nas simulagoes.

Devido a diversidade de comportamentos dos sistemas dinamicos, alguns métodos de inte-
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gracao podem ser mais eficientes do que os outros. Para obter-se conjuntamente precisao
e rapidez nos resultados, deve-se tomar cuidado na escolha do tipo de método e os seus
respectivos parametros (Parker e Chua, 1989; MathWorks, (©1990 - 1998).

A escolha do método de integracao usado neste trabalho foi baseada na velocidade
de processamento e na precisao com que os obstaculos presentes na trajetéria do sistema
sao detectados. Assim sendo, optou-se pelo uso das tolerancias a erros relativa e absoluta
méaximas suportadas pelo simulador (2,8421e-14). Face a esta opcao e seguindo a orientacao
de fabricante do simulador, fez-se a escolha do integrador de ordem varidvel ode113 (Adams).
Trata-se de um integrador de multiplos passos e, conseqiientemente, considera solucoes de
varios pontos anteriores para calcular a solugao atual. Por este motivo, pode ocupar mais
espaco na memoéria do equipamento. Mesmo assim, ainda segundo a MathWorks, este inte-
grador pode ser mais adequado quando a exigéncia em termos de tolerancias for mais severa
(ver figura 3.11).

¢ Simulation parameters: Pmodulo HE
sm| Warkspace /0 | Diegnostis| RTw | RTw Extemall
Sirulation time:
Start time: |UD Stop time: ||nf
Salver aptions
Type: |Vanable-step j Iode113 [&darns] j
Max step size: | auta Relalive lolerance: | 28420014
Iritial step size: | auto Absolute tolerance: | 28421014
Output aptions
|Hefine output ﬂ Refine fachor | 1
Apply | Revert I Help | Close |

Figura 3.11: Janela de parametros configurada para o modelo no Simulink.

O uso do passo variavel é explicado pela necessidade de que a simulacao atinja com
precisao pontos pré-definidos (obstéculos e plano ¥, por exemplo), o que é possivel com o0 uso
do Hit Crossing, e também para aumentar a velocidade da simulacao. A definicao do tempo
de simulacao (Stop time) como infinito (inf) é usada pelo fato de que o critério de término

da simulacao é definido na S-function, como relatado anteriormente.
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Outro ponto importante é o referente a precisao usada nas simulacoes. Obviamen-
te, quanto maior a precisao requisitada dos integradores, tanto mais confidvel serd o re-
sultado obtido, embora mais lenta fique a simulacao. Os resultados apresentados foram

obtidos utilizando-se as tolerancias a erros relativa e absoluta maximas suportadas pelo
Simulink/ Matlab.

O uso de tolerancias desta ordem de grandeza faz com que os tempos de simulacao se-
jam relativamente longos. Para a obtengao de mapas de bifurcagao (capitulo 5) por exemplo,
foram necessarios, em média, onze dias de simulacao continua, utilizando-se um microcom-
putador com processador Intel Pentium IT de 450 Mhz, disco rigido SCSI-U2W, 256 Mbytes

de meméria RAM (Random Acess Memory) e 8 Mbytes de memdria de video.

Um procedimento possivel, e muito 1til, para possibilitar andlises intermediarias duran-
te o processamento de cada simulacao, é imprimir os pontos obtidos em graficos mantidos na
tela de video do computador. Entretanto, devido ao longo tempo de simulacao, normalmente
necessario para que se consiga informacao suficiente para uma andlise consistente, e também
devido ao grande niimero de pontos gerados, ocorre um decréscimo acentuado no desempenho
global do computador, pelo fato das memorias de video e RAM serem limitadas, havendo
extensiva exigéncia de escrita e leitura em disco rigido, através do uso temporario do arquivo
de swap mantido pelo sistema operacional. Dependendo da configuracao de hardware do
computador usado como hospedeiro, este decréscimo de desempenho ao longo da simulagao

pode ficar tao acentuado a ponto de inviabiliza-la.

Para solucionar este problema, na programacao do bloco S-Function C' MEX, deve-
se usar uma engenharia de software que ofereca solucoes alternativas, como por exemplo,
ao invés de manter graficos abertos na tela, deixa-los o maior tempo possivel minimizados,
isto quando julgar-se extremamente necessaria sua manutencao. Alternativamente, pode-
se abrir um arquivo em disco e gravar, em momentos oportunos, as seqiiéncias de pontos
obtidos durante pequenos intervalos de simulacao, os quais previamente estiveram mantidos
em um buffer na RAM. No mesmo procedimento, pode-se fazer uma cépia deste arquivo
em formato ASCII, o qual pode ser fechado e, portanto, apresentado na tela de video por

algum outro software independente do simulador, como por exemplo o Gnuplot (Williams e
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Kelley, ©1986 - 1993, 1998, 1999). Este arquivo pode ser atualizado em intervalos de tempos
determinados, o mesmo acontecendo com a visualizacao na tela. A titulo de exemplo, e
utilizando-se este procedimento, os mapas de Poincaré para os comportamentos cadticos
mostrados no desenvolvimento deste trabalho sao compostos, em média, de 70.000 pontos
obtidos apés um tempo de simulacao de 200.000 segundos. Entenda-se aqui que este tempo

nao é real, e sim tempo simulado.

A localizacao adequada do plano ¥ é muito importante para que se possa obter atratores
estranhos bem representados onde as caracteristicas fractais sejam evidenciadas. Para o caso
do modulo roboético modelado neste trabalho, a pior escolha para esta localizacao é sobre
os obstaculos, no caso em z; = 1 [rad] ou x; = —1 [rad], posi¢des nas quais ocorrem as
descontinuidades na velocidade angular do elo, dificultando a visualizacao das caracteristicas
cadticas do atrator, devido ao fato de introduzir-se uma componente probabilistica, dado que
a velocidade neste momento tem derivada infinita e seu valor serd plotado aleatoriamente no

plano de Poincaré, devido principalmente as imprecisoes e as limitacoes numéricas envolvidas.
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Capitulo 4
Mapas de Poincaré

Neste capitulo, procura-se mostrar com mais rigor uma das ferramentas de andlise
utilizadas neste trabalho. A secao 4.1 é dedicada a definir e mostrar formas de analise de
mapas de Poincaré construidos da forma tradicional encontrada na literatura. As secoes
4.2 e 4.3 mostram novas propostas para a construcao de tais mapas, que sao a recorreéncia
no tempo e a recorréncia na prépria variavel, respectivamente. Nesta proposta procura-
se resolver um classico problema da definicao do hiperplano de Poincaré. Sabe-se que os
métodos tradicionais definem este hiperplano com uma espessura nao nula, uma vez que sua
identificacao é feita por técnicas digitais, o ponto exato que se quer localizar é substituido

por um que seja o mais proximo deste.

Em nossa proposta, a utilizacao do hit crossing permite que aquele ponto seja determi-
nado com precisao, dependente unicamente do limite de precisao da méquina (double word).
Com isto podemos afirmar que o hiperplano procurado tem realmente espessura desprezivel
ou nula, o que evita que a simulacao introduza componentes probabilisticas ao modelo ado-

tado para o sistema em analise.

Para todos os casos de estudo que basearam este trabalho sao mostrados exemplos

classicos da literatura e aplicagoes feitas no sistema proposto no capitulo 3.
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4.1 Mapas de Poincaré

Mapa geralmente é a denominacao dada a um sistema dinamico cuja evolugao no tempo
ocorre de forma discreta. Entretanto, esta definicao também pode ser aplicada para fluxos

continuos.

No estudo dos sistemas dinamicos continuos no tempo, podem-se sempre obter mapas
discretos arbitrariamente, bastando para isto que se obtenham pontos da trajetoria continua
segundo um determinado critério de discretizacao. E importante ressaltar aqui que tal critério
pode basear-se no tempo ou no espaco. No primeiro caso, muitas vezes especifica-se um
periodo, que passa a ser a variavel discreta independente. No segundo caso, procura-se
definir um hiperplano baseado no vetor de estado do sistema, sem restricoes do tempo de
ocorréncia entre este e a trajetéria. Ainda neste segundo caso, o intervalo de tempo entre
duas intersecoes da trajetoria e o hiperplano, geometricamente especificado, é uma varidavel

dinamica discreta, cuja dinamica é definida por uma recorréncia de primeira ordem.

Uma maneira de obter-se um mapa discreto a partir de um fluxo continuo é através
da utilizacao de Secoes de Poincaré. A secao de Poincaré de uma trajetéria continua, sen-
do um mapa discreto associado a esta trajetéria, contém propriedades que permitem uma
facil visualizacao das caracteristicas do conjunto limite da trajetoria. Por exemplo, se uma
trajetoria é periodica, a secao de Poincaré, seja ela obtida por discretizacao no tempo ou dis-
cretizacao geométrica, serd caracterizada por um nimero finito de pontos, e este nimero esta
diretamente associado ao periodo da trajetoria. Se a trajetdria do sistema tem um conjunto
limite nao periddico, a secao de Poincaré nunca serd caracterizada por um nimero finito de
pontos. Dependendo desta nao periodicidade, podera apresentar caracteristicas como uma
curva fechada discreta ou curvas continuas com propriedades vistas nos conjuntos de Cantor
e ferraduras de Smale. A secao de Poincaré é uma maneira de reduzir o estudo de um fluxo
no espaco de dimensao n a uma aplicagao (difeomorfismo), chamada mapa de Poincaré ou

mapa de retorno, em um espaco com dimensao n — 1 (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).

A definicao do mapa de Poincaré geralmente é feita de duas maneiras, sendo uma para

sistemas autonomos e outra para sistemas nao autonomos,conforme mostrada-se a seguir.
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4.1.1 Mapa de Poincaré para sistemas nao autonomos

Um sistema nao autonomo de ordem n com perturbacao peridédica de periodo 1" pode
sempre ser convertido em um sistema autoénomo de ordem n + 1, acrescentando-se um estado

adicional § = 27 /T, resultando em um sistema como o mostrado em (4.1)

T = f(x,t), z(t,) = z,

. (4.1)
6 =2r/T, O(t,) = 2mt,/T.

Desta forma os planos # = 0 e § = 27 podem ser identificados e o espaco de estados
transformado do espaco Euclidiano R**! para o espaco cilindrico R* x S!, onde S* = [0.27)

representa o circulo.

A solugao de (4.1) no espaco de estados cilindrico é:

t 0 t()
o) ety "
0(t) 27t /T mod 27
onde a fun¢ao médulo (mod) restringe 6 para o intervalo 0 < 6 < 2.

Considere um hiperplano n-dimensional ¥ € R" x S! definido por:
Yo = {(,0) e R" x S' | 6 =46,}. (4.3)

A cada T segundos, a trajetéria (4.2) intercepta Xy (ver figura 4.1).

E importante ressaltar neste caso que a transformacao de modelo introduz um estado
peridédico na definicao da trajetéria. Isto induz imediatamente que o hiperplano de Poincaré
seja definido de tal forma a obter-se uma discretizacao no tempo, como vemos pela definicao
de ¥4. Entretanto, nada impede que o mapa de Poincaré seja, neste caso, obtido através
de uma discretizacao no espaco, uma vez que a transformacao acima faz com que o sistema
transformado seja matematicamente um sistema dinamico auténomo (Parker e Chua, 1989).
Por exemplo, a se¢ao de Poincaré poderia ser definida na forma da equacao (4.4) (ver figura
4.2).

Yo, = {(2,0) € R" x S' | 7, = constante}. (4.4)
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Figura 4.1: Mapa de Poincaré para um sistema nao autonomo de primeira ordem.

Secao de
. Poincaré

i+1 Z]

’

i Y
‘\o

Figura 4.2: Plano de Poincaré definido para z; = ¢ cte.
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Chamamos a atencao para isto porque em alguns casos, tais como sistemas com des-
continuidades, a forma geométrica de discretizacao permite uma melhor visualizacao das

caracteristicas da é6rbita de Poincaré.

O mapa resultante Py : X, — 3, (R* — R"), onde o ponto representa o tipo de

discretizagao utilizada - temporal () ou geométrica (z;) - é definido por

Py(2) = ¢1,47(2: t0) (4.5)

Py é chamado mapa de Poincaré para o sistema nao autonomo. Note que para um ¢ fixo,

¢(t) é um difeomorfismo (defini¢ao 3) e, logo, Py é inversivel e diferenciavel.

4.1.2 Mapa de Poincaré para sistemas autonomos

Para estes tipos de sistemas, a discretizacao é sempre do tipo geométrica. Considere
inicialmente um sistema autéonomo periédico de ordem n com um ciclo limite I', como mos-
trado na figura 4.3. Seja x* um ponto no ciclo limite e seja ¥ um hiperplano de dimensao
n—1 transversal a I" em z*. A trajetéria originada de z* ird atingir ¥ em z* em T segundos,
onde T é o periodo minimo do ciclo limite. Devido a continuidade de ¢; com respeito ao
estado inicial, trajetorias iniciadas em ¥ em uma vizinhanca suficientemente pequena de x*,
irao interceptar ¥ na vizinhanca de z* em aproximadamente 7" segundos. Por conseguinte,
¢, e 2 definem um mapeamento P4 de alguma vizinhanca U C ¥ de 2* em outra vizinhanca

V Cc ¥ de z*. P4 é o mapa de Poincaré do sistema autonomo. Observacoes:

(a) P4 é definido localmente, ou seja, na vizinhanca de z*. Diferentemente do caso nao
autonomo, nao se pode garantir que uma trajetoria originada em qualquer ponto de X

ird interceptar X.

(b) Para um espago de estados Euclidiano, o ponto P4(z) nao é o primeiro ponto onde ¢;(x)
intercepta %; ¢;(z) deve passar através de ¥ pelo menos uma vez antes de retornar a
V.

(c) P4 é um difeomorfismo e é, portanto, inversivel e diferenciavel.
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Figura 4.3: Mapa de Poincaré para um sistema autoénomo de terceira ordem.

Esta é a definicao padrao de mapa de Poincaré a partir da teoria de sistemas dinamicos,
mas raramente é utilizada devido ao fato de exigir o conhecimento detalhado da posicao do

ciclo limite ou do conjunto limite, no caso nao periédico.

4.1.3 Conjuntos Limites de Mapas de Poincaré

Mostra-se nesta secao a relagao entre os conjuntos limites de determinados fluxos e os

correspondentes conjuntos limites apresentados nos mapas de Poincaré.

Pontos de Equilibrio

Nao existe nenhum conjunto limite de mapa de Poincaré que corresponda a um ponto de
equilibrio. Se o plano ¥ contém o ponto de equilibrio, e 0 mapa de Poincaré é bem definido na
vizinhanca deste ponto de equilibrio, entao o conjunto limite do mapa de Poincaré é o préprio
ponto de equilibrio. E importante observar que este conjunto limite nao é estruturalmente

estavel, uma vez que o ponto de equilibrio nao permanece sobre ¥ para toda perturbacao de
3.
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Secao 4.1 Mapas de Poincaré

Solucoes Periddicas

Para sistemas autonomos ou nao autonomos, o conjunto limite do mapa de Poincaré
depende da posicao de X.. Diferentes escolhas de ¥ conduzem a orbitas limitadas de diferentes
ordens (ver figura 4.4). O que se pode afirmar é que pelo menos um destes mapas de Poincaré
corresponde ao ciclo limite do fluxo original, e que ele vai ser constituido de um nimero finito

de pontos.

o

U

Figura 4.4: Mapas de Poincaré de um mesmo fluxo mostrando diferentes ordens, dependentes
da escolha de X.

Solucoes Quasi-Periddicas

Geralmente o conjunto limite do mapa de Poincaré para sistemas cujas solucoes sao
quasi-periédicas é composto por uma ou mais curvas fechadas, dependendo da localizacao do
plano ¥. Como exemplo, pode-se ver a figura 4.5, a qual mostra o mapa de Poincaré obtido
para a equacao de Van der Pol (2.2) para os mesmos parametros do plano de fase mostrado

na figura 2.7.

Como uma solucao quasi-periédica é caracterizada pela presenca de duas ou mais
freqiiéncias (porém, um niimero finito) na solugao do modelo, sendo que a razao entre elas é

irracional, podemos verificar que isto gera mapas com as caracteristicas supra mencionadas.

Vamos, por exemplo, analisar um caso periddico com periodo dois, ou seja, a presenca
de duas freqiiéncias na solucao, com relacao racional. O mapa conterd no minimo dois pontos,

dependendo de como se defina o hiperplano, como mostra a figura 4.6.
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Figura 4.5: Mapa de Poincaré da equagao de Van der Pol para uma situacao de comporta-

mento quasi-periédico.

Figura 4.6: Representagao de uma trajetéria e um mapa de Poincaré para um sistema pe-

riédico de periodo dois.
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Para este mesmo exemplo, suponha uma mudanca de parametros feita de tal forma que
a relacao entre as duas freqliéncias presentes na solucao seja irracional. Neste caso com duas
freqiiéncias, podemos considerar que a mais baixa é a envoltéria da solugao e a mais alta a
portadora. Sendo a relacao entre elas irracional, podemos dizer que nem sempre a portadora
assume o mesmo valor nos momentos em que a envoltéria assume um valor fixo. Isto significa
que, embora a solucao contenha duas freqiiéncias, o mapa de Poincaré nao serd caracterizado

por dois pontos.

Por que, entao, serd uma curva fechada? Se existem realmente duas freqiiéncias bem
definidas na solucao, embora com relagao irracional, pode-se escolher o hiperplano baseado,
por exemplo, na envoltdria, supostamente uma, freqiiéncia de perturbacao e a portadora uma
freqiiéncia natural. O mapa, no conjunto limite, terd um par de pontos para cada ciclo da
envoltoria. Ao longo dos ciclos observa-se que estes pontos deslocam-se, dado que a relacao
das freqiiéncias é irracional. Este deslocamento dos dois pontos define uma curva no mapa e

dado que a portadora esta sempre contida nos limites da envoltoria, esta curva sera fechada.

Solugoes Cadticas

Quando um sistema opera com comportamento cadtico, o mapa de Poincaré corres-
pondente geralmente nao possui uma forma geométrica simples como nos casos periédicos
e quasi-periddicos, formando os chamados atratores de estrutura fina e com caracteristicas
fractais, que se assemelham aos conjuntos de Cantor ou ferraduras de Smale (Thompson e
Stewart, 1989; Moon, 1987; Thompson e Bishop, 1994; Parker e Chua, 1989).

Pode-se considerar que o nimero de freqiiéncias presentes na solucao é infinito, com
relagoes irracionais e/ou racionais. Neste caso, a cada ciclo da envoltéria (freqiiéncia mais
baixa) teriamos infinitos pontos no mapa. No préximo ciclo, estes infinitos pontos estarao
localizados em posicoes distintas e préximas, porém sempre dentro dos limites da envoltéria.
A repeticao de um nimero muito grande destes ciclos poderd fazer com que se obtenha como
resultado para o mapa uma curva continua aberta, em funcao de ser infinito o niimero de
freqiiéncias presentes na solugdo. A intuicao nos diz que para uma curva de comprimento

infinito estar contida em um espaco limitado, ela deve conter dobras (ferraduras de Smale).
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A figura 4.7 mostra um exemplo de mapa obtido para um comportamento caotico.

0.4

02

02
04 F i

-06 -

L L L L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 4.7: Mapa de Poincaré para a equacao de Duffing.

4.2 Construcao de Mapas de Poincaré usando a Re-

corréncia no Tempo

As formas de construcao de mapas de Poincaré mostradas até aqui possuem um mes-
mo principio bdsico: mostrar graficamente em um hiperplano previamente definido as pro-
priedades de uma drbita associada a trajetoria do sistema. E importante ressaltar que a
definicao de um hiperplano exato requer a busca por valores pré-definidos que uma simu-
lacao digital convencional pode nao realizar corretamente. As técnicas tradicionais adotam
aproximacoes utilizando pontos que sejam os mais proximos destes, dai dizer-se que usam
"hiperparalelepipedos” de Poincaré e nao hiperplanos de Poincaré. Isso pode até ser aceitavel
para estudar-se, com boa aproximacgao, o comportamento de sistemas sem descontinuidades,
porém ¢é inaceitavel para o estudo correto de sistemas que apresentam tais caracteristicas,
pois pode mascarar a visualizagdo das 6rbitas procuradas. Esta limitacao (paralelepipedo)
bem como as dificuldades para a melhor definicao do hiperplano contribuem enormemente
para que os pesquisadores procurem métodos mais eficientes de andlise, tais como a deter-

minacao dos expoentes de Lyapunov. Entretanto, no caso de sistemas com descontinuidades
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estes expoentes sao de dificil determinacao, dado que nao se consegue obter a equagao va-
riacional (a descontinuidade infringe uma condicao de existéncia da variacional). Em vista
disto, teve-se a preocupacao de refinar os métodos de construcao da secao de Poincaré a fim
de que passem a exercer um papel importante na conclusao da andlise, e nao somente um
papel de indicador em uma analise preliminar. O método proposto a seguir procura fornecer
uma alternativa para esta construcao grafica, procurando localizar com precisao a intersecao

entre a trajetéria e o hiperplano previamente definido.

Seja # = f(x) a equacao que representa um sistema dinamico continuo de ordem n.
Como foi mostrado neste capitulo, a andlise do conjunto limite obtido no mapa de Poincaré
deste sistema possibilita caracterizar o comportamento dinamico do mesmo, e este conjunto
limite é formado pelos pontos da trajetéria do sistema que pertencem a secao de Poincaré ¥

previamente definida.

Diferentemente do método tradicional que utiliza varidveis de estado do sistema na
construcao dos mapas de Poincaré, a estratégia aqui proposta permite esta construcao usando
como variavel o intervalo de tempo decorrido entre duas intersecoes da trajetéria com 3,

como descreve-se a seguir.

Considere um sistema cuja trajetéria e 6rbita na secao X, sao mostradas na figura 4.8.

E possivel saber, durante a simulacao, o tempo exato em que cada um dos pontos mostrados

Figura 4.8: Representacao de uma trajetdria e respectivo mapa de Poincaré de um sistema

genérico qualquer.
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nesta figura foi determinado, ou seja, os exatos instantes em que a trajetéria atingiu a secao
Y., definida. O que interessa neste método sao os intervalos de tempo decorridos entre cada
uma destas intersegoes, ou seja, a seqiiéncia de intervalos de tempo Ty, = [T}, T3, T, . . . , Ty 1],
onde T}, é o intervalo de tempo existente entre as aquisicoes de P, e Py;. Estes intervalos de
tempo definem uma variavel discreta que sera usada na geracao do mapa de Poincaré, onde
poder-se-d estudar a periodicidade da trajetéria do sistema através da relacao Ty, = F(Ty),
que é uma recorréncia de primeira ordem associada a trajetéria do sistema de dimensao n.
F é, entao, uma recorréncia dinamica do tempo de retorno ao hiperplano, ou F é o mapa de

Poincaré do tempo de retorno ao hiperplano.

Seja por exemplo a figura 4.9, onde pode ser vista a trajetéria e um possivel conjunto
limite do mapa de Poincaré para um sistema peridédico qualquer de periodo T' = 2. Por ser
periddico e considerando que o conjunto limite ja tenha sido atingido, a trajetoria deste sis-
tema somente cruzara a secao de Poincaré nestes dois pontos, independentemente do tempo
de simulacao decorrido. Conseqiientemente, os intervalos de tempo 77 e T, entre os cruza-
mentos em P, e P, e entre P, e Py, respectivamente, serao sempre os mesmos. Logo, uma
representacao que mostre a relacao Ty, X Ty, 1 contera somente dois pontos: (T1,73) e (Tz, T1).
Isto quer dizer que o mapa obtido mantém a caracteristica periédica do mapa construido
da forma tradicional, ou seja, o tempo de retorno para a secao de Poincaré também guarda

informacoes importantes para a analise do comportamento dinamico do sistema.

Figura 4.9: Representagao de uma trajetoria e respectivo mapa de Poincaré para um sistema

periodico de periodo T' = 2.
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Assim sendo, os resultados graficos encontrados nos mapas de Poincaré construidos
desta forma também podem ser usados para analisar a periodicidade da trajetéria continua

do sistema pelos conjuntos limites, ou seja:

(a) Para solugoes periddicas, tem-se um niimero limitado de tempos de retorno, dependendo
do periodo. Como exemplo, a figura 4.10 mostra o mapa de Poincaré obtido para a
equagao de Duffing (2.1) para as mesmas condigoes do plano de fase mostrado na figura
2.6.

th+1

Figura 4.10: Mapa de Poincaré da equacao de Duffing para a mesma situacao de comporta-

mento periddico mostrada na figura 2.6.

(b) Para sistemas quasi-periddicos, tem-se a formagao de uma ou mais curvas fechadas.
Veja, por exemplo, a figura 4.11, a qual mostra o mapa de Poincaré para a variavel x

nas mesmas condi¢coes do mapa da figura 4.5.

Usando a mesma técnica, agora para a variavel ¢, e também para as mesmas condigoes

do mapa da figura 4.5, obtém-se como resultado o mapa mostrado na figura 4.12.

Para a determinacao dos mapas mostrados nas figuras 4.11 e 4.12, foram utilizados
como instantes de discretizagao aqueles nos quais as varidveis x e y passam por zero,
respectivamente. Convém aqui ressaltar o fato de que esta discretizacao pode ser feita
de formas variadas, obtendo-se as mesmas caracteristicas qualitativas nos mapas resul-

tantes. Veja, por exemplo, o mapa mostrado na figura 4.13, onde foi escolhido como
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th+1

6.2

6.8

7.4

Figura 4.11: Mapas de Poincaré da equacao de Van der Pol para uma situagao de compor-

tamento quasi-periédico, usando a recorréncia no tempo para a variavel x.

trt1

6.8

72

Figura 4.12: Mapas de Poincaré da equacao de Van der Pol para uma situagao de compor-

tamento quasi-peridédico, usando a recorréncia no tempo para a variavel .
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critério de discretizacao os instantes em que a norma /x? + y? = 2,0. A curva fechada

continua aparecendo no referido mapa.

36 T T T T T T T

35 1

34

33

28 29 3 31 3.2 33 3.4 3.5 36

Figura 4.13: Mapas de Poincaré da equacao de Van der Pol para uma situacao de comporta-

mento quasi-periddico, usando a recorréncia no tempo para a norma /2 + 2.

(c) Para sistemas cadticos, como ja foi observado nas anélises dos mapas construidos pelos
métodos tradicionais, tem-se a formacao de estruturas finas que se assemelham aos
conjuntos de Cantor e ferraduras de Smale e com caracteristicas fractais. A figura 4.14
mostra o mapa obtido para a equacao de Duffing (2.1) com ¢ = 0.25, v =0.3 e w = 1.0,

que correspondem a uma condicao de comportamento caédtico.

Na observacao da figura 4.14 nota-se uma estrutura fractal da secao de Poincaré. Se
uma observacao mais detalhada for feita através de um zoom de um dos médulos fractais
apresentados (figura 4.15), é possivel observar a presenca de formas de ferraduras de
Smale, com um niumero incontavel de repeticoes, contendo portanto cada um destes
médulos estruturas fractais. E ainda importante observar que todos os médulos contidos
no mapa da figura 4.14 tém sempre as mesmas caracteristicas observadas na ampliacao
da figura 4.15.

Um outro exemplo também bastante conhecido na literatura para o qual foi aplicado o

método da recorréncia no tempo foi o circuito de Chua, um circuito eletronico descrito pelo
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Figura 4.14: Mapa de Poincaré da equacao de Duffing para a situacao de comportamento

cadtico mostrado na figura 2.8.
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Figura 4.15: Detalhamento do mapa de Poincaré da equagao de Duffing para a situagao de

comportamento cadtico mostrado na figura 4.14.
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sistema de equagoes (4.6).

i = oy — h(z))
y=x—y+=z2 (4.6)
z=—Py

onde h é uma funcao nao linear (linear por partes):

mixz + (mg—my), x>1
h(z) =< mox, lz] <1

mix — (mg—my), < —1

Para estas equagoes (4.6), Parker e Chua (1989) mostram que a trajetdria é cadtica quando
a=9, f=100/7, my=—1/7 e my = 2/7. Para estas condi¢oes, fazendo-se a discretizacao
geométrica em y = 0 e utilizando-se o método da recorréncia no tempo para a variavel z,
obteve-se 0 mapa mostrado na figura 4.16. A figura 4.17 mostra o detalhamento de uma
parte da figura 4.16, onde pode-se ver com maior nitidez a estrutura fina com caracteristicas

fractais.

4.5

35

trt1

25

Figura 4.16: Mapa de Poincaré do sistema de equagoes representativo do circuito de Chua,
usando o = 9.0, f =100/7, my = —1/7 e my = 2/7.
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tht1

Figura 4.17: Detalhamento do mapa de Poincaré para o circuito de Chua mostrado na figura
4.16.

4.3 Construcao de Mapas de Poincaré usando a Re-

corréncia na Prépria Variavel

Este método leva em consideracao o fato de que, aparentemente, qualquer varidvel
de estado natural do sistema guarda em sua evolugao o comportamento dinamico do siste-
ma. Desta forma, com uma escolha adequada do hiperplano para a obtencao do mapa de
Poincaré, uma andlise da relacao de z;(k + 1) = F(x;(k)) retrata qualitativamente o com-
portamento dinamico deste sistema e conclusdes podem ser tiradas a partir dos conjuntos

limites encontrados em seus mapas de Poincareé.

Para sistemas periodicos como o da figura 4.9 isto torna-se mais que evidente, uma vez
que sempre teremos apenas dois pontos no mapa final: (Pg, Pyy1) € (Pry1, Pr). Isto pode
ainda ser confirmado na figura 4.18, que mostra o mapa obtido através desta técnica para a

equacao de Duffing nas condicoes de comportamento periddico mostrado na figura 2.6.

A figura 4.19 mostra o mapa de Poincaré encontrado para a equacao de Van der Pol, nas
mesmas condicoes das figuras 4.5 em relacao a varidvel = do sistema. Se a mesma andlise for
feita em relacao a variavel y da equacao, obtém-se o mapa mostrado na figura 4.20. Pode-se

perceber que, também neste método, foram obtidas curvas fechadas para ambas as variaveis.

66 Reinaldo Gongalves Nogueira




Secao 4.3 Construcao de Mapas de Poincaré usando a Recorréncia na Propria Varidvel
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Figura 4.18: Mapa de Poincaré da equacao de Duffing para a situacao de comportamento

periédico mostrado na figura 2.6.

Th+1

Figura 4.19: Mapa de Poincaré da equacao de Van der Pol para uma situacao de comporta-

mento quasi-periédico, usando a recorréncia na variavel x.
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Yk+1

Figura 4.20: Mapa de Poincaré da equagao de Van der Pol para uma situagao de comporta-

mento quasi-periédico, usando a recorréncia na variavel y.

Para o caso do comportamento cadtico e usando a equacao de Duffing para as mesmas
condi¢oes mostradas no mapa da figura 2.8, obteve-se o mapa mostrado na figura 4.21.
Pode-se ver no mapa obtido com a recorréncia na prépria variavel a existéncia das estruturas

fractais e de ferraduras de Smale, caracteristicas que evidenciam a existéncia de caos.

Pode-se ainda verificar a existéncia de tais caracteristicas no mapa da figura 4.22, obtida
para o circuito de Chua (equagoes (4.6)), usando-se os mesmos parametros da figura 4.16 e a
recorréncia na variavel . O detalhamento mostrado na figura 4.23 deixa ainda mais evidente

a estrutura fina com caracteristicas fractais.

Para o mesmo circuito de Chua ainda foi feita a recorréncia na variavel z. O mapa

obtido pode ser visto na figura 4.24, e em detalhe na figura 4.25.

Um outro exemplo bem conhecido na literatura é o mapa de Hénon (Parker e Chua,

1989), um sistema discreto definido pelas equagoes (4.7).

2
Tpy1 = Y +1 — axy,

Yk+1 = Py (4.7)

O mapa de Poincaré obtido da forma tradicional para este sistema é mostrado na

68 Reinaldo Gongalves Nogueira




Secao 4.3 Construcao de Mapas de Poincaré usando a Recorréncia na Propria Varidvel

0.8
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-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4.21: Mapa de Poincaré da equacao de Duffing para as mesmas condi¢oes mostradas

no mapa da figura 2.8.
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Figura 4.22: Mapa de Poincaré do sistema de equagoes representativo do circuito de Chua,
usando a« = 9.0, # =100/7, my = —1/7 e my = 2/7.
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Th+1

Figura 4.23: Detalhamento do mapa de Poincaré para o circuito de Chua mostrado na figura
4.22.

35

25 /
o

Zk+41
/

Figura 4.24: Mapa de Poincaré do sistema de equacoes representativo do circuito de Chua,
usando oo = 9.0, f =100/7, my = —1/7 e my = 2/7.

70 Reinaldo Gongalves Nogueira




Secao 4.3 Construcao de Mapas de Poincaré usando a Recorréncia na Propria Varidvel

3.2

28

2.6

Zk+41

22

Figura 4.25: Detalhamento do mapa de Poincaré para o circuito de Chua mostrado na figura
4.24.

figura 4.26, e aplicando-se a técnica da recorréncia na propria variavel, obtém-se os mapas
das figuras 4.27 e 4.28, onde foram usadas as recorréncias nas variaveis x e y, respectivamente.

E indiscutivel a semelhanca entre estas trés figuras.

0.4

03

0.2 -

-02 |

-03 |

-0.4

Figura 4.26: Mapa de Poincaré para as equacoes de Hénon, usando a = 1.4 ¢ = 0.3.
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Th+1

Figura 4.27: Mapa de Poincaré para as equacgoes de Hénon, usando o« = 1.4 e f =0.3 e a

recorréncia na variavel x.

ka1

Figura 4.28: Mapa de Poincaré para as equacoes de Hénon, usando a = 1.4 e = 0.3 e a

recorréncia na variavel y.
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4.4 Aplicacao ao Modelo Estudado

Como mostrado na equacao (1.14), o sistema em estudo é nao auténomo de segunda
ordem e sujeito a restricoes de movimentos, proporcionados pelos obstaculos colocados em
seu espaco de trabalho. Assim sendo, este sistema pode ser transformado em autonomo de
terceira ordem, representado no espaco cilindrico de dimensao trés R? x S'. Definindo a
varidvel de estado adicional x3 = wt, tem-se o sistema auténomo equivalente a (1.14) dado

pela equagao (4.8).

M)
T = | sen(x1) — axy + Beos(wt) quando |z |[<1
w (4.8)
To — — kpxo quando |z | =1

Sendo k, um coeficiente de reposicao de velocidade, ele é dependente do material que
compoe o péndulo e os obstaculos, além de depender também da velocidade do impacto
(Moore e Shaw, 1990).

A técnica apresentada aqui tem como objetivo principal fazer com que através do Hit
do Simulink/Matlab, que realiza a busca exata de um ponto, o plano de Poincaré seja de
fato um plano, ou melhor dizendo, uma superficie com espessura nula. Além disso, outra
contribuicao importante é o fato de que a discretizacao dos sistemas nao-autonomos pertur-
bados periodicamente para a obtencao da Transformacao de Poincaré é tratada na literatura
classica como uma discretizagao no tempo, utilizando-se o periodo de perturbacao (no caso
a variavel x3) como uma constante para a definicdo do plano de Poincaré. Ora, sabe-se
também que para sistemas essencialmente autonomos nao perturbados nao é correto definir
um hiperplano de Poincaré através de um periodo. A discretizacao deve ser geométrica. No
espaco de dimensao n, tal hiperplano, de dimensao n-1, deve ser definido por uma associacao
entre as variaveis de estado do sistema, ou seja, entre as n componentes da trajetéria de

estado.

O sistema estudado é nao-autonomo e perturbado periodicamente. Se fossem adota-
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dos 0os métodos classicos, ter-se-ia que fazer tal discretizacao no tempo, além de utilizar-se
uma respectiva secao de Poincaré definida por um paralelepipedo de espessura nao nula.
A discretizacao no tempo nos conduziria de imediato a erros, pois fixando-se o plano como
aquele definido pelo periodo constante (plano x; X xs para x3 constante), ha a possibilida-
de de ocorrerem retornos a este ”plano” nos momentos dos impactos. Nestes casos, quais
seriam os valores de x, que pertenceriam ao referido ” plano-paralelepipedo”, principalmente
sabendo-se que tal ”plano”, se obtido pelos softwares disponiveis no mercado, é na verdade
um paralelepipedo? Como em cada um desses instantes, xs tem derivada tedrica infinita,
seu valor estaria sendo determinado de forma aleatéria no ”plano”, e assim teriamos uma
componente probabilistica instrinseca a técnica empregada para a determinacao da secao de

Poincaré.

Através da discretizacao geométrica, ou seja, definindo o plano de Poincaré por x;
constante (e diferente de +1), garante-se que a trajetéria o interceptard sempre fora dos
instantes de impacto, além disso, utilizando o Hit, garante-se que o plano tenha de fato
espessura nula. Estes dois procedimentos eliminam a componente estocastica introduzida
pelos métodos classicos de obtencao das secoes de Poincaré, problema este que é agravado
nos casos de sistemas com descontinuidades. Isto mostra que o método proposto, e empregado
no exemplo, é uma contribuicao de grande valia, pois resgata a importancia da andlise de
sistemas caoticos feitas através das secoes de Poincaré, tao criticadas principalmente devido a
dificuldade que se encontra na fiel definicao de tais hiperplanos, quando se empregam métodos
numéricos de simulacao. Fica evidente, portanto, que as questoes de ordem computacional
sao fundamentais no contexto de qualquer trabalho que vise a andlise dinamica e/ou controle

de sistemas.

A simulagao analdgica feita de fato com elementos analdgicos (amplificadores operacio-
nais, resistores, capacitores, etc...) poderia minimizar os problemas acima descritos, pois as
variaveis de estado seriam geradas de forma analégica e, portanto, continua. Neste caso, a
definicao do plano de Poincaré seria trivial. A mesma simulacao feita com componentes digi-
tais, que fornecem dados discretos, impoe as dificuldades supra-mencionadas. A definicao de
um plano exato requer a busca por valores pré-definidos que uma simulacao digital convencio-

nal pode nao realizar corretamente. As técnicas tradicionais adotam aproximacoes utilizando
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pontos que sejam os mais proximos destes, dai dizer-se que usam ”hiperparalelepipedos” de
Poincaré e nao hiperplanos de Poincaré. Isso pode até ser aceitavel para estudar-se, com boa
aproximacao, o comportamento de sistemas sem descontinuidades, porém ¢é inaceitavel para
o estudo correto de sistemas que apresentam tais caracteristicas. Esta é a razao de tamanha

énfase nos aspectos computacionais no contexto de um trabalho como este.

A figura 4.29 mostra os mapas de Poincaré obtidos da forma tradicional para valores de
parametros o = 0.1, = 2.0, w = 1.0, usando o plano de Poincaré ¥ definido em x; = 0.9

e com valores de k, = {0.85, 0.90, 0.95, 1.0}. Pode-se perceber que, neste caso, a variagao

15 - 05 0 05 1 15 2 25 3 - 05 0 05 1 15 2 25 3

3 3

(¢) ky = 0.90 (d) k. = 0.85

Figura 4.29: Mapa de Poincaré para o = 0.1, # = 2.0 e w = 1.0, com o plano X definido em

x1 = 0.9, usando o modelo descrito por (4.8).
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em k, nao alterou qualitativamente o comportamento dinamico do sistema, permanecendo

em oscilacao cadtica para os quatro casos.

Para os mesmos parametros da figura 4.29, foi aplicada a técnica da recorréncia no
tempo, mantendo-se o plano ¥ em x; = 0,9 e verificando-se neste plano a recorréncia ;. =
F(t). A figura 4.30 mostra os mapas de Poincaré obtidos nesta condi¢oes. Também neste
caso, como era de se esperar, o comportamento de oscilacao cadtica foi observado para os

quatro valores de k,. Pode-se perceber a existéncia das estruturas fractais, e ainda mais

— —
+ + ¢
e 4 3
-~ -~ 3

3

2

2

. !

0 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 8

173
(a) k, =1.0

. .

; ;

6 6

5 5
- -
+ ¢ + 4
3 3
hd 3 had 3

2 2

1 P ""'"'f"’ 1

0 0

0 \ 2 . s s . , . 0 \ 2 . s s . , .

tr tr
(c) k- =0.90 (d) k. =0.85

Figura 4.30: Mapa de Poincaré para o = 0.1, f = 2.0 e w = 1.0, com o plano ¥ definido
em z; = 0.9, usando o modelo descrito por (4.8) e a técnica da recorréncia no

tempo.
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detalhadamente com uma ampliagao como a mostrada na figura 4.31, onde mostra-se uma

pequena regiao da figura 4.30(c).

1.4

1.35 |

b1

0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
123

Figura 4.31: Detalhamento do mapa de Poincaré mostrado na figura 4.30(c).

Ainda com os mesmos parametros da figura 4.29 e o plano de Poincaré definido em
x; = 0.9, foi feita a andlise utilizando-se a técnica da recorréncia na propria varidvel. A
figura 4.32 mostra os mapas de Poincaré obtidos para a recorréncia xqo(k + 1) = F(za(k)) e
a figura 4.33 mostra os mapas de Poincaré obtidos para a recorréncia z3(k + 1) = F(x3(k)).

A oscilacao cadtica também pode ser observada para os quatro valores de k.

Uma situacao diferente foi encontrada alterando-se o valor de 8 para 1.705 e mantendo-
se os demais parametros constantes. A figura 4.34 mostra os mapas de Poincaré obtidos da
forma tradicional para valores de parametros a = 0.1, f = 1.705, w = 1.0, usando o plano
de Poincaré ¥ definido em 1 = 0.9 e com valores de &, = {0.85, 0.90, 0.95, 1.0}. Pode-se
perceber que, neste caso, houve uma mudanca qualitativa no comportamento dinamico do
sistema, passando de oscilagao cadtica para periédica. Observe que a figura 4.34(a) apresenta
uma estrutura fina e com caracteristicas fractais semelhante a obtida para o mapa de Hénon

mostrado nas figuras 4.26, 4.27 e 4.28.

Com o0s mesmos parametros usados nas simulacoes cujos resultados sao mostrados na
figura 4.34, utilizou-se a técnica da recorréncia no tempo, e os resultados encontrados mais

uma vez mostram a transicao de uma oscilacao cadtica para uma oscilagao periddica a medida
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Th41
Le+1

(b) k, = 0.95

LTh41
Le+1

(¢) ky = 0.90 (d) k, = 0.85

Figura 4.33: Mapa de Poincaré para o = 0.1, § = 2.0 e w = 1.0, com o plano ¥ definido
em z; = 0.9, usando o modelo descrito por (4.8) e a técnica da recorréncia na

prépria variavel (x3).
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x2

x2

Figura 4.34:
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216 2.185
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214 L L L L L 218 " L L L L L L L
02 0.25 03 0.35 04 0.34 0.35 0.36 037 0.38 0.39 04 041 0.42
x3 x3
(a) k. =1.0 (b) k., =0.95
245 T 245
24 24
235 235
23 23
225 225
22 ™ 22
8
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2 2
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0.44 0.45 0.46 0.47 0.48 0.49 05 051 0.52 053 0.54 0.55 0.56 0.58 0.6 0.62 0.64 0.66 0.68 07
T3 T3

(¢) k, = 0.90 (d) k, = 0.85

Mapa de Poincaré para o = 0.1, f = 1.705 e w = 1.0, com o plano ¥ definido

em z; = 0.9, usando o modelo descrito por (4.8).
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que o fator de restituicao da velocidade k, diminui, o que pode ser visto na figura 4.35.

— —
I . i
= -
6.26
2
6.24
15
= e 622
‘1 15 2 25 3 35 4 45 6.2 .
t 6.2 6.22 6.24 6.26 6.28 63 6.32 6.34 6.36
k iy
(a) ky = 1.0 (b) k, = 0.95
4 . 4
35 35
3 3
— —
+ 25 + 25
= =
-~ -~
2 2
15 15
1 L 1
1 15 2 25 3 35 4 1 15 2 25 3 35 4
g g
(¢) k» = 0.90 (d) kr = 0.85

Figura 4.35: Mapa de Poincaré para a = 0.1, § = 1.705 e w = 1.0, com o plano ¥ definido
em z; = 0.9, usando o modelo descrito por (4.8) e a técnica da recorréncia no

tempo.

Ainda com os parametros das simulacoes cujos resultados sao mostrados na figura 4.34
e utilizando-se agora a recorréncia na prépria variavel, foram obtidos os resultados mos-
trados nas figuras 4.36 e 4.37, os quais mostram, respectivamente, as recorréncias em I,
(xo(k 4+ 1) = F(xo(k))) e em 3 (x3(k + 1) = F(x3(k))). Também aqui a mudanca qualitati-
va no comportamento dinamico do sistema é evidenciada, passando de oscilacao cadtica para

periddica.
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LTh41
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Figura 4.36:
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Mapa de Poincaré para o = 0.1, f = 1.705 e w = 1.0, com o plano ¥ definido
em z; = 0.9, usando o modelo descrito por (4.8) e a técnica da recorréncia na

prépria variavel (z,).
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Th41
Th41

034 035 036 037 0.38 039 04 0.41 042

(a) K = 1.0 (b) ky = 0.95

Thg41
Tk41

-1 -0.5 0 05 1 15 2 -1 05 o 05 1 15 2
Tp T

(¢) k, = 0.90 (d) k, = 0.85

Figura 4.37: Mapa de Poincaré para a = 0.1, f = 1.705 e w = 1.0, com o plano ¥ definido
em z; = 0.9, usando o modelo descrito por (4.8) e a técnica da recorréncia na

prépria variavel (z3).
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Cabe aqui ressaltar a importancia do modelo matematico usado na analise do compor-
tamento do sistema. A linearizacao ou utilizacao de aproximagoes em um modelo matematico
pode levar a conclusoes equivocadas do comportamento do sistema. E o que se pode per-
ceber fazendo-se uma comparacao entre as figuras 4.38 e 4.39, onde nota-se que existe uma
diferenca quantitativa. A figura 4.40 apresenta a sobreposicao dos dois atratores obtidos.
Note que o atrator referente ao modelo (4.8) é uma parte do atrator referente ao modelo

aproximado (equagoes 4.8, aproximando-se sen(x) por z7).

z2

. .
03 0.35 04
x3

Figura 4.38: Mapa para o = 0.1, § = 1.705, w = 1.0 e k, = 1.0, com o plano X definido em

x1 = 0.9, usando o modelo sem linearizacao.

25 T T T T T T T T

x2

05 [

Figura 4.39: Mapa para a = 0.1, f = 1.705, w = 1.0 e k, = 1.0 com o plano X definido em

x1 = 0.9, usando o modelo aproximado por Shaw e Rand (1989). Cadtico.
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25

; ;
@ modelo sem linearizagao

T2

Figura 4.40: Sobreposicao dos mapas das figuras 4.38 e 4.39.

Foi possivel ainda detectar outras diferencas qualitativas entre os dois modelos, mostran-
do que o modelo aproximado, em algumas circunstancias, leva a comportamentos dinamicos
diferentes daqueles obtidos via modelo sem linearizagao, devido a grande sensibilidade do
sistema modelado as condicoes iniciais. Neste sentido, certos comportamentos dinamicos
podem ser mascarados na andlise, devido a modificacao imposta pela linearizacao feita na
modelagem. Como exemplo, para a= 0.1, f= 1.705, w= 1.0 e k.= 0.986, o modelo sem
linearizacao apresenta comportamento peridédico, enquanto que o modelo aproximado apre-
senta comportamento cadtico, como pode ser visto na figura 4.41. A figura 4.42 mostra uma
parte do atrator apresentado pelo modelo aproximado (figura 4.41(b)), evidenciando a ca-
racteristica fractal deste, donde se poderia concluir erroneamente que para estas condi¢oes o

sistema é cadtico.

E importante também chamar a atencao para um recurso computacional usado na
obtencao dos mapas de Poincaré mostrados neste capitulo. O niimero de pontos que compoem
tais mapas é bastante elevado, principalmente nos referentes a comportamentos cadticos
(podem chegar a 100.000 pontos por mapa, dependendo do tempo de simulagao). Este nimero
seria muito mais elevado se nao fosse adotado um critério de arquivamento de pontos que
levasse em consideracao a distancia do ponto em questao e os demais pontos ja armazenados.
Isto devido ao fato de que estes pontos, embora distintos, podem estar préoximos o bastante

de tal forma que em uma representacao grafica pudessem ser considerados um mesmo ponto.
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(a) Modelo sem linearizagéo (b) Modelo aproximado

Figura 4.41: Mapas de Poincaré para o = 0.1, § = 1.705, w = 1.0 e k, = 0.986, com o plano
Y. definido em x; = 0.9, usando o modelo descrito por (4.8) e o descrito por
Shaw e Rand (1989).
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Figura 4.42: Detalhe do atrator quando a = 0.1, f§ = 1.705, w = 1.0 e k, = 0.986 com o

plano ¥ definido em z; = 0.9, usando o modelo aproximado.
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Adotando-se este critério de selecao de pontos a serem armazenados, pode-se minimizar o

problema do tamanho dos arquivos de dados.
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Capitulo 5

Diagramas de Bifurcacao

5.1 Introducao

O aparecimento de caos em sistemas dinamicos sempre esta ligado a ocorréncia de
algum tipo de bifurcacao (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994). Dai a importéancia deste capitulo,

cuja finalidade é mostrar uma forma de construcao de diagramas de bifurcacao.

Um diagrama ou mapa de bifurcacao tem por finalidade mostrar o comportamento de
um determinado sistema em func¢ao da variacao de um determinado parametro, mantendo-se
os demais constantes. Este tipo de andlise é extremamente 1til na implementacao de sistemas

de controle.

Como foi mostrado no capitulo 4, um mapa de Poincaré mostra o comportamento
dinamico de um determinado sistema de ordem n através dos valores assumidos por suas va-
ridveis quando atingem um hiperplano de ordem n—1 e com todos os parametros constantes.
Portanto, escolhendo-se um determinado parametro para analise, cada valor deste parametro
conduz a um mapa de Poincaré diferente. Este é o principio usado para a construcao dos
diagramas de bifurcacao mostrados neste capitulo, ou seja, escolhido o parametro do siste-
ma a ser analisado, constréi-se um mapa de Poincaré para cada valor deste parametro, e

mostra-se o comportamento de uma das variaveis do sistema em funcao da variacao deste
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parametro, supondo que cada uma das suas variaveis carrega a informacao qualitativa do seu
comportamento dinamico. Logo, o diagrama de bifurcacao resultante é uma justaposicao de
tantos mapas de Poincaré quantos forem os valores estudados do parametro, e sera tao mais

rico em informagoes quanto menores forem os intervalos entre cada valor por ele assumido.

Como conseqiiéncia imediata disto, para que se tenha um diagrama de bifurcacao no
minimo interessante, necessita-se de uma grande quantidade mapas de Poincaré justapostos.
E como ja foi dito na secao 3.2, estes mapas sao normalmente compostos de uma quantidade
muito grande de pontos, especialmente em regioes de comportamento cadtico. Desta forma,
os mapas de bifurcacao encontrados, via de regra, quando armazenados geram arquivos de

tamanhos bastante considerdveis o que, por vezes, os tornam dificeis de serem manipulados.

Outro ponto importante a ser ressaltado é o fato de que a forma de variacao do
parametro também influencia no diagrama encontrado. Isto se deve ao fato de que o sis-
tema pode passar por regioes de extrema sensibilidade as condicoes iniciais. Assim sendo,
uma variacao crescente ou decrescente do parametro pode levar a diferentes comportamentos
do sistema e, conseqiientemente, a diferentes diagramas de bifurcacao, se forem consideradas
como condicoes iniciais para a obtencao do novo mapa de Poincaré as condicoes finais encon-
tradas na obtencao do mapa de Poincaré anterior. Este fenomeno é conhecido na literatura

como problema de histerese (Parker e Chua, 1989; Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).

A utilizacao do C' MEX foi de extrema importancia na obtencao de tais mapas, visto
a necessidade de simulacoes continuas durante espacos longos de tempo sem que ocorressem
problemas por falta de capacidade de memoria, comuns no ambiente Matlab quando trata

com grandes quantidades de dados.

Ainda para garantir qualidade nos resultados obtidos, foi utilizada a precisao maxima
permitida pelo Matlab, o que também faz aumentar o tempo de simulacao. O integrador
utilizado foi o odell3 (Adams), com passo de integracdo varidvel, segundo orienta¢ao do
fabricante do software (MathWorks, ©1990 - 1998).
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5.2 Aplicacao a Sistemas Conhecidos

Para ilustrar a construcao de diagramas de bifurcacao pelo método descrito anterior-
mente, optou-se por mostrar inicialmente alguns mapas de bifurcagoes conhecidos e menci-
onados no anexo. Para todos os diagramas mostrados a seguir utilizou-se uma variacao de

0.0001 para o parametro dentro dos intervalos estudados.

Seja, entdo, o sistema representado pela equagao (A.15), o qual apresenta uma bifur-
cacao do tipo sela-nd. Considere que este sistema seja perturbado periodicamente, de tal

forma que resulte na seguinte expressao:
&= f(z,p) = p— 2> + Bcos(wt) (5.1)

Para este sistema foi determinado o diagrama de bifurcacdo em funcao da variacao do

parametro u, e o resultado é mostrado na figura 5.1.

25

Estavel

Tr . Instével

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacao do tipo sela-n6 do sistema representado pela equacao
(5.1), usando 5 =0.2 e w = 5 rad/s.

Seja agora um sistema que apresenta uma bifurcacao do tipo transcritica (equagao

(A.16)) perturbado periodicamente, cuja equagao é:

i = f(x,p) = pr + 2% + Bcos(wt) (5.2)
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Variando-se o parametro p da equagao (5.2) obtém-se o diagrama mostrado na figura 5.2.
Também aqui a troca de estabilidade quando p passa por zero pode ser observada.

25

05 4
\\ Instdvel

Estavel 1

L L L L L L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

m

Figura 5.2: Diagrama de bifurcacao do tipo transcritica do sistema representado pela equacao
(5.2), usando 8 =0.1 e w = 5 rad/s.

Considerando o sistema da equacao (A.17), também perturbado periodicamente, tal
que:

&= f(x, ) = px — 2° + Bcos(wt) (5.3)

obtém-se o diagrama de bifurcacao mostrado na figura 5.3. Observe que continua existindo

a bifurcacao com forma de forquilha.

Para o sistema da equagao (A.18), possuidor de uma bifurcagao tipo forquilha subcritica,

uma perturbacao periodica leva a:
i = f(x,p) = pr + 2° + Bcos(wt) (5.4)

Este sistema perturbado periodicamente apresenta o diagrama de bifurcacao mostrado na

figura 5.4, onde também existe uma bifurcacao na forma de forquilha.

A figura 5.5 mostra o diagrama de bifurcacao do tipo Hopf encontrado para o sistema
de equagoes (5.5)
T Ty — x0T + 27 —
0]:[ 1 o(Zg 1= H) (5.5)

fle, )= [ T —z0 — 1 (T2 + 27 — )
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T Estavel ]

Estavel Instéavel

T Fstavel ]

Figura 5.3: Diagrama de bifurcacao do tipo forquilha supercritica do sistema representado

pela equacao (5.3), usando f = 0.2 e w = 5 rad/s.

[ Instavel

Instédvel

Figura 5.4: Diagrama de bifurcacao do tipo forquilha subcritica do sistema representado pela

equagao (5.4), usando = 0.2 e w = 5 rad/s.
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onde o parametro p foi variado entre -1 e 2.5, com passo de variacao de 0.01.

Figura 5.5: Diagrama de bifurcacao de Hopf ou Poincaré-Andronov do sistema representado

pela equagao (5.5).

Tem-se nas figuras 5.6, 5.7 e 5.8 as bifurcacoes do tipo homoclinica encontradas para o
sistema de equacgoes (5.6), para as condigoes de =10, u < 0 e pu > 0, respectivamente.
x1

&= (5.6)
2
To + puxry — Xy

As figuras 5.9 e 5.10 mostram os diagramas de bifurcacao encontrados para a equacao

de Duffing (2.1) para x e y em fungdo do parametro €, respectivamente.

Estes diagramas mostram, como era de se esperar, o0 mesmo comportamento periodico
obtido nas figuras 2.1 e 2.6, bem como também retrata o comportamento cadtico mostrado
nas figuras 2.3, 2.8 e 2.13.

Trata-se de um método bastante eficiente para construcao de mapas de bifurcacao,
embora sua obtencao seja bastante demorada e exija a manipulacao de arquivos de dados
de grandes tamanhos. Os diagramas mostrados nas figura 5.9 e 5.10, por exemplo, sao
constituidos de 8000 mapas de Poincaré justapostos, correspondentes a variacao de € entre

0 e 0.8, com passo de 0.0001 e variacao decrescente. Além do tempo necessario para a
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0.8

06 -

0.4

0.2+

x

-02 |

04 |

-06 |

-0.8

. . .
Bl 05 0 05 1 15
zo

Figura 5.6: Bifurca¢do homoclinica do sistema representado pela equagao (5.6), para p = 0.

0.2
0.15
0.1
0.05 X/ /
0
Fawl /N Y
-0.1
-0.15
-0.2
-0.25
o3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
xo
Figura 5.7: Bifurcagao homoclinica do sistema representado pela equagao (5.6), para u = —1.
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0.3

02 4

0.1 x/ 4

x

-02 1

03 L L L L

Figura 5.8: Bifurca¢do homoclinica do sistema representado pela equagao (5.6), para p = 1.

Figura 5.9: Diagrama de bifurcacao para a equacao de Duffing (2.1) para a varidavel x com
v=0.3ew=1.0.
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05

-05 |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 5.10: Diagrama de bifurcagao para a equagao de Duffing (2.1) para a variavel y com
v=03ew=1.0.

construcao de cada um destes mapas, ainda resta a necessidade de se garantir que o sistema
alcance o conjunto limite apds cada variacao do parametro em estudo, o que aumenta bastante
o tempo de simulacao. Foram utilizadas condicoes iniciais nulas para o primeiro mapa de
Poincaré, e para os demais consideraram-se como condigoes iniciais as condicoes finais do

mapa anterior.

Outro ponto a ser observado é a possibilidade de obtencao de bifurcacoes de sistemas
de ordens superiores. Seja, por exemplo, o modelo de Lorenz de quarta ordem dado pelas

equagoes (5.7).

i‘o = —x9 + 2\ — (11,'1)2 +

2
2 _ 2
& = —m1 + (vow1 — Taw3) + M
iy = —ap 1 LT T0) (@2 F 25) (5.7)
2
P (1 + x0)2(:r2 — 13)

Fazendo-se a bifurcacao para este sistema de equacoes em funcao da variacao do parametro

A, obtém-se os diagramas mostrados na figura 5.11.

Neste caso aparece um problema diferente na obtencao dos mapas de bifurcacao. En-
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8 10
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Figura 5.11: Diagramas de bifurcacao para o modelo de Lorenz de quarta ordem da equacao
(5.7).
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quanto a simulagao evolui, para algumas faixas de variagao do parametro A, o sistema migra
para pontos de equilibrios estdveis, o que faria com que a simulacao parasse de progredir
porque todos os estados possuem derivadas nulas no equilibrio. Portanto, o €' MEX deve ter
programado um método para detectar quando isto ocorre, terminar tal etapa da simulacao,

forcar o incremento do parametro e restabelecer a progressao da simulacao.

5.3 Aplicacao ao Modelo Estudado

A equacao (5.8) mostra, mais uma vez, o modelo do médulo robético estudado neste

trabalho, onde k, é o coeficiente de reposicao da velocidade apds cada choque.

Obstaculos
T
ﬂ p D4 i = 2 quando |z |< 1
SN sen(z1) — axe + Beos(wt)

(5.8)

x9 — — kyzo quando |z | = 1

N

SART

Pode-se perceber que, para este caso, sao quatro os parametros que estao diretamente

influenciando o comportamento dinamico do sistema:

e «: é a constante de amortecimento do sistema
e (3: amplitude do sinal forcante
e w: velocidade angular do sinal forcante

e [,.. coeficiente de reposicao da velocidade

E com apenas estes quatro parametros, sao infinitas as possibilidades de andlise, visto
serem infinitas as combinagoes possiveis para os valores destes parametros dentro de su-
as possiveis faixas de variagao. Note que apenas algumas condi¢oes foram escolhidas para

anélise.
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Como primeiro exemplo, considere que varias condicoes tipicas de operacao podem
ocorrer nos instantes dos choques com os obstaculos. Dependendo dos materiais utilizados
no elo e nos obstaculos, o coeficiente de reposicao k, pode assumir valores diferentes. Neste
caso, é importante verificar os tipos de comportamento possiveis para as variacoes deste
parametro dentro de uma determinada faixa. Esta é uma justificativa ja suficiente para
explicar a necessidade de se mapear o comportamento dinamico do sistema em funcao da

variacao deste parametro de reposicao de velocidade.

Neste estudo considerou-se um diagrama de bifurcacao tracado a partir da transfor-
macao de Poincaré descrita no plano ¥ e escolhendo-se uma das variaveis z;, 7 # 1 obtendo-
se um diagrama no plano k, X z;. A exclusao de z; é devida ao fato de ter sido usada para a
definicao do plano ¥ escolhido para a obtencao dos mapas de Poincaré, o que evidentemente

a tornard sempre constante no instante de cada intersecao.

Os mapas de bifurcacao obtidos podem ser vistos nas figuras 5.12 e 5.13. Eles foram

x2

0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
T

Figura 5.12: Diagrama de bifurcacao de k, x x5 para o = 0.1, § = 1.705 ¢ w = 1.0 com o

plano ¥ definido em z; = 0.9.

construidos usando-se os mesmos parametros dos mapas de Poincaré das figuras 4.34(a),
4.34(b), 4.34(c) e 4.34(d). Pode-se observar que os comportamentos mostrados em tais mapas
sao retratados nestes diagramas, ou seja, comportamento cadtico para k, = 1.0 e comporta-

mentos periddicos para k, = 0.95, 0.9 e 0.85, respectivamente. Foi considerada uma variacao
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decrescente para k,, e as condicoes iniciais para cada novo valor do parametro iguais as con-

di¢oes finais do caso anterior, sendo nulas as condicoes iniciais para k, = 1.0. Os mesmos

x3

0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
kr

Figura 5.13: Diagrama de bifurcacao de k, x x3 para o = 0.1, § = 1.705 ¢ w = 1.0 com o

plano ¥ definido em z; = 0.9.

mapas de bifurcacao sao mostrados nas figuras 5.14 e 5.15 dando um melhor detalhamento

da regiao de comportamento cadtico mostrado nas figuras 5.12 e 5.13, respectivamente.

Observe que qualquer outra combinacao dos parametros «, e w certamente levaria a

mapas de bifurcacao distintos dos mostrados nas figuras 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15.

Suponha agora que o sistema tenha sido projetado para trabalhar em locais com dife-
rentes coeficientes de amortecimento (). Eo que acontece, por exemplo, se o sistema estiver
operando no ar ou imerso em fluidos de diferentes densidades. Cabe, neste caso, uma analise
do comportamento do sistema em funcao da variacao deste parametro. Obviamente, mais
uma vez ressalta-se o fato de que existem infinitas possibilidades de casos a serem analisa-
dos, uma vez que sao infinitas as possibilidades de combinacao de valores dos parametros
do sistema. As figuras 5.16 e 5.17 mostram os diagramas de bifurcacao encontrados para a
variacao do parametro a em funcao das varidveis x; e o, respectivamente. Cabe lembrar
que a variavel z, foi a escolhida para definir o mapa de Poincaré e, portanto, nao pode ser

usada nesta andlise, por ser sempre constante.

Nestes ultimos dois mapas, foi possivel observar uma caracteristica interessante freqiien-
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x2

Figura 5.14: Detalhamento da regiao cadtica do diagrama de bifurcagao mostrado na figura
5.12.

0.45

0.4

0.35 -

x3

03

Figura 5.15: Detalhamento da regiao cadtica do diagrama de bifurcacao mostrado na figura
5.13.
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Figura 5.16: Diagrama de bifurcacao de o X x5 para k, =1, f = 2.0 e w = 4.0 com o plano
Y definido em z; = 0.95.

Figura 5.17: Diagrama de bifurcacao de o x x3 para k, = 1, § = 2.0 e w = 4.0 com o plano
Y definido em x; = 0.95.
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temente presente em sistema dinamicos: a existéncia de regioes de comportamento periédico
entre regioes de comportamento caético. Estas janelas periddicas foram também observadas

nos diagramas de bifurcacao para a equacao de Duffing mostrados nas figuras 5.9 e 5.10.

E importante enfatizar que o tempo gasto para a obtencao de tais mapas é bastante ele-
vado, principalmente quando se deseja resultados com elevada precisao. A grande quantidade
de diferentes valores para o parametro em estudo e a necessidade de deixar um intervalo de
tempo entre cada mudanca no valor deste para eliminacao de efeitos transitérios indesejados,
juntamente com a necessidade de alta precisao faz com que mapas como os mostrados nas
figuras 5.9 e 5.10 sejam obtidos através de simulacoes continuas de dez dias, utilizando-se
um microcomputador Pentium II1 de 450 MHz. E devido a esta demora, a utilizacao de uma
técnica de backup automatico durante o processamento foi de fundamental importancia para
diminuir riscos de perda de grandes quantidades de informacgoes decorrentes de problemas
de falta de energia elétrica. Neste aspecto, a utilizacdo do C' MEX facilita bastante na exe-
cucao das tarefas, visto que toda a programacao é feita utilizando-se o C**. Um exemplo de

programa C' MEX pode ser visto no apéndice B.

O elevado tempo de simulacao é uma restricao deste método, mas que também ocorre
em outros métodos propostos na literatura. E o caso, por exemplo, do método da Forca
Bruta, cujo algoritmo é mostrado em Parker e Chua (1989). Outro método cujo algoritmo
também é mostrado em Parker e Chua (1989) é o da Continuagao, que também é demorado

e nao consegue manipular comportamentos cadticos.
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Expoentes de Lyapunov

6.1 Introducao

Como foi mencionado anteriormente, os mapas de Poincaré e os diagramas de bifur-
cacao sao ferramentas graficas que permitem analisar a dinamica de sistemas a partir de
caracteristicas especificas de cada comportamento identificadas nestes mapas. Tratam-se,
portanto, de analises qualitativas que, apesar de serem bastante uteis, por vezes podem nao

ser conclusivas.

O procedimento de obtencao dos expoentes de Lyapunov nos fornece uma ferramenta
que permite determinar a estabilidade de qualquer tipo de sistema em regime permanente,
inclusive os dos tipos quasi-periddico, cadtico e instavel, através de analises da dependéncia
sensitiva as condicoes iniciais impostas ao sistema. FEsta sensibilidade é expressa em ter-
mos da taxa de divergéncia de trajetorias que partem de condicoes iniciais infinitesimalmen-
te proximas, a qual é identificada em funcao dos expoentes de Lyapunov correspondentes.
Trata-se, portanto, de uma analise quantitativa e conclusiva do comportamento dinamico de

sistemas.

Nao se pretende aqui dar uma definicao rigorosa para os expoentes de Lyapunov, mas

sim introduzir o conceito associado, assim como evidenciar a interpretacao dada aos expo-
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entes calculados e um algoritmo usado para sua obtengao. Defini¢oes rigorosas podem ser

encontradas em Guckenheimer e Holmes (1990) e em Fiedler-Ferrara e Prado (1994).

6.2 Definicao e Interpretacao

Os expoentes de Lyapunov sao os autovalores do modelo da diferenca dinamica entre
duas trajetérias iniciadas em pontos distintos e muito préximos, o qual é linear e variante no
tempo (variacional). Estes expoentes podem ser usados para determinar a estabilidade de
comportamentos quasi-periddicos e cadticos assim como de pontos de equilibrio, solucoes pe-
riddicas e instabilidades. Esta associacao com autovalores pode ser constatada nas defini¢oes

mostradas na secao A.4.

Para um melhor entendimento deste conceito, seja um sistema continuo composto de n
equagoes diferenciais ordinarias. Seja ainda um pequeno hiper-volume esférico de raio £¢(zo)

formado por estados iniciais x., em torno do ponto inicial , de uma linha de fluxo, ou seja,
|22 — wo| < £o(0) (6.1)

Com o decorrer do tempo, esta hiper-esfera é deformada pelo fluxo, dando origem a um
hiper-elipséide, de eixos principais €x(t), £ = 1,2,--- ,n (ver figura 6.1). Os expoentes de
Lyapunov medem a taxa de crescimento exponencial destes eixos principais (Fiedler-Ferrara

e Prado, 1994) e podem ser definidos por

1
A=1lim lim —In , 1=1,2,-- n. (6.2)
t—00 gg(20)—0 T 80(1‘0)
Da equagao (6.2) tem-se que
61(t) “ 60(1’0)6)\it, (63)

0 que permite concluir que

(a) A existéncia de expoentes de Lyapunov positivos define uma instabilidade orbital nas

direcoes associadas, ou seja, uma expansao;
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Figura 6.1: Evolu¢do de um elemento de volume esférico para um elipsdide (caso

bidimensional).

(b) A existéncia de expoentes de Lyapunov negativos significa a existéncia de contragao;

(c¢) Para uma solugao cadtica associada a um atrator estranho, a dependéncia as condi¢oes

iniciais implica na existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo;

(d) Para uma solucao periédica ou quasi-periédica pode-se esperar que deslocamentos na
direcao perpendicular ao movimento diminuam com o tempo, enquanto que ao longo
da trajetoria eles nao devem se alterar, correspondendo a um simples deslocamento do
ponto inicial. Portanto, a partir de (6.3), segue que no caso de solucao periddica ou
quasi-periddica A; < 0 nas dire¢oes perpendiculares ao movimento e \; = 0 ao longo da

trajetoria.

Se for considerado um instante qualquer ¢, pode-se supor que o elemento do hiper-

volume seja dado por
SV (t) = Hei(t) (6.4)
i=1
Substituindo-se (6.3) em (6.4) tem-se

SV (t) = 6V (0)eXim it (6.5)
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Analisando-se a equagado (6.5), podem-se definir duas situagoes para que o hiper-volume

no espacgo de fases nao seja divergente:

(a) Quando Y ", A; = 0. Neste caso, 6V (t) = dV(0) e o sistema é dito conservativo;

(b) Quando > ", A; < 0. Isto resulta em 0V (¢t) < 6V (0), ou seja, hd uma diminuicao do

hiper-volume no espaco de fases, e o sistema é dito dissipativo.

Pode-se concluir dai que a existéncia de um atrator esta vinculada a necessidade de que
a contracao sobreponha-se a expansao o que, em termos dos expoentes de Lyapunov, significa

dizer que seu somatoério deve ser negativo.

Tudo isto nos permite concluir que o comportamento dinamico de um sistema pode
ser bem definido através da andlise de seus expoentes de Lyapunov. A tabela 6.1 mostra
resumidamente o comportamento dinamico de sistemas em funcao dos respectivos valores

para os expoentes de Lyapunov encontrados (Parker e Chua, 1989).

Tabela 6.1: Comportamento dinamico de sistemas em funcao de seus expoentes de Lyapunov

Comportamento no Conjunto Limite Expoentes de Lyapunov
Ponto de equilibrio 0> =22\,
Periddico A =0
0>X 2> 2\
Bi-periddico AM=X=0
0> A==,
k-periddico M= ==X =0
0> N1 -2 Ay
Caotico Pelo menos um \; > 0
YA <0

Do ponto de vista de andlise e/ou identificacdo de sistema cadticos, os expoentes de

Lyapunov sao considerados tao importantes que até sao usados para definir tais sistemas, ou
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seja, um sistema cadtico pode ser definido como aquele que possui pelo menos um expoente
de Lyapunov positivo. Além disto, eles servem para determinar a dimensao do sistema, que
pode ser inteira para atratores nao cadticos ou fraciondria para atratores estranhos (Parker
e Chua, 1989; Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).

6.3 Um Algoritmo para o Calculo

O método de cédlculo dos expoentes de Lyapunov usado neste trabalho baseia-se na
utilizacao da equacao variacional e da ortonormalizacao de Gram-Schmidt. Esta abordagem
leva em consideracao o fato de que qualquer perturbacao imposta a um sistema cresce, em

it conforme mostra a equacao (6.3). E importante ressaltar que a aplicacao

média, com taxa e
do método aqui exposto é restrita para sistemas que atendam a condicao imposta para a
determinagao da variacional (ver se¢ao A.4), ou seja, ele ndo pode ser aplicado eficientemente

no caso de sistemas que possuam descontinuidades.

E importante lembrar que, uma vez que os expoentes de Lyapunov expressam uma
taxa de variacao exponencial, qualquer pequena variacao tera reflexos nos valores obtidos.
Assim sendo, deve-se dar uma grande atencao aos aspectos computacionais citados na secao
3.2, enfatizando a importancia e a influéncia de uma escolha adequada para o método de
integracao e as precisoes utilizadas nos cdlculos. FErros referentes a precisao nos calculos

podem levar a informacoes equivocadas sobre o comportamento do sistema.

Descreve-se a seguir os passos usados na determinacao dos expoentes de Lyapunov para

um sistema de ordem n, representado por & = f(x).

- Determinar a equagao variacional

A equacao variacional referente ao sistema em questao é determinada aplicando-se a

definicao dada na equacio (A.8), ou seja, determinar ®(z) tal que

®(z) = Df(z) ®(x), (6.6)
onde Df(zx) é o Jacobiano de f(z).
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- Encontrar o primeiro expoente ()

Escolhe-se uma condicao inicial xy e uma perturbacao inicial para o sistema dx,. Faz-se
6109 = g, ul®) = 630/||6x0|| € 2'°) = 20, onde os expoentes (i) indicam a iteragio atual do

calculo.

Integra-se, entdo, a equacdo variacional a partir de u(® por T segundos para obter o

proximo valor para dx, ou seja,

6z = 5x(T;ul, 209) = &y (2(9)) ul® (6.7)

Encontra-se a versdo normalizada de éz("), dada por u(™) = 6z /||62™M|| e novamente
integra-se a equacio variacional a partir de u(") por T segundos para obter §z(?), ou seja
62 = 6x(T; uV, 1)) = dp(zM) uM (6.8)
onde (1) = &5 (2(°)).
Repetem-se os procedimentos de integragao e normalizacao K vezes e obtém-se
Sz (T u(l),x(l)) - ||(5x(K)|| . ||(5x(1)|| wK) (6.9)
Para um valor de K suficientemente grande, obtém-se

A In |[62(KT; dao, 20)]|

~ KT

K
1

— 1 (k) 1
e R (6.10)

1 K
= ﬁZln||5;c<k)||.
k=1

- Encontrar os demais expoentes (\; a \,)

Para que se possam generalizar expressoes para a determinacao dos expoentes de Lya-
punov, faz-se necessario discutir um pouco sobre a técnica de ortonormalizacao de Gram-
Schmidt. Este procedimento é importante pois elimina o efeito do alinhamento para o qual

tendem os vetores dz; e dx9, quando ¢t — oo (Parker e Chua, 1989).
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Seja {0x1,--+,d0x,} um conjunto de n vetores linearmente independentes no R". A
ortogonalizagao de Gram-Schmidt gera um conjunto ortonormal {uy,---,u,} de n vetores
com a propriedade de que {uy,---,u;} ocupa o mesmo subespaco de {dzy,---,dx;} para
i=1,---,n. As férmulas sao dadas em (6.11) (Parker e Chua, 1989).

V1 = (le
ur = v/ |o1]
Vo = (S.IQ— < 5(172,U1 > Uy

us = vy /||va]| (6.11)

[\

Up = 0Zp— < 0Ty, Uy > Up — +++— < 0Ty, Up_1 > Up_1

Up = vn/””ﬂ”

Para encontrar os n expoentes de Lyapunov simultaneamente, um conjunto de n vetores
de perturbacao linearmente independentes deve ser repetidamente integrado e ortonormali-
zado. Na K-ésima iteracao, a ortonormalizacao produz n vetores, {v%K), e ,vT(lK)}, e para
um K suficientemente grande, tem-se os expoentes de Lyapunov, dados pelas expressoes da

equagao (6.12).

1 K
Alz—ZIn||6v§k)||

KT
k=1
(6.12)
1 K
~ (k)

Trata-se, aparentemente, de um procedimento simples. Sua aplicacao para a verifi-
cacao de existéncia de comportamento caotico, entretanto, leva a necessidade de resolucao
de um sistema de equacoes lineares composto de, no minimo, doze equacoes diferenciais: trés
do sistema original (visto que comportamentos cadticos somente podem ser observados em

sistemas desta ordem ou ordens superiores), e nove originadas da equagao variacional.
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Para exemplificar tal procedimento, consideremos a obtencao dos expoentes de Lyapu-
nov para a equagao de Duffing (2.1), reproduzida na equacgao (6.13) depois de uma mudanga
no nome das variaveis e da insercao do estado adicional para transforma-la em um sistema

de equacoes autonomo.

fo (l‘) l‘o(iE) T
i = | zo— o3 — exy + ycos(xy)

fo() () w

(6.13)

O primeiro passo é encontrar a equagao variacional para o sistema (6.13), o que pode

ser feito através da equacao (6.6), onde D f(x) é o Jacobiano de f(x) e é dado por:

[ 0fo(x)  Ofo(x)  Ofo(x) T _
dxg 0z, 0y 0 1 0
0 0 0
Df(x) = J;l;:) ngf) glafj) =1 1-323 —e  —vsen(zs) (6.14)
afg(l’) afg(flf) an(fL’) | 0 0 0 i
L afL’O afL’l 8x2 .

Seja ®(x) definido como na equacao (6.15). Conseqiientemente, ®(x) também estd,

definida, ou seja:

T3 Ts [ Ty Ty Ty
®(7) T xg = (P(ﬁ) = | T T7 I (6.15)
Ty T11 Ty Tip Ty
Substituindo-se (6.14) e (6.15) em (6.6), tem-se:
i‘g 3'54 i‘5 1 0 T3 T4 Ty
.Cbg .Cb7 j?g 1-3 Jf% —& - SGH(J?Q) e X7 g (616)
Ty Tip Ty 0 0 Tg T10 Tnm
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o sistema a ser integrado composto de doze equacoes diferenciais, ou seja:

To = T3 i = (1 — 322) 23 — & 25 — 7y sen(x2) T

iy =20 — Tp — & 21+ cos(zz) d7 = (1 —323) 24 — e 27 — v sen(z3) 219

To = W ig = (1 — 3x3) x5 — & 2g — 7y sen(x9) 713

& = @ g =0 (6.17)
Ty = T7 T10 =10

Ty = Tg 11 =20

O passo seguinte é estabelecer as condicoes iniciais para os estados x;, além dos valores
iniciais para as perturbacoes. Para as varidveis da equacao variacional, de acordo com a

defini¢ao (A.8), os valores iniciais sdo dados por

x3(0) x4(0)  x5(0) 100
Dy (z5(to)) =1 = | 26(0) 27(0) a5(0) | =[0 1 0 (6.18)
1‘9(0) LElo(O) iEll(O) 0 0 1

Para as perturbacoes iniciais pode-se atribuir valores aleatdrios, desde que seja atendida a
condicao de que os vetores sejam linearmente independentes, o que é requisito do método de
ortonormalizacao de Gram-Schmidt. Genericamente, sao dados pela equagao (6.19), e uma

vez escolhidos, obtém-se os vetores ortonormalizados.

Sk(1,1) 6k(1,2) 0k(1,3)
ok = | 6k(2,1) 0k(2,2) 6k(2,3) (6.19)
0k(3,1) 0k(3,2) 0k(3,3)

~ . 0 . ~ .
Pode-se entao obter os vetores normalizados uge ), cujos valores sao calculados a partir das

equagoes (6.20).
Ok (i, )

= . i=1,2,3, j=1,2,3 (6.20)
VI KO (m, )12
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A partir dai, deve-se proceder a integracao simultanea das doze equagoes obtidas e
mostradas em (6.17), e a cada iteragdo (i), atualizam-se os valores dos expoentes de Lyapunov

para o sistema (no caso, trés expoentes), através dos procedimentos mostrados a seguir.

Passo 1: Cilculo do primeiro expoente

O vetor atual de perturbacoes é dado por:
()¢ . (i—=1) / . .
0k'(4,1) = ®(x)u, '(4,1), j=1,2,3.

Aplicando-se a ortonormalizacao de Gram-Schmidt, tem-se:

o(5,1) = kD (5, 1), i=1,2,3.
(@) -
- 1
ug)(j, 1) = % G 1) j=1,23.

Vo m, 12

E, finalmente, atualiza-se o valor do primeiro expoente, inicialmente igual a zero.

3
Expoente(1)? = Expoente(1)" + log Z[v,(f) (m,1)]?

Passo 2: Clalculo do seqgundo expoente

Calcula-se o vetor de perturbacoes atual, dado por:
Sk (5,2) = d(x)ul V(j,2), j=1,2,3.

Com a ortonormalizacao, obtém-se:

v,(e)( 2) = ok i [5k m, 2)u§€)(m 1) uge)(j,l) j=1,2,3.
W), 2 o (.2) j=1,2,3.
@m o) (m. 2)]2

A atualizacao do valor do segundo expoente, inicialmente nulo, é feita por:

O .2 )
Expoente(2)? = Expoente(2)" " + log Z[v,(;) (m, 2)]2}

m=1
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Passo 3: Clalculo do terceiro expoente

Como anteriormente, calcula-se o vetor de perturbacgoes atual, dado por:
Sk (5,3) = d(x)ul""(j,3), j=1,23

Apés a ortonormalizacao, obtém-se:

3
o) (5:2) = k0, 2) = 3 |k (om, 3 (m, )| ufl (5,1)

m=1

3
-y [M(“(m, 3)ul? (m, 2)} u(5,2) j=1,2,3.

3
I

Q)
i), .3 .
u{)(j,3) = v U 3) j=1,2,3.

Finalmente, acumula-se o valor do terceiro expoente;

3
Expoente(3)”) = Expoente(3)"™" + log Z[v,(j) (m, 2)]?

m=1

Passo 4: Verificacao da convergéncia

Faz-se a comparacao entre os valores dos expoentes calculados e os valores anteri-
ores. Se os valores estiverem suficientemente proximos, calculam-se os expoentes
dividindo-se os valores acumulados em Expoente(n)(i) pelo tempo de integracao da
equacao variacional. Se ainda nao convergiram, atribui-se novamente a condigao
inicial & equacao variacional dada por (6.18) e retorna-se ao primeiro passo, até

que haja a convergéncia ou seja ultrapassado o nimero maximo de iteragoes.

Esta necessidade de reiniciar condicoes iniciais mais uma vez foi possibilitada pelo uso

do ambiente C MEX do Simulink, conforme explicado na secao 3.1.

A utilizacao deste ambiente de simulacao e das técnicas acima descritas possibilita,

entao, calcularem-se todos os expoentes de Lyapunov ao mesmo tempo para um determinado

sistema.
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6.4 Aplicacoes do Método

Ampliando um pouco esta aplicacao, foi possivel obter o comportamento de um siste-
ma em funcao dos valores de seus expoentes de Lyapunov, fazendo-se um mapeamento dos
expoentes em funcao da variacao de um determinado parametro do sistema, como no caso

da obtencao dos diagramas de bifurcacao.

A figura 6.2(a) mostra o mapa dos expoentes de Lyapunov obtidos para a equacao de
Duffing, quando o parametro ¢ varia de 0 a 0.8. Comparando-se este mapa com os diagramas
de bifurcacao para o mesmo sistema mostrado nas figuras 6.2(b) e 6.2(c), e para a mesma
faixa de variacao de ¢, pode-se perceber que o comportamento do maior expoente corresponde

ao comportamento qualitativo do sistema, ou seja,

(a) Nos pontos de bifurcacao o maior expoente é nulo;

(b) Nas regides de comportamento periédico o maior expoente nao nulo é negativo;
(c¢) Nas regices de comportamento cadtico o maior expoente é positivo.

Isto pode ser melhor observado nas sobreposicoes mostradas nas figuras 6.3 e 6.4 para a
bifurcacao em funcao da variavel z, e nas figuras 6.5 e 6.6 para a bifurcacao em funcao da

variavel y.

Para reforcar a dependéncia do sistema as condicoes iniciais e a ocorréncia de problemas
como a histerese, foram feitas simulagoes para a equacao de Duffing com variacoes crescentes

e decrescentes de . A figura 6.7 mostra a presenca do fenomeno.

Um outro exemplo de aplicagao pode ser visto na figura 6.8, onde mostra-se a sobrepo-
sicao do mapa de bifurcagao convencional (Poincaré) (Parker e Chua, 1989; Fiedler-Ferrara
e Prado, 1994) e do espectro de Lyapunov obtidos para um mesmo range de variacao decres-
cente do parametro. E importante notar que as informacoes nesta figura sao muito didaticas
do ponto de vista de mostrar o que deve ocorrer em mapas que mostram os expoentes de
Lyapunov como funcao da variacao de parametros de um sistema. Onde ha caos o expoen-
te caracteristico é positivo, onde hd periodicidade o expoente é negativo, e nos pontos de

bifurcacao o expoente é zero.
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(b) Mapa de bifurcagio para x
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Figura 6.2: Expoentes de Lyapunov e diagrama de bifurcacao para a equagao de Duffing, com

¢ variando de 0 a 0.8.
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Figura 6.3: Sobreposicao das figuras 6.2(a) e 6.2(b).
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Figura 6.4: Detalhamento da regiao cadtica da figura 6.3.
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Figura 6.5: Sobreposicao das figuras 6.2(a) e 6.2(c).
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Figura 6.6: Detalhamento da regiao cadtica da figura 6.5.
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Figura 6.7: Mapas de bifurcacao e espectros de expoentes de Lyapunov para ambos os sen-

tidos de variacao do parametro €. Equacoes de Duffing.
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1 1 1 1 1 1
26 238 3 3.2 3.4 36 38 4
Im

Figura 6.8: Mapa de bifurcacao e espectro de Lyapunov para o mapa quadratico dado pela

equagao T,y = 1 — pa.

Para o modelo de Lorenz de quarta ordem mostrado na equagao (5.7) (Sparrow, 1982),
foi aplicado o método de determinacao dos expoentes de Lyapunov, e o espectro encontrado
para a variagao do parametro A é apresentado na figura 6.9, sendo que o comportamento
de cada um dos quatro expoentes é mostrado de uma cor diferente. Pode-se notar que na
regidao compreendida pelos valores de A entre -1 e +4 (aproximadamente), todos os expoentes
sao negativos, o que representa a existencia de pontos de equilibrio. Este comportamento

também pode ser observado nos diagramas de bifurcagdo mostrados na figura 5.11.

Mais uma vez chama-se a atencao para a grande utilidade desta ferramenta para a
analise do comportamento dinamico de sistemas de ordens superiores, desde que nao possuam

descontinuidades.

6.5 Aplicacao ao Sistema Estudado

O método anteriormente descrito mostrou-se bastante eficaz na obtencao dos expoentes

de Lyapunov, mas sua aplicacao é limitada. Isto se deve ao fato de que a equacao variacional
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-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 6.9: Espectro de Lyapunov para o modelo de Lorenz de quarta ordem.

é restrita a sistemas que sejam continuamente diferencidveis (Parker e Chua, 1989). Logo,
a descontinuidade presente no modelo estudado inviabiliza o célculo dos expoentes de Lya-
punov através do uso da equacao variacional. Existem algoritmos bem estabelecidos para a
determinacao dos expoentes de Lyapunov quando os sistemas dinamicos em questao possu-
em trajetérias de estado suaves. FEles sao baseadas na integracao das equacoes variacionais
associadas as n trajetérias de estado, com respectivas condigoes iniciais linearmente indepen-
dentes. Existe um problema numérico na solucao destas equacoes devido a sua divergéncia
exponencial, no caso do sistema apresentar oscilacoes caoticas, que pode ser resolvido com um
aprimoramento da abordagem via uso da ortonormalizacao de Gram-Schmidt ou triangula-
rizacao de Householder. Mas esta abordagem nao pode ser diretamente aplicada para o caso
em questao, porque o sistema estudado possui descontinuidades inerentes aos impactos com
os obstaculos. Pode-se tentar usar certas aproximacoes no sentido de suavizar as trajetorias
de estado na vizinhanca das descontinuidades, como os métodos de aproximacao propos-
tos em Miiller (1995) e Klecza e Kreuzer (1995) para andlises qualitativas, mas que para
sistemas com descontinuidades tipo impacto sao de dificil, senao impossivel, implementacao,
podendo levar a solucoes contendo erros grosseiros, principalmente na determinacao do maior

expoente caracteristico. Este ainda é um problema que se estd procurando resolver. Temos
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resolvido tal problema com a implementacao computacional no ambiente Simulink/Matlab
de um algoritmo que determina o espectro completo dos expoentes de Lyapunov para sis-
temas com trajetdérias suaves, sendo que ainda enfrentam-se problemas na implementacao
da mesma técnica para sistemas com descontinuidades. Ainda hoje nao ha algoritmo ge-
ral para a obtencao da solucao exata para estes problemas publicado nos meios cientificos

especializados.

Uma tentativa de evitar este problema foi feita através da obtencao dos expoentes a
partir de sua prépria definicao, ou seja, se os expoentes medem a taxa da divergéncia de
trajetérias iniciadas com condigOes iniciais infinitesimalmente préximas, a idéia foi simular
dois sistemas idénticos evoluindo ao mesmo tempo, com pequena diferenca nas condicoes

iniciais de ambos.

Para evitar que alguma comparacao fosse feita nas proximidades das descontinuidades,
o que poderia levar a uma falsa divergéncia, optou-se por fazer esta andlise sobre uma secao de
Poincaré pré-definida, ou seja, cada iteracao foi feita no instante da passagem das trajetérias
pela se¢ao de Poincaré. O resultado encontrado pode ser visto na figura 6.10(a), onde foram
calculados os expoentes de Lyapunov para o sistema estudado em funcao da variacao do

parametro k,, o coeficiente de reposicao da velocidade.

Se uma comparacao for feita com o diagrama de bifurcacao obtido para o mesmo sistema
(figura 6.10(b)), e nas mesmas condicoes, pode-se perceber que nao foram obtidos resultados
tao precisos como no caso da equacao de Duffing, ou seja, nao houve uma perfeita corres-
pondéncia entre, por exemplo, os pontos de bifurcacao e valores nulos para os expoentes de
Lyapunov. Isto leva a concluir-se que as descontinuidades do sistema influenciam no célculo
dos expoentes via simulacao digital usando este método, ou seja, de alguma forma erros com-
putacionais estao sendo inseridos no sistema de tal forma que nao se conseguem determinar

os valores dos expoentes com grande precisao.

ya

E importante notar que, mesmo assim, este tltimo resultado pode fornecer uma nocao
das tendéncias de mudanca de qualidade de operacao dos sistemas em funcao da variacao de

seus parametros.
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Maior Expoente de Lyapunov

40 L L L
0.98 0.985 0.99 0.995 1

ky

(a) Expoentes de Lyapunov

T2

214 L L L
0.98 0.985 0.99 0.995 1

(b) Mapa de bifurcagio

Figura 6.10: Expoentes de Lyapunov e diagrama de bifurcacao para o sistema estudado neste

trabalho, com k, variando de 0.98 a 1.0.
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A possibilidade de criacao de blocos S-function utilizando-se recursos da programacao
C** tornou bastante vidvel a obtencao de mapas de Poincaré, diagramas de bifurcacao e
expoentes de Lyapunov através de simulagoes digitais, sendo possivel obter resultados de

grande precisao.

Com as metodologias implementadas conseguimos analisar com maior detalhamento o
sistema proposto por Shaw e Rand (1989), e constatamos que realmente existe comportamen-
to cadtico em tal sistema. Pudemos ainda comprovar problemas decorrentes de linearizacoes

realizadas na modelagem deste sistema.

A programacao de blocos na linguagem C** possibilitou a utilizacao de recursos para
realizacao de backups automaticos durante as simulacoes, o que viabilizou simulagoes com
tempos elevados (cerca de dez dias usando um microcomputador Pentium III de 450 MHz
com 256 MB de meméria RAM, no caso dos diagramas de bifurcagao) sem que houvesse
problemas inerentes a quantidade de memdéria disponivel para que o Matlab mantivesse a
alta performance de operacao. O acompanhamento pode ser feito pela vizualizacao destes

arquivos usando-se outro software, sem comprometimento da simulacao em curso.

Além da grande sensibilidade as condigoes iniciais inerente de sistemas com compor-

tamento cadtico, conseguimos verificar fenomenos de histerese na obtencao de mapas de
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bifurcagao, como mostra a figura 6.7.

Apresentamos neste trabalho uma técnica para fazer com que o plano de Poincaré
seja de fato um plano, ou melhor dizendo, uma superficie com espessura nula. Isto foi
conseguido através do uso do bloco Hit crossing do Simulink/Matlab, que realiza a busca
exata de um ponto. Utilizando o Hit, eliminamos a componente estocastica introduzida
pelos métodos cléassicos de obtencao das secoes de Poincaré, problema este que é agravado
nos casos de sistemas com descontinuidades. Acreditamos com isto que o método proposto, e
empregado nos exemplos, resgata a importancia da andlise de sistemas cadticos feitas através
das secoes de Poincaré, tao criticadas, principalmente devido a dificuldade que se encontra

na fiel definicao de tais hiperplanos quando se empregam métodos numéricos de simulacgao.

Implementamos as técnicas de recorréncia no tempo e recorréncia na propria variavel
para a obtencao de mapas de Poincaré, as quais forneceram resultados bastante satisfatérios
para os sistemas estudados e abriram formas alternativas para este tipo de analise, inclusive

para sistemas de ordens superiores.

Construimos diagramas de bifurcacao para sistemas continuos e descontinuos, com o
que consideramos ter contribuido bastante para a analise da dependéncia do comportamento

de sistemas em funcao da variacao de seus parametros.

Implementamos uma técnica de calculo de expoentes de Lyapunov para sistemas con-
tinuos que comprovam a eficiéncia das técnicas propostas para ambos os casos, € que sao
aplicaveis para auxiliar na analise de uma infinidade de sistemas dinamicos, quando o objetivo

for o estudo da dependéncia de comportamento como funcao da variacao de seus parametros.

Os expoentes de Lyapunov medem uma taxa média de afastamento ou aproximacao
de trajetorias de estado de um mesmo sistema, quando sao iniciadas com condicoes iniciais
infinitesimalmente préximas. Uma vez que o Matlab nao permite que se faca o reset de um
integrador com uma precisao de casas decimais tao alta quanto se queira (o truncamento é
feito dentro da precisao do integrador), a cada comando de reset imposto a este integrador
estar-se-4 inserindo um erro que, mesmo sendo infinitesimal, certamente influencia no pro-
cesso de determinacao destes expoentes. Assim sendo, nao conseguimos a mesma eficiéncia

para sistemas que apresentam descontinuidades devido a restricoes de software, mas acre-
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ditamos ter conseguido resultados que permitem obter boas aproximacgoes para as solugoes
procuradas, e que podem ser de grande relevancia para as andlises sobre os comportamentos

dinamicos envolvidos.

7.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

v' Durante a execucao do trabalho deparou-se com a possibilidade de construir diagramas
de bifurcacoes a partir dos nimeros de rotacao, que também pode servir como técnica,
alternativa para auxiliar na andlise de comportamentos dinamicos. Esta é uma linha de

pesquisa que merece um maior aprofundamento.

v' O grande problema encontrado no decorrer dos trabalhos foi o cédlculo de expoentes de
Lyapunov para sistemas que apresentam descontinuidades. Este é um problema cuja

solucao é alvo de grande interesse nas pesquisas da atualidade.

v" Uso de computacao hibrida, ou seja, simulacao analégica e digital em um mesmo sistema,
para acelerar a obtencao de dados com circuitos analégicos e manter as possibilidades de

andlise oferecidas pelos computadores digitais.
v Implementagao pratica do experimento de Shaw e Rand (1989).

v' Estudo de outras técnicas avancadas para abordar e analisar sistemas que possuam des-

continuidades.
v" Controle do caos.

v' Desenvolver um sistema dedicado de andlise que nao possua as restricoes numéricas im-

postas pelo Matlab.
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Apeéendice A
Definicoes Importantes

Nao pretende-se, neste capitulo, descrever toda a teoria de analise de sistemas dinamicos
conhecida, mas fornecer ao leitor algumas definicoes e teoremas encontradas na literatura
especializada (Arrowsmith e Place, 1990; Guckenheimer e Holmes, 1990; Parker e Chua,
1989; Mahla, 1991; Mahla, 1994) e que formam uma base conceitual necessaria para um

melhor entendimento dos métodos utilizados para analisar os sistemas estudados.

A.1 Fundamentos Matematicos

Definicao 1. Funcdo de classe C"

Uma funcao g : u — R, u C R, u aberto, é dita de classe C" se é r vezes continuamente

diferencidvel com r € [0,00]. Se r =0, ¢ é dita continua e se r = 00, g é dita suave.

Definicao 2. Mapeamento de classe C"

Seja x € u C R™, u aberto, y € v C R™, v aberto e g(z) = y. O mapeamento G : u — v
cujas componentes sao y; = g;(x) é dito de classe C" se todas as componentes g;(x) sao de

classe C".
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91($17$2: s 75671,)
G: gg(xl,xg,...,xn)
| gm(xlax% E ':xn) ]

Se r = 0 0 mapeamento é continuo nao diferenciavel; se r = 00, 0 mapeamento é suave;

e se 0 <r < oo, diz-se que o mapeamento é diferenciavel.
Definicao 3. Homeomorfismo

Uma funcao g : v - R,u C R, u aberto, é dita ser um homeomorfismo se é inversivel,
ou seja, se g é uma bijecao.

1 1

Se ¢ é um homeomorfismo e tanto g quanto ¢~ sao diferencidveis, entao g e ¢~ sao

ditas difeomorfismos.

Definicio 4. Difeomorfismo de classe C*

Um mapeamento g é dito um difeomorfismo de classe C* se tanto g quanto ¢g~! sdo

mapeamentos de classe C*. Se existir um difeomorfismo entre X e Y, entdo X e Y sdo ditos

difeomorficos.
Definigao 5. Variedade de dimensdo k (Mfold®)

E um conjunto de pontos que localmente assemelha-se ao espaco R¥, ou seja, M é Mfold*
se para cada ponto x € M, existir uma vizinhanca u de z, aberta, tal que u ¢é difeomérfico

de alguma vizinhanca de R¥. A figura A.1 mostra exemplos e contra-exemplos.

Se X é Mfold* e Y é Mfold*, e se X e Y sao difeomérficos, entao X.Y é Mfold*e+hy,
Definicao 6. Conjunto compacto

Um conjunto u C R é compacto se é fechado e limitado (ver figura A.2).
Definicao 7. Pré imagem

Para uma transformacgao f : x — y, a pré imagem de um conjunto Z C Y, denotada

por f71(Z), é o conjunto de todos os pontos em X os quais f mapeia para Z, ou seja:

[FU(2)={zeX | [f(z) € Z}
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Possui pontos
Mfold? nao diferencidveis:

néo ¢ um Mfold.

Possui ponto
Mfold® néo diferencidvel:

nao é um Mfold.

Figura A.1: Exemplos e contra-exemplos de variedades.

Figura A.2: Exemplos de conjuntos compactos.

Definicao 8. Transformacao propria

Uma transformacao f é prépria se a pré imagem de todo conjunto compacto em Y é

compacta.

Definicao 9. Imersao

Sejam X e Y dois Mfolds com dimensoes kx < ky. Uma transformacao f: X — Y é

uma imersao se as suas derivadas D f(x) tém posto total Vo € X.

Definicao 10. Embutimento

Seja X um Mfold*® e compacto. Se f : X — Y é uma imersdo, prépria e um a um,

entao f é um embutimento.
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O~ I~

Nao é embutimento
Néo é embutimento (um a um)

X nao é compacto

Figura A.3: Contra-exemplos de embutimentos.

A.2 Sistemas Dinamicos

Definicao 11. Sistemas dinamicos continuos autonomos

Um sistema dinamico autonomo continuo e de ordem n é definido pela equacao de
estado (A.1)

T = f(x), x(t,) = x, (A.1)

dx
onde = = TR x(t) € R* é o estado no tempo t, e f: R* — R* é chamado de campo vetorial.
Uma vez que, no caso autonomo, o vetor campo nao depende do tempo, o tempo inicial pode
sempre ser considerado como sendo t, = (. Para mostrar explicitamente a dependéncia com

a condigao inicial, a solugao de (A.1) é freqiientemente escrita como ¢;(x,).

O sistema dinamico (A.1) sera dito linear se o campo vetorial f(z) for linear.

Definicao 12. Sistemas dinamicos continuos nao autonomos

Um sistema dinamico nao autonomo continuo e de ordem n é definido pela equacao de

estado A.2
T = f(x,t), x(t,) = x, (A.2)

Para sistemas nao autonomos, o campo vetorial depende do tempo, e diferentemente
do caso autonomo, o tempo inicial nao pode ser sempre definido como zero. A solucao de

(A.2) passando por z, no tempo ¢, é denotada por ¢;(x,, t,).

O sistema dinamico (A.2) serd dito linear se o campo vetorial f(z,t) for linear em

relacao a x.
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Se existe um T > 0 tal que f(z,t) = f(x,t + T) para todo z e t, entao diz-se que o
sistema nao autonomo é periddico no tempo com periodo 7. O menor valor para este T é
chamado de periodo minimo.

Definicao 13. Pontos de equilibrio

Seja z* € ¢y(x,) tal que f(z*) = 0. Neste caso z* é dito um ponto de equilibrio. Se
limy o ¢1(x,) = ¥, entdo diz-se que o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.
Definicao 14. Solucdo periodica

o (z*,t,) é solugao periédica de um sistema nao auténomo continuo se

u(x*,ty) = dpyr(z*,t,), Vit e algum periodo minimo 7' > 0. (A.3)

No caso de um sistema auténomo, a condigao A.3 é substituida por ¢y(z*) = ¢y (z*)

Em um sistema nao autonomo periodicamente perturbado, 7' é tipicamente um mltiplo
inteiro do periodo da perturbacao, e a solucao é chamada de solucao de periodo k£ ou

subharmonica de k-ésima ordem.

No caso auténomo, uma solugao periddica isolada ¢,(z*) (aquela que possui uma vizi-
nhanca que nao contenha nenhuma outra solugao periédica) é chamada de ciclo limite.
Definicao 15. Solu¢oes quasi-periodicas

Uma solucao quasi-periddica é aquela que pode ser escrita como a soma de um ntimero

finito de fungoes periddicas h;(t), ou seja:
2(t) = hilt) (A.4)

onde h; tem periodo minimo T; e freqiiéncia f; = 1/T;, tal que existe um conjunto finito de

freqiiéncias-base {fi,..., f,} que satisfaz as duas condicoes seguintes:

(i) O conjunto é linearmente independente no campo dos inteiros, isto é, nao existe um con-

junto de nimeros inteiros diferentes de zero {ki, ..., k,} tais que klfl +...+ kpfp =0.
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(ii)) Forma uma base integral finita para as f;, ou seja, para cada i, f; = |k1f1 +...+ kpfp|

para alguns inteiros {ki,..., kp}.
(iii) A relagao existente entre as freqiiéncias existentes é irracional.
A base nao é uinica, mas p esta definido. Uma solucao quasi-periédica com p freqiiéncias-base
é chamada p-periddica.
Definicao 16. Solucdes cadticas

Uma definicao formal que seja amplamente aceita para solucoes cadticas nao existe. Do
ponto de vista pratico, uma solucao cadtica pode ser definida como um comportamento em
um conjunto limite, base de um atrator que nao é um ponto de equilibrio, nao é periédico e
nao é quasi-perioédico.

Definicao 17. Trajetoria

Seja ¢y(x,,t,) a solu¢ao do sistema & = f(z). Para qualquer ¢t € I C R, o mapeamento
&(ro,+) : I — R", P(xy,:) = ¢.(x,) é denominado trajetéria deste sistema passando por
z(0) = z,.

Figura A.4: Ilustracao de uma trajetoria.

Definicao 18. Fluzo

O mapeamento ¢; : u — R", Vo € u é denominado fluxo do sistema & = f(z). Em
outras palavras, fluxo é o conjunto de todas as solucoes possiveis para o sistema , a partir de

diferentes condicoes iniciais.
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R’n

Y

Figura A.5: Ilustragao de um fluxo.

Definicao 19. Ponto w-limite

Um ponto p é um ponto w-limite de x se existe uma vizinhanca de p do tipo u = {¢;(x)}

na trajetéria de x tal que lim;_,o ¢; = p.

Figura A.6: Exemplos de pontos w-limite.

Definicao 20. Ponto a-limite

Um ponto ¢ é um ponto a-limite de z se existe uma vizinhanga de ¢, u = {¢;(x)}, na

trajetoria de x, tal que lim,_,_, ¢; = q.
Definicao 21. Conjuntos w-limite e a-limite

Sao os conjuntos que contém todos os pontos w-limite e a-limite, respectivamente, da

trajetéria. O conjunto w-limite também é conhecido simplesmente por conjunto limite.

Definicao 22. Conjunto atrativo
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(O o

Figura A.7: Exemplo de ponto a-limite.

Seja A(z) € R® um conjunto fechado e invariante. Se existe uma vizinhanga u de A tal

que ¢y(z) € u, Vt > 0 e limy_,o0 ¢1(z) = A(z), Vo € u, entdo A é dito um conjunto atrativo.

Definicao 23. Base ou bacia de atragao

O conjunto ;o ¢1(u) é a base de atracao de A.

Definicao 24. Atrator

Uma regidao compacta A é um atrator de um fluxo ¢(t, z) se as quatro hipdteses a seguir

valem:

(a) A é invariante segundo ¢;
(b) A tem uma vizinhanca contraente;

(c) o fluxo é recorrente, isto é, trajetérias comecando em qualquer subconjunto aberto de

A voltam a este subconjunto para valores de ¢ suficientemente longos;

(d) o fluxo nao pode ser decomposto, isto é, A nao pode ser dividida em duas partes inva-

riantes nao triviais.

Se o atrator contém uma érbita homoclinica transversa (definicao 39) ele é dito atrator

estranho.

Definicao 25. FEstabilidade
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Um ponto z = z* é dito estdvel se uma solu¢ao ¢;(x,) mantém-se proxima de z* V¢ > 0,
ou seja, se para toda vizinhanca V' de x* € u existir uma vizinhanca V; C V tal que toda

solugao ¢;(x,) com z, € V; é definida e estd contida em V, V¢ > 0.

(a) Estabilidade (b) Estabilidade assintética

Figura A.8: Representacao da estabilidade.

Se limy o ¢¢(1,) = x*, entao o ponto é dito assintoticamente estéavel.

Teorema 1. Teorema da estabilidade e estabilidade assintotica de Hirsh e Smale

Seja x* € u um ponto de equilibrio de & = f(x), V : W — R uma funcdo diferencidvel

definida numa vizinhanca W C u de x* tal que:

(i) V(z*)=0eV(z) >0 sex #z*5 e
(i) V(x) < 0 no conjunto W — {z*}.
Entdo x* € estavel. Além disto, se:
(iii) V(z) < 0 no conjunto W — {z*},

entao x* € assintoticamente estdvel.
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Definicao 26. Subespacos invariantes

(a) Sistemas lineares

A

Sejam dados a func¢ao f(x) = Az, o fluxo fundamental ¢,(z) = e, e os autovetores de

A, Xj.

(i) Subespago estdivel de ¢y (E*)
E?® é o gerador de todos os n, autovetores x; cujos correspondentes autovalores

possuam a parte real negativa. Trata-se de um subespaco de contracao.

(ii) Subespaco central de ¢y (E°)
E°¢ é o gerador de todos os n, autovetores x; cujos correspondentes autovalores

possuam a parte real igual a zero.

(i) Subespago instdavel de ¢, (E™)
E" ¢é o gerador de todos os n, autovetores z; cujos correspondentes autovalores

possuam a parte real positiva. Trata-se de um subespaco de expansao.

E¢

E* AN / EY
\ /
N ,

Figura A.9: Ilustracao dos subespagos invariantes.
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(b) Sistemas nao lineares
Seja & = f(x), x € R", z(0) = x,, sendo f : u — R™ um mapeamento suave definido
numa vizinhanca t € (—¢, ¢) de t = 0. Seja ainda ¢;4(-) : R* — R” um fluxo local obtido
da equacao dinamica & = Df(z*)¢, onde:
£ € M CR"/M — Mfold de R*

E=o—2a"

Df(z*): Jacobiano de f em z = z* = [afi]

8xz~

r=x*

Teorema 2. Teorema de Hartman - Grobman

Se Df(xz*) nao tem autovalores nulos ou puramente imagindrios, entdo existe um
homeomorfismo h definido em alguma vizinhanca u de z* € R" fazendo coincidir as tra-
. ;. ~ . . *
jetdrias do fluzo nao linear ¢, com as do fluzo linear ePT@)t . Este homeomorfismo preserva

a orientacao das trajetorias.

Seja u a vizinhanca do ponto de equilibrio x*. De forma analoga a definicao de E° e
E", definem-se W _(z*) e W .(2z*) do sistema ndo linear & = f(x)

ws wu E* B
h
—  Ta =

Figura A.10: [lustracao do teorema de Hartman - Grobman.

Definicao 27. Variedade localmente estdvel

Define-se variedade localmente estavel de x*, W} (z*) como
We(x*) ={x € u/d(x) — z* parat — oo, e ¢y(x) € u Vt > 0}
Definicao 28. Variedade localmente instdvel
Define-se variedade localmente instavel de x*, W} (z*) como

Wi (z*) ={z € u/¢y(x) — z* parat — —oc, e ¢y(z) € u Vi < 0}
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Definicao 29. Variedade globalmente estdvel

Define-se a variedade globalmente estavel de W* como a superficie obtida a partir da
evolu¢do dos pontos de W} (2*) em tempo reverso, ou seja:
W*(a") = (J ¢ Wie(a")]
t<0

Definicao 30. Variedade globalmente instdvel

A variedade globalmente instavel W* é definida como a superficie obtida a partir da

evolugao dos pontos de W}, em tempo direto, ou seja:

W(z") = J alWise(27)]

0

Teorema 3. Teorema da variedade estdvel para um ponto de equilibrio

Suponha que & = f(x) tem um ponto de equilibrio hiperbdlico x* (defini¢ao 36). Entdo
existem variedades localmente estavel e instdvel, W (z*) e W}.(z*), com as mesmas di-
mensoes ng e n, dos subespacos E* e E" do sistema f = Df(x*)¢ e sdo tangentes a E* e E"

no ponto x*.

Figura A.11: Tlustracao do teorema da superficie estavel.

Definicao 31. Perturbacdo de campo vetorial

Sejam f(x) e g(x) dois campos vetoriais. O campo g(z) é uma perturbagao de f(z) de

tamanho ¢ real e positivo se:

If(z) — g(@)|| <e VzeR
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Definicao 32. Fquivaléncia topoldgica

Dois campos vetoriais f e g (ou dois mapeamentos, fre gk) sao topologicamente equi-

valentes se existir um homeomorfismo h tal que

(a) Caso continuo: h transforma o fluxo de f no fluxo de g.
h(@},(x)) = ¢4, (h(x))
(b) Caso discreto: h transforma o conjunto de érbitas de f em drbitas de g.
hf*t = ¢kh

Definicao 33. FEstabilidade estrutural

Um sistema é estruturalmente estdvel se campos vetoriais suficientemente préximos tém
retratos de fase equivalentes. Assim, a estabilidade estrutural significa robustez de um ponto
no espaco dos campos vetoriais, entendendo-se robustez como a propriedade que o sistema
apresenta de reter as caracteristicas qualitativas de sua dinamica, relativamente a pequenas

perturbacoes ou mudancas nas funcoes envolvidas na sua definicao.

A.3 Transformacoes Pontuais

Defini¢ao 34. Transformacgdo pontual (caso linear)

Seja ¢;(r) o fluxo linear de & = Az, z € R" e seja a matriz quadrada e’ : R* —
R™, que é a matriz que mapeia o fluxo. Fixando um intervalo 7 = t;, a matriz quadrada
Ap = e € R, com elementos constantes, gera um sistema dindmico discreto a partir do
fluxo, pela equacao a diferencas
x(k+1) = Apz(k)

r+—— Apx

Esta discretizagao pode ser no tempo, se 7 é constante, e no espago se h(x) é constante, onde

h(z) € R*! é um hiperplano de dimensio n — 1.
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. . o e
. ° . .
eA” . . . ' . .
/\4 . . . .
trajetoria o . . R

Orbita
fluxo fluxo discreto

biso(wo) 7% {w(k)}2, (k) = x(kr)

Figura A.12: Tlustracao da transformagao pontual.

Defini¢ao 35. Transformacgdio pontual (caso nao linear)

Seja ¢(x) o fluxo ndo linear de & = f(x). Para um intervalo 7, a familia de 6rbitas

¢, (x) mapeia o fluxo ¢, em érbitas discretas pela equagao a diferencas
z(k +1) = ¢, (z(k))
x — ¢(2)
Definicao 36. Pontos de equilibrio hiperbdlicos

Se Df(z*) tem autovalores todos com Re(\;) # 0, entao x* é dito hiperbdlico. Caso

contrario, o ponto de equilibrio é dito degenerado.
Definicao 37. Pontos homoclinicos e trajetorias homoclinicas

Sejam W*(z*) e W5(x*) as variedades de f(z) e sejam p; pontos do fluxo ¢,(z) que
satisfazem

pi #x" ep € W'(") N W?*(z")

p; sao denominados pontos homoclinicos e o conjunto dos pontos homoclinicos forma

uma trajetoria homoclinica.
Observacoes:

(a) Sejam vj*(p;) versores tangentes a W*"(z*) em p; e v;(p;) versores tangentes a W*(z*) em

p;. Entao:
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(i) se < v (p;),vi(p;) > =1, p; é um ponto homoclinico ndo transverso.

— trajetéria homoclinica

— ponto homoclinico nao transverso

v (pi) = v (pi)

Figura A.13: Tlustracao de um ponto homoclinico nao transverso.

(i) se < v (p;),vi(p;) > # 1, p; ¢ um ponto homoclinico transverso.

— trajetéria hemoclinica

— ponto homoclinico transverso

Figura A.14: Ilustracdo de um ponto homoclinico transverso.

(b) Sistemas que contém pontos homoclinicos transversos possuem dinamica complexa, e

podem apresentar comportamento cadtico.

(c) Sistemas continuos de dimensao n < 2 nao contém pontos homoclinicos transversos.

Portanto, nunca sao caoticos.

Definicao 38. Trajetérias heteroclinicas

Sejam z} e x5 dois pontos de equilibrio de f(x). O conjunto de todos os pontos p; tal

que:
pi € W"(27) N W*(a7) ou p; € W"(x3) N W*(x3)

forma uma trajetéria denominada heteroclinica.
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*
— Ty

|

trajetéria heteroclinica

Figura A.15: Tlustracao de uma trajetdria heteroclinica.

Definicao 39. Orbitas homoclinicas

Seja z* um ponto fixo hiperbdlico nao estavel do difeomorfismo ¢f(x). Entao, se
Wt(z*) N W*(2*) = p # %, a érbita {x(k)}32, que passa por p é dita homoclinica (fi-
gura A.16).

<P

Figura A.16: [lustracao de uma o6rbita homoclinica.

Se a orbita homoclinica possui pontos homoclinicos transversos, ela é dita érbita ho-

moclinica transversa (figura A.17).

A.4 Estabilidade dos Conjuntos Limites

Definicao 40. Multiplicadores caracteristicos
Seja a equagao a diferencas dxg; = DP(2*)dzy a lineariza¢do de um mapa P no ponto
de equilibrio x*.

Seja p a dimensao do mapa de Poincaré, onde p = n para sistemas nao autéonomos
e p = n — 1 para sistemas autéonomos. Sejam m; € C os autovalores de DP(x*), cujos

autovetores sao 7; € C*, 1 =1,...,p.
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Figura A.17: Ilustracao de uma érbita homoclinica transversa.

Os autovalores {m;} sdo chamados de multiplicadores caracteristicos de uma solugao
periddica.
Definicao 41. Fquacao variacional

Seja o sistema de n-ésima ordem
= f(x,t), x(ty) = x, (A.5)

com solucao ¢;(z,,1,), ou seja,

Gi(To,to) = f(D1(T0,t0),1), 1, (X0, t0) = o (A.6)
Derivando-se (A.6) em relagao a z,, tem-se
D, 01(%0,to) = Day f ($1(20rto). 1) Da, 61T, o), D, b1, (T, 0) = 1. (A7)
Definindo-se ®;(z,,t,) = Dy, ¢1(2,,t,) € substituindo-se em A.7, tem-se
O1(0,10) = Daf ($1(0 o), )Pe(T0, to),  Pry(T0sto) = 1 (A.8)

A equacao (A.8) é a equacao variacional.

E importante observar que uma das aplicacoes da equacao variacional é no calculo
dos expoentes de Lyapunov. E bom destacar aqui que a utilizacao da equacao variacional
pressupoe que o sistema seja continuamente diferenciavel, o que inviabiliza sua aplicacao para

casos em que existam descontinuidades no sistema.
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Definicao 42. Ezxpoentes de Lyapunov

(a) Sistemas continuos:

Seja qualquer condicao inicial z, € R”. Sejam my (t), ma(t), ..., m,(t) os autovalores da

matriz de transicao de estado ®,(z,). Os expoentes de Lyapunov de z, sao
.1 )
A= lim —In|mi(f)], i=1,...,n
sempre que o limite existir.

(b) Sistemas discretos:

Para uma dada condicao inicial z,, seja {x}7°, a érbita de um sistema discreto P de
ordem p. Assim sendo, x(k+1) = P(xz(k)). Sejam ainda my(k), ..., m,(k) os autovalores
de DP*(z,). Os ntimeros de Lyapunov sio dados por

iy = lim |m;(k)|, i=1,...,p

k—o00

sempre que o limite existir.

Definicao 43. Numeros de rotagao

Os nimeros de rotacao de uma dada trajetoria sao uma medida do deslocamento angular
médio associada a esta trajetéria. O nimero de rotacao de uma determinada trajetéria é

dado por
;X
W= lim —— 01 —0;
Nooo 2N ZO( AR ])
‘]:
O célculo de W para uma trajetoria pode levar a trés resultados distintos:
(i) Se a série convergir para um nimero racional, a trajetéria é periddica;

(ii) Se a série convergir para um nimero irracional, a trajetéria é quasi-periédica;

(iii) Se a série ndo convergir, a trajetdria é cadtica.
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Definicao 44. Dimensades dos atratores

O conceito de dimensao é normalmente associado com dimensao euclidiana, onde um

conjunto finito de pontos tem dimensao zero, uma linha tem dimensao um, um plano tem

dimensao dois e assim por diante. Entretanto, a partir do conceito de atrator estranho

existe a possibilidade da construcao de estruturas geométricas complexas, cujas dimensoes

sao nao inteiras. A seguir definem-se alguns tipos de dimensoes utilizados na caracterizacao

de sistemas.

(a)

Dimensao de capacidade: Usa como medida uma distancia, um plano ou um volume.

Seja A um subconjunto limitado do R" (atrator), com volume V4 e volume elementar V;
de didmetro £ muito pequeno. Seja N(¢) o nimero destes volumes elementares contidos

em Vy, ou seja,
N(e)

Y Vi=Vi= NEVi=V,

=0
Chamando D de dimensao do atrator, normalizando o volume (V4 = 1), e ainda fazendo

V; = constante = &P, tem-se:
N(e) L N(e) IneP
g = — n )= —1Mne
=D
Aplicando-se o limite para ¢ — 0, tem-se:

. . 1
ll_r%lnN(a) = ll_l’)r(l)lng—D

A dimensao de capacidade é definida como

In N(e)

1
In -
€

Doy = (A.9)

Dimensao de informacao: Leva em conta nao somente o determinismo empregado como

no caso anterior, mas também a probabilidade de um elemento de volume ser visitado

pela trajetoria ¢;.
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(c)

Dy = lim 222 (A.10)

for
onde

e P; é a freqiiéncia de retorno de ¢; a V.

Dimensao de correlagao: Leva em conta a probabilidade de dois pontos quaisquer z; e w;

em V4 pertencerem ao mesmo elemento de volume.
xi # x5 = Plai, x;) = P(;) P(x;)
P(x;) = P(x;) = P(;,z;) = P}

Sendo C(g) a probabilidade de dois pontos quaisquer x; e z; estarem em um mesmo

volume elementar qualquer de Vy, B.(z;)

C(e) = Plzi,x; € Bo(x1)] + Plx;,xj € Be(xa)]+

N(e)
Cle)=Y P’
=1

o0 que ¢ equivalente a dizer que C(¢) é a probabilidade de que dois pontos z; e x; estejam

a uma distancia menor que € = ||z; — z;|| < e. A dimensao de correlacao é dada por:

InC(e)
D.=1i A1l
Sl A
Dimensao de Lyapunov: Sejam M= A>> j\n os expoentes de Lyapunov de um

atrator f(z) = &. Seja j o maior inteiro tal que M+ A+ + 5\]' > 0. A dimensao de
Lyapunov é definida por

Dy=j et ity (A.12)

pyEsy
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Secao A.4 Estabilidade dos Conjuntos Limites

A partir des