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Resumo

A teoria de grafos é comumente utilizada na área da engenharia para resolver

problemas que podem ser representados na forma de redes. Dentre diversos problemas abor-

dados, o problema de transporte multimodal é um dos que podem ser modelados por grafos.

Este trabalho apresenta três algoritmos para redes de transporte multimodal apli-

cados ao tráfego urbano. O primeiro algoritmo é de carregamento incremental de fluxo e

aborda incertezas nos custos e nas capacidades dos arcos utilizando a teoria dos conjun-

tos fuzzy. Neste caso, o problema foi modelado através de subgrafos, onde cada modo de

transporte considerado é representado por um subgrafo e o grafo total é a união de todos os

subgrafos. O segundo, é um algoritmo de caminho mı́nimo para grafos coloridos com custos

crisp e é baseado no algoritmo clássico de caminho mı́nimo de Ford-Moore-Bellman. O ter-

ceiro algoritmo é de carregamento incremental de fluxo e utiliza o segundo algoritmo para

encontrar os caminhos mı́nimos multimodais. Neste caso os custos e capacidades são crisp e

assim como no primeiro algoritmo, os custos dependem do fluxo. A modelagem com relação

ao segundo e ao terceiro algoritmo, foi feita utilizando grafos coloridos, onde cada modo de

transporte é representado por uma cor.

Palavras-chave: Transporte Multimodal, Conjuntos Fuzzy, Teoria de Grafos,

Grafos Coloridos, Programação Matemática Fuzzy.
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Abstract

The graph theory is commonly used in the area of engineering to solve problems

that can be represented in the form of networks. Among several problems, the multimodal

transport problem is one that can be modeled by graphs.

This work presents three algorithms for multimodal transport networks applied

to urban traffic. The first algorithm is of incremental loading flow and deals uncertainties

in costs and in capacities of arcs using the fuzzy sets theory. In this case the problem was

modeled by subgraphs, where each mode of transport considered is represented by a subgraph

and the total graph is the union of all subgraphs. The second, is an algorithm of shortest path

for colored graphs with crisp costs and is based in the classical shortest path algorithm of

Ford-Moore-Bellman. The third algorithm is of incremental loading flow and uses the second

algorithm to find the multimodal shortest paths. In this case the costs and the capacities are

crisp and thus in the first algorithm, the costs depend on the flow. The modeling with respect

to the second and third algorithm was done using colored graphs, where each transport mode

is represented by a color.

Keywords: Multimodal Transport. Fuzzy Sets. Graph Theory. Colored Graph.

Fuzzy Mathematical Programming.
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Não sei se a vida é curta ou longa para nós, mas

sei que nada do que vivemos tem sentido se não

tocarmos o coração das pessoas.

Muitas vezes basta ser: colo que acolhe, braço que

envolve, palavra que conforta, silêncio que respeita,

alegria que contagia, lágrima que corre, olhar que

acaricia, desejo que sacia, amor que promove.

E isso não é coisa de outro mundo, é o que dá

sentido à vida.

É o que faz com que ela não seja nem curta, nem

longa demais, mas que seja intensa, verdadeira,

pura enquanto durar.

“Feliz aquele que transfere o que sabe e aprende o

que ensina.”

(Cora Coralina)
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2.1 Número triangular fuzzy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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CAṔITULO 1

INTRODUÇÃO

Um dos fatores que afetam a qualidade de vida em uma área metropolitana é o

sistema de transporte local. Redes de transporte urbanas são cada vez mais caracterizadas por

congestionamentos e seus impactos correspondentes na acessibilidade individual, na poluição

do ar e no desenvolvimento de atividades econômicas urbanas [43]. Um fato que ocorre na

maioria das cidades é que o local de trabalho das pessoas, muitas vezes, é longe da casa, o

que faz com que utilizem mais de um meio de transporte para se deslocar de sua residência

até o local de trabalho.

Sistemas de transportes são considerados multimodais pois geralmente contêm

vários modos de transportes, tais como: ônibus, metrô, trem, dentre outros. Dessa forma, os

usuários podem utilizar vários modos de transporte em uma viagem e geralmente não estão

dispostos a trocar muitas vezes de meio de transporte. Vários parâmetros são considerados

pelos usuários ao usar vários meios de transporte, como por exemplo: o número de mudanças

de modo, o percurso da viagem, tempo de percurso, que devem ser os mais curtos posśıveis

[43]. Isto nos leva ao problema de caminho mı́nimo, para o qual existem diversos algoritmos.

Porém, considerando uma rede multimodal e seus parâmetros associados, tais algoritmos

se tornam insuficientes para orientar os usuários corretamente. Várias extensões tem sido

propostas para suprir tais deficiências [12, 35, 45].

Na literatura, encontramos vários trabalhos que lidam com o problema de redes

de transportes multimodais e com problemas correlatos, na tentativa de encontrar soluções

para os usuários e para os administradores das redes de transportes, visto que atualmente, a
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

crescente frota de véıculos particulares e de passageiros, aliada às condições não muito boas

dos transportes públicos de um modo geral, tornam o fluxo de passageiros e véıculos cada vez

mais caótico. Com isso, tratar do problema de redes de transportes multimodais, monomodais

e problemas correlatos é cada vez mais importante e necessário para buscar soluções, melhorar

o planejamento e permitir uma viagem mais tranquila tanto para os usuários de transportes

públicos bem como de véıculos particulares.

Quanto à formulação, a teoria de grafos é comumente usada neste caso. Ela for-

nece uma modelagem consistente do problema de redes de transporte multimodal e de muitos

outros problemas, facilitando a implementação de algoritmos que auxiliam na obtenção da

sua solução [3]. A coloração em grafos é um problema de otimização combinatória bastante

estudado e que possui variantes: coloração em nós, coloração em arestas, coloração em fa-

ces, dentre outras. Muitos problemas práticos podem ser modelados através da coloração

em grafos, dentre eles: gerência, alocação de recursos, redes de telecomunicação, redes de

transporte, dentre outros.

Geralmente, problemas reais têm associado vários parâmetros que são incertos,

tais como: capacidade, custo e demanda. Ao trabalhar com parâmetros incertos, uma in-

formação deixa de ser representada por um único valor e passa a ser representada por um

conjunto. Assim, o uso da teoria dos conjuntos clássica torna-se inviável devido à sua ine-

ficência no tratamento de informações incertas. No entanto, essas incertezas podem ser

estudadas e modeladas de forma mais robusta utilizando a teoria dos conjuntos fuzzy.

A introdução à teoria dos conjuntos fuzzy foi proposta pelo matemático Lotfi A.

Zadeh em 1965 [89]. Este foi o grande passo no sentido de programar e armazenar conceitos

vagos em computadores, tornando posśıvel fazer cálculos com informações incertas, a exemplo

do que faz o ser humano. Porém, foi somente nas duas últimas décadas que houve uma

intensificação nos estudos desta área, onde extensões das teorias que envolvem programação

linear, não linear, mista e inteira foram abordadas neste ambiente impreciso.

O tratamento de incertezas em problemas de grafos e as principais definições de

grafos fuzzy foram propostos por Rosenfeld em 1975 [71], marco inicial da teoria dos grafos

fuzzy. Em contraste aos inúmeros trabalhos existentes utilizando a teoria de grafos clássica,

o estudo dos grafos fuzzy ainda está na sua fase inicial, tanto na teoria quanto na prática.

Isto se deve ao fato da teoria de grafos e os problemas associados à mesma serem extensos.

2



Outro motivo se deve às diferentes abordagens que um problema de grafos fuzzy pode ter,

pois os ńıveis de incerteza podem estar associados tanto na estrutura (nós e/ou arcos) quanto

nos parâmetros (custo, capacidade, demanda).

A partir destas considerações e conhecendo a importância e relevância do pro-

blema, surgiu o interesse em estudar métodos para redes de transporte multimodal com

ênfase em tráfego urbano.

Este trabalho apresenta três métodos para o problema de redes de transporte

multimodal. O primeiro, baseado em carregamento incremental de fluxo e caminho mı́nimo

fuzzy, tem como objetivo resolver o problema de fluxo em redes de transporte multimodal

com incertezas nos custos e nas capacidades. O conceito de dominância entre caminhos de

Okada e Soper [56] é usado para construir um subconjunto representativo do conjunto de

soluções para o problema de caminho mı́nimo fuzzy chamado conjunto de caminhos mı́nimos

não-dominados. Com a teoria de possibilidade [57] atribui-se a cada caminho um grau de

possibilidade de ser o melhor, ordenando assim, todos os caminhos não-dominados. O envio

de fluxo é feito através dos caminhos ordenados. Neste caso, os custos dos arcos dependem

do fluxo nos mesmos, então os caminhos mı́nimos são calculados em cada iteração através do

algoritmo proposto por Hernandes [32]. No carregamento incremental de fluxo, ao invés de

passar todo o fluxo dispońıvel uma única vez, dividimos o mesmo em incrementos (quantas

vezes pretendemos dividir o fluxo) e distribúımos pelos caminhos mı́nimos não-dominados

de acordo com a ordenação citada anteriormente. A atualização dos custos dos arcos é feita

através de uma adaptação da função tempo de viagem B.P.R. (Bureau of Public Roads).

O segundo método é baseado no algoritmo clássico de caminho mı́nimo de Ford-

Moore-Bellman [10] e tem como objetivo encontrar os caminhos mı́nimos multimodais em

grafos coloridos com custos crisp, cada modo de transporte considerado é representado por

uma cor, podendo ter vários arcos entre dois nós do grafo. Durante o procedimento de

resolução, o método detecta se houve mudança de modo e um custo referente a esta mudança

é acrescentado no caminho. Ao final temos um caminho mı́nimo multimodal com informação

de qual modo foi utilizado para percorrer cada arco do caminho. Considerando o problema de

fluxo, o terceiro método é baseado em carregamento incremental de fluxo e utiliza o segundo

método proposto para encontrar os caminhos mı́nimos em cada iteração. Neste caso, os

custos e capacidades são crisp e assim como no primeiro método, os custos dependem do

3
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fluxo.

Organização do trabalho

Este trabalho está organizado da seguinte forma:

• No Caṕıtulo 2 são apresentados alguns conceitos básicos da teoria de conjuntos fuzzy

e de coloração em grafos;

• No Caṕıtulo 3 é apresentada a revisão bibliográfica dos trabalhos já existentes na lite-

ratura;

• No Caṕıtulo 4 são apresentadas as modelagens e os algoritmos para os três métodos

propostos;

• No Caṕıtulo 5 são apresentados os resultados e análises dos testes computacionais

realizados para cada método proposto;

• No Caṕıtulo 6 são feitas as considerações finais deste trabalho e algumas propostas

para trabalhos futuros.
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CAṔITULO 2

CONCEITOS E DEFINIÇÕES

Neste caṕıtulo são apresentados os conceitos utilizados ao longo deste trabalho.

Na primeira seção, são apresentados alguns conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy e na

segunda seção são apresentados alguns conceitos de coloração em grafos.

2.1 Conjuntos fuzzy

A seguir serão apresentados alguns conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy. Mai-

ores detalhes podem ser encontrados em [25, 63, 90].

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida, em 1965, pelo matemático Lotfi A.

Zadeh [89] com intuito de tratar matematicamente termos lingúısticos, como “em torno de”,

“aproximadamente”, entre outros. Esta teoria consegue manipular e operar quantidades

exatas e inexatas (quantificadores através de valores lingúısticos).

Conjunto é uma maneira de organizar, resumir e generalizar o conhecimento sobre

objetos. Assim, trabalha-se com uma dicotomia sobre um objeto pertencer ou não a um

conjunto. Esta dicotomia pode ser representada matematicamente por uma função caracte-

ŕıstica:

fA(x) =







1, x ∈ A

0, x /∈ A
(2.1)

A idéia fundamental de conjunto fuzzy é a pertinência gradual, ou seja, relaxar

5
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este requerimento admitindo valores intermediários entre 0 e 1 para quantificar o grau com

que cada elemento do universo está associado a uma classe. Quanto mais próximo o valor

estiver de 1, mais compat́ıvel o elemento está com as propriedades que distingue a classe.

Quando houver a necessidade de diferenciar entre conjuntos clássicos e conjuntos

fuzzy, o conjunto com função caracteŕıstica com dois valores (0 ou 1), será chamado de

conjunto clássico (ordinário ou crisp) ou simplesmente conjunto.

Definição 2.1.1. Um conjunto fuzzy A é descrito por uma função de pertinência que mapeia

os elementos de um universo X no intervalo unitário [0, 1]:

µA : X → [0, 1]

Um conjunto fuzzy pode ser visto como um conjunto de pares ordenados {x, µA(x)},

onde x é um elemento de X e µA(x) denota o grau de pertinência de x em A.

Definição 2.1.2. Seja X o conjunto universo. Um conjunto fuzzy A é normal se e somente

se ∃ x ∈ X tal que µA(x) = 1.

Caso não exista um valor x tal que o valor supremo (altura) da função de per-

tinência seja igual a um (sup(µA(x)) 6= 1, ∀x ∈ A), então A é um conjunto subnormal.

Definição 2.1.3. O α-corte de um conjunto fuzzy A é definido por:

[A]α = {x | µA(x) ≥ α}

onde 0 < α ≤ 1

Definição 2.1.4. O suporte de um conjunto fuzzy A é definido por:

supp(A) = {x ∈ X | µA(x) > 0}

ou seja, o suporte é formado pelos elementos que possuem graus de pertinência não-nulos.

Definição 2.1.5. Um conjunto fuzzy A é convexo se sua função de pertinência é tal que:

µA(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min[µA(x1), µA(x2)]

para quaisquer x1, x2 ∈ X e λ ∈ [0, 1].
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Definição 2.1.6. O núcleo de um conjunto fuzzy A é definido por:

nucleo(A) = {x ∈ X | µA(x) = 1}

As operações básicas realizadas em conjuntos clássicos também são definidas para

conjuntos fuzzy. Com base nisso, Zadeh [89] definiu, a partir da função de pertinência tais

operações básicas.

A intersecção e a união podem ser identificadas, respectivamente, pela conjunção

(E) e pela disjunção (OU), assim, estas operações podem ser representadas pelos operadores

∧ e ∨ [63].

Definição 2.1.7. A união de dois conjuntos fuzzy A e B é definida por:

µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)} = µA(x) ∨ µB(x)

Definição 2.1.8. A intersecção de dois conjuntos fuzzy A e B é definida por:

µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)} = µA(x) ∧ µB(x)

Definição 2.1.9. O complemento de um conjunto fuzzy A é definido por:

µÃ(x) = 1− µA(x)

Definição 2.1.10. Um número triangular fuzzy(Figura 2.1), denotado por ã = (m,α, β), é

descrito pela seguinte função de pertinência:

µã(x) =











































0, x ≤ m− α

x−(m−α)
α

, m− α < x < m

1, x = m

(m+β)−x

β
, m < x < m+ β

0, caso contrário

(2.2)

sendo que m é o valor modal (elemento do universo com grau de pertinência igual

a 1), α é o espalhamento à esquerda e β o espalhamento à direita (α, β 6= 0). Os valores

m−α e m+β são os limitantes, inferior e superior, respectivamente. Desse modo, um número

triangular fuzzy também pode ser denotado por ã = (m− α,m,m+ β).
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Figura 2.1: Número triangular fuzzy

Definição 2.1.11. Um número trapezoidal fuzzy ou um intervalo fuzzy (Figura 2.2), deno-

tado por ã = (m1,m2, α, β) é descrito pela seguinte função de pertinência:

µã(x) =































x−(m1−α)
α

, m1 − α < x < m1

1, m1 ≤ x ≤ m2

(m2+β)−x

β
, m2 < x < m2 + β

0, caso contrário

(2.3)

sendo que m1 é o extremo inferior do valor modal, m2 o extremo superior do valor modal,

α o espalhamento à esquerda e β o espalhamento à direita (α, β 6= 0). Os valores m1 − α

e m2 + β são os limitantes, inferior e superior, respectivamente. Desse modo, um número

fuzzy trapezoidal também pode ser denotado por ã = (m1 − α;m1;m2;m2 + β).
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Figura 2.2: Número trapezoidal fuzzy

Para realização de operações algébricas nos números fuzzy existem dois métodos

básicos. O primeiro, é baseado no intervalo aritmético e nos α-cortes, o segundo, emprega o

prinćıpio da extensão. Para maiores detalhes, consultar Pedrycz e Gomide [63].

Definição 2.1.12. Sejam ã = (m1, α1, β1) e b̃ = (m2, α2, β2) dois números triangulares fuzzy

e k ∈ R. Definem-se as operações:

• Soma:

ã+ b̃ = (m1 +m2, α1 + α2, β1 + β2)

• Multiplicação por escalar:

kã = (km1, kα1, kβ1), se k ≥ 0

kã = (km1,−kα1,−kβ1), se k < 0

• Subtração:

ã− b̃ = ã+ (−b̃) = (m1 −m2, α1 + β2, β1 + α2)

As operações algébricas de números trapezoidais fuzzy ocorrem de maneira similar.

Existem diferentes formas de comparar números fuzzy, por exemplo, dominância,

ı́ndice de possibilidade, etc.
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Definição 2.1.13. Sejam ã = (m1, α1, β1) e b̃ = (m2, α2, β2) dois números triangulares

fuzzy, então ã ≺ b̃ (ã domina b̃) se e somente se

m1 ≤ m2, (m1 − α1) ≤ (m2 − α2), (m1 + β1) ≤ (m2 + β2) e ã 6= b̃.

Através da Definição 2.1.13, Okada e Soper [56] introduziram o conceito de do-

minância entre caminhos para o problema de caminhos mı́nimos fuzzy. Com a teoria de

possibilidade atribui-se a cada solução um grau de possibilidade de ser a solução ótima. É

preciso encontrar todas as soluções e compará-las para obter o grau de possibilidade de cada

uma [57].

Definição 2.1.14. Seja G = (N,A) um grafo com custo c̃ = {c̃ij} associado aos seus arcos.

Sejam dois subgrafos T 1 e T 2, T 1 6= T 2. O grau de possibilidade de T 1 ter custo menor que

T 2 é dado por [57]:

w̃ = Poss





∑

(i,j)∈T 1

c̃ij ≤
∑

(i,j)∈T 2

c̃ij



 = supmin
u≤v
{µT 1(u), µT 2(v)} (2.4)

onde:

• Poss: medida de Possibilidade;

• µT 1(u) e µT 2(v) são as funções de pertinência dos custos dos subgrafos T 1 e T 2, res-

pectivamente;

• supmin : o valor supremo do mı́nimo (intersecção), ou seja, o maior grau de pertinência

que pode ser obtido do conjunto resultante da intersecção das funções de pertinência

µT 1(u) e µT 2(v).

O grau de possibilidade de T ser a solução ótima é dado por:

DT = min
Tk∈ τ







Poss





∑

(i,j)∈T

c̃ij ≤
∑

(i,j)∈Tk

c̃ij











(2.5)

onde τ é o conjunto de todas as soluções.

Esta equação também é estudada por Dubois e Prade [25].

O grau de possibilidade do arco (i, j) pertencer à solução ótima é dado por [57]:
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Dij = max
Tk|(i,j)∈Tk

{DTk} (2.6)

Isso torna o problema de dif́ıcil resolução pois, além de ter que enumerar todas as

soluções, a comparação entre elas torna o problema NP -completo.

2.2 Coloração em grafos

A seguir serão apresentados alguns conceitos da teoria de coloração em grafos.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [13, 30].

Definição 2.2.1. Colorir um grafo G = (N,A) é atribuir cores aos seus elementos de forma

a satisfazer algumas restrições.

Simplesmente colorir um grafo é tarefa trivial, uma vez que pode-se imaginar

distribuir uma cor para cada vértice. O problema da coloração realmente surge quando

desejamos colorir o tal grafo utilizando o menor número posśıvel de cores.

É comum na literatura o estudo de coloração em grafos para solução de problemas

de otimização combinatória. Esses tipos de problemas podem ser representados como grafos

não orientados, onde os vértices representam recursos que devem ser gerenciados e as arestas,

o grau de incompatibilidade entre estes recursos. Os problemas que se enquadram nessa

categoria podem ser modelados e solucionados utilizando-se um grafo não orientado e em

seguida determinando sua k- coloração.

Colorir os vértices de um grafo utilizando um número mı́nimo de cores, em geral

é uma tarefa de dif́ıcil execução, pois requer um número elevado de operações. O método

da força bruta, usando todas as combinações posśıveis, pode ser aplicado, como em qualquer

problema combinatorial, mas torna-se inviável computacionalmente à medida que cresce o

número de vértices. Existem vários algoritmos que empregam heuŕısticas em sua estrutura,

resolvendo problemas desta natureza em um tempo viável e que fornecem, em geral, boas

soluções.

2.2.1 Tipos de Coloração

A coloração de grafos consiste em atribuir cores a partes pertencentes a eles. Essas

partes podem ser arestas, vértices, faces e caminhos. O mais comum é a coloração de vértices,
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pois todos os outros componentes de um grafo podem ser expressos em forma de vértices.

1. Coloração de faces: atribui-se uma cor a cada face do grafo, onde faces adjacentes

devem possuir cores diferentes.

2. Coloração de caminhos: consiste em atribuir cores a caminhos do grafo, onde caminhos

com cores iguais não podem compartilhar a mesma aresta. Esse tipo de coloração

é utilizada quando vários caminhos passam por uma mesma aresta, e cada um deles

recebe uma cor.

3. Coloração de arestas: consiste em atribuir uma cor a cada aresta do grafo, usando o

menor número de cores posśıveis, onde não é permitido mais de uma aresta da mesma

cor partindo de um vértice. A coloração de arestas pode também ser descrita como

coloração de vértices. Para tal, deve-se construir um grafo linear do grafo, onde a

cada aresta do grafo é atribúıdo um vértice. Se não for especificado o tipo de coloração

subentende-se como sendo uma coloração de vértices, pois este é o método mais comum.

Como para os processos anteriores, neste caso atribui-se uma cor a cada vértice, de

modo que vértices adjacentes tenham cores diferentes. Esta coloração deve ser feita de

maneira a utilizar o mı́nimo de cores.

Número Cromático

Uma coloração de interesse é aquela em que se utiliza um número mı́nimo de

cores. Um grafo G, que exige k cores para colorir seus vértices, e não menos, é chamado um

grafo k -cromático, e o número k é chamado número cromático de G. Na figura 2.3, o número

mı́nimo de cores necessárias para colorir o grafo é 3, logo k = 3 e o grafo é 3-cromático.

12



2.2. COLORAÇÃO EM GRAFOS

Figura 2.3: Coloração de vértices do grafo

A Figura 2.3 ilustra um grafo 3-cromático.

Neste caṕıtulo, apresentamos alguns conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy e de

coloração em grafos que serão utilizados no decorrer deste trabalho.

No próximo caṕıtulo, apresentamos a revisão bibliográfica dos trabalhos correla-

tos, bem como os diferentes tipos de modelagem referentes à problemas de transporte.
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CAṔITULO 3

REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

O problema de transporte multimodal tem sido estudado extensivamente em di-

versas áreas de pesquisa. Neste caṕıtulo apresentamos um levantamento bibliográfico de

trabalhos encontrados na literatura que abordam tal problema através de diferentes meto-

dologias. Consideramos três tipos de métodos usados: métodos clássicos, metaheuŕısticas

e métodos fuzzy. Apresentamos também a formulação básica do problema juntamente com

algumas restrições que podem ser consideradas, tornando a formulação mais aderente à rea-

lidade, porém, mais complexa de ser resolvida. Algumas vantagens e desvantagens de cada

método também são apresentadas.

3.1 Formulação do Problema

Uma formulação básica e muito utilizada considera que os sistemas de transporte

são compostos por redes. Cada rede é associada com um modo de transporte, e as conexões

são feitas através de transferências modais. Este sistema pode ser visto como um grafo

multimodal. Em um grafo multimodal um nó representa um lugar onde usuário escolhe entre

continuar com o modo corrente ou mudar de modo. Temos dois tipos de arcos: arcos de

transporte e arcos de transferência. Os arcos de transporte conectam dois nós no mesmo modo

e os arcos de transferência conectam um modo ao outro. Somente um modo de transporte é

associado com cada arco.

Na formulação deste problema, podemos considerar outros fatores que tornam o
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mesmo cada vez mais dif́ıcil de resolver, como veremos nas subseções seguintes.

3.1.1 Formulação básica

Seja G = (N,A) um grafo onde N é o conjunto de nós e A é o conjunto de

arcos e seja M o conjunto dos modos de transporte considerados. O problema de transporte

multimodal pode ser formulado matematicamente como o seguinte problema de programação

linear:

min z =
M
∑

m=1

∑

(i,j)∈A

cmijx
m
ij

s.a



































∑

j:(i,j)∈A

xm
ij −

∑

j:(j,i)∈A

xm
ji = bmi , ∀i ∈ N, ∀m = 1, . . . ,M

M
∑

m=1

xm
ij ≤ uij, ∀(i, j) ∈ A

xm
ij ≥ 0, ∀(i, j) ∈ A, m = 1, . . . ,M.

(3.1)

onde:

• cmij é o custo do arco (i, j) no modo m;

• uij é a capacidade do arco (i, j);

• xm
ij é o fluxo do arco (i, j) no modo m;

• M é o conjunto de modos de transporte;

• bmi oferta ou demanda no nó i pelo modo m.

Uma modelagem encontrada com frequência na literatura é: G pode ser conside-

rado como a união de subgrafos, representando os modos de transporte considerados. Por

exemplo, se M = {carro, ônibus,metrô} então G = (N,A) é tal que G = Gcarro ∪ Gonibus ∪

Gmetro, onde Gcarro = (Ncarro, Acarro) é a rede privada, Gônibus = (Nônibus, Aônibus) é a rede de

ônibus e Gmetro = (Nmetro, Ametro) é a rede de metrô. As transferências modais são represen-

tadas por T , então A = Acarro ∪ Aônibus ∪ Ametro ∪ T .
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O custo de cada arco é constante na Formulação 3.1, mas podemos considerar

também o caso em que os custos nos arcos dependem do fluxo nos mesmos. Neste caso, os

custos são modelados por funções tempo de viagem, para as quais existem vários tipos na

literatura. Para este caso, temos a seguinte formulação:

min z =
∑

w∈W

∑

(i,j)∈A

tij(xij)x
w
ij

s.a































∑

j:(i,j)∈A

xw
ij −

∑

j:(j,i)∈A

xw
ji = bwi , ∀i ∈ N, ∀w ∈ W

∑

w∈W

xw
ij ≤ uij, ∀(i, j) ∈ A

xw
ij ≥ 0, ∀(i, j) ∈ A, w ∈ W.

(3.2)

onde:

• W é o conjunto de todos os pares origem-destino;

• w é um par origem-destino (O-D);

• xw
ij é o fluxo de passageiros no arco (i, j) para o par w;

• bwi é a oferta ou demanda para o par w;

• tij(xij) é o tempo de viagem para percorrer o arco (i, j) dependente do fluxo (xij) no

arco;

• uij é a capacidade do arco (i, j).

Na formulação acima, dependendo da função tempo de viagem utilizada, temos

um problema de programação não linear.

Na literatura, existem vários modelos de funções tempo de viagem desenvolvidos

para a utilização em planejamento de transportes onde o tempo de viagem é calculado em

função do fluxo de tráfego. A primeira função tempo de viagem proposta, foi em 1964, pela

Bureau of Public Roads (BPR) dos EUA. Esta função é muito utilizada ainda nos dias de

hoje para planejamento de redes de transporte [73].

A função BPR é dada por:
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t = t0

[

1 + ρ
(x

c

)λ
]

(3.3)

onde:

• t é o tempo de viagem;

• t0 é o tempo de viagem com fluxo livre;

• c é a capacidade do arco;

• x é o fluxo no arco;

• ρ e λ são os parâmetros do modelo (usualmente são ρ = 0, 15 e λ = 4).

Os valores dos parâmetros ρ e λ são sugeridos por vários pesquisadores e variam

amplamente [73].

Outra função utilizada para a estimativa do tempo de viagem é a função proposta

por Davidson [23] e é dada por:

t = t0

[

1 +

(

JDy

1− y

)]

(3.4)

onde:

• t é o tempo de viagem;

• t0 é o tempo de viagem com fluxo livre;

• JD é um parâmetro de atraso que representa as caracteŕısticas da rodovia e as condições

ambientais;

• y = x
c
, onde x é o fluxo no arco e c é a capacidade do arco;

O problema com a fórmula de Davidson é que a mesma prediz tempo de viagem

infinito quando o fluxo se aproxima da capacidade. Para resolver este problema, Akçelik [4]

propôs a função modificada de Davidson, porém sua fórmula é bem mais complexa que a

original:

t = t0

(

1 + 0.25rf

[

z +

(

z2 + 8JD
x

rf

)0.5
])

(3.5)

onde:
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• z = y − 1;

• rf = T
t0
é a razão entre determinado peŕıodo de passagem de fluxo e o tempo de viagem

a fluxo livre.

Comparações entre várias funções tempo de viagem encontradas na literatura

podem ser encontradas nos trabalho de Akçelik [4] e Gattuso et al [27].

3.1.2 Formulação considerando número máximo de transferências

modais

Uma restrição que também pode ser considerada ao formular o problema de re-

des de transporte multimodal é o número máximo de transferências modais permitidas ao

usuário. As transferências modais incluem implicitamente um conjunto de fatores que podem

variar fortemente de um usuário para outro. O comportamento dos usuários com respeito as

transferências modais são muito variáveis. Sob as mesmas condições, um caminho que é o

melhor para um tipo de usuário pode não ser o melhor para outro usuário.

Na prática, o número de transferências modais que os usuários estão dispostos a

fazer durante uma viagem é pequeno. Lozano e Storchi ([43], [44]), propõem que os usuários

escolham o número máximo de transferências modais que estão dispostos a fazer. Dessa

forma, a escolha do melhor caminho depende de dois critérios: custo e número de trans-

ferências modais.

Ao acrescentar esta restrição na formulação do problema de redes de transporte

multimodal, a dificuldade em resolvê-lo aumenta. Como vimos acima, temos dois critérios

a serem analisados para decidir qual o melhor caminho. Por outro lado, ao considerar o

número de transferências modais, tornamos a formulação do problema mais reaĺıstica, pois

na prática, os usuários não estão dispostos a mudar de modo, mas geralmente o fazem por

não terem outra alternativa.

Na Formulação 3.2 essa restrição pode ser acrescentada da seguinte forma:

número de transferências modais ≤ k (3.6)

A restrição acima garante que o número de transferências modais no caminho não

é maior que k, onde k é um valor definido pelos usuários.

19
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3.1.3 Formulação considerando restrições quanto a ordem dos mo-

dos utilizados

Uma outra restrição que pode ser considerada no problema de redes de transporte

multimodal é a restrição referente a ordem dos modos utilizados.

Alguns trabalhos da literatura ([12], [43], [44], [49]) consideram este tipo de res-

trição introduzindo o conceito de caminho viável, que é definido como o caminho que respeita

um conjunto de restrições na sequência dos modos de transporte usados. Essas restrições po-

dem ser definidas de acordo com os modos de transporte considerados ao formular o problema.

Por exemplo, ao considerar os modos carro, ônibus e metrô, podemos ter a seguinte restrição:

o usuário que começar a viagem com o carro não consegue mudar para os modos públicos

(ônibus e metrô, neste caso). Uma outra restrição considerando estes modos seria: o usuário

que começar a viagem com o carro e mudar para os modos ônibus e/ou metrô não conseguirá

usar novamente seu carro para continuar a viagem.

Essas duas restrições citadas acima são frequentemente utilizadas para restringir

a sequência de uso entre os modos privados e públicos.

Observemos que este tipo de restrição depende dos modos de transporte conside-

rados no problema de redes de transporte multimodal e também do contexto para o qual o

problema esta sendo formulado. Aqui no Brasil, por exemplo, faz mais sentido considerar que

o usuário que começa a viagem com seu carro não muda para outros modos de transporte.

Lozano e Storchi [43] formulam o problema de caminho viável multimodal com

essas restrições.

3.1.4 Formulação considerando janelas de tempo

As restrições de tempo tornam a formulação do problema de redes de transporte

multimodal mais reaĺıstica, visto que, os parâmetros deste problema geralmente dependem

do tempo. Por exemplo, o tempo de espera em determinado ponto de ônibus depende da

frequência das linhas do ônibus e do horário, já que em horas de pico a tendência é que a

frequência das linhas tenha um menor espaço de tempo.

Quanto às restrições de tempo, podemos ter vários tipos de formulações referentes

as mesmas. Por exemplo, restrições relacionadas ao custo dependente de tempo, como é o
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caso da Formulação 3.2. Restrições referentes aos horários das linhas de ônibus, van, trem e

metrô. Podemos ter também restrições de janelas de tempo, isto é, a viagem deve ser feita

dentro de determinado intervalo de tempo definido a priori. E, por fim, podemos ter todas

essas restrições referentes ao tempo em uma mesma formulação.

Na literatura, existem vários trabalhos que consideram janelas de tempo. Zilias-

kopoulos et al [91] consideram janela de tempo na formulação do problema, onde o tempo

é discretizado. Zografos et al [93] também consideram janelas de tempo na formulação do

problema de planejamento de itinerário multimodal. Moccia et al [46] consideram janelas

de tempo múltiplas, isto é, na partida e na chegada de cada comodidade. Perugia et al [64]

abordam o problema de serviços de ônibus da casa para o trabalho em uma área metropoli-

tana. As janelas de tempo podem ter outras utilizações tais como, por exemplo, garantir a

sincronização do serviço com outros modos de transporte.

As restrições de janela de tempo, podem ser inseridas na Formulação 3.2 da se-

guinte forma:

a ≤
∑

(i,j)∈A

tij(x
w
ij) ≤ b ∀w ∈ W (3.7)

onde um intervalo da janela de tempo é denotado como [a, b].

3.1.5 Formulação considerando incertezas nas variáveis do pro-

blema

Um outro fator que pode ser considerado na formulação do problema de redes de

transporte multimodal é a incerteza nas variáveis do problema. Geralmente, problemas reais

têm associado vários parâmetros que são incertos, tais como: capacidade, custo, demanda,

tempo de viagem, dentre outros. Ao formular o problema de redes de transporte multimodal

e tratar os parâmetros do mesmo como sendo incertas, tornamos a solução do problema mais

próxima do que, de fato acontece na realidade.

As incertezas nos parâmetros podem ser tratadas estatisticamente ou através da

teoria dos conjuntos fuzzy.

Tratar as incertezas do problema estatisticamente, significa usar métodos es-

tat́ısticos para modelar os parâmetros do problema de redes de transporte multimodal: custos
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dos arcos, capacidade, oferta/demanda da rede, dentre outros. Sumalee et al [74] consideram

a oferta e demanda da rede como sendo estocásticas segundo a Distribuição de Poisson. Se-

gundo os autores, essas incertezas se devem, principalmente às condições climáticas adversas

com diferentes graus de impacto nos diferentes modos de transporte considerados: carro,

ônibus, trem e caminhadas. Outros trabalhos da literatura também tratam de incertezas

estocásticas/estat́ısticas na modelagem de problemas de redes de transporte ([16], [58], [62],

[82]).

No problema de redes de transporte multimodal, podemos considerar incerte-

zas no custo ou tempo de viagem, na capacidade dos modos de transporte e também na

oferta/demanda de passageiros. As incertezas no custo e na capacidade são mais comuns de

serem tratadas, e existem alguns trabalhos na literatura que tratam esses tipos de incertezas

([6], [28], [29], [68]).

3.2 Métodos de resolução

Nesta seção apresentamos uma breve descrição de alguns métodos encontrados

na literatura para resolver o problema de redes de transporte multimodal. Os métodos de

resolução podem ser classificados em três grupos: (i) métodos clássicos; (ii) metaheuŕısticas,

(iii) métodos fuzzy e (iv) métodos h́ıbridos.

3.2.1 Métodos Clássicos

Nesta seção, descrevemos os trabalhos que utilizam métodos clássicos para resolver

o problema de redes de transporte multimodal. Muitos dos trabalhos apresentados aqui

utilizam como base algoritmos clássicos de caminhos mı́nimos, como o algoritmo de Dijkstra

[24]. Métodos de otimização também são utilizados. Na formulação do problema, a teoria de

grafos é comumente utilizada.

3.2.1.1 Abordagens baseadas em Grafos

No trabalho de Modesti e Sciomachen [47] é estudado o problema de caminho

mı́nimo multimodal em redes de transporte urbano, com o objetivo de minimizar o custo glo-

bal, tempo e desconforto dos usuários, tornando o problema multiobjetivo . É apresentado
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uma abordagem baseada no problema de caminho mı́nimo clássico em uma rede represen-

tando o sistema de transporte urbano multimodal, isto é, modalidades privadas, públicas e

pedestres. A idéia é fazer uso de uma função utilidade para a “pesagem” dos arcos, ambos

com seu custo e tempo, considerando ao mesmo tempo a preferência dos usuários relacionados

com todas as posśıveis modalidades de transporte. A abordagem proposta foi desenvolvida

para análise de uma rede de transporte urbano de uma cidade italiana.

As modalidades de transporte consideradas são:

• Modalidade privada: carro próprio;

• Modalidade pública: ônibus, trem, etc;

• Modalidade pedestriana: caminhadas.

A rede de transporte urbano foi modelada através de um grafo G = (N,A),

onde N é o conjunto de n nós, representando locais relevantes na área urbana chamados

de centróides, e A é o conjunto de m arcos (i, j), conectando o nó i ao nó j. Cada arco

tem um par de pesos associados: tempo e custo necessário para viajar de i para j. Cada

modalidade de transporte citada acima é representada por um subgrafo, assim G é a união

de três subgrafos.

Na modelagem do tempo e do custo são considerados vários fatores. O tempo total

é formado pelo tempo gasto pelo usuário viajar com seu carro ao longo de um determinado

caminho, o tempo gasto em ônibus, metrôs e outros modos de transporte públicos, o tempo

médio de espera do transporte público em determinado nó e, por fim, o tempo total de

caminhada em determinado caminho. O custo total é formado pelo custo de viajar de carro

por determinado caminho que inclui custo de combust́ıvel, custo de estacionamento e o custo

do transporte público. O algoritmo proposto pelos autores é uma variante do algoritmo de

Dijkstra [24].

No trabalho de Ambrosino e Sciomachen [7], os autores focam no problema de

determinar os nós que podem ser polos atrativos para mudanças modais e que podem tornar-

se local para novos serviços, tais como parques de estacionamento, paradas de ônibus e

painéis informativos. Os autores consideram modalidades públicas e privadas, onde a seleção

do caminho, intermodal ou monomodal, é feita diretamente pelos usuários com base no custo

de viagem previsto, que é dado pelo tempo, custo monetário e incluem alguns elementos
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subjetivos que não são fáceis de serem calculados, tais como fatores econômicos, caminhadas

e desconforto. São feitos testes com alguns dados da área central da cidade de Genoa, Itália.

A modelagem do problema é feita utilizando o grafo G = (N,A,C, I,D,M,R),

com as seguintes especificações:

• N é o conjunto de nós;

• A é o conjunto de arcos;

• C é o conjuntos de pesos (tempo de viagem) associados a cada arco (i, j) ∈ A;

• I é o conjunto de pesos (custo de transferência modal) associado a cada nó;

• D é o conjunto de qualidades associadas aos nós de transferência modal;

• M é o conjunto dos modos de transporte considerados, que são divididos em :

– Modos restritos: carro e moto;

– Modos públicos: ônibus e trem.

• R é o conjunto dos posśıveis critérios de decisão que avaliam o custo total de uma

viagem em uma rede multimodal.

O algoritmo proposto é uma abordagem heuŕıstica para o problema de encontrar

rotas ótimas multimodais em redes de transporte urbano. Tal algoritmo detecta os nós de

melhor mudança modal e computa o caminho de custo mı́nimo baseado no algoritmo clássico

de Dijkstra [24].

No trabalho de Bousquet [14], as questões vinculadas ao desenvolvimento de um

sistema, capaz de calcular dinamicamente o tempo de viagem mı́nimo em rotas multimodais

com combinações fact́ıveis de modos de transporte são apresentadas. É proposta uma visão

metodológica da estimação do tempo de viagem. Baseado nisso, o autor introduziu algoritmos

que podem ser usados para roteamento multimodal. Neste contexto, a computação em uma

cadeia de viagem ótima não é equivalente a computação separada de uma série de viagens

ótimas. Assim, é proposto um algoritmo capaz de calcular viagens ótimas de duas maneiras

(isto é, viagens em dois sentidos da rede, por exemplo ida e volta).
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A modelagem da rede de transporte foi feita usando um grafo direcionado

G = (N,A) com uma função custo associada a cada arco (i, j) ∈ A que pode represen-

tar tempo de viagem, distância, etc. A estrutura em camadas foi usada para representar a

rede multimodal, ou seja, cada modo de transporte é representado por uma rede monomodal

e as ligações entre os mesmos são feitas através de arcos de transferência.

O algoritmo proposto é baseado nos algoritmos clássicos de correção/definição de

etiquetas, tais como os algoritmos de Dijkstra e de Bellman ([10], [24]), e é capaz de calcular

o tempo mı́nimo multimodal em viagens de uma maneira (viagens somente em um sentido da

rede) em um ambiente dinâmico. Tal algoritmo foi estendido para calcular viagens de duas

maneiras também em um ambiente dinâmico. A abordagem proposta é testada em uma rede

de transporte urbano de Lyon, França.

No trabalho de Lillo et al [40] sistemas de transportes multimodais reais são ana-

lisados experimentalmente. Redes rodo-ferroviárias reais da Dinamarca, Hungria, Espanha,

Noruega e Nova Zelândia são constrúıdas baseadas em um conjunto de mapas digitalizados

obtidos a partir de várias bibliotecas do GIS (sistema de informações geográficas). Essas redes

são modeladas através de grafos coloridos. A cardinalidade do conjunto resultante é analisada

e conclui-se que a conectividade dos vértices e a forma da rede afetam consideravelmente o

número total de caminhos ótimos.

Os autores usam coloração em grafos para representar atributos espećıficos da

rede de transporte, tais como um modo de transporte. Um grafo colorido é definido como

G = (N,A, ω, λ) onde, (N,A) é um grafo direcionado, ω : A → R
+ é uma função peso dos

arcos e λ : A → M é uma função cor nos arcos. M é um conjunto finito de cores com

K = |M |.

Xu et al [79] propõem uma abordagem algébrica para encontrar todos os caminhos

coloridos em um multigrafo colorido. Uma função de conversão é proposta para transformar

o problema original de encontrar caminhos coloridos em um multigrafo colorido, para o

problema padrão de encontrar caminhos em um grafo sem restrição de cores. A abordagem

proposta foi aplicada em um problema para análise status quo em um modelo de grafo para

resolução de conflito.

Cerulli et al [19] apresentam algumas extensões do problema de árvore geradora

mı́nima rolutada. O foco principal é no problema de árvore de Steiner mı́nima: dado um
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grafo G com um rótulo (cor) atribúıdo para cada arco e um subconjunto Q de nós de G

(vértices básicos), a idéia é encontrar um subgrafo G conectado com um número mı́nimo

de cores diferentes, cobrindo todos os vértices básicos. Os autores utilizam vários tipos

de metaheuŕısticas para resolver o problema: greedy heuristic, variable neighborhood search,

simulate annealing e reactive tabu search.

Cĺımaco et al [22] lidam com o problema de árvore geradora bicritério. O pri-

meiro critério pretende minimizar o custo total da árvore geradora, enquanto que o segundo

critério pretende encontrar a solução com um número mı́nimo de rótulos diferentes. Como

esses critérios, em geral, são conflitantes, o algoritmo desenvolvido encontra um conjunto de

árvores geradoras não-dominadas. Na modelagem do problema, os autores utilizam grafos

não direcionados, onde cada arco tem um custo cij e um rótulo (cor) lij. O custo de uma

árvore geradora T é c(T ) =
∑

(i,j)∈T cij e l(T ) representa os números de rótulos distintos em

T . Testes computacionais em grandes instâncias são apresentados para mostrar a eficiência

da abordagem proposta.

Bousquet et al [15] apresentam um algoritmo dinâmico de definição de etiqueta

(label-setting) capaz de computar um caminho mı́nimo multimodal de uma maneira (somente

em um sentido da rede) o qual é uma adaptação do algoritmo clássico de Dijkstra. Baseado

neste algoritmo, os autores propõem uma estratégia para resolver o problema de caminho

mı́nimo de duas maneiras (em dois sentidos da rede, por exemplo ida e volta). Esta última

estratégia proposta justifica-se pelo fato de que caminhos mı́nimos multimodais de duas

maneiras nem sempre são equivalentes a dois caminhos mı́nimos de uma maneira computados

separadamente.

O trabalho de Lam et al [37] descreve uma técnica de clusterização que melhora

o desempenho da computação convencional de k-caminhos mı́nimos em redes de transporte

multimodal, através da transformação da rede em uma representação aćıclica, onde os ci-

clos são identificados e clusterizados. O algoritmo generalizado de Floyd é aplicado nos

clusters para a computação dos k-caminhos mı́nimos. Testes feitos mostram que a técnica

proposta melhora significativamente o desempenho de algoritmos convencionais, particular-

mente quando o número de k-caminhos mı́nimos necessários aumenta.

Vantagens e Desvantagens das Abordagens baseadas em Grafos
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O algoritmo de Dijkstra resolve o problema de caminho mı́nimo em um grafo di-

rigido ou não, onde os custos dos arcos devem ser não negativos. É um algoritmo simples de

ser utilizado e implementado. As abordagens baseadas neste algoritmo, preservam as carac-

teŕısticas do mesmo, então como vantagens dessas abordagens podemos citar a simplicidade

na implementação e interpretação dos resultados. Também é posśıvel fazer comparações com

os algoritmos já existentes, nesse caso, com o próprio.

Uma desvantagem dessa abordagem é que a modelagem do problema e as propos-

tas de soluções apresentam resultados, que embora sejam exatos, não representam de fato, o

que acontece na realidade, onde dificilmente existe apenas uma solução.

3.2.1.2 Abordagens baseadas em técnicas de otimização

O trabalho de Loureiro [42] apresenta um algoritmo solução para o modelo de rede

multimodal multiproduto, formulado em uma estrutura não-linear de dois ńıveis que seleciona

investimentos para uma rede de transporte multimodal regional, dado um orçamento de

investimento limitado. A função objetivo minimiza os custos de transporte dos usuários e os

impactos ambientais causados pela utilização de modos de transporte menos eficientes.

O algoritmo proposto consiste de um procedimento heuŕıstico de decomposição

baseado em técnicas de geração de colunas, o qual permite a solução de problemas de grande

escala em tempo razoável. O autor também trata o problema de equiĺıbrio de usuário para

distribuir viagens sobre a rede multimodal de acordo com um modelo do tipo logit. A teoria

de grafos é utilizada na formulação matemática do modelo.

Na solução do modelo utilizando a heuŕıstica de geração de colunas, o problema

de desenho da rede multimodal é classificado como o problema principal, com seu subpro-

blema sendo um problema de otimização multicritério com dois objetivos: minimizar o custo

de transporte no grafo e minimizar o custo dos investimentos necessários para as rotas se-

lecionadas. O subproblema compreende um submodelo de construção de rotas (geração de

colunas) responsável por criar as rotas novas (colunas) a serem consideradas pelo problema

principal. Este submodelo é solucionado por uma forma modificada do algoritmo de Dijkstra

[24].

O autor apresenta uma lista dos principais problemas de otimização de redes, tais

como, caminho mı́nimo, caixeiro-viajante, roteamento de véıculos, localização de facilidades,
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equiĺıbrio de tráfego, dentre outros, como versões especiais do problema de projeto de redes

para destacar a importância do mesmo.

Em Lawphongpanich et al [38], o objetivo é reduzir os atrasos das viagens ou

melhorar o benef́ıcio social. Os autores propõem um modelo de otimização que pode ser

formulado como:

minv,x,β,ρ t(v)Tv

s.t



























































v =
∑

w

xw

Axw = Ewdw ∀w

tij(v) + βij ≥ ρwi − ρwj ∀w, (i, j) ∈ L

xw
ij(tij(v) + βij − ρwi + ρwj ) = 0 ∀w, (i, j) ∈ L

ρwo(w) − ρwd(w) ≤ cUE
w ∀w

0 ≤ xw
ij ≤ xmax, 0 ≤ βij ≤ βmax, ∀(i, j) ∈ L, ∀w.

(3.8)

A função objetivo é minimizar o tempo total de viagem ou o atraso no sistema. A

primeira restrição é agregação do fluxo, a segunda garante que o grafo está balanceado, a ter-

ceira e a quarta restrição são as condições KKT associadas com o problema de desigualdade

variacional: (t(v) + β)T (u− v) ≥ 0, ∀u ∈ V , onde

V = {v : v =
∑

w

xw, Axw = Ewdw, x
w ≥ 0}

A quinta restrição é relativa ao custo do caminho, e a última restrição é a não-negatividade

do fluxo.

Os autores propõem um novo algoritmo que converge para uma solução fortemente

estacionária em um número finito de operações. O algoritmo é aplicável quando as demandas

são fixas ou variadas. Testes computacionais foram realizados em redes de grande porte e

mostram a eficiência do método proposto.

Wu et al [81] apresentam um esquema de melhoramento de preços para aliviar o

congestionamento em redes de transporte multimodal que inclue serviços de trânsito, alta

ocupação/ pedágio e pistas de propósito geral. Neste cenário, um regime de preços refere-se

a uma estratégia para pedágios em estradas e rodovias bem como ajustar as tarifas em várias

linhas de trânsito. Além disso, um tal regime é Pareto-ótimo se maximiza o benef́ıcio social
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sem aumentar despesas relacionadas com viagens dos usuários que inclui passageiros em

trânsito, operadores de trânsito, autoridades de transporte, etc. Os autores consideram três

modos de transporte: véıculo de ocupância única (SOV), véıculo de ocupância alta (HOV)

e trânsito. A rede multimodal geral consiste de duas sub-redes: rede de véıculos e rede de

trânsito. Quando integradas, essas redes formam uma rede multimodal G=(N, A), onde N

é o conjunto de nós e paradas e A é o conjunto de arcos e linhas de trânsito. Cada arco tem

associado um tempo de espera e um tempo de viagem em véıculo.

Nesse trabalho os autores lidam com os problemas de equiĺıbrio de usuário e de

sistema ótimo em redes multimodais, que são formulados como um problema matemático

com restrições de complementaridade e resolvidos via algoritmo de subotimização múltipla

que foi desenvolvido por Lawphongpanich e Yin [38].

Vantagens e Desvantagens das Abordagens baseadas em Técnicas de

Otimização

Existem vários tipos de técnicas baseadas em otimização que são usadas para re-

solver o problema de redes de transportes: programação linear, não-linear, mista, problemas

de complementaridade, técnicas de geração de colunas, dentre outros. Essas técnicas per-

mitem uma modelagem clara e interpretativa do problema a ser resolvido, permitindo uma

análise consistente dos resultados obtidos, que geralmente são soluções exatas.

Assim como no caso de abordagens baseadas no algoritmo de Dijkstra, uma des-

vantagem dessas técnicas é que a modelagem do problema e as propostas de soluções apre-

sentam resultados, que embora sejam exatos, não representam de fato, o que acontece na

realidade, onde dificilmente existe apenas uma solução.

3.2.1.3 Outras Abordagens

Lozano e Storchi [43], consideram uma abordagem usando rótulos para encontrar

o caminho mı́nimo viável em redes de transporte multimodal. Um caminho é viável se

sua sequência de modos é fact́ıvel com respeito a um conjunto de restrições. Os autores

apresentam uma modificação do algoritmo Chronological proposto por Pallottino e Scutellà

[59] para resolver o problema de caminho mı́nimo viável multimodal.

Os resultados obtidos com a metodologia proposta são um conjunto solução

29
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(soluções Pareto-ótimas) e a escolha do caminho depende das preferências dos usuários com

respeito ao custo e ao número de modos.

Os modos de transporte considerados são: metrô, véıculo particular (carro ou

moto) e outros modos (ônibus e caminhada). O uso do modo metrô e do modo particular

está sujeito à restrições.

Neste caso, o problema a ser resolvido é encontrar o caminho mı́nimo com respeito

ao custo total para cada número de mudanças de modo não maior que k. Dessa forma os

dois critérios usados para escolher o melhor caminho são o custo e o número de mudanças de

modo. O custo total é formado pelo custo dos arcos e pelo custo das mudanças de modo.

Em [44], Lozano e Storchi fazem uma generalização de [43], onde são apresentados

os conceitos de hipergrafos multimodais e hipercaminhos viáveis. O problema de hiperca-

minho mı́nimo viável em redes de transporte multimodal é definido. As soluções, ou seja,

os hipercaminhos mı́nimos viáveis, compõem um conjunto Pareto-ótimo, onde os usuários

podem escolher o “melhor” hipercaminho de acordo com suas preferências pessoais com res-

peito ao tempo de viagem esperado e ao número máximo de mudanças de modo que está

disposto a fazer. Um hipergrafo é uma generalização de um grafo, com suas arestas ligando

quaisquer quantidades positivas de vértices. Um hipergrafo é um par H = (N,E), onde N

é o conjunto de nós e E é o conjunto de h-arcos. Um h-arco e = (t(e), h(e)) é identificado

por sua extremidade t(e) ∈ N e por sua “cabeça”h(e) ⊆ N/t(e). Se |h(e)| = 1, o h-arco é

equivalente a um arco e = (i, j).

Resolver o problema de hipercaminho mı́nimo viável é encontrar hipercaminhos

viáveis com o mı́nimo de tempo esperado para a viagem, onde o usuário não tem que fa-

zer mais que k transferências modais. O algoritmo proposto para resolver o problema de

hipercaminho mı́nimo viável é baseado no algoritmo desenvolvido pelos autores em [43].

No trabalho de Bieli et al [12], é descrito um sistema de transporte multimodal

projetado para atender as necessidades de uma variedade de oferta/demanda. Para viagens

urbanas, foi considerado que os passageiros podem usar ônibus, metrô ou carro particular,

já para viagens entre cidades os modos dispońıveis são “autobus”, trens e carro particular.

Uma solução para o problema de planejamento a longo prazo foi proposta e testada.

O algoritmo proposto reconhece o conjunto de restrições relacionadas ao tempo

de espera e a sequência de modos usados em uma viagem.
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Um software com interface gráfica é apresentado, no qual os usuários podem obter

informações sobre rotas, horários, dentre outras coisas. A modelagem da rede de trânsito é

feita através de um grafo direcionadoG = (N,A), ondeN é o conjunto de nós e A é o conjunto

de arcos, cada nó em N representa objetos de rede (estações de ônibus, estacionamento).

O algoritmo apresentado é uma versão modificada do algoritmo de k-caminhos

mı́nimos que integra caminhos viáveis multimodais e restrições de tempo. Os autores fazem

uso da dominância, no qual comparam tanto o tempo como o número de transferências

modais. O algoritmo determina os k melhores caminhos seguindo o número de transferências

modais dado pelo usuário e respeitando as partidas programadas associadas a cada estação

de modo de trânsito.

Em [49], Mouncif et al apresentam uma proposta de solução para o problema de

viagem origem-destino em redes de transporte multimodal usando a ferramenta GIS (Ge-

ographic information system). Um método eficiente para manipulação de informações de

viagens em uma rede de transporte multimodal consiste em lidar com rotas multimodais de

um ponto de origem a um ponto de destino. O objetivo é fornecer um modelo de viagem

capaz de ajudar a melhorar a decisão do usuário do caminho, que pode viajar envolvendo di-

ferentes combinações de modos de transporte. Os usuários podem acessar informações sobre

todos os modos de transporte público e dispońıveis em sua área, encontrar rotas mais rápidas

e mais seguras para seus destinos. A modelagem do problema é feita usando subgrafos, ou

seja, cada modo de transporte é um subgrafo e o grafo total é a união de todos os subgrafos.

Os autores consideram restrições de tempo nesse trabalho.

O algoritmo proposto é uma versão modificada do algoritmo de k-caminhos mı́nimos,

no qual foi feito um novo projeto de caminhos multimodais viáveis a fim de definir uma solução

eficiente para o problema de caminho mı́nimo multimodal viável.

Em [93], Zografos e Androutsopoulos apresentam uma nova formulação e um al-

goritmo para resolver o problema de planejamento de itinerário, isto é, a determinação do

itinerário que otimiza um conjunto de critérios (tempo total de viagem, número de trans-

ferências modais, tempo total de caminhada e de espera), satisfazendo uma determinada

janela de tempo entre uma origem e um destino. Baseado na formulação proposta, o pro-

blema de planejamento de itinerário é expresso como um problema de caminho mı́nimo em

uma rede multimodal com janela de tempo.
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Em Xin-bo et al [78] redes de transporte multimodal são modeladas usando uma

estrutura hierárquica. A relação entre diferentes ńıveis é descrita em detalhes e técnicas

de segmentação dinâmica e referenciamento linear são usados para resolver o problema de

sobreposição em redes multimodais. Além disso, um algoritmo de caminho mı́nimo é proposto

para resolver o problema de transferência com vários modos de véıculo público. Finalmente

os resultados simulados pelo GIS (geographic information system) são dados para demonstrar

a efetividade do modelo proposto.

Mouncif et al [50] estudam o problema de caminho mı́nimo multimodal em um

sistema de redes de transporte onde os usuários tem vários modos para viajar de uma origem

a um destino. O objetivo é obter as melhores rotas que satisfazem as restrições: tempo

de viagem esperado, atrasos nos modos e nos pontos de mudança de modo, viabilidade da

sequência de modos usados e o número de transferências modais. O sistema é descrito por um

grafo multimodal e cada modo é modelado por um subgrafo. A complexidade computacional

do algoritmo é provada e foi desenvolvido um operador de caminho multimodal com base no

algoritmo proposto.

No trabalho de Nielsen et al [52], o problema de hipercaminho mı́nimo é apre-

sentado. Este problema é uma extensão do problema de caminho mı́nimo clássico e tem

aplicações em várias áreas. Neste trabalho, os autores melhoram o pior caso de complexidade

computacional de um algoritmo para encontrar k-hipercaminhos mı́nimos em um hipergrafo

aćıclico. Este resultado é obtido pela aplicação de novas técnicas de otimização para hiperca-

minhos mı́nimos. O algoritmo é eficaz na prática e tem aplicação bem sucedida no contexto

de redes estocásticas dependentes de tempo para encontrar as k melhores estratégias para

resolver problemas bicritérios, como mostra outros trabalhos dos autores ([53], [54]).

Kheirikharzar [34] usa algoritmos de definição de etiquetas para encontrar k-

caminhos ótimos entre dois pontos pré-definidos em uma rede de transporte multimodal.

Tal algoritmo mantém uma lista de etiquetas em cada nó, define os caminhos e atualiza-

os pela adição de nós de maneira iterativa. A escolha final depende das preferências dos

usuários com respeito a distância, tempo de viagem e número de transferências modais. O

projeto desenvolvido neste trabalho é aplicado na rede de transporte multimodal da cidade

de Mashhad, Iran. O autor utiliza o software ArcMap para desenho da rede e incorpora neste

software o algoritmo desenvolvido.
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Alivand et al [5], propõem uma análise espacial para encontrar o caminho ótimo

entre dois locais espećıficos em uma rede, onde o congestionamento de tráfego muda continua-

mente. Um método baseado no particionamento espaço-temporal é apresentado. No método

proposto, algumas funções heuŕısticas as quais são extráıdas de caracteŕısticas gráficas são

usadas para encontrar a solução em cada partição. Por fim, um modelo para coleta de da-

dos de tráfego é introduzido, então dados em tempo real do tráfego em diferentes locais e

horários podem ser obtidos. Além disso, esse modelo pode ajudar o usuário obter a melhor

rota em sua viagem urbana utilizando GIS (geographic information system) para encontrar

o caminho ótimo.

Ziliaskopoulos e Wardell [91] apresentam um algoritmo para o problema de ca-

minho ótimo intermodal dependente de tempo para redes de transporte multimodal levando

em conta atrasos nos modos e nos pontos de comutação. A convergência e a complexidade

computacional do algoritmo são demonstradas. Uma representação simples das opções de

comutação modo a modo é introduzida e melhora substancialmente a eficiência do algoritmo.

Testes foram realizados em redes com tamanhos reais e os resultados foram promissores. Na

formulação do problema, os autores consideram um grafo G = (N,A, T,M) onde N é o con-

junto de nós, A é o conjunto de arcos, T é o peŕıodo de tempo de interesse discretizado e M

é o conjunto de modos de transporte.

Vantagens e Desvantagens das outras Abordagens

Abordagens que utilizam hipergrafos, sistemas de informações geográficas, pro-

gramação dinâmica também são utilizadas para resolver problemas de redes de transportes.

Aqui, geralmente temos um conjunto solução, que pode ser: caminhos mı́nimos viáveis, hi-

percaminhos mı́nimos viáveis, soluções para o planejamento de itinerário, dentre outros. Ao

apresentarmos aos usuários um conjunto solução, os mesmos podem escolher as soluções que

mais lhe agradam de acordo com determinados critérios, com isso atendemos as necessidades

e preferências de todos os usuários.

Como desvantangem podemos citar a complexidade computacional dessas técnicas,

que aumenta a medida que mais restrições e variáveis são consideradas no problema. Uma

outra desvantagem dessas técnicas é com respeito a modelagem e as soluções encontradas,

que apesar de atenderem as preferências dos usuários atráves do conjunto solução, não re-
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presentam de fato o que acontece na realidade, visto que as variáveis são exatas.

3.2.2 Metaheuŕısticas

Nesta seção apresentamos alguns trabalhos da literatura que utilizam redes neurais

artificiais, algoritmos genéticos e h́ıbridos na solução do problema de redes de transporte

multimodal.

3.2.2.1 Métodos baseados em Redes Neurais Artificiais

Redes neurais artificiais são técnicas computacionais que apresentam um modelo

matemático inspirado na estrutura interconectada dos neurônios. Nós simples (ou neurônios,

ou processadores ou unidades) são interligados para formar uma rede de nós - dáı o termo rede

neural. A inspiração original para essa técnica advém do exame das estruturas do cérebro, em

particular do exame de neurônios. As redes neurais artificiais (RNAs) têm muitas vantagens,

porque se baseiam na estrutura do sistema nervoso humano, principalmente o cérebro.

O trabalho de Nijkamp et al [55] visa comparar o poder descritivo e preditivo de

duas classes de modelos para estimar fluxos de rede multimodal: a famı́lia de modelos de

escolha discreta (isto é, modelos logit e probit) e os modelos de redes neurais.

Esta abordagem foi aplicada em um grande conjunto de dados da Europa para

dois tipos de produtos (alimentos e produtos qúımicos). Depois de uma exposição concisa de

questões poĺıticas, metodológicas e de modelagem do problema, vários testes foram realizados.

Os resultados mostram que em geral o potencial preditivo das redes neurais é maior que dos

modelos discretos.

Vantagens e Desvantagens das Redes Neurais Artificiais

Como vantagens das RNAs, podemos citar a flexibilidade com relação a dados

incompletos e rúıdos. A capacidade de aprendizagem e de predizer resultados, quando sub-

metidas a padrões desconhecidos, transformam as RNAs em interessante opção nas soluções

de vários tipos de problemas, incluindo os problemas de redes de transporte.

Como desvantagens, temos a dificuldade em estabelecer os melhores fatores de

treinamento das RNAs. A procura pela melhor arquitetura das RNAs para resolver de-

terminado problema requer um tempo bastante longo. Por serem denominadas como uma
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caixa preta durante o processo de resolução, as RNAs não permitem uma análise simples dos

resultados obtidos.

3.2.2.2 Métodos baseados em Metaheuŕısticas

Metaheuŕısticas evolutivas são procedimentos computacionais resultantes da aplicação

de técnicas heuŕısticas para a resolução de problemas.

Algoritmos genéticos são uma classe especial de algoritmos evolutivos que usam

técnicas inspiradas pela biologia evolutiva como hereditariedade, mutação, seleção natural e

recombinação (ou crossing over). São implementados como uma simulação de computador

em que uma população de representações abstratas de solução é selecionada em busca de

soluções melhores. A evolução geralmente se inicia a partir de um conjunto de soluções

criado aleatoriamente e é realizada por meio de gerações. A cada geração, a adaptação de

cada solução na população é avaliada, alguns indiv́ıduos são selecionados para a próxima

geração, e recombinados ou mutados para formar uma nova população. A nova população

então é utilizada como entrada para a próxima iteração do algoritmo.

Os algoritmos genéticos diferem dos algoritmos tradicionais de otimização em

basicamente quatro aspectos:

• Baseiam-se em uma codificação do conjunto das soluções posśıveis, e não nos parâmetros

da otimização em si;

• Os resultados são apresentados como uma população de soluções e não como uma

solução única;

• Não necessitam de nenhum conhecimento derivado do problema, apenas de uma forma

de avaliação do resultado;

• Baseiam-se em buscas estocásticas e não em regras determińısticas.

Abbaspour e Samadzadegan [1] tratam do problema de caminho mı́nimo multimo-

dal dependente de tempo em áreas urbanas grandes e complexas. Um algoritmo evolucionário

adaptado foi empregado para resolver o problema. A solução proposta foi testada sobre um

conjunto de dados da cidade de Tehran e foram considerados os seguintes modos de trans-

porte: táxi, van, micro-ônibus, ônibus e metrô. Os autores consideram que, como o uso
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de redes multimodais requer informações sobre horários de véıculos, é necessário ter alguma

informação sobre a hora de partida da viagem para resolver o problema. Devido a isto, essas

redes podem ser consideradas redes dinâmicas, nas quais o tempo de viagem associado com

cada arco muda com o tempo.

Em um outro trabalho, Abbaspour e Samadzadegan [2] apresentam investigações

na aplicação de algoritmos genéticos para resolver o problema de caminho mı́nimo multimo-

dal. Para testar a eficiência e robustez do método proposto, o algoritmo foi testado com uma

rede contendo 250 pares de nós origem-destino selecionados aleatoriamente com diferentes

distâncias e números de nós. Os modos de transporte considerados foram: ônibus, metrô e

caminhada. As soluções consideradas são: monomodais, bimodais ou multimodais.

Em Yamada et al [86] um modelo para o planejamento estratégico, particular-

mente no desenvolvimento de redes de transporte inter-regionais de frete foi proposto. O

modelo determina um conjunto adequado de ações tais como: melhorar a infraestrutura exis-

tente ou o estabelecimento de novas estradas, ferrovias, ligações maŕıtimas e terminais de

carga. A modelagem é realizada no âmbito de programação de dois ńıveis, onde uma técnica

de atribuição de tráfego de usuários multiclasses multimodais é incorporada no problema

de ńıvel inferior, enquanto o problema de ńıvel superior determina a melhor combinação de

ações tais que a razão frete-custo benef́ıcio seja maximizada.

O problema de ńıvel superior envolve otimização combinatória e uma abordagem

heuŕıstica, baseada em busca local genética, é aplicada como uma técnica de solução.

Resultados emṕıricos mostram que esta abordagem obteve um bom desempenho

quando comparada com outras heuŕısticas. O modelo proposto foi aplicado com sucesso no

planejamento da rede de transportes nas Filipinas, onde o desenvolvimento de uma rede de

transportes de carga é necessária para aumentar a utilização de outros modos de transporte.

Ayed et al [9] apresentam uma abordagem para o problema de caminho mı́nimo em

redes multimodais dependentes de tempo. Esta abordagem é baseada em uma metaheuŕıstica

evolutiva chamada ACO (Ant Colony Optimization), o qual resolve um problema modelado

como um grafo com estrutura simples e não dependente de tempo. Uma adaptação do

algoritmo de Dijkstra é feita para tratar o problema dependente de tempo e é usada para

computar o caminho mı́nimo sobre a nova estrutura.

No trabalho de Flórez et al [26] o objetivo principal é introduzir o TIMIPLAN,
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que combina técnicas de Pesquisa Operacional com inteligência artificial a fim de obter planos

de boa qualidade, explorando os benef́ıcios de ambos tipos de técnicas. O TIMIPLAN foi

desenvolvido no contexto de um projeto de pesquisa envolvendo uma das maiores companhias

espanholas em transportes intermodais: Acciona Transmediterránea Cargo, para resolver

problemas de loǵıstica em redes multimodais. Este programa foi aplicado em um problema

de grande escala com mais de 300 containers, caminhões e outros serviços a serem tratados

diariamente. O objetivo é obter um plano que minimize o custo de serviço de todos os pedidos

diários.

Mohaymany et al [48] apresentam uma abordagem que utiliza dois ou mais modos

no projeto de redes de transporte multimodal, o que resulta na redução de custos tanto para

os usuários como para os operadores. Para os usuários significa menos tempo andando ou

esperando por determinado modo de transporte e para os operadores a redução de custos

possibilita uma extensão do sistema de transporte multimodal.

Os custos dos usuários referem-se ao tempo gasto no sistema, tais como: tempo

de espera, tempo de caminhada entre os modos e tempo de transferência de modos. Já os

custos dos operadores referem-se ao custo inicial do serviço, custo de operação e custo de

manutenção. As tarifas não estão inclúıdas no custo do usuário nem no custo do operador,

uma vez que são transferidas de usuário para operador. Inicialmente, os autores trabalham

apenas com o modo ônibus, depois trabalham com dois modos: ônibus e van, e comparam a

rede unimodal e a rede multimodal. A metodologia apresentada neste trabalho utiliza ACO

(Ant Colony Optimization) para construção das rotas. Além disso, os autores utilizam ACO

para a escolha dos pontos terminais.

Na e Zhi [51] estudam o problema de transporte de suprimentos de emergência

usando vários modos de transporte. Quando ocorre algum tipo de desastre, há várias áreas

que são afetadas e necessitam de grande quantidade de suprimentos de emergência. Como

os modos de transporte tem limites de capacidade é necessário utilizar vários modos para a

entrega de suprimentos nas áreas afetadas.

O problema é formulado matematicamente da seguinte maneira:
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onde: ai, i = 1, 2, . . . ,m é a oferta; bj, j = 1, 2, . . . , n é a demanda; Sk é a capacidade máxima

do modo de transporte k; Xk
ij é a quantidade de transporte atual de i para j pelo modo k e

T k
ij é o tempo de viagem de i para j pelo modo k.

A função objetivo afirma que o tempo ponderado deve ser minimizado. A primeira

restrição garante que a soma das demandas em cada modo de transporte é igual a demanda

do nó. A segunda restrição garante que a soma das ofertas em cada nó origem não é menor

que a demanda total em cada nó destino. A terceira restrição garante que a quantidade de

produtos transportados em cada modo não excede a capacidade do mesmo. E por fim, a

última restrição, garante a não-negatividade do fluxo.

Como este problema é NP-completo, é dif́ıcil encontrar uma solução global ótima

ou uma solução satisfatória, então os autores usam algoritmos genéticos para resolver o pro-

blema. Por fim, os autores fazem um exemplo prático para mostrar a eficiência do algoritmo

genético na solução do problema apresentado.

Cipriani et al [21] apresentam um método para resolver o problema de redes de

trânsito em um contexto multimodal onde as demandas urbanas são elásticas. A formulação

matemática do problema leva em consideração a relação entre divisão de demanda modal,

ńıvel de serviços de trânsito e transportes externos. O procedimento de solução consiste de

um conjunto de heuŕısticas, os quais incluem uma rotina para geração de rotas, um algoritmo

genético para encontrar um conjunto de rotas sub-ótimas com frequências associadas e várias

regras práticas para melhoramento das soluções. O desempenho da rede é estimado por

um modelo de divisão modal probabiĺıstico que reproduz o comportamento dos usuários na

escolha dos modos, um modelo de atribuição de trânsito que reproduz o comportamento
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dos usuários em relação à escolha de linhas de ônibus e um modelo de equiĺıbrio de usuário

determińıstico que estima o efeito da interação entre o comportamento dos motoristas na

escolha de rotas e o congestionamento dos arcos.

Yu e Lu [80] propõem um algoritmo genético para resolver o problema de pla-

nejamento de rotas multimodais. Cromossomos com tamanhos variáveis com várias partes

(sub-cromossomos) são utilizados para representar rotas no ambiente de viagens multimo-

dais, onde cada parte descreve um tipo de modo de transporte. Dois novos operadores são

propostos para serem usados em operações intermodais e eles são chamados hipercrossover

e hipermutação. Um método de avaliação multicritério usando um vetor p-dimensional para

representar múltiplos critérios é adotado na função fitness para seleção de soluções ótimas.

A modelagem do problema foi feita usando a teoria de grafos, onde cada modo de

transporte é um subgrafo e o grafo total é a união de todos os subgrafos. Cada arco e = (i, j)

tem um peso w(e) associado e um vetor p-dimensional de critérios:

C(e) = (C1(e), C2(e), . . . , Cp(e))

e ∈ R(s, t), onde R(s, t) é uma rota do nó s ao nó t. O valor de qualquer critério para uma

dada rota R(s, t) é definido como C
R(s,t)
k =

∑

e∈R(s,t) C
e
k. Assim, o problema ótimo pode

ser escrito como minCR(s,t). Critérios como tempo, tarifa, transferências modais, podem ser

descritos como um problema multicritério. Testes foram feitos com dados do centro da cidade

de Pequim e os resultados obtidos foram satisfatórios, segundo os autores.

Liu e Lin [41] estudam o problema de transporte de mercadorias usando redes

de transporte multimodal. Neste contexto, a escolha de modos de transporte influencia di-

retamente no custo do transporte de mercadorias, tempo e qualidade de transporte. Os

autores constroem uma rede de transportes virtual, onde o problema original é convertido

em um problema de caminho mı́nimo com restrições de tempo e de capacidade. É proposto

um algoritmo genético para resolver o problema. Através de um exemplo, os autores mos-

tram que a otimização do modelo e o algoritmo proposto podem reduzir substancialmente a

complexidade da rede, o que mostra a viabilidade e eficácia do método.

Vantagens e Desvantagens das metaheuŕısticas evolutivas/ bioinspira-

das
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Os algoritmos genéticos, possuem grande vantagem na área de problemas de trans-

porte, uma vez que trabalham com avaliações de soluções através de procedimentos de análise

baseados em dados estocásticos. Partindo de um conjunto conhecido onde situam-se as me-

lhores respostas, pode-se selecionar a que melhor se adapta ao contexto do problema.

As desvantagens dos algoritmos genéticos é que eles exigem um tempo muito

maior de execução e/ou maior poder computacional que as demais heuŕısticas, dependendo

do tamanho do problema e, dependendo do problema, a convergência na busca de soluções é

prematura.

3.2.3 Métodos fuzzy

Nesta seção apresentamos alguns trabalhos encontrados na literatura que utilizam

a teoria dos conjuntos fuzzy na modelagem e solução do problema de redes de transporte

multimodal. As incertezas podem estar nos custos dos arcos, nas capacidades dos arcos, na

oferta/demanda da rede, nos parâmetros do modelo, etc. A seguir, temos alguns desses tipos

de incertezas.

3.2.3.1 Incertezas nos custos dos arcos

Golnarkar et al [29] propõem uma solução para o problema de caminho ótimo em

redes de transporte multimodal no qual os custos dos arcos são números discretos fuzzy. O

algoritmo proposto é baseado em dioid de k-caminhos mı́nimos fuzzy.

A abordagem considera o número de mudanças de modo, a ordem correta dos

modos usados e a modelagem de caminhos de duas maneiras (nos dois sentidos da rede). Não

há restrições quanto ao número e variedade dos serviços a serem considerados. A modelagem

é feita usando grafos e dioids. O grafo é composto por vários subgrafos, onde cada subgrafo

representa um modo de transporte. Os modos de transporte considerados são: ônibus, metrô,

táxi e carro particular. O carro particular é considerado um modo restrito, isto é, existe uma

ordem no qual este modo pode ser utilizado. Por exemplo, se um passageiro começa a

viagem com seu carro particular e muda para o modo metrô, não será capaz de usar seu

carro novamente.

Em cada subgrafo, a viabilidade dos caminhos ou a ordem correta dos modos

usados é considerada. Cada subgrafo tem um ńıvel, que é definido como o número mı́nimo de
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arcos de transferência usados da origem para o subgrafo. Há também uma preocupação com o

número de mudanças de modo (mais que três ou quatro mudanças já são consideradas ruins),

onde a solução para prevenir este problema é associar custo alto aos arcos de transferência.

Em Ramazani et al [68], é proposto um método para resolver o problema de

caminho mı́nimo em processos de escolha de rotas quando o tempo de viagem nos arcos

é um número fuzzy, chamado tempo de viagem percebido (PTT). O algoritmo resolve o

problema de caminho mı́nimo fuzzy (FSPA). Para redes congestionadas, o método é capaz de

encontrar os caminhos mı́nimos em termos do tempo de viagem percebido e grau de saturação

(congestionamento) ao longo das rotas.

Ramazani et al [69] apresentam um algoritmo para o problema de atribuição de

tráfego o qual assumem que a percepção do motorista em relação ao tempo de viagem afeta

a escolha de rotas. A teoria dos conjuntos fuzzy é usada para definir o tempo de viagem

“percebido” pelos usuários. Um equiĺıbrio fuzzy é sugerido para predição de fluxo em redes.

Também, um algoritmo de atribuição de tráfego incremental fuzzy (FITA) é desenvolvido.

Este algoritmo é testado em uma rede real de Mashhad, Iran. O fluxo de tráfego que é

estimado por um FITA e por algoritmos convencionais é comparado para dados reais, os

quais indicam que o FITA é mais preciso que os algoritmos convencionais para estimação de

fluxo de tráfego.

Vantagens e Desvantagens das Incertezas nos custos dos arcos

O uso da teoria dos conjuntos fuzzy para tratar incertezas nas variáveis do pro-

blema aqui apresentado traz grandes vantagens, tornando a solução do mesmo mais aderente

à realidade e permitindo resolvê-lo na forma fuzzy sem transformá-lo na forma clássica. Neste

caso, temos um conjunto de soluções Pareto-ótimas, das quais os usuários podem escolher as

que mais lhe agradam, já que uma solução que é boa do ponto de vista de um usuário, pode

não ser boa para outro usuário.

Como desvantagem pode citar a complexidade de resolução do problema, que

aumenta à medida que restrições, variáveis e incertezas são consideradas. Uma outra desvan-

tagem é a subjetividade ao definir os parâmetros fuzzy que modelam as incertezas nos custos

dos arcos, pois as mesmas se devem a diversos fatores, que são dif́ıcieis de serem medidos e

analisados, como por exemplo, condições climáticas, trânsito, dentre outras.
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3.2.3.2 Incertezas na Oferta/Demanda da rede

No trabalho de Ghatee e Hashemi [28], o problema de fluxo de custo mı́nimo fuzzy

(PFCM) é estudado. As incertezas podem estar na oferta ou demanda dos nós e também

no custo ou na capacidade dos arcos da rede. No caso da oferta/demanda essas incertezas

podem surgir devido à dados estat́ısticos incompletos ou simulações.

Os autores apresentam três modelos: PFCM com custos fuzzy, PFCM com oferta/

demanda fuzzy e uma combinação dos dois casos. Para o último modelo, os autores apre-

sentam um método exato e métodos heuŕısticos. Por fim, é feita uma aplicação dos modelos

desenvolvidos no problema de planejamento de redes de ônibus.

No trabalho de Pandian e Natarajan [60] um novo método chamado método da

separação é proposto para encontrar uma solução ótima para o problema de transporte inteiro

onde o custo de transporte, oferta e demanda são intervalos. Este método pode ser uma

ferramenta importante para os tomadores de decisão quando estiverem lidando com vários

tipos de problemas loǵısticos com parâmetros intervalares. Os autores estendem o método

proposto para o caso em que o problema de transporte é fuzzy.

Ammar e Youness [6] investigam soluções eficientes e estabilidade do problema de

transporte multiobjetivo com coeficientes fuzzy c̃rij ∈ c̃r e/ou oferta fuzzy ãi e/ou demanda

fuzzy b̃j. O conceito de α-fuzzy eficiente foi introduzido nos quais a solução eficiente ordinária

é estendida baseada no α-corte de números fuzzy. Uma condição necessária e suficiente para

tal solução é estabelecida.

Noções como o conjunto solvabilidade e o conjunto estabilidade de primeiro tipo

são definidos e caracterizados. A análise paramétrica é usada para caracterizar as soluções

ótimas paramétricas para problemas auxiliares. Um algoritmo para a determinação do con-

junto estabilidade é proposto e alguns exemplos são feitos.

Vantagens e Desvantagens das Incertezas na oferta/demanda da rede

Como vantagem temos que, ao considerar incertezas na oferta/demanda da rede,

deixamos a modelagem do problema mais reaĺıstica e robusta, pois na prática nunca sabemos

exatamente o número de passageiros/ mercadorias/ produtos a serem transportados entre

determinados nós origem/destino da rede.

Assim como no caso de incertezas nos custos dos arcos, uma desvantagem ao se
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considerar incertezas na oferta/demanda da rede é a complexidade de resolução do problema.

3.2.3.3 Outros tipos de incertezas

Shih [72] resolve o problema de planejamento de transporte de cimento de Taiwan

usando métodos de programação linear fuzzy. Três tipos de modelos de programação linear

fuzzy são usados para determinar a quantidade ideal de transporte e a capacidade de no-

vas instalações. O autor dá ênfase sobre como formular um problema de planejamento de

transporte onde a capacidade do porto, o cumprimento de demanda e as restrições de conges-

tionamento de tráfego estão inclúıdas. Os três modelos de programação linear fuzzy usados

pelo autor são: abordagem de Zimmermann [92], abordagem de Chanas [20] e abordagem

de Julien [33]. Os resultados obtidos neste trabalho podem ser usados no planejamento de

infra-estrutura geral bem como no planejamento de loǵıstica para as empresas de cimento de

Taiwan.

O trabalho de Khanbaghi e Malhamé [36] utiliza controladores baseados em lógica

fuzzy para reduzir os custos de energia do metrô de Montreal, Canadá. Dois controladores

fuzzy são propostos. O primeiro não produz praticamente nenhuma melhora, enquanto o

segundo atinge uma média de economia de 6% e reduz ligeiramente o tempo médio de viagem.

Os autores fazem vários testes para analisar o desempenho dos dois controladores propostos

e concluem que os resultados são satisfatórios.

Tuzkaya e Önüt [75] apresentam um estudo de caso para examinar os diferentes

modos de transporte de mercadorias por uma empresa prestadora de serviços da Turquia.

Há uma série de critérios qualitativos e quantitativos conflitantes para avaliar as alternativas

de modos de transporte. Critérios qualitativos são frequentemente acompanhados de ambi-

guidade e imprecisão, que neste trabalho, são tratados usando redes de processo anaĺıtico

fuzzy (ANP). Um grande número de critérios detalhados que interagem uns com outros tem

sido avaliados para obter o modo de transporte mais adequado. Esta avaliação foi feita por

um grupo de tomadores de decisão da empresa prestadora de serviços com a intenção de

prestar um serviço mais preciso e mutuamente aceitável. Além disso, o modelo utilizado

neste trabalho foi validado comparando os resultados obtidos com as preferências atuais da

empresa.

Vantagens e Desvantagens dos outros tipos de Incertezas
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A programação linear fuzzy é uma classe de problemas de otimização onde os

parâmetros do modelo não estão bem definidos, ou seja, os coeficientes da função objetivo

ou das restrições não são precisamente conhecidos e podem estar sujeitos a limites não muito

precisos. A grande vantagem dos modelos de programação linear fuzzy é que os mesmos

modelam os diversos tipos de incertezas existentes em problemas reais, que frequentemente

são modelados através da programação linear.

Como desvantagem, novamente, podemos citar a alta complexidade em se resolver

tais problemas, principalmente na forma fuzzy durante todo o processo de resolução. Para

contornar isso, pode-se usar ı́ndices de defuzzificação, mas neste caso, também temos des-

vantagens: a perda de informações durante o processo de defuzzificação e a dificuldade de

encontrar o ı́ndice mais adequado para cada tipo de problema tratado.

3.2.4 Métodos Hı́bridos

No trabalho de Qu e Chen [65] é desenvolvido um método de tomada de decisão

multicritério h́ıbrido para encontrar a melhor rota em redes de transporte multimodal. Tal

método é baseado em processo hierárquico anaĺıtico fuzzy (AHP) e redes neurais artificiais

(RNAs).

A justificativa para desenvolver tal método é que em redes multimodais os objeti-

vos relevantes geralmente são conflitantes, portanto não há uma única solução ótima mas sim

um conjunto de soluções não dominadas, ou não inferiores, dos quais o decisor deve selecionar

a preferida ou a solução de melhor compromisso. O método proposto é testado em uma rede

multimodal que inclui transporte rodoviário, ferroviário, áereo e aquático.

Qu et al [67] utilizam redes neurais artificiais (RNAs) para tomada de decisão

multicritério em redes de transporte multimodal, que geralmente são complexas e todos os

componentes devem estar interligados de forma eficiente. Considerando que muitos critérios

são conflitantes, não-lineares e até mesmo incomensuráveis, a seleção de modos de transporte

é estudada no âmbito de tomada de decisão multicritério.

A base teórica das redes neurais artificiais feedforward para resolver este problema

é apresentada. Com uma topologia inicial pré-determinada por processo hierárquico anaĺıtico

fuzzy (AHP), um sistema de redes neurais adaptativo é proposto, nos quais os números de nós

de entrada das redes neurais artificiais adaptam-se às preferências dos tomadores de decisão.
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Resultados emṕıricos mostram que o método proposto é eficiente e flex́ıvel na seleção de

modos de transporte.

Em [9], Ayed et al apresentam uma abordagem h́ıbrida para resolver o problema

de transporte multimodal dependente de tempo. Esta abordagem foi testada em instâncias

reais de problemas fornecendo um balanço adequado entre tempo de computação e espaço de

memória. A solução apresentada para resolver tal problema pode ser aplicada em redes de

transporte real afim de reduzir o impacto do congestionamento do tráfego sobre a poluição,

economia e bem estar do cidadão. Uma comparação com duas abordagens anteriores são

dadas do ponto de vista teórico bem como desempenho experimental. A abordagem h́ıdrida

proposta é baseada no algoritmo de Dijkstra e ACO (ant colony optimization). A modelagem

usando subgrafos mantém todos os modos de transporte em diferentes redes unimodais, o

que permite que tais redes sejam facilmente e independentemente atualizadas.

Beltran et al [11] estudam o problema de alocação de véıculos não poluentes em

uma frota pública existente, cuja rede de trânsito é multimodal, com demandas variáveis. Os

autores consideram duas sub-redes de trânsito, integradas da seguinte forma: a sub-rede po-

luente é composta por véıculos tradicionais que estão autorizados a se locomoverem somente

ao longo de rotas onde nenhuma proteção ambiental tem que ser garantida; a sub-rede não

poluente é composta por véıculos não poluentes, pertencentes a uma frota de tamanho limi-

tado, que podem se locomover ao longo de rotas com elevada qualidade ambiental e também

nas rotas sem proteção ambiental.

Dessa forma, o objetivo principal deste trabalho é encontrar uma configuração

ideal da rede de trânsito, afim de minimizar os custos operacionais e os custos dos usuários,

levando em conta a elasticidade da demanda modal e a disponibilidade de véıculos não

poluentes. Os usuários podem escolher qualquer uma das redes do sistema multimodal:

ônibus, metrô ou carro. Neste caso, os usuários também podem escolher entre véıculos

poluentes e não poluentes.

O procedimento de solução consiste de um conjunto de heuŕısticas as quais incluem

uma rotina para geração de rotas e um algoritmo genético para encontrar um conjunto de

rotas sub-ótimas com frequências associadas.

Em Brito el al [17], o problema de roteamento de véıculos em um ambiente incerto

é resolvido. O problema de roteamento de véıculos com custos fuzzy na função objetivo e o
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problema de roteamento de véıculos com janela de tempo e restrições fuzzy são formulados.

Um algoritmo heuŕıstico h́ıbrido para resolver diferentes tipos de problemas é proposto e é

baseado no GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure)[70] e no VNS (Variable

Neighbourhood Search)[31]. Os resultados mostram que o algoritmo h́ıbrido proposto é eficaz

para encontrar boas soluções em um curto espaço de tempo.

Vantagens e Desvantagens dos métodos h́ıbridos

Como vantagens temos que os métodos h́ıbridos surgem da necessidade em se

aproveitar os benef́ıcios das técnicas envolvidas, afim de sanar as deficiências do uso de

apenas uma técnica, permitindo a construção de sistemas mais robustos e eficientes, pelo

proveito das vantagens das técnicas utilizadas.

Como desvantagens, podemos citar a complexidade das abordagens h́ıbridas. As

soluções encontradas através dessas abordagens, nem sempre são as melhores, pois da mesma

forma em que se busca tirar proveito das vantagens das técnicas utilizadas, em alguns casos,

pode ocorrer das desvantagens das técnicas prevalecerem.

Consideraçoes finais do caṕıtulo

Neste caṕıtulo, apresentamos uma revisão bibliográfica sobre o problema de redes

de transporte multimodal. Diferentes fatores podem ser considerados na formulação do pro-

blema afim de torná-lo mais aderente à realidade. Algumas técnicas de resolução também

foram apresentadas, bem como suas vantagens e desvantagens. Diante do exposto, o principal

objetivo desta tese será propor soluções para o problema de redes de transporte multimodal

buscando tirar proveito das vantagens encontradas nos métodos aqui apresentados.

46
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ALGORITMOS PROPOSTOS

Neste caṕıtulo, apresentamos os algoritmos propostos para redes de transporte

multimodal aplicados ao tráfego urbano. Foram desenvolvidos três algoritmos: o primeiro

algoritmo é de carregamento incremental de fluxo onde os custos e capacidades dos arcos são

números fuzzy e os caminhos mı́nimos não-dominados são encontrados através do algoritmo

proposto por Hernandes [32]. O segundo algoritmo é de caminho mı́nimo para grafos coloridos

com custos crisp e o terceiro algoritmo é de carregamento incremental de fluxo onde os

caminhos mı́nimos são encontrados através do segundo algoritmo, e os custos e as capacidades

são crisp.

Sistemas de transporte urbano geralmente apresentam topologias complexas e res-

trições, consequentemente modelá-los é uma tarefa dif́ıcil [43]. Neste trabalho, apresentamos

três tipos de modelagens para o problema de redes de transporte multimodal, todas utilizando

teoria de grafos: no primeiro caso, que trata o problema de fluxo em redes de transporte

multimodal com custos e capacidades fuzzy, cada modo de transporte é representado por

um subgrafo e o grafo total é a união de todos os subgrafos. No segundo caso, que trata o

problema de caminho mı́nimo em grafos coloridos, utilizamos coloração em grafos, isto é, cada

modo de transporte é representado por uma cor (rótulo) e existem vários arcos entre dois nós

do grafo. No terceiro caso, além da coloração utilizada no segundo método, consideramos o

problema de fluxo multimodal crisp.

Os três algoritmos propostos são inovativos: o primeiro une dois algoritmos exis-

tentes na literatura (caminho mı́nimo fuzzy e carregamento incremental de fluxo), porém não
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há conhecimento de outro algoritmo semelhante. O segundo algoritmo é uma adapatação

do algoritmo clássico de Ford-Moore-Bellman para caminho mı́nimos em grafos coloridos e o

terceiro algoritmo une o segundo algoritmo com o carregamento incremental de fluxo.

4.1 Modelagem usando subgrafos

Nesta modelagem, cada modo de transporte considerado é representado por um

subgrafo e há interligações entre os subgrafos. O grafo total é a união de todos os subgrafos.

Neste caso um nó representa um lugar onde o usuário inicia uma viagem ou onde

escolhe entre continuar com o modo corrente ou mudar de modo, um arco é uma conexão

entre dois nós. Temos dois tipos de arcos nesta modelagem: arcos de transporte e arcos

de transferência. Os arcos de transporte conectam dois nós no mesmo modo e os arcos de

transferência conectam um modo ao outro.

Seja G = (N,A) um grafo onde N é o conjunto de nós e A é o conjunto de arcos e

seja M o conjunto dos modos de transporte considerados, isto é, M = {M1,M2,M3, . . . ,Mk}.

Cada arco é representado por (i, j) onde i, j ∈ N . Aqui G é representado por:

G = GM1
∪GM2

∪ . . . ∪GMk

onde:

GM1
= (NM1

, AM1
), GM2

= (NM2
, AM2

), . . . , GMk
= (NMk

, AMk
)

A mudança entre um modo e outro é representada por arcos de transferência, que

chamaremos de T. Dáı temos que:

A = AM1
∪ AM2

∪ . . . ∪ AMk
∪ T

Vamos considerar que, quando o usuário começa a viagem no modo M1 ou M2

(onde M1 = carro e M2 = moto) ele não muda de modo (é o que acontece, em geral, aqui no

Brasil).

Existem diferentes formas de descrever um problema de redes de transporte mul-

timodal e nesse caso foi escolhido o modelo em que o custo nos arcos depende do fluxo nos

mesmos. Assim, a formulação desse tipo de problema tem uma função objetivo não-linear.

Visto que o tempo de viagem é incerto, podemos formular o problema de fluxo em redes de

transporte multimodal com custos e capacidades fuzzy da seguinte forma:
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min z =
∑

w∈W

∑

(i,j)∈A

t̃ij(xij)x
w
ij

s.a















































∑

j:(i,j)∈A

xw
ij −

∑

j:(j,i)∈A

xw
ji = bwi , ∀i ∈ N, ∀w ∈ W

∑

w∈W

xw
ij≤̃ũij, ∀(i, j) ∈ A,

xij =
∑

w∈W

xw
ij

xw
ij ≥ 0, ∀(i, j) ∈ A, w ∈ W.

(4.1)

onde:

• W é o conjunto de todos os pares origem-destino;

• w é um par origem-destino (O-D);

• xw
ij é o fluxo de passageiros no arco (i, j) para o par w;

• bwi é a oferta ou demanda do par w;

• t̃ij(xij) é o tempo de viagem fuzzy para percorrer o arco (i, j) dependente do fluxo (xij)

no arco;

• o śımbolo ≤̃ representa a relação de ordem fuzzy ;

• ũij é a capacidade fuzzy do arco (i, j).

Para modelar o tempo de viagem em cada modo, utilizamos a forma fuzzy da

função custo de viagem B.P.R. (Bureau of Public Roads) que foi proposta em 1964 pelo

Bureau of Public Roads [18]. A forma geral dessa função, considerando o parâmetro t0 sendo

fuzzy é:

t̃ij(xij) = t̃0

[

1 + ρ

(

xij

mij

)λ
]

. (4.2)

onde:

• t̃ij é o tempo de viagem fuzzy no arco (i, j);

• t̃0 é o tempo de viagem fuzzy com fluxo livre;
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• mij é o valor modal da capacidade do arco (i, j);

• xij é o fluxo no arco (i, j);

• ρ e λ são os parâmetros do modelo, que usualmente são ρ = 0, 15 e λ = 4.

Na literatura, existem vários modelos de funções tempo de viagem desenvolvidos

para a utilização em planejamento de transportes onde o tempo de viagem é calculado em

função do fluxo de tráfego e neste trabalho, optamos por usar a função B.P.R.. Os parâmetros

desta função podem variar de acordo com o tipo de estrada e de acordo com a abordagem

do problema; no nosso caso consideramos os valores usuais dos parâmetros.

Sem perda de generalidade, os custos (tempos de viagem) são números triangulares

fuzzy, escritos na forma: (m,α, β) onde m é o valor modal, α é o espalhamento à esquerda

e β é o espalhamento à direita. Os valores (m − α) e (m + β) são chamados de limitante

inferior e superior, respectivamente. As capacidades são números trapezoidais fuzzy escritos

na forma (m1−α,m1,m2,m2+β) onde α = m1 = 0. Logo a capacidade é escrita da seguinte

forma: (α,m1,m2, α).

Considerando α = m1 = 0, a capacidade fuzzy é dada por (0, 0,m2,m2 + β). A

Figura 4.1 ilustra este caso. Assim, se o fluxo no arco (i, j) pertence ao intervalo [0,m2], o

grau de pertinência em relação a este arco é 1, ou seja, satisfaz totalmente a restrição de

capacidade do arco; se o fluxo pertence ao intervalo (m2,m2 + β), o grau de pertinência está

entre 0 e 1, ou seja, satisfaz parcialmente a restrição de capacidade, neste caso a restrição de

capacidade foi parcialmente violada; e se o fluxo for igual ou maior que m2 + β a restrição

foi totalmente violada e o grau de pertinência é 0. Isto define a relação de ordem fuzzy

representada pelo śımbolo ≤̃.
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Figura 4.1: Capacidade fuzzy

Por exemplo, se a capacidade do arco (i, j) é ũij = (0; 0; 4; 6) e o fluxo que percorre

este arco é 5, então a pertinência neste arco é dada por

µij(fluxo) =
(m2 + β)− fluxo

β
=

6− 5

2
= 0, 5

A restrição de capacidade foi parcialmente violada, ou seja, além do extremo

superior do intervalo modal da capacidade (m2), passou

1− µij(fluxo) = 0, 5

do espalhamento (β) do arco, com violação de:

4 + 0, 5 · 2 = 4 + 1 = 5

Quanto às restrições descritas na Equação 4.1, a primeira restrição garante que o

grafo esteja balanceado, ou seja, a quantidade de fluxo que entra no nó menos a quantidade

de fluxo que sai do nó é igual a oferta ou demanda do nó para cada par origem-destino

considerado; a segunda restrição garante que o fluxo em cada arco não excede sua capacidade,

a terceira restrição garante que o fluxo total no arco (i, j) é a somatória de todos os fluxos

que passam por (i, j), e por fim, a quarta restrição garante a não-negatividade do fluxo.

Neste trabalho não consideramos a frequência das linhas de ônibus e de metrô. O

tempo de espera, quando há transferências modais está incluso no custo das mesmas.
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4.1.1 Algoritmo 1

O primeiro algoritmo proposto é de carregamento incremental de fluxo. Tal al-

goritmo foi escolhido por sua simplicidade e eficiência e é uma proposta de solução para o

problema de redes de transporte multimodal com incerteza nos custos e nas capacidades. A

seguir, temos os passos do algoritmo.

Este algoritmo trabalha com o problema na forma fuzzy durante todo o procedi-

mento de resolução.

• Passo 0 (Inicialização): Fixe I (número de incrementos). Seja n o número de iterações.

• Passo 1: Encontrar os caminhos mı́nimos não-dominados para cada par de nós origem-

destino de todos os modos de transportes considerados;

• Passo 2: Ordenar todos os caminhos pk:

µcam=Poss{cam ser o melhor caminho}= min{µcusto, µcapac}.

• Passo 3: Envio de fluxo incrementalmente:

1. Seja I o número de incrementos e b o fluxo a transitar pela rede. Enviar fluxo para

o primeiro caminho ordenado incrementalmente
(

b
I

)

, respeitando a capacidade de

cada arco do caminho;

2. Atualizar os custos nos arcos através da função t̃ij(xij) = t̃0

[

1 + ρ
(

xij

mij

)λ
]

.

• Passo 4: Critério de parada.

1. Se n ≤ I ou existir fluxo a transitar ir para o Passo 1 e n = n+ 1.

2. Senão ⇒ fim.

Segue abaixo uma explicação detalhada do algoritmo proposto.

Para encontrar o conjunto de todos os caminhos não-dominados para cada par

de nós origem-destino de todos os modos considerados, utilizamos o algoritmo proposto por

Hernandes [32]. Tal algoritmo é baseado no algoritmo clássico de Ford-Moore-Bellman [10].

Trata-se de um algoritmo iterativo, tendo como critério de parada o número de iterações ou a

não alteração dos custos de todos os caminhos encontrados na iteração anterior com relação

à iteração atual. Desta forma, são encontrados todos os caminhos não-dominados entre os
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nós origem e destino de todos os modos considerados, aplicando a relação de Okada e Soper

[56] para descartar os caminhos dominados.

Para fazer a ordenação dos caminhos:

• Calcular µcusto para cada caminho, ou seja, verificar através da medida de possibilidade

de Dubois e Prade [25], qual a possibilidade de cada caminho ter o custo menor do que

todos os demais;

• Calcular µcapac para cada caminho;

• Calcular a pertinência de cada caminho: µcam = min{µcusto, µcapac}; onde:

1. µcusto = Poss{cam ser mı́nimo}

2. µcapac = min(i,j)∈cam{µcapac(i, j)} = Poss{fluxo passar no arco (i, j) através de cam}

• Colocar os caminhos em ordem decrescente de acordo com µcam. Se houver empate,

usar o valor modal dos custos dos caminhos: escolher aquele com menor custo. Se

ainda empatar, assumir a ordem que aparece.

Para enviar fluxo incrementalmente pelos caminhos de acordo com a ordenação

feita:

• Seja I o número de incrementos, isto é quantas vezes iremos enviar o fluxo pela rede e

b o fluxo dispońıvel. A quantidade de fluxo a ser enviada em cada iteração é b
I
.

• Verificar se existe oferta no nó origem do melhor caminho, caso não haja, ir para o

próximo melhor caminho com oferta;

Finalmente:

• Atualizar a matriz de fluxo;

• Atualizar os custos nos arcos de acordo com o fluxo atribúıdo no passo anterior através

da Função 4.2.

• Verificar o critério de parada.
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4.2 Modelagem usando coloração em grafos

Nesta seção apresentamos dois tipos de modelagens: problema de caminho mı́nimo

em grafos coloridos e problema de fluxo de custo mı́nimo em grafos coloridos.

4.2.1 O Problema de caminho mı́nimo em grafos coloridos

Um problema bem conhecido em teoria de grafos envolvendo cores é o problema

de coloração em grafos. Este problema lida com a atribuição de cores nos elementos de

um grafo de acordo com determinadas restrições. Coloração em nós é uma variante deste

problema, neste caso o objetivo é colorir os nós de um grafo usando o menor número de cores

tal que dois nós adjacentes tenham cores diferentes. Analogamente, o problema de coloração

em arcos trata da atribuição de cores nos arcos de um grafo usando o menor número de cores

tal que dois arcos adjacentes tenham cores diferentes.

A coloração em grafos utilizada neste trabalho é significativamente diferente dos

tipos de coloração citados acima. A coloração nos arcos não está relacionada com a atribuição

de cores ao elementos do grafo de acordo com determinadas restrições, mas neste caso as

cores representam os diferentes modos de transportes em uma rede e o objetivo é encontrar

uma estrutura ótima da rede através de caminhos mı́nimos. Na literatura, encontramos um

trabalho [77] que trata o problema de redes de transporte multimodal usando coloração em

grafos e baseia-se no algoritmo clássico de Dijkstra [24].

Seja G = (N,A,L) um multigrafo direcionado e colorido, consistindo de um con-

junto de nós (n ∈ N), um conjunto de cores (ou rótulos) l ∈ L e um conjunto de arcos

rotulados (i, j, l) os quais são triplas em N ×N ×L, com i, j ∈ N , l ∈ L. Cada cor (rótulo),

l ∈ L, representa um modo de transporte, dessa forma (i, j, l) representa o arco ligando o nó

i ao nó j com modo de transporte l.

Neste contexto, para redes de transporte monomodal há apenas um arco entre

cada par de nós do grafo, já para redes de transporte multimodal, há mais de um arco

entre os nós do grafo, mas não necessariamente entre todos os pares de nós. Além das cores

(rótulos), cada arco tem um custo, por exemplo, cijl representa o custo do arco (i, j) usando

o modo l.

O problema de caminho mı́nimo em redes de transporte multimodal pode ser
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formulado da seguinte forma:

min z =
∑

(i,j)∈A

∑

l∈L

cijlxijl

s.a
∑

l∈L

∑

j:(i,j)∈A

xijl −
∑

l∈L

∑

j:(j,i)∈A

xjil =



















1, i = o

0, i 6= o, d

−1, i = d

xijl = {0, 1}, ∀(i, j) ∈ A, ∀l ∈ L.

(4.3)

onde:

• o: nó origem;

• d: nó destino;

• xijl: variável de decisão.

Quanto às restrições, a primeira restrição garante que o grafo esteja balanceado,

a segunda restrição garante a não negatividade da variável de decisão bem como os valores

que a mesma pode assumir: 1 se o arco (i, j, l) pertence ao caminho ou 0 se o arco (i, j, l) não

pertence ao caminho. A função objetivo minimiza a soma dos custos dos arcos que compõem

o caminho mı́nimo.

4.2.1.1 Algoritmo 2

O segundo algoritmo proposto é uma adaptação do algoritmo clássico de Ford-

Moore-Bellman [10] para grafos coloridos cuja aplicação será feita em redes de transporte

multimodal. Tal algoritmo é iterativo, possuindo como critério de parada o número de

iterações ou a não alteração dos custos encontrados na iteração anterior com relação à iteração

atual.

Na generalização feita, cada nó terá um conjunto de etiquetas etq(j, lj, ant, rot, cust)

onde:

• j: nó em análise;

• lj: número da etiqueta do nó j;
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• ant: guarda o nó i antecedente do nó j pelo caminho considerado;

• rot: guarda o modo (ou cor) utilizado para chegar de i até j;

• cust: guarda o custo acumulado da origem até o nó (incluindo o custo de mudança de

modo, quando houver).

Notações para o algoritmo

• N : número de nós do grafo;

• Γ−1
j : conjunto dos nós predecessores do nó j;

• it: contador de iterações;

• dijl: custo do arco (i, j) pelo modo l;

• Nmodos: números de modos de transporte considerados;

• ǫ: custo de mudança de modo, que, neste caso é um número fixo.

A seguir temos os passos do algoritmo.

• Passo 1: Inicialização:

– ant = [ ].

– rot = [ ].

– cust0(origem) = 0.

– cust0(j) =∞ se j 6= origem.

– it← 1.

• Passo 2:

Para todo j ∈ N faça:

Para todo i ∈ Γ−1(j) faça:

Para todo li faça:

Para todo l ∈ Nmodos faça:
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Se rot(j) 6= rot(i)

custit(j) = custit−1(j) + dijl + ǫ

Senão

custit(j) = custit−1(j) + dijl

ant(j) = i

rot(j) = l

Fim Se

Fim l

Fim li

Fim i

Fim j

• Passo 3: Critério de Parada:

1. Se it = it + 1 ≥ número de arcos, ou se custit = custit−1, ∀j ∈ N , vá para o

Passo 4;

2. Senão, vá para o Passo 2.

• Passo 4: Recompor os caminhos a partir das etiquetas constrúıdas no Passo 2.

Neste algoritmo é necessário que o número de etiquetas por nó seja limitado, pois

o mesmo tende a aumentar rapidamente conforme aumenta-se o número de nós, o

número de arcos e o número de modos de transporte, tornando caro o cálculo de cada

informação. Uma solução para este problema é limitar o número de etiquetas por nó

através do número de modos.

O algoritmo clássico de Ford-Moore-Bellman, examina todos os nós até que não seja

posśıvel melhorias, dessa forma, aceita arcos com custos negativos. Como o algoritmo

proposto é baseado no algoritmo de Ford-Moore-Bellman, a estrutura é mantida.
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CAPÍTULO 4. ALGORITMOS PROPOSTOS

4.2.2 O Problema de fluxo de custo mı́nimo em grafos colori-

dos

Nesta seção lidamos com o problema de fluxo em redes de transporte multimodal con-

siderando os custos e as capacidades crisp. Assim como na Seção 4.2.1, utilizamos a

coloração em grafos para modelagem do problema, onde cada modo de transporte con-

siderado é representado por uma cor. Semelhante ao que fizemos na Seção 4.1, o custo

nos arcos depende do fluxo nos mesmos, assim, a formulação desse tipo de problema

tem uma função objetivo não-linear, conforme descrito a seguir.

min z =
∑

(i,j)∈A

∑

l∈L

tij(xij)xijl

s.a











































∑

j:(i,j)∈A

xijl −
∑

j:(j,i)∈A

xjil = bil, ∀i ∈ N, ∀l ∈ L

xijl ≤ uijl, ∀(i, j) ∈ A, ∀l ∈ L

xij =
∑

l∈L

xijl

xijl ≥ 0, ∀(i, j) ∈ A, l ∈ L.

(4.4)

onde:

– L é o conjunto de todos os modos de transporte considerados;

– l é um modo de transporte;

– xijl é o fluxo no arco (i, j) usando o modo l;

– xij é o fluxo total no arco (i, j);

– bil é a oferta ou demanda do nó i no modo l;

– tij(xij) é o tempo de viagem para percorrer o arco (i, j) dependente do fluxo (xij)

no arco;

– uijl é a capacidade do arco (i, j) usando o modo l.
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Assim como na Seção 4.1, para modelar o tempo de viagem, utilizamos a função custo

de viagem B.P.R. (Bureau of Public Roads) que foi proposta em 1964 pelo Bureau of

Public Roads [18]. Neste caso, a forma geral dessa função é:

tij(xij) = t0

[

1 + ρ

(

xij

uij

)λ
]

. (4.5)

Neste caso,

uij =
∑

l∈L

uijl

Os demais parâmetros da função já foram definidos anteriormente.

4.2.2.1 Algoritmo 3

O terceiro algoritmo proposto é de carregamento incremental de fluxo. Tal algoritmo foi

escolhido por sua simplicidade e eficiência e é uma proposta de solução para o problema

de redes de transporte multimodal com custos e capacidades crisp no qual os caminhos

mı́nimos são encontrados através do algoritmo 4.2.1.1. A seguir, temos os passos do

algoritmo.

– Passo 0 (Inicialização): Fixe I (número de incrementos). Seja n o número de

iterações.

– Passo 1: Encontrar o caminho mı́nimo colorido utilizando o algoritmo proposto

em 4.2.1.1.

– Passo 2: Envio de fluxo incrementalmente:

1. Seja I o número de incrementos e b o fluxo a transitar pela rede. Enviar

fluxo para o caminho mı́nimo encontrado no Passo 1 incrementalmente
(

b
I

)

,

respeitando a capacidade de cada arco do caminho;

2. Atualizar os custos nos arcos através da função tij(xij) = t0

[

1 + ρ
(

xij

uij

)λ
]

.

– Passo 3: Critério de parada.

1. Se n ≤ I ou existir fluxo a transitar ir para o Passo 1 e n = n+ 1.
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2. Senão ⇒ fim.

As principais diferenças entre os algoritmos 4.1.1 e 4.2.2.1 são:

– No algoritmo 4.1.1 os custos e as capacidades são incertos enquanto que no algo-

ritmo 4.2.2.1, os custos e as capacidades são crisp;

– No algoritmo 4.1.1, os caminhos não-dominados são encontrados através do algo-

ritmo proposto por Hernandes [32] e no algoritmo 4.2.2.1, os caminhos mı́nimos

são encontrados através do algoritmo 4.2.1.1, que é uma proposta inovativa para

grafos coloridos, neste caso, aplicada ao problema de redes de transporte multi-

modal.

Neste caṕıtulo, apresentamos as modelagens matemáticas do problema e os algoritmos

propostos para cada modelagem. Temos dois algoritmos para o problema de fluxo,

onde as principais diferenças foram citadas acima e também, temos um algoritmo para

o problema de caminho mı́nimo em grafos coloridos.

No próximo caṕıtulo, apresentamos os testes computacionais feitos utilizando os algo-

ritmos propostos neste caṕıtulo.
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CAṔITULO 5

TESTES COMPUTACIONAIS

Neste caṕıtulo apresentamos os testes computacionais realizados em algumas instâncias

com os algoritmos propostos no caṕıtulo anterior, implementado em Matlab 7.0.1 e

executado em uma plataforma Intel I3, 6 Gb de memória RAM, com sistema operacional

Windows 7.

5.1 Resultados obtidos através do algoritmo 1

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos através do algoritmo 1 que foi descrito

na Seção 4.1.1. Foram utilizadas cinco instâncias, e para cada uma testamos o algoritmo

com diferentes valores de I (número de incrementos). Os valores de I foram escolhidos

aleatoriamente após testes feitos com vários valores do mesmo.

A análise dos resultados foi feita baseando-se nas pertinências de cada caminho (µcam),

no fluxo enviado por cada caminho, no custo atualizado de cada caminho, no custo

final total e no número de incrementos.

Em todos os exemplos apresentados, o custo atualizado e µcam são calculados após o

envio da última parcela de fluxo.

Nas tabelas de dados, as capacidades estão dadas na notação ã = (m1−α,m1,m2,m2+

β).
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5.1.1 Instância 1

A primeira instância, que foi criada pelos autores deste trabalho, ilustra a abordagem

proposta na Seção 4.1, utilizando subgrafos. Consideramos dois modos de transporte:

ônibus e metrô. Os nós de cor cinza representam o modo ônibus e os nós de cor branca

representam o modo metrô. Os arcos tracejados representam as mudanças modais. A

demanda para a origem O e destino D é 20. Os arcos que ligam O aos nós 1 e 5,

assim como os arcos que ligam os nós 4 e 8 a D podem ter custo zero. ‘O’ representa a

origem da viagem dos usuários, que neste caso, pode ser feita usando ônibus ou metrô,

considerando que é conveniente ter pontos de ônibus e estações de metrô próximos a

determinada origem de viagem. ‘D’ representa o destino dos usuários, que na prática

pode ser o local de trabalho, local de lazer, local de estudos, dentre outros.

Figura 5.1: Exemplo Ilustrativo

Os arcos, as capacidades e o tempo de viagem a fluxo livre (t̃0) estão definidos nas

Tabelas 5.1 e 5.2.

Tabela 5.1: Dados da Rede da Figura 5.1

Arco Origem→ Destino t̃0 Capacidades

1 O → 1 (0; 0; 0) (0; 0; 20; 22)

2 O → 5 (0; 0; 0) (0; 0; 20; 22)

3 1→ 2 (5; 2; 2) (0; 0; 7; 9)

4 1→ 3 (5; 1; 1) (0; 0; 5; 7)
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Tabela 5.2: Dados da Rede da Figura 5.1

Arco Origem→ Destino t̃0 Capacidades

5 2→ 4 (4; 1; 1) (0; 0; 5; 7)

6 3→ 4 (6; 1; 1) (0; 0; 3; 5)

7 2→ 6 (4; 1; 1) (0; 0; 30; 32)

8 6→ 2 (4; 1; 1) (0; 0; 30; 32)

9 5→ 6 (4; 1; 1) (0; 0; 11; 13)

10 6→ 7 (2; 1; 1) (0; 0; 12; 14)

11 7→ 8 (2; 1; 1) (0; 0; 15; 17)

12 3→ 7 (6; 1; 1) (0; 0; 20; 22)

13 7→ 3 (6; 1; 1) (0; 0; 20; 22)

14 4→ D (0; 0; 0) (0; 0; 20; 22)

15 8→ D (0; 0; 0) (0; 0; 20; 22)

O algoritmo atendeu todas as demandas de acordo com o número de incrementos.

Foram feitos testes para diferentes valores de I, que foram escolhidos aleatoriamente,

após testes feitos com vários valores de I.

O envio de fluxo para I = 1 ocorreu segundo a Tabela 5.3. O tempo de processamento

foi de 0, 24 segundos. O custo final total é (196, 24; 63, 7343; 63, 7343).

Tabela 5.3: Envio de fluxo para I = 1

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 1 → 2 → 4→ D 0,9307 5 (9; 3; 3) (9, 7952; 3, 2281; 3, 2281)

O→ 5 → 6 → 7→ 8 → D 0,5 12 (8; 3; 3) (9, 2727; 3, 4238; 3, 4238)

O→ 1 → 3 → 4 →D 0,3631 3 (11; 2; 2) (11, 9972; 2, 1694; 2, 1694)

Quanto aos µcam, no caminho O→ 1 → 2 → 4→ D, o mesmo é referente ao µcusto, no

caminho O→ 5 → 6 → 7→ 8 → D, é referente ao µcapac e no caminho O→ 1 → 3 → 4

→D, é referente ao µcusto.

O envio de fluxo para I = 2 ocorreu segundo a Tabela 5.4. O tempo de processamento

foi de 0, 27 segundos. O custo final total é (196, 24; 63, 7343; 63, 7343).
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CAPÍTULO 5. TESTES COMPUTACIONAIS

Tabela 5.4: Envio de fluxo para I = 2

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 1 → 2 → 4→ D 0,9307 5 (9; 3; 3) (9, 7952; 3, 2281; 3, 2281)

O→ 5 → 6 → 7→ 8 → D 0,5 12 (8; 3; 3) (9, 2727; 3, 4238; 3, 4238)

O→ 1 → 3 → 4 →D 0,3631 3 (11; 2; 2) (11, 9972; 2, 1694; 2, 1694)

Neste caso, a análise do µcam de cada caminho é a mesma do caso I = 1, pois as Tabelas

5.3 e 5.4 são iguais.

O envio de fluxo para I = 5 ocorreu segundo a Tabela 5.5. O tempo de processamento

foi de 0, 28 segundos. O custo final total é (197, 5604; 65, 9898; 65, 9898).

Tabela 5.5: Envio de fluxo para I = 5

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 1 → 3 → 4 → D 0,5204 2 (11; 2; 2) (11, 1970; 2, 0334; 2, 0334)

O→ 1 → 2 → 4→ D 0,5 6 (9; 3; 3) (10, 6490; 3, 4729; 3, 4729)

O→ 5 → 6 → 7→ 8 → D 0,5 12 (8; 3; 3) (9, 2727; 3, 4238; 3, 4238)

Quanto aos µcam, no caminho O→ 1 → 3 → 4 →D, é referente ao µcusto, no caminho

O→ 1 → 2 → 4→ D, o mesmo é referente ao µcapac e no caminho O→ 5 → 6 → 7→ 8

→ D, é referente ao µcapac.

5.1.2 Instância 2

A Figura 5.2 ilustra a rede multimodal onde consideramos três modos de transporte:

carro, ônibus e metrô. Os nós de cor branca representam o modo carro, os nós de

cor cinza escuro representam o modo ônibus e os nós de cor cinza claro representam o

modo metrô. O nó ‘O’ representa a origem da viagem e o nó 26 representa o destino

dos usuários. Os arcos que ligam o nó origem ‘O’ aos nós 1 e 2 tem custo zero; os arcos

tracejados representam as transferências modais, que nesse caso, são permitidas apenas

entre os modos ônibus e metrô. Esta instância foi baseada no exemplo encontrado no

trabalho de Mouncif et al [50].
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Figura 5.2: Rede multimodal com três modos

A demanda para a origem ‘O’ e destino 26 é 35.

Os arcos, as capacidades e o tempo de viagem a fluxo livre (t̃0) estão definidos nas

Tabelas 5.6 e 5.7. Os arcos estão ordenados de acordo com os modos de transporte.

Primeiro, os arcos do modo carro, seguido dos arcos do modo ônibus, do modo metrô,

e, por fim, os arcos de transferência.

Tabela 5.6: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.2

Arco Origem→ Destino t̃0 Capacidades

1 O → 1 (0; 0; 0) (0; 0; 35; 37)

2 O → 2 (0; 0; 0) (0; 0; 35; 37)

3 2→ 4 (4; 1; 2) (0; 0; 13; 15)

4 2→ 9 (6; 1; 2) (0; 0; 15; 17)

5 4→ 9 (7; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

6 4→ 6 (7; 1; 2) (0; 0; 9; 11)

7 6→ 23 (19; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

8 6→ 25 (7; 1; 2) (0; 0; 12; 14)

9 9→ 23 (15; 1; 2) (0; 0; 15; 17)

10 25→ 23 (6; 1; 2) (0; 0; 15; 17)
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Tabela 5.7: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.2

Arco Origem→ Destino t̃0 Capacidades

11 23→ 26 (5; 1; 2) (0; 0; 12; 14)

12 25→ 26 (5; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

13 1→ 3 (5; 1; 2) (0; 0; 13; 15)

14 1→ 5 (4; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

15 5→ 24 (4; 1; 2) (0; 0; 15; 17)

16 10→ 24 (7; 1; 2) (0; 0; 15; 17)

17 24→ 15 (3; 1; 2) (0; 0; 30; 32)

18 10→ 11 (7; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

19 11→ 15 (4; 1; 2) (0; 0; 20; 22)

20 15→ 17 (5; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

21 15→ 22 (7; 1; 2) (0; 0; 12; 14)

22 17→ 20 (7; 1; 2) (0; 0; 14; 16)

23 17→ 21 (5; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

24 22→ 20 (7; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

25 20→ 21 (4; 1; 2) (0; 0; 20; 22)

26 21→ 26 (4; 1; 2) (0; 0; 15; 17)

27 7→ 8 (5; 1; 2) (0; 0; 20; 22)

28 8→ 12 (6; 1; 2) (0; 0; 16; 18)

29 12→ 19 (7; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

30 12→ 13 (20; 1; 2) (0; 0; 15; 17)

31 13→ 16 (7; 1; 2) (0; 0; 30; 32)

32 16→ 18 (17; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

33 18→ 19 (7; 1; 2) (0; 0; 12; 14)

34 14→ 19 (7; 1; 2) (0; 0; 12; 14)

35 19→ 26 (5; 1; 2) (0; 0; 10; 12)

36 14→ 26 (7; 1; 2) (0; 0; 18; 20)

37 3→ 7 (5; 1; 2) (0; 0; 20; 22)

38 7→ 14 (6; 1; 2) (0; 0; 40; 42)

39 8→ 10 (17; 1; 2) (0; 0; 30; 32)

40 11→ 13 (20; 1; 2) (0; 0; 20; 22)

41 21→ 19 (16; 1; 2) (0; 0; 50; 52)

O algoritmo atendeu todas as demandas de acordo com o número de incrementos.

Foram feitos testes para diferentes valores de I.
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O envio de fluxo para I = 1 ocorreu segundo a Tabela 5.8. O tempo de processamento

foi de 0, 3 segundos. O custo final total é (900, 4246; 172, 4980; 344, 9962).

Tabela 5.8: Envio de fluxo para I = 1

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O →1→ 5 → 24 → 15 → 17 → 21 → 26 0,7987 10 (25; 6; 12) (27, 3426; 6, 5111; 13, 0223)

O →2→ 9 → 23 → 26 0,7714 1 (26; 3; 6) (26, 0002; 3, 0000; 6, 0000)

O →2→ 4 → 6 → 25 →26 0,5 10 (23; 4; 8) (25, 6786; 4, 4257; 8, 8516)

O →1→ 3 → 7 → 14 → 26 0,5 14 (23; 4; 8) (24, 5866; 4, 2950; 8, 5898)

Quanto à µcam, nos caminhos O →1→ 5 → 24 → 15 → 17 → 21 → 26 e O →2→ 9 →

23 → 26, é referente à µcusto e nos caminhos O →2→ 4 → 6 → 25 →26 e O →1→ 3

→ 7 → 14 → 26, é referente à µcapac.

O envio de fluxo para I = 5 ocorreu segundo a Tabela 5.9. O tempo de processamento

foi de 0, 34 segundos. O custo final total é (875, 6153; 153, 1435; 306, 2857).

Tabela 5.9: Envio de fluxo para I = 5

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O →2→ 4 → 6 → 25 →26 1 9 (23; 4; 8) (24, 7573; 4, 2795; 8, 5587)

O →2→ 9 → 23 → 26 0,7581 6 (26; 3; 6) (26, 1275; 3, 0170; 6, 0341)

O →1→ 5 → 24 → 15 → 17 → 21 → 26 0,7312 6 (25; 6; 12) (25, 3037; 6, 0660; 12, 1326)

O →1→ 3 → 7 → 14 → 26 0,5 14 (23; 4; 8) (24, 5866; 4, 2950; 8, 5898)

Quanto à µcam, no caminho O →2→ 4 → 6 → 25 → 26, é referente à µcusto e µcapac,

pois µcam = 1, nos caminhos O →2→ 9 → 23 → 26 e O →1→ 5 → 24 → 15 → 17

→ 21 → 26 é referente à µcusto e no caminho O →1→ 3 → 7 → 14 →26, é referente à

µcapac.

O envio de fluxo para I = 7 ocorreu segundo a Tabela 5.10. O tempo de processamento

foi de 0, 35 segundos. O custo final total é (879, 7080; 153, 6059; 307, 2167).
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Tabela 5.10: Envio de fluxo para I = 7

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O →1→ 3 → 7 → 14 → 26 1 13 (23; 4; 8) (24, 1796; 4, 2193; 8, 4385)

O →2→ 9 → 23 → 26 0,7581 6 (26; 3; 6) (26, 1275; 3, 0170; 6, 0341)

O →1→ 5 → 24 → 15 → 17 → 21 → 26 0,7312 6 (25; 6; 12) (25, 3037; 6, 0660; 12, 1326)

O →2→ 4 → 6 → 25 →26 0,5 10 (23; 4; 8) (25, 6786; 4, 4257; 8, 8516)

Quanto à µcam, no caminho O →1→ 3 → 7 → 14 → 26, é referente à µcusto e µcapac,

pois µcam = 1, nos caminhos O →2→ 9 → 23 → 26 e O →1→ 5 → 24 → 15 → 17

→ 21 → 26 é referente à µcusto e no caminho O →2→ 4 → 6 → 25 →26, é referente à

µcapac.

Em relação aos caminhos utilizados para o envio de fluxo, temos que o caminho O

→ 1→ 3 → 7 → 14 → 26 apresentou uma transferência modal entre os nós 3 e 7. O

caminho O→ 1→ 5→ 24→ 15→17→ 21→ 26 não apresentou transferências modais.

Os caminhos O→2→ 9→ 23→ 26 e O→2→ 4→ 6→ 25→26 são referentes ao modo

carro, e, portanto, não apresentam transferências modais.

O exemplo acima foi baseado no exemplo encontrado no trabalho de Mouncif et al

[50], onde os autores resolvem o problema de caminho mı́nimo multimodal clássico,

permitindo mudanças entre os modos privados e públicos e com custos fixos nos arcos.

No intuito de verificar a eficiência da abordagem proposta nesse trabalho, o exemplo

publicado em [50] teve que ser adaptado. A primeira adaptação está em não permitir

mudanças entre os modos privado e público, enquanto que a segunda é que o custo

depende do fluxo que passa naquele arco. Assim, realizar uma comparação direta

dos resultados obtidos pela simulação descrita em [50] e o resultado obtido por nossa

abordagem não é posśıvel.

5.1.3 Instância 3

A Figura 5.3 ilustra a rede multimodal onde consideramos três modos de transporte:

carro, ônibus e metrô. Os nós de cor branca representam o modo carro, os nós de

cor cinza escuro representam o modo ônibus e os nós de cor cinza claro representam
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o modo metrô. Os arcos tracejados representam as transferências modais. O nó ‘O’

representa a origem da viagem e o nó 20 representa o destino dos usuários. Assim como

no exemplo anterior, os arcos que ligam o nó origem ‘O’aos nós 1 e 3 tem custo zero.

Esta instância foi baseado no exemplo encontrado no trabalho de Lozano e Storchi [43].

Figura 5.3: Rede multimodal com três modos

A demanda para a origem ‘O’ e destino 20 é 30.

Os arcos, as capacidades e o tempo de viagem a fluxo livre fuzzy (t̃0) estão definidos

nas Tabelas 5.11 e 5.12.

Tabela 5.11: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.3

Arco Origem→ Destino t̃0 Capacidades

1 O → 3 (0; 0; 0) (0; 0; 40; 43)

2 3→ 5 (7; 1; 1) (0; 0; 12; 14)

3 5→ 8 (9; 1; 1) (0; 0; 11; 14)

4 8→ 15 (12; 1; 1) (0; 0; 13; 16)

5 15→ 17 (2; 1; 1) (0; 0; 10; 13)

6 17→ 20 (6; 1; 1) (0; 0; 12; 14)

7 2→ 10 (10; 1; 1) (0; 0; 15; 18))

8 10→ 14 (5; 1; 1) (0; 0; 18; 20)

9 7→ 12 (7; 1; 1) (0; 0; 20; 23)

10 14→ 12 (2; 1; 1) (0; 0; 17; 20)
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CAPÍTULO 5. TESTES COMPUTACIONAIS

Tabela 5.12: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.3

Arco Origem→ Destino t̃0 Capacidades

11 12→ 19 (12; 1; 1) (0; 0; 18; 21)

12 19→ 20 (4; 1; 1) (0; 0; 20; 23)

13 O → 1 (0; 0; 0) (0; 0; 40; 43)

14 1→ 4 (10; 1; 1) (0; 0; 10; 13)

15 1→ 9 (10; 1; 1) (0; 0; 18; 20)

16 4→ 6 (12; 1; 1) (0; 0; 12; 15)

17 9→ 11 (8; 1; 1) (0; 0; 10; 13)

18 9→ 13 (7; 1; 1) (0; 0; 15; 18))

19 6→ 11 (12; 1; 1) (0; 0; 12; 14)

20 11→ 16 (10; 1; 1) (0; 0; 15; 18)

21 11→ 18 (11; 1; 1) (0; 0; 20; 23)

22 13→ 16 (13; 1; 1) (0; 0; 12; 14)

23 16→ 18 (3; 1; 1) (0; 0; 22; 25)

24 18→ 20 (5; 1; 1) (0; 0; 40; 43)

25 1→ 2 (3; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

26 2→ 1 (3; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

27 6→ 7 (2; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

28 7→ 6 (2; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

29 9→ 10 (2; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

30 10→ 9 (2; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

31 11→ 12 (3; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

32 12→ 11 (3; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

33 13→ 14 (2; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

34 14→ 13 (2; 1; 1) (0; 0; 50; 53)

35 18→ 19 (1; 0,5; 0,5) (0; 0; 50; 53)

36 19→ 18 (1; 0,5; 0,5) (0; 0; 50; 53)

O algoritmo atendeu todas as demandas de acordo com o número de incrementos.

Foram feitos testes com diferentes valores de I.

O envio de fluxo para I = 2 ocorreu segundo a Tabela 5.13. O tempo de processamento
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foi de 0, 16 segundos. O custo final total é 103 · (1, 15641; 0, 1617; 0, 1617).

Tabela 5.13: Envio de fluxo para I = 2

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 1 → 9 → 10 → 14 → 12 →19 →20 1 9 (35; 6; 6) (37, 0701; 6, 2232; 6, 2232)

O→ 1 → 9 → 11→ 18 → 20 0,5831 10 (35; 4; 4) (38, 1776; 4, 3462; 4, 3462)

O→ 3 → 5 → 8→ 15 → 17 → 20 0,5420 11 (36; 5; 5) (40, 0888; 5, 6583; 5, 6583)

Quanto à µcam, no caminho O→ 1→ 9→ 10→ 14→ 12→19→20 é referente à µcusto

e µcapac, pois µcam = 1, nos caminhos O→ 1 → 9 → 11→ 18 → 20 e O→ 3 → 5 → 8→

15 → 17 → 20 é referente à µcusto.

O envio de fluxo para I = 5 ocorreu segundo a Tabela 5.14. O tempo de processamento

foi de 0, 23 segundos. O custo final total é 103 · (1, 1474; 0, 1692; 0, 1692).

Tabela 5.14: Envio de fluxo para I = 5

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 3 → 5 → 8→ 15 → 17 → 20 1 11 (36; 5; 5) (40, 0888; 5, 6583; 5, 6583)

O→ 1 → 9 → 10 → 14 → 12 →19 →20 1 12 (35; 6; 6) (37, 4690; 6, 3216; 6, 3216)

O→ 1 → 2 → 10 → 14 → 12 →19 →20 1 1 (36; 6; 6) (36, 8008; 6, 1083; 6, 1083)

O→ 1 → 9 → 11→ 18 → 20 0,9926 6 (35; 4; 4) (36, 6705; 4, 1707; 4, 1707)

Quanto à µcam, nos caminhos O→ 3 → 5 → 8→ 15 → 17 → 20, e O→ 1 → 9 → 10

→ 14 → 12 →19 →20 e O→ 1 → 2 → 10 → 14 → 12 →19 →20 é referente à µcusto e

µcapac, pois µcam = 1, no caminho O→ 1 → 9 → 11→ 18 → 20 é referente à µcusto.

O envio de fluxo para I = 10 ocorreu segundo a Tabela 5.15. O tempo de processamento

foi de 0, 3 segundos. O custo final total é 103 · (1, 1211; 0, 1607; 0, 1607).
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Tabela 5.15: Envio de fluxo para I = 10

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 1 → 9 → 10 → 14 → 12 → 19 → 20 1 9 (35; 6; 6) (37, 1563; 6, 2661; 6, 2661)

O→ 1 → 2 → 10 → 14 → 12 →19 →20 1 3 (36; 6; 6) (36, 6584; 6, 1162; 6, 1162)

O→ 1 → 9 → 11→ 18 → 20 0,9930 9 (35; 4; 4) (37, 3631; 4, 2550; 4, 2550)

O→ 3 → 5 → 8→ 15 → 17 → 20 0,8637 9 (36; 5; 5) (37, 8323; 5, 2950; 5, 2950)

Quanto à µcam, nos caminhos O→ 1 → 9 → 10 → 14 → 12 → 19 → 20 e O→ 1 → 2

→ 10 → 14 → 12 →19 →20 é referente à µcusto e µcapac, pois µcam = 1, nos caminhos

O→ 1 → 9 → 11→ 18 → 20 e O→ 3 → 5 → 8→ 15 → 17 → 20 é referente à µcusto.

5.1.4 Instância 4

A Figura 5.4 representa a rede teste Sioux Falls. Esta rede não é multimodal, mas

fizemos testes afim de mostrar que a abordagem proposta funciona também para casos

particulares de redes multimodais, neste caso, temos uma rede monomodal. Os dados

da rede Sioux Falls foram obtidos do site http://www.bgu.ac.il/ bargera/tntp/, que

é um site que contêm instâncias de problemas de redes de transportes. Na prática,

podemos considerar que esta rede representa o modo ônibus.
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Figura 5.4: Rede Sioux Falls

A demanda para origem O e destino 26 é 33000.

Foram utilizados dois valores diferentes para o número de incrementos (I = 100 e

I = 1000). Para I = 100, os resultados estão nas Tabelas 5.16 e 5.17. O tempo de

processamento foi de 1, 5 segundos. O custo final total é 105 · (6, 8814; 1, 7241; 1, 7241).

Tabela 5.16: Envio de fluxo para I = 100

caminho µcam fluxo enviado

O→ 2 → 6 → 8→ 7 → 18 → 20 → 26 0,9413 3300

O→ 2 → 6 → 8→ 16 → 18 → 20 → 26 0,9304 6486

O→ 1 → 3 → 12→ 13 → 26 0,9032 10193

O→ 2 → 6 → 5→ 9 → 10 → 15 → 22 → 21 → 26 0,9032 5431

O→ 1 → 3 → 4→ 11 → 14 → 23 → 24 → 26 0,8857 7590

Neste caso, µcam de cada caminho que compõem a solução final é referente à µcusto.
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Tabela 5.17: Custos dos caminhos para I = 100

caminho custo inicial custo atualizado

O→ 2 → 6 → 8→ 7 → 18 → 20 → 26 (20; 5; 5) (20, 9207; 5, 2838; 5, 2838)

O→ 2 → 6 → 8→ 16 → 18 → 20 → 26 (20; 5; 5) (20, 9032; 5, 2856; 5, 2856)

O→ 1 → 3 → 12→ 13 → 26 (19; 3; 3) (20, 9249; 3, 3226; 3, 3226)

O→ 2 → 6 → 5→ 9 → 10 → 15 → 22 → 21 → 26 (20; 7; 7) (20, 6779; 7, 2833; 7, 2833)

O→ 1 → 3 → 4→ 11 → 14 → 23 → 24 → 26 (20; 6; 6) (20, 8079; 6, 2282; 6, 2282)

Para I = 1000, os resultados estão nas Tabelas 5.18 e 5.19. O tempo de processamento

doi de 3 segundos. O custo final total é 105 · (6, 8812; 1, 7245; 1, 7245).

Tabela 5.18: Envio de fluxo para I = 1000

caminho µcam fluxo enviado

O→ 2 → 6 → 8→ 7 → 18 → 20 → 26 0,8997 3234

O→ 2 → 6 → 8→ 16 → 18 → 20 → 26 0,8996 6534

O→ 1 → 3 → 12→ 13 → 26 0,9029 10194

O→ 2 → 6 → 5→ 9 → 10 → 15 → 22 → 21 → 26 0,8992 5452

O→ 1 → 3 → 4→ 11 → 14 → 23 → 24 → 26 0,9055 7586

Tabela 5.19: Custos dos caminhos para I = 1000

caminho custo inicial custo atualizado

O→ 2 → 6 → 8→ 7 → 18 → 20 → 26 (20; 5; 5) (20, 9034; 5, 2794; 5, 2794)

O→ 2 → 6 → 8→ 16 → 18 → 20 → 26 (20; 5; 5) (20, 9029; 5, 2851; 5, 2851)

O→ 1 → 3 → 12→ 13 → 26 (19; 3; 3) (20, 9250; 3, 3226; 3, 3226)

O→ 2 → 6 → 5→ 9 → 10 → 15 → 22 → 21 → 26 (20; 7; 7) (20, 6871; 7, 2876; 7, 2876)

O→ 1 → 3 → 4→ 11 → 14 → 23 → 24 → 26 (20; 6; 6) (20, 8066; 6, 2278; 6, 2278)

Assim como para I = 100, neste caso, µcam de todos caminhos da solução final é

referente à µcusto. Isso acontece, pois neste exemplo, o valor da capacidade em cada

arco é da ordem de 104.
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5.1.5 Instância 5

A Figura 5.5 representa uma adaptação feita a partir da rede teste Sioux Falls afim

de torná-la multimodal. Neste caso, consideramos dois modos de transporte: ônibus e

metrô.

A demanda para origem O e destino D é 5500.

Figura 5.5: Rede Sioux Falls

O envio de fluxo para I = 2 ocorreu segundo a Tabela 5.20. O tempo de processamento

foi de 0, 24 segundos. O custo final total é 104 · (8, 9088; 1, 6696; 1, 6696).

Quanto à µcam, em ambos os caminhos que compõem a solução final, são referentes à

µcusto e µcapac, pois µcam = 1.

O envio de fluxo para I = 1000 ocorreu segundo a Tabela 5.21. O tempo de processa-

mento foi de 3, 4980 segundos. O custo final total é 104 · (8, 8103; 2, 1533; 2, 1533).
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Tabela 5.20: Envio de fluxo para I = 2

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 13 → 18→ 15 → 14 → D 1 2750 (16; 3; 3) (16, 2410; 3, 0454; 3, 0454)

O→ 29 → 32 → 31→ 30 → D 1 2750 (16; 3; 3) (16, 1546; 3, 0260; 3, 0260)

Tabela 5.21: Envio de fluxo para I = 1000

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 13 → 18→ 15 → 34 → 33 →D 1 132 (16; 4; 4) (16, 0179; 4, 0045; 4, 0045)

O→ 29 → 37 → 36→ 35 → 34 → 33 →D 1 1870 (16; 5; 5) (16, 0189; 5, 0063; 5, 0063)

O→ 13 → 18→ 17 → 16 → 14 →D 0,9999 1155 (16; 4; 4) (16, 0187; 4, 0048; 4, 0048)

O→ 29 → 32 → 31→ 30 → D 0,9969 1623 (16; 3; 3) (16, 0187; 3, 0032; 3, 0032)

O→ 13 → 18→ 15 → 14 → D 0,4281 720 (16; 3; 3) (16, 0187; 3, 0046; 3, 0046)

Neste caso, µcam de cada caminho que compõe a solução final são referentes à µcusto e

µcapac nos dois primeiros caminhos e à µcusto nos demais caminhos.

O envio de fluxo para I = 2750 ocorreu segundo a Tabela 5.22. O tempo de processa-

mento foi de 5 segundos. O custo final total é 104 · (8, 8103; 2, 1552; 2, 1552).

Tabela 5.22: Envio de fluxo para I = 2750

caminho µcam fluxo enviado custo inicial custo atualizado

O→ 13 → 18→ 15 → 14 → D 1 718 (16; 3; 3) (16, 0187; 3, 0046; 3, 0046)

O→ 13 → 18→ 17 → 16 → 14 →D 1 1156 (16; 4; 4) (16, 0187; 4, 0048; 4, 0048)

O→ 29 → 37 → 36→ 35 → 34 → 33 →D 1 1868 (16; 5; 5) (16, 0188; 5, 0063; 5, 0063)

O→ 29 → 32 → 31→ 30 → D 0,9566 1624 (16; 3; 3) (16, 0188; 3, 0032; 3, 0032)

O→ 13 → 18→ 15 → 34 → 33 →D 0,4803 134 (16; 4; 4) (16, 0187; 4, 0048; 4, 0048)

Assim como para I = 1000, neste caso, µcam de cada caminho que compõe a solução

final àsão referentes µcusto e µcapac nos três primeiros caminhos e à µcusto nos demais

caminhos.

O objetivo do algoritmo de carregamento incremental é tentar evitar que o fluxo passe

completamente por um determinado caminho, congestionando-o. Como o algoritmo

de caminhos mı́nimos fuzzy gera um conjunto de soluções não-dominadas (caminhos
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não-dominados), podemos utilizá-las para o envio de fluxo através do carregamento

incremental e a expectativa é que a medida que aumentamos o valor de I, o custo total

diminua. Nas instâncias das Seções 5.1.3, 5.1.4 e 5.1.5 esse fato ocorreu. Na instância

da Seção 5.1.1 houve um pequeno aumento no custo final total quando aumentamos o

valor de I se compararmos o valor modal.

Na instância da Seção 5.1.2 houve uma redução no custo final total quando aumentamos

o valor de I de 1 para 5 e um aumento quando aumentamos o valor de I de 5 para 7.

5.2 Resultados obtidos através do algoritmo 2

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos através do algoritmo 2 que foi descrito

na Seção 4.2.1.1. Foram utilizadas quatro instâncias, e para cada uma testamos o

algoritmo com diferentes valores do custo de mudança de modo.

Vale ressaltar que devido a grande dificuldade em encontrar, na literatura, instâncias

para testarmos o algoritmo 2, todos os exemplos apresentados nesta seção foram cria-

dos pelos autores deste trabalho. Esta dificuldade deve-se ao fato do algoritmo 2 ser

inovativo.

5.2.1 Instância 1

Este exemplo ilustra a modelagem proposta na Seção 4.2.1 onde consideramos dois

modos de transportes entre cada arco. Esta é uma rede pequena, apenas para fins

ilustrativos, contendo 4 nós e 8 arcos.

Os arcos, os custos e os modos de transportes estão definidos na Tabela 5.23. Os arcos

de cor preta são referentes ao modo 1 e os arcos de cor azul são referentes ao modo 2.

Fizemos testes para diferentes valores do custo de mudança de modo, conforme descrito

abaixo. 1

– Considerando o custo de mudança de modo igual a 0, o algoritmo 2 encontrou o

caminho mı́nimo 1 −→1 2 −→2 4 com custo 6.

1O número em cima da seta em cada arco indica o modo de transporte utilizado para percorrê-lo.
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Figura 5.6: Rede Ilustrativa

Tabela 5.23: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.6

Arco Origem→ Destino Custos Modos

1 1→ 2 4 1

2 1→ 2 5 2

3 1→ 3 3 1

4 1→ 3 5 2

5 2→ 4 3 1

6 2→ 4 2 2

7 3→ 4 4 1

8 3→ 4 4 2

– Considerando o custo de mudança de modo igual a 0, 5, o caminho mı́nimo en-

contrado é 1 −→1 2 −→2 4 com custo 6, 5.

– Considerando o custo de mudança de modo igual a 1, o caminho mı́nimo encon-

trado é 1 −→1 2 −→1 4 com custo 7. Neste caso, há outros caminhos com o

mesmo custo: 1 −→1 3 −→1 4 e 1 −→2 2 −→2 4. A escolha do caminho, neste

caso, é feita através da ordem que os mesmos aparecem na execução do algoritmo,

ressaltando que neste exemplo, consideramos duas etiquetas por nó (número de

modos considerados na rede).

Este teste ilustrativo nos mostra que à medida que mudamos o valor do custo de mu-

dança de modo, os caminhos mı́nimos podem mudar, mas a partir de um determinado
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valor para o custo de mudança de modo, o caminho mı́nimo encontrado será sempre o

mesmo, neste caso, para valores maiores ou iguais a 1.

Observemos ainda que, neste caso, ao examinar o nó 4, temos oito caminhos chegando

em tal nó, o que torna necessário limitar o número de etiquetas por nó, como já foi dito

anteriormente.

5.2.2 Instância 2

Neste exemplo também consideramos dois modos de transportes entre cada arco. Esta

é uma rede pequena, contendo 4 nós e 10 arcos.

Figura 5.7: Rede com dois modos de transporte

Os arcos, os custos e os modos de transportes estão definidos na Tabela 5.24. Os arcos

de cor preta são referentes ao modo 1 e os arcos de cor azul são referentes ao modo 2.
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Tabela 5.24: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.7

Arco Origem→ Destino Custos Modos

1 1→ 2 6 1

2 1→ 2 6 2

3 1→ 3 5 1

4 1→ 3 4 2

5 2→ 3 2 1

6 2→ 3 1 2

7 2→ 4 4 1

8 2→ 4 2 2

9 3→ 4 5 1

10 3→ 4 4 2

Neste exemplo, também consideramos diferentes valores para o custo de mudança de

modo, mas em todos os casos, o algoritmo 2 encontrou o caminho mı́nimo:

1 −→2 2 −→2 4 com custo 8.

5.2.3 Instância 3

Neste exemplo também consideramos dois modos de transportes entre cada par de nós

do grafo. A rede contém 6 nós e 18 arcos.

Figura 5.8: Rede com dois modos de transporte

Os arcos, custos e os modos de transportes estão definidos na Tabela 5.25. Os arcos de

cor preta são referentes ao modo 1 e os arcos de cor azul são referentes ao modo 2.
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Tabela 5.25: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.8

Arco Origem→ Destino Custos Modos

1 1→ 2 4 1

2 1→ 2 4 2

3 1→ 3 2 1

4 1→ 3 3 2

5 2→ 3 3 1

6 2→ 3 3 2

7 2→ 4 6 1

8 2→ 4 5 2

9 2→ 5 5 1

10 2→ 5 4 2

11 3→ 4 5 1

12 3→ 4 6 2

13 4→ 6 2 1

14 4→ 6 2 2

15 5→ 4 5 1

16 5→ 4 2 2

17 5→ 6 1 1

18 5→ 6 2 2

A Tabela 5.26 apresenta os resultados obtidos através do algoritmo 2 para diferentes

valores do custo de mudança de modo.

Tabela 5.26: Resultados obtidos através do algoritmo 2

Custo de mudança Caminho mı́nimo Custo do caminho

0 1 −→1 3 −→1 4 −→1 6 9

0,5 1 −→1 3 −→1 4 −→1 6 9

2 1 −→1 3 −→1 4 −→1 6 9

Quando o custo de mudança é zero, o caminho 1 −→1 3 −→1 4 −→2 6 também tem
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custo 9, isso acontece pois o arco 4 −→ 6 tem o mesmo custo para os dois modos

de transporte considerados. Para valores do custo de mudança maiores que zero, o

caminho mı́nimo encontrado será sempre o mesmo, no caso 1 −→1 3 −→1 4 −→1 6.

Observe que, neste exemplo, não precisaŕıamos fazer testes com valores do custo de

mudança de modo diferentes de zero, pois como não houve mudança de modo para

tal custo de mudança de modo, aumentando o mesmo também não haverá caminhos

mı́nimos com mudança de modo.

5.2.4 Instância 4

Neste exemplo, a rede multimodal é constitúıda de 17 nós e 52 arcos, contendo três

modos de transporte. Os nós 1 e 6 são nós origem e o nó 17 é nó destino. Os arcos de

cor preta são referentes ao modo 1, os arcos de cor azul são referentes ao modo 2 e os

arcos de cor vermelha são referentes ao modo 3.

Figura 5.9: Rede com três modos de transporte entre alguns nós

Os arcos, custos e os modos de transporte estão definidos na Tabela 5.27.
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Tabela 5.27: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.9

Arco Origem→ Destino Custos Modos

1 1→ 2 4 1

2 1→ 2 7 2

3 1→ 2 3 3

4 1→ 3 2 1

5 1→ 3 7 2

6 2→ 4 3 1

7 2→ 4 4 2

8 2→ 4 7 3

9 3→ 5 5 1

10 3→ 5 3 2

11 4→ 11 7 1

12 4→ 11 6 2

13 4→ 11 5 3

14 5→ 11 6 1

15 5→ 11 5 2

16 6→ 7 2 1

17 6→ 7 7 2

18 6→ 7 2 3

19 6→ 8 4 1

20 6→ 8 5 2

21 6→ 8 2 3

22 7→ 5 8 1

23 7→ 5 3 2

24 8→ 9 3 1

25 8→ 9 4 2

26 8→ 10 3 1

Arco Origem→ Destino Custos Modos

27 8→ 10 5 2

28 8→ 11 13 3

29 9→ 5 4 1

30 9→ 5 1 2

31 9→ 11 5 1

32 9→ 11 2 3

33 10→ 11 3 1

34 10→ 11 6 2

35 11→ 12 12 1

36 11→ 12 2 2

37 11→ 13 11 1

38 11→ 13 4 2

39 12→ 14 4 1

40 12→ 14 5 2

41 12→ 15 10 1

42 12→ 15 12 2

43 13→ 15 5 1

44 13→ 15 7 2

45 13→ 16 8 1

46 13→ 16 9 2

47 14→ 15 4 1

48 14→ 15 4 2

49 15→ 17 5 1

50 15→ 17 3 2

51 16→ 17 3 1

52 16→ 17 2 2

As Tabelas 5.28 e 5.29 apresentam os resultados obtidos através do algoritmo 2 para

diferentes valores do custo de mudança de modo considerando os nós 1 e 6 como nós
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origem.

Tabela 5.28: Resultados obtidos através do algoritmo 2 para o nó origem 1

Custo de mudança Caminho mı́nimo Custo do caminho

0 1 −→1 3 −→2 5 −→2 11 −→2 13−→115−→217 22

0,5 1 −→1 3 −→2 5 −→2 11 −→2 13−→115−→217 23,5

2 1 −→1 3 −→2 5 −→2 11 −→2 13−→215−→217 26

4 1 −→1 3 −→1 5 −→1 11 −→2 13−→215−→217 31

8 1 −→1 3 −→1 5 −→1 11 −→1 13−→115−→117 34

Tabela 5.29: Resultados obtidos através do algoritmo 2 para o nó origem 6

Custo de mudança Caminho mı́nimo Custo do caminho

0 6 −→3 8 −→1 9 −→3 11 −→2 13−→115−→217 19

0,5 6 −→3 8 −→1 9 −→3 11 −→2 13−→115−→217 21,5

2 6 −→3 8 −→1 10 −→1 11 −→2 13−→215−→217 26

4 6 −→3 8 −→1 10 −→1 11 −→2 13−→215−→217 30

8 6 −→3 8 −→3 11 −→2 13−→215−→217 37

Neste exemplo, fizemos testes para outros valores do custo de mudança de modo e

observamos que para valores maiores ou iguais a 8, o caminho mı́nimo encontrado é

sempre o mesmo.

Analisando os resultados obtidos em cada instância, conclúımos que o valor do custo

de mundança de modo interfere no caminho mı́nimo encontrado, fato que é condizente

com o que acontece em problemas reais, visto que os usuários geralmente não estão

dispostos a mudar de modo, mas muitas vezes não há outra opção.

5.3 Resultados obtidos através do algoritmo 3

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos através do algoritmo 3 que foi descrito

na Seção 4.2.2.1. Foram utilizadas três instâncias (todas já foram testadas na seção

84



5.3. RESULTADOS OBTIDOS ATRAVÉS DO ALGORITMO 3

anterior) e, assim como na Seção 5.1, fizemos testes para diferentes valores do número

de incrementos.

A análise dos resultados foi feita baseando-se no fluxo enviado por cada caminho, no

custo atualizado de cada caminho, no custo final total e no número de incrementos. O

custo atualizado é calculado após o envio da última parcela de fluxo.

Em todos os exemplos apresentados, foram feitos testes com diferentes valores do custo

de mudança de modo, mas os resultados apresentados foram obtidos considerando o

valor do custo de mudança de modo 0, 5. Como tal custo influencia nos caminhos

mı́nimos encontrados em cada iteração e, neste algoritmo, o principal objetivo é o

carregamento incremental de fluxo, optamos por utilizar apenas um valor do custo de

mudança de modo nos resultados descritos a seguir.

5.3.1 Instância 1

Este exemplo ilustra a modelagem proposta na Seção 4.2.2. A rede considerada é a

mesma da Figura 5.6, onde consideramos 2 modos de transporte entre cada nó do grafo.

A demanda para origem 1 e destino 4 é 20.

Os arcos, os custos, os modos de transportes estão definidos na Tabela 5.30. A capa-

cidade total (quantidade máxima de fluxo a transitar em cada arco independente do

modo de transporte) de cada arco é 10, ou seja, a capacidade não é definida por modo

e sim por arco. O custo de mudança considerado é 0, 5.
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Tabela 5.30: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.6

Arco Origem→ Destino Custos Modos

1 1→ 2 4 1

2 1→ 2 5 2

3 1→ 3 3 1

4 1→ 3 5 2

5 2→ 4 3 1

6 2→ 4 2 2

7 3→ 4 4 1

8 3→ 4 4 2

O algoritmo 3, descrito na Seção 4.2.2.1 atendeu a demanda da rede conforme o número

de incrementos. Foram feitos testes para diferentes valores de I (número de incremen-

tos).

O envio de fluxo para I = 1 ocorreu segundo a Tabela 5.31. O tempo de processamento

foi de 0, 1 segundos. O custo final total é 154, 5.

Tabela 5.31: Envio de fluxo para I = 1

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 2 →2 4 10 6,5 7,4

1 →1 3 →1 4 10 7 8,05

O envio de fluxo para I = 2 ocorreu segundo a Tabela 5.32. O tempo de processamento

foi de 0, 2 segundos. O custo final total é 154, 5.

Tabela 5.32: Envio de fluxo para I = 2

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 2 →2 4 10 6,5 7,4

1 →1 3 →1 4 10 7 8,05

O envio de fluxo para I = 4 ocorreu segundo a Tabela 5.33. O tempo de processamento

foi de 0, 4 segundos. O custo final total é 154, 5.

86



5.3. RESULTADOS OBTIDOS ATRAVÉS DO ALGORITMO 3

Tabela 5.33: Envio de fluxo para I = 4

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 2 →2 4 10 6,5 7,4

1 →1 3 →1 4 10 7 8,05

Neste exemplo, os resultados obtidos para os três valores de I são iguais, e apesar de

não ser o resultado ideal, visto que, em algoritmos de carregamento incremental de

fluxo, o ideal é que a medida que o valor de I aumenta, a solução encontrada muda e o

custo total final diminua; a igualdade dos resultados obtidos neste exemplo, justifica-

se pelo fato que o caminho 1 →1 2 →2 4 continua sendo o caminho mı́nimo após o

envio de várias parcelas de fluxo (para I = 4), portanto, tal caminho é utilizado até

o fluxo atingir a capacidade dos arcos do mesmo. Quando este caminho está “cheio”,

o caminho mı́nimo é 1 →1 3 →1 4, e o fluxo restante passa por este caminho. Vale

ressaltar que este fato ocorreu apenas neste exemplo.

5.3.2 Instância 2

Neste exemplo utilizamos a rede da Figura 5.8. Os arcos, os custos, os modos de

transportes estão definidos nas Tabelas 5.34 e 5.35. A capacidade total de cada arco é

40.

Os arcos de cor preta são referentes ao modo 1 e os arcos de cor azul são referentes ao

modo 2. A demanda para origem 1 e destino 6 é 60. O custo de mudança considerado

é 0, 5.
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Tabela 5.34: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.8

Arco Origem→ Destino Custos Modos

1 1→ 2 4 1

2 1→ 2 4 2

3 1→ 3 2 1

4 1→ 3 3 2

5 2→ 3 3 1

6 2→ 3 3 2

Tabela 5.35: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.8

Arco Origem→ Destino Custos Modos

7 2→ 4 6 1

8 2→ 4 5 2

9 2→ 5 5 1

10 2→ 5 4 2

11 3→ 4 5 1

12 3→ 4 6 2

13 4→ 6 2 1

14 4→ 6 2 2

15 5→ 4 5 1

16 5→ 4 2 2

17 5→ 6 1 1

18 5→ 6 2 2

O algoritmo 3 atendeu todas as demandas de acordo com o número de incrementos.

Foram feitos testes para diferentes valores de I.

O envio de fluxo para I = 1 ocorreu segundo a Tabela 5.36. O tempo de processamento

foi de 0, 1 segundos. O custo final total é 615, 8740.

O envio de fluxo para I = 3 ocorreu segundo a Tabela 5.37. O tempo de processamento

foi de 0, 2 segundos. O custo final total é 615, 8740.
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Tabela 5.36: Envio de fluxo para I = 1

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 3 →1 4→1 6 40 9 10,35

1 →2 2 →2 5→2 6 20 10 10,0937

Tabela 5.37: Envio de fluxo para I = 3

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 3 →1 4→1 6 40 9 10,35

1 →2 2 →2 5→2 6 20 10 10,0937

O envio de fluxo para I = 6 ocorreu segundo a Tabela 5.38. O tempo de processamento

foi de 0, 4 segundos. O custo final total é 614, 9960.

Tabela 5.38: Envio de fluxo para I = 6

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 3 →1 4→1 6 40 9 10,35

1 →2 2 →2 5→2 6 10 10 10,0058

1 →1 2 →1 5→1 6 10 10 10,0938

Neste caso os resultados obtidos para I = 1 e para I = 3 são iguais, para I = 6 os

resultados são diferentes e como esperado, o valor do custo final total para I = 6 é

menor que os valores encontrados para os demais incrementos. Portanto, a medida em

que se aumenta o número de incrementos, a tendência é que o custo final total diminua.

5.3.3 Instância 3

Neste exemplo, utilizamos a rede da Figura 5.9 que é constitúıda de 17 nós e 52 arcos,

contendo três modos de transporte e fizemos os testes considerando apenas o nó 1 como

nó origem. A demanda para origem 1 e destino 17 é 60.

Os arcos, os custos, os modos de transportes estão definidos na Tabela 5.39. A capaci-

dade total de cada arco é 50, exceto no arco 15→ 17 que é 80.
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Tabela 5.39: Dados da Rede Multimodal da Figura 5.9

Arco Origem→ Destino Custos Modos

1 1→ 2 4 1

2 1→ 2 7 2

3 1→ 2 3 3

4 1→ 3 2 1

5 1→ 3 7 2

6 2→ 4 3 1

7 2→ 4 4 2

8 2→ 4 7 3

9 3→ 5 5 1

10 3→ 5 3 2

11 4→ 11 7 1

12 4→ 11 6 2

13 4→ 11 5 3

14 5→ 11 6 1

15 5→ 11 5 2

16 6→ 7 2 1

17 6→ 7 7 2

18 6→ 7 2 3

19 6→ 8 4 1

20 6→ 8 5 2

21 6→ 8 2 3

22 7→ 5 8 1

23 7→ 5 3 2

24 8→ 9 3 1

25 8→ 9 4 2

26 8→ 10 3 1

Arco Origem→ Destino Custos Modos

27 8→ 10 5 2

28 8→ 11 13 3

29 9→ 5 4 1

30 9→ 5 1 2

31 9→ 11 5 1

32 9→ 11 2 3

33 10→ 11 3 1

34 10→ 11 6 2

35 11→ 12 12 1

36 11→ 12 2 2

37 11→ 13 11 1

38 11→ 13 4 2

39 12→ 14 4 1

40 12→ 14 5 2

41 12→ 15 10 1

42 12→ 15 12 2

43 13→ 15 5 1

44 13→ 15 7 2

45 13→ 16 8 1

46 13→ 16 9 2

47 14→ 15 4 1

48 14→ 15 4 2

49 15→ 17 5 1

50 15→ 17 3 2

51 16→ 17 3 1

52 16→ 17 2 2

O algoritmo 3 atendeu todas as demandas de acordo com o número de incrementos.

Foram feitos testes para diferentes valores de I.
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O envio de fluxo para I = 1 ocorreu segundo a Tabela 5.40. O tempo de processamento

foi de 2 segundos. O custo final total é 1596.

Tabela 5.40: Envio de fluxo para I = 1

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 3 →2 5→2 11 →2 13 →1 15 →2 17 50 23,5 26,4924

1 →1 2 →2 4→2 11 →2 12 →1 14 →2 15 →2 17 10 26,0687 27,1477

O envio de fluxo para I = 2 ocorreu segundo a Tabela 5.41. O tempo de processamento

foi de 3 segundos. O custo final total é 1596.

Tabela 5.41: Envio de fluxo para I = 2

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 3 →2 5→2 11 →2 13 →1 15 →2 17 50 23,5 26,4924

1 →1 2 →2 4→2 11 →2 12 →1 14 →2 15 →2 17 10 26,0687 27,1477

O envio de fluxo para I = 5 ocorreu segundo a Tabela 5.42. O tempo de processamento

foi de 2 segundos. O custo final total é 1585.

Tabela 5.42: Envio de fluxo para I = 5

caminho fluxo enviado custo inicial custo atualizado

1 →1 3 →2 5→2 11 →2 13 →1 15 →2 17 48 23,5 26,2890

1 →1 3 →2 5→2 11 →2 12 →2 14 →2 15→2 17 2 25,8323 26,1474

1 →3 2 →1 4→2 11 →2 12 →1 14 →1 15 →2 17 10 26,0687 27,1502

Neste exemplo, os resultados obtidos para I = 1 e para I = 3 são iguais, já para I = 5

o resultado obtido é diferente dos demais, e o custo final total é menor que nos demais

casos.

Neste caṕıtulo, apresentamos os testes computacionais realizados com os três algorit-

mos propostos. Os resultados obtidos em cada exemplo apresentado de cada algoritmo

proposto, mostram a eficiência dos mesmos. A principal dificuldade encontrada para

realização dos testes computacionais, foi com relação às instâncias, pois como os três

algoritmos apresentados são inovadores, foi necessário adaptações nas instâncias encon-

tradas na literatura (no caso do algoritmo 1, adaptamos algumas instâncias) e criações

91



CAPÍTULO 5. TESTES COMPUTACIONAIS

de instâncias para testar o algoritmo 2 e o algoritmo 3. Vale ressaltar que esta dificul-

dade não prejudicou a verificação da eficiência de todos os algoritmos propostos.

No próximo caṕıtulo, apresentamos as conclusões deste trabalho bem como as perspec-

tivas de trabalhos futuros.
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CAṔITULO 6

CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste caṕıtulo são apresentadas as conclusões da tese, as perspectivas de trabalhos

futuros e os trabalhos publicados.

6.1 Conclusões

Problemas de redes de transporte têm sido extensamente estudados e aplicados nas

soluções de problemas reais. Uma vez que a complexidade de tais problemas consome

uma grande quantidade de recursos computacionais e, na maioria dos casos, os mesmos

não podem ser resolvidos usando ferramentas determińısticas que forneçam resultados

exatos, a busca por outras formas de resolução é de suma importância.

Este trabalho apresentou três métodos para tratar o problema de redes de transporte

multimodal. O primeiro método abordou incertezas nos custos e nas capacidades dos

arcos e tratou do problema de fluxo em redes de transportes multimodal, onde primeira-

mente encontramos os caminhos mı́nimos não-dominados e posteriormente distribúımos

o fluxo pela rede de forma incremental, através dos caminhos encontrados. Através do

carregamento incremental de fluxo, conseguimos distribuir o fluxo pela rede de forma

equilibrada, sem congestionar os caminhos mı́nimos utilizados. Outro aspecto impor-

tante deste algoritmo é o fato do custo nos arcos depender do fluxo nos mesmos, o que
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torna o algoritmo mais aderente à realidade, da mesma forma em que aumenta a com-

plexidade do mesmo, pois os caminhos mı́nimos não-dominados são calculados em cada

iteração do algoritmo. Este método, assim como os demais apresentados, é inovador,

pois não há conhecimento de trabalhos na literatura que faz a junção dos algoritmos

decaminho mı́nimo fuzzy e de carregamento incremental de fluxo para propor um novo

algoritmo.

A análise dos resultados computacionais comprovou a eficiência do primeiro método

apresentado, que usou a teoria dos conjuntos fuzzy no tratamento de parâmetros in-

certos mostrando-se promissor para obter boas soluções em diversos problemas, dentre

eles, o de redes de transporte multimodal que é abordado neste trabalho. Vale ressal-

tar que trabalhamos com o problema na forma fuzzy durante todo o procedimento de

resolução.

Por fim, vale lembrar, que este algoritmo de carregamento incremental de fluxo não

se restringe à problemas de redes de transporte multimodal, podendo ser aplicado em

outros tipos de problemas que podem ser modelados na forma de rede.

O segundo método tratou o problema de caminho mı́nimo em grafos coloridos, uma

abordagem inovadora e que se mostrou promissora na resolução dos problemas apre-

sentados na Seção 5.2. Ao considerar diferentes valores para o custo de mudança de

modo, diferentes soluções foram encontradas, fato que ocorre em problemas reais, já

que os usuários, em geral, não estão dispostos a realizar mudança de modo, mas fazem

tal mudança quando não tem outra opção. O algoritmo detecta as mudanças de modo

através da coloração dos arcos e um custo referente a esta mudança é acrescentado

no caminho. O uso da coloração em grafos, neste caso, torna o algoritmo mais inteli-

gente e aderente à realidade, já que diferentes modos de transporte, como por exemplo,

véıculos particulares, ônibus e vans, compartilham a mesma rede e a coloração permite

diferenciá-los.

Vale lembrar que este método é inovador, pois na literatura encontramos um trabalho

que propõe um algoritmo semelhante, porém baseado no algoritmo clássico de Dijkstra.

O terceiro método tratou o problema de fluxo em redes multimodais com custos e

capacidades crisps. Para encontrar os caminhos mı́nimos utilizamos o segundo método
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e assim como no primeiro método o envio de fluxo foi feito de forma incremental.

Analisando os resultados obtidos através dos testes computacionais, podemos verificar a

eficiência do método, que atendeu todas as demandas para diferentes valores do número

de incrementos. Este método também é inovador, visto que usa o segundo método para

encontrar os caminhos mı́nimos e não há conhecimento de trabalhos na literatura que

tratam problemas de redes de transporte multimodal ou problemas correlatos da forma

aqui apresentada.

Além dos três métodos, nesta tese foi feita uma extensa revisão bibliográfica dos vários

tipos de métodos usados para tratar o problema de redes de transporte multimodal.

O grande diferencial dos métodos aqui apresentados em relação aos trabalhos encon-

trados na literatura referentes ao tema abordado neste trabalho, deve-se ao uso da

teoria dos conjuntos fuzzy, o fato do custo depender do fluxo nos arcos (algoritmo 1 e

algoritmo 3) e o uso da coloração em grafos de forma diferente dos tipos de coloração

clássica.

6.2 Perspectivas Futuras

• Fazer análise de sensibilidade nos testes computacionais realizados com todos os

algoritmos propostos a fim de verificar a estabilidade das soluções diante das variações

dos parâmetros envolvidos.

• No caso do algoritmo de caminho mı́nimo para grafos coloridos (Seção 4.2.1.1), uma

ideia é estudar a viabilidade de considerar os custos fuzzy, bem como modelar o custo

de mudança de modo através de alguma função que leve em conta os fatores que influ-

enciam em tal mudança.

• Realizar testes considerando várias origens e vários destinos no algoritmo 2 (Seção

4.2.1.1) e no algoritmo 3 (Seção 4.2.2.1) e considerar custos de mudança de modo

diferentes para cada arco.

• Realizar testes computacionais em instâncias maiores no algoritmo 2 (Seção 4.2.1.1)

e no algoritmo 3 (Seção 4.2.2.1).
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• Verificar a possibilidade de utilizar otimização multiobjetivo para os três algoritmo

propostos.

• Em todos os algoritmos pretendemos realizar testes computacionais com redes reais,

como por exemplo, a rede de transporte metropolitano de São Paulo.

6.3 Trabalhos publicados e submetidos

Durante esse peŕıodo foram aceitos seis trabalhos para apresentação em congresso e foi

submetido um artigo para publicação em revista:

– (Verga, J., Yamakami, A., Silva, R. C., Shirabayashi, W.V.I) Algoritmo de ca-

minho mı́nimo para grafos coloridos aplicado a redes de transporte multimodal,

XXXV Congresso Nacional de Matemática Aplicada e Computacional, setembro

de 2014, Natal-RN.

– (Verga, J., Yamakami, A., Silva, R. C., Shirabayashi, W.V.I) A flow incremental

loading algorithm to solve fuzzy multimodal transport problems, IEEE 2014 Con-

ference on Norbert Wiener in the 21st Century, junho de 2014, Boston- Estados

Unidos.

– (Verga, J., Yamakami, A., Silva, R. C., Shirabayashi, W.V.I) Problema de re-

des de transporte multimodal: uma abordagem utilizando a teoria dos conjun-

tos fuzzy, XLV Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional, setembro de 2013,

Natal-RN.

– (Verga, J., Yamakami, A., Silva, R. C., Shirabayashi, W.V.I) Using the Fuzzy Sets

Theory in the Multimodal Transport Network Problem, IFSA World Congress

NAFIPS Annual Meeting, junho de 2013, Edmonton-Canadá.

– (Verga, J., Yamakami, A., Silva, R. C., Shirabayashi, W.V.I) Proposta de solução

para o problema de redes de transporte multimodal com custos fuzzy, II Con-

gresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy, novembro de 2012, Natal-RN.
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– (Verga, J., Yamakami, A.) Uma abordagem para o problema de transporte mul-

timodal fuzzy, I Congresso de Matemática Aplicada e Computacional da Região

Sudeste, setembro de 2011, Uberlândia-MG.

– (Verga, J., Yamakami, A., Silva, R. C.) “A review about multimodal transport

network problem: classical and innovative approaches”, submetido, em março de

2014, à revista Public Transport: Planning and Operations.
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