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Resumo

Esta dissertação propõe um modelo generalizado para a distribuição de desvane-

cimento η-µ. O novo modelo está fundamentado na introdução de um parâmetro

que afeta o equiĺıbrio do número de clusters de multipercurso nos sinais fase e qua-

dratura. Apesar da inserção deste novo parâmetro, algumas expressões relativas à

distribuição da fase foram obtidas em sua forma fechada. Também, foi observado

por meio de métodos numéricos que a distribuição da envoltória foi afetada pelo

parâmetro em questão. Alguns gráficos são apresentados com o intuito de retratar o

comportamento das novas distribuições marginais. Reescrevendo o novo parâmetro

em termos do parâmetro de desvanecimento µ, novas expressões simplificadas, de

fase são definidas. Diante do proposto, estat́ısticas de ordem superior relativas à

taxa de cruzamento de fase são determinadas e alguns gráficos são apresentados.

Palavras-chave: Distribuição η-µ. Distribuição conjunta fase-envoltória. Distribui-

ção de fase. Distribuição da envoltória. Taxa de cruzamento de fase (PCR).
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Abstract

This dissertation proposes an improved and more realistic model for the η-µ fading

distribution. The principle behind this new model consists in the introduction of a

parameter affecting the balance of number of multipath clusters in the phase and

quadrature signals. Regardless of this new parameter, the phase-related formulati-

ons are still presented in closed-form expressions. On the other hand, the envelope

distribution was affected by this parameter, unfortunately, no closed-form equations

were found for this case. Plots are shown to describe the phase and the envelope

of the new proposed distribution. Assuming some specific conditions, the new para-

meter may be rewritten as a function of fading parameter µ, and a new simplified

phase distribution is attained. Moreover, with the proposed fading model, high order

statistics related to phase crossing rate are then derived.

Key-words: η-µ Distribution. Phase-envelope joint distribution. Phase distribution.

Envelope distribution. Phase crossing rate.
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4.1 Parâmetro p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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6.5 PCR com p = 0.5, µ = 0.5 e parâmetro η variando. . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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RMS Valor quadrático médio ou valor eficaz (do inglês Root Mean Square)
FEEC Faculdade de Engenharia Elétrica e Computação
UNICAMP Universidade Estadual de Campinas
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Capı́tulo 1
Introdução Geral

O avanço tecnológico vem alterando, e muito, o cenário das comunicações sem fio. Além da

mobilidade, a constante busca pelo quesito “informação em tempo real” transformou, comple-

tamente, a relação entre usuário e seus dispositivos móveis. Desta forma, pesquisas vêm sendo

impulsionadas para suprir as novas exigências e necessidades do usuário final. E para isso, um

estudo apropriado do canal sem fio torna-se imprescind́ıvel. Nesta temática, a perda de per-

curso, o desvanecimento e a aleatoriedade dos sinais são fenômenos persistentes e um problema

a ser melhor caracterizado.

1.1 Perda de Percurso e Desvanecimento

O fenômeno de perda de percurso corresponde à atenuação do ńıvel médio de sinal ao longo

do percurso entre transmissor e receptor. A degradação no sinal ocorre devido a uma série

de fatores que incluem a distância entre transmissor e receptor, o ambiente de propagação, a

altura e a localização das antenas, entre outros. Já o desvanecimento corresponde às flutuações

aleatórias do ńıvel de sinal no receptor, e é classificado em dois tipos: (a) longo prazo e (b)

curto prazo.

O desvanecimento de longo prazo é determinado pelo efeito de sombreamento. Este, por

sua vez, é provocado por obstruções em larga escala entre a transmissão e a recepção. As

obstruções podem ser caracterizadas por montanhas e colinas, ou até mesmo grandes construções

humanas, como túneis e edif́ıcios. Uma forma de amenizar o efeito do desvanecimento, no

cenário apresentado, é utilizando a diversidade macroscópica. Em outras palavras, o sistema

de comunicação é projetado estrategicamente de forma que pelo menos uma estação rádio-base

tenha percurso livre até o dispositivo móvel [1]. O desvanecimento de longo prazo define a

variação média global do sinal recebido e ocorre aproximadamente em intervalos de dezenas ou

centenas de comprimento de onda.

Já o desvanecimento de curto prazo está relacionado ao multipercurso. O multipercurso, em

grande parte, é provocado pelos diversos fenômenos f́ısicos que afetam os sinais eletromagnéticos,

por exemplo, reflexão, refração, difração e espalhamento. Desta forma, os efeitos no sinal

podem variar entre atrasos diversos, defasagem e interferências construtivas e destrutivas. O

sinal afetado pelo multipercurso atenua rapidamente, na ordem de frações de comprimento de

1
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onda, atingindo flutuações de dezenas de decibéis, abaixo do ńıvel médio do sinal [1, 2]. A

diversidade microscópica constitui uma forma de neutralizar os efeitos do desvanecimento de

curto prazo. A lógica por trás deste método consiste em explorar a baixa suscetibilidade de

sinais independentes a situações de desvanecimento profundo em mesno instantes de tempo.

Desta forma, a informação é repetida por meio de percursos independentes e, posteriormente,

associadas, convenientemente, de acordo com critérios apropriados [1].

1.2 Estat́ısticas do Canal Sem Fio

Com o intuito de melhor descrever o comportamento de canal rádio-móvel, diversos modelos

de desvanecimento têm sido propostos. Em geral, estes modelos são conhecidos pela função

densidade de probabilidade (FDP) da envoltória do sinal que representam. Estudos demons-

traram que a distribuição Lognormal descreve bem a variação de sinal de longo prazo [1]. Já a

variação de sinal de curto prazo é bem definida por distribuições clássicas na literatura, sendo

estas: Rayleigh [3], Hoyt [4], Rice [5] e Nakagami-m [6]. Em particular, Rayleigh, Hoyt e Rice

foram derivadas a partir de modelos f́ısicos que abrangiam tanto a envoltória quanto a fase. Por

outro lado, a distribuição Nakagami-m foi proposta de forma emṕırica, e, apenas, a envoltória

foi determinada. Da mesma forma, outras distribuições mais gerais, tais como α-µ [7], κ-µ [8] e

η-µ [8] também foram propostas visando somente a envoltória. Portanto, a distribuição de fase

destas distribuições é tema em aberto e sujeito a pesquisa. Neste sentido, surgiram, para estas,

algumas propostas de modelo para a distribuição conjunta fase-envoltória. Especificamente,

para Nakagami-m, uma proposta inicial apareceu em [9], tendo evolúıdo para uma condição

mais geral em [10]. Para as distribuições η-µ e κ-µ, as propostas referentes às versões de sinais

complexos aparecem em [11] e em [12], respectivamente.

As estat́ısticas da fase de um sinal impactam em diversos campos das telecomunicações. Um

exemplo é a detecção de sinais de radar [5, 13, 14, 15, 16, 17, 18]. Ainda, estudos mostram que

as estat́ısticas de fase do canal afetam diretamente o desempenho de esquemas de modulação

usando detecção coerente não ideal ou detecção não-coerente [19, 20]. Em muitos casos, a

distribuição conjunta fase-envoltória é, também, usada na determinação de estat́ısticas de ordem

superior em cenários com diversidade multiramos [21]. A capacidade de canais do tipo MIMO

pode ser influenciada pela distribuição de fase do sinal [22]. Do mesmo modo, a informação de

fase é imprescind́ıvel para se avaliar o desempemho da taxa de erro em modulações BPSK em

sinais OFDM [23].

1.3 Estat́ısticas de Segunda Ordem

Decorrente do multipercurso, o sinal eletromagnético está sujeito a uma série de flutuações

aletórias, afetando tanto fase quanto envoltória. Sendo assim, a caracterização destas variações

torna-se um tópico de estudo interessante, pois permite uma melhor compreensão dos fenômenos

de desvanecimento. As variações no âmbito da envoltórias são determinadas, basicamente, pela

taxa de cruzamento de ńıvel (LCR, do inglês Level Crossing Rate) e pelo tempo médio de

desvanecimento (AFD, do inglês Average Fade Duration). Estas estat́ısticas de segunda ordem
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são úteis no desenvolvimento de código corretores de erro [24] e esquemas de diversidade em

sistemas móveis [2]. A LCR é definida como o número médio de cruzamentos de um sinal

desvanecido para um determinado ńıvel de sinal por um certo peŕıodo de tempo. A AFD, por

outro lado, determina a razão entre o tempo total do sinal recebido estar abaixo de um limiar

e o número total de ocorrências de desvanecimento [1].

As variações relativas à fase são definidas pela taxa de cruzamento de fase (PCR, do inglês

Phase Crossing Rate). A PCR indica o número médio de cruzamentos ascendentes (ou descen-

dentes) por segundo de um sinal em um determinado ńıvel de fase. Esta estat́ıstica de segunda

ordem é de grande importância nos estudos de sinais e foi apresentada no artigo pioneiro de [5],

com o intuito de avaliar clicks ruidosos em sistemas FM. Desde então, uma série de trabalhos

foram publicados buscando compreender o comportamento da fase por meio da PCR. Alguns

concluiram que a PCR é indispensável para o desenvolvimento de esquemas ótimos de recu-

peração da portadora na sincronização de subsistemas em receptores coerentes [25]. Também,

[26] verificou que a PCR é uma estat́ıstica interessante para medir a performance de receptores

FM usando um detector discriminador-limitado, em que spikes aleatórios FM gerados por saltos

na fase deterioram a performance da taxa de erro. Outros usos estão na definição do número

médio de spikes ruidosos e de eventos slipping [25, 27], e na determinação do formato dos spikes

ruidosos [28]. E por isso, visando caracterizar estes diversos efeitos, estudos da PCR foram

conduzidos os mais diversos canais: Rayleigh e Rice [29, 30, 31], Hoyt (ou Nakagami-q) [32],

Weibull [33], Nakagami-m [34], η-µ [35] e α-µ [36].

1.4 Objetivos

O principal objetivo desta dissertação é propor um modelo mais abrangente para o sinal

complexo η-µ, generalizando o modelo incialmente apresentado em [11]. Fundamentado em

[10], este novo modelo introduz um novo parâmetro p que se relaciona com a quantidade de

clusters existentes nas componentes de fase e de quadratura. É posśıvel certificar de antemão

que a inclusão do novo parâmetro afetará o comportamento das distribuições de fase e da

envoltória. Posteriormente, estes serão justificados pelo efeito do desbalanceamento de potência

entre os componentes fase e quadratura. A partir destes resultados, uma simplificação no modelo

generalizado η-µ será apresentada com o intuito de obter a condição Gaussiana. Finalmente,

tendo em vista a importância das estat́ısticas de fase, novas formas da PCR serão apresentadas.

1.5 Estrutura da Dissertação

A presente dissertação está estruturada da forma a seguir:

• O Caṕıtulo 2 revisita alguns conceitos e as principais estat́ısticas de primeira e segunda

ordem relativos às distribuições de desvancimento Hoyt, Nakagami-m e η-µ.

• O Caṕıtulo 3 propõe um novo modelo generalizado para ambos os Formatos da distri-

buição η-µ introduzindo um novo parâmetro p que quantiza a distribuição relativa dos

clusters de multipercursos das componentes de fase e de quadratura do sinal.
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• O Caṕıtulo 4 apresenta uma discussão envolvendo o parâmetro p e suas principais im-

plicações no modelo proposto. Também, alguns gráficos serão apresentados para ilustrar

o comportamento do novo modelo de fase e de envoltória.

• O Caṕıtulo 5 introduz uma simplificação no modelo proposto que impõe a condição

Gaussiana na distribuição η-µ. Ainda, o caṕıtulo contém diversos gráficos para ilustrar o

comportamento das FDPs obtidas.

• O Caṕıtulo 6 encerra as contribuições da dissertação introduzindo as estat́ısticas de

segunda ordem, mais especificamente a PCR, para a nova proposta de distribuição η-µ.

Este inclui, também, a condição Gaussiana e gráficos para ilustrar o comportamento da

PCR obtida.

• O Caṕıtulo 7 apresenta algumas considerações finais e sugestões para trabalhos futuros.



Capı́tulo 2
Revisitando as Distribuições de Desvanecimento

O presente caṕıtulo introduz as principais estat́ısticas de primeira e segunda ordem relativas

às distribuições de desvanecimento Hoyt, Nakagami-m e η-µ. A distribuição Hoyt, também

conhecida como Nakagami-q, é uma distribuição comumente utilizada para descrever canais

em condições desvanecidas de curto prazo para comunicações via satélite [4]. A Nakagami-

m é uma distribuição clássica na literatura de comunicações sem fio, utilizada em situações

com desvanecimento moderado. Seu modelo foi apresentado em [6] e, desde então, vem sendo

bastante explorada. Já a η-µ é uma distribuição mais genérica, que apresenta, para algumas

condições particulares, as distribuições de desvanecimento Nakagami-m e Hoyt.

2.1 Distribuição Hoyt

O modelo f́ısico da distribuição Hoyt considera que as componentes fase e quadratura do

sinal são processos Gaussianos de média nula e variâncias arbitrárias. E por isso, o modelo

apresenta como casos especiais as distribuições Rayleigh e Gaussiana Unilateral. Além disso,

as estat́ısticas de Hoyt são utilizadas para descrever a distribuição da amplitude do sinal em

um enlace de satélite em condições de cintilação ionosférica [37, 38]. Outra aplicação incluem a

investigação de desempenho em enlaces sem fio [39, 40, 41, 42].

Pelo modelo f́ısico, dado uma envoltória R, a FDP é denotada por

fR(r) = 2

√

r2

1− b2
exp

(

r2

1− b2

)

I0

(

br2

1− b2

)

, 0 ≤ r < ∞ (2.1)

em que −1 ≤ b ≤ 1 é o parâmetro de desvanecimento Hoyt e I0 é a função modificada de Bessel

de primeiro tipo e ordem zero [43, Eq. 9.6.16].

A FDP da fase Θ é dada por

fΘ(θ) =

√
1− b2

2π(1− b cos(2θ))
, −π ≤ θ ≤ π. (2.2)

Finalmente em [32], a PCR da distribuição Hoyt é obtida como

NΘ(θ) =
1

4π

√

β1 sin
2(θ) + β2 cos2(θ)

σ2
1 sin

2(θ) + σ2
2 cos

2(θ)
(2.3)

5
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em que σ2
i é o desvio padrão das componentes fase e quadratura, e βi é dado em termos da

derivada temporal da função de autocorrelação.

2.2 Distribuição Nakagami-m

2.2.1 Modelo Tradicional

A distribuição Nakagami-m vem sendo amplamente utilizada por ser de fácil manipulação

matemática e representar, de forma adequada, situações reais de desvanecimento. A Nakagami-

m foi proposta de forma emṕırica em [6]. Um modelo f́ısico equivalente foi definido, posteri-

ormente, em [44]. No entanto, o modelo proposto não contemplava a fase do sinal, pois, até

então, considerava-se que esta era uniforme. Assim, [9] demonstrou que a FDP de fase para a

distribuição Nakagami-m é não uniforme e se assemelha às FDPs de fase de Hoyt e Rice. O

método desenvolvido em [9] consiste na obtenção da distribuição conjunta de fase-envoltória não

alterando, portanto, a FDP da envoltória de [44]. Para tal, o sinal complexo Nakagami-m é dado

pela variável complexa N = X + jY , com X e Y indicando, respectivamente, as componentes

fase e quadratura de N . Disto, a envoltória R e a fase Θ são definidas como

R2 = X2 + Y 2 (2.4)

Θ = arg(X + jY ) (2.5)

com

X2 =
m
∑

i=0

X2
i (2.6)

Y 2 =
m
∑

i=0

Y 2
i . (2.7)

As variáveis Xi e Yi são Gaussianas com média zero e variância Ω
m
, e m representa o número de

Gaussianas em fase e quadratura (ou clusters de multipercurso). Com isso, a FDP da envoltória

foi denotada como [44]

fR(r) =
2mmr2m−1

ΩmΓ(m)
exp

(

−mr2

Ω

)

, r ≥ 0, (2.8)

em que Ω = E[R2] é a potência média do sinal recebido, m é o fator de desvanecimento e Γ (·)
é a função Gamma [43, Eq. 6.1.1].

A FDP da fase foi definida como [9]

fΘ(θ) =
Γ(m) |sin(2θ)|m−1

2mΓ2(m
2
)

, −π ≤ θ ≤ π. (2.9)

Finalmente, a PCR do modelo tradicional é dada por [34]
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NΘ(θ) =

√
πfm |sin(2θ)|m−1 Γ

(

m− 1
2

)

2m+ 1

2Γ2
(

m
2

)
(2.10)

em que fm é o desvio Doppler máximo em Hertz.

2.2.2 Modelo Generalizado

Uma expansão do modelo tradicional Nakagami-m foi proposta, posteriormente, em [10].

Neste, o autor acrescentou um parâmetro de fase p que quantiza a relação entre a quantidade

de Gaussianas nas componentes fase e quadratura, alterando significativamente a FDP de fase.

Vale ressaltar que a introdução do parâmetro não afetou em nada no comportamento da FDP

da envoltória. A redefinição do modelo f́ısico permite que o número de componentes Gaussianas

em fase e quadratura apresentem valores diferentes e arbitrários. Portanto, tendo como base as

Equações (2.4) e (2.5) para a envoltória e fase, tem-se que

X2 =

mX
∑

i=0

X2
i (2.11)

Y 2 =

mY
∑

i=0

Y 2
i . (2.12)

As variáveis Xi e Yi, neste caso, são Gaussianas com média zero e variância ΩX

2mX

e ΩY

2mY

, mX

e mY representam, respectivamente, o número de Gaussianas em fase e quadratura, e obedecem

à relação

mX +mY = 2m. (2.13)

Tendo em vista a Equação (2.13), o parâmetro de fase foi definido como

p =
mX −mY

mX +mY

, −1 ≤ p ≤ 1. (2.14)

Quando p = 0, atinge-se a condição balanceada, portanto, o número de Gaussianas nas compo-

nentes fase e quadratura é idêntico. Para p = 1, todas as Gaussianas que formam o processo

Nakagami-m estão concentradas no sinal em fase. Em contrapartida, para p = −1, o processo

está concentrado no sinal em quadratura.

Com isso, a FDP de fase foi obtida como [10]

fΘ(θ) =
Γ(m)

2mΓ
(

m1+p
2

)

Γ
(

m1−p
2

)

|sin(θ)|m−1

|tan(θ)|pm (2.15)

sendo que p é o parâmetro de fase e m é o fator de desvanecimento. Fazendo p = 0 e m = 1, a

Equação (2.15) reduz à FDP de fase derivada no modelo tradicional (Eq. (2.9)).

Diante destes resultados, [10] também caracterizou a taxa de cruzamento de fase como

NΘ(θ) =

√
πfm |sin(2θ)|m−1 Γ

(

m− 1
2

)

2m+ 1

2Γ
(

m1+p
2

)

Γ
(

m1−p
2

)

|tan(θ)|pm
(2.16)
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em que fm é o desvio Doppler máximo em Hertz. Substituindo p = 0, a Equação (2.16) reduz

ao modelo de PCR previamente definido na Equação (2.10).

A introdução do parâmetro de fase, nesta distribuição, permitiu a obtenção de uma simpli-

ficação que garante a condição Gaussiana para uma das componentes fase ou quadratura [10].

A condição Gaussiana é definida como uma redução da expressão da FDP marginal em fase ou

em quadratura à uma função Gaussiana. A prinćıpio, tal condição era alcançada apenas para

m = 1 em ambas componentes, e, com a inclusão do parâmetro de fase, a restrição foi expandida

para todo m > 1
2
[10].

Gaussiana em Fase

Neste cenário, substituindo-se p = 1
m
− 1, a componente em fase do sinal Nakagami-m segue

uma Gaussiana de média nula e desvio padrão Ω
2m

. Assim, a FDP conjunta fase-envoltória e a

FDP marginal de fase são denotadas, respectivamente, por

fR,Θ(r, θ) =
mm |sin(θ)|2m−2 r2m−1

Ωm
√
πΓ
(

m− 1
2

) exp

(

mr2

Ω

)

, r ≥ 0, −π ≤ θ ≤ π (2.17)

fΘ(θ) =
Γ(m) |sin(θ)|2m−2

2
√
πΓ
(

m− 1
2

) , −π ≤ θ ≤ π. (2.18)

E assim, a PCR foi definida por

NΘ(θ) =
fD |sin(2θ)|2m−2

2
√
2

. (2.19)

Gaussiana em Quadratura

Da mesma forma, fazendo-se p = 1 − 1
m
, a condição Gaussiana em quadratura é definida

para todo m > 1
2
. Portanto, a FDP conjunta de fase-envoltória e a FDP marginal de fase são

dadas, respectivamente, por

fR,Θ(r, θ) =
mm |cos(θ)|2m−2 r2m−1

Ωm
√
πΓ
(

m− 1
2

) exp

(

mr2

Ω

)

, r ≥ 0, −π ≤ θ ≤ π (2.20)

fΘ(θ) =
Γ(m) |cos(θ)|2m−2

2
√
πΓ
(

m− 1
2

) , −π ≤ θ ≤ π. (2.21)

Com isso, a PCR resulta em

NΘ(θ) =
fD |cos(2θ)|2m−2

2
√
2

. (2.22)

É interessante lembrar que as Equações (2.17), (2.18), (2.19) (2.20), (2.21) e (2.22) reduzem

ao caso Rayleigh para todo m = 1.
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2.3 Distribuição η-µ

A η-µ é uma distribuição geral de desvanecimento que pode ser aplicada em sinais desva-

necidos com pequenas variações de escala sem linha de visada [8, 11, 45]. Esta distribuição é

composta pelos parâmetros η e µ. O parâmetro µ > 0 descreve a quantidade de clusters de

multipercurso no ambiente. O parâmetro η assume papéis distintos definindo assim dois for-

matos para a distribuição: Formato 1 e Formato 2. No Formato 1, η descreve a razão entre as

potências fase e quadratura. No Formato 2, η descreve a correlação entre componentes fase e

quadratura.

A definição do modelo f́ısico para um sinal complexo η-µ segue o mesmo procedimento

estabelecido para a distribuição Nakagami-m em [9]. Desta vez, no entanto, as componentes

real (X) e imaginária (Y ) são dadas respectivamente por

X2 =

2µ
∑

i=0

X2
i (2.23)

Y 2 =

2µ
∑

i=0

Y 2
i . (2.24)

As variáveis Xi e Yi seguem uma distribuição Gaussiana de média zero e variâncias arbitrárias

σ2
X e σ2

Y . Para o Formato 1, Xi e Yi são processos independentes com variâncias distintas, e

o parâmetro η é dado como η =
σ2

X

σ2

Y

. No Formato 2, Xi e Yi são processos correlacionados e

as variâncias são dadas por σ2
X = σ2

Y = r̂2, e η indica a correlação entre os clusters na forma

η = E[XiYi]
r̂2

.

Desta forma, para uma envoltória R, uma fase Θ e valor RMS r̂ =
√

E[R2], a FDP conjunta

fase-envoltória η-µ é dada por [11]

fR,Θ(r, θ) =
2µ2µh2µr4µ−1| sin(2θ)|2µ−1

(h2 −H2)µr̂4µΓ2(µ)
× exp

(

− 2µhr2

r̂2(h2 −H2)
(h+H cos(2θ))

)

(2.25)

em que h e H são funções de η e assumem relações diferentes para cada Formato, µ = E2[R2]
2V ar[R2]

×
[

1 +
(

H
h

)2
]

, e E[·] e V ar[·] indicam, respectivamente, os operadores esperança e variância.

Assim, as FDP marginais da envoltória e de fase são definidas, respectivamente, por [8, 11]

fR(r) =
4
√
πµµ+ 1

2hµ

Γ (µ)Hµ− 1

2 r̂

(r

r̂

)2µ

exp

(

−2µh
(r

r̂

)2
)

× Iµ− 1

2

(

2µH
(r

r̂

)2
)

, r ≥ 0 (2.26)

fΘ(θ) =
(h2 −H2)µΓ(2µ)| sin(2θ)|2µ−1

22µΓ2(µ)(h+H cos(2θ))2µ
, −π ≤ θ ≤ π (2.27)

sendo que Iν (·) é a função de Bessel modificada de primeiro tipo e ordem arbitrária ν [43, Eq.

9.6.20].

A taxa de cruzamento de fase para o canal de desvanecimento para o Formato 1 é dada por
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NΘ(θ) =
fm

√
πηµ−

1

2Γ(2µ− 1
2
)| sin(2θ)|2µ−1

2
3

2Γ2(µ)[1 + η + (1− η) cos(2θ)]2µ−1
. (2.28)

com fm indicando o desvio Doppler máximo, dado em Hertz.

A distribuição η-µ apresenta como caso especial a distribuição Nakagami-n fazendo µ = m e

η → 0 ou η → ∞, no Formato 1, ou η → ±1, no Formato 2. Para obter a distribuição de Hoyt

(ou Nakagami-q) basta fixar µ = 1
2
, e alterar o parâmetro de Hoyt para b = −(1 − η)/(1 + η)

(ou q2 = η), no Formato 1, ou b = −η (ou q = (1 − η)/(1 + η)), no Formato 2. Outros casos

especiais consistem na distribuição Gaussiana Unilateral fazendo η → 0 ou η → ∞, no Formato

1, ou η → ±1, no Formato 2, e na distribuição de Rayleigh fazendo µ = 1
2
e ajustando η = 1,

no Formato 1, ou η = 0, no Formato 2 [8].

Vale ressaltar, também, que a parte da cauda da distribuição η-µ mostra-se razoavelmente

apropriada para caracterizar sinais de ńıveis baixos, onde o ajuste usando as distribuições co-

nhecidas falham [8]. Ainda, a distribuição η-µ pode ser utilizada para obter uma aproximação

da soma de variáveis Hoyt independentes e não idênticas, e com potência média e ńıveis de

desvanecimento arbitrários [46].

2.3.1 Formato 1

O modelo f́ısico para o Formato 1 contempla um sinal composto de clusters de multipercurso

com ondas propagando em um ambiente não homogêneo. Em cada cluster, os componentes fase

e quadratura do sinal desvanecido são independentes e apresentam potências distintas. Neste

formato, o parâmetro 0 < η < ∞ representa a razão entre potências das ondas dispersadas nos

componentes em fase e quadratura. Neste caso, h = 2+η−1+η
4

e H = η−1
−η
4

. Dentro dos intervalos

0 < η < 1 e 0 < η−1 < 1, a FDP da envoltória apresenta os mesmos valores, portanto, ela é

simétrica em torno de 1.

2.3.2 Formato 2

No Formato 2, o sinal é composto por clusters de multipercurso com ondas propagando em

ambientes não homogêneos. Os componentes fase e quadratura apresentam potências iguais e

são correlacionadas entre si. O parâmetro −1 < η < 1 representa o coeficiente de correlação

entre os componentes em fase e quadratura para cada cluster de multipercurso. Neste caso,

h = 1
1−η2

e H = η
1−η2

. O modelo apresenta um eixo de simetria em torno de 0, para os intervalos

0 < η < 1 e −1 < η < 0.

2.3.3 Relação Entre Formatos

Verifica-se que H
h

= 1−η
1+η

no Formato 1, e H
h

= η no Formato 2. Usando destes artif́ıcios,

infere-se que um Formato é obtido pelo outro aplicando η1 =
1−η2
1+η2

ou η2 =
1−η1
1+η1

, em que η1 e η2
são o parâmetro η para o Formato 1 e o Formato 2, respectivamente.
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2.4 Conclusões

Este caṕıtulo apresentou uma breve descrição das estat́ısticas de primeira e segunda ordem

para as distribuições Hoyt, Nakagami-m e η-µ. Para cada distribuição, foram citadas sua impor-

tância, e algumas aplicabilidades, além da sua relação, caso exista, com as demais distribuições

de desvanecimento. Particularmente, para a Nakagami-m, o modelo f́ısico apresentado consiste

em uma proposta de generalização recente, cenário semelhante à proposição desta dissertação.



Capı́tulo 3
Proposta de Generalização da Distribuição η-µ

Em [11], foi definido um modelo complexo para o sinal η-µ, em que fase e quadratura são

compostos por um número idêntico de clusters de multipercurso. Posteriormente, [10] propôs

um novo modelo generalizado para o sinal complexo Nakagami-m, em cujo modelo f́ısico quanti-

dades diferentes de clusters de multipercurso nas componentes fase e quadratura aparecem. Tal

diferença modificou a distribuição resultante de fase, mantendo, porém, a envoltória Nakagami-

m. Desta forma, a proposta da dissertação consiste na aplicação da mesma lógica de [10] no

modelo complexo η-µ.

Este caṕıtulo generaliza o modelo de desbalanceamento de potência do desvanecimento origi-

nal η-µ para contemplar também o desbalanceamento da presença de clusters de multipercurso

nas componentes fase e quadratura do sinal. O efeito do desbalanceamento é explorado por

meio da introdução de um novo parâmetro p. Sendo assim, deduzem-se a FDP conjunta fase-

envoltória e as marginais correspondentes para fase e envoltória. Vale ressaltar que o modelo

proposto implica em novos comportamentos tanto para a envoltória quanto para a fase.

3.1 Modelo F́ısico

O modelo f́ısico da distribuição η-µ define uma variável complexa

S = X + jY (3.1)

com X e Y denotando, respectivamente, a parte real (ou componente fase) e a parte imaginária

(ou componente quadratura) de S. Desta forma, é posśıvel obter as seguintes relações para uma

dada envoltória R e fase Θ.

R2 = X2 + Y 2 (3.2)

Θ = arg (X + jY ) . (3.3)

E assim, para a proposta de generalização, conjectura-se que

12
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X2 =

2µX
∑

i=1

X2
i (3.4)

Y 2 =

2µY
∑

i=1

Y 2
i (3.5)

Xi e Yi como sendo variáveis Gaussianas com média nula e variâncias arbitrárias σX e σY , e, µX

e µY o número de clusters de multipercurso em fase e em quadratura. Para fins das deduções

que se seguem, supõe-se um número inteiro de clusters (µX e µY ∈ Z>0). Esta restrição é,

posteriormente, relaxada para se terem números reais positivos (µX e µY ∈ R>0). No Formato 1

da distribuição η-µ, Xi e Yi são processos independentes com E[Xi] = E[Yi] = 0, E[X2
i ] = σ2

X e

E[Y 2
i ] = σ2

Y , e o parâmetro 0 < η < ∞ relaciona-se com a razão entre potências entre os clusters

de multipercuso na forma η =
σ2

X

σ2

Y

. Já no Formato 2, Xi e Yi são processos correlacionados com

E[Xi] = E[Yi] = 0, E[X2
i ] = E[Y 2

i ] = r̂2, e o parâmetro −1 < η < 1 relaciona-se com a

correlação entre os clusters de multipercurso na forma η = E[XiYi]
r̂2

.

Com o intuito de facilitar os cálculos envolvidos no desenvolvimento da distribuição fase-

envoltória, definiu-se uma variável genérica Z = sgn(Z)×|Z|, Z2 =
∑2µZ

i=1 Z
2
i , em que sgn(·) é a

função sinal, e Zi é uma variável Gaussiana independente com E[Zi] = 0 e E[Z2
i ] =

ΩZ

2µZ

. Desta

forma, considera-se que Z = X ou Z = Y e seus respectivos parâmetros µZ = µX ou µZ = µY ,

e ΩZ = ΩX ou ΩZ = ΩY . Com isso, fazendo a substituição de variável Wi = Z2
i , tem-se que a

FDP marginal de Wi é dada por [8]

fWi
(wi) =

√

µZ

wiπΩZ

exp

(

−µwi

ΩZ

)

. (3.6)

Desta forma, sabe-se que a transformada de Laplace da FDP fWi
(wi) é

L[fWi
(wi)] =

√

µZ

µZ + sΩZ

. (3.7)

Como Wi é uma variável independente para qualquer valor de i = 1, 2, ..., 2µZ e W =
∑2µZ

i=1 Wi, é posśıvel afirmar que a transformada de Laplace da FDP fW (w) é

L[fW (w)] =

(
√

µZ

µZ + sΩZ

)2µZ

. (3.8)

E assim, fazendo a transformada inversa, obtem-se a FDP de W

fW (w) =
µµZ

Z wµZ−1

Ωµ
ZΓ(µZ)

exp

(

−µZw

ΩZ

)

. (3.9)

Finalmente, realizando novamente a transformação de variável para Z2 = W , obtem-se a

FDP fZ(z)

fZ(z) =
µµZ

Z |z|2µZ−1

Ωµ
ZΓ(µZ)

exp

(

−µZz
2

ΩZ

)

, −∞ < z < ∞ (3.10)

com µZ > 0.
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3.2 Parâmetro p

O parâmetro p é o componente fundamental no desenvolvimento deste novo modelo. Em

prinćıpio, este parâmetro quantifica a distribuição relativa de clusters de multipercurso nas

componentes fase e quadratura, obedecendo à seguinte inequação

−1 ≤ p ≤ 1.

Para p = 0, denominado como condição balanceada, os clusters de multipercurso estão

igualmente distribúıdos em ambas as componentes. A condição desbalanceada, p 6= 0, é definida

para situações em que os clusters encontram-se distribúıdos arbitrariamente nas componentes

fase e quadratura. Desta forma,

p =
µX − µY

µX + µY

. (3.11)

3.3 Formato 1

No Formato 1 da distribuição η-µ, o parâmetro η representa a razão entre potências das

ondas dispersadas nos componentes fase e quadratura. Portanto, a variância para os processos

Xi e Yi é dada, respectivamente, por

σ2
Xi

=
ΩX

2µX

(3.12)

σ2
Yi
=

ΩY

2µY

(3.13)

em que ΩX e ΩY são indicadores de potência denotados por

ΩX =
r̂2

(1 + η−1)
(3.14)

ΩY =
r̂2

(1 + η)
. (3.15)

Para se obter um sinal η-µ no Formato 1, deve-se obedecer às seguintes condições:

µX + µY = 2µ (3.16)

ΩX

ΩY

=
µX

µY

η. (3.17)

Portanto, partindo de (3.11) e (3.16) obtêm-se

µX = (1 + p)µ (3.18)

µY = (1− p)µ. (3.19)
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3.3.1 Distribuição Conjunta Fase-Envoltória

Com isso, ao definir o parâmetro p e suas relações, é posśıvel determinar as FDPs fX(x) e

fY (y). Substituindo-se (3.14) e (3.18) em (3.10) obtém-se

fX(x) =
|x|2µ(1+p)−1 (µ(1 + p)(1 + η))µ(1+p)

(ηr̂2)µ(1+p)Γ (µ(1 + p))
exp

(

µ(1 + p)(1 + η)x2

ηr̂2

)

, −∞ < x < ∞.

(3.20)

A FDP de Y é obtida substituindo (3.15) e (3.19) em (3.10)

fY (y) =
|y|2µ(1+p)−1 [µ(1− p)(1 + η)]µ(1−p)

r̂2µ(1−p)Γ (µ(1− p))
exp

(

µ(1− p)(1 + η)y2

r̂2

)

, −∞ < x < ∞. (3.21)

A FDP conjunta de R e de Θ, fR,Θ(r, θ), é determinada por fR,Θ(r, θ) = |J |fX,Y (x, y), em que

|J | = R é o Jacobiano da transformação X = R cos(Θ) e Y = R sin(Θ). Considerando-se que

os componentes fase e quadratura são independentes, a FDP conjunta de X e de Y , fX,Y (x, y),

é dada por fX,Y (x, y) = fX(x)× fY (y). Assim, com as devidas substituições de variáveis,

fR,Θ(r, θ) =
r4µ−1µ2µ(1− p)µ(1−p)(1 + η)2µ| cos(θ)|2µ(1+p)−1| sin(θ)|2µ(1−p)−1

r̂4µηµ(1+p)(1 + p)−µ(1+p)Γ(µ(1 + p))Γ(µ(1− p))

× exp

(

−r2(1 + η)µ[(1 + p) cos(θ)2 + (1− p)η sin(θ)2]

ηr̂2

)

(3.22)

em que r ≥ 0 e −π ≤ θ ≤ π.

3.3.2 Distribuição de Fase

Dada a FDP conjunta fase-envoltória, integrando-a nos intervalos apropriados, obtém-se a

distribuição marginal ou a FDP de fase para o modelo generalizado

fΘ(θ) =

∫

∞

0

fR,Θ(r, θ) dr

fΘ(θ) =
(1− p)µ(1−p)(1 + p)µ(1+p)ηµ(1−p) |sin(2θ)|2µ−1 Γ(2µ)

(1 + p+ η − pη + (1 + p− η + pη) cos(2θ))2µ| tan(θ)|2µpΓ (µ(1 + p)) Γ (µ(1− p))
.

(3.23)

com −π ≤ θ ≤ π.

Como esperado, no caso balanceado (p = 0), a Equação (3.23) reduz-se à FDP de fase do

modelo original (Eq. (2.27)), portanto, substituindo h = 2+η−1+η
4

e H = η−1
−η
4

, tem-se

fΘ(θ) =
ηµ |sin(2θ)|2µ−1 Γ(2µ)

(1 + η + (1− η) cos(2θ))2µΓ(µ)2
. (3.24)
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Ainda, para µ = m
2

e η = 1+p
1−p

, a Equação (3.23) reduz-se à FDP de fase Nakagami-m

Generalizada (Eq. (2.15)). Além disso, é posśıvel observar que, como em [11], R e Θ são

variáveis correlacionadas. Em outras palavras, as variáveis em destaque não são independentes,

portanto, a relação fR,Θ(r, θ) = fR(r)× fΘ(θ) não é válida.

3.4 Formato 2

No formato 2 da distribuição η-µ, o parâmetro η representa o coeficiente de correlação entre

os componentes fase e quadratura. Sendo assim, efetuando uma rotação apropriada de eixos [8],

os processos Gaussianos correlacionados tornam-se independentes com variâncias

σ2
Xi

= (1− η)r̂2 (3.25)

σ2
Yi
= (1 + η)r̂2. (3.26)

Com isso, tem-se que os indicadores de potência são definidos por

ΩX = 2µX(1− η)r̂2 (3.27)

ΩY = 2µY (1− η)r̂2. (3.28)

Como foi apresentado na seção anterior, para obter um sinal η-µ, deve-se obedecer à equação

(3.16) e, desta vez, à seguinte condição

ΩX

ΩY

=
µX(1− η)

µY (1 + η)
(3.29)

3.4.1 Distribuição Conjunta Fase-Envoltória

Deste modo, substituindo, respectivamente, (3.18) e (3.19), em (3.27) e (3.28) têm-se

ΩX = 2µ(1 + p)(1− η)r̂2 (3.30)

ΩY = 2µ(1− p)(1 + η)r̂2. (3.31)

E assim, as FPDs fX(x) e fY (y) são escritas, respectivamente, como

fX(x) =

[

1

2r̂2(1− η)

]µ(1+p) |x|2µ(1+p)−1

Γ (µ(1 + p))
exp

( −x2

2r̂2(1− η)

)

, −∞ < x < ∞ (3.32)

fY (y) =

[

1

2r̂2(1 + η)

]µ(1−p) |y|2µ(1−p)−1

Γ (µ(1− p))
exp

( −y2

2r̂2(1 + η)

)

, −∞ < y < ∞. (3.33)
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A FDP conjunta de R e de Θ, fR,Θ(r, θ), é obtida por fR,Θ(r, θ) = |J |fX,Y (x, y), sendo

|J | = R o Jacobiano das variáveis de transformação X = R cos(Θ) e Y = R sin(Θ). Novamente,

assumindo que os componentes fase e quadratura são independentes, a FDP conjunta de X e

de Y , fX,Y (x, y), é denotada por fX,Y (x, y) = fX(x)× fY (y), e, com isso,

fR,Θ(r, θ) =
r4µ−1| sin(θ) cos(θ)|2µ−1| tan(θ)|−2µp

22µr̂4µΓ (µ(1− p)) Γ (µ(1 + p)) (1 + η)µ(1−p)(1− η)µ(1+p)

× exp

(

− r2

2r̂2

(

cos2(θ)

1− η
+

sin2(θ)

1 + η

))

(3.34)

para r ≥ 0 e −π ≤ θ ≤ π.

3.4.2 Distribuição de Fase

Finalmente, a FDP de fase, fΘ(θ), é dada por

fΘ(θ) =
(1− η)µ(1−p)(1 + η)µ(1+p)Γ (2µ) | sin(2θ)|2µ−1

22µΓ(µ(1− p))Γ(µ(1 + p))| tan(θ)|2µp(1 + η cos(2θ))2µ
, −π ≤ θ ≤ π. (3.35)

Assim, quando p = 0 (caso balanceado), a Equação (3.35) reduz-se a (2.27) para h = 1
1−η2

e

H = η
1−η2

.

fΘ(θ) =
(1− η2)

µ
Γ(2µ) |sin(2θ)|2µ−1

22µΓ(µ)2(1 + η cos(2θ))2µ
(3.36)

Como em [11], R e Θ são variáveis correlacionadas. Ainda, para µ = m
2
e η = 0, a Equação

(3.35) reduz-se à FDP de fase Nakagami-m definida pela Equação (2.15).

3.5 Relação entre Formatos na Fase

Vale ressaltar que é posśıvel obter as estat́ısticas de fase de um Formato pelo outro realizando

as devidas substituições dos parâmetros η e p. Para se obter a FDP de fase por meio do Formato

1, devemos realizar a seguinte substituição

η1 =
(1− η2)(1 + p)

(1 + η2)(1− p)
(3.37)

sendo η1 e η2 o parâmetro η no Formato 1 e Formato 2. Caso contrário, deve-se substituir o

parâmetro η no Formato 2 por

η2 =
(1 + p)− (1− p)η1
(1 + p) + (1− p)η1

. (3.38)
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3.6 Distribuição da Envoltória

Para se obter a envoltória do sinal complexo η-µ é necessário integrar a distribuição conjunta

fase-envoltória nos intervalos apropriados. Portanto,

fR(r) =

∫ π

−π

fR,Θ(r, θ) dθ

substituindo fR,Θ(r, θ) pelas Equações (3.22) e (3.34) correspondendo ao Formato 1 e ao For-

mato 2, respectivamente. Infelizmente, este procedimento não resultou em nenhuma expressão

fechada. Ao contrário do que ocorreu com o modelo Nakagami-m [10], a introdução do pa-

râmetro p afeta a envoltória do sinal η-µ. Isto é comprovado fazendo-se integração numérica

para valores arbitrários de p, η e µ. Pelos resultados obtidos (disponibilizados no Caṕıtulo 4),

observa-se que a FDP da envoltória é afetada pelos valores de p. Diante deste fato, é possi-

vel afirmar que o presente modelo propõe uma generalização completa para a distribuição de

desvanecimento η-µ.

3.7 Conclusões

Neste caṕıtulo foi apresentado todo o desenvolvimento matemático envolvido na obtenção

do modelo generalizado da distribuição conjunta fase-envoltória η-µ. Para isto, foi introduzido

um novo parâmetro p nas formulações que quantifica a distribuição relativa de clusters de mul-

tipercurso nas componentes fase e quadratura. Sendo assim, foram obtidas diversas formulações

para a nova distribuição conjunta e marginais para ambos Formatos. Também, verificou-se a

extensão da generalização do modelo à distribuição da envoltória de um sinal complexo η-µ.



Capı́tulo 4
Discussão e Gráficos

O caṕıtulo anterior resultou na definição de um modelo generalizado para a distribuição

conjunta fase-envoltória η-µ. Desta forma, novas expressões foram determinadas em termos

parâmetro p. Além de quantizar a distribuição relativa de cluster de multipercursos, uma breve

análise indica uma posśıvel relação entre parâmetro p e a potência dos sinais fase e quadratura.

E assim, neste caṕıtulo, será discutido os efeito do parâmetro p. Também, serão apresentados

alguns gráficos para ilustrar o comportamento da distribuição generalizada da envoltória e de

fase do sinal complexo η-µ. Para isto, será considerado apenas o Formato 1 da distribuição,

pois o mesmo racioćınio poderá ser empregado para o Formato 2.

4.1 Parâmetro p

A questão mais fundamental desta dissertação é o efeito do parâmetro p e como este afeta a

distribuição η-µ. Primeiramente, analisando a equação de p (3.11), observou-se que é posśıvel

relacionar p com os indicadores de potência. Substituindo as Equações (3.17) (Formato 1) e

(3.29) (Formato 2), obtêm-se as seguintes expressões

p1 =
ΩX − ηΩY

ΩX + ηΩY

(4.1)

p2 =
(1 + η)ΩX − (1− η)ΩY

(1 + η)ΩX + (1− η)ΩY

(4.2)

com p1 e p2 indicando o parâmetro p para os Formatos 1 e 2, respectivamente.

A partir destas, infere-se que o parâmetro p, em ambos os Formatos, quantifica o desba-

lanceamento total de potência entre as componentes fase e quadratura. Desta forma, ao fazer

p = 1, toda a potência está concentrada na componente fase, enquanto que para p = −1, a

potência concentra-se na componente quadratura. Diante destas equações, pressupunha-se, de

ińıcio, que o parâmetro η estava, de certo modo, relacionado ao parâmetro p. A conjectura foi,

previamente, levantada devido à relação imposta por η entre potência (Formato 1) ou correlação

dos sinais em fase e quadratura (Formato 2). No entanto, a análise dos gráficos, mostrados logo

a seguir, indicam que esta hipótese não é verdadeira tanto para a fase quanto para a envoltória

do sinal. Esta afirmação é reforçada ao analisar qualquer equação aqui definida. Ainda, vale

19
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ressaltar que a introdução do parâmetro p afetou a relação entre a distribuição generalizada

Nakagami-m [10] e a distribuição η-µ Formato 1. Anteriormente, a redução para a Nakagami-m

estava definida para η = 1. No entanto, com o parâmetro p atuando no desbalanceamento de

potência, a distribuição em questão é obtida para η = 1+p
1−p

. Outra forma de visualizar esta situ-

ação seria pela análise da nova razão entre potências (Eq. (3.17)), anteriormente, dada apenas

por η.

Além disso, a partir de relações simples, as distribuições para componente fase ou para a

componente quadratura podem ser reduzidas à Gaussiana (em detalhes no Caṕıtulo 5). Em

outras palavras, por meio de (3.20) e para p = 1
2µ

− 1, a FDP da componente fase é uma

Gaussiana de média nula e variância σ2 η
1+η

. Da mesma forma, da Equação (3.21) e para p =

1− 1
2µ
, a FDP da componente quadratura é uma Gaussiana de média nula e variância σ2

1+η
. Por

outro lado, a condição Gaussiana não pode ser obtida com a manipulação do parâmetro η. Isto

implica, claramente, que os parâmetros η e p desempenham funções distintas afetando de forma

diversa no comportamento do sinal complexo η-µ.

4.2 Distribuição da Envoltória

Os gráficos a seguir esboçam a FDP da envoltória R normalizada em função de σ
(

ρ = r
σ

)

.

A Figuras 4.1 ilustra o comportamento da envoltória para valores arbitrários de p, η = 0.5

e µ = 0.5. Da mesma forma, a Figura 4.2 demonstra a FDP da envoltória, desta vez, para

µ = 0.5, p = 0.5 e η assume valores arbitrários. Observe que a influência do parâmetro p é

ńıtida e as curvas, apesar da semelhança, se comportam de forma única. Repare, na Figura

4.1, que o aumento de p implica no deslocamento da massa de probabilidade para uma região

mais próxima da origem. E, na Figura 4.2, o crescimento gradual de η impõe, exatamente, a

situação oposta. Vale ressaltar, por esta breve análise, que os parâmetros p e η atuam de forma

distinta na envoltória como um todo. Outro aspecto interessante da envoltória está no aumento

do parâmetro µ associado a p (Fig. 4.1, 4.3 e 4.4). Para µ ≤ 0.5, os picos de amplitude vão

crescendo com o aumento gradual de p (Fig. 4.1 e 4.3). Para µ > 0.5, no entanto, os picos de

amplitude descrescem até determinado valor de p, para, em seguida, crescerem novamente (Fig.

4.4). Este comportamento é justificado pelo fato de uma das componentes fase ou quadratura

passar pela condição Gaussiana.
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p = 0, 0.2, 1/3, 0.5, 0.7, 0.8, 0.9
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Figura 4.1: FDP da envoltória com η = 0.5, µ = 0.5 e parâmetro p variando.

Η = 0.9, 0.8, 0.7, 0.5, 1/3, 0.2
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Figura 4.2: FDP da envoltória com p = 0.5, µ = 1.5 e parâmetro η variando.
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p = 0, 0.2, 1/3, 0.5, 0.7, 0.8, 0.9
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Figura 4.3: FDP da envoltória com η = 0.5, µ = 0.3 e parâmetro p variando.

p = 0.9, 0.8, 0.7, 0.5, 1/3, 0.2, 0
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Figura 4.4: FDP da envoltória com η = 0.5, µ = 1.5 e parâmetro p variando.
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4.3 Distribuição de Fase

Nesta seção, os gráficos serão apresentados em coordenadas cartesianas e polares. Entre-

tanto, a análise para os esboços em coordenadas polares será mais detalhada, pois considera-se

que esta visualização garante uma melhor compreensão do comportamento da distribuição de

fase.

A Figura 4.5 apresenta a FDP da fase com µ = 0.5, η = 0.5 e p variando. Da mesma forma,

a FDP da fase é indicada na Figura 4.9 para µ = 0.5, p = 0.5 e η arbitrário. Reparem em

ambos os cenários que as curvas são obviamente distintas, apesar de que em certas condições elas

demonstram alguma similaridade. O importante, nesta situação, é vislumbrar que os parâmetros

η e p não são equivalentes. As Figuras 4.6 e 4.10 indicam o mesmo comportamento, embora

representados em coordenadas cartesianas.

As Figuras 4.7 e 4.11 mostram situações equivalentes, porém para µ = 1.5. Vale constatar

que para um dado µ e um dado p (Fig. 4.9 e 4.11), a distribuição de fase é quatro-modal,

independetemente de η. Por outro lado, para um dado µ e um dado η (Fig. 4.5 e 4.7), a

distribuição de fase pode passar de quadri- para bi-modal dependendo de p. Isto é justificado

por uma das componentes fase ou quadratura passar pela condição Gaussiana.

A Figura 4.13 (ou na visualização cartesiana Fig. 4.14) mostra a distribuição de fase para

η = 0.5, p = 0.5 e µ variando. Note como o aumento de µ tende a provocar uma maior

concentração da fase em torno de valores espećıficos. Particularmente, na situação indicada,

estes valores são ±π, ±π/2, ±π/4, e ±3π/4. Isto, porém, pode se modificar dependendo de η e

p.

p = 0.9, 0.8, 0.7, 0.5, 1/3, 0.2, 0

-Π�2

Π

-Π

Π�2

0

Figura 4.5: FDP da fase em coordenadas polares com η = 0.5, µ = 0.5 e parâmetro p variando.
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p = 0.9, 0.8, 0.7, 0.5, 1/3, 0.2, 0
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Figura 4.6: FDP da fase em coordenadas cartesianas com η = 0.5, µ = 0.5 e parâmetro p
variando.
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Figura 4.7: FDP da fase em coordenadas polares com η = 0.5, µ = 1.5 e parâmetro p variando.
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Figura 4.8: FDP da fase em coordenadas cartesianas com η = 0.5, µ = 1.5 e parâmetro p
variando.
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Figura 4.9: FDP da fase em coordenadas polares com, µ = 0.5, p = 0.5 e η variando.
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Figura 4.10: FDP da fase em coordenadas cartesianas com, µ = 0.5, p = 0.5 e η variando.
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Figura 4.11: FDP da fase em coordenadas polares com, µ = 1.5, p = 0.5 e η variando.
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Figura 4.12: FDP da fase em coordenadas cartesianas com, µ = 1.5, p = 0.5 e η variando.
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Figura 4.13: FDP da fase em coordenadas polares com, η = 0.5, p = 0.5 e µ variando.
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Figura 4.14: FDP da fase em coordenadas cartesianas com, η = 0.5, p = 0.5 e µ variando.

4.4 Conclusões

Neste caṕıtulo foi comentado alguns pontos interessantes relativos às funções desempenha-

das pelo parâmetro p. Além de quantificar a quantidade relativa de sinais fase e quadratura,

o parâmetro p, também, quantifica os desbalanceamento de potência das componentes. Isto

justifica, de certo modo, os diversos comportamentos das FDPs de fase e da envoltória. Ainda,

a dissociação entre os parâmetros p e η foi um ponto importante da discussão, pois garantiu

a formulação de um modelo generalizado para distribuição η-µ. Desta forma, a introdução do

parâmetro p poderá prover uma melhor acurácia e flexibilidade em situações práticas.



Capı́tulo 5
Condição Gaussiana

A condição Gaussiana de uma distribuição aleatória foi introduzida em [10] para o modelo

generalizado Nakagami-m. Neste caso, a modelagem permitiu que os sinais fase ou quadratura

atingissem uma caracteŕıstica Gaussiana, para todo m > 1
2
. Desta forma, a envoltória do sinal

Nakagami-m permanece inalterada enquanto a fase apresenta um comportamento único e não

uniforme.

Portanto, considerando o que foi proposto para a distribuição Nakagami-m, o mesmo pro-

cedimento será realizado para a distribuição η-µ Formatos 1 e 2. Tal desenvolvimento depende

intrinsecamente da flexibilidade inserida pelo parâmetro p e permitirá, portanto, obter algumas

simplificações para as FDPs de fase determinadas no Caṕıtulo 3. Neste caso, porém, os sinais

fase e quadratura poderão assumir uma caracteŕıstica Gaussiana para todo µ > 1
4
.

5.1 Gaussiana em Fase

Nesta seção, considera-se que o sinal fase está distribúıdo de forma Gaussiana, em outras

palavras, o sinal se encontra no formato

fA(a) =
1

σ
√
2π

exp

(

−(a− µ)2

2σ2

)

(5.1)

sendo que µ e σ2 representam, respectivamente, a média e variância. Assim, partindo das

Equações (3.20) e (3.32), relativas ao Formato 1 e ao Formato 2, respectivamente, infere-se por

inspeção que a condição será alcançada se µ > 1
4
e

p =
1

2µ
− 1. (5.2)

5.1.1 Formato 1

Substituindo (5.2) nas Equações (3.20) e (3.21) obtêm-se as FDPs marginais fX(x) e fY (y)

fX(x) =
(1 + η)

1

2

η
1

2

√
2πr̂2

exp

(

−(1 + η)x2

2r̂2η

)

(5.3)

29
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fY (y) =
(1 + η)2µ−

1

2 (4µ− 1)2µ−
1

2 |y|4µ−2

22µ−
1

2 r̂4µ−1Γ
(

2µ− 1
2

)
exp

(

−(1 + η)(4µ− 1)y2

2r̂2

)

. (5.4)

Reparem que a FDP de X, componente em fase do sinal, segue uma distribuição Gaussiana

de média nula e variância r̂2 η
1+η

. Assim, ao efetuar os procedimentos matemáticos adequados,

tem-se a FDP conjunta fase-envoltória e a FDP de fase, dadas, respectivamente, por

fR,Θ(r, θ) =
r4µ−1(η + 1)2µ(4µ− 1)2µ−

1

2 | sin(θ)|4µ−2

4µr̂4µη
1

2

√
πΓ
(

2µ− 1
2

)

× exp

(

−(η + 1)r2[η(4µ− 1) sin2(θ) + cos2(θ)]

2ηr̂2

)

(5.5)

fΘ(θ) =
Γ(2µ)| sin(θ)|4µ−2(4µ− 1)2µ−

1

2η2µ−
1

2

2
√
πΓ(2µ− 1

2
)[η(4µ− 1) sin2(θ) + cos2(θ)]2µ

. (5.6)

Ainda, as Equações (5.5) e (5.6) reduzem às expressões de Nakagami-m referentes à condição

Gaussiana em fase (Equações (2.17) e (2.18)), para µ = m
2
e η = 1

2m−1
.

5.1.2 Formato 2

Substituindo (5.2) nas Equações (3.32) e (3.33), obtêm-se

fX(x) =
1

√

2πr̂2(1− η)
exp

(

− x2

2r̂2(1− η)

)

(5.7)

fY (y) =
|y|4µ−2

[2r̂2(1 + η)]2µ−
1

2 Γ
(

2µ− 1
2

)

exp

(

− y2

2r̂2(1 + η)

)

(5.8)

Da mesma forma, análogo ao Formato 1, a componente fase (Equação (5.7)) segue uma distri-

buição Gaussiana com média nula e variância r̂2(1 − η). Finalmente, tem-se a FDP conjunta

fase-envoltória e a FDP de fase, dadas, respectivamente, por

fR,Θ(r, θ) =
r4µ−1| sin(θ)|4µ−2

4µ [r̂2(1 + η)]2µ−
1

2

√

πr̂2(1− η)Γ
(

2µ− 1
2

)

exp

(

−r2(1 + η cos(2θ))

2r̂2(1− η2)

)

(5.9)

fΘ(θ) =
| sin(θ)|4µ−2(1− η)2µ−

1

2 (1 + η)
1

2Γ(2µ)

2
√
πΓ(2µ− 1

2
)(1 + η cos(2θ))2µ

. (5.10)

Além disso, as equações derivadas reduzem à Nakagami-m na mesma condição para µ = m/2

e η = 0 (Eq. (2.17) e (2.18)).
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5.2 Gaussiana em Quadratura

Assume-se que o sinal quadratura está distribúıdo de forma Gaussiana, com isso, analisando

as Equações (3.21) e (3.33), infere-se que a condição é obtida se

p = 1− 1

2µ
. (5.11)

5.2.1 Formato 1

A partir de (5.11) é posśıvel obter as FDPs marginais de X e Y para o Formato 2.

fX(x) =
(η + 1)2µ−

1

2 (4µ− 1)2µ−
1

2 |x|4µ−2

22µ−
1

2η2µ−
1

2 r̂4µ−1Γ
(

2µ− 1
2

)
exp

(

−(η + 1)(4µ− 1)x2

2ηr̂2

)

(5.12)

fY (y) =
(1 + η)

1

2

√
2πr̂2

exp

(

−(1 + η)y2

2r̂2

)

(5.13)

Observem que para este caso, a componente em quadratura é uma Gaussiana de média nula

e variância r̂2

1+η
. Consequentemente, efetuando os mesmos procedimentos descritos no caṕıtulo

3, obtem-se a FDP conjunta fase-envoltória, e a FDP marginal de fase.

fR,Θ(r, θ) =
r4µ−1(1 + η)2µ(4µ− 1)2µ−

1

2 | cos(θ)|4µ−2

4µ
√
πr̂4µη2µ−

1

2Γ
(

2µ− 1
2

)

× exp

(

−(1 + η)r2[η sin2(θ) + (4µ− 1) cos2(θ)]

2ηr̂2

)

(5.14)

fΘ(θ) =
Γ(2µ)(4µ− 1)2µ−

1

2η
1

2 | cos(θ)|4µ−2

2
√
πΓ(2µ− 1

2
)[η sin2(θ) + (4µ− 1) cos2(θ)]2µ

(5.15)

Esta são reduzida à condição semelhante para a distribuição Nakagam-m para µ = m
2

e

η = 2m− 1 (Eq. (2.20) e (2.21)).

5.2.2 Formato 2

Novamente, substituindo (5.11) nas Equações (3.32) e (3.33), tem-se

fX(x) =
|x|4µ−2

[2r̂2(1− η)]2µ−
1

2 Γ
(

2µ− 1
2

)

exp

(

− x2

2r̂2(1− η)

)

(5.16)

fY (y) =
1

√

2πr̂2(1 + η)
exp

(

− y2

2r̂2(1 + η)

)

. (5.17)

É importante notar que fY (y) é uma Gaussiana de média nula e variância r̂2(1 + η).

Portanto, a FDP conjunta e a FDP marginal são denotadas por
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fR,Θ(r, θ) =
r4µ−1| cos(θ)|4µ−2

4µ [r̂2(1− η)]2µ−
1

2

√

πr̂2(1 + η)Γ
(

2µ− 1
2

)

exp

(

−r2(1 + η cos(2θ))

2r̂2(1− η2)

)

(5.18)

fΘ(θ) =
| cos(θ)|4µ−2(1 + η)2µ−

1

2 (1− η)
1

2Γ[2µ]

2
√
πΓ(2µ− 1

2
)(1 + η cos(2θ))2µ

. (5.19)

Como no caso Gaussiana em fase, as equações (5.18) e (5.19) reduzem, exatamente, à

Nakagami-m para µ = m/2 and η = 0 nas Equações (2.20) e (2.21), respectivamente.

5.3 Comentários e Gráficos

Os gráficos a seguir foram esboçados para a FDP de fase para o Formato 1 da distribuição η-µ

em coordenadas cartesianas e polares. Apesar das duas representações, a análise será realizada

em termos das curvas ilustradas em coordenadas polares.

A Figura 5.1 apresenta a FDP de fase para a condição Gaussiana em fase para µ = 0.3 e

valores arbitrários de η. Por outro lado, a Figura 5.5 representa a PDF de fase para a condição

Gaussiana em quadratura para os mesmos parâmetros de η e µ. Note que para η diferentes,

ambas as figuras apresentam uma construção semelhante, entretanto, a concentração de fase

ocorre em eixos opostos. Em outras palavras, na Figura 5.1, a fase converge para infinito em 0

e ±π, enquanto na Figura 5.5, a fase converge em ±π
2
. Perceba que este mesmo comportamento

é percept́ıvel nas curvas esboçadas em coordenadas cartesianas para as condições Gaussiana em

fase (Fig. 5.2 ) e em quadratura (Fig. 5.6). As figuras 5.3 e 5.7 apresentam uma carateŕıstica

semelhante. Desta vez, no entanto, η = 0.5 e µ assume valores arbitrários. Para µ > 0.5,

as curvas aparentam uma forma bi-modal bem definida, e a fase se concentra nos pontos ±π
2

(Gaussiana em fase) e, aproximadamente, nos pontos ±π
3
e ±2π

3
(Gaussiana em quadratura).

Porém, estes podem variar dependendo de η. Repare, também, que para µ = 0.5, ambas

componentes X e Y atingem a condição Gaussiana, assumindo um formato oval mais definido.

5.4 Conclusões

Neste caṕıtulo, foi acrescentado mais uma funcionalidade ao parâmetro p. Fazendo uma

simples substituição, o modelo generalizado foi simplificado e reduziu uma das componentes

fase ou quadratura a uma Gaussiana de média nula e desvio parâmetro definido em termos de

η. Desta forma, novas FDPs de fase foram definidas e algumas curvas foram analisadas com o

intuito de verificar o efeito dos parâmetros η e µ.
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Figura 5.1: FDP de fase para a condição Gaussiana em fase em coordenadas polares com µ = 0.3
e parâmetro η variando.
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Figura 5.2: FDP de fase para a condição Gaussiana em fase em coordenadas cartesianas com
µ = 0.3 e parâmetro η variando.
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Figura 5.3: FDP de fase para a condição Gaussiana em fase em coordenadas polares com η = 0.5
e parâmetro µ variando.
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Figura 5.4: FDP de fase para a condição Gaussiana em fase em coordenadas cartesianas com
η = 0.5 e parâmetro µ variando.
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Figura 5.5: FDP de fase para a condição Gaussiana em quadratura em coordenadas polares
com µ = 0.3 e parâmetro η variando.
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Figura 5.6: FDP de fase para a condição Gaussiana em quadratura em coordenadas cartesianas
com µ = 0.3 e parâmetro η variando.
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Figura 5.7: FDP de fase para a condição Gaussiana em quadratura em coordenadas polares
com η = 0.5 e parâmetro µ variando.
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Figura 5.8: FDP de fase para a condição Gaussiana em quadratura em coordenadas cartesianas
com η = 0.5 e parâmetro µ variando.



Capı́tulo 6
Estat́ısticas de Segunda Ordem

Em comunicações sem fio, as estat́ısticas de segunda ordem (ou ordem superior) caracterizam

as variações aleatórias da envoltória e da fase de um sinal desvanecido. Portanto, as estat́ısticas

relativas às variações da envoltória são dadas, por exemplo, pela LCR e pela AFD. Referente à

variação de fase, a estat́ıstica comumente utilizada é a PCR. Tanto para a fase quanto para a

envoltória, estas estat́ısticas foram determinadas em fórmulas fechadas para canais de desvane-

cimento η-µ [35].

Sendo assim, é válido afirmar que o modelo aqui definido pode interferir nas estat́ısticas

de ordem superior devido ao seu envolvimento direto com a distribuição de fase. Portanto, o

objetivo deste caṕıtulo é apresentar novas formulações para as estat́ıcas de segunda ordem de

canais de desvanecimento η-µ, mais especificamente, relativas à PCR.

6.1 Taxa de Cruzamento de Fase

A PCR, indicada por NΘ(θ), é definida como o número médio de cruzamento ascendentes

(ou descendentes) por segundo de um sinal em um ńıvel de fase espećıfico θ. Sendo assim, tem-se

que a PCR é expressa por

NΘ(θ) =

∫

∞

0

θ̇fΘ,Θ̇(θ, θ̇) dθ̇ (6.1)

em que fΘ,Θ̇(θ, θ̇) denota a FDP conjunta da fase Θ e de sua derivada no tempo Θ̇.

Para definir a FDP conjunta, é necessário aplicar a mesma lógica utilizada em [9] e em [35].

Nestes, considera-se que cada componente Z (determinado no Caṕıtulo 3), pode ser reescrita

como Z = S|Z|, em que S = sgn(Z) (sinal de Z), e |Z| segue a distribuição Nakagami-m.

Assim, podemos representar Z = SN , com N denotando a variável Nakagami-m. Realizando

o processo de diferenciação no tempo, obtem-se Ż = ṠN + SṄ . Por representar uma função

sinal, S deve assumir valores constantes ±1, salvo nos instantes de transição (−1 → +1 e

+1 → −1), portanto, infere-se que Ṡ é nulo. Também, |Z| é nulo, pois, Z é constante e os

instantes de transição ocorrem exatamente nos instantes de cruzamento em zero de Z. Todas

estas considerações implicam nas seguintes definições ṠN = 0 e Ż = SṄ . Sabendo que Ṅ

é gaussiano e independente de N [44], infere-se que Ż está condicionado a Z e segue uma

37
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distribuição Gaussiana com os mesmo parâmetros de Ṅ . Com isso, é possivel concluir que Ż é

independente de Z [44]. Desta forma, entende-se que Ẋ e Ẏ seguem uma distribuição Gaussiana

de média nula com desvio padrão π
√
2fmσXi

e π
√
2fmσYi

, respectivamente, sendo fm o desvio

Doppler máximo em Hertz, e, σXi
e σYi

o desvio padrão relativo à distribuição η-µ definido

previamente no caṕıtulo 3. Sendo assim, a FDP conjunta X, Ẋ, Y and Ẏ é denotada como

fX,Ẋ,Y,Ẏ (x, ẋ, y, ẏ) = fX(x)× fY (y)× fẊ(ẋ)× fẎ (ẏ).

No desenvolvimento a seguir, foi considerado apenas o Formato 1. Vale lembrar, no entanto,

que este mesmo procedimento pode ser efetuado para o Formato 2, cuja equações encontram-se

disponibilizadas no Anexo A. Sendo assim, para o Formato 1 da distribuição η-µ, o desvio

padrão de Ẋ e Ẏ é dado por

σẊ = πfm

√

r̂2

µX(1 + η−1)
(6.2)

σẎ = πfm

√

r̂2

µY (1 + η)
. (6.3)

Portanto, a FDP conjunta é definida por

fX,Ẋ,Y,Ẏ (x, ẋ, y, ẏ) =
µ2µ+1(1 + η)2µ+1(1− p)µ(1−p)(1 + p)µ(1+p)(1− p2)

1

2 |x|2µ(1+p)−1 |y|2µ(1−p)−1

2π3f 2
mr̂

4µ+2ηµ(1+p)+ 1

2Γ(µ(1 + p))Γ(µ(1− p))

× exp

(

−µ(1 + η)(1− p)ẏ2

2π2f 2
mr̂

2
− µ (1 + η) (1 + p)ẋ2

2π2f 2
mr̂

2η
− 2µ(1 + η)(1 + p)x2

2r̂2η

)

× exp

(

−2µ(1 + η)(1− p)y2

2r̂2

)

(6.4)

E assim, define-se a a FDP conjunta como fR,Ṙ,Θ,Θ̇(r,ṙ,θ,θ̇) = |J | × fX,Ẋ,Y,Ẏ (x, ẋ, y, ẏ), em que

|J | = R2 o Jacobiano das variáveis de transformação. Reescrevendo X, Y , Ẋ e Ẏ em termos

da envoltória R, da fase Θ e das respectivas derivadas no tempo Ṙ e Θ̇ como X = R cos(Θ),

Y = R sin(Θ), Ẋ = Ṙ cos(Θ) − RΘ̇ sin(Θ) e Ẏ = Ṙ sin(Θ) + RΘ̇ cos(Θ), define-se a FDP

conjunta como

fR,Ṙ,Θ,Θ̇(r, ṙ, θ, θ̇) =
µ2µ+1(1 + η)2µ+1(1− p)µ(1−p)(1 + p)µ(1+p)(1− p2)

1

2 r4µ |sin(2θ)|2µ−1

22µπ3f 2
mr̂

4µ+2ηµ(1+p)+ 1

2 |tan θ|2µp Γ(µ(1 + p))Γ(µ(1− p))

× exp

(

−µ(1 + η)(1 + p)(ṙ cos(θ)− rθ̇ sin(θ))2

2π2f 2
mr̂

2η
− µ(1 + η)(1− p)(rθ̇ cos(θ) + ṙ sin(θ))2

2π2f 2
mr̂

2

)

× exp

(

−µ(1 + η)(1− p)r2 sin2(θ)

r̂2
− µ(1 + η)(1 + p)r2 cos2(θ)

ηr̂2

)

(6.5)

Em condições apropriadas (η = 1+p
1−p

e µ = m
2
), (6.5) reduz de maneira exata ao caso gene-

ralizado Nakagami-m [10, Eq. 25], e, quando p = 0, reduz ao proposto em [35, Eq. 8]. Vale
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ressaltar que por meio de (6.5) e efetuando as devidas integrações, algumas FDPs conjuntas,

exatas e em forma fechada podem ser encontradas. São estas fR,Θ,Θ̇(r, θ, θ̇) e fΘ,Θ̇(θ, θ̇) definidas,

respectivamente, por

fR,Θ,Θ̇(r, θ, θ̇) = exp

(

−(1 + η)µr2 (−6π2f 2
mη

2p+ 6π2f 2
mp+ 3π2f 2

m + 4ηφ2 − 4ηp2φ2)

4π2f 2
mηr̂

2(η + cos(2θ)(−η + ηp+ p+ 1)− ηp+ p+ 1)

)

× exp

(

−(1 + η)µr2 (3π2f 2
mη

2p2 − 2π2f 2
mηp

2 + 3π2f 2
mp

2 + π2f 2
m cos(4θ)(−η + ηp+ p+ 1)2)

4π2f 2
mηr̂

2(η + cos(2θ)(−η + ηp+ p+ 1)− ηp+ p+ 1)

)

× exp

(

−(1 + η)µr2 (3π2f 2
mη

2 + 2π2f 2
mη − 4π2f 2

m cos(2θ) (η2 + (η2 − 1) p2 − 2 (η2 + 1) p− 1))

4π2f 2
mηr̂

2(η + cos(2θ)(−η + ηp+ p+ 1)− ηp+ p+ 1)

)

× 21−2µπ−
3

2 ((1 + η)µ)2µ+
1

2 (1− p)µ(1−p)+ 1

2 (1 + p)µ(1+p)+ 1

2 r4µ |sin(2θ)|2µ−1 |tan(θ)|−2µp

fmr̂4µ+1ηµ(1+p)Γ((p+ 1)µ)Γ(µ(1− p))
√

(η + cos(2θ)(−η + ηp+ p+ 1)− ηp+ p+ 1)
(6.6)

fΘ,Θ̇(θ, θ̇) =
16µπ4µ− 1

2f 4µ
m Γ

(

2µ+ 1
2

)

(1− p)µ(1−p)+ 1

2 (1 + p)µ(1+p)+ 1

2 |sin(2θ)|2µ−1 |tan(θ)|−2µp

22µ−1η−µ(1+p)−1/2Γ(µ(1 + p))Γ(µ(1− p))

× [η + cos(2θ)(−η + ηp+ p+ 1)− ηp+ p+ 1]2µ

Λ2µ+ 1

2

(6.7)

em que Λ é uma variável auxiliar dada por

Λ = 3π2f 2
mη

2 + 2π2f 2
mη − 4π2f 2

m cos(2θ)
(

η2 +
(

η2 − 1
)

p2 − 2
(

η2 + 1
)

p− 1
)

+ 3π2f 2
mη

2p2

−2π2f 2
mηp

2+3π2f 2
mp

2+π2f 2
m cos(4θ)(−η+ηp+p+1)2−6π2f 2

mη
2p+6π2f 2

mp+3π2f 2
m+4ηφ2−4ηp2φ2.

Com isso, substituindo (6.7) em (6.1), tem-se a PCR para a distribuição generalizada η-µ.

Este procedimento, portanto, resultou na seguinte equação

NΘ(θ) =

√
πfmΓ

(

2µ− 1
2

)

(1 + p)µ(1+p)(1− p)µ(1−p)ηµ(1−p)− 1

2 |sin(2θ)|2µ−1

2
3

2

√

1− p2Γ(µ(p+ 1))Γ(µ(1− p)) |tan(θ)|2µp

× (η + cos(2θ)(−η + ηp+ p+ 1)− ηp+ p+ 1)1−2µ. (6.8)

Outra forma de se obter a PCR para o Formato 2 é utilizando a relação entre os Formatos

para estat́ısticas de fase dada pela Equação (3.37).

O processo de verificação de (6.8) foi realizado, primeiramente, substituindo p = 0. Neste,

observou-se que a equação reduz, exatamente, à expressão definida no modelo precedente da

distribuição η-µ (Eq. (2.28)). Em seguida, substituindo µ = m
2

e η = 1+p
1−p

, obtêm-se o caso

generalizado Nakagami-m (Eq. (2.16)), e, em consequência, p = 0 resulta no modelo restrito de

Nakagami-m [9, Eq. (12)]. Finalmente, (6.8) reduz ao caso Hoyt, ao substituir µ = 0.5 e p = 0

(Eq. (2.3)). Neste, a PCR é constante e, portanto, independente do ńıvel de fase θ.
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Alguns gráficos serão apresentados para ilustrar o comportamento da PCR normalizada em

termos de fm (NΘ(θ)/fm). A Figura 6.1, esboça a PCR para valores arbitrários de p, η = 0.5,

e µ = 0.5. A escolha do valor de µ foi proposital, pois, em condições normais, esperaria-se,

como foi comentado anteriormente, uma redução ao Caso Hoyt. Vislumbrando a Figura 6.1,

observa-se a notória influência do parâmetro p na PCR. Para p = 0, a curva se caracterizou de

forma idêntica ao caso Hoyt. Já para p > 0, as curvas apresentam um deslocamento gradual na

amplitude, ou seja, com o aumento de p, os pontos de convergência na amplitude vão reduzindo a

0, para θ = −π
2
ou θ = π

2
. Finalmente, observa-se que as curvas apresentam um comportamento

periódico com peŕıodo π e tendem ao infinito em múltiplos inteiros de π , exceto, obviamente

para p = 0. No modelo precedente da distribuição η-µ, para µ < 0.5 e p = 0, as curvas da PCR

são convexas tendendo ao infinito em múltiplos inteiros de π
2
e a amplitude não ultrapassa a linha

definida em µ = 0.5 [35]. Portanto, para verificar este comportamento, na Figura 6.2, esboçou-

se a PCR para valores arbitrários de p, η = 0.5 e µ = 0.35. Observa-se que a convergência,

nos pontos −π
2
e π

2
, vai se invertendo de infinito para zero. Um comportamento semelhante é

observado se µ = 1.5 (Figura 6.3). Neste, a amplitude da PCR assumindo valores nulos, passa

a tender para o infinito em −π, 0 e π. A Figura 6.4 demonstra o comentado acima por meio de

uma ótica diferente, desta vez, os valores fixos estão em p e η, enquanto µ é variado. Finalmente,

as Figuras 6.5 e 6.6 mostram, mais uma vez, como os parâmetros η e p desempenham funções

distintas, afetando de forma diversa no comportamento da PCR.

p = 0.9, 0.8, 0.7, 0.5, 1/3, 0.2, 0.1, 0

-Π -
Π

2
0 Π

2
Π

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Θ

N
Q
HΘ
L�

f m

Figura 6.1: PCR com η = 0.5, µ = 0.5 e parâmetro p variando.
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Figura 6.2: PCR com η = 0.5, µ = 0.35 e parâmetro p variando.

p = 0, 0.1, 0.2, 1/3, 0.5, 0.7, 0.8, 0.9
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Figura 6.3: PCR com η = 0.5, µ = 1.5 e parâmetro p variando.
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Μ = 3, 2, 1.5

Μ = 1, 0.75, 0.5, 0.35, 0.325
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Figura 6.4: PCR com p = 0.5, η = 0.5 e parâmetro µ variando.

Η = 0.1, 0.2, 1/3, 0.5, 0.7, 0.8, 0.9
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Figura 6.5: PCR com p = 0.5, µ = 0.5 e parâmetro η variando.
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Η = 0.1, 0.2, 1/3, 0.5, 0.7, 0.8, 0.9
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Figura 6.6: PCR com p = 0.5, µ = 1.5 e parâmetro η variando.

6.2 Condição Gaussiana

Como descrito, detalhadamente, no Caṕıtulo 5, a distribuição complexa η-µ apresenta uma

simplificação semelhante à distribuição generalizada Nakagami-m para a condição Gaussiana.

Para obtê-la, basta substituir p = 1
2µ

− 1 (Gaussiana em fase) ou p = 1 − 1
2µ

(Gaussiana em

quadratura) em qualquer estat́ıstica definida nesta dissertação. Seguindo este racioćınio, nesta

seção serão apresentadas a PCR para os modelos simplificados no Formato 1. Também, algumas

curvas serão esboçadas para indicar o comportamento desta estat́ısticas. As expressões para o

Formato 2 encontram-se disponibilizadas no Anexo A.

Realizando o procedimento comentado, tem-se que a PCR para a condição Gaussiana em

fase é dada por

NΘ(θ) =
fmη

2µ−1((4µ− 1))2µ−2Γ
(

2µ+ 1
2

)

|sin(2θ)|2µ−1 |tan(θ)|2µ−1

2
1

2Γ
(

2µ− 1
2

)

[(−4ηµ+ η + 1) cos(2θ) + η(4µ− 1) + 1]2µ−1
(6.9)

Finalmente, a PCR para condição Gaussiana em quadratura é denotada por

NΘ(θ) =
fm(4µ− 1)2µ−2Γ

(

2µ+ 1
2

)

|sin(2θ)|2µ−1 |tan(θ)|1−2µ

2
1

2Γ
(

2µ− 1
2

)

(η − (η − 4µ+ 1) cos(2θ) + 4µ− 1)1−2µ
(6.10)

As figuras 6.7 e 6.8 ilustram o comportamento da PCR para condição Gaussiana em fase e

em quadratura, respectivamente. Notem como PCR para ambas as condições são nitidamente

distintas.
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Μ = 0.45, 0.4, 0.325, 0.3
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Figura 6.7: PCR em Fase com η = 0.5 e parâmetro µ variando.
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Figura 6.8: PCR em Quadratura com η = 0.5 e parâmetro µ variando.
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6.3 Conclusões

Este caṕıtulo introduziu o conceito de estat́ıstica de segunda ordem, especificamente, à

estat́ıstica relacionada à fase do sinal complexo η-µ. Assim, foi desenvolvido novas equações

exatas para PCR que envolvem o conceito de desbalanceamento de sinais fase e quadratura,

representado pelo parâmetro p. Dado, a nova PCR, alguns gráficos foram ilustrados para indicar

o efeito de p para os diversos valores de η e µ. Finalmente, realizando uma simples substituição,

definiram-se formulações da PCR para um modelo simplificado da η-µ, em que se assume uma

condição Gaussiana para os sinais fase ou quadratura.
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Visando aprofundar o conhecimento das estat́ısticas de primeira e segunda ordem para o

sinal de rádio em comunicação sem fio, esta dissertação propôs um modelo generalizado para

a distribuição η-µ. O modelo introduz um parâmetro p que indica a distribuição relativa de

clusters de multipercurso das componentes fase e quadratura. Uma análise mais detalhada

verificou que este, também, quantiza o desbalanceamento de potência entre os componentes

fase e quadratura. Apesar deste fato, os resultados demonstraram que η e p não apresentam

uma relação direta. E assim, a inserção de p implicou na obtenção de um nova distribuição

conjunta de fase-envoltória. Esta, por sua vez, resultou em expressões fechadas da distribuição

de fase nos Formatos 1 e 2 da η-µ. As análises gráficas demonstraram, claramente, a influência

do parâmetro p em tais estat́ısticas. Embora formulações fechadas para a envoltória não foram

encontradas, um estudo numérico associado ao esboço de gráficos indicou que o parâmetro

p também afetava sua a distribuição. De fato, este comportamento contrasta com o modelo

generalizado Nakagami-m para o qual, desbalanceamento de potência não afeta a envoltória

[10]. No entanto, uma análise atenta dos parâmetros da distribuição η-µ mostram que p está

impĺıcito na concepção da distribuição, justificando, assim, a sua influência nas FDPs obtidas.

Diante disso, a validade do modelo foi confirmada ao reduzir as expressões definidas aos casos

especiais: Nakagami-m generalizada e η-µ clássica.

Assim, com o intuito de explorar as diversos cenários impostos pelo parâmetro p, foi proposta

uma simplificação que permite atingir a condição Gaussiana em fase ou em quadratura. Desta

forma, para valores de µ > 1
4
, uma das componentesX e Y reduz a uma distribuição Gaussiana, e

isto porporcionou no desenvolvimento de novas FDPs de fase tanto para o Formato 1 quanto para

o Formato 2. A definição desta simplificação permitiu observar mais uma vez que parâmetros

η e p não estão relacionados, visto que a condição Gaussiana não é obtida manipulando η.

Finalmente, tendo em vista a importância das estat́ısticas de segunda ordem, novas propostas

de PCR foram determinadas. Estas incluem ambos Formatos da distribuição η-µ e as condições

Gaussianas. A influência do parâmetro p foi explorada em diversos gráficos, demonstrando o

potencial do modelo generalizado η-µ. A validade das equações foi constatada ao reduzir as

diversas expressões ao casos especiais Hoyt, Nakagami-m e η-µ clássica.

Uma proposta interessante de trabalho seria a implementação de um simulador para verificar

a validade do modelo. O desenvolvimento do algoŕıtmo de simulação para canais de desvane-

46
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cimento é pouco trivial, pois, em muito deles, o sinal é composto por componentes Gaussianas

não inteiras [47, 48]. Outra proposta seria verificar, em termos práticos, a distribuição generali-

zada η-µ, pois a flexibilidade que p pode prover ainda é desconhecida. Desta forma, um estudo

apropriado dos posśıveis ajustes práticos de p seria conduzido. Finalmente, diante do compor-

tamento da envoltória no modelo generalizado, um posśıvel trabalho futuro seria desenvolver

uma aproximação para a distribuição da envoltória em termo do parâmetro p, e, por meio desta,

realizar estudos relativos às estat́ısticas de segunda ordem, como a AFD e a LCR.
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Apêndice A
Taxa de Cruzamento de Fase – Formato 2

Nesta seção serão apresentados as estat́ısticas de segunda ordem para a distribuição η-µ no

Formato 2. Seguindo os procedimentos listados no Caṕıtulo 6, definiram-se, primeiramente, o

desvio padrão de Ẋ e de Ẏ

σ2
Ẋ
= πfmσ

√

2(1− η) (A.1)

σ2
Ẏ
= πfmσ

√

2(1 + η). (A.2)

Fazendo as devidas substituições, denota-se a FDP conjunta fX,Ẋ,Y,Ẏ (x, ẋ, y, ẏ) por

fX,Ẋ,Y,Ẏ (x, ẋ, y, ẏ) =
(1− η)−µ(1+p)(1 + η)−µ(1−p) |x|2µ(1+p)−1 |y|2µ(1−p)−1

4µ+1π3r̂4µ+2f 2
m

√

1− η2Γ(µ(1− p))Γ(µ(1 + p))

× exp

(

− 1

2r̂2

(

x2

1− η
+

y2

1 + η

)

− 1

4r̂2π2f 2
m

(

ẋ2

1− η
+

ẏ2

1 + η

))

. (A.3)

Assim, reescrevendo X, Y , Ẋ e Ẏ em termos da envoltória R, da fase Θ e das respectivas

derivadas no tempo Ṙ e Θ̇ como X = R cos(Θ), Y = R sin(Θ), Ẋ = Ṙ cos(Θ) − RΘ̇ sin(Θ) e

Ẏ = Ṙ sin(Θ) +RΘ̇ cos(Θ), define-se a FDP conjunta como

fR,Ṙ,Θ,Θ̇(r, ṙ, θ, θ̇) =
r4µ(1− η)−u(1+p)(1 + η)−u(1−p) |sin(θ) cos(θ)|2µ−1 |tan(θ)|−2µp

4µ+1π3r̂4µ+2f 2
m

√

1− η2 Γ(µ(1− p))Γ(µ(1 + p))

× exp

(

− 1

4r̂2π2f 2
m

(

(ṙ cos(θ)− rθ̇ sin(θ))2

1− η
+

(ṙ sin(θ) + rθ̇ cos(θ))2

1 + η

))

× exp

(

− 1

2r̂2

(

r2 cos2(θ)

1− η
+

r2 sin2(θ)

1 + η

))

. (A.4)

Em seguida, integrando a Equação (A.4) nos devidos intervalos, obtem-se as FDPs conjuntas

fR,Θ,Θ̇(r, θ, θ̇) e fΘ,Θ̇(θ, θ̇) dadas, respectivamente, por

52
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fR,Θ,Θ̇(r, θ, θ̇) =
2−2µ−1r4µ (1− η)−µ(1+p) (1 + η)−µ(1−p) |sin(θ)|2µ(1−p)−1 |cos(θ)|2µ(1+p)−1

π3/2fmr̂4µ+1
√

1 + η cos(2θ)Γ(µ(1 + p))Γ(µ(1− p))

× exp

(

r2 (π2f 2
mη

2 cos(4θ) + π2f 2
mη

2 + 4π2f 2
mη cos(2θ) + 2π2f 2

m − η2φ2 + φ2)

4π2f 2
mr̂

2(η − 1)(η + 1)(1 + η cos(2θ))

)

(A.5)

fΘ,Θ̇(θ, θ̇) =
22µ−1π4µ− 1

2f 4µ
m Γ

(

2µ+ 1
2

)

|sin(θ)|2µ(1−p)−1 |cos(θ)|2µ(1+p)−1

(1− η)µ(1+p) (1 + η)µ(1−p)
√

1 + η cos(2θ)Γ(µ(1 + p))Γ(µ(1− p))

×
(

−π2f 2
mη

2 cos(4θ) + π2f 2
mη

2 + 4π2f 2
mη cos(2θ) + 2π2f 2

m − η2φ2 + φ2

(η2 − 1) (η cos(2θ) + 1)

)

−2µ− 1

2

(A.6)

Com isso, substituindo (A.6) em (6.1), encontra-se a equação para a PCR, definida por

NΘ(θ) =
fm

√
π (1− η2)

2µ− 1

2 (1− η)−µ(1+p)Γ
(

2µ+ 1
2

)

|sin(θ)|2µ(1−p)−1 |cos(θ)|2µ(1+p)−1

√
2(4µ− 1)(1 + η)µ(1−p)(1 + η cos(2θ))2µ−1Γ(µ(1 + p))Γ(µ(1− p))

. (A.7)

Para obter a PCR para o Formato 1, basta utilizar a relação entre formatos dada pela

Equação (3.38).

Finalmente, para obter as PCRs nas condições Gaussianas, basta substituir p = 1
2µ

− 1

(Gaussiana em fase) na Equação (A.7), resultando em

NΘ(θ) =
fm(1 + η)

1

2
−2µ (1− η2)

2µ− 1

2 Γ
(

2µ+ 1
2

)

|sin(θ)|4µ−2 (η cos(2θ) + 1)1−2µ

√
2(1− η)

1

2 (4µ− 1)Γ
(

2µ− 1
2

)
. (A.8)

E fazendo p = 1− 1
2µ

(Gaussiana em quadratura), a PCR é denotada por

NΘ(θ) =
fm(1− η)

1

2
−2µ (1− η2)

2µ− 1

2 Γ
(

2µ+ 1
2

)

|cos(θ)|4µ−2 (η cos(2θ) + 1)1−2µ

√
2(1 + η)

1

2 (4µ− 1)Γ
(

2µ− 1
2

)
(A.9)


