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SUMARIO

Neste trabalho, é apresentada uma extensa descrigio do algoritmo dos
blocos deslizantes e de uma técnica de determinagio do espectro de cédigos
de bloco.

Sao descritas as caracteristicas basicas e sao introduzidos os conceitos
iniciais da restri¢do (d, N}. Entédo é aplicado o algoritmo dos blocos deslizan-
tes para procurar codigos (d, V). A técnica de determinacio de espectro de
cddigos de bloco € aplicada sobre os cddigos {d, N) encontrados, bem como
sobre as restri¢des para se verificar os espectros maxentrépicos (de méxima
entropia).

Numa segunda parte, sao determinados limitantes inferiores e tetos nas
taxas assintdticas alcancéveis, dada uma distancia relativa minima de Ham-
ming, auxiliando a busca de codigos em espagos restritos com capacidade de
correcao de erro.




ABSTRACT

This work presents a full description of the sliding block algorithm and
of the Cariolaro-Tronca method for the determination of block code spectra.

The (d, N) constraint basic characteristics and concepts are introduced.
Then the sliding block algorithm is applied to search for (d, N} codes, and
spectra for some {d, N} codes are obtained.

In a second part, lower and upper bounds on the minimum Hamming
distance achievable with RLL and DC-free constraint are described and cal-
culated.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Vérias aplicacdes no campo de transmissdo digital e armazenamento de dados requerem o uso
de cédigos que satisfacam determinadas propriedades espectrais.

Canais de gravacio magnética digital utilizando modulagao por posicéo de pulsos empre-
gam c6digos RLL (runlength limited) para formatar o sinal, limitando o conteddo em baixas
frequéncias para auxiliar a extracdo do relégio e limitando o contetido em altas frequéncias para
reduzir a interferéncia intersimbélica.

Cédigos RLL sao obtidos de restrigdes RLL relacionadas a dois pardmetros (d e k) onde d
e k sio respectivamente o minimo e o méaximo nimero de 0’s entre dois 1’s consecutivos. O
parametro inferior d assegura que transi¢des nao ocorram téo proximas reduzindo a interferéncia
intersimbélica. O pardmetro superior k garante a ocorréncia de transi¢des com uma frequéncia
suficiente para que o sincronismo da informacio possa ser retirado da cadeia de dados.

Seja uma sequéncia x de comprimento n qualquer pertencente a um espago restrito x™.
Diz-se que este espago restrito representa a restricao DC-free de disparidade m se para todo
t < n:

m= xzfgicn SDC(t,x1) — xréleiiln SDC(t,x2)
onde SDC(.) denota a soma digital corrida, dada por:
t

SDC(t,x)=> (2z;~1)  com X = (21,Z2,...,Tn)

i=1
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I < {0, I}

e a disparidade m € a méaxima variagdo da soma digital corrida. Esse confinamento da soma
digital corrida garante um nulo espectral na componente DC do espectro do cédigo [9].

Este trabalho esta dividido em duas partes. A primeira, composta dos Capitulos 2 e 3 esta
concentrada na construgao de cédigos de conformacao espectral, chamados (d, N). A segunda
parte trata de limitantes assintéticos nas taxas alcangdveis de cédigos em espagos restritos
dada uma distincia de Hamming relativa minima é = d/n onde d é a distincia de Hamming
(absoluta) minima e n — oo o comprimento das palavras codigo.

No Capitulo 2 é introduzida a técnica do algoritmo dos blocos deslizantes e alguns conceitos
bésicos sobre capacidade de restrigdes, grafos, teoria de matrizes ndo-negativas e espectro de
cédigos de bloco. |

No Capitulo 3 a restrigio {d, N) é definida e os conceitos apresentados no Capitulo 2 sao
utilizados para a obtencao de cédigos com taxas notaveis, e seus espectros sao avaliados.

No Capitulo 4 sio apresentados os principais limitantes inferiores e superiores sobre as
taxas alcancaveis por codigos corretores de erro em espacos restritos, e no Capitulo 5 eles sao
calculados para as restrigoes RLL e DC-free, e comparados.

No Capitulo 6 sao apresentadas algurnas conclusdes relativas as duas partes do trabalho, e

propostas para futuros trabalhos s&o apresentadas.




Capitulo 2

TECNICA SISTEMATICA PARA
OBTENCAO DE CODIGOS DE
ESTADOS FINITOS

2.1 Introdugao

Informagdes a serem transmitidas em um sistema de banda-base devem ser codificadas em uma
sequéncia de sfmbolos que seja ajustada ao préprio canal. Observa-se que para este tipo de
informacao, meios de gravacao magnética e dptica sdo também considerados de transmissao.
A estrutura de tais codigos € dominada pelo conjunto de imposigoes das caracteristicas do
canal. Os cédigos de comprimento serial limitado RLL (do inglés Runlength Limited) e os
cédigos com componente espectral nula em DC tem tido muita énfase nos iltimos anos, se
ajustando perfeitamente para esta categoria de transmissio. Neste capitulo serd apresentada
uma técnica sistemética para a obtengido deste tipo de codigo que ha até algum tempo era

projetado de maneira nio sistemdtica, ou seja, através de propostas engenhosas (invengdes).
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2.2 Definigoes Importantes

Nesta Secdo serdo apresentadas algumas definicbes importantes para o entendimento deste
assunto. Uma vantagem de se utilizar cédigos de bloco é a facilidade com que eles podem ser
analisados computacionalmente para que suas propriedades sejam comparadas.

Este tipo de cddigo é modelado matematicamente como um sistema que faz parte do con-
junto da dinamica simbdlica, isto é, espacos invariantes ao deslocamento em sequéncias infinitas
de um alfabeto finito de simbolos determinados. O termo sistema dindmico deve-se ao fato de
tais espagos serem compostos por orbitas discretas no tempo, cada d6rbita consistindo de uma
sucessao de sequéncias deslocadas. Tais sistemas sdo chamados sistemas do tipo finito quando
ha uma lista finita de blocos proibidos.

Quando se pode mapear um conjunto X em um conjunto Y (X — Y'), com cada elemento
do conjunto X sendo de comprimento p, e de Y, de comprimento q. A taxa de codificagéo r é
igual a p/q. A entropia topolégica é caracterizada como a taxa de crescimento, com n — oo, do
nimero de cadeias diferentes de comprimento n aparecendo na sequéncia infinita de um sistema
simbdlico. Este sistema Y passara a ser chamado de sistema restrito.

Segundo o teorema de codificagdo sem ruido de Shannon, a codificagio sé € possivel quando
a entropia topologica de X é menor ou igual que a de Y. Shannon chamou Y de canal e sua
entropia topoldgica de capacidade de canal ¢(.5).

Tal sistema pode ser representado por um grafo direcionado finito G com estados V{(G),
ramos E(G), e rétulos L : E — T para algum alfabeto finito £. Um grafo é dito deterministico
se para cada estado v pertecente a V((G), os ramos saindo de v tem rétulos distintos. Todo
sistema restrito tem uma representagdo deterministica [30].

Um grafo GG é dito sem perdas se quaisquer dois percursos distintos com os mesmos estados
inicial e terminal tem rotulacoes diferentes. Note-se que umn grafo deterministico € do tipo sem
perdas. Seja um grafo G e um estado p € V((G), o conjunto seguidor F(u) é o conjunto de
palavras geradas por percursos em G que comegam em .

Pode-se dizer que " € irredutivel ou fortemente conectado se existe um percurso em G,

comegando em p e terminando em v, para todo p,v € V(G). Portanto, uma componente
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irredutivel G’ de G é um subgrafo de G tendo conjunto de estados V(G') cujos ramos E{G"}
vao de V(G') para V(G').

Conhecendo-se o conceito de grafo, pode-se entao conceituar matriz de adjacéncias Ag =
[(AG)u.v], que estd diretamente relacionada a G como sendo uma matriz quadrada | V(G) | x |
V(G) | com entradas (Ag),. dadas pelo nimero de ramos partindo do estado p, e indo para
o estado v. Pode-se notar, a partir do conceito de matriz de adjacéncias e da Figura 2.1, que
(AG)k = Ack. Por definicdo, Ag tem todas suas componentes maiores ou iguais a 0, sendo

entao dita ndo negativa.

11
Ag =

10

21
AL =

11

Uma matriz quadrada ndo negativa é dita irredutivel se e somente se para todo y e v existe
um m tal que (A™),, > 0. Obrigatériamente, G é irredutivel se Ag também o for. Sendo Ag
uma matriz quadrada nfo negativa e n um inteiro positivo, X um vetor inteirc ndo negativo
serd dito autovetor aproximado associado a n, se Ax > nx, com x A0. Ax > nXx significa
que a condicio {Ax}; > {nx},, é vilida para todo i. Relativamente aos autovalores de 4, sao
vélidos os seguintes Teoremas provados em [4], [28] e [30]:

Teorema 2.1 (Perron-Frobenius): Seja A uma matriz ndo negativa e irredutivel:

s O maximo autovalor de A, A{A), temn multiplicidade 1, sendo

mmz Jij €A A)<ma,xz

® Associado a este maximo autovalor existe um autovetor aproximado X, com todas com-

ponentes positivas.

Teorema 2.2 {Perron-Frobenius): Seja G um grafo deterministico representando um siste-
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G 0
1
1
G? 10
01 O o
11

Figura 2.1: Relacao entre Age G

ma restrito S{G), e n um inteiro positivo, entéo:
e c(S) =log A(Ag), onde A(Ag) é o méximo autovalor de Ag.

o ¢(S) > logn <= A(Ag) > n, entdo existe pelo menos um x tal que Agx > nx.

Esses Teoremas sao provados em [{] e [28]

A cobertura de Shannon G5 de um sistemna restrito irredutivel S é um grafo deterministico,
que representa S com o menor nimero de estados. A cobertura de Shannon (g, salvo os
isomorfismos, € o unico grafo deterministico irredutivel que representa S e para o qual os
conjuntos seguidores de estados distintos sao diferentes.

A partir de agora, o sistema restrito S passard a ser chamado de cédigo, e grafo G de
diagrama de transi¢io de estado finito FSTD (do inglés finite state transition diagram).

Um codificador de estados finitos com taxa p : g aceita como entrada blocos de p bits e gera
uma palavra cédigo, de g bits, dependente do bloco de entrada e do estado atual do codificador,

conforme Figura 2.2.

O decodificador € o inverso do codificador, extraindo a sequéncia de estados seguida pelo
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bits bits
B CODIFICADOR [

(ESTADOS)

Figura 2.2: Maquina de Estados Codificadora

codificador ao gerar a sequéncia codificada. Este tipo de decodificador considerado de de-
sempenho razoavel, chamado dependente de estados, aceita como entrada paldvras cédigo de
comprimento ¢ e gera blocos de p bits dependendo do estado interno, que deve ser uma imi-
tacio do codificador. Um erro na entrada deste tipo de decodificador pode causar uma perda
da trilha de sequéncia de estados do codificador, ndo garantindo a extragdo correta da infor-
macio transmitida e com a possibilidade de propagacao ilimitada de erros. Decodificadores que
permitern uma propagacao ilimitada de erros sdo ditos catastréficos. Portanto, o decodificador
necessita ter limitada tal propagacao de erros.

Decodificadores que limitam a propagacao de erros séo ditos ndo-catastréficos. Na prética,
para se ter estes erros limitados na saida, € preferivel se ter um decodificador de janelas deslizan-
tes. Este decodificador, para tomar uma decisao, necessita da palavra cédigo a ser decodificada,
de m palavras anteriores a ela, e de a palavras posteriores. Os simbolos anteriores constituem
a meméria m do decodificador e os posteriores a antecipacio a. Portanto, a janela de decodifi-
cacdo w {do inglés window), é constituida de m+a+1 palavras cédigo, o que limita a ocorréncia
de erros causados por um erro de transmissao a m +a + 1 palavras ou blocos de informacao no
maximo.

Além disso, é desejavel que o cddigo seja eficiente, onde eficiéncia i é a relagao entre a taxa
r do codificador e a capacidade de Shannon ¢(5). Nos anos 60 e 70 [23]-[26] era sabido que
r < ¢ era alcancavel. No entanto, a eficiéncia nio chegaria necessariamente a 100%. Nos anos
80, Adler, Coppersmith e Hassner [28] introduziram uma técnica com a qual foi provado que,

caso a capacidade de Shannon seja um nimero racional ¢(5) = p/q, é possivel se projetar um
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codificador com eficiéncia de 100%.

Quanto a periodicidade, se G? é irredutivel para toda poténcia ¢ > 1, entdo G é dito ape-
riédico ou primitivo. Se G se decompde em q componentes distintas, sendo cada componente
aperiédica, entdo G possui periodo ¢. O periodo de G pode também ser definido como o MDC
(méximo divisor comum) dos comprimentos de todos os ciclos em G, onde um ciclo emn G é um
percurso que comega e termina no mesmo estado.

Exemplo 2.1: Restricao DC-free com disparidede mdzrima m = 3.

(010 0]

1010
Ag =

0101

(0010

101 0|
, 0201
AGE

1020

010 1]

0201
\ 203 0
AG:

030 2

102 0]

(2 0 3 0]
) 050 3
AG:

305 0

030 2
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Pode-se verificar que ndo existem ciclos de comprimento impar, ou seja, [A%];; = 0 parc
todo k fmpar. Portanto conclui-se gue (G tem periodo 2.

Seja R(i) a soma dos elementos de uma linha ¢ de uma matriz A, isto ¢,

define-se grau de saida de G como o menor numero de ramos que partem de um estado de G.

Pode-se verificar que o grau de saida de (7 corresponde a min; R(7).

2.3 Divisao de Estados

Nesta secdo serd descrita a técnica de obtencao de cédigos denominada 7state splitting” ou
divisdo de estados.

Consideremos um FSTD G que represente um sistema restrito S para o qual sera projetado
um cédigo com taxa p: ¢ tal que r = p/g < ¢(5). O primeiro passo para se projetar tal cédigo
¢é analisar a g-ésima poténcia de G, ou de Ag. O caso mais simples seria ¢ ou um de seus
subgrafos, ter grau de safda maior ou igual a 27. Neste caso cada estado geraria para cada

bloco de tamanho p um bloco de tamanho q em §. Isto pode ser verificado caso
A%fu > 2Pu,

onde u ¢ um vetor nao nulo constituido somente de 0’s e 1’s. O subgrafo G', correspondenie
aos estados cujas componentes de u sao todas iguais a 1, satisfaz a condicao de grau de saida
pelo menos igual a 2°.

Exemplo 2.2: Restrigdo DC-free com desbalango m=2, taza r = 1/2, com g = 2

0190
Ag=11 0 1
01 0
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1 01
AL=10 2 0
1 0 1
G 1 1
] 4]
01
G? 11 10
10 01

00
Figura 2.3: FSTD G e G? da restri¢do DC-free com desbalango m=2
p = [0 1 0] satisfaz a condigdo A*p > 2u, portanto a Figura 2.{ mostra o codificador
resultante, conhecido como Manchester. Observa-se que neste case se obtem um codigo com
memdria e antecipugio nulas, ou seja, a janela de decodificagdo € de apenas 1 bloco.

01
G’ 10

Figura 2.4: Codificador de Manchester
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2.3.1 Divisao Basica

O que aconteceria caso ndo fosse possivel se obter um autovetor u positivo composto de 0’s e
1’s? Considerando-se a condicao p/q < ¢{5) satisfeita, é possivel se obter um cédigo, porém
nao de forma tdo simples e direta. Serd necessdrio utilizar técnicas baseadas em diviso de
estados e autovetores.

Seja 7 um estado pertencente a V(@) e E; o conjunto de ramos de E{G) partindo do estado
i. Seja (E}, E?) uma partigdo de E; tal que F; = E} JE? e E} N E} = §, com E} £Qe E} £8.
Seja G' um novo FSTD obtido a partir de G com algumas alteragdes em torno de 7 explicadas
a seguir. Os novos estados ¢; e iy, chamados fithos de 1, sdo resultados da divisao de . As
interconexdes ou ramos de (G que nado envolvem o estado ¢, permanecem as mesmas em G'.
Com ramos que tem relagdo com o estado ¢, a divisdo se dd de acordo com um dos trés casos

que segucnl.

e Caso 1:

Seja um ramo e em G que parte de um estado j # ¢ e termina em 7. Este ramo é duplicado
em (', produzindo um ramo €; para o estado i; e um ramo e; para o estado i, com o

mesmo rotulo como se vé na Figura 2.5.

G G

Figura 2.5: Divisao de Estados, Caso 1

e Caso 2:

Seja um ramo e em G que parte do estado ¢ e termina em j # %, supondo ¢ € E! na
particio de ;. Haverd em G’ umn ramo correspondente de iy para j como se vé na Figura

2.6.
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e
:>©

Ga

12

G

Figura 2.6: Divisdo de Estados, Caso 2

e Caso 3:

Seja e um autoenlace em i e e € E}. Em (' existirao dois ramos partindo de 1 {com o

mesmo rotulo), um para estado 1; e outro para i; como se vé na Figura 2.7.

|

1]

: = .

G G’

Figura 2.7: Divisao de Estados, Caso 3

Pode-se verificar nas Figuras 2.5, 2.6, 2.7 que o sistema de sequéncias geradas por G’ é
o mesmo de . Se G tem antecipacdo e e memdria m, G’ terd no maximo antecipagio a + 1
e memoéria m. Considerando-se que EF # 0 para qualquer £ € {0,1}, entdo se G é irredutivel,
G’ também o serid. Na Figura 2.8 estdo representadas as alteragbes na matriz de transicao de

estados apds a divisdo de estados.

Em geral, um estado 7 pode ser subdividido em N novos estados particionando-se o conjunto
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1 j - »
i1, 1,
] 1.0
A = : a
. [
I, i, ]
- - a
i 1, 1, O
i,| O 0 1, . ¢
Al 1o 1.0
- a

C

Figura 2.8: Matriz de Transicdo de Estados Antes e Depois da Diviséo

E; adequadamente em N subconjuntos. Obviamente tem-se

EFE!=0 VE1=1,2,.N com k#]1

2.3.2 Obtencao de Autovetores Aproximados

A partir do Teorema 2.2 pode-se verificar que:
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A(AG) 2 2
ou
A(A(;’q) 2 QP.

Ainda o Teorema 2.2 garante a existéncia de uma autovetor aproximado v, com componentes

inteiras positivas satisfazendo a desigualdade
ALv > 2Pv (2.1}
Para um ramo e qualquer, onde j é o estado terminal
w(e) = v;.

Entao a desigualdade { 2.1} pode ser escrita como um conjunto de desigualdades, uma para

cada 1:

Z w(e) > 2Pu; (2.2

eckE;
ou seja, a soma dos pesos dos ramos que partem de um estado ¢ deve ser pelo menos 27 vezes

maior que o peso desse estado.

No fluxograma da Figura 2.9, baseado no algoritmo de Franaszek [21]-[30], estd represer-
tado um método sequencial para a obtengao de um autovetor aproximado com as seguintes

propriedades:
e v é 0 autovetor aproximado de (&9 relativo a 27 cuja maxima componente € minima.
e >, v; € minima para tal componente maxima.

Exemplo 2.3: Restricgo RLL com parametros (d, k) = (1,2)
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v= 0
I=1
e= {I1..1]]
q
x= A u
entao senao
y=u i tal que: u(i) =0
0y X0
uir i ud)
i talgue: uw{i)=@
e x(1) - min x() entac serag
wi) i ug
senuo entaio
sal ¥ i=i+1

Figura 2.9: Fluxograma do Algoritmo de Franaszek
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L)

0160
Ag=11 01
100
G 0 0

1
Figura 2.10: FSTD da restricao RLL (1,2)

Tendo em vista que o mdzimo autovalor de Ag €

MAg) = 1,3247

entdo,

c(S) = 0,4057

Serd buscado um codificador para a taza p: g =2 :5, que satisfaca a condigdo de Shannon.

2 1 1
AZ=12 2 1
111

Utilizando o algoritmo de Franaszek mostrado no fluzograma da Figura 2.9, observam-se

os sequintes resultados:
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e =[111]

Azu =
e u' =110

Aru =
s u' =1[010]

AZu =

o U =[2 2 2] ndo satisfaz a condigio poisu’ = {1 1

e u' =[221]

Abu =

e u' =11 21]

o u’ = [3 3 3] ndo salisfaz a condigdo poisu’ = {1 1

o u'=[3 3 2]

[

[}

ot

~1

4

o W b

O W

[ror S S v

1} ndo satisfaz.

ES S ~RE &}

e

11 ndo satisfaz.
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o u' =23 2]
9 8
Ayu= |12 | 2] 12
7 8

s u' ={231
8 8
Agu= {11 | # | 12
6 4

o u = [4 4 4] ndo satisfaz a condi¢do poisu' = [1 1 1] ndo satisfaz.

e u' =[44 3
i 15 ] [ 16 ]
AZu= |19 | # | 16
11 12
o w'=[447 o
14 16
Agu= |18 | # | 16
10 ] ] 8 ]
o ' =1[34 2
12 — _ 12
Atu= |16 | 2 | 16
9 3

Faz-se v = u e ao diminuir-se o autovetor u verifica-se que ndo hd mais nenhum vetor com
componentes menores que satisfaca a desigualdade. Portanto conclui-se que v € um autovetor

procurade, que tem as propriedades jd descritas.
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2.3.3 Divisao de Estados v-consistente

A divisao de estados v-consistente € baseada na divisao de estados descrita anteriormente com
base num autovetor aproximado v obtido de alguma forma (por exemplo, pelo algoritmo de

Franaszek).

Para tanto, basta que a particao de E; satisfaca as seguintes condicoes :

| Ef = Z w(e) > 2Py;, y; inteiro
eEE{

O novo autovetor v’ serd da forma:

, v; sej#i
Uj:

Yp S€ ) = 1x
Portanto o FSTD G’ resultante da divisao de estados v-consistente terd no maximo k — 1

estados a mais que G, onde

A intencd@o de serem feitas divisdes de estados v-consistente baseia-se no fato que para se
obter um codificador implementavel, o autovetor aproximado deverd conter apenas 0's e 1's.
Entao, divisdes v-consistentes sao feitas para que as componentes de v maiores que 1 sejam
subdivididas até se alcancar v com todas as componentes v; € {0,1}.

Exemplo 2.4: Restrigéo RLL com pardametros (d, k) = (1,2)
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Para essa restricao temos

0 1, 0O
Ac=11 0 1o
1, 0 0
Portanto:
2 1o 14
&= | By Zag L |
Iy 1 1.

onde os rotulos subscritos correspondem as sequéncias:

a = 01010
b = (01001
¢ = 00101
d = 00100
e = 10100
£ = 10101
g = 10010

Utilizando o algoritmo de Franaszek temos u como autovetor aprozimado de A% :

u=[34 2]

Os conjuntoes de ramos que partem dos estados de A% sdo

E, = {a41 63: ngdz}

FE, = {343 bs, €2, f3ag4}



Técnica Sistemdtica para Obtencdo de Codigos de Estados Finitos 21

E3 = {623 f3vg4}

onde o0s indices representam os pesos dos respectivos ramos. Como se sabe que o estado de
maior peso tem uma divisdo v consistente relacionada a ele [30], verifica-se que y; = 2 €
Yo = 2 sdo possiveis valores para a divisdo do estado 2.

As partigées

E; = {a4,g4}
E22 = {b3=€2$f3}

satisfazemn as condi¢des

k
| ESli= 3" w(e) > 2%, D y; =0
ecE] J=1

Finalmente temos a matriz de transigoes de estados resultante e o autovetor aprorimado

dados por

Y

Para se obter um vetor com componente maxima 1, sdo necessarias no maximo y_;(v; — 1}
repeticbes do processo de divisao de estados, chegando a um FSTD com 3_; v; estados.

E provado em [30] que uma divisao de estados v-consistente deve ser feita sempre no estado
de maximo peso, ou seja, no estado 7 € V(&) com maxima componente v;, a fim de levar

garantidamente a um cédigo de janelas deslizantes (apés um nimero finito de divisoes).




b
o
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2.4 Fusao de Estados

A técnica de divisao de estados € necessaria para se construir o codificador quando o autovetor
aproximado v nao ¢ constituido somente de 0’s e 1's. Entao deve-se buscar uma maneira de

simplificar o decodificador resultante, reduzindo o nimero total de estados.

A fusio de estados pode ocorrer a qualquer momento apos a obtengao de v se as seguintes

condicoes forem satisfeitas pelos estados 1 e 7, que irao se fundir:

¢ devemn ter o mesme peso, v; = v

¢ deve haver um subconjunto E; [ £; tal que:

HENE = >  w.>2y

e€(E: [\ E;)

Satisfeitas essas condigdes , pode-se dizer que ¢ e j sdo equivalentes, ou pelo menos um

subconjunto suficiente deles 0 é, podendo ento ser fundidos de acordo com a seguinte sequéncia:

1. Eliminar todos os ramos que partem de ¢ e j que ndo pertencam ao conjunte F; (N E;
2. Eliminar todos os ramos que partem de 3.

3. Redirecionar para o estado ¢ todos os ramos que terminam em j.

4. Eliminar o estado j.

As Figuras 2.11 e 2.12 mostram a situacdo de um FSTD G antes e depois da fusio descrita
acima e aplicada no Exemplo 2.5. Este processo mantém a capacidade do FSTD maior ou igual
que a taxa p/q.

Exemplo 2.5: Deseja-se fundir os estados 1 e 2 da Figura 2.11 supondo p=1 ¢ v = {111].

1. I L
Ac=11. 1. 1
1. 1, 0
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Figura 2.11: FSTD genérico

® U} = Uy

o Iy ﬂEg = {a,b} :>” EiNE; |1:2 > 2Py

1. Passo 1: ) )
1. 0 1,
Ag=10 1, L
1. 1z 6
2. Passo 2: . .
1. 0 1,
Ag=10 0 0
1. 1, O
3. Passo 3: . -
i, 0 1
Ag = 0 0 0
2. 0 D
4. Passo 4:

AGf =
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G’ b

[

Figura 2.12: FSTD genérico apos fusao v-consistente

2.5 Avaliagao Espectral de Cdédigos de Bloco

Nesta Secédo, ferramentas sio apresentadas para a avaliagdo das propriedades espectrais de
cbdigos de estados finitos. Aqui é feita uma breve descrigdo do algoritmo para obtengéo de
espectros de cédigos de bloco de Cariolaro e Tronca [5]-{18].

Define-se B = {by}, em um FSTD G, como o conjunto de simbolos de entrada, e ay um

vetor cujas componentes {ay }; correspondem a saida de um determinado estado 1 caso a entrada

seja by, tal que

q -
{ag}i = y_ oyl 7I*
k=0

onde ai é o k-ésimo simbolo de {ay}i, ¢ é 0 comprimento das palavras de {ay };, € ey é a matriz

de transicdes de estados provocadas pelo simbolo de entrada by, isto é,

. 1, se a transigdo (z,7) é provocada por by
ell(z?.?) = L.
0, caso contrario.
Como se deseja calcular em alguns casos o espectro maxentrépico ( de maxima entropia}
de um sistema resirito representado por (G, deve-se determinar a matriz de probabilidades de
transicoes de estados maxentropicas P, dada por

(Pl = S 23)
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onde A é a matriz de transi¢do de estados, A(A) é o méximo autovetor de 4 e v é um autovetor

de A.

Chama-se py © vetor cuja componente {p, }; é a probabilidade de ocorréncia do simbolo by
estando o caminho percorrido no FSTD no estado 7. Ele pode ser obtido a partir da matriz £

maxentrdpica, pela relagio
{pu}: = {P}i;
onde a transicao de ¢ para j é provocada pelo simbolo by.
P, é a matriz de probabilidade de transi¢oes em n passos no FSTD G,

P, =P"

Portanto para n — oo tem-se P, com linhas todas iguais (quando G é primitivo), as quais
determinarmn a probabilidade de transi¢ao para um estado qualquer em regime permanente. Dai
define-se If, vetor de probabilidades de estados em regime igual a uma linha qualquer de Ps.
e D é uma matriz diagonal cujas entradas {D};; = {IT},.

Finalmente define-se a média quadratica (ou espectro de amplitude médio), dos simbolos

de saida, ¢, dada por:

¢ = < pugn > Dall,
k13

Define-se a amplitude média em regime permanente dos simbolos de saida em cada estado.

¢y, por

U

e amplitude média dos simbolos de saida em cada estado, cg, por

cz = Y < puay >
('3
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onde < pyay > € uma operacdo que resulta em um vetor X cujas componentes {x}; =

{pu}i{aul:
Segundo Cariolaro e Tronca [6], hd duas componentes do espectro de poténcia. Uma é

continua, dada por
Se(f) = co + 2R{er(I — P ) (e 1 ~ (P — Pu)) ey (2.4)
onde R representa a parte real e I é a matriz identidade. A outra é discreta, dada por

suf) = (mes)’ 3 8(f - kho). (2.5

k=—00

Como a meédia dos simbolos de saida é sempre nula em codigos balanceados, esse tipo de
cédigo ndo apresentard componente discreta no espectro de poténcia.
Exemplo 2.6: Cddigo DC-free terndrio com disparidade m=3, por simplicidade os simbolos

de saida sdo representados por B = {+,0,—}.

-1 ~1 -1

Figura 2.13: FSTD da restricao DC-free ternario com desbalango m=3

Ag =

[
J—

pd et e D

s DD
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0000

1000
e_:

010 0

(0010

100 0]

0100
€ =

0010

(000 1]

(010 0]

0010
€+:

0001

1000 0|

Tem-se também os seguinies vetores de saidas ay:

a_=1[0 —1 —1 —1]

a5, =[0 0 0 0]

ay, ={1 11 0]
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Calculando o mdzimo autovalor de Ag e um autovetor associado a ele, obfem-se

AAg) = 2,6180

[ _0,3717
—0,6015
—0,6015
| —0,3717

Calculando a matriz de probabilidade de transicées de estados, encontram-se

[ 0,382 0,618 0 0

0,2361 0,382 0,382 0
0 0,382 0,382 0,236
0 0 0,618 0,382 |

p_ = [0 0,236 0,382 0,618
p, = [0,382 0,382 0,382 0,382]
s, = 10,618 0,382 0,236 0]

Portanto ) )
0,1382 0,3618 0,3618 0,1382

0,1382 0,3618 0,3618 0,1382
0,1382 0,3618 0,3618 0,1382
0,1382 0,3618 0,3618 0,1382 |

o que faz

IT=[0,1382 0,3618 0,3618 0,1382]
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Finalmente

Comeo

conclui-se que

isto €, que s6 hd componente continua no espectro que € apresentado na Figura 2.14.

calculam-se

[ 0,1382
0
0
0

i

0 0

0,3618 0
00,3618
0 0

¢ = 0,618

i

0

0
0,1382 |

c1 = ¢[0,0854 ~0,0528 0,0528 0,0854]

2.6 Conclusao

1
ez = 5[0,618 0,146 — 0,146 —0,618]

Sa(f) =0,

29

Neste capitulo foi mostrado que se pode obter um codificador (e seu decodificador correspon-

dente) que utiliza a técnica de blocos deslizantes. Para tanto é necessario calcular a capacidade

de Shannon ¢S} da restricdo desejada e a partir dai escolher uma taxa p : ¢ tal que p/q < ¢(5)-

Entéo determina-se a ¢-ésima poténcia de A, matriz de transicio de estados do FSTD que

representa a restricdo. Com isso obtem-se um autovetor aproximado utilizando o Algoritmo de

Franaszek. Deve-se descartar os estados de peso nulo e buscar componentes irredutiveis. Neste

ponto a fusdo de estados é facultativa, porém sua aplicagao, quando possivel, é de grande valia
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Figura 2.14: Exemplo de Espectro de Amplitude Maxentropico

para a simplificagdo dos processos seguintes. Caso o autovetor aproximado nao seja formado
por 0’s e 1’s, aplica-se a divisao de estados até se obter v = [11..1]. Se possivel aplica-se
novamente a fusido de estados até nao haver mais alternativa de fusdes. Eliminam-se os ramos
em excesso ¢ finalmente atribuem-se rétulos ao codificador.

A distribuicao espectral é importante para fazer uma avaliacao do casamento do especiro
do cédigo com o do canal, que segundo [6] fornece o ganho de desempenhio do sistema. O
algoritmo de Cariolaro-Tronca permite o cdlculo desta distribuicao tanto para codigos de bloco

como para o espaco maxentropico de sequéncias restritas de estados finitos.




Capitulo 3

CODIGOS DE DISPARIDADE
FINITA

3.1 Introdugao

A supressao espectral em baixas frequéncias é obtida geralmente com o confinamento da soma
digital corrida (SDC} de uma sequéncia digital a um nimero finito de estados. Isso tem o efeito
de produzir um nulo na frequéncia f = 0 na densidade espectral de poténcia do sinal, e um
"vale” em torno desse nulo.

Para algumas aplicacdes, como na redugéo de erros causados por filtragem passa-alta inde-
sejada, é aqui implementado um cddigo que aprofunda e alarga o vale espectral sem necessaria-
mente produzir um nulo espectral na componente DC. Grandes desbalancos na restrigao DC-free
podem gerar vales muito estreitos em torno da componente DC, que podem néao ser largos o
suficiente para algumas aplicagbes. Isso motivou a procura de procedimentos de codificacao
que produzissem vales espectrais com formaco definida em termos de largura e profundidade,
sem necessariamente produzir um nulo.

Nesse capitulo, é proposta e discutida umna restricio de estados finitos para esse propdsito
[16]-{18]. Ao invés de restringir a SDC da sequéncia, essa restri¢do confina a disparidade de

qualquer janela da sequéncia, de um dado comprimento (relacionado com a largura do vale), a

31
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um intervalo limitado.

3.2 Supressao Espectral na Componente DC

Considere-se um filiro passa-alta definido pela seguinte fungao de transferéncia

H(fy=1- sinc—}(—, (3.1)
onde
sine(z) = hiled
T
fe= NT = frequéncia de corte
T = duragao do bit
e

N =0,12,..

Uma sequéncia pode ser propriamente descrita como:

z(t) =a, , |t—nT|<T/2, (3.2°

t2
—

com cada g, tomado independentemente de um alfabeto g-ario.
Em se introduzindo algum tipo de restri¢io na sequéncia a,, deseja-se minimizar o erro

produzido pela filtragem passa-alta ( 3.1) em ( 3.2), dado por

m%%
o(t) = S (Nsine(NTA} = 5z Y am, (33

onde ng = t/7T.
Da Equagao { 3.3) segue que 7(t) pode ser limitado pela imposi¢do da seguinte restrigao,

daqui por diante chamada restrigao (d, N):
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I+N~1

| > a.|<d, VI (3.4)

ne=J
Impor essa restrigdo para todo N € equivalente a impor a restrigao DC-free com desbalango

d. Substituindo-se { 3.3) em { 3.4), chega-se a:

d
NT'

| n(t) |< (3.5}

Isso representa uma redugao de 20log(d/N)dB do erro de pico com respeito a sequéncias ir-
restritas {a,}. Como a mesma melhora é obtida com o uso da restrigdo DC-free com desbalance
d, pode-se concluir que a restricdo DC-free é desnecessariamente forte para esse propdsito.

Tanto a restricio DC-free quanto a {d, N) sdo também eficientes na limitagao do erro rms.
que é mais diretamente relacionado a distribuigao espectral. Quando os simbolos {a.} sic

independentes, identicamente distribuidos, e varidveis aleatérias de média zero, o erro rms é

rms — T s 3.6}
Ui INT (3.6)

para {a,} irrestrito.

Em sequéncias restritas DC-free ou {d, N), o erro rms é limitado superiormente pelo erro
de pico dado pela Equacgio ( 3.6). A redugao do erro rms dado pelas duas restrigdes é pelo
menos 20log(d/v/N)dB.

Em resumo, a testricao (d, N) fornece as mesmas reducdes de erro causado por filtragem
passa-alta indesejada que a restrigdo DC-free com desbalanco d, mesmo sendo uma restrigao

mais fraca.

3.3 A Restrigao (d,N)

Seja L,(d,N) o conjunto de todas palavras g-arias de comprimento N (a1a;...an), tal que a
disparidade [2?’;1 Aq(ag-)], com Ag{.) definido em um alfabeto g-ario, tem magnitude maxima

d. O alfabeto binario é {0,1}, com Ay(z) = 2z ~ 1, e o alfabeto terndrio é {—1,0,1} com
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Az(z) = z. Simbolos terndrios sao representados por {—, 0,4} por simplicidade. Seja L;(d, N)

o subconjunto de L,(d, N), com magnitude de disparidade igual a d.

ldA\NT 1] 3] 5] 7] 9 1]

1] 2] 6] 20| 70252 924
3 — | 8| 30| 112 | 420 | 1584
5| — | — | 32 | 126 | 492 | 1914
T — [ — | — | 128 | 510 | 2024
= == | 512 | 2046
11 [[— | — | — | — | — | 2048

[d\N] 2] 4] 6] 8] 10]

0] 2] 6] 20] 70] 252
2 4| 14| 50 | 182 | 672
40— | 16| 62 | 238 | 912
6| — | — | 64| 254 | 1002
8| — | — | — | 256 | 1022
10 || — | — | — | — | 1024

Tabela 3.1: Nimero de Estados para Algumas Restrigbes (d, N) Binarias Antes da Redugao

Transicoes do estado (ayas...an) sdo permitidas somente para estados {az03...anz), onde
é o rétulo da transicdo . Portanto existem no méximo ¢ transicbes de cada estado.

Qualquer janela de comprimento N de uma sequéncia restrita (d, N} é um membro de
L{d, N}, e determina univocamente o conjunto de cadeias permitidas nas posi¢des que a suce-
dem. Portanto uma representacio de estados finitos da restrigao € possivel e pode ser represen-
tada pelos elementos de L{d, N). O numero desses estados, entretanto ¢ muito grande exceto
quando d ou (N —d) é pequeno. Por essa razao, aqui é apresentada a possibilidade de construir

representacdes equivalentes de estados finitos.

3.3.1 Cddigos Bindrios

Um primeiro estdgio de redugéo do nimero de estados € alcan¢ado tomando os dltimos (N —1)

digitos dos elementos de Ly{d, N}, j& que eles determinam univocamente os préximos estados e
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rétulos. Eles formam o conjunto La(d+1, N —1). Para (N - d) par, as seguintes relagdes valer
para o mimero inicial de estados | L,(d, N} | e o nlimero reduzido de estados | Ly(d+1,N -1},

nesse primeiro estagio:

| Lo(d, N) |=| Ly(d+ L, N = 1) | +2 | Lo(d = 1, N = 1) |, (3.7;
| Lo(d+ 1,N =1) |=[ Lo(d + 1, N = 1) | + | Ly(d — 1, N — 1) | (3.8)
[d\N[ 1 [3[5[7 ]9 [1]
1 1 4 14 | 50 | 182 | 672
3 — 1 1 8 | 36 | 148 | 590
b5} —_— | — 11 12 1 66 | 310
7 — | — ] 16 | 104
9 I —|[—[]—]—11720
1 |——]—]—1—11
[d\NJ2]4]6[8]10]
0 1 1 1 1 1
2 116 724192350
4 — | 1 11015067220
6 —— 11114 84
8 el e I I | 18
10 [—|—|—|—] 1

Tabela 3.2: Niimero de Estados para Algumas Restricbes (d, N} Binarias Apds Redugéo

Das Equagdes { 3.7) e ( 3.8), segue-se que | L{(d + 1,N — 1} |<| L{d,N) |. O conjunto
reduzido Ly(d +1, N — 1) é formado pela unido dos sub-conjuntos disjuntos Ly(d+1,N —1)e
Ly(d ~1,N —1). No sub-conjunto Lo{d — 1, N — 1), todas transi¢bes permitidas pela restrigao
(d —1,N — 1) sdo também permitidas pela restri¢do externa (d, N). Portanto, uma segunda
reducao pode ser obtida tendo os elementos de Ly(d — 1, N — 1) representados por seus dltimos

(N — 2) digitos, formando o conjunto:

Loy(d, N —=2) = Ly(d,N = 2){JLy(d = 2,N ~2),
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Repetindo esse procedimento até a exaustao, o conjunto de estados reduzido Z; serad dado

por:

d
Zy={JLy(i +1,N=d+i-1) (3.9

=0

com nimero de estados dado por

N-—71-1

N-d _
3 1

[ Zy =2

1220}

(3.10;

A Tabela 3.1 mostra | L(d, N) |, ou seja, antes da reducdo de estados descrita, ¢ a Tabela
3.2 mostra | Z, | para varios valores de d e N apds a reducdo de estados aqui descrita.
A partir desses estados, é possivel se obter as matrizes de transi¢des com as quals pode-se

determinar a capacidade de Shannon da restri¢do, ¢(S):

(Sany) = logy Amaz{Acig ) )- (3.11)

Com isso ¢ possivel se determinar as capacidades das restri¢des descritas, como mostra a
Tabela 3.3.

Ela sugere que quando N — oc, a capacidade da restricdo se aproxima da capacidade da
restricao DC-free com desbalango m = 2d.

Exemplo 3.1: Restricdo (d, N) = (2,4} bindria

Pode-se representar a lista L2(2,4) por L3(3,3) que € formado pela unido

L5(3,3) = Ly(3,3)J L(1,3).
A lista Lo(1,3) por sua vez pode ser representado por Ly(2,2) tal que:
L5(2,2) = L,(2,2)| ) L2(0,2).

L2(0,2) pode ser representado por Ly(1,1) que € igual @ L,(1,1). Portanto
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[dA\NJ 1] 8] 5[ 7] 9] 11| oof
1 10,6942 | 0,6509 | 0,6374 { 0,6317 | 0,6297 0,5
3 e 10,9468 | 0,9201 | 0,9054 | 0,8965 | 0,8838
5l ——— e 10,9881 | 0,9774 | 0,9693 0,95
7 11609971 10,9933 | 0,972
9 1| 0,9988 | 0,9821
11 10,9876

oo I
[d\NJ 2] 4] 6] 8] 10 oof

0 0 0 0 0 0 0

2 10,8791 | 0,8408 | 0,8241 | 0,8155 | 0,7925

O 10,9752 | 0,9581 | 0,9467 | 0,9276

6 || — e 10,9942 | 0,9878 | 0,9634

8 110,9986 ¢ 0,9779

10 1 10,9852

oo 1

Tabela 3.3: Capacidade de Shannon de Varias Restrigbes (d, N) Binarias
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Zy = Ly(3,3) U L2(2,2) | J Lo(1, 1)

2 2—1
| Zy |=2 -6
1=0 0

L,(3,3) = {000,111}

Como:

L,(2,2) = {00,11}
Ly(1,1) = {0,1},

chamando 0 de estado 1, 1 de estado 2, 00 de estado 3, 11 de estado 4, 000 de estado 5 e 111

de estado 6, tem-se:

[0 1, 16 0 0 O]
o 0 0 1, 0 O
4o |00 0 Lo
b 0 0 0 0 1
0 1,b 0 06 0 0
1, 0 0 0 0 0|

3.3.2 Cdédigos Ternarios

Novamente um primeiro estagio de redugao é alcancado tomando-se os Gltimos (N — 1) digitos
dos elementos de La(d, N). Eles formam o conjunto Lz(d + 1, N — 1}, e como eles determinam
univocamente os préximos estados e rétulos correspondentes, eles sdo uma representacio de

estados finitos suficiente. Entao
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| Ls(d + 1,N = 1) |=| Ly(d + 1, N = 1) | + | Ly(d, N — 1) | + | La(d ~ 1, N —1) |  {3.12)

| Lo(dy NY |=| Ly(d+ 1, N —1) | + | Liy(d, N = 1) | + | La(dy N = 1) | +2 | La(d = L,N = 1) | .
(3.13)

Comparando as Equacgoes { 3.13) e ( 3.16), conclui-se que:

| La(d + 1, N — 1) |<| La(d, N} |, (3.14)

e portanto se tem redugio no mimero de estados.
Ls(d+1, N —1) é a unido disjunta dos sub-conjuntos Ly(d+1,N—1), Ly(d,N—1) e Ls(d—
1, N —1). A restricdo (d, N) néo permite todas transicdes entre elementos de Ly(d+ 1, N —1).

Por exemplo, a restrigdo (1,5) ternaria ndo permite — —~ -+ ser seguido por — — +-.
[N [2[3TE[51%]

0 1 1 1 1 1 1

1 1 3 9 125 |71 201
2 — | 1 | 5 | 17 | 83 | 161
3 — i — 1 1 70271 93
4 — = 11 939
5 — e e | — ] 11
6 — e | — 1 1

Tabela 3.4: Nidmero de Estados Reduzido para Viarias Restrigdes (d, N) Ternarias

Portanto a restricio nao permite todas transi¢des entre os elementos de Ls(d — 1, N — 1).
Porém uma segunda reducio pode ser obtida representando os elementos de L3(d ~ 1, N — 1)

representados por seus dltimos (N — 2) digitos, os quais formam o conjunto:

La(d,N —2) = Ly(d, N ~ 2| JLy(d — 1, N — 2)| JLs(d — 2, N — 2). (3.15)
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Iterando-se esse procedimento até a exaustao, obtem-se o seguinte conjunto reduzido de estados

Zg:

d
Zs=J [La(d~i+2, N =) JLy(d—i+1,N = i)]{JLa(0, N — d), (3.16;

i=1

cuja dimensao é:

2 [md -1 N—i d—it+2+2)
| Zsl=232| > J _ +

i=1 i=0 —14+242; 7

int[ 252 N—i d—i+1+2j T ON—d ) [ 2
+ 2 R |y _ T @
= \d—i+1+2 j = 2] j

onde int[z] representa a parte inteira de z.
A Tabela 3.4 mostra o nimero resultante de estados para alguns valores de d ¢ N. Pode ser

visto que mesmo apds a redugio, o nimero de estados pode ser muito grande quando N > 10.
Exemplo 3.2: Restrigdo (d, N) = (2,4) terndria
Pode-se representar a lista L3(2,4) por La(3,3) que € formado pela unido:

Ls(3,3) = Ly(3,3) U L5(2.3) U Ls(1,3).
A lista L3(1,3) por sua vez pode ser representada por Ls(2,2) tal que

Portanto

Zs = (L3(3,3) U Ls(2,3)) U (L5(2:2) U Ls(1,2) U) L5(0,2)

} Z3 |$ 1?,
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cujos estados sdo:

L3(3,3) = {— = — + + +}
L5(2,3) = {+ + 0,40+,0 + +,— — 0,—0—,0 — —}
L3(2,2) = {——,++}
L5(1,2) = {0~, 0,0+, +0}

L3(0,2) = {00,4+—, —+}

> {d,N)=(1,3)

I

(8, N)=1{(1,5)

98

Figura 3.1: Espectro de Poténcia Maxentrdpico da Restrigio (d, N) Binania
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3.4 Espectro Maxentrépico

Considere o espectro maxentrépico de um processo de Markov definido pela restrigao (d, N).
Para demonstrar a eficacia da geragio de um vale espectral aqui serd obtido o espectro maxen-
trépico da restricao. Quande a taxa de cddigos praticos (de bloco) chega perto da capacidade
de Shannon da restrigdo, seu espectro se aproxima do espectro maxentropico da restricio.

A representacido de estados finitos obtida na seccido anterior define uma matriz de ad-
jacéncias, a partir da qual as probabilidades de transicbes maxentropicas podem ser calculadas
[2]. Essas probabilidades de transicio sdo entao usadas no algoritmo de Cariolaro-Tronca [6]

para calcular o espectro maxentropico da restricao.

T

1
o am=1,2)
AN {d,Ny={1,3)

7 v

2.5 fF 7 @=L

Figura 3.2: Espectro de Poténcia Maxentrépico da Restricdo (d, N) Terniria

Comegando com pequenos valores de d e N, o primeiro caso de interesse é (d, N) = (1, 3).

Nesse caso, uma restricao equivalente é aquela em que o comprimento de corridas de digitos
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iguais € menor que 3. Portanto é equivalente a restrigho RLL com pardmetros {0,1). A Figura
3.1 mostra o espectro maxentropico dessa restrigao.

O préximo caso interessante é quando (d, N) = (1,5}, com capacidade de Shannon ¢(S) =
0,6509, e 14 estados em seu FSTD reduzido. A Figura 3.1 mostra o espectro maxentrépico
calculado que confirma a banda de supressido em torno de DC, e mostra um efeito ripple na
banda passante com picos em frequéncias N™! = 1/5 e suas harmoénicas, o0 mesmo acontecendo
para {d, N) = (1,3) em N7! = 1/5 e suas harménicas. A Figura 3.2 mostra o espectro do caso

ternario para alguns valores de N, com d = 1, ratificando as conclusdes para o caso bindrio.

(d,N}=(1,5)

Figura 3.3: Espectro de Poténcia Maxentrépico da Restricdo (d, N) = (1,5) Reforcada
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3.5 Uma Restricao Reforgada

Os espectros das Figuras 3.1 e 3.2 sugerem que um maior alargamento do vale espectral pode
ser obtido eliminando o pico na frequéncia 1/N. Uma maneira natural de se obter isso é se
retirar da lista L(d, N} de cadeias de comprimento N permitidas, aquelas que jevam a quase
periodicidades com perfodo N na restrigao (d, N).

Exemplo 3.3: Restricdo (d, N) = (1,5) refor¢ada

Utilizando-se a Equacdo { 3.9), pode-se verificar que

Z = L0, ) U Li2.4)

Como

L,(1,3) = {001,010,100,110,101,011}
L,(2,4) = {0001,0010,0100,1000,1110,1101,1011,0111},

jd que se deseja impedir a ocorréncia das sequénctas 11100, 00111, 00011 e 11000, o que se
deseja € impedir as sequéncias 000 e 111 na restrigdo (d, N) = (1,5). Portanto, deve-se retirar
1000, 0001, 0111 e 1110 da lista L,(2,4), restando 10 estados. Mais redugio € alcancada
fundindo-se os estados 100 e 0100 por eles serem seguidos pelo mesmo conjunto de cadeias

(conjunto sequidor), € 011 com 1011 pelo mesmo motivo. Resullam portanto 8 estados,

V(G) = {001,010,100,110,101,011,0010,1101}
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e tem-se a matriz de transigdo

¢ 0 0 0 0 1, 1, O
g0 0 1, 6 1, 0 0 90
I, 0 06 6 0 0 0 0
0 6 0 0 16 0 0 1,
Ag =
0 1, ¢ 0 0 1, 0 0O
0 0 0 1, 0 ¢ 0 ©
6 0 ¢ 0 1 0 0 0
0 1, 0 0 o 0 0 O
2 I oy Ly ;
1.8 1 / T3 Taxa 5/9 }
1.6 f‘ “\‘ 7
1.4 T ‘f; ‘!\\ -
H ‘\‘ DC-free m=f
1.2 | 7 - -
.1. - /’J \\\ -
0.8 | -
0.6 -
O . 4 - ’,J’ ‘\\\ —
0.2 F [ RN
0 [/ i i 1 1 N
0 0.2 .4 0.6 0.8 1

Figura 3.4: Espectro do Cédigo (d, N) = (1,5) Taxa 5/9

Isso tem o efeito de reduzir a capacidade de Shannon, no caso do exemplo acima para
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Saida/Préximo Estado
Entrada | Estado A | Estado B | Estado C | Estado D
0 106 A T4 A 42 A 26 A
1 90 A 6 A 44 A 20 A
2 89 B 84 A 52 A 25 B
3 90 B 82 A 50 A 37B
4 101 B 85 B 53 B 21 B
5 106 B 74 B 42 B 26 B
6 106 B 86 B 41 B 22 B
7 102 B 82 B 50 B 38 B
8 89 C 75 D 43 D 25 C
9 90 C 83 D 51D 37C
10 101 C 85 C 53 C 21 C
11 106 C 74 C 42 C 26 C
12 105 C 86 C 41 C 22 C
13 102 C 7T D 45 D 38 C
i4 101 D 85 D 53D 21D
15 107D 77 C 45 C 37D

Tabela 3.5: Codificador da Restricdo (d, N) = (1,5) Reduzida com Taxa 4:7

46
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e{8) = 0,5973, e mudar o espectro maxentrépico da Figura 3.1, para a Figura 3.3, onde a

supressao esperada do primeiro pico espectral é confirmada.

3.6 Cobdigos de Janelas Deslizantes

As restricoes propostas nas segdes anteriores sio satisfeitas desde que cada sequéncia restrita
tenha todas suas janelas de comprimento N contida em uma hista finita. Isso é uma carac-
teristica de uma restricao do tipo finito. Fol provado que codigos com taxas p: g, com pegq
inteiros positivos, podem ser obtidos desde que p/¢ néo seja maior que a capacidade de Shannon
da restricio . O cdédigo resultante pode necessitar de um decodificador de janelas deslizantes,
onde a decodificacido de uma palavra cédigo necessita da leitura de palavras subsequentes em
uma janela de decodificagdo de comprimento finito [28] e [30].

Nesta secio fol usado o algoritmo de divisdo de estados para procurar cédigos que respeitas-
sem a restricio (d, N) = (1,5) reforcada descrita na seccdo anterior. Como sua capacidade de
Shannon ¢(S) = 0,5973, foram procurados cédigos com taxas 1/2, 5/9 e 4/7, e para a restricao
original, (d, N} = (1,5), foi buscada a taxa 3/5.

Em geral, o algoritmo possui um conjunto de solu¢bes muito grande, pois pode haver muitas
escolhas de particbes que suportam divisdes de estados v-consistente, e também por se ter umn
mimero excessive de ramos a serem eliminados. Porém essa escolha pode ser guiada de tal
maneira a se reduzir ao maximo o numero de estados para um dado autovetor aproximado.
Fssa técnica fol entao usada para se obter, para cada taxa p: ¢, um FSTD para a restricao em
g blocos com grau de saida pelo menos 27 em cada estado, e com nimero minimo de estados.
O numero de estados esta relacionado com a complexidade do codificador, e o decodificador
tem sua complexidade influenciada também pelo comprimento da janela de decodificacio .

As Tabelas 3.5, 3.7e 3.9 mostram os codificadores dos cédigos (d, N) = (1,5) reduzidos nas
taxas 4/7 e 5/9 e da restricdo original com taxa 3/5 respectivamente, enquanto as Tabelas 3.6
e 3.8 3.10 apresentam suas respectivas arvores de decodificacdo. Na Tabela 3.11 é mostrada
uma arvore de decodificagido genérica.

As Figuras 3.4 e 3.5 mostram comparagdes entre os espectros dos codigos obtidos pelo



s
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método de janelas deslizantes com o maxentropico da restricao DC-free com disparidade m = 4.

A Figura 3.7 mostra os vales em dB. A Figura 3.6 mostra o espectro da restricao (d, N) = (1,5}

original com taxa 3/5.

A, = {89,90,101,102, 105,106,107}

Ap = {74,75,76,77,82,83,84, 85,86}

Ac = {41,42,43, 44, 45,50,51,52, 53}
Ap = {20,21,22,25,26,37,38)

90 89 25 |[ 2153 85101 |[ 26 42 74 106 37 38 102
A | Ap A A6 [ Ac |[As [Ac [Bp [ A4 As [ Ac |[As [Ac [ Ap |[As [ Ac
(T 1379 2]sj[4fwf1a]fofs [ 3]9[15] 7]13]

22 41 86 105 50 82 45 77
Ap | Ac |[B4]Apl|Ac|Ap
(6] 12 J[ 3817 15]13]

2074476 |[ 5284 ][ 43 75 || 51 83 |{ 107 |
Lol b2 Jes Jie Jlis

Tabela 3.6: Arvore de Decodificacio da Restricao (d, N) = (1,5) Reduzida com Taxa 4:7
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Saida/Préximo Estado
Entrada | Estado A | Estado B | Estado C | Estado D | Estado E
0 330 B 172 A 172 A 86 B 330 B
1 342 B 178 A 178 A 90 B 342 B
2 346 B 180 A 180 A 102 B 346 B
3 358 B 358 B 154 B 154 B 202 B
4 362 B 362 B 150 B 150 B 208 B
5 406 B 204 A 204 A 106 B 214 B
6 410 B 210 A 210 A 166 B 166 B
7 422 B 212 A 212 A 170 B 170 B
8 341 C 300 A 300 A 89 C 341 C
9 345 C 306 A 306 A 101 C 345 C
i0 357 C 357 C 1533 C 153 C 297 C
11 361 C 361 C 149 C 149 C 213 C
12 405 C 308 A 308 A 105 C 300 C
13 409 C 332 A 332 A 165 C 165 C
14 421 C 338 A 338 A 169 C 169 C
15 425 C 340 A 340 A 181 C 181 C
16 330 E 171 D 171 D 86 E 330 E
17 342 E 173 D 173 D 90 E 342 E
18 346 E 179 D 179 D 102 E 346 E
19 358 E 358 K 14 FE 154 E 202 B
20 362 E 362 E 150 E 150 E 208 E
21 406 E 203 D 203D 106 E 214 E
22 410 E 200D 200 D 166 E 166 E
23 422 E 211 D 211 D 170 E 170 E
24 341 E 299 D 209 D 89 FE 341 E
25 345 B 301 D 301 D 101 E 345 E
26 337 E 35T E 153 E 153 E 297 E
27 361 E 361 E 149 E 149 FE 213 E
28 405 E 307D 307D 105 E 309 E
29 409 E 331 D 331 D 165 E 165 E
30 421 E 333D 333D 169 E 169 E
31 425 E 339 D 339D 181 E 181 E

Tabela 3.7: Codificador da Restricdo (d, V) = (1,5) Reduzida com Taxa 5:9
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Apc = {149,150,153, 154,171, 172,173,178, 179, 180, 203, 204, 205, 210, 211, 212,
362, 361, 358, 357, 340, 339, 338, 333, 332, 331, 308, 307, 306, 301, 300, 299}
Ag = {165,166, 169,170, 181, 202, 213, 214, 346, 345, 342, 341, 330, 309, 298, 297}

86 330 90 342 102 346 154 202 358 || 150 298 362 || 106 214 406
Apc |Ap || Apc [ Ap || Apc | Ap || Ape | Ag || Apc| A |[Asc | Ag
o T L [m)e w8 [t w5 o]
166 410 170 422 89 341 101 345 153 297 357 |1 146 213 361
Apc | Ap || Apc [As || Apc | Ag || Ao | Ae || ABc | Ap || ABc | Ag
[6 J2oj[ 7 J23 ][ 8 [24][ 9 |25 10 | 26 | 11 | 27 |
105 309 405 165 409 169 421 181 425
172 || 178 || 180 2
Apc | Ag |l Apc | Ap || Ao | Ap || Asc | Ag 172 ) | (204 ][ 210 ][ 21 E
i

T s[5 o] [ b etttz e JLe LT

(300 |[ 306 ][ 308 ][ 332 ][ 338 ][ 340 |[ 171 |[ 173 ][ 179 ]{ 203 ][ 205 || 211 ][ 299 ]| 301 |

(8 ][ 9 )12 (13 ][ 1] 15 (16 ) 7 |(18 J[ 21 ][ % ][ ][ 2t ][ %]

[ 307 || 331 || 333 | 339 |
[ 28 |[ 29 || 30 || 31 |

Tabela 3.8: Arvore de Decodificacao da Restricao (d, N) = (1,5) Reduzida com Taxa 5:9

Saida/Proximo Est.
Informacao | Est.A | Est. B | Est. C { Est. D | Est. E | Est.F | Est.G | Est.H
0 20A | 11 B 10B | 21 A I0B |21 A | 20A | 11B
1 20 E 11E 10E 21 E 10E |21 E | 20E | 11 E
2 20F | 11F 0F | 21F OF (| 21F | 20F | 11 F
3 12E | 19E | 25A 6B 6B {25A | 12E ; 19E
4 12F | 19F 25 C 6D 6D 125C 1 12F { 19F
5 1I8E | 13E 24 A 7B 22A | 9B | 24A | 7B
6 iI8F { 13F 24 C 7D 22E | 9E {24C | 7D
7 28 G 3H 26 G 5H 266G | 5H | 286G | 3H

Tabela 3.9: Codificador da Restricio {(d, N) = (1,5) com Taxa 3:5
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Aap = {3,11,12,13,18,19,20, 28}

Ac = {10,24, 25,26}
Ap = {5,6,7,21}
Ap = {6,10,22,26)
Ap = {5,9,21,25}

10,11,20,21

12,19 6 25

13,18

9,22

24

Aap | Dp | Ar

Ap L Ap || A [Ap || As | Ac

Ag | Ap

A | Ag

Aa | Ac

|

o [ 1]2) 31434 3[4)5]6j5][61]5]F6]

Ap

=
yh)
n

Tabela 3.10: Arvore de Decodificacio da Restricao (d, N} = (1,5) com Taxa 3:5

Simbole Decodificado

Préximo Simbolo l Proximo Simbolo % Proximo Simbolo

Simb. Decod. [ Simb. Decod. {

Simb. Decod. [

Tabela 3.11: Arvore de Decodificagao
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Figura 3.5: Espectro do Cédigo (d, N) = (1,5) Taxa 4/7
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Figura 3.6: Espectro do Cédigo (d,N) = (1,5) Taxa 3/5
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Capitulo 4

LIMITANTES DA CAPACIDADE
DE CORRECAO DE ERROS DE
CODIGOS EM ESPACOS
RESTRITOS

4.1 Introducgao

Cédigos para transmisséo em banda-base e gravagao devem ser construidos de tal forma a serem
casados com o canal. Tais cédigos podem ter capacidade de correcao de erros, desde que seja
mantida uma distancia minima de Hamming entre as palavras pertencentes ao alfabeto restrito.
As méaximas taxas alcancaveis, para uma determinada distancia relativa § = d/n onde d €
a distancia minima de Hamming e n o tamanho do bloco, ndo sao conhecidas. Dai o interesse
em estudar pisos (limitantes inferiores) e tetos (limitantes superiores) para essas taxas. O piso
é um valor para o qual podemos afirmar que existe pelo menos um cdodigo cuja taxa o supera.
O teto é um valor para o qual se afirma nao existir nenhum cédigo com taxa que o supere.
Gilbert e Varshamov provaram, independentemente, que um limitante inferior das taxas

alcangaveis a uma dada distancia relativa R{é) poderia ser obtido do méximo volume das
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esferas de Hamming restritas. O centro desta méxima esfera é a palavra x cujo conjunto de
palavras pertencentes ao espago restrito com distancia de Hamming menor ou igual a d — 1
tern maximo nimero de elementos. Apds isso Kolesnik e Krachkovsky [46] provaram que nessa
relacdo poderia ser usada a esfera de volume médio, dando incentivo a outros trabalhos na drea.

Limitantes superiores tem tido pouco estudo nos iltimos anos. Porém em [42] héd uma
generalizacdo do limitante superior de Plotkin [39] combinado com o de Hamming, que pode

ser aplicada na restricao DC-free, como sera visto.

4.2 Definigoes

Nessa Se¢do serao feitas algumas defini¢bes relativas a espagos restritos e esferas de Hamming.
Tais definicoes foram desenvolvidas inicialmente para o espaco irrestrito, tendo sido entao es-
tendidas para o caso restrito.

Superficie esférica de Hamming (ou simplesmente superficie esférica Sg(v,d)) é definida
como o numero de sequéncias de comprimento n pertencentes ao espaco restrito S cuja distancia
a uma palavra de referéncia v {centro da esfera) é d (raio da superficie esférica).

A partir do conceito de superficie esférica, pode-se definir volume da esfera de Hamming
Vs{v,d) de raio d e centro v em um espago restrito § que é o resultado da soma de todas

superficies esféricas de raio r entre 0 e d,

Vs(v,d) = Zd: Ss(v,d) (4.1)

Portanto, volume da esfera média de Hamming é a média aritmética dos volumes de todas

esferas cujos centros v pertencem ao espago restrito S,

Viedd) = | S 7 30 Vslv, d) (4.2)

veES

Definimos também as taxas assintéticas da superficie esférica e do volume da esfera, dada
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uma restri¢ao S, um centro v e uma distdncia de Hamming relativa § = d/n
: .1
Ss(v,6) = lim ~ log Ss{v, én) (4.3)
. 1
Vs(v,é) = lim ~log Vs(v,én), (4.4)
FLr OO T2

onde os logaritmos sao tomados na base g, que é a dimensao do alfabeto restrito correspondente.

E provado em [42] que:

Vs(v.6) = gmax [8s(v, )] (45)
ax [Ss(v,8)] = ¢(S) (4.6)

4.3 Limitantes Inferiores

Com relaggo a limitantes inferiores, tem-se o limitante como uma taxa Rs(é) na qual é possivel
ser obtido pelo menos um cédigo no espaco restritoc S com distancia relativa 6.
Em 1984, Ferreira {43), utilizando-se dos argumentos de Gilbert-Varshamov utilizados em

espagos irrestritos, demonstrou um limitante inferior para espacos restritos dado por
Rs(é) > ¢(8) — h(é) (4.7
onde ¢(5) é a capacidade do espago restrito e h(¢) a funcio entropia
R(6) = —6logé — (1 — 6)log(l ~ §).

Apesar do limitante de Ferreira ser muito fraco, ele deu incentivo a busca do piso de Gilbert-

Varshamov para espagos restritos.
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4.3.1 O Limitante Inferior de Gilbert-Varshamov

Baseado nas defini¢bes da Se¢ao 4.2 desse capitulo, serdo aqui descritos os argumentos de
Gilbert-Varshamov para a obtencdo de limitantes inferiores.

Seja x% o conjunto de todas sequéncias de comprimento n que satisfazem a restricio S.
Se forem retirados de x% todos os elementos da esfera Vs(x;1,d) centrada num ponto x; € x%
obtém-se o espago resultante x%(1). Repetindo esse procedimento em x%(1) resulta x%(2).
Quando o espago for esgotado, ou seja x%(M) = §, entdo o procedimento de retirada de
elementos de x% terd sido repetido M vezes, sendo retirados M conjuntos nao maiores que

Ve (d) concluindo-se que

M
| X5 1= 2 Vis(xi,d) < MVE(d). (4.8}

i=1

Portanto
| X5 |< MVEe(d), (4.9)
o que faz
| x5 | ._
M> 22 4.1

a base para a obtencdo do limitante inferior de Gilbert-Varshamov. Observe-se que o pro-
cedimento considerado acima resultou na formacgio de um ¢édigo de tamanho M e distancia
minima de Hamming d, formado pelos centros de todas as esferas retiradas. Com isso, se for
determinada a esfera de volume maximo V{***(d) e seu centro v tem-se o limitante inferior de

Gilbert-Varshamov.

4.3.2 O Limitante Inferior de Kolesnik-Krachkovsky

Kolesnik e Krachkovsky [46] provaram que em x7%, pelo menos a metade das esferas tem volume

ndo maior que o dobro da esfera média, ou seja, sendo x* a cardinalidade de um conjunto
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formado por elementos v € X% no qual Vs(v,d) < 2V (d), tem-se que

R .
X2 5] (4.11)

Aplicando-se os argumentos de exaustao da Segao anterior, conclui-se que nas M~ vezes que

o procedimento é repetido obtém-se:

',*

X .

M > )
Ay (4.12)

portanto
. X5

M > — e, 4.1

— 4V§ned(d) ( 3}
Como existe M > M™ entao:

Xs _
P ——r 14
M - 4V5m€d(d) (4 }

que € a base para a determinacio do limitante inferior de Kolesnik-Krachkovsky.
Gu e Fuja [48], utilizando-se de um algoritmo por eles chamado "altruista”, diferentemente

do algoritmo de Gilbert-Varshamov dito "egoista”, provaram que:

X3 =
M > V:ng(d) (4.13_}

pode-se verificar que foi eliminado o fator de 4 no denominador do lado direito da desigualdade
( 4.14). Isso representa uma melhoria significativa do limitante para sequéncias finitas, mas
nao altera o caso assintdtico.

O algoritmo altruista consiste de se retirar da lista de candidatos ao codigo somente o centro
da esfera maxima de cada vez, no lugar de toda uma esfera menos o seu centro como faz Gilbert-
Varshamov. Esse processo é repetido até que todas esferas de x%(7) tenham volume maximo
V&e?(d, i) = 1, ou no caso chamado abreviado, parar quando Vi**(d,:) < VI*d(d,i) + 0, 5.

Supondo que apds a aplicacdo do algoritmo altruista abreviado, tenhamos em x%(:)
VEe(d,i) = Ve (d, ). (4.16)

Entéo, aplicando os argumentos de Gilbert-Varshamov em x%(i) tem-se:
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Fxels) | Ixel—
== —_ . .
M2 Sy = Veeod,a) (4.17)
Como:
xS (B =D -]
> MASI T XS 120 4.18
Ve ) 2 8 | =i~ VI (4.18)

pois conforme demonstrado em [48] para o algoritmo abreviado

TILE: Xﬂ -—I me M
Vel (d) ah'f—gf{—;—;ivs (d, ) (4.19)

Juntando as equagbes anteriores com

g 1 ELMAE ), (4.20)

chega-se ao resultado desejado da equagio 4.15. Essa prova ¢ valida para o caso que a aplicagao
do algoritmo altruista abreviado resulta em VI*%(d,:) = VZ*(d,i). Quando VI***(d,:) >
Vired(d, 1) é provada de forma diferente a validade da Equacao ( 4.15) [48].

Sendo U, o nimero de pares em %% com uma dada distancia t e
, P g

Un(2) =Y U2t (4.21)

=0

a funcio geradora de distancias entre pares, pode ser verificado que U,y = U,(0) = x%.

Calculando o niimero de pontos em todas esferas de raio d tem-se

3 Vs(v,d) = zdj Uy (4.22)

VEXT

Portanto:
- Etdzo Un,t

Vsmed ( d) U -

(4.23)

Sendo z tomado no intervalo [0, 1], sdo validas as desigualdades
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d
Un(z) 2 ZUn,tzt (4‘2'%‘
=0
d d
Y Unpzt > 24y Uny, (4.25;
=0 t=0

Substituindo as desigualdades { 4.24) e ( 4.25) na Equacao ( 4.23) € minimizando em relacac

a z tem-se:

VEi(d) = mip )

T 0251 2%,

(4.26;

Esse resultado substitul o problema de se determinar a esfera média em x7% pelo célculo da

funcdo geradora de distancia entre pares U,(z). O que torna a Equagio { 4.15) em

U.(0)*
min{y_:zsa {Z“dUn(z)}

M > (4.27}
A Equagio ( 4.27) representa um limitante inferior geral para o espaco xs com distancia
minima d para n suficientemente grande.
Seja Ag(z) a matriz de transicdo de estados cujos elementos nao nulos sio: 1 se o rétulo da
transicdo for 70" e z caso o rétulo seja 717, Considera-se o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1: Restricdo RLL com pardmetros {(d. k) = (0,1)

z 1
z 0

Aglz) =

Define-se Hgyg(z) como a matriz de transi¢des da trelica produto dada por:

Hovalz) = Ag(2)# Ag(z)mod(2* — 1) (4.28}

onde o simbolo # indica o produto de Kronecker, tal que se C = A# B, a célula (m,n) de C é
dada por {A}nnB. Por simplicidade de notagéo , Hgy(z) serd representado por H(z).



Limitantes da Capacidade de Correcdo de Erros de Cédigus em Espacos Restritos 62

Exemplo 4.2: Restricio RLL com pardmetros (d, k) = (0,1)

] 1 2z =z 1
z 1 z 1 0 0
H(z) = " mod(z? — 1) = ‘
z 0 z 0 1 2 60
] 1000 ]

No exemplo apresentado, como o FSTD tem apenas 2 estados, a matriz de trelica produto
tem dimensdo 2? x 2¢. Porém, quando o FSTD cresce, a trelica produto cresce mais ainda pois
tem nimero de estados igual ao quadrado do numero de estados do FSTD original. Portanto,
para facilitar o célculo de U,(z), que esta diretamente relacionado com a trelica produto, essa
dificuldade deve ser reduzida com a introducao do conceito de classes de equivaléncia de estados
de H(z).

Definindo a transposi¢do m do estado (¢,7) da matriz de transigbes da trelica produto tal
que

(i, 7) = (4,7),
tem-se um grupo formado por {(i,7) e 7(4,7)}. Esses grupos sio chamados de classes de e-

quivaléncia. Seus lideres podem ser escolhidos como se desejar, porém, para sistematizar o

G 0

1

Figura 4.1: FSTD da restricao RLL (0,1)
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procedimento é preferivel que sejam

{(iaj) para ¢ > J}

onde [ é o mimero de estados do FSTD.
Sejam as matrizes C e D) de dimensao (I* x T'), onde T é o niimero de classes de equivaléncia,

dadas por

1 se o estado | pertence a classe t
{Clis =

0 caso contrario

1 se o estado 1 é o lider da classe t
{D}re =

0 caso contrario

E provado em [46] que a matriz de transicio de estados reduzida da treliga produto H,(z) é
dada por
H,(z) = D'H(z)C (4.29)

onde o superindice ¢ indica a transposi¢do de D. Isso reduz a ordem da matriz produto de [2
para I{{+1)/2.
Exemplo 4.3: Restricao RLL com pardmetros (d, k) = (0,1)

As classes de equivaléncia sao lideradas por

{(2,2),(2.1),(1, 1)}
sendo constituidas pelos seguintes elermnentos:
{(2.2)}

{(2,1),(1,2)}
{(1,1)}
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portanto as matrizes C e D sdo:

10 0
01 0
O =
01 0
00 1!
(10 0
00 0
D=
010
(00 1]
[ 4
1 2.2 1
Hr(z)thH(z)Cw 1 =z 0
1 0 0

E mostrado em [46] que para n suficientemente grande,
MH(2)) ™ < Ul(z) < MH(z))+™ (4.30;

onde A{H{z)) é o méximo autovalor de H{z), que é o mesmo de H,(z), e o(n) uma funcio que

tem a seguinte restrigao:

lim o(n)
n—oC T

= 0.

Teorema 4.1(Kolesnik e Krachkovsky): Seja a restricao S tal que existe um FSTD com
todos estados alcancaveis, irredutivel, e a matriz de transicées da trelica produto H(z), ou

H,(z) na forma reduzida. Para n grande o suficiente, existe pelo menos um cédigo restrito com
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distancia minima d = én e taxa de informagao R(é) tal que
: . o(n)
R(é) > 2log A(H(0)) — elén?l{log AMH(z))—dblogz} — - (4.31)

A prova completa desse teorema é apresentada em [46].

4.3.3 O Limitante Inferior de Marcus-Roth

Kolesnik e Krachkovsky generalizaram o limitante de Gilbert-Varshamov estimando o volume
médio de esferas em espacos restritos. Eles usaram uma fungao geradora da distancia entre
pares de palavras em sistemas restritos juntamente com o teorema de Perron-Frobenius [4]
para obter um limitante inferior. Na Secao anterior, foi obtido um piso sob o limitante inferior
( 4.15).

Nessa Secao sera apresentado o método de Marcus e Roth [47] para se obter o valor exato
do limitante inferior de Kolesnik e Krachkovsky ( 4.15) sem a aproximacdo feita através do
célculo da func¢io geradora de distancia entre pares U, (z).

Seja ¢, (e) uma fungéo indicadora do ramo e relativa a um dado simbolo w tal que:

1 se o rétulo de e é igual 3 w,
du(e) = (4.32)

0 caso contrario

Define-se a matriz de transi¢bes de estados Ag(z) como a matriz cujos elementos (¢, j) sdo

[Aa(z)i; & Y g7 (4.33)
EEEGUJ:’

onde ¢ € o tamanho do alfabeto ao qual w pertence. E simples verificar que Ag(0) ¢ a matriz
de adjacéncias definida no Capitulo 2. Dessa forma, A(Ag{z)) representa o maximo autovalor
de Ag(z), ou seu raio espectral.

Sendo A(e, €’} a distancia de Hamming entre os rétulos dos ramos ¢ e ¢/, define-se a matriz

de transi¢bes da trelica produto G x G, Hgxs(x, z) ou simplesmente H{z, z), como uma matriz

cujos elementos ((i1, J1), (¢2, J2)) séo
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[H (2, 2)] 1) (i2d2) = 2. g ool tulel)madle ) (4.34)
€3 EEG(!I 9j1 )!BQGEG(£2fj2}

E interessante que seja aplicada a técnica de redugdo aplicada na Segio anterior para que a
complexidade do cdlculo do maximo autovalor de H{z, z) representado por A(H(z,z)), seja

reduzida .

Exemplo 4.4: Restricdo RLL com parametros (d,k) = (0,1)

2-—2x 9g-r—z 9-r=z ] ’
2% 0 27777 0
27% 97 =
2% 0 0 0

H(z,z) =

Utilizando-s¢ a técnica de reducdo de classes de equivaléncia, tem-se

2~ 2927F= ]
HT (m, 2) — 2*2:: g-r—=z 0
2% 0 0

Teorema 4.2(Marcus e Roth)[47]: Seja a restricdo S tal que existe um FSTD com todos
estados alcancaveis, irredutivel, com a matriz de transicdes de estados Ag(z) e a matriz de
transicoes da trelica produto H(z), ou H.(z) na forma reduzida. Para n grande o suficiente.
existe pelo menos um cédigo restrito com distancia minima d = én e taxa de informagao R(é)

tal que:

R(é) > max {‘2 min {pz + log MAc(2))} —

ref0,1]
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; N o(n) B
55%,3?3& {QP'T +éz+ 10g )‘(H(mz))}} - n (433;
Pode ser verificado que se for feito £ = 0 e p = 0 tem-se como resultado o limitante

inferior calculado por Kolesnik e Krachkovsky. Portanto, esse limitante é superior ao calculado

anteriormente.

4.4 Limitantes Superiores

Limitante superior, em um espago restrito 5 é uma taxa FK(d) sobre a qual se afirma que nao é
possivel a obtencao de nenhum cédigo em S com taxa maior que R{6) satisfazendo a condicio

de distancia minima d = én para n suficientemente grande.

4.4.1 O Limitante Superior de Plotkin

Seja S umn espaco restrito e x% o conjunto de sequéncias em S de tamanho n. Definindo M
como o ndmero maximo de palavras de comprimento n e distancia de Hamming minima d em
S, M =| X’Sl’d [, tem-se R(6) como a taxa de informacio relacionada a uma distancia relativa
de Hamming minima é = d/n, dada por

R(6) = lim ~log M. (4.36)

n—0T 7

Sendo ¢(5) a capacidade de Shannon da restricdo S, dada por

. 1 n N
¢{5) = lm glog | X&' I=log ), (4.373

Tt OO

e K o conjunto de todas sequéncias de tamanho k em x%°. O conjunto de palavras cédigo X"S‘f,,

que contém a sequéncia y de tamanho k, tem tamanho m(y) =| x’_;:; |. Portanto

M=% m(y) (4.38)
Yex
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Considerando que

| K |= AkFol®) (4.39)

segue que para algum Y € K

m(Y) = maxm(y) > M

may - (4.40)

Seja R*(d/(n — k)) a taxa do cédigo de maior tamanho em y& "¢

, que é construido com a
~ rl . d ’ . ~ - 2 o7
reducio do cédigo X'y através da retirada das sequéncias Y de todas palavras cédigo. Pode-se

entao dizer que:

d 1 ,
* — 5 >
= (n - k) (n}llc:_[}'{ioo n—k Iog m(Y) -

, 1 M n d k
>  Hm log e ok {R (—) — ;C(S}] . (4.41)

T (n~k)moo 1 — k n
Plotkin [39] mostrou que R(1/2) = 0 para sequéncias bindrias em espagos irrestritos. Portan-
to no caso de sequéncias bindrias para espacos restritos também é valida a relacio demonstrada
por Plotkin. Fazendo na Equacdo ( 4.41) d = (n — k)/2, tem-se

0=R(1/2) > ;—d {R (Fi) - (1 - -2—“1) C(S):[ (4.42)

7 7

e portanto:

R(6) < (1 —-26)c(S), para 0<6<1/2, (4.43)

que ¢é o limitante superior de Plotkin generalizado para espagos restritos. Para espacos irrestri-

tos, ¢{S) = 1 resultando no limitante superior de Plotkin classico.

4.4.2 O Limitante Superior de Hamming

Seja x% o conjunto de todas sequéncias de comprimento n que satisfazem a restricio S. Seja

. s A , g d .. .
também a existéncia de um cédigo x5 com M palavras, sendo M o méximo valor possivel de

ser alcangado com disténcia minima d em x%. As esferas de volume Vs(v,d/2) com v € x%*?
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sao todas disjuntas. Portanto

MVE™d[2) < 3 Vs(v.d/2) <[ x5 |, (4.44)
VExg‘d
onde
min _ 1S .
Vatt(d) = \{gigls(v,d). (4.45;
Consequentemente,
MG (4.46)

VS V)

que é o limitante superior de Hamming baseado em argumentos de empacotamento.

4.4.3 O Limitante Superior de Hamming-Plotkin

Considere-se a esfera Vs(y,y) de todas sequéncias de tamanho % a uma distdncia de Hamming
de no méaximo vk < d/2 de y, e o conjunto X%y de todas palavras de um cddigo x% com

segmentos de tamanho k em Vs(y,~). Entio:

Do 1xEy 1= D0 mly) | Vsly. ) |2 MVE™(v), (4.47)
YeK YexR
onde
§7(y) = min Vs(y.7) (4.48)

e M como definido em ( 4.38}.

Para
| X3y = max | X5y |5 (4.49)
tem-se _
|y |2 20 (4.50)

Como todas sequéncias de tamanho k em %+ tem distincia no méximo vk de Y, entdo

elas podem ter no méaximo distancia de 24k entre si. Retirando os segmentos de tamanho &
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das palavras em x5y € entdo construido um cédigo com palavras de tamanho n — &, distancia
minima d — 2vk e com | x5y | palavras. Da Equagéo { 4.50), a seguinte desigualdade se aplica

a taxa R desse cédigo

> — ) - — L rrmang,
R ( n—k ) = n—k {R (n> - [c(8) ~ V& ('})}], (4.51)
onde
’ . 3 1 TR an
VI (y) = l}}_{& -i—c—log VI (). (4.52)

Fazendo d — 27k = (n — k)/2 tem-se R'(1/2), que é igual a 0.

Portanto,
R(s) < i :szH(Z’Y)a para 0 <y <§/2, (4.53)
onde
Ri(7) = (S) = V&"(v/2) (4.54)

é o limitante superior de Hamming. Da Equacdo ( 4.54) pode-se escrever:

R(6) < {1 —28) min {M} . (4.55)

o<y<s/z | 1 — 4y
Considerando T'(§) a reta que passa pelo ponto R(1/2) = 0 e é tangente em § = &7 ac
limitante superior de Hamming, Ex(é) (que é cdncavo), a Equacao ( 4.54) pode ser reescrita

COING
R(é) < Rg(8), 6<ér

R(6) <T(&), &2 ér. (4.56)

4.5 Conclusoes

Apesar de no caso ndo assintético o limitante inferior de Kolesnik e Krachkovsky {46] como

definido originalmente ndo superar o limitante inferior de Gilbert e Varshamov [45], quando
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feitas as melhorias apresentadas por Gu e Fuja [48] ele supera Gilbert e Varshamov. No caso
assintético, o fator 4 eliminado pelo algoritmo altruista de Gu e Fuja, nada interfere pois:
.1
,}lﬁ}o - log4 = 0.

Foram comparadas as técnicas de redugido de estados da matriz de transigoes da trelica
produto de [46] e a técnica de fusdo de estados (apresentada no Capitulo 2), verificando-se que
sao similares.

O célculo do limitante inferior apresentado por Marcus e Roth [47] supera o de Kolesnik e
Krachkovsky por desenvolver um calculo exato e nao uma aproximagao.

Quanto a limitantes superiores, os de Plotkin e Hamming tiveram seus desenvolvimentos
independentes. Porém, recentemente, Waldman e Nisenbaum [42] provaram a existéncia de uma
combinacdo entre os dois, o limitante superior de Hamming-Plotkin, que prové uma melhora

em relacdo aos anteriores.



Capitulo 5

TAXAS ASSINTOTICAS E
LIMITANTES

5.1 Introducao

Nesse capitulo sio apresentados os calculos dos limitantes inferiores e superiores de algumas
restricoes DC-free e RLL.

Na Secio 5.2 sao determinadas esferas de restricoes RLL com pardmetros (d, k) = (0,1},
(1,2), (1,3) e (2,4) com centros periddicos.

Na Secao 5.3 sao calculados os limitantes da restricio RLL com parametros (d, k) = (0,1).

Na Subsecio 5.4.1 € apresentada uma tentativa de se obter melhores limitantes inferiores
com o reforco da restri¢do original, no caso a DC-free com desbalanco m = 3. Na Subsecido 5.4.2
é feito o calculo do limitante inferior de Gilbert e Varshamov [45] para a mesmarestricao DC-free
anterior. Os célculos dos limitantes inferiores de Kolesnik e Krachkovsky das restrigées DC-free
com desbalancos m= 3 e 4 sdo mostrados na Subsegdo 5.4.3. Para finalizar, na Subsecio 5.4.4.
é feito o calculo do limitante inferior de Marcus e Roth das restrigdes DC-free com desbalanco

m=3eb.

72
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5.2 Método Combinatério para Calculo de Taxas As-
sintdéticas

Nessa Secao sera apresentado um meétodo para se determinar taxas assintéticas do tamanho de
esferas para alguns centros periddicos de periodo pequeno. Pode-se verificar esses resultados
através da distincia tipica ao centro considerado, sendo que distancia tipica é a distincia
relativa § em que S(x,6) = ¢(.S) que d4 a taxa na qual os digitos de uma sequéncia tipica em
S sao diferentes de x.

Portanto a partir dos simbolos menos e malis provaveis e suas taxas no centro obtemos os
centros das esferas com distancia tipica minima e méaxima cujas taxas buscamos determinar.

Teorema 5.1 Para restricoes RLL com pardmetro d = 0 o simbolo menos provavel é 0.

Prova: A matriz de transi¢coes de estados de uma restrigao do RLL com parametrod =0 €

do tipo:

L 1o 0 ... O
1y 0 1, ... 0O
Ag =
1, 0 0 ... Ip
7 0 0 .. 0O

Para provar que o simbolo 0 € menos provdvel, basta provar que em um estado qualquer, a
probabilidade mazentrdpica da transi¢io cuja saida € o simbolo 0 € menor que 1/2.
Como visto anteriormente, a matriz de probabilidades de transicoes mazentropicas P tem

elementos

_{As}iv;
{Phi;= Al

onde v; € o elemento | de um autovetor de Ag e M Ag) (a partir de agora denotado somente
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por M), € o mdzrimo autovaelor de Ag. Portanto a matriz P € di tipo:

Hr 2

Ay Auvg 0 0

il T

w0 o= L0
P =

A Yhti

v 0o 0 .. v

1 0 0 0

Como as somas dos elementos de uma linha da matriz de probabilidades de transicdo tem

que ser igual a 1, verifica-se que:
vy + U = Ay 2 v = Avp - vy

v+ v3 = AUg — U3 = Avg — ¥

v + U4 = Avz ~ U4 = AUz ~ Uy

v U= A == Avis — oy

pare 1 = 2,3,4,....k + 1. Retirando dessas equagoes, v;, se obtem:
TE S AR S s R W ) (5.1}

O que se deseja prover € gue
R (5.2;
M T2 )

Substituindo a Fgquagdo ( 5.1) na desigualdade ( 5.2), verifica-se que ela € vdlida para
1 < A <2, que € a faiza de valores possiveis de A. Assim conclui-se a prova.

Teorema 5.2 Para restrigoes RLL com parametro d # 0 o simbolo menos provivel € 1.

Prova: Da simples observagdo desse tipo de sequéncia (d, k), verifica-se que para a ocor-

réncia de um stmbolo 1 ocorrem pelo menos d 0s.
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5.2.1 ‘Taxas Assintdticas de Esferas com Centros de Distincia Tipica
Maxima
Restrigao RLL com parametros (d, k) = {0,1)
Comeo verificado na Secdo 5.2, o centro da esfera cuja distancia tipica € maxima é aquele

que possui maior densidade de 0's

x = (01)% (5.3

onde o superindice representa o nimero de repeticdes da sequéncia. Na Figura 5.1 é apresentada
a trelica da restricdo com a sequéncia central e seus simbolos de imitagio em negritolinha cheia.
Os simbolos de imitagio sdo aqueles que ndo produzem erro, mesino sem pertencer & sequéncia-

centro.

Centro da Esfera

Figura 5.1: Trelica Representando Centro x = (01)% da Restricio RLL (0,1)

Um evento de erro. ou seja, uma sequéncia que em determinado momento se separa do
caminho da esfera central na trelica, sempre inicia quando no lugar de 0 ocorre o simbolo 1, e

termina quando ocorrem dois 1’s consecutivos. Podendo ser do tipo:
(2)1

onde (2} representa a ocorréncia de 1 células com dois erros do tipo 10, e 1 representa a célula
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de um erro do tipo 11. Portanto denominamos

ng = numero de células sem erros
n1 = ntmero de células com 1 erro
ny = numero total de células com 2 erros

Como todo evento de erro termina com uma célula de um erro entao n; € igual ao ntimero de

eventos de erro. A distancia total de uma sequéncia qualquer até o centro é dada por:
d= Ty -+ 27’12? (54)

em um comprimento total de

n = 2(ng + n1 + na). (5.5)

Os ny eventos de erro e ng células sem erro podem se distribuir de

ng + ng

(3|

formas diferentes. Distribuindo as ng células de dois erros e os ny — 1 intervalos entre eventos

resultam
Mo 41y —1

n — |

possibilidades. Do que foi mostrado até agora, verifica-se que nesse caso existem trés incognitas
{no, n1 e ny) e duas equagdes . Portanto, uma esfera de raio d tem um total de possibilidades
dado por

g + 13 ng +n; — 1

Sd)y=3 (5.6)

ny=1 Ty Tty — 1
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e

sob as restricoes das Iiquagdes { 5.4) e { 5.5). Substituindo essas restrigoes se obtém

d n d n d n
n_dm dpm . q
S(d) — E 2 2 2 2 2 (5}-;
ny=1 Ty g— —_— 221'
No limite, tem-se
: 1
S(é) = f}in(}a —’njlog 5(d). (5.8)

Com é = d/n resulta a esfera minima assintética,

(6) = LA B S B G bk
5“)—£3ﬁ{(2 2+2)k%(2 2*2)*(2*2)k%<§+5 -

1 & pu 1 6 py fé& u & u )
(2 9 z)k%(z””zmz)“”(zmz)h%(g 5) ~2wlognp,  (59)

Restricio RLL com parametros (d,k) = (1,2)
Na Figura 2.10 é visto o FSTD dessa restricio . Existem duas palavras que comecam €

terminam no mesmo estado (1)

{01,001}

de comprimentos 2 e 3. O centro da esfera cuja distancia tipica € maxima serd aquele que

contém maior densidade de 17s, ou seja

w3

x = (01)z.

Pode ocorrer um dnico tipo de evento de erro, que é constituido por duas palavras de com-
primento 3 seguidas. Entre essas palavras, nos intersticios, pode ocorrer um niimero qualquer
de palavras de comprimento 2.

Sendo n; e n3 o nimero total de palavras de comprimento 2 e 3, respetivamente, e I, o

nimero total de palavras de comprimento 2 nos intersticios, pode-se dizer que o niimero total
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(¥ 23

de eventos de erro é nz/2. Como had um intersticio por evento, o total de intersticios também
é na/2. Os erros em um evento, de acordo com as Figuras 5.2, 5.3 e 5.4, sao 3 + 21, onde 2

é o nimero de palavras de comprimento 2 no evento. Isto resulta num total de 3’12‘-3 + 21, erros.

Portanto
3
d="2+20 (5.10)
e o comprimento total é
n = 2n; + 3n (5.1}

Centro da Esfera

Figura 5.2: Inicio de um Evento de Erro com Centro x = (01)% da Restrigio RLL (1,2)

Centro da Esfera

Figura 5.3: Intersticio em um Evento de Erro com Centro x = (01)% da Restrigdo RLL (1,2)

Distribuindo os n3/2 eventos em {ny — Iz + 1} posi¢bes, onde (ng — I3) € o total de palavras



Taxas Assintoticas e Limitantes

de comprimento 2 fora dos intersticios, resultam

%—i"i‘nz—fg

B3
2

possibilidades.

79

Distribuindo as I; palavras de comprimento 2, que ocorrem dentro de intersticios nos ns/2

intersticios, sao obtidas

ILi+% -1
I
possibilidades.
Como se tem trés incégnitas (ng, ns e I) e apenas duas Equagdes { 5.10) e ( 5.11), na
expressao das esferas 5(d) deverd haver uma somatdria, tendo um total de possibilidades:
(w1 L+%—1
S@=3 T (5.12)
ny =0 %‘1 IQ
Substituindo as Equacoes ( 5.10) e ( 5.11) em ( 5.12), resulta:
i n_d_ ma d_ma .1
Sdy=>5 1% * * 2 : (5.13)

Centro da Esfera

Figura 5.4: Fim de um Evento de Erro com Centro x = (01)7 da Restri¢ao RLL (1,2)



Taxas Assintoticas e Limitantes

Portanto:

" i ) M3 1 & I é Hs ) Ji%
&8y = L o] R 2 I A
(8) 9<E§§m{(2 2 4)1Og(2 2 4)“*(2 1 )8\

o

(Lo B (L8 Bue) (0 Bms\y (0 3w} kel 5
N AV Y 57 gy~ ) ~reloe 5.15)

i

Figura 5.5: FSTD da Restricao RLL (1,3}

Restricdo RLL com parametros (d, k) = (1,3)

A Figura 5.5 apresenta o FSTD dessa restricao RLL. Nesse caso, existern somente tres

sequéncias que comecam e terminam no estado {1). Sao elas

{01,001, 0001}

de comprimento 2, 3 e 4. A partir de agora as sequéncias que comecam e terminam no estado 1
serdo referidas pelo seu comprimento. O numero total de ocorréncias € ng, n3 e ng. O centro da

esfera cuja distancia tipica é maxima serd aquele com maior densidade de 1’s {como apresentado

na Segéo 5.2), ou seja:
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3

x = (01) (5.16)

Aqui podem ocorrer dois tipos de eventos de erro. O primeiro é constituido de simplesmente
uma palavra de comprimento 4, como se vé na Figura 5.6. O outro € iniciado por uma palavra
de comprimento 3. seguido por um numero qualquer de palavras de comprimento 2 e 4 em
qualquer ordem, e terminado por outra palavra de comprimento 3. As Figuras 5.7, 5.8, 5.9
e 5.10 mostram o inicio desse evento de erro, a ocorréncia de palavras de comprimento 2, de
comprimento 4, e seu fim.

Sejamn intersticios, momentos dentro de eventos de erro nos quais podem ocorrer palavras
de comprimento 2. No evento do tipo 1 nao existem intersticios pois ele comeca e termina
com uma iunica palavra. Ja o evento do tipo 2 possui i4 + 1 intersticios, onde ¢4 é 0 nimero
de palavras de comprimento 4 no referido evento, pois existem #4 + 1 fronteiras entre palavras
dentro do evento.

Definindo I e I, como o nidmero total de palavras de comprimento 4 e 2 respectivamente.
que aparecem nos eventos do tipo 2, verifica-se que o numero total de eventos do tipo 1 é ng— I,
e do tipo 2 € nz/2. O nimero de erros nos eventos fora os intersticios é 1 nos eventos do tipo
1, e 3+ 314 em eventos do tipo 2. A Tabela 5.1 mostra os valores apresentados e seus totais.

A distancia total de uma sequéncia qualguer até o centro € dada por

In-
d =20y +ns— Iy + =2 + 31,
3?’13 - -
d = 7"}“?14'&‘212-{-214 (O.].i_}
e o comprimento total
L= Tig -+ N3 + Ny (518}

Arranjando os ny — I eventos do tipo 1, os "2 eventos do tipo 2, e as ny — J; palavras de
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Centro da Esfera

Figura 5.6: Evento de Erro do Tipo 1 para a Restricao RLL (1,3)

Centro da Esfera

Figura 5.7: Inicio de Um Evento de Erro do Tipo 2 da Restricao RLL (1, 3)

Tipo Nimero Intersticios Erros Comprimento
1 ng — Iy 0 1 4(ng — Iy)
2 o 24+ 1 3+ 3, 414 + 3ng
Total | %2+ ny — Iy | 2+ I Sy 3+ 3ns + 4ny
+ny — 14+ 215

Tabela 5.1: Valores Relativos a Esfera com Centro x = (01)% da Restrigio RLL (1,3)

o

[ SN
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Centro da Esfera

Figura 5.8: Ocorréncia de 0001 em Um Evento de Erro do Tipo 2 na Restrigio RLL (1,3)

Centro da Esfera

Figura 5.9: Ocorréncia de 01 em Um Evento de Erro do Tipo 2 na Restri¢ao RLL (1, 3)
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comprimento 2 fora de eventos de erro, em qualquer ordem, se encontram

(2 — L+ ns— Li+%)!
(na — 1) (%) (ng — I)!

(5.19)

possibilidades.
Distribuindo as I células de comprimento 4 participantes de eventos de erro do tipo 2 entre

os % eventos do tipo 2, resultam

Li+%-1
1

(5.20)

possibilidades.
Distribuindo as I, células de comprimento 2 participantes de eventos do tipo 2, entre os
41y intersticios resultam
L+L+%2-1
I

(5.21)

possibilidades.
Como se tem cinco incégnitas (nq, na, ng, I2 € Iy) e apenas duas equacgdes ( 5.17 e 5.18),
na expressao das esferas S(d) deverdo ter trés somatorias. Portanto, uma esfera de raio d tem

um total de possibilidades dado por

St (Lo L+ L+

na=0 ng=0 ng=0 .[4 IQ

(n2m12+n4”14+%&)!
(n — L)1 (%)) (ng — L)

Substituindo ( 5.17) e ( 5.18) e desenvolvendo os bindmios de { 5.22)

(5.22)
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v
ot

(é_m_u)%
2 4 27"

(14)%(%——1)!@“@3%%_14)! (5.23)

4

Fazendo § = d/n, pz = na/n. ps = nyfn e v = Iy/n, no limite quando n — oc, se obtém a

esfera assinidtica

. 1 ¢ & :
S(6) = max max max (7———E§—ﬁi)log(l—m~ﬁ§-—& +
O<us<q o< <i- %2 |owag-2a_m (\2 2 4 2 2 2 4 2

Tipo Numero Possibilidades | Intersticios Erros Comprimento
1 K, 28 20+ 1 3 + 51 9+ 9%
2 K, 1 20+2 54 52 12 4+ 92
3 K 1 20+ 2 6+ 51 15+ 92
Total | K; + Ky + K3 253 Ky + 2K+ | 3Ky + 5K+ | 9K, +12K,+
F2R; + 21 | 46K+ 51 +2J | +15K:+ 91

Tabela 5.2: Valores Relativos & Esfera com Centro x = (01)% da Restrigio RLL (2,4)

Restricio RLL com parametros (d, k) = (2,4)

No caso da restricado RLL com parametros {d.k} = (2,4), as sequéncias que comecam e

terminam no mesmo estado (1) sio trés:

{001, 0001, 00001}

de comprimentos 3. 4 e 5. Como jé foi visto, o centro da esfera cuja distancia tipica é maxima
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Centro da Esfera

Figura 5.10: F'im de Um Evento de Erro do Tipo 2 da Restricao RLL (1,3)

0.4
=
5 0.3
;}’ x=010101...
0.2 -
0.1 -
0 | | | ] i i i i ¥
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 6.3 0.35 0.4 0.45 0.5
d/n

Figura 5.11: Superficies Esféricas da Restricao RLL {1,3) com Centro x = (10101...

86
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é aquele que possui maior densidade de simbolos 1. Portanto:

x = (001)5 (5.25

Podem ocorrer trés tipos de eventos de erro distintos:

o

4,(4.5),5 ou 5,(54).4
4,(4,5)",4,4
5.(4,5)',5,5

onde 4 e 5 representam as palavras de comprimento 4 e 5 respectivamente, e a poténcia 7 indica
que a célula se repete 1 vezes.

Enumerando os eventos de erro em tipo 1, 2 e 3, e chamando K, K; e K3 o niimero total de
ocorréncias desses eventos, verifica-se gue os eventos do tipo 1 podem se ordenar de 28 formas
pois sa0 duas as formas dele se apresentar. J4 os eventos do tipo 2 e 3 s6 podem se ordenar de
uma unica forma pois cada tipo s6 tern um formato.

Os eventos do tipo 1 apresentam 21 4 1 intersticios e os do tipo 2 e 3 27 + 2 intersticios cada.
Na Tabela 5.2 é apresentado um resumo das caracteristicas dos eventos de erro e seus totais.
sendo que I € o nimero total de células {4,5) ou (5,4} nos eventos e J é o namero de palavras
de comprimento 3 que se distribuem entre os intersticios.

Sendo ng, ng e ng o numero total de palavras de comprimento 3, 4 e 5 verifica-se

o= 3ﬂ3 + 4?’14 + 5?15 (526 1
e a distancia total
d=3Ky+5K; 4+ 6K5-4 51+ 2J (h.27;
e também
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Arranjando as 13 — J palavras de comprimento 3 fora dos intersticios, os Ky eventos do tipo

1, 0s K, eventos do tipo 2, e os K3 eventos do tipo 3 resultam

(723 —J ~+ I’(l + I{g -+ I{g)!
(Tl3 - J)!I{} 'I{gt.[&"g,'

possibilidades.

Arranjando as I células {4,5) ou (5,4) entre os eventos de erro se obtém

(I + Ky + Ky + Ky — 1)!
IV(K; + Ko+ K3 — 1)

possibilidades.

Finalmente, arranjando as J palavras de comprimento 3 em todos intersticios, chega-se a

(J + Ky +2K; + 2K3 + 21 — 1)1
JUK: + 2Ky + 2R3 + 21 — 1)1

possibilidades.
Como se tem oito incégnitas (nz, ng, ns, K1, Ky, Ka, I e J) e apenas quatro equacdes

( 5.26), ( 5.27), ( 5.28) e ( 5.29), S(d) é dado por uma somatdria quadrupla:

d=—3K7 d=—2Hs—LKs dedNy—LNo—6H3

45 72 e : na—J+ Ky + Ky + K3)!
S d\ - . 2}&} 3 1 _ 2 3)-
( ) }\2(} I{E—;O KBEG ;& (’fl.3 - J)[]11!I{2Ef{37

(I 4+ Ky + Ky + K3 —D{J+ Ky +2K; +2R;+ 21 — 1)!
K+ Ko+ Ky — 1) JY Ky + 2Ky + 2R3 + 21 — 1)

(5.30)

Substituindo as EquacGes { 5.26}, { 5.27), { 5.28) e ( 5.29} de forma a eliminar ng, ny, ns €

J se obtém:

d—3K; d—8Fy-5Ky d—3K; —5K, 6Ky
5

& 5 }
Sdy= 3 2 2 >, b
Ky;=0 K;=0 Ky=0 I=0
(2-¢-1- KKK (I+ Ky + Ky + Ky —1)!

2 2
(3—¢—f— o o IKKIKs! THE + Ky + Ka — 1)
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d L _hy Az poo_ 1Yt
(2 - sz F e 1).

2
— 5.31;
(-8 — 3 o8 _3RG)I(K, + 2K, + 2Ks + 21 — 1)! (

Sendo 6 = d/n, p1 = Ki/n, gz = Ka/n, ps = Kz/n e v = I/n, a esfera assintética seré

dada por

S5(é) = max max max max {pi+
O< 1 <6/3 O< g <{E~3py )/5 6(#3((5~—3,u3 —5uz1/6 0(&’((5“3;2} —5puy—6i31/5

—prlog py — p2log pa — palog s — viegy — (uy + po + pa) log(py + pa + pa)

—{p1 + 2p2 + 2p3 ++ 2v) log (i + 2p2 + 243 + 2v)

& 5y 3;‘61 5}12 6 53 3}1’,1 5#2 R
(2 5 5 5 3,&3) log (2 5 5 5 3us (5.32)

5.2.2 Taxas Assintéticas de Esferas com Centros de Distancia Tipica
Minima
Restricao RLL com parametros (d, k) = (0,1}
O centro da esfera cuja distancia tipica ¢ minima é aquele cuja densidade de 1’s é méxima.

ou se€ja,

x = (1)"

Na Figura 5.13 ¢ apresentada a trelica com a sequéncia central e seus simbolos de imitacio
em negrito. Um evento de erro ¢ composto simplesmente de uma palavra .01., tendo ele um

dnico erro. Sendo ny o numero de palavras .1. e ny o nimero de palavras .01., pode-se dizer
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S(d/n)

x®x=001001001...

| I I i } I I i I

G 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
d/n

Figura 5.12: Superficies Esféricas da Restricao RLL (2,4) com Centro x = 001001001...
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que o numero total de eventos de erro ¢ ny. com um total de ny erros. Portanto

n=mny + 2n,

(5.33,

Centro da Esfera

Figura 5.13: Treliga Representando Centro x = (01)% da Restri¢io RLL (0,1)

Distribuindo os ny eventos de erro nas n, + 1 posigoes resultam:

S(d) = 1y + Tip

o

Substituindo as Equacées ( 5.33) e ( 5.34) em ( 5.35), obtem-se

n—d}  (n—d)
J | din-2d4)

Dessa forma, a esfera assintotica serd

S(6) = (1 — §)log(1 — &) — 6log 6 — (1 — 26)log(1 — 26).

Restricao RLL com parametros (d. k) = (1,2)

(5.36-

(5.37
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S{d/n}

x=01010301...

1 i I i H 1 i 1 i

¢

6.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
a/n

Figura 5.14: Superficies Esféricas da Restricio RLL (0,1) com Centros x = 010101... e

x=113...
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Na Figura 2.10 é visto o FSTD dessa restricao . Existem duas palavras que comecam e
terminam no mesmo estado {1}:

{01,001},

de comprimentos 2 e 3. O centro da esfera cuja distancia tipica é minima sera aguele que

contém menor densidade de 1's, ou seja,
x = (001)5

Pode ocorrer um unico tipo de evento de erro, que é constituido por trés palavras de com-
primento 2 seguidas. Entre essas palavras, nos intersticios, pode ocorrer um nimero qualquer
de palavras de comprimento 3.

Sendo ny e ns o nimero total de palavras de comprimento 2 e 3 respetivamente, e f3 o
numero total de palavras de comprimento 3 nos intersticios, pode-se dizer que o nimero total
de eventos de erro é ny /3. Como sio encontrados 2 intersticios por evento, o total de intersticios
é 2n,/3. Os erros em um evento, de acordo com as Figuras 5.15, 5.16, 5.17, 5.18 e 5.19,
sao 3 -+ 243, onde 73 é o nimero de palavras de comprimento 3 nos intersticios do determinado

evento, o que resulta num total de n, + 275 erros. Portanto

e o comprimento total é

1 = 2n, + 3ns

i
[y
[
o

Distribuindo os n2/3 eventos em (nz — Is + 1) posi¢des, onde (ns — I3) € o total de palavras

de comprimento 3 fora dos intersticios, resultam

2+ n3— Iy

Zz
3

possibilidades.
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Centro da Esfera

Figura 5.15: Inicio de um Evento de Erro com Centro x = (001)¥ da Restrigao RLL (1,2)

Centro da Esfera

Figura 5.16: Segunda Palavra 01 em um Evento de Erro com Centro X = {001)% da Restricac

RLL (1.2)

Centro da Esfera

Figura 5.17: Fim de um Evento de Erro com Centro x = (001)5 da Restri¢do RLL (1,2)
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Centro da Esfera

Figura 5.18: Erros a Partir do Centro x = (001}% na Restrigio RLL (1,2), no Primeiro In-
tersticio

Centro da Esfera

Figura 5.19: Erros a Partir do Centro x = (001)% na Restrigdo RLL (1,2), no Segundo In-
tersticio
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Gt

Distribuindo as I palavras de comprimento 3, que ocorrem dentro de intersticios nos 2n; /3
intersticios, sao obtidas:

Is+ 22 ]

I3
possibilidades.

Como se tem trés incégnitas (ny, nz e 3} e apenas duas equagoes { 5.38) e ( 5.39), na

expressao das esferas S{d) deverd haver uma somatéria, com um total de possibilidades dado
por

d

52 Ly — ] I+ 32
Sdy=3¢°* 77 A (5.40)
rip =0 %?" 13

Substituindo as Equacoes { 5.38) e { 5.39) em { 5.40), resulta

n d 2 o Tin
..____i__Z _....i...._AmI
S(dy= 317 ; 6 2 ) Gﬂ (5.41)
ne=0 3 77 2

e portanto

Fazendo § = d/n € ju» = ny/n, no limite quando n — oc. se obtém a esfera assintética

: 1 & Ha2 i & Ha ¢ ita b Hz
&) = x - =4 — gl — - 4 — - 4+ | —
S5(6) eg}fj@{(g 2—!— 6)1%(3 2+ 6)+(?+ log 2-1—

6 6
1 & Lo 1 é Ha ) Hz é o

B A 20 1N PP Bl o 20 S Y o ¢ _H2y
(3 2 6)00(3 2 6) (2 2 ) lee

(5.43)
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G.45 f T T T ] T ] t |
6.4 o P =]
6.35 F Esfera Med’j_.f‘:}_.;"',x N
0.3 b -
= 0.25 S 7]
e
<
7 0.2 1 x=001001. .. 7
0.15 1 x=0101. .. -
0.1 r -
0.05 _
G ] i | ! | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
d/n

Figura 5.20: Superficies Esféricas da Restri¢io RLL (1,2) com Centros x = 010101... e
x = (01001001...



Taxas Assintdiicas e Limitapties GR

5.3 Limitantes para a Restrigao (d, k) = (0,1)

Nesta Secao serd provado que na restrigao {d, k) = (0,1) esferas com centro em x = (1)* tem
volume maéxima para qualquer raio d e comprimento n, e que o centro da esfera de volume
minimo é (101)% para raio 1, e (01)% para r = 5 — k com n suficientemente grande.

Teorema 5.3: Para a restricao RLL com parametros (d, k) = (0,1), a esfera de raio d < n
(n é o comprimento das sequéncias) cujo centro é x = (1)" tem volume méaximo.

Prova: Seja Vi(r,q) o volume das esferas de espagos de comprimento ¢ < n das sequéncias

que terminam no estado @ com distdncia no mdrimo r de wma sequéncia restrita x.

Vv (tp) o & Vip+2) V. (5,p) » V' (r,p+2)

V,(r,p) €=+ V{rp+2) Vip) ¥ V(r.p+2)
0 1 1 1
Centro Centro
Figura 5.21: Passos de Tamanho 2 na Trelica da Restricio RLL (0, 1)
Através da Figura 5.21 pode ser constatade que:
Vil rp+2)=Vi(r - 1,p) + Va(r — 1,p) (5.44)
Vol (rp+2) = Wi(r,p) + Va(r,p) + Va(r — 1,p), (5.45)
€

VHrp+2) = a(r = 2,p) + Va(r - 2,p) (5.46)
Vol (rop+2) = Vir = 1,p) + Va(r,p) + Va(r — 1,p). (5.47)

Como

Vi(r,p) 2 Vi(r ~ 1,p) = Vi(r - 2, p) (5.48)
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[
B

Val(r — 1,p) > Va(r — 2,p), (5.46)

entdo

VP +2) 2 VO np+ 2), | (530,

Ve +2) 210 e p+ 2).

L
()]
[

Portanto a substituicdo de 01 por 11 no centro da esfera sempre aumenta seu volume, o que
conclui a prova.

Teorema 5.4: A restricdo RLL (0,1) tem volume minimo de esfera de raio 1 se o centro
for x = 101101101101...

Prova: O volume da esfera de raio 1 € dado por 1 mais o nimero de sequéncias restritas que
diferem do ceniro em apenas I digito. Na sequéncia x = 101101101101...101, nenhum I pode
ser convertido em 0 sem wviolar a restricio. Qualquer sequéncia com mais 1's teria que ter trios
111 onde o digito central poderia ser mudado sem violar a restrigao. Portanto, a sequéncia X
€ o centro da esfera mintma de raio 1, com V(1) = [3].

Teorema 5.5: No espaco restrito das sequéncias RLL (0,1) com n — oo, Vi(x,0,5— €) ¢
minimizado por x = 010101... para algum €> 0 suficientemente pequeno.

Prova: Conforme provado no inicio deste capilule, o digito 1 € 0 mais provdvel em sequéncias
(0,k), £ > 1. Porisso, como x = 010101... € a sequéncia de menor tara de ocorréncia de 15 no
espaco RLL (0.1}, ela € também a de maior distdncia tipica as outras sequéncias deste espago.

Como todas as taras de esferas alcancam a capacidade da restrigdo na distancia tipica dos
respectivos centros, resulta que em & = (0,5— €), para € suficientemente pequeno, o cenfro X
serd o unico cuja esfera ainda terd uma taza abairvo da capacidade.

Estes dois teoremas evidenciam que nao existe um centro uniformemente minimizante do
tamanho das esferas no espaco RLL (0,1). Dependendo do raio considerado, o centro minimi-
zante podera ser um ou outro. A Tabela 5.3, {eita para n = 6, ilustra a situagdo. Podemos
observar que 101101 é o centro da menor esfera de raio 1, enquanto 101010 e 010101 sdo centros

minimizantes para 3 < r < 6 (para r = 2, as trés sio minimizantes).
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X
111111
111110
111101
111011
110111
101111
011111
111010
110110
101110
011110
110101
101101
011101
101011
011611
010111
101010
011010
(010110
010101

{S(x,d =1,2,....6)}
(1,6,10,4,0,0,0)
(1,5,8,6,1,0,0)

(1467300)

(1,4,7,7,2,0,0)

(1.4,7,7,2,0,0)

(1,4,6,7,3,0,0)

(1,5,8,6,1,0,0)

(1,4,6, 5.4.1.0)

(1,3,6,7.4,0,0)

(1,3,6,6,4,1,0)

(1,4,7,6,3,0,0)

(1,3,5,5,5,2,0)

(1,2,5,6,5,2,0;

(1.3.6,6,4.1,0)

{1, 3:}5;}2(?

(1,3.6,7.4.0,0}

(1,4,6,5,4,1,0)

(1 344531)

(1,3,5,0,4?3.{3)

(1,3.4.4,5.3.1)

{Vix,r=1,2,...,6)}

(1,7,17,21,21,21,21)
(1,6,14.20,21,21,21)
(1,5,11,18,21,21,21)
(1,5,12,19,21,21,21)
(1,5,12,19,21.21.21)
(1,5,11,18,21,21.21)
(1,6,14,20,21,21,21)
(1,5,11,16,20,21.21)
(1,4,10,17,21,21,21)
(1,4,10,16,20,21,21)
(1,5,12,18,21,21,21)
(1,4,9,14,19,21,21)
(1,3,8,14,19,21,21)
(1.4,10,16,20,21,21)
(1,4,9,14,19,21,21)
(1,4,10,17,21,21,21)
(1,5,11,16,20,21,21)
(1,4,8.12,17,,20,21)
(1,4,9.14.18,21,21)
(1,4,9.14,18,21,21)
(1.4.8.12,17,20,21)

Tabela 5.3: Exemplo de Esferas de Raio Nao Assintdtico

100
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O dltimo teorema pode ser estendido para qualquer {d, k), mostrando que a sequéncia de
maior distancia tipica € o centro da esfera minima na maxima distancia assintética tipica. Para
ralos genericos, porem, o problema da identificacio do centro da esfera minima no espaco RLL
(d,k) (para (d, k) qualquer} permanece aberto, impedindo o célculo do limitante de Hamming-
Plotkin no caso geral. Para o caso (d,k) = (0,1), porém, o préximo teorema resolve este
problema para raios assintoticos d = én, n —+ o0, 0 < § < 1.

Teorema 5.6: No espaco restrito das sequencias RLL (0,1) com n — oo, V(x,é) é 1mini-
mizado por x = ...010101... para qualquer ¢ > 0.

Prova: Considere a mdquina de estados finitos que gera sequéncias RLL (0,1), € o processo
de geracao de erros por essa mdquina a partir de um centro c. Toda vez que o centro apresentar
um digito 0, a mdquina € livre para iniciar um evento de erros, e € obrigada a continuar
um evento que jd estiver em andamento. Quando o cenlro apresentar 1 apds 0, a mdquina
€ proibida de iniciar um evento, mas ¢ livre para continuar ou interromper um evento em
andamento. Quando o centro apresentar I apds 1, a mdquina € obrigada a interromper um
evento em andamento, mas pode iniciar um evento novo, se ndo gerou erro no digito anterior.

Portanto, em uma sequéncia 010101... do centro, cada par 01 representa uma oportunidade
de iniciar um evento (no () e uma oportunidade (sem obrigacdo) de interrompé-lo (no ).
Entretanto, se aparecer um par 11 no centro, o evento precisa ser interrompido no sequndo 1,
a ndo ser gue jd tenha sido interrompido no primerio {dois 1’s sequidos no centro nio estdo
disponiveis para erro ao mesmo tempo).

Portanto, se o centro ndo apresentar nenhum par 11, a mdquine nunca serd obrigada «
interromper um evento de erros. Nessas condi¢ioes, ela produzird erros numa tara mdrima, ¢
terd o mdrimo nimero de possibilidades de produzir sequéncias com mais que &n erros em n
digitos, quando n — oo. Consequentemente, a esfera de raio dn em torno deste centro terd
tamanho minimo.

Iste teorema ndo pode ser estendido para as restricdes RLL (0, %) com & > 1, pois nesse
caso existem mais que um centro com a propriedade de nao seccionar os eventos de erros. Por
outro lado, quando d > 1, ndo existe nenhum centro com esta propriedade. No caso particular

da restricio RLL (1,2}, a comparagao entre as Equacoes (5.15) e (5.43) mostra que 010101...




Taxas Assintdticas e Limilantes 169

nao ¢ centro da esfera minima para & < .355, apesar de sé-lo pelo menos na vizinhanga esquerda
de 6 = 1/2 (disténcia tipica maxima), conforme j4 discutido.

Dessa forma, as esferas da restricao RLL (0,1) apresentadas na Secio anterior sao extremas.
tendo volume maximo e minimo. Portanto a partir delas podem ser determinados o limitante
inferior de Gilbert e Varshamov e o limitante superior de Hamming-Plotkin.

Para a determinagao do limitante inferior de Kolesnik e Krachkovsky, utiliza-se a matriz

z 1
Ag(z) =
z @
para chegar-se a
1z 2z 1
1 0 0
Hiz) = ‘
1 2 00
1 0 0 0|
e portanto
1 2z 1
Hizj=|11 2z 0
I 6 0

como apresentado anteriormente.

Pode-se entao calcular o limitante inferior através da expressio

R(8) = 2log A\(H(0)) — min {log A(H(z)) — §log 2} — O(:) -

Para a determinacao do limitante inferior de Marcus e Roth, tem-se a matriz

2~ ]
A= e o |
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e chega-se a

9-2x 9-i—z 9-z~z ]
27% 0 27t ¢
27 27FE Q)
i 0 0 0

b

Portanto:

como apresentado anteriormente.

Calcuia-se entao o limitante inferior através da expressao { 4.35).

Com a esfera minima determinada, determina-se o limitante de Hamming e consequente-
mente o de Hamming-Plotkin. O limitante superior de Plotkin ndo terd abordagem pratica
nesse capitulo pois seu célculo ja foi descrito no capftulo anterior.

A partir das esferas minimas determinadas na Segao anterior e dos argumento de empaco-

tamento se determina o limitante superior de Hamming, que ¢ dado por

| x5 | I

No caso assintético, ele € escrito [42] por
R(8) < e(S) — VEn(6/2) = ¢(S) — S=(6/2). (5.54
O limitante superior de Hamming-Plotkin é determinado diretamente do limitante de Ham-

ming, através da reta que passa pelo ponto ponto B(1/2) = 0 e é tangente ao limitante.

5.4 Qutros Limitantes Inferiores

O célculo de limitantes inferiores jé foi descrito totalmente no capitulo anterior. Nesse capitulc

serao feitos calculos praticos sem entrar em detalhes de técnicas. No caso da técnica de Marcus
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Hamming

Gilbert -
Kolesnik

Marcus

Hamming-Plotkin

Figura 5.22: Limitantes Inferiores e Superiores da Restricdo RLL (0,1)
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e Roth, parte-se do principio de que a restricdo é primitiva. Como se sabe, a restricao D(-
free nao é primitiva. Portanto serd agora descrita uma técnica de obter restrigbes equivalentes
primitivas nos casos de desbalanco impar.

A partir de { = 0 € considerada como uma sequéncia central x = (10101..), comecando n-
estado de SDC = 0. Chamande simbolo de imitagao ¢ aquele que ¢é igual a sequéncia central e

de nao-imitacao n aqueles que diferern. Obtém-se a matriz de transigoes de estados Ag

(001, 0 0
1. 0 1, 0
Ag = (5.55
0 1. 0 1,
(0 0 1, 0|

onde os subindices ¢ e n s&o simbolos de imitagdo e nao-imitacao, respectivamente. Os estados
de SDC =1e SDC = 0, e 0s estados de SDC = 2 e SDC = —1 podem ser fundidos se oz
simbolos ¢ e n forem usados no lugar de 0 e 1, o que constitul uma transformacao preservadora
de distancias. A primeira fusao resulta em um estado chamado interno (1) e a outra em um
estado chamado erterno (E). Na Figura 5.23 é possivel se ver o FSTD resultante, que néo é

mais periddico. A matriz de transi¢oes resultante é

1,‘ In
Ag = (5.56
1, 0
It
i
n

Figura 5.23: ¥STD da Restricdo DC-free com Desbalanco m = 3, Primitivo
Esse procedimento pode ser generalizado para qualquer desbalanco m impar, tornando a

restricao DC-free primitiva, e reduzindo seu nimero de estados para %
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No caso de desbalanco m = 5

0 L 0 0 0 0
1, 0 1, 0 0 0
01, 0 1, 0 0
Ag = (5.57)
¢ 0 1, 0 1, O
0 0 0 1, 0 1,
0 0 0 0 1, 0

Fundindo os estados de SDC = 0 com SDUC =1, SDC =2 com SDC = -1 e SDC =3
com SDC = —2, resultam trés estados, um interno (), outro médio (M) e outro externo (E)

e a matriz de transi¢bes resultante é dada por

I, 1, 0
Ac=11, 0 I (5.58)
0 1, 0

A Figura 5.24 mostra o FSTD resultante.

G n i

i ()

n i

Figura 5.24: FSTD da Restricado DC-free com Desbalan¢o m = 5, Primitivo

5.4.1 Reforcando Restrigoes

Seja x% um conjunto de palavras de comprimento n de um espago restrito S, e x um subconjunto
seu tal que x € x%. Dessa forma, qualguer limitante inferior de x também sera vélido para xZ.

Com iss0, e com os argumentos de Gilbert € Varshamov, e de Kolesnik e Krachkovsky, podem
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ser procurados novos limitantes inferiores. Aqui serd exemplificado o caso da restricdo DC-free
[49] com desbalango m = 3.

A Figura 5.25 representa a trelica da restricao DC-free com desbalango m = 3. Excluindo-se
alguns pontos da treliga dessa restricao , tal que as sequéncias comecem e terminem no mesmec
estado -(SDC:{}), sao obtidas células de comprimento N, com N par. A Figura 5.26 mostra

células de comprimento 4 e 6.

SDC=2 .
SDC=1 |

SDC=0 |

5DC=-1

Figura 5.25: Trelica da Restricao m=3 DC-Free

Seja B(x,z) a funcdo distribui¢do de distdncias das esleras com centro em x e P(z) &
sequéncia de n/N células consecutivas. Entéao
n/N

P(z) =[] B(x,z2) (5.59

=1

No caso do limitante inferior de Gilbert € Varshamov, x € o centro da esfera maxima
x = 1{10)z 10 (5.60.

onde o expoente —;\,— — 1 indica o numero de repeticbes da sequéncia 10.
Para se determinar o limitante inferior de Kolesnik e Krachkovsky, deve-se calcular a média
das distribuicdes das esferas
Far
7] Ziﬁo B (Xi s & )

Blz) = ==0p =0, (5.61)

onde Fn é o N-ésimo nimero de Fibonacci. Pode-se verificar na Fiecura 5.26 que o nimero
N g q

de sequéncias das células de comprimento N ¢ igual ao N-ésimo mimero de Fibonacci e &
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capacidade correspondente a restrigao S é

1
— log Fix. (5.62;

S =
o) = +

A Tabela 5.4 mostra os polindmios de distribuicio de distancias das esferas dado o centro
da esfera maxima B(x.z), ¢ pelinémio da esfera média B(z), o nimero de Fibonacci corres-

pondente ao tamanho da célula Fy e a capacidade ¢(S), para N = 2, 4, 6, 8 e 10.

N B{x, z) B(z) C Fr
2 14z 1 + z* 5 2
4 1+ 4z 1 + 242 58048 | 5
6 1+ 827 +4z* 14 3822 4 ;{E_; 4+§5;6 61674 | 13
8 141327 4+ 162% + 425 1+ e Ept “fﬁ + 88,0 4 18,8 63593 | 34
10 | 141927 4127 +242° 4 425 | 1 4 1202 4 3044 4 212,64 800,84 32,10 | 64757 | 89

Tabela 5.4: Polinomios de Distribuicdes de Distancias

Sendo P(z) a distribuicio de distancias de n/N células, pode ser visto que

=3 §(d)<* (5.63)

d=0

onde S(d) ¢ a superficie esférica de raio d, méxima ou média, dependente do polinémio B

utilizado. Esse polindmio B(z) = »\_{) ;7 é a distribuicio de distincias em uma célula.

Supondo a existéncia de n/N células, podem ocorrer:

i células de 4 erros
19 células de 6 erros
tg-1 células de 2¢ erros
dedi; ~Biz— ... 201, ,

=2etlent células de 2 erros.

Obtem-se 5(d) a partir da combinatérica dos elementos b; de B e dos mimeros de erros por

células ix, onde os polindmios B sio apresentados na Tabela 5.4:
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i d—tsy —6ip— ~2(q—1)ig..p i .
dz/é i i n/N nfN — 1
11 =0 =0 1};_,3:0 ?:1 ?:2
n/]\fr . zg;i 'i d—éfy—..2qi,_1 §— 1 .
_ =Y H b5 s, (5.64)
d—gip—...2974.1 M )
2

onde ¢ = %T — 1 no caso do limitante inferior de Gilbert e Varshamov, e ¢ = %‘— no caso do

limitante de Kolesnik e Krachkovsky. Fazendo

: 1
S(6) = lim —log S{d), {(5.65)
TE— 0 Tl
onde § = d/n, tem-se
S(6) = max max ... max ———iog(f\’ »&Qf;zj log b2j+2) +
0%ui%d/d0gu, <L ggy, < Sntmztinn S2em gz | N = i
b , -
ri(6, i} log 2 —rofdb, pilog(ra (6, u)) p s {5.66)
Tl(és ﬁ)
em que
& =
Tlfé,il\w;“ (j+1)
2 o
1 =
ra{é. p "-fw**%ZJﬂj-,
=1
e
pj = 1j/n.

Maximizando a fungao convexa da Equacio ( 5.4.1) é achado o limitante inferior [42]




Taxas Assintoticas e Limitantes 116

R(6) 2 e(8) = V™% = ¢(S) — 5(6)- (5.67

5(8), no caso do limitante inferior de Gilbert e Varshamov, é a esfera maxima calculada =
partir do polindémio B(x,z) com x centro da esfera maxima. No caso do limitante inferior de

Kolesnik e Krachkovsky, §(8) é a esfera média, calculada a partir do polinémio B(z).

5.4.2 O Limitante Inferior de Gilbert e Varshamov

No caso do limitante inferior de Gilbert e Varshamov da restricao DC-free, ha uma descrigac
completa de como eles podem ser obtidos, proposta por Cohen e Litsyn em [45]. Aqui, para
efeito de comparacao, ¢ simplesmente listado o valor do limitante descrito da restricao DC-free

com desbalanco m = 3, que é dado por:

1 26
R(8) > e(S) ~ ——gjh (m) : (5.68

onde

hiz) = —xlog, z — (1 — z)log,(1 — x).

5.4.3 O Limitante Inferior de Kolesnik e Krachkovsky

Seja Ac{z) a matriz de transicdo de estados, e H(z) a matriz de transi¢oes da treliga produtc.
como descritas no capitulo anterior.

Para a restricdo DC-free com desbalango m = 3 tem-se

(0010 0|
z 01 40
Ag(z) = ,
0 2z 0 1
_U 0 =z Gm
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e -
0 Agi{z) 0 0
z 0 Aclz 0
H(z) = Q(z) c(z)
0 Q=) 0 Aglz)
0 0 Q(z) 0 ]
onde i
0 z 0 0
1 0 =z @
Q=)=
01 0 =
0610

Portanto, aplicando a técnica de reducao descrita anteriormente, tem-se

z 01 0 0 =
0 1 0 0 20
20 2z 0 0 0
H,(z) =
00 00 1 ¢
0 01 1 O
Lz 000 0 0 0]

Para a restricao DC-free com desbalanco m = 4 tem-se

b
2 <
[ S
.
[ S o]

<o DD
oo S o |

<

&3

=]
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Pode-se entao calcular o imitante inferior através da expressao

R(8) > 2log \(H(0)) — min {log \(H(z)) — 6log =} - 2

0 Aule)

Qlz) 0

Hiz)=1] 0 Qz)
0 0

0 0

ande _
0

1

Q(z)=| 0

0

0

0

<

L]

0
1

&y

0

5.4.4 O Limitante Inferior de Marcus e Roth

Utilizamos a visualizacao da restricao DC-free com desbalanco m impar. que a torna primitiva.
admitindo portanto a utilizacao da técnica de determinacao de limitantes inferiores de Marcus e

Roth. Considerando os simbolos de imitacdo como 1 e o outro como 0. para a restricao DC-free

com desbalanco m = 3 tem-se

H(z,z)

;4@ (2) -
I 2—23:
b
gT—z

9-z
1

9-z-z
0
1
0

1
0

|

9-zwz
1
0
0

i

0
0
0
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Através da técnica de redugao de estados, obtem-se

H(x,z)=| 2= ] ¢
1 0 0
Fazendo-se as mesmas consideragoes para a restricdo DC-free com desbalanc) m = 5.
encontram-se |
2= 1 0
Aglz)=| 1 0 27° |,
0 27 0
© r -
2-E mEmr g 2mer 0 0 0 0
277720 2= 1 g 2= 0 0 0
0 2~ 0 0 27 0 0 0 0
27 1 0 0 0 0 277 pmemz )
H(z, z) = 1 0 92—z 0 0 0 9~z g 9-2
0 27 0 0 0 0 0 27
0 0 0 2= pmEmE ) 0 0 0
0 0 0 2= 0 2~ 0 0 0
0 0 0 0 2~ 0 0 0 0

Através da técnica de reducao de estados, efetua-se a simplificagéo

9= 9g=i== ) 1 0 0
ome=r ] 2% 0 2=
0 o 0 277 0 0
H,(z,2) =
1 0 227F 0 0 2%
0 27T 0 2% g
0 0 0 2¥ 0 0

Pode-se entéo calcular o limitante inferior através da expressao (4.35).
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X X X X

H ] i ] ] i ! H i | ] H

N=4 ) N:6

Figura 5.26: Células da Restricao DC-free com m=3 Reforcada de Tamanho N=4 e N=6

0.5

Figura 5.27: Limitantes Inferiores de Gilbert e Varshamov da Restrigio DC-free com m = 3.
Reforcada com Células de Comprimento 4, 6, 8 e 10
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Figura 5.28: Limitantes Inferiores de Kolesnik e Krachkovsky da Restricao DC-free com m = 3.
Reforgada com Células de Comprimento 6, 8 e 10
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Figura 5.29: Melhores Limitantes Inferiores de Esferas Reforcadas da Restricio DC-free com
m =3
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Figura 5.30: Melhores Limitantes Inferiores de Gilbert e Varshamov da Restricao DC-free com
m=3
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Figura 5.31: Melhores Limitantes Inferiores de-Kolesnik e Krachkovsky da Restricio DC-free
com m = 3
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Figura 5.32: Melhores Limitantes Inferiores da Restricdo DC-free com m = 3
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Figura 5.33: Limitante Inferior de Kolesnik e Krachkovsky da Restricao DC-free com m = 4
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Figura 3.34: Limitante Inferior de Marcus e Roth da Restrigio DC-free com m =5



Capitulo 6

CONCLUSAO

O algoritmo dos blocos deslizantes garante a obtengao de um cédigo de bloco de taxa p/g < ¢( S}
satisfazendo a restrigdo S. Tendo sido aplicado na restri¢ao (d, N) com (d, N) = (1,5), esse
algoritmo auxiliou na obtencéo de cédigos de blocos de janelas deslizantes com taxas 4/7, 5/%
e 3/5.

A aplicacdo do algoritmo original de Franaszek [23]-[26] garante a obtencao de um autove-
tor aproximado. A versio modificada descrita nesse trabalho [27] garante a obtencio de um
autovetor aproximado de minima componente méixima e com somatéria dos pesos minimizada
(dada tal componente maxima).

A técnica de determinacio do espectro de cddigos de bloco de Cariolaro e Tronca [6] foi
aqui aplicada também para a obtencéio do espectro maxentrépico de restrigdes (d, N).

Os codigos (d, N), apesar de apresentarem teoricamente flutuacio dc semelhante a da res-
trigao DC-free com desbalanco d, proporcionam uma maior eficiéncia na utilizacio do canal.
com uma maior taxa. Porém hd um aumento nas complexidades do codificador e do decodifi-
cador.

Tendo em vista o comportamento do limitante inferior de Gilbert e Varshamov, foi investi-
| gada a ocorréncia de melhorias no limitante inferior de Kolesnik e Krachkovsky quando se aplica
reforgo da restricao DC-free com desbalan¢o m = 3. Porém nao foi encontrado um reforco que

gerasse essa melhoria.

O limitante inferior de Marcus e Roth [47] ndo é facilmente calculavel para o caso de
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restrigoes nao-primitivas. Fol no entanto verificado que é provedor do melhor limitante inferior
para restricoes primitivas.

Foi apresentada uma técnica para a obtencdo de taxas assintéticas dado um centro notével

Conjecturou-se que curvas de esferas de centros distintos x; e X, ndo se cruzassem, implican-
do que curvas de esferas de centro de méxima distancia tipica sempre fossem esferas minimas,
e que esferas cujo centro tivesse minima distancia tipica fossem esferas méaximas para todo 6.
Porém a Figura 5.20 invalidou tal conjectura, mostrando que os centros de esferas minimas e
maximas podem ser alterados dependendo da distincia relativa minima 6.

Foi mostrada a evolugéo dos limitantes inferiores e superiores da restrigio RLL (0,1). Para
o calculo desses limitantes, foram utilizadas as esferas determinadas pela técnica combinatérica
para o calculo de taxas assintéticas.

Comeo proposta para futuros trabalhos tem-se um maior estudo das restrigdes (d, N) com
a determinacao das probabilidades de erro dos cédigos (d, N) aqui obtidos e uma comparacgao
com a restrigio DC-free.

Seria interessante provar a suposi¢do de que uma restrigao (d, N) com N — oo tem capaci-
dade igual a restricao DC-free com desbalanco m = 2d.

A determinacdo de centros de esferas minimas para restricdes RLL e a utilizacdo da técnica
combinatdrica para o célculo de taxas assintéticas para a determinacio do limitante superior
de Hamming-Plotkin consiste de uma interessante proposta para futuros trabalhos.

Finalmente, a busca a partir dos limitantes superior e inferior, de cédigos em espacos res-

tritos com capacidade de corregdo de erros é de grande valia.
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