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Resumo

Esta dissertacao trata de métodos sistematicos para a construcao de cédigos
espago-temporais (cédigos de grupo, sobre corpos e sobre anéis) quando submetidos
a canais com desvanecimento quasi-estatico e plano. A motivacdo principal para esta
pesquisa foi o fato de que esses cédigos foram construidos heuristicamente através de
uma busca exaustiva por cédigos de treliga, cujos pares de palavras satisfizessem a dois
critérios de projeto: o do posto e o do determinante. Neste trabalho, tais cédigos sao
construidos da seguinte maneira. No caso de cédigos espago-temporais sobre grupo,
emprega-se a técnica de recobrimento espacial baseado em reticulados para determinar
rotulos apropriados para os ramos das trelica desses cddigos. No caso de codigos espago-
temporais sobre corpos e sobre anéis, determina-se um polinémio gerador, que nao
contenha fator binario, de um cédigo de bloco ciclico e utiliza-o para gerar um codigo

convolucional M-4rio.

Abstract

This work deals with systematic construction methods of space-time codes (codes
over groups, fields and rings) for quasistatic and flat fading channels. We were motivated
by the fact that these codes had been constructed by hand through an exhaustive search
for trellis codes whose pairs of codewords satisfied two design criteria: the rank and the
determinant ones. In this work, such codes are constructed in the following way. To
construct space-time codes over groups, we use the space covering technique based on
lattices to determine appropriate labels for the trellis branches codewords. To construct
space-time codes over fields and rings, we determine a cyclic block code polynomial

generator with no binary factor and use it as a M-ary convolutional code generator.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Histdrico

O desafio de construir cédigos corretores de erro para serem empregados em siste-
mas multiantenas de alta capacidade levou ao desenvolvimento dos cddigos espaco-
temporais, isto é, da codificagao através das dimensoes espacial e temporal. A codifi-
cagao espago-temporal, proposta por Tarokh et al. [18], consite num método eficiente,
em termos de poténcia e largura de faixa, de comunicacao mével, através de canais
com desvanecimento do tipo Rayleigh ou Rice. A seqiiéncia de informacao é codificada
por um codificador de canal e, em seguida, essa informacao codificada é convertida
em ng seqiiéncias, as quais sao simultaneamente transmitidas através de n; antenas
transmissoras. O sinal recebido, em cada uma das ngi antenas receptoras, correspon-
de a uma superposicao dos ny sinais transmitidos, corrompidos pelo desvanecimento
imposto pelo canal.

Por permitir explorar completamente a diversidade na transmissao e na recepgao,
conseguem-se transmissoes confidveis de dados a altas taxas, através desses canais rui-
dosos. Mais precisamente, as propriedades espaciais dos codigos espago-temporais pos-
sibilitam assegurar diversidade na transmissao e torna-la opcional na recepgao. Ja as
suas propriedades temporais garantem que o ganho de diversidade seja alcancado, sem
que a taxa de transmissao seja sacrificada.

Os cédigos espaco-temporais apresentam uma estrutura de trelica bem definida e,

conseqiientemente, utilizam-se técnicas conhecidas na sua decodificacao. Teoricamente,
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os c6digos espaco-temporais provéem a melhor relagao entre ganho de diversidade, taxa
de transmissao, tamanho da constelacao, dimensao do espaco de sinais e complexidade
da trelica. Além disso, quando da contrucao desses c6digos, consegue-se a maior taxa
de transmissao possivel para um dado ganho de diversidade.

Em [18], estabeleceram-se dois critérios a serem satisfeitos na construgao dos cédigos
espago-temporais € demonstrou-se que o desempenho desses codigos é determinado por
matrizes construidas a partir de pares de palavras-cédigos distintas. O valor minimo
do posto dessas matrizes quantifica o ganho de diversidade (critério do posto) enquanto
que o valor minimo do determinante dessas matrizes quantifica o ganho de codificacao
(critério do determinante).

Em [19], demonstrou-se que cédigos espago-temporais, construidos para prover uma
determinada ordem de diversidade quando se dispoe completamente da informacao
a respeito dos canais com desvanecimento quasi-estatico e plano do tipo Rayleigh,
provéem a mesma ordem de diversidade quando submetidos a diferentes tipos de canais
com multipercursos e desvanecimento plano, sob varias condicoes de mobilidade. Além
disso, mostrou-se que essa ordem de diversidade é preservada quando o receptor dispoe

apenas de estimativas imperfeitas a respeito do estado do canal.

1.2 Apresentacao do Problema

Como mencionado na segao anterior, a construcao de cédigos espago-temporais [18], [19]
é feita com base em dois critérios de projeto, os quais foram estabelecidos considerando
o tipo de desvanecimento apresentado pelo canal em questao. Deste modo, determinar
cédigos espaco-temporais reduz-se a buscar exaustivamente cédigos de trelica, cujas
palavras, aos pares, satisfacam os critérios do posto e do determinante. Obviamente,
esse é um trabalho bastante arduo!

O objetivo desta dissertacao é propor métodos sistemdticos para a construcao de
c6digos espago-temporais (cédigos sobre grupos, sobre corpos e sobre anéis) quando
submetidos a canais com desvanecimento quasi-estatico e plano. De maneira geral, para
cada uma das estruturas algébricas tipicas, determina-se um codigo de bloco ciclico,

como passo intermedidrio para a construgao de tais cédigos.
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1.3 Descricao do Trabalho

Esta dissertacao encontra-se dividida em cinco capitulos. Os préximos quatro capitulos

estao organizados da seguinte forma:

Capitulo 2: Alguns fundamentos basicos da teoria de codificagao e da algebra abs-

trata, utilizados no desenvolvimento deste trabalho, sao apresentados.

Capitulo 3: Introduzem-se os codigos espago-temporais bem como o sistema de co-
municacgoes considerado e analisa-se o desempenho de tais cddigos nesse

cenario.

Capitulo 4: Estabelecem-se métodos sistematicos para a construcao de codigos es-
paco-temporais (c6digos sobre grupos, sobre corpos e sobre anéis) quando

submetidos a canais com desvanecimento quasi-estatico e plano.

Capitulo 5: As contribuicoes deste trabalho sdo apresentadas e propoem-se alguns

topicos para serem abordados em pesquisas futuras.



Capitulo 2
Conceitos Basicos

O objetivo principal deste capitulo é apresentar alguns fundamentos bésicos da teoria
de codificagao e da algebra abstrata, utilizados no desenvolvimento desta dissertacao.
Inicialmente, na Secao 2.1, usando algumas ferramentas importantes, determina-se
um limitante superior para a probabilidade de erro de um cédigo com duas palavras.
Na Secao 2.2, expbe-se a teoria de recobrimento espacial baseado em reticulados e, em
seguida, apresenta-se o conceito de diversidade de modulagao (Segao 2.3). E importan-
te destacar que essas ferramentas juntas formam a base do método sistemdtico para
a constru¢do de cddigos espago-temporais (c6digos sobre grupos), assunto abordado
no Capitulo 4 deste trabalho. Na secao final deste capitulo (Se¢do 2.4), os c6digos
convolucionais M-arios sao apresentados e, em seguida, definidos como resultantes de

maquinas de estado finito.

2.1 Receptor Otimo para Canais Ruidosos

Considere o sistema de comunicagoes representado vetorialmente na Figura 2.1.

O transmissor é definido pela correspondéncia
m=m;,&x=%x; +=12,...,M.

Ou seja, regido pelas probabilidades a priori { P(m;)}, o transmissor seleciona alea-
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Perturbacao
m ] X, y . |,
{mi} {xi} {mi}
{P(m:)} P(y | %)

Figura 2.1: Representagao vetorial de um sistema de comunicacoes.

toriamente um sinal dentre um conjunto de M sinais {x;}, onde
x; = (Ti1, Tia, - - - , Tin)-

O sinal recebido

y= (yl:y2:"' 7yN)7

devido as perturbacoes impostas pelo canal, consiste numa versao ruidosa daquele en-
viado.

Neste contexto, a regra de decodificacao a ser utilizada é a da minima probabilidade
de erro. Desta forma, a probabilidade de erro de decodificagao é minimizada para um
dado conjunto de palavras-cédigo (ou seja, um c6digo) e um dado canal.

Seja P(y | x;) a probabilidade de receber a seqiiéncia y (saida do canal) dado que

a mensagem ou palavra-codigo x; foi transmitida. Entao,

Py | x;)

P(m; |y) = P(y) )

onde

P(y) = ZP(mi)P(y | x;).

Assim, se, no receptor, o decodificador decodifica y como sendo a mensagem m;,
entdo 1 — P(m; | y) é a probabilidade de decodificacdo errénea. Conseqilientemente, o

decodificador selecionard m; tal que P(m; | y) é maxima e, portanto, 1 — P(m; | y) é

5
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minimo. Logo, esse processo de decodificacdo com minima probabilidade de erro pode
ser enunciado da seguinte maneira:

Decodifique a seqiiéncia recebida y em uma mensagem m' para a qual
P(m'|y)>P(m;|y), VYm;#m'.

Ou seja,

Py [m)P(m') _ P(y | mi)P(m)
P(y) - P(y)

Como P(y) > 0 e independe do indice ¢, entdo a decodificagdo com minima proba-
bilidade de erro implica nos dois critérios , a saber:

1. Decodificagao por méxima probabilidade a posteriori (MAP):
Se pelo menos uma P(m;) # - para 1 < i < M. Entao,

P(y | m")P(m') > P(y | m;)P(m;), Vm; #m'.

2. Decodificagdo por maxima verossimilhanga (ML):
Se P(m;) = +; para 1 <4 < M. Entao,

Py |m') > P(y | m;), VYm;#m'

2.1.1 Probabilidade de Erro de um Cdédigo com Duas Palavras

Sejam x; e x5 palavras-codigo de comprimento N. Assuma que a regra de decodificdo é a
de maxima verossimilhanga e, sem perda de generalidade, que a mensagem transmitida
foi x;.

Nestas circunstancias, um erro serda cometido se, quando a regra de decisdao for

aplicada, concluir-se que

Py | x2) 2 Py [ x1).
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Definindo m(y) como sendo

P(y | x;)

miy) =1n {P(y =)

K
a probabilidade de erro dado que a palavra-cédigo x; foi enviada é expressa por

Teorema 2.1.1. [15] P(t > 6) < £ para § > 0, com { = E(t).

2
5

Se t = exp(Am(y)), entao

exp(Wm(y))

Plexp(m(y)) > o] < “E5

(Limitante de Chernoff)

Desta maneira, aplicando o limitante de Chernoff & equagao (2.1), obtém-se

{eAm(y) | X1 }

A | xl}

P(X]_ — Xo | Xl)

VAN

IA IA
— t
— — N

Ou seja,
Plxi = % | %1) < / Py | %) [P(y | x1)]'dy.

O minimo do termo a direita da desigualdade acima ocorre quando A = % Portanto,
um limitante superior para a probabilidade de erro dado que a palavra-cédigo x; foi

transmitida é

Plxi x| %) < [ [Py [ ) PGy | x0)] . (2.2)
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Um possivel modelo de canal, que engloba alguns aspectos importantes dos sistemas
de comunicagoes atuais, é aquele apenas com desvanecimento. Nele, o sinal recebido é

representado vetorialmente por
y=oax;+n, =12 ... M,

sendo « uma varidvel aleatéria com densidade de probabilidade p, e estatisticamente
independente do sinal transmitido x e do ruido aditivo Gaussiano branco n.

Assim, tem-se que

py(y | i) = / Po(¥ | iy 0)pada.
Mas

py(y ‘ Xiaa) - pn(y - CkXi)

N
puly —ox;) = ][ pn(y; — xy)

7j=1
N
1 i)
e
e (27]'0'2)5 20

IR B G Ve
(2m0?) > 20?2 ’

onde 0? = % e ||y — ax;|| corresponde a distancia Euclidiana entre os vetores y e ax;.

Portanto,

! ly — o’
V= — Iy =%l ), da.
py(y | %) / ot ¥ P ( 557 Pada

Dependendo do conjunto de sinais {x;} e da densidade de probabilidade p,, o valor
de p,(y | x;) pode ou ndo ser calculado (e interpretado fisicamente). Com o intuito

de contornar este problema, é comum avaliar o desempenho do sistema baseando-se no
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valor de p,(y | x;, @) ao invés de p,(y | x;). Desta forma, pode-se “reescrever” (2.2)

como

P(x; — xz | 1) < / [P(y | x2,)]7[P(y | x1,0)]2dy.

Logo,

1
. _efo y—oxal?] [y —exl ]\
(Xl — X9 ‘ Xl) S . W exp —T exp —T Yy

“+0oo
1 2 )
S WGXP —r‘_Q (”y“ —ay.(X2+X1)+
—00
2 2
o Il + )] iy
< /+oo 1 1 X9 + X3 2
76 _— _
= ) @ror)t V| 202 | 2

1 2 e+ xil® o fIel® + [l
exp !_ﬁ (— || — 1 + | — dy.

2
]dyzl

Mas

X2+X1

too 1 1
/oo (2702) % P17 202

e conseqiientemente

i 1 2 2 2
Plxi =% |x1) < exp|—o <_‘a‘27||><2+4xlll + fof? Pl el )]
o (x2 — x1)||”
< _
< exp 352
dQ(Xl,Xg)
< _ 2\ A
= P I 802 ’
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onde
d*(x1,%z) = [l (x2 — x|

corresponde ao quadrado da distancia Euclidiana entre os vetores ax; e axs.

2.2 Recobrimento Espacial

O problema de recobrimento espacial consiste em recobrir o espaco Euclidiano n-
dimensional fazendo uso de esferas idénticas, que nao se sobrepoem. A solucdo para
esse problema pode ser conseguida arrumando essas esferas de modo que os seus centros
formem um reticulado, isto é, um arranjo de infinitos pontos (ou vetores), que algebri-
camente formam um grupo sob a adicao vetorial. Como os reticulados sao descritos

por formas quadréticas!, o problema inicial reduz-se a resolver a equacao

f($1,$2, . 7$n) = Q7 (23)

onde f(x1,zs,...,z,) denota a forma quadrética associada ao reticulado n-dimensional
em consideragao e () é a ordem do corpo. A equagao polinomial (2.3), por apresen-
tar coeficientes inteiros e solugoes também inteiras, é conhecida como equacao de
Diofanto.

O vetor (x1,Zs,...,2y,), solu¢do da equagao (2.3), dita o movimento ao longo do
reticulado, fornecendo as palavras de um cédigo sobre grupos (ciclico), associado aos @
sinais da modulagao empregada. Tal cédigo, resultante desse procedimento, apresenta
uma importante caracteristica: a distancia minima entre as suas palavras é maxima.

Alguns exemplos de formas quadraticas associadas a reticulados sao:

1. f(z,y) = 2% + y?, associada ao reticulado Z?;
2. f(z,y) = 22 + 2y + y?, associada ao reticulado A, ou hexagonal;

3. f(z,y,2) = 2% + y* + 2?, associada ao reticulado Z3.

1Seja x = (z1,22,... ,2,) um vetor-linha e M uma matriz simétrica n-dimensional. A expressio
f(x) = xMxT é denominda forma quadratica n-dria com matriz M [5)].

10
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Nesta dissertacao, o interesse volta-se principalmente para os dois tipos de reticulados

bidimensionais acima exemplificados, usados em modulagoes PSK.

2.2.1 Reticulado Z2

Neste caso, o problema de recobrir o espago Euclidiano bidimensional empregando
esferas idénticas, cujos centros formam o arranjo Z2, é reduzido a resolver a equacao de

Diofanto
o +y?=Q. (2.4)

A existéncia de solugdes para a equagdo (2.4) é garantida pelos seguintes teoremas:

Teorema 2.2.1. [6] A equagdo z? + y? = @Q pode ser resolvida para x e y inteiros e

com () primo se, e somente se, @ = 1mod(4) ou @ = 2.

Teorema 2.2.2. [6] Seja f(z,y) = 2° + y* = Q. Entao,

f,y) fay') = flza’ —yy',zy’ + 2'y).

Assim, dado um nimero inteiro qualquer @), primeiramente deve-se fatora-lo em
nimeros primos que obedecam ao Teorema 2.2.1. Em seguida, aplica-se a equagao
(2.4) a cada fator primo e utiliza-se o Teorema 2.2.2 para se obter as suas solugoes.

A determinacgao das palavras do cédigo sobre grupos associado é uma conseqiiéncia
de se encontrar uma transformacao 7', cujas colunas sao vetores linearmente indepen-
dentes e cujo determinante é igual a Q. E desejavel que pelo menos uma das colunas
de T seja uma das solugdes inteiras da equagao (2.4). Todavia, nem sempre é possivel
satisfazer tal condi¢do uma vez que a imposicdo de gerar um cédigo ciclico via a trans-
formacao T pode estar fora do espaco das solugdes de Diofanto. Em [6], encontram-se
tabeladas solucoes da equacgao (2.4) para 2 < @ < 38.

Com o proposito de elucidar a técnica descrita, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.1. Seja o reticulado Z2. A equacao de Diofanto associada é dada por

22+ 9% = 4.

11
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Claramente, as suas solugdes sdo: {(2,0);(—2,0);(0,2);(0,—2)}. Caso se utilize as
soluges (2,0) e (0,2) como vetores-coluna da matriz 7', o correspondente c6digo sobre
grupos serd: {00,02, 20,22}, que néo é ciclico. A fim de se obter um c6digo ciclico, um
dos vetores-coluna deverd ser o par (2,1) (ou (1,2)), com o outro vetor-coluna sendo
uma das solucoes da equagao de Diofanto, tal que o determinante de 7' seja igual a 4.

Portanto, uma matriz transformacao T possivel é

T:[jg]_

Aplicando essa transformagdo a um dado ponto inicial, obtém-se o cédigo sobre
grupos {00, 12, 20, 32}, ilustrado na Figura 2.2.

01 2 3
0 00
1 12
2 20
3 32

Figura 2.2: Arranjo Z7 com seus respetivos pares ordenados.

Neste caso, percebe-se que a distribuicdo das palavras-cédigo sobre a regidao Z2

apresenta as seguintes caracteristicas:

e cada uma das linhas do reticulado Z2 contém uma tnica palavra-c6digo;

e duas das colunas do arranjo Z? possuem duas palavras-cédigo (isto é, no cédigo,

hé palavras com componentes iguais); e

e duas das colunas da regiao Z? nio tém palavras-cédigo.

Com base nessas observacoes, define-se um conceito de grande importancia na teoria

de recobrimento espacial:

12
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Defini¢do 2.2.1. [6] Um quadrado latino de ordem @ é um arranjo de pontos com-
posto por () linhas e () colunas, no caso de um reticulado bidimensional, onde um certo

simbolo ocorre () vezes, mas ndo duas vezes na mesma linha ou coluna.

2.2.2 Reticulado A,

No caso do recobrimento do espaco Euclidiano bidimensional empregando esferas idénticas,

cujos centros formam o arranjo A,, deve-se resolver a equacao de Diofanto
2 2 _
+ay+y- = Q. (2.5)

Assegura-se a existéncia de solugbes para a equagao (2.5) através dos seguintes teoremas:

Teorema 2.2.3. [6] A equacao 2 + zy + y* = @ pode ser resolvida para x e y inteiros
¢

e com () primo se, e somente se, () = 1mod(6) ou @ = 3.

Teorema 2.2.4. [6] Seja f(z,y) = 2° + zy + y*> = Q. Entdo,

fl,y) f(a',y) = Az’ —yy', zy + 2y + yy).

Ao contrdrio do que acontece no caso do reticulado Z? o par (z,y), solugiao da
equagdo (2.5), sempre fornecerd o movimento ao longo do reticulado de modo a maxi-
mizar a distancia minima entre as palavras do cédigo sobre grupos associado. Também
em [6], encontram-se tabeladas solugoes da equacao (2.5) para valores de @ < 41.

Com o objetivo de esclarecer o método descrito, apresenta-se o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.2. Considere o reticulado A, com Q? = 49 elementos. A equacdo de

Diofanto associada é dada por
4oy +yi="1.

E facil verificar que o par (z,y) = (2,1) é solugao da equagao anterior e, portanto,

prové a melhor maneira de se percorrer o reticulado. A matriz transformacao T corres-

2 1
1 4|’
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T =
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a qual, aplicada a um dado ponto inicial, fornece o c6digo sobre grupos {00, 12, 24, 36, 41, 53,65},

ilustrado na Figura 2.3.

01 2 3 4 5 6

1 12

N
5 53
6 65

Figura 2.3: Reticulado A5 com 49 elementos e seus respetivos pares ordenados.

Neste caso, observa-se que cada uma das linhas e colunas do reticulado A, mostrado
na Figura 2.3, contém uma unica palavra-cédigo, o que caracteriza-o como um quadrado

latino.

E importante ressaltar que, caso se obtenha um quadrado latino apés a aplicacao
da técnica de recobrimento espacial baseado em reticulados, o cédigo sobre grupos
assim gerado apresentard uma peculiaridade muito importante: duas palavras quais-
quer sempre terao componentes diferentes, ou seja, uma determinada componente das
palavras-cédigo nunca assumird o mesmo valor em palavras distintas.

Como resultado do procedimento descrito nesta se¢ao, obtém-se uma diversidade de

modulagao (diversidade espacial de sinais), abordada a seguir.

2.3 Diversidade de Modulacao

Em decorréncia da rapida expansao dos sistemas de comunicacées moveis, cresce a ne-
cessidade de se melhorar a capacidade e o desempenho dos sistemas de transmissao.
Isso pode ser obtido através do uso das técnicas de diversidade espacial e de combinacao

6tima. Os cédigos espago-temporais, a serem abordados nos dois préximos capitulos,

14
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combinam diversidades espacial e temporal e, desta maneira, apresentam um bom de-
sempenho quando submetidos a canais com desvanecimento.

Entretanto, a diversidade do sistema também pode ser aumentada através da in-
trodugdo de redundéncia oriunda da rotacdo e do embaralhamento (feitos de maneira
combinada) dos simbolos da constelagao, antes de modulé-los. Esta técnica é deno-
minada de diversidade de modulagao. Neste caso, a ordem da diversidade de um
conjunto de sinais multidimensionais é definida como o niimero minimo de componen-
tes distintas entre dois pontos quaisquer da constelacao, isto é, como a distancia de
Hamming minima entre dois vetores da constela¢ao de pontos. Com base nessa ultima
interpretacao, conclui-se que, para uma constelagao n-dimensional, a ordem da diversi-
dade do sistema associado é sempre menor ou igual a n.

A esséncia da diversidade de modulagao é aplicar uma determinada rotacdo a
uma constelacdo de sinais classica, de modo que o nimero de componentes distin-
tas entre dois pontos quaisquer seja maximo. Empregando um componente embara-
lhador/desembaralhador, assume-se que as componentes em fase e em quadratura do
simbolo recebido sofrem desvanecimentos independentes.

A Figura 2.4 ilustra esse procedimento para uma constelacao 4-PSK.

\j

\J

(a) (b)

Figura 2.4: Diversidade de modulagao para a constelagao 4-PSK.

Caso se suponha que o desvanecimento sé atinge uma unica componente do vetor
associado ao sinal transmitido, pode-se concluir que a constelacao “desvanecida” da
Figura 2.4(b) (circulos vazios) oferece mais protecdo contra os efeitos do ruido, uma vez

que dois pontos quaisquer nunca coincidirdo, como acontece na Figura 2.4(a).
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Observa-se que, quando submetido a um canal apenas com ruido aditivo Gaussiano
branco, o conjunto de sinais rotacionados apresenta um desempenho igual ao de um
conjunto de sinais nao-rotacionados. Quando submetida a um canal com desvaneci-
mento do tipo Rice, a constelacdo rotacionada apresenta um desempenho intermediario
entre aqueles apresentados quando submetida a canais puramente Gaussiano e com

desvanecimento do tipo Rayleigh.

2.4 (Cbdigos Convolucionais M-arios

Nesta secao, os codigos convolucionais sao definidos de maneira que, para cada bit de
informacao que entra no codificador, gera-se um simbolo M-ario na sua saida. Esses

c6digos convolucionais de “taxa” 1 sao analogos aos c6digos convolucionais binarios de

1
logy M

Inicialmente, os cédigos convolucionais M-arios serao definidos como resultantes de

taxa De fato, o aspecto desses dois codificadores sao idénticos.

maquinas de estado finito. Esse tratamento torna mais conveniente a introducao das
propriedades e dos parametros desses cddigos. No Capitulo 4, redefinem-se tais cédigos,
usando uma abordagem algébrica, o que permite a construgao de c6digos convolucionais

M-arios bons a partir de codigos de bloco conhecidos.

2.4.1 Cddigos Convolucionais M-arios: Cdédigos obtidos a par-

tir de Maquinas de Estado Finito

O codificador mostrado na Figura 2.5 é uma maquina de estado finito composta por um
registrador deslocamento com K estagios e por log, M somadores médulo 2, os quais
estao conectados as células do registrador deslocamento de alguma maneira fixa.

A informacao bindria, que chega ao codificador, é deslocada ao longo do registrador,
a uma taxa de 1 bit por unidade de tempo. Apds cada deslocamento, o conteudo
das células do registrador sao combinados de maneira determinada pelas conexdes,
fornecendo uma (log, M)-upla bindria ou, analogamente, um simbolo M-drio. Como
um simbolo do cdodigo é produzido a cada bit de entrada, o cddigo resultante apresenta
uma taxa r = 1 bit/simbolo.

O comprimento K do registrador deslocamento é denominado de comprimento de
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K estagios

1 bit/
unid. de tempo

e b p - P log, M somadores

log, M bits/unid. de tempo

Figura 2.5: Cédigo convolucional M-ario geral com taxa 1 e comprimento de restricao
K.

restricao porque cada bit de entrada afeta, no maximo, K simbolos do cédigo, a medida
que o mesmo se desloca ao longo do registrador. Portanto, esse codificador produz um
c6digo convolucional M-ario com taxa 1 e comprimento de restricao K = m + 1, onde
m é definido como sendo a meméria do codificador.

E importante ressaltar que, como se empregam apenas operagoes lineares, a so-
ma moédulo 2 de duas palavras-codigo também é uma palavra-cédigo. Além disso, a
sequiéncia de entrada toda nula produz a seqiiéncia-cédigo toda nula. Logo, as palavras-
cédigo formam um grupo sob a operacao soma médulo 2.

O codificador da Figura 2.5 pode ser visualizado como um codificador convolucional

1
log, M

que as conexoes para o codificador convolucional M-ario sdo escolhidas de modo que

binrio com taxa r = . A diferenca entre essas duas abordagens reside no fato de
o0 mesmo apresente um bom desempenho em canais M-arios. Como conseqiiéncia, esse
codificador pode nao apresentar um bom desempenho em canais bindrios.

Como exemplo, considere o codificador convolucional 4-ario com r = 1 e K = 4,
ilustrado na Figura 2.6.

Esse codificador é o melhor codificador convolucional 4-ario com r = 1 e K = 4.
Entretanto, o mesmo nao corresponde ao melhor codificador convolucional binario com
r=seK =4

O estado de um codificador convolucional é definido como sendo o contetido das

(K — 1) células mais a direita do registrador deslocamento. Assim, o nimero total de
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AV

Figura 2.6: Cddigo convolucional 4-ario com comprimento de restricao K = 4.

estados é igual a 2X~1. Durante a codificacdo, o registrador transiciona de um estado
a outro, a cada novo bit que entra no codificador. Com base nestas informacoes, um
diagrama de estados, mostrando como essas transicoes ocorrem, pode ser desenhado
para cada codificador. Na Figura 2.7, encontra-se o diagrama de estados do codificador

convolucional mostrado na Figura 2.6.

0/10

0/00 1/01

1/11 1/00

1/10

Figura 2.7: Diagrama de estados do codigo convolucional 4-ario da Figura 2.6.

Nesse grafo, os oito possiveis estados sao representados por nés. As linhas, que
conectam os nés diretamente, ilustram as possiveis transi¢coes. Além disso, cada linha é
rotulada pelo bit de entrada, que causa a transicdo, e pelo simbolo produzido na saida

do codificador.
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Uma outra maneira muito 1til de representar um codificador convolucional é através
do diagrama de trelica. Para o codificador convolucional mostrado na Figura 2.6, a sua

trelica encontra-se ilustrada na Figura 2.8.

000 o<

001 o

010 o

011 o

100 ©

101 ©

110 ©

111 o

Figura 2.8: Trelica associada ao cédigo convolucional 4-ario da Figura 2.6.

Cada coluna de nds representa os oito possiveis estados do codificador e a profun-
didade na trelica, a partir da coluna de nés mais a esquerda, corresponde ao nimero
de bits que entraram no codificador. As transi¢oes resultantes da entrada de um bit 0
no codificador convolucional sao representadas por linhas cheias enquanto que aquelas
ocasionadas pela entrada de um bit 1 sao representadas por linhas tracejadas. Note
que, a partir do quarto bit de entrada, todos os caminhos-cédigo chegam aos pares em
cada um dos estados. Isto acontece porque ha apenas dezesseis transi¢oes entre os oito
estados. Conseqiientemente, dois caminhos quaisquer, que entram num determinado
estado, produzirao os mesmos simbolos-cédigo ao deixd-lo. Este fato serd de extrema
importancia durante a decodificagao.

Um conceito muito importante em codificacao é o de distancia entre palavras-cédigo.
A distancia entre duas palavras de um cédigo é definida como o niimero de posi¢des em
que os seus simbolos M-arios diferem. Neste contexto, a palavra 4-aria 01 100001 dista

2 da palavra 01 10 01 11. Devido ao fato de as palavras-codigo formarem um grupo, a

19



Capitulo 2. Conceitos Basicos

soma modulo 2 de duas palavras é igual ao nimero de simbolos nao-nulos da palavra
resultante dessa operacao, o que, por sua vez, é definido como o seu peso.

Agora, considere todos os pares de caminhos-cédigo que partem do estado nulo e
voltam a esse estado, pela primeira vez, apés algumas transi¢oes. O valor minimo
das distancias entre todos esses pares ¢ denominado de distancia livre do c6digo, dree.
Note que d .. também corresponde ao minimo dos pesos de todas as palavras nao-nulas
que partem do estado nulo e passam a coincidir com a palavra-cédigo toda nula apos
algumas transicoes. Quanto maior o valor de df,., menor é o desempenho minimo
e, portanto, melhor é o cédigo. Assim, se dois cédigos convolucionais apresentam o
mesmo valor para dye., aquele que tiver o menor nimero de palavras com peso dre.
apresentara o melhor desempenho. Além disso, se ambos possuirem o mesmo nimero
de palavras-codigo com peso df,c., aquele com o menor nimero de palavras com peso
dtree + 1 apresentard o melhor desempenho e assim sucessivamente.

A seguir, enuncia-se um teorema de grande importancia na teoria de cédigos con-

volucionais M-arios.

Teorema 2.4.1. [15] Para qualquer valor de K e para M infinitamente grande, existe
um co6digo convolucional M-ario com taxa r = 1, comprimento de restricao igual a K
ed free = K.

No Capitulo 4, serdo apresentadas técnicas algébricas que permitem a construgao de
cédigos convolucionais M-arios com uma determinada distancia livre, pré-estabelecida.
Além disso, apresentam-se exemplos de tais cédigos com a maior distancia livre possivel
(dfree =K )
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Capitulo 3

Cddigos Espaco-temporais para

Comunicacao Mdvel

Neste capitulo, sao introduzidos os c6digos espago-temporais bem como o sistema de
comunicagoes considerado. Além disso, analisa-se o desempenho de tais coédigos no
cendrio descrito.

Na Secao 3.1, expoe-se o problema enfrentado pelas comunicacées moveis e propoe-
se 0 uso de c6digos espago-temporais com o objetivo de soluciond-lo. Em seguida (Segao
3.2), define-se 0 modelo do sistema de comunica¢oes méveis a ser empregado. Na Sec¢do
final deste capitulo (Se¢ao 3.3), analisa-se o desempenho de c6digos espago-temporais
em alguns tipos de canais ruidosos e reproduzem-se os critérios a serem satisfeitos no

projeto desses codigos.

3.1 Introducao

Para que seja de boa qualidade, a transmissao de dados a altas taxas, através de
canais de comunicacoes moveis, deve ser feita levando em consideragao o desvanecimento
causado por multipercursos. A técnica da diversidade tem se mostrado como sendo a
estratégia mais eficiente para combater esse tipo de perda. Além das diversidades
temporal e em freqiiéncia, também emprega-se a diversidade espacial quando se utilizam
multiplas antenas, principalmente na estacao base.

Para que se consiga diversidade na transmissao, deve-se adicionalmente introduzir
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uma codificacao no transmissor e, assim, evitar que sinais transmitidos simultaneamen-
te por antenas distintas sofram interferéncias destrutivas. Os cédigos espaco-temporais,
propostos por Tarokh et al. [18], permitem que esse objetivo seja atingido em sistemas
com miltiplas antenas, sem que haja a necessidade do transmissor conhecer instanta-
neamente o canal.

Os cédigos espaco-temporais empregam miltiplas antenas transmissoras e recepto-
ras para alcancar ganhos de diversidade e de codificacdo na comunicagao através de ca-
nais com desvanecimento. Uma alta eficiéncia, proporcionada pela largura de faixa, com
desempenho préximo 3 capacidade outage® tedrica, é conseguida. Como conseqiiéncia,
permitem-se transmissoes confiaveis de dados a altas taxas através de canais com desva-
necimento. Desde a sua introducao, os codigos espaco-temporais tém recebido especial
atencao, uma vez que provéem uma maneira efetiva de explorar completamente a di-
versidade na transmissao e na recepcao. Entretanto, para um niumero fixo de antenas
transmissoras, a complexidade de decodificacao dos cédigos espago-temporais , medida
pelo niumero de estados da trelica presentes no decodificador, cresce exponencialmente
com a taxa de transmissao.

No CDMA2000 Radio Transmission Technology, proposta para os sistemas de ter-

ceira geracao, tanto os codigos espago-temporais como os cédigos turbo foram adotados.

3.2 Modelo do Sistema

Supondo que o desvanecimento do canal é quasi-estdtico e plano?, considera-se um
sistema de comunicacoes moveis no qual a estacao base é composta por nr antenas
transmissoras enquanto que o mével possui ng antenas receptoras. Primeiramente, a
seqiiéncia de informagao é codificada por um codificador de canal e convertida em nyp
seqiiéncias paralelas. Em seguida, essas sequiéncias passam por um formatador de pulso

e sao moduladas.

LA capacidade outage [9] corresponde 4 mixima taxa de informacio que pode ser atingida em
qualquer condicdo de desvanecimento, considerando-se que ndo hé interrupc¢io na transmissao.

2Um canal apresenta desvanecimento quasi-estatico e plano [23] quando sua largura de faixa coerente
é maior que a largura de faixa do sinal modulado transmitido. Nesta situacdo, todas as componentes
de freqiiéncia do sinal enviado sofrem desvanecimento de maneira igual. Por largura de faixa coerente
do canal entende-se a méxima separacio em freqiiéncia para a qual essas componentes ainda sdo
consideradas correlacionadas ao chegarem (com diferentes tempos de atraso) no receptor.
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O sinal transmitido pela i-ésima antena num dado instante de tempo ¢ é denotado
por v/Eszt, para 1 < i < ng, onde z! apresenta uma amplitude normalizada de modo
que a energia média da constelagdo seja 1, sendo Eg a energia de cada sinal transmitido.
Os nr sinais v/Esx! tém mesmo perfodo 7' e, num dado instante de tempo ¢, todos
sao simultaneamente transmitidos. O diagrama de blocos do transmissor associado ao

sistema de comunicagoes considerado é mostrado na Figura 3.1.

4

Formatador
de Pulso Modulador
. :
nt antenas
Fonte de Codificador de Camal_> Conversor trasm}ssoras
Informacdo | | (Espago-Temporal) S/P /\/
——
Formatador
de Pulso » Modulador

Figura 3.1: Diagrama de blocos do transmissor.

O sinal recebido em cada uma das ngi antenas corresponde a uma superposicao dos
nr sinais transmitidos, corrompidos pelo desvanecimento imposto pelo canal. Portanto,
denotando por ] o sinal recebido na j-ésima antena num certo instante de tempo ¢,

tem-se
Yl = Z%‘jfﬂi\/ Es+mnj, 1<j<mnpg
i=1

onde o ruido n, num determinado instante de tempo ¢, é modelado como amostras

independentes de uma varidvel aleatoria complexa Gaussiana de média nula e variancia
% por dimensao e «;; é o ganho de percurso que atua no sinal transmitido pela i-
ésima antena e recebido na j-ésima antena. Os coeficientes o;; sao modelados como

amostras independentes da envoltéria de uma varidvel aleatdéria complexa Gaussiana
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com média E|a;;] (que pode ser ndo-nula) e variancia 0,5 por dimensdo. Assume-se
que esses ganhos de percurso sao constantes ao longo de um quadro de transmissao de
comprimento [ e que seus valores mudam independentemente de um quadro para outro
(desvanecimento quasi-estético e plano).

Supondo que as antenas estao suficientemente separadas, considera-se que os sinais
dos npngr caminhos entre as antenas transmissoras e receptoras sofrem desvanecimentos
independentes. Em decorréncia dessa suposicao, € possivel atingir significativos ganhos

de diversidade na transmissao e na recep¢ao para canais moéveis com desvanecimento.

3.3 Desempenho de Cdédigos Espaco-temporais em
Canais com Desvanecimento Quasi-estatico e Pla-

no e Critérios para seu Projeto

Com o intuito de avaliar o desempenho de cédigos espago-temporais no cenario descrito
na secao anterior, analisa-se a probabilidade de que um receptor de maxima verossimi-
lhanca decida erroneamente em favor de um sinal

~_ M2 amrala? | anp | sl ~nr
x_xlxl---a;‘l $2$2---$2 ---xlxl---a;‘l

quando

1.2 nt 1 2 nrt 1.2 nrt
x_mlxl---xl $2x2---$2 ---:Elxl---xl
é transmitido, assumindo que a informagao a respeito do estado do canal é completa-
mente disponivel [18]. Para tanto, seguindo um raciocinio andlogo ao desenvolvido na
Subsecao 2.1.1 e adotando 02 = %, conclui-se que essa probabilidade de erro é limitada

superiormente por

~ . . d2 ,~E
P(z = Flag, 1 <i < np, 1< j < ng) < exp [—M}

4Ny
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onde
nr | nr 2
Z Za” -7 (3.1)
j=1 t=1 |i=1
Mas
nR l nr
d(r,7) = Z (Z () — ) (Z gy (zf — TF )
j=1 t=1 \i=
nR nr
= Qg Z Qij Z — ;) («f — 7F),
j=1 k=1 =1 t=1
onde (-) denota complexo conjugado.
Assim, definindo Q; = (a1, @gj, . .. , ), pode-se reescrever a expressao em (3.1)

como
nR
T) =) QA(z,7)Q
j=1

onde * denota transposto conjugado e o elemento a,, da matriz A(z, ) é definido por

para 1 < p,q < nr.
Desta maneira,

nR
Es
~ . . *
Pz — Z|aij, 1 <i<mnp, 1 <j<ng)< ]lj[lexp [ Q;A(z, x)QJ4NO
Como a matriz A(x,Z) é hermitiana, isto é, A*(z,7) = A(z,T), existem uma matriz
unitéaria V (ou seja, V* = V~!) e uma matriz diagonal real D tais que V A(z,Z)V* = D.
As linhas de V' (denotadas por {vi,vs,...,Vv,,}) formam uma base ortonormal para
o espaco C"7 | a qual é composta pelos autovetores da matriz A(z,z). Além disso, os

elementos da diagonal da matriz D sdo os autovalores \;, 1 < i < ng, da matriz A(z, T),
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levando em consideracao suas multiplicidades.

Pode-se verificar que a matriz

~1 1 ~1 1 ~1 1
‘/El —_ :'Ul :'EQ —_ x2 « .. « .. xl —_ xl
=0 _ 2 =2 _ .2 =2 _ 9
‘1‘1 —_— xl $2 —_— ‘/'EQ « s « s l‘l —_— xl
= | =8_.3 =3 .3 . =3 3
B(z,z)=| 2} — a3 Ty — T . T; —
FUT TG T . T g7

corresponde a raiz quadrada da matriz A(z, ), isto é, B(z,z)B*(z,z) = A(z,z). Por-
tanto, os autovalores da matriz A(x,Z) sdo nimeros reais nao-negativos.
Definindo (/61]', ,ng, cee ,ﬂnTj) = ij*, tem-se

nr
QJA(x,ﬁ)Q; = Z/\l |/6ij|2a
=1

sendo
nr
Bij = Z Ok Uik
k=1
Logo,
ngr E nr
~ . , s 2
P(.’L‘—).’L“aij,lglgn'f,lgjSTLR)SHGXP —4—]\/_02)\1‘51” . (32)
j=1 i=1
Como a matriz V' é unitdria, {vy, va, ..., v, } forma uma base ortonormal para o

espaco C'7 e (35,1 <1 < np,1 < j < ng, sao varidveis aleatorias Gaussianas complexas

independentes, com variancia
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nr
var [Bi;] = wvar [Zakjm]
k=1

nr
= > Nl var [ou]
k=1

= var o]

= 3 por dimensao

e média dada por

EB;] = E

nrt
k=1
nrt
= ) Elaylvx
k=1
= Kj LAY
onde
K’ = (Elay], E[ay], - .. Elon)).
Seja
Kij = |E[ﬂz‘j]|2 = ‘Kj oV,

‘ 2

Logo, |6ij|,1 < i < npl < j < ng, sdo independentes e apresentam uma distribui¢ao

de Rice com funcao densidade de probabilidade dada por
p(18:]) = 2Bil exp (= 185" — Kij) Io (2 |83 \/Kz‘j) , 1Byl =0,

onde I;(-) é a fungao de Bessel de ordem zero e do primeiro tipo modificada.
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Avaliando a expressao (3.2) com respeito as distribui¢oes de |3;;], obtém-se

. <H H oo [ Kot (3.3)
Plo=a 1+ESA P\ ) ) '
0

Para o caso no qual o canal apresenta desvanecimento do tipo Rayleigh, Efa;;] = 0
e, conseqiientemente, K;; = 0, para 1 <7 < np,1 < j < ng. Logo, a probabilidade de

se escolher T quando z é transmitido (expressao (3.3)) é limitada superiormente por

=1 4N0

Pz - 1)< ! - < ! (3.4)
T—x)< T < T .
[[51+ fTi)‘i (ITi= )™ (&) :

onde r < ny é o posto da matriz B(z,Z) e A1, Ag, ..., A\, sdo os autovalores ndo-nulos
da matriz A(z, 7).

Deste modo, definindo o ganho de diversidade como sendo o expoente da relagao
sinal-ruido (fTSO) no denominador do termo mais a direita da expressao (3.4), verifica-
se que um ganho de diversidade igual a ngrr é alcancado. Além disso, consegue-se
um ganho de codificagao igual a (A, ... )\r)%. Tal ganho de codificacao corresponde
a uma medida aproximada do ganho obtido em relagao a um sistema nao-codificado
operando com o mesmo ganho de diversidade. Como o ganho de diversidade corresponde
a um expoente na expressao (3.4), conclui-se que atingir o seu valor maximo é mais
importante do que atingir um valor alto do ganho de codificagdo quando a relacao
sinal-ruido é baixa.

Com base na andlise realizada anteriormente, estabeleceram-se os seguintes critérios
a serem satisfeitos na determinacao de cédigos espago-temporais sujeitos a desvaneci-

mento do tipo Rayleigh [18]:

e Critério do Posto: Para que se atinja uma diversidade maxima igual a ngnr, a
matriz B(z,x) deve ter posto completo para qualquer par de palavras-cdigo x e
Z. Se essa matriz possui um posto minimo 7 para um dado par de palavras-codigo

distintas, entdo uma diversidade igual a ngr é obtida.

e Critério do Determinante: Suponha que se deseja atingir uma diversidade

igual a ngr. O valor minimo das raizes r-ésimas da soma dos determinantes
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de todos os cofatores principais r x r da matriz A(z,Z) (ou seja, do produto
A1Ag ... A.), calculados para todos os pares de palavras-cédigo distintas z e T,
corresponde ao ganho de codificagdo. O objetivo do projeto é tornar esta soma a
maior possivel. Se tal objetivo for alcancar uma diversidade igual a ngnr, entao
o valor minimo do determinante da matriz A(z,z), calculado para todos os pares

de palavras-codigo distintas, deve ser maximizado.

Para o caso no qual o canal apresenta desvanecimento do tipo Rice e a relacao sinal-
ruido é suficientemente alta, a probabilidade de se escolher x quando z é transmitido

(expressdo (3.3)) é limitada superiormente por
Eg —nRrr [ T TR [nr T

Um ganho de diversidade igual a ngr e um ganho de codificagao igual a

1

R

Mda.. A7 [H I1 eXp(—Kij)] "

j=11=1

sao alcancados.
Os critérios a serem satisfeitos na construgao de cédigos espaco-temporais sujeitos

a desvanecimento do tipo Rice sao [18]:

e Critério do Posto: Para que se atinja uma diversidade méxima igual a ngnr, a
matriz B(z, x) deve ter posto completo para qualquer par de palavras-cdigo = e
Z. Se essa matriz possui um posto minimo r para um dado par de palavras-cédigo

distintas, entao uma diversidade igual a nzr é obtida.

e Critério do Determinante: Seja A(z,z) a soma de todos os determinantes dos

cofatores principais r X 7 da matriz A(z,z). O valor minimo do produto

1

Az, %) [HHeXp(—Kij)] " :

j=11i=1

calculado para todos os pares de palavras-codigo distintas, deve ser maximizado.

29



Capitulo 4

Construcao de Cédigos

Espaco-temporais

O propésito deste capitulo é apresentar métodos sistematicos para a construcao de
c6digos espago-temporais (cédigos sobre grupos, sobre corpos e sobre anéis) quando
submetidos a canais com desvanecimento quasi-estatico e plano.

Primeiramente (Secao 4.1), sao apresentadas as estratégias de codificacao emprega-
das e enfatiza-se a importancia da diversidade de modulacgao para se determinar cédigos
espago-temporais (c6digos sobre grupos). Na Secdo 4.2, apresentam-se alguns desses
c6digos para canais com desvanecimento quasi-estatico e plano. Em seguida (Secao
4.3), apresenta-se um método sistemdtico para a construgao de tais cddigos espaco-
temporais nesse cenario. Na Segao 4.4, os c6digos convolucionais M-arios, introduzidos
no Capitulo 2, sao redefinidos segundo uma visao algébrica. Esse tipo de abordagem
constitui a base dos métodos para a construgao de cédigos espago-temporais sobre cor-

pos e sobre anéis (Secoes 4.4.1 e 4.4.2; respectivamente).

4.1 Estratégias de Codificagao (Cdédigos sobre gru-
pos)

Como ja comentado, é de fundamental importancia melhorar a capacidade e o de-

sempenho dos sistemas de transmissao empregados em comunicacoes méveis. Diversas
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maneiras de se resolver esse problema podem ser obtidas utilizando quadrados latinos.

Uma solucao seria usar um codigo de repeti¢ao juntamente com alguma estratégia de
combinagdo, tal como combinagido de maxima razao (mazximal ratio combining). Neste
caso, o nivel de interferéncia atuante em cada um dos usudrios seria igual, ou muito
préximo, a seu valor médio. Entretanto, haveria um desperdicio de faixa.

Uma outra solucao consiste em empregar, de forma combinada, codificaciao de canal
e a técnica de embaralhamento para espalhar os bits de informacado. Nesta situacao,
consegue-se 0 ganho de codificagao usual (isto é, para uma determinada taxa de infor-
macao, a probabilidade de erro especificada pode ser alcancada com a menor relagcao
sinal-ruido possivel) e, além disso, dado que as relagdes sinal-ruido, para os sucessivos
simbolos que chegam ao decodificador, sao descorrelacionadas, aumenta-se a ordem da
diversidade do sistema. Essa diversidade, decorrente da codificagao, esta diretamente
relacionada com a distancia minima do cédigo e também com o modo como é feita a sua
decodificacao. Assim, utilizando a métrica de decodificacao apropriada, o codificador
de canal faz uso da técnica da diversidade para determinar a sequéncia mais provavel
de ter sido transmitida. Logo, a técnica de quadrados latinos pode ser entendida como
uma combinacao daquelas de codificacao e de diversidade, fornecendo os corresponden-
tes ganhos de codificacao e de diversidade. E importante ressaltar que, ao se empregar,
de maneira combinada, a codificacao de canal e a técnica de quadrados latinos, obtém-se
sistemas de comunicacoes moveis limitados em interferéncia.

Ja é sabido que caso se chegue a um quadrado latino, apds a aplicacao da técnica de
recobrimento espacial baseado em reticulados, as componentes das palavras do codigo
sobre grupos resultante sempre apresentarao valores diferentes para palavras-cédigos
distintas. Consequentemente, a diversidade de modulacao do sistema de transmissao

associado serd maxima. Com base nesse raciocinio, estabelece-se o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1. Dado um sistema de transmissao, que emprega uma modulacao bidi-
mensional qualquer de cardinalidade @), a ordem da sua diversidade atingira o seu valor
maximo se, e somente se, apos a aplicacao da técnica de recobrimento espacial baseado
em reticulados, um quadrado latino for obtido. Neste caso, o c6digo sobre grupos gera-
do apresentara o melhor desempenho possivel, ou seja, a menor probabilidade de erro
possivel quando submetido a canais puramente Gaussiano ou com desvanecimento do

tipo Rayleigh ou Rice.
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Caso o Teorema 4.1.1 nao seja satisfeito, as palavras do cédigo de grupo obtido
apresentarao componentes iguais e, portanto, a diversidade do sistema associado nao
serd maxima.

Com o objetivo de esclarecer a abordagem feita anteriormente, serdo apresentados

dois exemplos, como se segue.

Exemplo 4.1.1. Considere um sistema de comunicacoes que utiliza a modulagao 4-
PSK na transmissao. Nesta situacao, caso o recobrimento espacial se baseie no reticu-

lado Z2, a equacdo de Diofanto associada é
2 +y? = 4.

Como mostrado no Exemplo 2.2.1, o c6digo sobre grupos obtido é {00,12, 20,32}, o
qual é apresentado na Figura 4.1.

01 2 3

%

20

Ju—
SN

w NN = O
w
N

Figura 4.1: Arranjo Z2 com seus respetivos pares ordenados.

Novamente, ressalta-se que ha palavras do cédigo com componentes idénticas e, con-
seqiientemente, a distancia de Hamming minima entre duas palavras-codigos quaisquer
(que, devido ao fato das mesmas terem duas componentes, poderia atingir um valor
méximo igual a 2) é igual a 1. Logo, a ordem da diversidade desse sistema é reduzida

al.

Exemplo 4.1.2. Admita que um dado sistema de transmisdao emprega a modulagao
5-PSK. Desta maneira, utilizando o reticulado Z? como base no recobrimento espacial,

a equacao de Diofanto a ser resolvida é
2% +y? = 5.
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Adotando a solucao (z,y) = (2, 1), obtém-se o cédigo sobre grupos {00, 12, 24,31, 43},

ilustrado na Figura 4.2.

01 2 3 4
00

12

24

31

= w o = O

43

Figura 4.2: Arranjo ZZ com seus respetivos pares ordenados.

Neste caso, observa-se que todas as palavras-codigos apresentam componentes dis-
tintas. Portanto, a ordem da diversidade do sistema associado atinge o maximo valor

permitido para quando se utiliza uma constelacao bidimensional: 2.

4.2 C(Cddigos Espaco-temporais para Canais com Des-

vanecimento Quasi-estatico e Plano

A construcao de cédigos de trelica para sistemas de comunicacbes moveis, com mo-
delos descritos na Secao 3.2, baseia-se nos critérios de projeto reproduzidos na Segao
3.3. Adicionalmente, deve-se considerar o fato de que, tanto no comec¢o quanto no fim
de cada quadro de transmissdo, o codificador deve estar no estado zero (codificador
convolucional).

Em cada instante de transmissao ¢, dependendo dos bits de entrada e do estado
ocupado pelo codificador, uma transi¢ao especifica ocorre. Cada transicdo é rotulada
por uma seqiiéncia de ny sinais da constelagao, denotada por ¢/ ¢? - - - g7 . Mais uma vez,
enfatiza-se que a transmissio desses sinais ¢ simultanea, sendo o sinal ¢¢,1 < 7 < ng,
transmitido pela i-ésima antena no instante de tempo t.

No processo de decodificacao, emprega-se o algoritmo de Viterbi para se determinar
o caminho que possui a menor métrica acumulada. O valor da métrica para uma

transi¢ao rotulada por giq? - - - g/'", quando o sinal y} ¢é recebido na j-ésima antena no
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instante de tempo £, é expressa como

2

(y:3 nrt

J i
E Yy — E 0G5 qy
j=1 i=1

Para tanto, assume-se que a informacao a respeito do estado do canal é completamen-
te disponivel e, portanto, os ganhos de percurso «;;,1 < 7 < np,1 < j < ng, sao
conhecidos pelo decodificador.

Sob essas condicoes, alguns cédigos espago-temporais foram construidos de maneira
heuristica [18]. Fixando valores para a taxa, o ganho de diversidade, o tamanho da
constelagio e a complexidade da decodificacio de treliga, determinaram-se, em [18] e
[19], c6digos que maximizam o ganho de codificagao, dado pelo critério do determinante.
Resultados de simulagoes, apresentados em [18] e [20], comprovam o bom desempenho
de tais codigos em canais com desvanecimento quasi-estatatico e plano.

Entretanto, fazendo uso de um método sistematico simples, baseado na teoria de
recobrimento espacial baseado em reticulados (Segao 2.2), foi possivel obter esses mes-
mos cédigos sobre grupos, quando se consideraram modulacées do tipo M-PSK, com
cédigo de trelica associado apresentando M estados. Esse procedimento serd inicial-

mente ilustrado através de alguns exemplos e, em seguida, abordado formalmente.

Exemplo 4.2.1. Como no Exemplo 4.1.1, suponha um sistema de comunicacoes uti-
lizando a constelacao de sinais 4-PSK para a transmissao da seqiiéncia de digitos na
saida da fonte. Assuma que os sinais dessa constelagdo sejam rotulados como mostrado
na Figura 4.3.

3

Figura 4.3: Constelacao 4-PSK.

Sera empregado o conceito de recobrimento espacial baseado em reticulados para se
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determinar rétulos apropriados para as transicoes da trelica do cédigo espago-temporal,
associado ao c6digo de bloco resultante desse procedimento. Como o cédigo de bloco
assim obtido apresenta a maior diversidade de modulagao possivel, o cédigo de trelica
correspondente também possuird essa importante caracteristica.

Novamente, utilizando os resultados obtidos no Exemplo 2.2.1, tem-se
x? + y2 — 4’

cuja solugdo conveniente é o par (z,y) = (2,1).

Na Figura 4.4, ilustra-se o cédigo de bloco obtido. Como discutido no Exemplo
4.1.1, observa-se que apenas a primeira componente de suas palavras apresenta
valores diferentes para palavras-codigo distintas. Conseqiientemente, a mesma sera
tomada como referéncia no rotulamento dos ramos da trelica do c6digo espaco-temporal

associado.

0 1 2 3
0 00
1 12
2 20
3 32

Figura 4.4: Arranjo Z?2 com seus respectivos pares ordenados.

Deste modo, as transi¢oes partindo do i-ésimo estado terao a primeira componente
igual a 7, isto é, igual a primeira componente da palavra-cédigo situada na i-ésima
linha do reticulado Z2. Sua segunda componente serd rotulada sucessivamente com
os elementos de Z,. Na Figura 4.5, apresenta-se a secao de trelica do cédigo espago-
temporal correspondente.

Como os rétulos das transicoes desse codigo de trelica apresentam duas compo-
nentes, conclui-se que o sistema de comunicagoes considerado possui duas antenas de
transmissao, onde cada uma delas é usada para transmitir uma componente dos mes-
mos.

Enfatiza-se o fato de que, quando um cédigo espaco-temporal é submetido a um
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0 » 00 01 02 03
1 10 11 12 13
2 20 21 22 23
3 » 30 31 32 33

Figura 4.5: Secao de trelica do codigo espago-temporal, com maior diversidade de
modulagao possivel, associado a constelagao 4-PSK.

canal apenas com ruido aditivo Gaussiano branco, emprega-se a distancia de Lee como
métrica e, quando o mesmo é submetido a canais com desvanecimento do tipo Rayleigh
ou Rice, utiliza-se a métrica obtida em (3.1). Nestas condigoes, esse cédigo espaco-
= 2 no primeiro caso e um d>2

temporal (trivial) apresenta um d2 = 2 na segunda

ree ree

situacao.

Pode-se verificar que o cédigo de trelica anteriormente obtido é linear e coincide
com o apresentado em [18] e [19], onde se encontram simulagées que comprovam o seu

bom desempenho em canais com desvanecimento quasi-estatatico e plano.

Exemplo 4.2.2. Considere um sistema de transmissao que emprega a constelacao de
sinais 5-PSK, como no Exemplo 4.1.2. Os elementos dessa constelagdao estao rotulados

como ilustrado na Figura 4.6.

4

Figura 4.6: Constelacao 5-PSK.

Mais uma vez, para se determinar os rétulos apropriados para as transicoes da trelica

do cédigo espaco-temporal associado ao cédigo de bloco, serd empregado o conceito de
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recobrimento espacial baseado em reticulados. Logo, fazendo uso dos resultados obtidos

no Exemplo 4.1.2, tem-se
?+y?=5 = (2,9)=(21),

resultando no cédigo de bloco mostrado na Figura 4.7. E importante destacar que a
realizacao geométrica deste reliculado corresponde a um simplex, contido numa esfera

em quatro dimensdes.

—

12

24

31

- W N

43

Figura 4.7: Arranjo Z2 com seus respectivos pares ordenados.

Neste caso, nota-se que todas as palavras do cédigo apresentam componentes distin-
tas, como ja havia sido ressaltado no Exemplo 4.1.2. Portanto, a titulo de comparagao,
o rotulamento dos ramos da trelica do cédigo espago-temporal associado a esse codigo

de bloco sera feito de duas maneiras, como se segue.

1. Primeiramente, a primeira componente das transicoes partindo do i-ésimo estado
assumird um valor igual ao da primeira componente da palavra-cédigo situada
na i-ésima linha do arranjo ZZ. A segunda componente das mesmas ser4 rotulada
sucessivamente com os elementos de Zs. A secdo de trelica do cédigo espago-

temporal associado é apresentada na Figura 4.8. apresenta um d2.., = 2 quando

ree

submetido a um canal com ruido puramente aditivo Gaussiano e um d2,,, = 2

quando submetido a canais com desvanecimento do tipo Rayleigh ou Rice.

2. Agora, o rétulo dos ramos que partem do i-ésimo estado terao a primeira compo-

nente igual a segunda componente da palavra-cédigo situada na i-ésima linha
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do reticulado ZZ. Mais uma vez, a sua segunda componente sera rotulada suces-
sivamente com os elementos de Zs. Na Figura 4.9, ilustra-se a secao de trelica
do cédigo espaco-temporal correspondente. Neste caso, quando submetido a um
canal com ruido puramente aditivo Gaussiano, esse c6digo espago-temporal apre-

senta um d4.,, = 3 e, quando submetido a canais com desvanecimento do tipo

Rayleigh ou Rice, 0 mesmo apresenta um d%.,, = 5 . Logo, o seu desempenho é

ree

superior ao do codigo trivial obtido no item 1.

00 01 02 03 04

10 11 12 13 14

20 21 22 23 24

30 31 32 33 34

40 41 42 43 44

Figura 4.8: Secao de trelica de um cddigo espago-temporal, com maior diversidade de
modulagao possivel, associado & constelagao 5-PSK (item 1).

00 01 02 03 04

20 21 22 23 24

40 41 42 43 44

10 11 12 13 14

30 31 32 33 34

Figura 4.9: Secao de trelica de um codigo espaco-temporal, com maior diversidade de
modulagdo possivel, associado a constelagdo 5-PSK (item 2).
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Novamente, como os rétulos das transicoes desses codigos de trelica apresentam
duas componentes, conclui-se que o sistema de comunicacoes considerado possui duas
antenas de transmissao.

A seguir, com base no Teorema 4.1.1 e nas observagcdes feitas nos exemplos anteriores,
enuncia-se um método para se obter c6digos espago-temporais (c6digos sobre grupos)

quando sujeitos a canais com desvanecimento quasi-estatico e plano.

4.3 Método Sistematico para a construcao de Cédigos
Espago-temporais (Cddigos de Grupo) para Ca-
nais com Desvanecimento Quasi-estatico e Pla-

no

Considerando um sistema de transmissao, que emprega uma modulacao bidimensional
qualquer de cardinalidade @, o seguinte procedimento determina um cédigo de trelica

espago-temporal étimo (cédigos sobre grupos) a ele associado:

Passo 1:  Aplicar a técnica de recobrimento espacial baseado em reticulados e, assim,
obter o cédigo de bloco com maior ordem de diversidade possivel. Caso,
como resultado desse procedimento, se obtenha um quadrado latino, ir para

o Passo 3; caso contrario, ir para o Passo 2.

Passo 2:  Rotular as transicoes da trelica do cédigo espaco-temporal da seguinte ma-
neira: aquelas partindo do i-ésimo estado terao a primeira componente igual
a 1, isto é, igual a primeira componente da palavra-cédigo situada na 2-
ésima linha do reticulado correspondente; a sua segunda componente sera
rotulada sucessivamente com os elementos de Zg. O cddigo assim construido

sempre resultard no trivial, o qual apresenta um d2___ = 2 quando subme-

ree

tido a um canal com ruido puramente aditivo Gaussiano e um d%,,, = 2

quando submetido a canais com desvanecimento do tipo Rayleigh ou Rice.

Passo 3:  Os ramos da trelica do c6digo espago-temporal serdao rotulados do seguinte

modo: os que partem do ¢-ésimo estado terao a primeira componente igual
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a segunda componente da palavra-cédigo situada na ¢-ésima linha do re-
ticulado associado; a sua segunda componente sera rotulada sucessivamente
com os elementos de Z¢. Nesta situagao, o cédigo obtido difere do trivial.
Quando submetido a um canal com ruido puramente aditivo Gaussiano, tal
> 2 e, quando submetido a canais com desvane-
> 2. Ou

seja, o codigo resultante sempre apresentara um desempenho superior ao do

c6digo apresenta um d%,.,,

cimento do tipo Rayleigh ou Rice, o0 mesmo apresenta um d?,,,

seu correpondente trivial.

O método aqui apresentado para a construcao de cédigos espaco-temporais (c6digos
sobre grupos) faz uso da teoria de recobrimento espacial baseado em reticulados bi-
dimensionais. Entretanto, seguindo um raciocinio andlogo, é possivel construir tais
c6digos empregando a teoria de recobrimento espacial baseado em reticulados de di-
mensao superior a dois.

Para elucidar o método acima de obtencdo de cédigos espago-temporais (c6digos

sobre grupos), considere os seguintes exemplos.

Exemplo 4.3.1. Suponha que certo sistema de comunicacoes utiliza a constelacao 8-
PSK na sua transmissao. Considere que o rotulamento dos sinais dessa constelacao é

feito de acordo com a Figura 4.10.

Figura 4.10: Constelagao 8-PSK.

Seguindo o procedimento anteriormente apresentado e baseando o recobrimento es-

pacial no reticulado Z2, deve-se resolver a equacao

e, assim, determinar o codigo de bloco com maior ordem de diversidade possivel.
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A solugao conveniente da equagdo acima é o par (z,y) = (3,1), a qual fornece o

cédigo de bloco mostrado na Figura 4.11.

01 2 3 4 5 6 7

0 00

[

13

26

31

44

57

62

N O Ut s W N

75

Figura 4.11: Arranjo Z2 com seus respectivos pares ordenados.

Uma vez que se obteve um quadrado latino, o Passo 3 desse procedimento deve ser
realizado. Portanto, a segunda componente das palavras {00, 13, 26, 31,44, 57,62, 75}
serd usada como referéncia no rotulamento dos ramos da trelica do cédigo espago-

temporal associado. Na Figura 4.12, apresenta-se a se¢ao de trelica de tal codigo.

00 01 02 03 04 05 06 O7

30 31 32 33 34 35 36 37

60 61 62 63 64 65 66 67

10 11 12 13 14 15 16 17

40 41 42 43 44 45 46 47

AR

70 71 72 73 74 75 6 17

20 21 22 23 24 25 26 27

50 51 52 53 54 55 56 57

Figura 4.12: Secao de trelica do cédigo espago-temporal, com maior diversidade de
modulagdo possivel, associado a constelagao 8-PSK.
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Esse c6digo espago-temporal, quando submetido a um canal com ruido puramente

aditivo Gaussiano, apresenta um d2 __ = 4 e, quando submetido a canais com desvane-

ree

cimento do tipo Rayleigh ou Rice, o mesmo apresenta um d%,,, = 10.
Pode-se verificar que essa se¢io de treliga coincide com aquelas apresentadas em [18]

e [19].

Exemplo 4.3.2. Considere um sistema de transmissao empregando a constelagdo 9-

PSK, cujos elementos estao rotulados como ilustrado na Figura 4.13.

Figura 4.13: Constelacao 9-PSK.

Novamente, fazendo uso do procedimento apresentado anteriormente e considerando

que o recobrimento espacial baseia-se no reticulado Z?, a equacao de Diofanto
2 4+9y*=9

deve ser resolvida para se determinar o c6digo de bloco com maior ordem de diversidade
possivel.

A solucdo conveniente dessa equacdo é o par (z,y) = (3, 1), resultando no cédigo de
bloco mostrado na Figura 4.14.

Neste caso, nao se obteve um quadrado latino e, portanto, o proximo passo desse
procedimento a ser realizado é o Passo 2. Logo, no rotulamento das transicoes da
trelica do codigo espago-temporal associado, a primeira componente das palavras
{00, 13, 26, 30, 43, 56, 60, 73, 86} sera utilizada como referéncia . Na Figura 4.15, ilustra-
se a secao de trelica de tal codigo.

Como j4 era esperado, esse codigo espago-temporal obtido é o trivial. Deste modo,

0 mesmo apresenta um d%.__ = 2 quando submetido a um canal com ruido puramente

ree
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01 2 3 4 5 6 7 8

0 00

1 13

2 26
3 30

4 43

5 56
6 60

7 73

8 86

Figura 4.14: Arranjo Z3 com seus respectivos pares ordenados.
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70 71 72 73 74 75 T6 7T 78

80 81 82 8 84 85 86 87 88

Figura 4.15: Secao de trelica do cédigo espago-temporal, com maior diversidade de
modulagao possivel, associado a constelagao 9-PSK.

aditivo Gaussiano e um d%,,, = 2 quando submetido a canais com desvanecimento do

tipo Rayleigh ou Rice.
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Em todos os exemplos apresentados sobre a construgao de cédigos espago-temporais,
o recobrimento espacial baseou-se no reticulado Z2. Logo, faz-se oportuno exemplificar
a obtenc¢ao desses cddigos utilizando o recobrimento espacial baseado em reticulados

distintos do Z?. Neste contexto, considere os seguintes exemplos.

Exemplo 4.3.3. Admita um sistema de comunicagoes que emprega, na sua trans-
missao, a constelagao 7-PSK, sendo os seus sinais rotulados como mostrado na Figura
4.16.

Figura 4.16: Constelagao 7-PSK.

A técnica de recobrimento espacial serd baseada no reticulado A,. Logo, utilizando

os resultados obtidos no Exemplo 2.2.2, tem-se
P?tay+y =7 = (v,y)=(21).

Aplicando essa solucao a um dado ponto inicial, obtém-se o cédigo de bloco ilustrado

na Figura 4.17.

0 1 2 3 4 5 6

1 12

A \dl
5 53
6 65

Figura 4.17: Reticulado A, com 49 elementos e seus respetivos pares ordenados.
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Como ja comentado no Exemplo 2.2.2, esse reticulado Ay é caracterizado por um
quadrado latino. Portanto, seguindo o procedimento apresentado anteriormente, a se-
gunda componente das palavras {00, 12,24, 36,41, 53,65} serd utilizada como re-
feréncia no rotulamento das transi¢oes da trelica do cédigo espago-temporal associado.

Na Figura 4.18, apresenta-se a secao de trelica de tal cédigo.

0 00 01 02 03 04 05 06
1 20 21 22 23 24 25 26
2 40 41 42 43 44 45 46
3 60 61 62 63 64 65 66
4 10 11 12 13 14 15 16
5 30 31 32 33 34 35 36
6 50 51 52 53 54 55 56

Figura 4.18: Secdo de trelica do cédigo espago-temporal, com maior diversidade de
modulagdo possivel, associado a constelagao 7-PSK.

Quando submetido a um canal com ruido puramente aditivo Gaussiano, esse c6digo
espaco-temporal apresenta um dfcree = 3 e, quando submetido a canais com desvaneci-

mento do tipo Rayleigh ou Rice, o mesmo apresenta um d%,,, =5 .

Exemplo 4.3.4. Similarmente ao Exemplo 4.2.2, suponha um sistema de trasmissao
que emprega a constelacao de sinais 5-PSK, cujos elementos estao rotulados como ilus-
trado na Figura 4.19.

4

Figura 4.19: Constelagao 5-PSK.
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Entretanto, neste caso, o recobrimento espacial sera baseado no reticulado Z3. As-

sim, a equacao de Diofanto
?+y+2=5

deve ser resolvida para se determinar o c6digo de bloco com maior ordem de diversidade
possivel.

A solucdo conveniente para essa equacao é a tripla (z,y, z) = (2,1, 1), a qual fornece
o cédigo de bloco {000, 121,242, 313,434}. Este arranjo corresponde a cinco planos Z32
paralelos, cada um deles contendo uma tnica palavra do cédigo de bloco obtido no
Exemplo 4.2.2. Deste modo, este reticulado é caracterizado como um quadrado latino
e, portanto, a ordem de diversidade do sistema em consideracao ¢é igual a 3.

Neste caso, o rotulamento dos ramos da trelica do cédigo espaco-temporal corres-
pondente sera feito baseado na segunda componente das palavras do codigo de bloco.

Na Figura 4.20, apresenta-se a secao de trelica de tal codigo espaco-temporal.

00 01 02 03 04

20 21 22 23 24

40 41 42 43 44

10 11 12 13 14

30 31 32 33 34

Figura 4.20: Secao de trelica do cédigo espago-temporal, com maior diversidade de
modulagdo possivel, associado a constelagao 5-PSK.

Esse cédigo apresenta um d2.., = 3 quando submetido a um canal com ruido pura-

ree

mente aditivo Gaussiano e um d?.,, = 5 quando submetido a canais com desvanecimento

ree

do tipo Rayleigh ou Rice.
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Um problema crucial na teoria de cdédigos convolucionais tem sido encontrar um
método para caracterizar, de maneira eficaz, a distancia livre de um dado cédigo con-
volucional. Estreitamente relacionado a esse problema, ha a tarefa de projetar, uma
vez estabelecidas a taxa e a complexidade, c6digos bons que apresentem uma distancia
livre boa. Atualmente, talvez a técnica mais eficaz de se fazer isso seja buscar exausti-
vamente uma classe de codigos determinados a partir do pré-estabelecimento das taxa
e complexidade desejadas e, entdo, calcular a distancia livre dos codificadores perten-
centes a essa classe, até que se encontre um codigo cuja distancia livre atinja o valor
maximo permitido ou esteja préxima a esse valor. Obviamente, essa técnica tem as
suas limitacoes.

Teém-se pesquisado varios métodos para se construir codigos convolucionais. Talvez,
a técnica mais popular seja relacionar os geradores de um cédigo convolucional aqueles
de algum cddigo ciclico (ou quase ciclico) e, posteriormente, mostrar que a distancia
desse cédigo ciclico consiste num limitante inferior para a distancia livre do cédigo
convolucional. Pode-se também restringir-se a classe de c6digos convolucionais sobre o

corpo de Galois GF(g) com taxa r = =

e, entao, desenvolver técnicas eficazes para a
construcao de tais codigos.

Neste sentido, os codigos convolucionais M-arios, introduzidos na Se¢ao 2.4, serao
reapresentados a seguir, segundo uma abordagem algébrica. De fato, duas linhas con-
vergentes de pesquisa provocaram o interesse pelo tratamento algébrico dos cédigos
convolucionais. Primeiramente, o sucesso obtido na geracao de cédigos de bloco bons,
empregando métodos algébricos, indicavam que métodos construtivos de geracao de
cédigos convolucionais bons, baseados em estruturas algébricas, deveriam ser desen-
volvidos. Além disso, a utilidade de abordar os cédigos convolucionais como circuitos
seqiiénciais lineares tornou-se evidente. Na observacao de Omura e de outros pesquisa-
dores, por exemplo, o algoritmo de decodificacao por maxima verossimilhanca de Viterbi
é, na verdade, uma solugao de programacao dinamica para um determinado problema
de controle e, na observacao de Massey, certas questoes relativas a propagacao de erro
estdo relacionadas a questoes relativas & inversibilidade de sistemas lineares [8]. Como a
teoria de sistemas lineares de dimensoes finitas é essencialmente algébrica, tem-se outro

motivo para examinar os cédigos convolucionais num contexto algébrico.
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4.4 (Cdbdigos Convolucionais M-arios: Uma Visao
Algébrica

Na Subsecao 2.4.1, os cédigos convolucionais M-arios foram definidos segundo uma

abordagem essencialmente binaria. De fato, o aspecto do codificador mostrado na Fi-

_1
logy, M *

cédigos num contexto algébrico, fazendo uso de polindmios com coeficientes M-arios.

gura 2.5 é idéntico ao do bindrio com taxa r = Nesta subsecao, redefinem-se tais
Ressalta-se que, a partir deste ponto desta dissertacao, por questao de uniformidade de
notacao, o parametro M serd substituido por gq.

Um codificador convolucional g-ario geral com taxa r = 1 e comprimento de restri¢ao
K =m+ 1 é redesenhado na Figura 4.21.

K estégios

Figura 4.21: Codificador convolucional algébrico.

Os simbolos de entrada sao bindrios e a operacao realizada por esse codificador coin-
cide com aquela efetuada pelo codificador da Figura 2.5. Os coeficientes gg, g1, - - - , gm
estao no corpo de Galois GF(g), onde ¢ é uma poténcia de 2.

Seja ug, U1, us, . . . a seqiiéncia de entrada e defina o polinomio de entrada
Uz) = up +wz +ugx® + ... .

Para cada entrada binaria, gera-se um simbolo-c6digo g-ario na saida do codificador
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convolucional. Seja vy, v1, v9, ... a seqiiéncia de saida e defina o polinomio-cédigo
2
V(z) =vo+ vz +voz”+....

Com base na Figura 4.21, os simbolos-c6digo sao dados por

Vo = UpYo,
V1 = U9+ U190,
Ve = Ug—mGm T Uk—mi+19m-1 T - - - + UkJo,

ou, de uma maneira mais geral,

onde G(z), o polinémio gerador do cédigo convolucional g-ario, é definido como
G(z) = go+ 17 + gox* + ... + g™,

Para se conseguir cédigos convolucionais g-drios bons, o polinémio gerador G(x)
nao pode ser escolhido arbitrariamente. Isto porque certas escolhas geram cédigos
que apresentam propagacao catastréfica de erros. Neste caso, um numero finito de
erros na transmissao faz com que o decodificador cometa um numero infinito de erros.
Em termos dos polinémios definidos anteriormente, isto significa que um polinémio
de entrada infinito produz um polindmio-cédigo finito. Conseqiientemente, para que
um codigo convolucional g-ario nao seja catastrofico, o seu polinémio gerador nao deve
conter fator bindrio. Por exemplo, suponha G(z) = B(z)Q(z), onde B(x) é bindrio e
Q(z) é g-ario. Assim, o polinémio bindrio de entrada infinito U(z) = A(z)/B(z), onde
A(zx) é um polinémio bindrio finito qualquer, gera o polinémio cédigo V (z) = Q(z)A(x),
que é finito.

A utilidade da defini¢do desses polinomios reside na construcao do codigo convolu-
cional g-drio. Note que se G(x) divide " —1, entdo V' (z) reduzido médulo (z™—1) define

uma palavra-cédigo de um cédigo de bloco ciclico g-ario com parametros (n,n — m).
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Esse fato pode ser utilizado para provar a relacdo existente entre codigos de bloco
ciclicos com uma dada distancia minima e c6digos convolucionais com taxa 1 e com
uma determinada distancia livre.

No contexto desta secdo, a distancia livre de um cédigo é definida como

dtree = min WiV (x)|},
e = 8, TV
uo=

onde W[-] denota o nimero de coeficientes nao-nulos (ou peso) do polinémio argumento.

Teorema 4.4.1. [15] Suponha que g(z) gere um cédigo de bloco ciclico g-4rio com
parametros (n,n —m,d). Se g(x) ndo contém fator bindrio, entdo G(z) = g(x) gera um
c6digo convolucional g-ario nao-catastréfico com taxa r» = 1, comprimento de restricao

K =m+ 1 e distancia livre d .. = d.

Coroldrio 4.4.1. [15] Para c6digos convolucionais com taxa r = 1, construidos a partir
de c6digos de bloco ciclicos com parametros (n, n —m), pelo menos uma palavra-c6digo
com peso dfpe ¢ produzida por uma seqiiéncia de entrada com comprimento menor ou

igual a n — m.

O Teorema 4.4.1 prové uma técnica bem definida para se construir cédigos con-
volucionais ¢-arios com taxa 1. A seguir, serd abordada a construcao de tais cédigos
a partir de cédigos ciclicos com maxima distancia de separacdo. Esses cédigos, com
parametros (n,n — m), tém a propriedade de apresentar uma distancia d = m + 1.
Os cédigos convolucionais ¢-arios, construidos a partir desses cddigos, possuirao uma
distancia livre com méximo valor, isto é, d.ee = K. Os cdédigos Reed-Solomon (RS)
sobre o corpo GF(q), com comprimento ¢ — 1, constituem uma classe bem conhecida
de cédigos com maxima distancia de separacao. Os cédigos nao-bindrios BCH sobre o
corpo GF(g), com comprimento ¢+ 1, também exibem méaxima distancia de separagao.
Os seguintes exemplos, relativos a construgao de cédigos convolucionais com maximo

valor para a distancia livre, baseiam-se em cdédigos RS e BCH.

Exemplo 4.4.1. Considere a construcao de cédigos convolucionais 4-4rios sobre o cor-
po GF(4). Logo, ¢ = 2°. Para tanto, deve-se primeiramente determinar o polinomio
gerador de um codigo de bloco ciclico 4-ario. Ressalta-se que esse polinomio nao deve

conter fator bindrio (Teorema 4.4.1).
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O corpo de Galois GF'(4) é formado pelas classes residuais de polinémios em GF'(2)[z]

médulo 22 + x + 1, ou seja

GF(4) = GF(2)la] = {a+bz; a,be GF(2)}

<224z +1>
= {0,1,z,1+x}

Seja o um elemento primitivo em GF(4). Logo, o é uma raiz de 2° + x + 1 ou, em

outras palavras
A+a+1=0 = dl=-1l-a=1+aq,

onde essas operagoes sao realizadas em GF(2).
Desta maneira, GF'(4) apresenta os seguintes elementos:

0
1
o
=14+«

Os polinémios minimais associados a esses elementos sao:

Elementos Polinémio minimal
1 — (z+1)
o, o’ +— (z+a)(z+a?)=2"+z+1

onde
2 —1=(z+1)(z+a)(r+a?).

e Cdédigos RS:
Neste caso, o cédigo ciclico tem comprimento n = g — 1 =4 — 1 = 3 (exatamente
igual ao nimero de elementos nao-nulos do corpo GF(¢)). O valor da distancia d
do c6digo é definido como sendo igual ao nimero de fatores consecutivos de g(x)
(fatores com poténcias consecutivas do elemento primitivo) mais 1. Conseqiiente-

mente, o polindomio gerador deve possuir o maior niimero de fatores consecutivos
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(em termos das poténcias de ) dos polindmios minimais, sem contudo conter um
polinémio minimal completo (fator bindrio). Logo, os possiveis geradores para

esse cédigo sao:

1. g(z) = (z+«a). Nesta situacio, d = 2. O cédigo convolucional 4-drio associado
apresenta uma distancia livre ds. = K = 2 e o seu codificador é mostrado na
Figura 4.22.

5

_|_

Figura 4.22: Codificador convolucional 4-ario, construido a partir de um cédigo RS
(cédigo sobre corpo).

2. g(z) = (z + o?). Neste caso, d = 2. Na Figura 4.23, ilustra-se o cédigo

convolucional 4-ario correspondente, cuja distancia livre é d .. = K = 2.

© 0

_|_

Figura 4.23: Codificador convolucional 4-ario, construido a partir de um cédigo RS
(cédigo sobre corpo).
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e Cdédigos BCH:
Nesta situacao, o cddigo tem comprimento n = ¢+1 =4+1 = 5. Como n é maior
que o nimero de elementos ndo-nulos do corpo GF(q), é necessirio procurar um
grupo multiplicativo de ordem n, em alguma extensao desse corpo. Assim, seja
§ um elemento primitivo de GF (42 = 16), extensdo de grau 2 de GF(4). Entao,
v = 3% gera um subgrupo ciclico de ordem 5, como desejado. Os polinémios
minimais associados a cada um dos cinco elementos deste grupo multiplicativo

sao (vide Observagao 4.4.1, a seguir):

Elementos Polind6mio minimal

1 — (z+1)

v, vt — (@+YE+y)=22+az+1
2,3 — (+)(@+}) =2 +z+1

O polinomio gerador de cédigos BCH é definido da seguinte maneira. Suponha
que se deseja construir um cédigo BCH com distancia d = ¢+ + 1, de modo que

A2 4N sdo raizes de g(r). Entdo, esse polinomio é definido como
g(x) = mme{ My, (z), M), (z), ..., M), (z)},

onde M;(x) corresponde ao polindmio minimal associado ao elemento . Mais

uma vez, enfatiza-se que esse polinomio nao pode conter fator binario.

Logo,

9(z) = (z + )z + )z + ") (@ + ")

gera um cédigo BCH com distancia d = 5. O cédigo convolucinal 4-ario corres-

pondente, gerado por
Giz)=2*+2>+ 2 +2+1,
apresenta uma distancia livre igual a d .. = K = 5. O seu codificador é mostrado

na Figura 4.24.
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()

Figura 4.24: Codificador convolucional 4-ario, construido a partir de um cédigo BCH
(cédigo sobre corpo).

Observagao 4.4.1. J4 é sabido que GF'(16) pode ser obtido a partir de uma extenséao
de grau 2 de GF'(4). Entretanto, qual a relagao existente entre os elementos desses dois
corpos de Galois?

O corpo GF(16) também pode ser formado pelas classes residuais de polinémios em
GF(2)[z] médulo z* + 23 + 1, isto é

GF(2)[x]

GF(16) = <zi4+z234+1>

={a+ bz + cx® + dz?; a,b,c,d € GF(2)}.

Novamente, seja f um elemento primitivo em GF(16). Portanto, 5 é uma raiz de

2t + 23 + 1, ou seja
Fr++1=0 = p=-1-p=1+4,

onde essas operagoes sdo realizadas em GF(2).

Logo, os elementos de GF(16) sdo:

0

1 BF=1+p+0 B =g+ 5

s po=1+p+0"+ 05 pl=1+p5"+p
B2 Br=1+p+p B2 =1+p

B B =p+p+p5 B =p+ 3
ﬂ4=1+53 59214‘52 514252+133
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Do corpo de Galois GF(16), é possivel extrair um grupo multiplicativo de ordem 3
e associar os seus elementos aqueles do grupo multiplicativo de GF'(4). Deste modo,

pode-se estabelecer um mapeamento entre os elementos dos corpos GF(4) e GF(16):

Elemento de GF'(4) Elemento de GF(16)
0 — 0
1 — 1
o —s 3°
C¥2 — 510

Com base na representacdo bindria dos elementos de GF(16), no mapeamento acima

e tendo em mente que v = 3 é o gerador de um subgrupo ciclico de GF(16) de ordem
5, é possivel escrever:

@+ N+ =2+ (B +8%r+1=2"+az+1

z+Y) @+ =2+ (8 +B)z+ 1=+’ + 1.

Exemplo 4.4.2. Considere a construgao de cédigos convolucionais 8-drios sobre GF'(8).
Logo, ¢ = 2%. Mais uma vez, deve-se determinar inicialmente o polinémio gerador de
um cédigo de bloco ciclico 8-ario. Serd seguido um raciocinio andlogo ao do exemplo

anterior.

O corpo de Galois GF'(8) é formado pelas classes residuais de polinémios em GF(2)|[z]

médulo 22 + x + 1, ou seja

= {a+bz+cz’; a,b,c € GF(2)}
= {0,1,z,1+z,2% 1 +2%, v +2° 1+ 2 +2°}.

Seja o um elemento primitivo em GF(8). Assim, o é uma raiz de 2 + x + 1, isto é

dA+a+l=0 = =-1l-a=1+aqa,
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onde essas operagoes sao realizadas em GF(2).

Logo, GF(8) apresenta os seguintes elementos:

0 =1+«
1 ot = a+ ao?
o ®=1+a+a?
o? ab =1+ a?

Os polindémios minimais associados a esses elementos sao:

Elementos Polin6mio minimal

1 — (z+1)

a,alat — (zt+a)(z+dd)(z+at)=22+r+1
a?,ab a0 +—— (r+P)(z+ab)(z+ad) =2 +2%+1

onde
T —1=(z+1)(z+a)(r+a®)(z+?)(z+a")(z +a®)(z+ ab).

e Cdédigos RS:
Neste caso, o cédigo ciclico tem comprimento n = ¢ —1 =8 — 1 = 7. Para que

esse codigo apresente a maior distancia possivel, o seu polinomio gerador serd
9(z) = (z + ®)(z + ®)(z + o) (z + °).
Logo, o cédigo convolucional 8-ario associado é gerado por
G(z) = z* + o*2® + o®2” + o’z + 1,

apresentando uma distancia livre df... = K = 5. Na Figura 4.25, ilustra-se o seu

codificador.

e Cdédigos BCH:
Neste caso, o cédigo tem comprimento n = ¢+ 1 = 8 +1 = 9. Mais uma vez,

deve-se procurar um grupo multiplicativo de ordem 9, numa extensao de GF'(8).
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D@ @0

_|_

Figura 4.25: Codificador convolucional 8-ario, construido a partir de um cédigo RS
(cédigo sobre corpo).

Desta maneira, seja 3 um elemento primitivo de GF (82 = 64). Logo, v = 37
gera um subgrupo ciclico de ordem 9. Os polinémios minimais associados aos

elementos deste grupo multiplicativo sao:

Elementos Polin6mio minimal

1 — (z+1)

7,7 — @+ +®) =224’z +1
v,y — @+ ) (xz+y) =22+ +1
73, 7® — @+ z+) =2 +2+1
7P — (@+y)E+7°) =" +alz+1

Para que esse c6digo apresente a maior distancia possivel, considerando que o seu

polinémio gerador nao pode conter fator bindrio, tem-se
9(z) = (z +9")(x +7°).
Assim,
G(z)=2"+az+1

gera o codigo convolucional 8-4rio associado, o qual apresenta uma distancia livre

dtree = K = 3. O seu codificador é mostrado na Figura 4.26.
A seguir, com base nos dois exemplos anteriores, enuncia-se um método para se
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0@

Figura 4.26: Codificador convolucional 8-drio, construido a partir de um cédigo RS
(cédigo sobre corpo).

obter cédigos espago-temporais (c6digos sobre corpos).

4.4.1 Meétodo Sistematico para a construcao de Cdédigos Es-
pacgo-temporais (Cdédigos sobre Corpos)

O seguinte procedimento permite construir cédigos de trelica espago-temporais sobre
um dado corpo GF(q), onde ¢ = 2":

Para se obter c6digos espaco-temporais sobre GF(q) (c6digos convolucionais ¢-arios
sobre GF(q)), deve-se inicialmente determinar o polinémio gerador de um cédigo de
bloco ciclico ¢g-ario. Sabendo que o corpo de Galois GF (2%) é formado pelas classes
residuais de polinomios em GF'(2)[x] médulo um ideal primitivo de grau «, também per-
tencente a GF'(2)[z], suponha que « seja um elemento primitivo no corpo em questao.
Portanto, o é uma raiz do polinémio gerador desse ideal. Conseqiientemente, é possivel
expressar uma dada poténcia de « em funcao de outras menores, ferramenta essen-
cial para se determinar os elementos do corpo GF (2%) (ou seja: 0,1, a,a?,...,a* 2).
Ressalta-se que as operagoes devem ser realizadas em GF'(2). E importante enfatizar

2r —

que o termo 22" 7! — 1 pode ser fatorado como

1= @+ )(z+a)(z+a?®) - (z+a* ).

Determinados os polindmios minimais associados a cada um dos 2% — 1 elementos do
grupo multiplicativo de GF (2%), pode-se definir o polinémio gerador do cédigo de

bloco ciclico, o qual, caso ndo contenha fator bindrio, concidird com aquele do cédigo
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convolucional g-ario (c6digo espago-temporal 6timo sobre GF(q)).

Caso a construcao do cédigo espago-temporal se baseie em cédigos Reed-Solomon,
deve-se escolher o maior niimero de fatores consecutivos (em termos das poténcias de «)
dos polindmios minimais para compor o seu polinomio gerador, sem contudo selecionar
um polindémio minimal completo (fator binario).

Caso a construcao do codigo espago-temporal se baseie em cédigos BCH, deve-se
procurar um grupo multiplicativo de ordem ¢+ 1, em alguma extensdo do corpo GF'(q).
Seja v um elemento primitivo desse subgrupo ciclico e suponha que se deseja construir
um cédigo BCH com distancia d = ¢« + 1, de modo que y*',7*2 ... ~* sdo raizes
de g(z). Entao, o polinémio gerador desse cédigo (e, conseqiientemente, do c6digo

espago-temporal) é definido como
g9(x) = mme{M,, (z), M),(z),...,M,,(z)},

onde M;(z) corresponde ao polindmio minimal associado ao elemento . Mais uma
vez, enfatiza-se que esse polindomio nao pode conter fator binario.

O cédigo espago-temporal étimo sobre GF(q), assim construido, apresentard uma
distancia livre com maximo valor, isto é, d e = K.

A seguir, sera abordada a construcao de cédigos convolucionais, cujas componentes
de suas palavras-cédigo pertencem a um dado anel Z,, sendo ¢ uma poténcia de 2. Esses
cédigos baseiam-se em codigos RS e também apresentam maximo valor para a distancia
livre. Inicialmente, serao apresentados dois exemplos e, em seguida, serd enunciado um

método para a construcao de tais codigos.

Exemplo 4.4.3. Considere a construcio de cédigos convolucionais 16-arios (¢ = 2*),
formado por duplas quaternarias. Novamente, deve-se, a principio, determinar o po-
lindomio gerador de um cédigo de bloco ciclico 16-ario.

O anel de Galois GR (22, 2) é formado pelas classes residuais de polindmios em Zo: ]

médulo 22 + x + 1, ou seja

ZQQ[.I]
<z24+z+1>

GR(2%,2) & ={a+bx; a,b € Z4}.

Similarmente a construcao de tais cédigos sobre corpos, deve-se determinar um

grupo multiplicativo no anel GR (22,2). Neste sentido, seja o« um elemento primitivo
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em GR(2%,2). Logo, a é uma raiz de z2 + x + 1 ou, em outras palavras
A+a+1=0 = o*=-1-a=3+30q
onde essas operagoes sao realizadas em Zj,.
Assim, os elementos de tal grupo multiplicativo em GR (22,2) so:
1
Q@
a? =3+ 3«

Os polinémios minimais associados a esses elementos sao:

Elementos Polinémio minimal
1 — (z+1)
o, o +— (@+a)(z+a?)=2t+z+1

onde
P —1=(z+1)(z+a)(z+a?).

O codigo ciclico RS tem comprimento n = ¢ — 1 = 16 — 1 = 15. Mais uma vez,
o valor da distancia d do cédigo é definido como sendo igual ao nimero fatores com
poténcias consecutivas do elemento primitivo mais 1. Como conseqiiéncia, o polindomio
gerador deve possuir o maior nimero de fatores consecutivos (em termos das poténcias
de @) dos polinémios minimais, sem contudo conter um polinémio minimal completo
(fator bindrio). Logo, os possiveis geradores para o cédigo convolucional 16-drio sobre
Z1¢ coincidem com aqueles apresentados nas Figuras 4.22 e 4.23.

Exemplo 4.4.4. Considere a construcao de cédigos convolucionais 64-arios (g = 43),
formado por triplas quaternarias. Mais uma vez, deve-se determinar o polindomio gera-
dor de um cédigo de bloco ciclico 64-4rio.

O anel de Galois GR (22, 3) é formado pelas classes residuais de polindmios em Zo: ]

médulo 22 + x + 1, ou seja

Z22[:C]
<z+z+1>

I%

GR(2%,3) ={a+ bz +cx?; a,b,c € Z,}.
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Novamente, deve-se determinar um grupo multiplicativo em GR (22, 3). Assim, seja
a um elemento primitivo em GR (2%,3). Logo, a é uma raiz de 23 +x+ 1 ou, em outras

palavras
A+a+l1=0 = o=-1—-a=3+3q,

onde essas operagoes sao realizadas em Zj,.

Desta forma, o grupo multiplicativo em GR (22, 3) é composto pelos seguintes ele-

mentos:

1 a’ =3+ 2a?

e’ =24+«

a? o =20 + o?

a® =3+ 3a al® =3+ 3a + 222
ot = 3a + 30? all =2+ a+ 3a?
o® =1+ a+3a? a?=1+3a+0o?
ab=1+2a+a? al? =3+ 3a?

Como o numero de elementos desse grupo multiplicativo é par, a fatoracdo do termo
z'* — 1 nao é unica. Neste caso, deve-se buscar outro grupo multiplicativo, cuja ordem
seja impar. Definindo 3 = o?, obtém-se um grupo multiplicativo com 7 elementos,
como desejado. Conseqiientemente, a fatoracdo do termo z” — 1 é tnica.

Os polindémios minimais associados aos elementos desse novo grupo multiplicativo

sao:
Elementos Polindmio minimal
1 «— (z+1)
8,848 «— (z+8)(=+5)(x+ 8"
B2,8%8° = (2+8°)(z+8°)(x+ 5
onde

g’ =1=(z+1)(z+B)(x+ ) (x+ ) (z+ ) (= + ) (z + 5°%.

O codigo ciclico RS tem comprimento n = ¢g—1 = 64—1 = 63. Para que esse codigo
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apresente a maior distancia possivel, o seu polinémio gerador sera
g9(x) = (z+ B8 (z + ) (= + 84 (z + B°).
Logo, o cédigo convolucional 64-ario associado é gerado por
Giz)=2"+2+a+208)2® + (24+2a)2* + 2+ a+ 202z + 1

e o seu codificador encontra-se ilustrado na Figura 4.27. Esse cédigo apresenta uma

distancia livre dfpee = K = 5.

Figura 4.27: Codificador convolucional 64-ario, construido a partir de um codigo RS
(cddigo sobre anel).

A seguir, com base nos dois exemplos anteriores, enuncia-se um método para se

obter cédigos espago-temporais (cédigos sobre anéis).

4.4.2 Método Sistematico para a construcao de Cdédigos Es-
pacgo-temporais (Cédigos sobre Anéis)

O seguinte procedimento permite construir codigos de trelica espago-temporais, cujas

componentes de suas palavras-coédigo pertencem a um dado anel Z,, onde g = 2*:
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Para se obter c6digos espago-temporais, formados por 7-uplas g-arias (cédigos con-
volucionais ¢"-drios formados por 7-uplas g-drias), deve-se inicialmente determinar o
polinémio gerador de um cédigo de bloco ciclico ¢"-ario. O anel de Galois GR (2%, T)
é formado pelas classes residuais de polindmios em Zy«[x] médulo um ideal primitivo
de grau 7, também pertencente a Zy«[x]. Com objetivo de determinar um grupo mul-
tiplicativo dentro de GR (2%, 7), suponha que « seja um elemento primitivo no anel em
questao. Conseqiientemente, a é uma raiz desse ideal e, portanto, é possivel expressar
uma dada poténcia de « em funcao de outras menores, ferramenta essencial para se
determinar os elementos desse grupo multiplicativo. Ressalta-se que as operagoes de-
vem ser realizadas em Zy«. Caso a ordem ¢ do grupo multiplicativo seja par, o termo
2° — 1 ndo pode ser fatorado de maneira tinica. Logo, deve-se determinar, nesse grupo
multiplicativo, um elemento § (poténcia de «), cuja ordem 6 seja uma multiplicidade
fmpar da ordem de o no corpo GF (27). Desta maneira, o termo z? — 1 pode ser fato-
rado de forma tinica. Determinados os polindbmios minimais associados a cada um dos
elementos do grupo multiplicativo gerado por (3, pode-se definir o polinémio gerador do
cédigo de bloco ciclico, o qual, caso nao contenha fator binario, concidird com aquele
do cddigo convolucional ¢-ario (c6digo espaco-temporal 6timo sobre Z,). Neste sentido,
deve-se escolher o maior niimero de fatores consecutivos (em termos das poténcias de [3)
dos polinomios minimais para compo-lo, sem contudo selecionar um polinémio minimal
completo (fator bindrio). O valor da distancia d do cddigo de bloco ciclico é definido
como sendo igual ao nimero fatores com poténcias consecutivas do elemento primitivo
mais 1. O cédigo espago-temporal étimo sobre Z,, assim construido, apresentard uma

distancia livre com méaximo valor, isto é, dfre. = K.
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O procedimento para a construcao de cédigos espaco-temporais, encontrado na litera-
tura [18], [19], consiste basicamente em buscar exaustivamente cédigos de trelica, cujos
pares de palavras, satisfacam dois critérios de projeto. Ressalta-se que esses critérios
foram estabelecidos considerando o tipo de desvanecimento apresentado pelo canal em
questao.

Por essa ser uma tarefa bastante ardua, havia a necessidade de se determinar um
método mais simples para a construcao de tais cédigos. E essa foi a motivacao prin-
cipal desta dissertacao: determinar métodos sistematicos para a construgao de cédigos
espago-temporais (cddigos sobre grupos, sobre corpos e sobre anéis) quando submetidos

a canais com desvanecimento quasi-estatico e plano.

5.1 Contribuicoes

No Capitulo 4 deste trabalho, encontram-se as suas contribui¢oes. Nesse capitulo,
inicialmente estabeleceu-se um método sistematico para a construcao de c6digos espaco-
temporais (cédigos sobre grupos). Tal método consiste basicamente em se determinar,
através da técnica de recobrimento espacial baseado em reticulados, um cédigo de bloco
sobre grupos e associar-lhe adequadamente a um codigo de trelica. Enfatiza-se que, caso
esse codigo de bloco seja oriundo de um quadrado latino, o cédigo espaco-temporal a
ele associado apresentara o melhor desempenho possivel quando submetido a canais

ruidosos. Esse resultado foi enunciado no Teorema 4.1.1. Além disso, é importante
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ressaltar que nao ha qualquer restricao quanto a dimensao do reticulado, no qual a
técnica de recobrimento espacial se baseia. Em seguida, os cédigos sobre corpos, cuja
proposta inicial era servir de ferramenta para a técnica de espalhamento espectral, foram
utilizados como passo intermedidrio para a construg¢do de cédigos espago-temporais
(cédigos convolucionais M-arios sobre corpos). Também, inovou-se ao se empregar os
c6digos sobre anéis como base para a construgdo de c6digos espago-temporais (codigos

convolucionais M-drios sobre anéis).

5.2 Propostas para Trabalhos Futuros
Como temas para futuras pesquisas, propoem-se:

e Analisar, por meio de simulacdo, o desempenho dos cédigos espago-temporais
estudados teoricamente nesta dissertacao, comparando ambos os resultados e ve-

rificando a sua factibilidade (ou nao).

e Determinar métodos sistematicos para a construcao de codigos espago-temporais
(cédigos de treliga) quando submetidos a canais com desvanecimento do tipo
Rayleigh ou Rice, sendo esses desvanecimentos rapidos, e canais com desvaneci-
mento do tipo Nakagami, podendo esse desvanecimento ser quasi-estatico e plano
ou rapido. Nestes casos, por se tratar de tipos de ruidos diferentes daqueles
abordados neste trabalho, deverao ser utilizadas métricas distintas daquelas aqui
empregadas. Como conseqiiéncia, a técnica de recobrimento espacial basear-se-a

em reticulados diferentes daqueles tratados nesta dissertagao.

e Estudar os c6digos espaco-temporais (cddigos sobre grupos) com maior nimero
de estados, ou seja, com uma memoria maior, analisando o seu desempenho quan-
do submetidos a canais ruidosos tipicos de comunicag¢oes moveis e determinando

métodos sistematicos para a sua construcao.
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