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Neste trabalho sio analisados alcooritmos de iden
tificagho para sistemas com multiplas entradas e mibltiplas
saidas (MIMO). B feita uma generalizagac dos métodos da
matriz estendida e dos minimos guadrados generalizados pa
ra sistemas MIMO, considerando-se uwn modelo autoregressivo
e média-mdovel (ARMA) para o ruido. Utilizando a estrutura
ARMA para o ruldo obtem-se também o estimador dos minimos
quadrad@$ linearizado para sistemas MIMO, Hste estimador,

para o caso média-mdvel, corresponde a uma generalizagao

do método de mAxima verossimilhanca apresentado por Soders

trom para sistemas monovariiaveis. Em todos estes algo
ritmos sio estudadas as condicoes necessirias para se
obter, através de uma particao no problema de estimacao,

estimadores com tempo de chloulo reduzido. A nartir do es
timador da Matriz Estendida obtem-se um novo estimador gue
calcoula separadamente 08 parametros do processo e do rui
do, com uma reducao substancial no tempo de calculo. Final
mente, ilustram-se os resultados obtidos através de eRem
previsao da altura de ago, no molde de uma maguina de lin

gotamento continuo.
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CAPTTULO 1




1. INTRODUCAOD

1.1, Tdentificacao de sistemas. Objetivos do trabalho

Entende~se por Jdestd ficocar a determinacio de um mode

lo do sistema representando os seus aspectos essenciais de uma
forma adequada para a sua utilizacao L} ],
A forma do modelo & determinada pelc tipo de sistema

em consideracdo, por exemplo, estiticeo, dinfmiceo, linear,nio 1i

near, estocastico, deterministico, etc.

A determinacac do modelo no problema de identificacao
pode ser obtida atraves de duas linhas de ataque nao necessaria

mente disconexas:

i) A analise fToice matematica {("model building™) em
que o modelo @ obtidoe atraves da descricaoc do com

portamento fisico do sistoema [2.1.

iy A ddenti[feacan cmperimental |2, Bj om que se ubili

za o fato do processo cstar em Tunclonamento  nara,
através de ohservacoes, construir um modelo DaYame

trico do sistema.

hAtraves destes métodos obtém-se um modelo que represen

te 0s aspectos essenciais do sistema, tendo em vista a sua uti
lizagao. Nao se pretende obter uma descricio matematica exata,

mas um modelo adequado para uma determinada aplicacio. Por exem

reagulsito

essencial wea representacac suficientemente exata das caracte

risticas entrada/saida. Na pratica usa-se a hipdtese biasica bpa
ra construgaoc de modelos, de que sistemas reais, em geral, nao

necessitam obrigatoriamente de modelos complicados.

No presente trabalho estuda-se ¢ problema da identifi
cagao experimental tendo em vista que a aplicacao em mente sera

sempre a de controle por realimentacao de um processo dinimico.



Os sislemas considerados sao do tipo estocastico. Nao ze consi
dera o problema de identificacao deterministica, vilida apenas
guando néo:existem perturbacoes ou estas podem ser desprezadas
dada a aplica@éo futura do modelo. Considera-se assim que o pro
blema de controle subjacente é um problema de controle estocas
tico. '

Cdmo o objetivo pretendido com a identificacao &, em
geral,o controle das saidas do processo, o modelo obtido devera
aproximar convenientemente o comportamento externo do sistema.
Deste modo os métodos de identificacio tratados neste trabalho
procuram minimizar algum tipo de funcao do erro entre as satdas
do modelo e as saldas reais. Nenhum dos métodos analisados minid
miza uma fdngﬁo da diferenga entre os parametros estimados e os
parametros verdadeiros. Como as técnicas existentes para contro
le de sistemas dinamicos estocdsticos sdo principalmente téeni
cas desenvﬁlviﬁag para sistemas lineares,utilizam-se, neste tra
balho, sémgnﬁ@ modelos lineares com parimetros desconhecidos.En
tretanto, como estes modelos permitem representar, no maximo, o
comportamento do sistema rcal em torno de um certo ponto de ope
ragao, utilizam-~se métodos de identificacio recursiva ("on-line")
que possibilitem uma adaptacao continua do modelo ds variacoes

no ponto de operacao do sistema.

Pode-se caracterizar a solucao recursiva do problema
de estimagdo como uma tarefa de correcac do estimador obtido no
instante aﬁt@rior, designado por Qky através de algum mecanismo
de ajuste, como mostrado na figura 1.1,onde nota-se gue a entra
da (Ek} é dirigida simultancamente para o processo e para 0 mo

delo com parametros ajustiveis.

O mecanismo de calculo determina valores sstimados dos
parametros minimizando alguma fuﬁqﬁo do aerre entre a saida de

modelo e a salda do processo.

O problema fundamental consiste na obtencao dos algo
ritmos de estimagao (Estimador) que.a partir dos valores  medi

dos,gerem os wvalores estimados,satisfazende critérios especifi

cados previamente.
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Na literatura considera-se

a segulnte  estrutura  como

sendo a mais utilizada para o estimador recursivo.

o = 8. 4+ K, . e o

“k+l ~ Zk e+l —kerl dod
onde

0 ¢ o vetor dos valores estimados no instante k

%k

€1 ¢ o vetor de erro entre a salda do sistema e a sai

da do modelo e

Kk+l & uma matriz, ajustada em cada instante,
das medidas realizadas.

Negte trabalho, estuda-se

o desenvolvimento de

em funcao

métodos

recursivos de identificacao de parimetros, para modelos lineares

multivaridveis, descritos em forma de equacbes 3 diferencas es

tocAsticas. O principal aspecto considerado & o da determinagac

de algoritmos de estimagao de parimetros, passiveis de
tagdo em pequenos processadores, com o objetivo de

controladores adaptativoes -Gunto ao DICCeEED,

implemen

integrarem



A teoria de identificagao de sistemas lineares dinami

cos pode ser hoje considerada como fechada para Sistemas 5150
{(Bingle Tnput Single Oubtpuat) . O maior problema enconlrado na
extensao das técnicas de identificacio de sistomas SISO para

gistemas MIMO (Multiple Input Multiple Output) tem sido o au
mento do tempo de calculo envolvido,devido ao elevade nimero de

parametros:a serem estimados neste Ultimo caso.

Este aumento occorre pordue, como serd visto nos capitg
los seguintes, para se obter a matriz de ganho Kk,na egquagao
do estimador recursivo (equacao 1.1),8 necessirio obter uma ma
triz quadrada (Pk} de ordem proporcional ac nimero de parametros

p a2 serem . estimados, onde p & obtido através da equacaoc 1.2

p= 2N .n" + N mn 1.2
- O &
sendo n o nimero de saidas do sistema, m o nimero de entradas

do sistema e No a ordem do modelo considerado.

Para diminuir o tempo de calculo destes algoritmos
Morf et al .[ 4] e Tijung | 5] desenvolveram métodos rapidos de
calculo ("fast-algorithms"), utilizando a propriedade de que as
matrizes envolvidas no cidlcoulo de Kk sa0 meramente deslocadas
quando se realiza uma nova medida. Entretanto, Robbing {ES} mos
trou que a técnica introduzida por Morf ocasiona uma sensivel
redugao no tempo de computacac somente qguande a ordem do mode
lo & muito maior que o nimero de saidas do modelo. § comum veri
ficar-se que, na area de controle de processos, os modelos nor
malmente utilizados sao de ordem baixa, razao pela qual os algo
ritmos rapidos ndo representam uma real melhoria no tempo de
calculo dos mesmos.

Tendo em vista este fato prooura-ge, neste trabalho,re

duzir o tempo de calculo envolvido,através de métodos gue permi
tam utilizar técnicas que explorem o paralelismo nos algoritmos
analisados.Para tal, decompbe-se o problema de idenﬁificagﬁw em
subproblemas que podem ser resolvidos paralelamente. Divide-se
o vetor de parametros a estimar em vetores de menor ﬁimengéo,cg

da um contendo o conjunto de par@metros de uma linha do modelo,



que sao estimados scparadamente. Mostra-se, neste trabalho, gue
essa separagao depende essencialmente de tres fatores:

i ~ do algoritmo de ident]ficacho utilizado;

Li - da matriz de covariinecia das componentes do ruldo:

iii - da estrutura do modelo,

A apresentacao do trabalho estid organizada da seguinte
forma: neste primeiro capitulo resumem-se os princivais resulta
dos em modelagem de sistemas discretos estocdsticos a Serem
utilizados.

0O capitulo 2 apresenta um resumo dos algoritmos de es
timacao para sistemas multivarifveis existentes na literatura.
O problema de identificacao de parfmetros & reformulado,através
do modelo do erro previsto introduzido por Lijung, que sera uti

lizado no capitulo 3.

No capitulo 2 estuda-se o problema da decomposicao  do
algoritmo de identificacac. Mostra-se que a extensfio do mdtodo
dog minimos quadrados (MO) para sistemas MIMO, frequentemente
utilizada na literatura 51,4,7,8,9,JD,il,lBJ,fornmce diretamente
uma decomposigao em subproblemas. Esta particio continuavalida,
quando as componentes do vetor de perturbacio si0 correlatas en
tre si, apesar de utilizar-se uma fungﬁo de custo que envolve a

matriz de correlacao.

Quandc o vetor de ruldos nao é branco,sao bem conheci
das as limitagoes do algoritmo anterior e torna-se necessaria a
utilizagao de outros métodos.

Mostra~se que o algoritmo da matriz e tend: do {Mﬁ}{ 1,

ll,l2,13,14,15,iﬁj permite decompor diretamente o problema de
estimagao em varios subproblemas e que esta decomposicao inde

pende da matriz de correlacio.

0 método dos minimos quadrados generaliznado (MOG) & de
duzido de uma nova forma, diferente da apresentada por Pavyne
[17] e xeviczky [10], que permite determinar as simplificacoes
necessarias no modelo utilizado,de forma a obter-se uma estruty

ra de caleulo paralelo. Mostra-se, gue se consecvue este results




do atraves da forma pseudo-candnica I, sem necessidade de postu

lar simplificagoes para o modelo proposto como em Morf [ 4].

A sequir apresenta-se o algoritmo linearizade, obtido
a partir do método desenvolvido por Soderstrom [}8] para  siste
mas SIS0. O algoritmo é obtido a partir de uma linearizacao do
erro previsto. Mostra-se que a forma candnica ITI de Kashyvap e
a forma pseudo-candnica T permitem decompor o problema num con

junto de subproblemas com um certo grau de paralelismo.

A segulr apresenta-se o algoritmo particionado dos mi
nimos quadrados,que conseque uma sensivel diminuic¢aoc neo tempo
de calculo envolvido,utilizando conjuntamente a decomposicio em
gub@robiemag € uma nova particao da matriz de ganho Kk“

Todos os matodos propostos noste capitulo sao des envol
vidos a partir de modelos autoreqressive e média-mbvel {ARMA)
para o ruido. £ comum nos trabalhos nesta Lrea utilizar-se mo
delos particulares (autoregressivo (AR) ou média-mbvel (MA)) de
pendendo do algoritmo analisado. Como serd mostrado na secao 1.
2,um modelo ARMA representard em geral uma reducao no nimero de
parimetros a serem cstimados.

G capitulo 4 contém um estudo comparativo dos algo
ritmos desenvolvidos através de exemplos simulados. Analisa-se,
basicamente, a evolucao dos erros nos parametros estimados e o
desempenho do modelo como previsor. A comparagao & realizada a

través de simulagdes de Monte Carlo.

As necessidades,em tempo de cilculo e membria, para  os

diferentes algoritmos sio comparadas. Utiliza-se, para tanto, o
tempo de calcoulo e meméria de subrotinas escritas en Linguagem

de maguina ‘para operacdes matriciais (58] .

1.2. Modelagenm de’ sistemas estocisticos lineares atravis

de equacoes & diferencas

Coexistem,na literatura, métodos de identificacac e
que se utilizam modelos de estado, modelos de entrada/saida e




modelos em forma de matriz de resposta a um vetor de impulsos
[20].

0 modelo de espaco de estado & um sistema de BHUACOe s
ds diferengas de 12 ordem para o sistema. 0 modelo ARMA {modelos
de entrada/saida) & uma equacio as diferencgas linear que rela
ciona a saida do sistema, num certo instante, com a entrada do
sistema, neste instante, e nos instantes anteriores ¢ também os

valores da sgaida nos instantes anteriores.

Os diferentes usulirios advocom vantagens o inconvenien
tes para cada uma destas representacoes e em geral o tipo de mo
delo & escolhido de forma a facilitar a implementacao do algo
ritmo de controle gue se pretende utilizar. Os tipos de modelos
mais utilizades sao os dois primeiros porgue o Gltimo exige um
numero elevado de parametros e hi necessidade de efetuar un
truncamento.

A determinagao da estrutura do modelo.no caso monova
ridvel, limita-se & determinagao da ordem do modelo e existemn
varias solugdes para o problema:

i} seja introduzindo a ordem do modelo utilizado no

critério minimizado [21,1,272] ou

ii) através de testes sobre a previsao de um passo LBﬁ},
ou ainda testes de cancelamento de polos e Zeros
[23,24],

As técnicas de determinacaoc da ordem do modelo tentam,

de algum modo, reduzir ao minimo o nimero de parametros desco

nhecidos, isto &, aplicam o principio da "parsimonia’ na

cons
trugao do modelo.

Quando se analisam sistemas MIMO, a determinacao da es
trutura do modelo & mais complexa. Deseja-se, como no ¢aso SISO,

que a parametrizacao do modele tenha as seguintes caracteristi
cas:



i) que seda universal, para aplica-la a todos os siste

mas da classe considerada;
ii) que contenha o menor nimero possivel de parametros;
iii) gue os pardmetros sejam identificaveis {26,271.

A determinacaoc da estrutura do modelo estd intimamente
ligada com a obtengao de formas candnicas, isto @, a determina
cao de modelos com caracteristicas especiais e gue envolvam de

alguma forma um ntmero minimo de parametros.

0 calculo de formas cantnicas & um problema importante,
exaustivamente estudado nestes Gltimos anos [25,28929,301«9 pro
blema diminue de importancia guando se considera a aplicacao de
téenicas de identificacgao em controle, onde nao se pretende
obter um modelo exato mas aponas uma aproximacac, wilida nAra

os objetivos de conbrole, desde gue se assequre a  identificabi

7

lidade de todos os parametros |32

=

Neste trabalho expressa-se a parte deterministica das
saidas em termos do passado das saldas e entradas, através do
sistema de equacoes a diferencas

A(z“l)gk = B(z Hu

p z
m‘}r{ i e 2

= n . o ‘ .
onde Yy € R & a componente deterministica do vetor de saida,

m - L ~ . .
v, € R7 o vetor de entrada & Az 1} © B(z 7} sao matrizes poll
nomiais definidas pelas equacoes

3 ~N
Alz™Y) = 1T 4+ A, =z lk .o D z B
1 N
pas
Blz ]) = B_z l+ e.. + B 7 B
1 NB

em que A,, B, sao matrizes (n x n) e {n x m) respectivamente.

Como varios modelos, descrito pela equacdo 1.3, podem

gerar a mesma matriz de transferéncia, procura-se trabalhar com



matrizes A{zmi) e B(zwi} gue apresentem estrutura simplificada e
sedam irredutiveis [33], isto &, tais que as matrizes A(zhl) e
B(z“l} nao contenham fatores comuns, a menos de matrizes unimodu
lares, o par de matrizes {A(z“l)}, B(z_l)} & definido como des
crigao por matriz partilhada (DMP) ("Matriz Fraction Description')

[33].

Para se modelar a parte estoclstica do processo utili

za-ze © teorema da fatorizacao espectral.

Teorema 1 (Fatorizacdo espectral) [34,35] Seja I' (2), n x m, uma
matriz densidade espectral racional com caracteristica n: entao
existe uma Onica matriz racional H{Z), n x n, e uma Unica matriz
simétrica V, tals que :

1 1

9 T(z) = u(z voatezTh

il

Dt

ii) HIZ) analitica fora do circulo unitario

iii) H T{Z) @& analitica fora do circulo unitario

iv) bim W(ZY = T
AT

A partir do teorema 1 pode-ge represental um processo es
tocidstico, com média zero e densidade espectyral T'{Z%Z} como a sai
da de um sistema linear, em quc a entrada é uma scequéncia branca

de variidveils aleatorias.

Das consideracoes anteriores resulta o seguinte modelo

do sistema com perturbagoes estocisticas:

-1 =1 )

ALZ ™) yk = BI{7 )HK + vk 1.4

-1 .

v, = H(Z e I.5

vy (277) e, g

em gue fék} & uma sequéncia branca de variaveis aleatdrias, Com

R , ) - . n )

media zero e matriz de covariancia Vo oe gk e R, Como no caso dg

terministico utiliza-se a seguinte decomposicao:



H{Z 7y =D (2 %) C(z ) 7 A
onde
-
-1, _ L=l . C ,
C(Z 7)) = CO + clz + L., + QN 7z , Ci{n ® 1)
C
-1 -1 “Np,
D(Z 7)) =D+ D2 "+ ... + D. % , D. {n x n)
1 Ni)

A saida do modelo linear descrito pela equacio 1.4, po

de ser representada esquemdticamente através da figura 1.2

¢, —— p(z h
"
- “Mk
e
Xk
pizh = a7t ho T e e

-1 S0 IS B
sz = A"tz heeh
Figura 1.2 - Representacao de um sistema linear
estocastico através de relacdes en

trada-saida
A matriz V de covariancia do ruido branco serd, no ca

50 geral uma matriz cheia. No capitulo 3, consideram-se Ccasos

em gue esta matriz & diagonal.

Das equagces 1.3, 1.4, 1.5 e 1.6 cbtem-se

az™h y, = sz u o+ 0™ ctzhe, 7.7
au
piz™dy Al Yy iz B{Zmi)gk O e, 1.8



Finalmente

onde

rr
—
o]
—
il
o
—~
a3
—
=
—
-3
—

A equagac 1.9 mostra, em relacac 3 egquacao 1.7,

que
um modelo linear do sistema estocastico, pode ser sempre coloca
do na forma de um modelo média-mdvel para o ruido. Contudo a or

dem das equacoes 4 diferencas em Y © Yy do sistema & maior que

no casc precedente.

1.3. Formas canfnicas para modelos em forma de equacoes
diferencas [31]

a

0 modelo geral obtido no item anterior e descrito pelas
equacoes 1.7 ou 1.9 & obtido de forma a gerar um vetor de saidas
¥y com densidade espectral igual 3 densidade espectral da saida
real. O teorema da representacao espectral fornece, para tanto,
uma matriz de transferéncia H(Zwl} tnica mas, como fol visto an
teriormente, a descricao por matriz partilhada nac é tmica. Che
ga-se assim 3 conclusio que podem existir virias representagoes
1

parametricas de C(Zml) e D(Z ) fornecendo a mesma densidade es

pectral. O problema de definir-se uma uUnica representacao
ciz™h e put

candonica.

de
) & o problema tipico da definigao de uma fForma

Seja o modele geral descrito pela equacao 1.9, isto é:

-1 ol B
by =Gz 7 u o C{E

1 m -
}Ek e E{gk €y b=y

{7

Seja P o conjunto formado por elementos gy constitul
dos pelas quatro matrizes Fi(zml}, G (Zml), Ci(zml) e v

i i



u
~
<

Define-se uma relagao de eguivalénceia entre os ele
nentos Hi de P por “g (?\} H j s H ; © . Tornecem a mesma  den

5 Yy ¢ a mesma densidade espectral cru
e . - b ® " “ E g ]
zada Syu, A relacao de equivalencia divide P em classes de equi

sidade espectral da salds

o SN L0 ‘ . T

valencia Pd para cada par | bvv’ 5Yu} com elementosg equivalen
tes. Prova-se [31] gque, dentro de uma classe PQ de equivalén
cia, um elemento pode ser obtido a partir de outro através de

uma matriz unimodular Uq ¢ uma matriz nao singular R através de
ol o

-1 T
T B v & o o - d = M /. = E
Fy Ulyr G Vb By Gy UGy vy Ruvlgu

A definicao de uwma forma candnica C;, pode ser  vista
como escolha de um Unico elemento dentro de éada classe Pug que
tenha uma caracteristica especial TB' geralmente a de ter uma
estrutura mais simples. 0s elementos para cada Tﬁ constituirao

o subconjunto canonico C, ¢ V. Obviamente nao existird apenas

3
4
uma forma candnica dado que a sha definicdo depende do critério

de simplicidade escolhido que serd fungao da aplicacao
dida.

preten

Exige-se, portanto, que gualquer mudanca no valor dos
parametros de uma forma candnica origine mudancas na densidade

espectral ou matematicamente :

Se H} e H2 pertencem a Ll @ Hl G@ }ﬁz entao Hl = HZ

Tambén, normalmente, exige-se que dado gqualguer elemen

to H de P, exista um Gnico elemento Hy em C, tal gue # @§ Hy oo
£ )

No problema de estimagao, a primeira condicao & indis
pensavel, para que o algoritmo nac tenha a possibilidade de os
cilar entre duas solugoes equivalentes. A segunda condicfo &
necessaria para garantir que a forma candnica utilizada seja ge

ral, isto &, possa gerar qualquer tipo de densidade espectral

Obviamente, se for fornecida & priori a estrutura  do

sistema que gera a densidade espectral, a estimagdo dos parime



metros pode ser realizada utilizando-se esta informacio e neste
caso a segunda condicac nao precisa ser satisfeita. Neste Caso,

. o ~ I "
a estrutura define-se como uma forma pseudo-candnica [18].

Entre as formas canonicas existentes na literatura a
presentam se a seguir as formas candnicas T, II e IIT de

Kashyap |36]. A Gltima serd utilizada no capitulo 3.

1 : caracterizada por Pz h ser
le 1

Forma Canénica I |37
G )y, CLZTYY e v arbitrarios.

triangular, com F{0) = 1 e

Kashyap mostra gque a vantagem desta forma cantnica & de apresen

tar um nimeéro minimo de parimetros.

Forma Cantnica 11 @ caracterizada por C(Z2 ) ser dia
r ek i . I
gonal, F(0) = I e F{Z "}, G{Z ), V arbitrarios.

. -~ - . oL :
Forma Canonica IIT : caracterizada por C{Z ™) e V se

. . ~1 -1 e - .
rem diagonais e F(Z2 7) e G{7Z ]) arbitrarics com excegao de F(0)

gue €& uma matriz triangular com elementos unitdrios na diagonal .

Com a utilizagao da forma candnica III, cada componen
te do ruildo atua independentemente em cada saida do modelo, per
mitindo, como sera mostrado no capitulo 3, a particao do proble
ma de estimagao de par@metros num sistema MIMO, em n subproble
mas distintos e paralelos. Também, tendo em vista a particio do
~estimador em n subproblemas de dimensao menor, utilizam-se no
capitulo 3 as sequintes formas pseudo-candnicas :

P

~ . wredy
Forma pseudo-canonica I : caracterizada por C{(% ),

1 -1

D(Z ™) e Vv diagonais e F(Z "} e G(Zml) arbitrarios, com

F{0) = G(0) = C(0) = D(0) = I

. _ : ~1
Forma pseudo-candnica Il: caracterizada por F(Z —),

G{Z-L) e V guaisquer com F(0) = G(0) = T e ;
ciz™hy = izl
piz™ly = a1
comn
-N
-1 . LTk : s C
c(Z2 ") = 1 + Cy B oy Z e



1.4. Conclusces

As formas candnicas e pseudo-candnicas apresentadas se
rao utilizadas no capitulo 3, tendo em vista a estimacic  parti
cionada dos parametros do modele. Algoritmos para a obtencao das

referidas formas candnicas sao descritos por Kashyap em [36].



capfTULO 2




2. ALGORITMOS PARA ESTIMACAC DE PARAMETROS EM SISTEMAS MULTT ~
VARIAVEIS DESCRITOS POR EQUACOES A DIFERENCAS

2.1, Ihtroﬁmgﬁg

Néste capitulo apresenta-se um resumo dos  algoritmos
de identificagao para sistemas multivarifiveis existentes na 1i
teratura. Trata-se especificamente dos algoritmos dos minimos
quadrados,. minimos quadrados generalizado, matriz estendida e
maxima verossimilhanca.

Todos os algoritmos tém soa arigem nos corresponden
tes algoriﬁmos para sistemas SIS0, A extensao ao caso multiva
ridvel & imediata em alguns casos (minimos guadrados e matriz
estendida)fenquanto gue em outros, apresenta dificuldades espe

cificas que serao comentadas no decorrer da sua apresentagao.

08 algoritmos estudados neste capitulo tém aparecido

recentemente na literatura, a excecao do algoritmo dos minimos

quadrados. As principais referéncias estio contidas nos alei
mos congressos da TFAC em Identificacao de Sistemas e Betima

cao de Parametros (Thiliei (1976), Darmstadt (1979)) & nos alti

mos congressos do IEEE em Controle ¢ Decisio.

A extensdc direta ao casc multivariavel origina, ge
ralmente, algoritmos com tempos de célculo elevados que aifi
cultam ou impossibilitam a sua utilizagao em controle “on-line".
No capitulo 3 apresentam-se as modificagoes propostas para se
diminuir o tempo de calculo envolivido.

Encerra-se este capltulo com a formulagao do problema
de estimacao através do modelo do erro previsto apresentado por
Liung [203; Esta formulacao permite unificar os diferentes mo

delos apresentados e serd utilizada para se justificar as mo

dificagoes propostas no capitulo 3.



S L

2.2. Obtencao de um modelo de regressaoc linear

Os
parametros
de obtencac
de modo qgue

tor, isto é

Y = "By

T
Y= | ¥kl

@ % e & e

4 2

phr B

dimen

elementos das matrizes do modelo utilizado @&o 05

desconhecidos gue se desejam estinar. Para facilidade

do estimador de Markov, reescreve~s$e a equagao 1.4
-0s elementos desconhecidos estedam contidos nun Ve

~17 ”Z‘NAXkMNA TB Yy e F B g Y

i ]

T " T : . .

s e e ‘ (5] C e a U -0 O ¢ - -
ne e, B-1 BN o . :
A . . .

B 8 a8 s & B L . w2 s o s s R B T W8S E R A s e s a A E e e s B R b A e ks s s e s s s s b b e
R - . .

0 0 S ..ou . . .

. Sl —k - N . o n e .

" . B " k3

0 e 0 : 0 e e 0 " .

. : .

N 0 gl
e . : vy

: 2

] "U‘E—N 3

v :

- .};)mn

H

1) -
¢ R onde n e dado por 5= I+ ! s, bern
) I do p P (N, + mi) ey tem
Sa0 n X np

~ iégima linha de A(Z ™)

s . ] ]
- lesima linha de B{Y )



wk = Bloco diagonal ¢ ceny

¢T XT uT ‘. K B pp
s PR . ki [N
" k~1 = NB Je

Obtem~se outra forma de representacao do modelo  descori
to nela equagao 1.4, colocando-se os parametros desconhecidos nu

ma mabriz, isto &

Ty T Aoy Teee Ry Yy T By g ek By e T ¥

Xk =0 g, + v

onde © tem dimensao n x p

Esta forma serd utilizada, no item 2.4, na obtengao do es

timador dos minimos quadrados.

2.3.Estimador de Markowv

Seja, indcialmente, um sistoms de equagoes linecares re
. : - AL B
lacicnando o vetor de saldas Ly ©Omoum vetor de parvametros 07

descrito pela equacao 2.1, reescrita abaixo

e j\‘ ¥ 13 €3 o
'Xk: ]‘Pk E + X]r' FLE

A,

onde { wt’ t=1,2, ..., ¥} & uma matriz conhecida de Adimensao

nxnp e Yy e o vetor de ruido com uma matriz de covariincia R,

ot o

onde

e = II'
Beg = [ B Lyvg vy ! ]



...18..,..

Apds  k  medidas realizadas, pode-se escrever a eouacao

2.1 como :

Y=y 8 + Y 2.6
. T (7T T .
Sendo Yo o= Y7 Lor e ka} ¥ o(nk = 1}

T oL T, LT T

o= _$l :wZI coe $k ] o {np x nk)

T v ooT T

e gi PN e Yy } Vo (nk = 1}

0O estimador de Markov € chtido minimizando-se

A,y 2 .
J= |y - gt ! hL 7
R
onde R = cov (V)

A sua dedugao ¢ direta,pois o critério J é uma funcao
gquadratica nos parametros desconhecidos, resultando na equacaoc

TALD B DU Rk SRS N
G777 = R oo R ¥ 2.8

conhecida como a solucao de Markov.

Sa0 bem conhecidag as propriedades deste estimador como
sendo nao polarizado. Como a matriz ¢ & de ordem nk X np, em ge
ral muito elevada, o tempo de calculo envolvide no estimador de
Markov pode ser excessivo. Aplicando-se os modelos apresentados
no capitulo 1, estudam-se, nos itens 2.5 e 2.6, alternativas sim
plificadoras para o algoritmo de Markov, Nestes algoritmos,© mos
trado que devido, & modelagem do ruldo “"coloride” a partir do
ruido branco, nao &€ necessirio o conhecimento total da matriz de

covariancia R.

Supondo o ruido v, branco, a matriz de covariancia R

& descrita por

R = bloco diagonal {_RE E R, - ... E Rk'}

2,0



Com esta hipdtese simplificadora resulta a seguinte e

quacado para: o estimador

..".1 e -
: k "
~ A,B T o1 k T -1 0
pw o } b + Rt i + } Uy Rt Y“t
£=1 £
onde, agora, pode-se observar que a dimensao das matrizes | &

Iz
n o® ne, o gae reduz conglderavelmente o volume computacional do

algoritmo.

Supondo o ruido Vk branco,é& possivel obter-se 0 estl
nador de Markov através de um processo recursivo, onde a cada no

va medida se atualiza o estimador calculado no instante anterior.

A transformacao do problema de estimacac num procedi

mento recursivo tem as seqguintes vantagens :

i) Nao & necessaria a inversao de uma matriz de ordem
Celevada;
1i) O efeito de cada nova obﬁexvagﬁo & facilmente incor

porado no estimador, a cada passo.

Para se obter a versac recursiva do estimador de Markow
define-se 3

- =} -
B R T B T -1
. s X i - "5l == K 1 i . Hi - I;
pk+l : >’ wt Rﬁ Vi )y Rt by + *k+lRK%luk+i
- . t:’: }, tr:, "E_

A partir da equagaw 2.11 e utilizande a identidadse 2.12,
descrita abaixo

j -1 B _ - I .
{:A+BTCB—I =27t - attp LCI4-BA1B§J B A"k
obtem-se

T -7
: . . _ - T - o 1
el T Fx ?kwk+1{§k+1+ wk%}zﬁqwk+i] a1 P e




Utilizando a equagao 2.14 na equacao do estimador, re

sulta :
AA Fl E fr rl1 e 1
f = > T >3 ! e ! ’
R+l Px kwk+1[§k+1+ 1T Vkel | T By s“
k g
Tyt Rl oy e gt ﬂ 2,14
. o Ve B Yy k+1 Lkl .
T U
a7 4 1 - L I i ; . - . 2 T 2005
Definindo Kk+i Pk mk+1 [&k%i 4 wk+L 1k P 1
R - : . “ALB
e utilizando a expressao do estimador ﬁk ; resulta
~A,B _ cA,B ~ “A,B .
Y%+1 S K 3 a1 T Prer O ot

A equagdo 2.16 representa a versac recursiva do estima
dor de Markov.

Considerando~se © ruldo vy COomo sendo estacionidrio @
branco a matriz de covarifncia W? serad constante. Este caso Cor
Y

responde ao algoritmo dos winimos guadrados que serd tratado na
se¢ao seguinte.

2.4, Algoritmo dos wminimos cuadrados { 1,2,3,4,5,6,7% P}

O algoritmo & obtido na literatura utilizando o modelo
descrito pela equacac 2.3, repetida a seaqulr

T,
Xk — 9 .éﬁ.fB (b}( + yﬁk 5] 17
A,B _ . -
com 6 ‘ @k como definidos no item 2.2.

E bem conhecido na literatura que o estimador dos mi

nimos quadrados & um estimador consistente dos pardmetros do

processo, somente se a sequéncia {gk} for bramca,[iyll,lé,lsgﬁé]w

Supondo gue o ruido & brance, o estimador dos parame
tros AiBi & obtido, na Literatura, de modo a minimizar uma fun

¢ao de custo quadratica do tipo dado pela eguacic 2.7 com R=T.




A

min T . )
A, g ? o BeB 2
. 2 ' St

Como a equagido 2.18 & uma fungdo quadratica em O,Ffacil
mente se obtem o estimador dos parametros desconhecidos apos

k medidas. Ele serd descrito por:

k -1 Ik
~ALB T T
grorT o > &, b ! i ¥ ool n
k Ly =t chy T t <t

Utllizando a identidade 2.12 pode-se, como no item an

terior, colocar este resultado na forma recursiva resultando

«

- WALB % T T JALB
0 = ) + K v - i C)};

k+1 k Tk+1 € k+i Tkl

T

K = P4 VAR S I ] P ) 2.00

Tkt ko kil T+l kk+L
_ T -1 T
P = P - P 4 L + 4 | & B
k+ 1 k koo okl k1l ko k1 Ckt+l k

O estimador dos minimos quadrados exige menos esforgo
computacional que o estimador de Markov, porque no critério uti
lizado neste item a matriz de ponderacao & igual & identidade,
o que permite na equacac 2.20 estimar cada linha do modelo sepa
radamente (colunas da matriz @AB)o No capitulo seguinte mostra-
se que,mesmo com uma matriz de ponderacao diferente da identi-

dade, & possivel estimar-se cada linha do modelo separadamente.

Entretanto muitas vezes este algoritmo nac pode ser u
tilizado, porque os valores estimados sl3opolarizados.Isto & devi
do ao fato do processo nao poder ser modelado através de um rui
do branco. 0Os algoritmos gque se descrevem a segulr vesolvem es
te problema através da mode lagem do ruido e consagquante 05
timagao dos parfmetros. Os modelos utilizados sac os descritos
no capitulo 1.




2.5, Algoritmo dos minimos quadrados generalizado

0 algoritmo dos minimos guadrados generalizado foi a
presentadco inicialmente por Clarke { /] ]j para sistemas SIS0, Uma
Versao re cursiv a aproximada foi posteriormente introduzida por
Hasting-Janes {# 4 "ﬂ . A extensao ao caso MIMO fol concomitantemen

te yealirzado por Payne EE /j o Keviouky [ 1o ] .

Este método postula um modelo autoregressivo para O
ruido vk,fcomo indicado na eqguacaoc 2.21

s 2,81
k.
onde {ek}.é um ruide branco com matriz de covarifncia V.

Com a utilizacao deste modelo ndo ha necessidade do co
nhecimento total da matriz de covariancia R do ruido Vi POrgue
esta informacao estard contida na matriz de transferéncia
Dmi(zml) ¢ na matriz de covarifincia V do ruldo branco. Este mo
delo permitiré obter wm estimader com um tempo de cilculo menor

do que o estimador de Markov descrito pela equacao 2.8,

¢ modelo mostra, clarvamente, guails serao as Limi
tagoes do algoritmo. Dado que a matriz de transferéneia gqua ge

ra o ruide Vi @ partir do ruido branco ey conterd apenas polos,
. P -1 . - , . L :
a ordem do polinomio D(Z )} poderd vir a ser infinita. Para

fins praticos o polinomio serd truncado e o seu grau serd esce

lhido de forma a atingir a precisao deszejada para o modelo.

Introduzindo o modelo do ruido (equagao 2.21) no siste
ma descrito pela equacao 2.1, obtem-se

p(z™hy Azt .

ez he 4 oe

) ¥, = Dl Y * gy

ja
sl

No caso SISO o produto D(Zml)A(Zml) & comutativo e o
método consiste essencialmente na estimagio separada dos parfime

tros em A(z2"Y) e B(z™Y) e dos pardmetros em D(%°V) . Para tanto

utiliza-se um método de relaxagdo. Supbe-se disponivel uma esti
g - b - }« N . - . - .
magao D(Z 7) de D(Z ™) e utiliza-se o algoritme dos minimos

~1

quadrados-para se estimar A(Z 7} e B(Z“l} no modelo abaixo



azhy vy o= Bz™h ou o+ 2.0%
k k k
o ~ F ” :
onde vy & n (7 1) v ¢ u i D{7 J”) u
k . I ¥ k

‘ 1 s . .
Com os valores estimados A{? 7)) e B(Z 7)) obtem~se uma estimacao

de Vi através de

E3

< 3
k (E PR

e ~ i - .1

que possibilita a obtencac de uma nova estimacgao de D(Z 7)), atra
vés de um algoritmo dos minimos quadrados, utilizando o modelo
descrito pela equacgao 2.21.

Portanto este algoritmo resulta num processo iterativo.
Mostra-se [42] que tal processo converge para o valor verdadeiro
dos parametros desconhecidos se a relacao sinal ruido & suficien
temente grande.

A versao recursiva proposta por Hasting-James [43] sim
plesmente elimina este processo iterativo.

Dada a utilizagao do algoritmo dos minimos quadrados no
ta-se que o algoritmo obtido minimiza uma funcao de custo do ti
po indicado pela equacaoc 2.18 sem levar em conta a matriz de co
variancia de e -

No caso MIMO, o produto de matrizes nac ¢ comutativo e

nao se pode aplicar, imediatamente o mesmo procedimento do caso
SISOo.

Keviczky [10] e Payne {17,234 contornaram esse problema
utilizando as definic¢oes de produto de Kronecker [44,45] e Ve
de uma matriz [44,45 ].

De finicao 1 @ Dada uma matriz A = {ai;] (mxn) ¢ uma matriz

B (sxt) entao o produto de Kronecker A x B & defi

nido como uma matriz {ms x nt), com



Definicao £ : Dada uma matriz A

= {aij] (m x n), onde a.j denota

a jesima coluna de A define-se o vetor coluana

vech (mn) Ccomno

vec A = )
n

Com as definigoes acima pode-se reescrever a
2.22 e obtem-se

X]}i ¥ Mﬂ(z“l)]wc n (g™t = M{' X D(z”l)]vac B2+

.25

equagao

i (D

. - I ) N
com A' {(Z 7)Y = A(Z ) -~ T ey T iz ) Yy
Definindo QA'B = [yecT A‘(Zﬂl), vect E(Z“l{] &

T {;{i x D(z 1), gi@n(zmi)]

pode~se reescrever a equacao 2.25 na seguinte forma

X;E; = ;pi pheB oy o 2.26
Esta equagao ¢ semelhante & sua equivalente, no Caso
$180, (equagaoc 2.19) ,existindo somente uma diferenca basica na
construcao do filtro "embranguecedor".
Para se obter o ostimador dos parametros do PrOCEE S0
SALB . . - P : N
(67'7), aplica-se o algoritmo dos minimos quadrados no modelo
descrito pela equagao 2,26 resultando
“ k - ]
A,B o |Th PP F -
8 == ) Wy [ N Baad
—~k M L o bt t ;
t=1 t=1



- ‘ . . -
Come no casc monovarilvel, os valores estimades de 2{Z )

e B(Z_i) permitem, agora, obter um estimador para a matriz Dz

Das equagoes 2.21 e 2,24 obtem-se :

ml ey _
Pz ) o =gy
com
v o= i(z”l‘) - é{z“l) u 2,28
K Ly S .
-1

Utilizando a definicao da matriz polinomial D(Z 7) pode-

se desenvolver a equacac 2.21 e obtem-se

V,= - D,V " eue = D v e 2,48
~¥ 1 k-1 N~k - N ~k
D D
. Y =T . p. 1 - 8.3
e Vv [DL’ DND} Ve | toey 2. 30
T kN
k D
5T
Definindo ©° = {'r) ' ;D =
1 N..
e E_) aud
T o o
= -V ey V)
My { k17 ' mkwND} '
a equacao (2.30) resulta em
LY s 'I‘
: D
v i ‘ 0 a7
~k 07 my + gy a.al

Aplicando o estimador dos minimos quadrados obtem~se ©
estimador dos parametros do ruido dado por :

-~ k " 1 k
B ; T : T
@, = )omom m, v 2.32
k s st Z P o e 6D
t=1 Lot £=1 - t
Com o valor estimado @D, continua-se o processo lterati
vo calculando-se novos valores filtrados e um novo estimador dos
pardmetros do processo.



Como mostrado por Lijung fiz] no caso SIS0 ,a extensao pa
ra o caso MIMO também pode apresentar miltiplos pontos de mini

mos,se a relagao sinal-ruldo nac for suficientemente elevada.

Obtem-se a versao recursiva do estimador dos minimos
gquadrados generalizado no caso MIMO utilizando-se a idéia de
Hasting~James, gue consiste basicamente na aplicacao da identida
de 2.12 nas expressocs de QQ’B @ Gi e a elimina¢ao do proces

so iterativo. Esta idéia serd analisada, mais detalnhadamente, no
capitulo seguinte quando serio estudadas simplificagoes para se

obter algoritmos com um menor tempo de cilculo.

2.6, Algoritmo da Matriz Estendida

No item anterior, estudou~se um algoritmo gue tinha co
mo hipdtese basica a de que o ruldo podia ser modelado através

de um processo autoregressivo.

A segulr considera-se um algoritmo que postula  um fite}
delo média-movel para o ruido vy como indicado pela equagao 2.33
e p oL -
v = C(Z2 7)) e 20383
¥k K

con {ep} um ruide branco.

O algoritme gue utiliza este modele & noymalmente conho

cido como matriz estendida porgue se obbtem o novo vetor ¢, como

uma extensao do vetor ¢, do estimador dos minimos gquadrados. Es

te algoritmo foi origina?m@nte sugerido para sistemas SIS0 poxr
Panuska [46] e Young [47]. Dste método também foi analisado por
Astrom e Eykoff [11] e Soderstroom et al.[12]. A extensio ao ca
g0 MIMO fol realizada por Morf [z@]f estimando separadamente
cada linha do modelo e nao considerando a matriz de correlacio.

Para tanto ele reescreveu as equacoes do modelo, utilizando a hi

potese do ruido  ser modelado por um processo média-mével.
-1 ~1 -1
Z = Z LA 1. 54
A(Z 7) g = B2 ) u, + C(z7) ey 2.5



¥y, = Ay P AV & P ‘}*\5 P O - Y, } {?)»}-’
k L2 B L 5 i NC k-1 g
T dxw
Yoy eod
u
wkaB
£x -1
ST
“41“%wg
Definindo
TA B,C - -
g T o= Al...AN 'Bl'”'BN cl‘“'CN 2,00
: A BT C
@T = - X? - yT uT uT @T a1 2,380
+k k-1 ~k*NA, e wk~NB ~k-1 wk~NC
a equagao 2.35 do sistema, toma a seguinte forma:
YI\
— 5 A,B,C . Y e
X}{ O g,l]{ + E}{ 2.38¢

Assumindo, inicialmente, que a seqguéncia de rulide {e

AL

}

~k
& conhecida (mensurdvel), vé-se gue a eguacao 2.37 & formalmen-
te equivalente a equagao 2.17, e os parametros desconhecidos
A,B,C ~ . . . \ .
(077777) sao obtidos resclvendo-se o problema do estimador dos

minimos quadrados com duas entradas, u, e e Logo o estimador
matriz estendida resultante & equivalente ao descrito pela equa

7
cao Z.19 com o novo ¢, flestendido) definido acima, isto & :

K 7 k
SRL,B,C - i T - T "
= I 2,38
% Ly e by Ly e X g

Como algumasg componentes do ruido {gkmlf.«.,gkwm ' en
tram como elementos do vetor Qk,(@quagéo 2.36),@ visto gue

es

ses valores sao desconhecidos, torna-se necessirio o seu cilculo

aproximado. Para tal o algoritmo & iniciado com o calculo de
. A, B .
um valer de minimos quadrados de 87'° considerando-se @k COme
MO S

ruido branco.



Com esses valores ostimados colcoula-se uma primeira  a
proximacao de e dade por
T
o~ P
A, B MO 0 s
e, = -G g o= 1,2,...,k 2,884
ST T AR

com

MO o
ﬁk B lvzkml’“°" ykwNA’

W ah eeny Uy o
k1 —¥ Ng}

-

Os valores de e, sao introduzidos na equagdo 2.36b de

. , . N . OB C
¢, - Deste modo obtem-se o primeiro valor estimado de 07777~ 2

través da equacgao 2.38.

. . "A,B,C
Com os valoresg estimados da matriz 077777 calcula-se u

ma nova apx()}{ima(‘;éo de ek COm
” ATA B,C
-y [ R = O gl
e Yt O ¢t 1 1,2,... k 2,580

O procedimento iterativo continua,levando-se os novos
valeres estimados de e, 1o vetor‘Qk ¢ obtendo-se um novo valor
estimado de o?rBsC através da equagac 2.38. O processo iterati
vo cessa quando o3 valores absolutos das diferencgas dos estima
dores de QA'B’C, em sucessivas iteracoes, sao menores do que

um certo valor especificado.

Morf [ 4] também apresentou uma versio recursiva deste
estimador, descrita pela equacac 2.40 gque & obtida aplicando-se
-a lidentidade 2,12 na eguacao 2.38.

“A,B,C _ JA,B,C T T CALB,C
Ok+1 % RS} 3Xk+1 b %%
7 -1
Byv1 Pr S %1 oo P bran S 2.40

. -1
~ ~ T T
Prer TP 7P b L Lo+ b Py ﬁk+%} P41 Fx

em que agora o estimador do ruido & dado por
é m TTA’B'C &
Sk T d T kel %
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Para se obter uma maior precisao nos valores estimados

-

S normalmente, ltera-se uma ver a cada nova medida realizada.

2.7. Estimador de maxima verossimilhanca

0 algoritmo de maxima verossimilhanga normalmente u
tiliza para o ruldo um modelo média-mével, como descrito no i
tem anterior, Este estimadeor fol apresentado inicialmente POy

Astrom-Bohlin [4&] para sistemas SISO.

Supondo que {Qk} & uma sequéncia de variaveis aleatd
rias gaussianas estacionaria ¢ com matriz de covariancia V en
tao o leogaritmo da fungao verossimilhanga & dada por :

I
mn - K v T -l
L=~ = In 21 = 5 ln detV - = e, Ve 0. 41
2 2 2 m; et =t

Obtem=-se o estimador de maxima verossimilhanca maximi

zando-se a funcao L. Supondo-se que a matriz de covariancia é

conhecida, a maximizacao do logaritmo da func¢ao de verossimilhan

ca & equivalente A minimizagao d&ﬂk(QA’B’C), onde
A,B,C I
Jo ey s s e, Vo ey
T ot=l ’
2,458
I P R 7
= - traco V Yooe e
2 J FRCE T T o
AB,C =l
e 077 & um vetor contendo todos os parametros desconhecidos.

Os valores de €y sao substituidos por valores estimados recursi-

vamente a partir das medidas realizadas e do vetor de parametros
@A’B’C estimado.

€ = a(z™h Yo ~ Bz h u, - czh e .43

C AE,C, - - - -
Como o criterio JI(O YTy e uma funcao nao guadratica

nos parametros desconhecidos, a minimizacgao nao pode ser

da de uma forma fechada. Realiza-se a minimizacac através de al

gum procedimento iterativoe de procura do minimo.
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0 algoritmo mais citado [10,31,34] utiliza o célculo :

i)fdo gradiente da funcao de custo Jl(ﬂ), e

ii} da matriz hessiana das deriva&as‘de segunda  ordenm
“do critério g, 48) .

Neste caso o gradiente da fungao de custo € dado por,

: s
L ate B, C k th -1
J'({)A'E’C) = 3J (8 ) = > e, v E’t 9,44
- ™ Ly e |

Os: elementos da matriz derivada de segunda ordem $ao:

- k de, be L oata
- 8ta(p : -t . Tt K T ~1 0=
J (QA,B,C)_ = ...____.L—:l.. = > R Y + > ey v - t -
- 90, =] a8 90 e o L
381883 =1 C Ui } ):} ] ) ..]"3 '
2.d5
Através destas relagdes Keviczky [10], Payne [34], As

trom {?8,5@, Saridim[ﬂﬁ] construiram um procedimento iterativo

utilizando um algoritmo do tipo de Newton-Raphson,

. o . {/
GAsB.C o GA,B,C 7 (iii -
il i 28 wede

Como em geral o calculo da derivada sequnda através
da equagao 2.45 exige muito esforgo computacional Astrom [&8};
Keviczky [EO] ., Payne [3&] @ Kashyap @1,3@, aproximaram ¢ <8l

culo da matriz das derivadas segundas pele primeiro termo da
equagac 2.45, devido a pouca infludncia do outro termo na con

vergéncia @ﬂ,3ﬂ. Esta aproximagdo também nao causard dificulda
des na implementagao do estimador pois @ bem conhecido gue o al
goritmo de Newton—Raphson fornece resultados satisfatdrios, nes
mo quando somente um valor aproximado da derivada de segunda or
dem & disponivel.

O algoritmo consiste dos seguintes passos

. . . o CALBLC
i) Inicializa-se a estimacao com um valor ﬂifjf gue pode ser

.. . ™ . g -4 - ¥
escolhido arbitrariamente ou como resultado de outyro esti

mador:
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“ALB,C

ii) Utilizando, o valor de ﬂi caloculam-se os valores de
grt By o g (P

. ThLB,C C ; -
iii} Obtem-se “g;]’ utilizando a exprossac 2.46;
iv) A iteracho termina cuando os valores absolutos das diferen

. : . . : AB,C
gas dos estimadores de 077777,

em sucessivas iteragCes,sao
menores que um valor pequeno especificado ou se o valor a

hsoluto da soma das componentes do vetor derivada & menor

cque um valor especifloado Luin

Como o procedimento computacional para o cilculo do es
timador de maxima verossimilhanga utiliza técnicas relacionadas
com métodos de gradiente, o algoritmo convergira para © valor

verdadeiro somente quando os valores iniciais dos estimadores

nac estiverem "muito longe" do valor correto dos parﬁmetrog[E%J&

Quando nao se conhece a matriz de covariineia,
Payne [34] mostrou que recai-se na minimizacao de Jz(g), onde
i
K : 1 T ,
J,(0)= =~ fndel -~ o,oe a2.147
2 () 2 koL =t =t
t=1
A utilizagao deste algoritmo em sistemas MIMO estd

kS . st \ .-
obviamente limitada pelo tempo de calculo envolvido.

2.8. Tormulacao do problema de estimaqéo atraves do modelo

erro previsto

Sao chamados métodos de previsao do erro os metodos
que minimizan aloum critério funcao do erro previsto. Tstes mé
todos estaeo intimamente ligados com o estimador de mikima veros

similhanca pois & possivel calcular-se a funcgao de verocs
similhanga como um produte das densidades condicionais da pre

visao da saida.

Para se obter o estimador através da formulagao do ex

ro previsto o primeiro passo sera a construcac de um modelo gue
relacione © erro previsto com as medidas e os parametros des
conhecidos.



2.8.1. Modelo do erro previsto

Un sistema deterministico discreto pode ser mode

lado atravées de uma funcio que caleula as varias saidas  futuras
do modelo a partir das sofdas e entradas anteriores como descri
to pela equacao 2.48,
" = f£ iy i ) g3
iy ] L A ’

onde as matrizes Y, {Xl’ Cees zk~1} e U = {gl, ...,gk}

contem as medidas realizadas e Xk+lé%>vetor de medidas no instan
te kt+l pertencente a R'. O vetor {0 contem os parametros degconhe
cidos. Sabe-se que a saida de um processo real nao wode ser, am
geral, exatamente determinada dadas as suas caracteristicas esto
casticas. Utilizam-se entdo modelos estocdsticos como descrito
pela equagac 2.49, |

= £ (Y

Y1 T £ Y Uy 0

f L gk+1 g4

onde {@K} € a sequéncia aleatdria caracterizada por:

Edey v/ Y Uh =0

k

G processo {e, | & chamado a nova informacio ou o

processo de inovacido de §Xk} {38],[5}}.

A seguir mostra-se como se chega ao modelo do er
ro previsto a partir de modelos entrada/saida.

Ja foi visto no capitulo anterior, que um siste

ma linear com perturbag¢oes estacionfirias pode ser modelado por

Le = W (2w + 0, (2) e 2,50

onde H, (2} e H,(Z) e V = cov {ek} satisfazem as condigoes “dadas
pelo tecrema da representacao.

A equacao anterior pode ser escrita como :



-1 -1 s . e
: 4 = H 3 H, (¢ ] 2.51a
HZ {(7) Yy H2 {7 II}(E) g + e a
v, =7 |1T - ultz) v, 4 ity w2y 4 e 2. 67D
S R R b R T A
Comparando as eguacoes 2.49 e 2.5lb vé-se ue

esta dltima corresponde ao modelo do erro previsto.Payne [34] e

visto a partir de modelos de estado.

Lijung {?8] também mostraram como se obtem o modelo do erro  pre

0 modelo descrito pela equacao 2.49 & conhecido
como um modelo de

~

previsao do erro e para um valor particular es
timado de 8 = 6 o erro de previsac do vetor de salda Yy r DO ins

tante K, & dado por :

~ [}. ~ B ~ . .
Ek(ﬁ) =Yy ~ £ (Ykmlf Ukﬁlfﬁ) T Yy Ty Z.od

- “&“ : A b et ~enty oo - v T - 4 ]

onde Y= E(kal’ Uy 17 8) e o valor previsto da saida no ins

tante K.

Por outro lado, este modelo explicita o célcoulo
da salda prevista, o gque & essencial na maioria dos algoritmos
de controle estocastico.

Os parametros desconhecidos serao obtidos mi

nimizando algum tipo de critério funcao do erro previsto.

2.8.2. pefinicac do critério, Hipdteses simplificadoras

Em Lijung {36} mostram-se as propriedades gque O

critério escolhido deve satisfazer para gue a minimizacio

seja
possivel. Na literatura ¢ normalmente utilizado um critério do
tipo guadratico, como descrito pela eqguacido 2.53, devido a faci
lidade de manuseio, tanto tedrica como computacional.
k ¥
; N T . -, ..
I(0) = = 5wt (e) oThw 9.53
— Kb, £t
b=l
Q. e uma sequéncia de matrizes positiva definida; a sua esco
lha estd relacionada com a importidncia dada &s componentes do

2rro previsto.
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Outro criterio utilizado & o descrito pela equa
ca0 2.54, devido a sua relacao com o estimador de maxima Veros
E ! i il

similhanga, D0.3ﬂ, como sera mostrado no Ttem 2.8.3.

1 1 k T
J(B) = = 1 : = £ \ .
- p mdet g L v (8w (9) 2.54
=1 )
No caso geral, o erro de previsao & uma fungao
nao linear dos pardmetros desconhecidos, e para minimizar-se O

critério, sdo utilizadas técnicas de otimizacdo nio linear, isto
€, resolve-se o problema de otimizagdo através de métodos numéri
cos. Na escolha do metodo numérico leva-se em consideragic  pro
blemas de tempo de calculo devido A dimensic das matrizes envol
vidas em sistemas MIMO e presenca de varios pontos locais de

A
minimo.

Para se obterem algoritmos recursivos com  tempo
de célculo compativel com a sua utilizacgio em controle de proces
s0s, realizam—-se, neste trabalho, as seguintes hipdteses simpli
ficadoras.

Supoe~se que:

i) o modelec utilizado & linear:

ii) a perturbacao atuando no processo € uma sequéncia de
variadveis aleatdrias gaussianas;

tii)o processo egtocastico é estaciondrio e gaussiano.

Utiliza-se a hipdotese de modelo linecar porgue, co
mo serd visto no capitulo 3, tal hipdtese permite obter estimado
res recursives; e um estimador recursive tem a possibilidade de
adaptar-se continuamente a variacoes no ponto de funcionamento
que eventualmente envolvam modificagdes nos pardmetros do modelo
linearizado. A segunda hipotese permitird relacionar os diferen

tes algoritmos de estimagao com o método de méxima verossimilhan
Ga.

Supoe-se que o ruido & um processo estocastico estacio

nario para nao se modelar a evolucido da covarifncia do processo,
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e nao se aumentar a complexidade do problema de estimacao tornan

do-se impossivel obler-se estimadores recursivos com tempo de

cadlculo compativel para aplicacoes "on-line".

2.8.3. Relagao entye a metodologia de previsao do erro

e o egtimador de mixima verossimilhanca

Por definigao sabe-se que a funcao de vevossimi
lhanga de um conjunto de X medidas & dado por :

M

L(Yk: 8 ) = pl Yie ® Yopgt ) Z .

Utilizando a regra de Bayes, & possivel desenvol
ver a expressao da densidade de probabilidade resultando:

PO @) = ply /oy O vty g /Y, 8 2000
e
k
Livp= 8) =7 p (g, /¥ 4 8) 2.57
t=1
Utilizando ¢ modelo de previsao do erro, tem~-se
que
Py, /¥y 40 8) p?nk (w, (8)/0) 2.58
logo
k
LY : 8) =1 p (w_(8) /9) 2.69
— o M..t s e
k t=1 "~k

Com a hindtese gque as inovagles sao normalmente
distribuidas, com média zerc ¢ matriz de covaridncia V_ a funcéao

t
de verossimilhanga toma a seguinte forma:

% 1
. n . R
L(Yk : B) = ¢ (27} det v, Texp - W, VW 2.60

Aplicandoe logaritmo nos dois lados da expressaoc
2.60 obtem-se :
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I
In Ly, : 0) = - -}wn K In 24 = 1 L 1ln det v, -
‘ k- 2 - 2 ¢ t
k
1 0w F ~1 .
- 5 24_}5{{ i) vt wt(_’l_) 2 61
t=.
Conhecendo-se as matrizes de covarifncia Vv _, o
egtimador de maxima verossimilhanga é obtido como o vetor gue mi
nimiza a funcao de custo J}(Q), descrita pela equacao 2.62
k
: " - T N o oo
I () 2 tll wp (9 Vv (9) v

Portanto, guando a série de inovacoes & gaussia
na e com matriz de covariancia Vt conhecida, o estimador de maxi
ma verossimilhanca & um caso particular do método de previsao do

errc minimizando o critério Jl(eﬁ-

Quando a matriz de covariancia & desconhecida,de
ve-se realizar a maximizagao da fungao de verossimilhanca, em
relagao 3 Vt e ao vetor de parametros desconhecides. Utilizando
a terceira hipdtese simplificadora, obtem-se uma oxpressao anali

tica para o calculo da matriz de covariancia.

Neste caso o logaritmo da funcao de verossimi
lhanga & descrito pela equacidoc 2.63

K |
Ly = 1o L(0,V) = =3 n kin 27-2 kin detV —i- | w vl g

2 Ly -t -t
2.63
Maximizando em relacao a V resulta
oLy -1 1 -1 Tk . |
i A LW W p V=0 z.6:
Ry
ou
k
Vo= 7w (0) wi(e) = a(e) 2.6
T -



Portanto, para um dado valor de €, G{%) maximiza

a funcao de verossimilhanga em relacao d V.

Substituindo a Gltima expressao na equacao 2.63,

-

vée-se que Ll depende diretamente de 9, pois

k
L m~“;hvn kKin 2%’—~}; kin det G(O)WWim ? WT G l(&)w“
1 2 2 = 2 L — s
t=1
= e Z- 1 Kln 2ﬂ““&g w o Ir det G(0) 2,66
5 5 5 . &} 7€

Entao, quando a matriz de covariéncia & desconhe

cida, mas constante no tempo, o estimador de maxima verossimi

lhanga ¢ equivalente ao método de previsao do errc que ninimiza
O critério J,{8), descrito pela equagao 2.67.

J.o(g) = %%~ln det s L

5 PR
i w (8) w. (8) 2,67

k
L w
=1 t t

.t

Keviczky [ld] obteve a mesma eguacao do estima
dor de mixima verossimilhanca descrito no item 2.7 minimizando o

critério JZ(Q).

2.8.4, Modelo linear para o crro de previsao

Para gue o c¢ritério, descrito pela equagao 2.49

seja quadratico nos parametros desconhecidos, e se obtenha

uma
equagao explicita para o estimador, procurar-se-i obter o STYo
de previsac como uma fungdao linear dos parametros.
(0 1 ke T -1 (
J Y woo ()WY w1 2.Bd
w) 2 / "“‘"t ( } W M ) Y

Se o criterio descrito pela equagao 2.68 for qua
dratico nos pardmetros desconhecidos & possivel obter uma  equa
¢ao explicita para o estimador. Para tanto & necessirio que o er

ro de previsao possa ser escrito come uma funcao linear de 0.

Supondo o erro de previsac como uma fungao Li
near dos pardmetros desconhecidos, pode~se escrever que :

w



w (0 =y =y 0
onde Ve & uma matriz contendo informacido do processo em instan
tes anteriores a K.
supondo que a matriz V & conhecida, obtem~se O
estimador de maxima verossimilhanca minimizando J(0)
k,' T w.'i_ 1 k« T
min J = min == w ()Y W (8)= min = ) (y -, 8) .
0 g% e T T8 2l TE O
. v"l(it - P 0) 2.70
Da expressao 2.70, obtem-se o estimador descrito
por:
k B
9 = ) wi v b, ol vy 8.7
t=1 t=1 ~t
Este resultado & o mesmo gque f£oi obtido para o

estimador de Markov na secgao 2.3 (equacao 2.10 com R =V). No ca
pitulo seguinte utiliza-se a formulacdo do erro de previsio, por
que ela simplificara a andlise das condigces a serem impostas nas

matrizes | e V, para se obter algoritmos particionados.

Basicamente tais algoritmos resultam de diferen

tes formas de se obter um modelo linear nos parametros.

2.9. Conclusoes

Neste capltulo foram apresentados os principais resulta
dos existentes na literatura concernentes i estimacac de parame
tros em modelos entrada-saida para sistemas MIMO. Os diferentes
métodos de estimagao sao extensoes dos algoritmos existentes pa

ra o caso SISO e supoem geralmente um grande aumento em tempo de
calculo.



- 39 -

Viu-se que a extensao ao casc MIMO dos diferentes algo
ritmos nao considera em geral, a influéncia da matriz de covari

ancia do vetor de ruido.

A formulacao do erro previsto permite unificar os dife
rentes algoritmos. Mostrou-se a importancia de um modelo linear
para o erro previsto, dado gue implica numa forma explicita pa

ra o estimador.



CAPTTULO 3




3. ESTIMACAQ RECURSIVA & PARTICIONADA DI SLOTEMAS  POR  BOUACOLS
A DIFERENCAS

3.1. Intfodug&o

Neste capitulo apresentam-se extensbes e modificacgdes
dos algoritmos analisados no capitulo 2. 0 objetivo & obter algo
ritmos com tempc de calculo reduzido, através de uma particao do
problema de estimagdo. A estimacdo particionada do vetor de para
metros desconhecidos permite a decomposicao do problema de estima
cao num conjunto de subproblemas de dimensao menor. Por outro
lado, esta gartigéo permite uma implementagao do algoritmo de es-
timacac com um certo grau de paralelismo o gue novamente reduz o
tempo de calculo envolvido.

A particao estudada consiste, 3 excecao de um caso, na

estimagao separada dos parametros de cada linha do modelo.

As condigOes necessirias para que a particac seja possi
vel sao analisadas formulando o problema de estimacao Como um
problema de'minimizagao do erro previsto. Para tanto estudam-se
as modificagoes necessdrias para se conseguir um erro previsto 11
near nos parametros desconhecidos e mostram-se os casos em que a
matriz de correlagao do ruido branco ndo influencia a estimacéao ,
sendo este um dos fatores que permitem a estimacac separada de ca

da linha do modelo, mesmo na presenga de perturbacoes correlatas.
Os algoritmos estudados sao os seqguintes:
- algoritmo dos minimos quadrados:

- algoritmo dos minimos quadrados linearizado, que, no
caso particular de modelo media mbével para o ruido, corresponde a
uma generalizagao do método de maxima verossimilhanca aproximado
apresentado por Soderstrom (18) para sistemas SISO;

- algoritmo da matriz estendida;

- algoritmo particicnado que no caso SISO e modelo au-

toregressivo para o ruido coincide com o algoritmo desenvolvido
por Hsia (54);

-~ algoritmo dos minimos quadrados generalizado,

Em todos os casos, & excegac dos minimos quadrados consi
dera-se um modelo ARMA para o ruido.



3.2. Estimador dos minimos quadrados

Nesta secao obtém-se o estimador dos minimos gquadrados
para sistemas MIMC utilizando a formulagac do erro previsto apre-
sentada no capitulo anterior. © modelo utilizado serd da forma

indicada pela equacgao 3.1.

A(Z_l}},{.}( = ftB(?S“l)_g:K + ex 3.1

[l ¢onhecido gue ¢ estinador s6 serd consistente ge
o ruido for branco. No gue segue supoe-se e, branco e mostra-
se que a estimagao podera ser feita linha por linha independente-

mente da matriz de covariancia de e

K"
Com o modelo descrito pela equagao 3.1 a equagac do
erro previsto & dada por:
= a7t  pot . o
wel9) = Az Ty, - B(Z Tluy 3.8

Com og valores das matrizes polinomiais A(Z“l} e B(Zml)
definidas na eguagao 1.3 resulta:

w, (8) = + ALY + ... ALY + B.ou + ... Bow
b QR £ 1YK-1 NpLR-Np & C1ER-1 N, K-y
N R ”
Tg-1" " TR KL RN 1 - 0
: |
mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm T
. ; T t AB
we O L T b e e g AP
0 o T T
: P R-1 RN TR RN
L |

onde:

T
Fa,s v 1 I B T
.Q,, “[_@.l'_ng"'gn} - {ﬁiy"b‘i“gE,Ez e ‘?;n’r%.?_n:}

“l}

T . - o~ P 5w . . -
a, s vetor congtituldo pelos parametros da iesima linha de A(Z



r.

Ei: vetor constituide pelos parametros da iésima linha de B(Z”l)

etintndo ¢f 2-yf .yt SRR N
¢, = bloco diagonal [@? ¢Q e ¢Tw
X B LK _NK“
tem-gse:
%K(QA,E) = ¥y - ngA,B s

A - - - -
Sende p = nhptmhiy, entao np € o numero de parametros

desconhecidos, ¢, ¢ R e Uy e uma matriz de dimensao nxnp.

O estimador dos minimos guadrados & obtido através da
minimizacao de:

1 K
5=~ § w0V e (o) ;
2 t=1

onde V & a matriz de covaridncia do ruide ey suposto estaciona-

rio,resultando na expressac indicada na eqguagaoc 3.5.

~B B K i 1-1 . T -]
i [ mz b v ;tJ A 3.4
= t=1
A matriz de covariancia deste estimador & descrita
por:
-7, B A,B. ~A,B a,B T
C =g {(g 67Ty (07T - 9ty ) 3.8
éA,B - - - -
C

. T Sop 7l
bov v %:} { { LV vy 8.7
o= t“:

jcos
e
o
i
remmmm———
o
o~ i
pod
-
ot 3
<=
+
| S
i
| -
(""}‘
i
et



Da equagao 3.0 nota-se gue a matriz de covarifincia en-
tra na eguacac do estimador. © objetivo agora & obter uma parti-
Gao no vetor de pardmetros ¢ analisar a influéneia da matriz V.

Para tanto, utilizam-se as seguintes proposicoes:

Proposigao 1: Dada uma matriz R = bloco diagonal lr,r...r] de di-
mensao Lpxp onde r & um vetor de dimensdo £,e uma matriz simé-
trica § de dimensao p entio:

R.S = (8@1{) R

onde I¢ & uma matriz identidade £xf

Prova: Seja 8§ = {Sij} @ Sijmsji para i#4 e i,j=1,...,p
entao:
R.S = bloco diagonal Eg, Fy o owen EE .5
" . o
r S11 r 512 e . r S1p
% o Fal = o~ o
R.8 E.: 912 le"_ 522 a 3-:“ u?p
r 5 S . . r S
= Plp I P2 = “pp)
117 £ 5121’3 £ lplf
R.5 = Sizzﬁ 822IE e &2plf. . bloco diag. fg;a.s,ET
Slpzf SEpIQ Sppl?

logo R.S§ = (S®IK)'R
A

Proposigdo 1h: Dada uma matriz R = bloco diagonal [51,57,.,a,£@]
de dimensdo Lpxp onde x; & um vetor de dimensdo £ e uma maktriz
diagonal S de dimensao pxp entao:

R.S = (S@Iﬂ) R
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Iy & uma matriz identidade de dimensao fxf
Prova: Seja S={g,.}! e 8..=0 para i#] i,9=1,.

R.S = bloco diagonal {51’52"'"’£p} S

v
s}
i

bloco diagonal {Elgl]’£2322""'£pgpp}

5,,1
Bt S A N
I il ‘
S22ty
= hloco diagonal [Ei"”"£p1
01 MMMMMMM C
T |
PP !

ﬂw@ﬂﬁR

Proposigae 2: Dada uma matriz R = bloco diagonal [51,52, .f£pj
de dimensao £pxp, onde ¥, & um vetor de dimensio £, e um vetor
5 de dimensac p, tal que ﬁzm[gl,.,.,spl entao:

T] 7L
[R R [R‘ﬁl = 7 onde

Prova:



T e 4 ¢ T - ‘
[R R } [R g] = Iy ) R S
T - r]:\
EE I'2
T
ko r
“p£ P
, T ] ) i .
1 &y Moy
r I‘T
=2 =2 T
== ""2 m%
Iy L r
PP Ly
) , o ]
(r rT) T i -
=1 =] =3 ; .
. rlz ""}” T ! 02
B @, x,) = s
1] “l Sp
T
{(r_ r’} roo|
- =p =p 4L =P
m(r :r‘T)_:L T Slﬁ
=] =1 =1
- : - I}l
(xr Eg)ml P
L TP Lo ]

Utilizando a propesicao 1 pode-se reescrever a equacao
3.5 e tem~se:

- K T-17 K )
,@,.AfB = [ Y le w'ﬁg Ith} { ) Vw}“l QJT Vi Z.8
oo

t=1 b= L



[ ¥ S

Supondo que o ruide branco ¢ estacionirio resulta:

1-1

A,B Koo | . 17 1 K
-~ e i . . . 7 o 7 |
s = " : A
8 } P ¢ {4 v v @ Ip Y @ Ip 2_ U v Y o
— b=l
=1 | |
@
A,B | K _ ST
8 = L oby v LovL. Y 3.10
t‘:ml L t ‘Lxl t =t
Utilizando a proposicaoc 2, dado que by tem estrutura

bloco diagonal, a equacdo 3.10 pode ser separada em n equacoes,

wna para cada linha do modelo:

A,B 3 Tﬁwz g i

8.7 = 1T 9y 0% I ¢y vl i=L,2,...m 3.11
=1 B T

ondea y? e a medida da iGsima componente do vetor de saida. Nota

~ge_que,além da possibilidade de calcular em paralelo os vetores
Ron :

-~

i , tem-se uma grande reducao em tempo de calculo devido a di-

M:L - ) . a s 5 oy P
mensao da matriz a ser invertida {pxp em lugar de npxnp no caso

global) .
Utilizando a identidade 2,12 pode-se obter a versao re-

cursiva do algoritmo dos minimos qguadrados, descrita pela equacgio
3.11.0

A,B A,B i i -

ﬁi,K+l ﬁ;gi,x + £K+l )YK+1 - EK+1 Ei,K} iml,2,...,0
3 i P i1
T ’ Py 9 3.111
Kga1 = Pr fge1/ oy Py 9geq! .11k
i i . ,
D o P Kl T o

K+1 K 7 2K+l kel TE



OQuando nao existe uma diferenca significativa na incer-
teza associada aos valores iniciais dos pardmetros desconhecidos
escolhem~se 0% mesmes valores inlcoiais para todas as matrizes Piw
Neste caszso, o0s ganhos E; sao iguais e obbém-se uma significativa
reducac no tempo de computagao do algoritmo porgue se atualiza
uma Onica matriz gquadrada de dimensfo p em lugar de n matrizes ua
dradas de dimensao p.

Tambem pode-se obter a eguacao recursiva do estimador
] ¥

global ({equagao 3.10) aplicando-se a identidade 2.8 na eguacao

3.9 e definindo~se:

O estimador recursivo & entao descorito pela sguacao 3.13

A,B .A,B 8,8

) s " K ; o \{., .

Ige1 = Skt By JYeel T Vrer Ik

Rt ® Pyl Vg " 3.13
P % i 1”}

Pror T B 7 By Vg |t T Vg Ex WH_J Va1 £x

Se o valor inicial da matriz Py € constituido pelos va-

e . . i, -
lores iniciais das matrizes PK’ isto e,

i N

TR p ] ’ Po (npxnp) 3,14

P = bloco diagonal o
"

P
O

entac o ganho K., & dado por:

K

— : l‘; ;.I‘li - -
Ky = bloco diagonal [PK EK} see 1 ProGp d.16a




ou

KK = bloco diagonal {K I T ’KK {npxn) o lbh
. - I E

-
|
H

=

Esta Ultima equacao mostra como que o ganho do estimador
global recursivo & obtido, a partir dos ganhos dos estimadores re-
cursivos decada linha do modelo.

A seguir obtém-se a matriz de covariincia do estimador

global (equacao 3.6) a partir do estimador particionado.

Para tal reescreve-se a equacac 3.7 como segue:

Ko 11 R K -1
CgA,g - tglwt Ve Kf(ﬁ? tELwt Vi Elw£ by z. 1€
") . -1
CaA,B = v®1p tz—tl{f}t {fj_t K
. : R ) 1 n -1 ) :
L*A,B = v(:)Ip bloco diagonal gK”"'KK .18
a ' ]

' i . .
Portanto, com os ganhos Ky dos estimadores de cada linha do mode-

lo; obtém~se a matriz de covaridncia do estimador global utilizan-
do a egquacao 3.18.

O estimador dos minimos quadrados representado pela
equacao 3. lll?@bem conhecido na literatura [1, 7, 10, 11] mas &
obtido em todos os casos a partir de um critério gue nio leva

em consideragéo a matriz de covariancia do ruido.

Através das proposigoes 1 e 2, mostrou-se que, no caso
multivariévél, se a perturbac¢ac & um processo estocistico esta-
cionario branco, entao o estimador dos minimos quadrados pondera-
dos independe da matriz de covariancia do ruido e, deste modo
pode-se realizar a estimacao linha por linha do modelo, acarretan
do uma sen31vel redugao no tempo de calculo.
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Entretanto, como ja foi dite no capitulo anterior, sa-
be~se que o estimador dos minimos guadrados & consistente somente

se o ruldo for uma sequéncia de variaveis aleatdrias brancas.

A;seguir desenvolvem~se técnicas de estimagao particio-
nada para aigeritmog que eliminem este problema através da modela
gem do ruido e consequente estimacac dos parametros do modelo .
Nestes casos a equagao do erro previsto & nao linear nos parame-
tros a serem estimados e torna-se necegsaria algum tipo de aproxi

magao para a obtencao de uma forma explicita para o estimador.

3.3. Estimador dos minimos guadrados linearizado

A aproximacao utilizada para a obtencao deste algoritmo
consiste na linearizagdo do erro previsto em torno do idltimo valor
estimado do vetor de parametros desconhecidos. Esta lineari
zagao foi utilizada por Payne (34) no desenvolvimentoe do algo-
ritmo de maxima verossimilhanga aproximado, para sistemas SISO,
utilizando um modelo média mivel para o ruido. 0 algoritmo foi
inicialmente obtido por Soderstrom (18 utilizando uma aproxima
cao de segunda ordem para a fungao <de custo. Apresenta-se a se-
guir a generalizacgao desse algoritmo para Sistemas MIMO com mode-
lo ArMA do ruldo.

Esta segac & constituida pela deducao do algoritmo 1li-

nearizado, -calculo da derivada do erro previsto e estimacdo dos

ruidos.
Seja o modelo descrito pela seguinte equagao:
S I | m
A(Z }XK:“ B(Z2 Tu, + v,
.....l . s
D(.u )V = C(Z l)

Neste caso a equagao do erro previsto & descrita pela
equagao 3.20.



AB,C,D . - . ) ,
onde 07777 'TFY & um vetor contendo os paramctros desconhecidos das

: o} — - -
matrizes polinpomiais A(Z 7}, B{Z i), C (7 i) e D7 l).

Na equagao 3.20 observa-se que w, € uma fungao nao li-
near dos parametros desconhecidos.

Para se obter uma equacac explicita para o estimador rea

liza-se, nesta secao, uma linearizacao do erro previsto em torno

do ultimec valor estimado (QQ’B’C’D), isto é:
A,B,C,D _A,B,C,D By A,B,C,D _A,B,C,D
wolf = 0 - + ) (8 -0, F.21
vy (8 b= ug gy ) . & fgr ) FE
Y
- jmﬁA,B,C,D
A, B,C,D - e - .
onde Ik : e o estimador dos parametros desconhecidos no ins-

tante K.

0 estimador & obtido minimizando-se

1 X . AB,CD _, ABCD
Iy (8 ) ==~ wite IV ( ) 5.2
2 t=1""
Para simplicidade da notagio seija
5 = pA/B.C,D o = ghsB,C,D

=K =~ =K < 2T

A fungao de custo no instante K+1 & descrita por:

1 Kgl 1
Tpap @ == 1wy (v w0 5.23
R T £



Obtém=-se diretamente o estimador recursivo considerando

-~

-5¢ que EK e um ponto de minimo de JK(Q) e utilizando uma aproxi-

macao guadratica para Jp, 1 (8) em torno de ﬁK

_ v A .
K%l(@} = ] (0 ) + T (8 ){ -9 )k

K+1 '~ KA1 = =K
1 .
- rr 3] riﬁ ,,,‘
— } - T 0y,
o+ ?(L QK) }K+}( SR gh) 3.24
Minimizando o critério Jg+l(0)mJK+l(-} resulta o estimador no

instante K+1 descrito por:

”T”l -~ j

Oger = 8 = Tyyp ) Ix+1

oy
—
[Eent)
=
e
T2
ke
o

Esta Ultima equagdo corresponde 3 primeira iteracao do

algoritmo de maxima verossimilhanga apresentado no capitulo 2.

Da equac¢ao 3.25 cbserva-se que, para se obter um estima-
dor recursivo, deve-se calcular o gradiente e a matriz Hegsiana
da fungao de custo no instante K+l como uma fungao do instante an
terior e do novo instante.

Da equacao 3.23 resulta:

Derivando ambos os lados da equagdo 3.26 em relacdc &
8 obtém-se:

B H H e s
K“’”l(e) ”£K<__8_) +WK+1( )V wKi},( ) QS&QIJ/

Com a hipdtese que ﬁﬁég € um ponto de minimo do critério
3.22 resulta:



] . i . s

. _ -1 ; v ol
ey (8g) = Wiy (Bg)V Wee (B85 2,28

Com a linearizagao do errc previsto em torno do  Gltimo
valor estimado (equacac 3.21) obtém-se, a partir da equacao 3.27

a seguinte expressio para a matriz Hessiana.

114 -~ 1]

- 2" ') vl
ko1 (0g) = T (B) + (G) v

J x'Z W1 V2R

Supondo que o0s valores estimados, em instantes sucessi-—

vos, estao suficientemente proximos pode-se assumir cue s

"o 1"

-

Jp (8g) = Jp (8, ) 3.30

Levando a equagao 3,30 na equacado 3.29 obtém-sc:

~ R " «« ¥ i ,ﬂ - l ] .., ) )
Ty W) = JgBp ) + w1 (80 ¥ W () 3,31
3 ~
C o . ; i : X o7H
Definindo: 1} . 4 Wi (050 .85
T - =1
ii) Preil = {JK+1(§K)J 3. 83a

A partir da equagao 3.31 tem-se que:

11 . Pt m]

1-1
. . , i ~1
Prar ™ [fx(ﬂxml) * ¢K+1 v ﬁK%i} 2.3

Utilizando a equagao da inversa recursiva (equagio 2.12)
resulta:

-1
IR T
Pre1 = Px PKwK+1[V&¢K+lPK¢K+lJ Yre1Px . dde



Levando as equacoes 3.28, 3.31 e 3.33a na eguacao do

estimador, obtém-se

“ALB,C,D _ sA,B,C,D
O%+1 - Ok Wl Yray Vg )

: i -1 7 7
K+l © Frel Yre1 V oo

o _ m T .._.}“
Pre1 7 Px FK¢K+1{V+wK+lPKwK+1] Yr+1Fx

A equagao 3.34 representa o estimador dos minimos qua-—
drados linearizado. Nesta equagio observa-se que,para se chter o

estimadorsé necessario ainda o cdlculo da derivada do erro pre-~

visto (egua¢ao 3.32) em relagao aos parametros desconhecidos.

- Calculo da derivada do erro previsto

Sabe-se que a equagio do erro previsto & desorita por:

T -1 -7 _ -1,
W {e) : C "z 7) D(z ) {a(Z Jyg = B{Z Tyl
ou de acordo com a Eqg. (3.35):
-1, -1 - P _A,B .-
wels) = C 72 %) Dz L lyg = v 877751 3. 36
onde:
P . PT Py BT
bg = b}oco diagonal{ﬁl, P ey L 1
S B TR T T T
PR T [TYR-17 TYR-2' Ygewar 8geir e e Yk-NB

e Q%’B como definido na secao 3.2.



-1 - I
C(z2 ™) w (") = D(2 Ly fyg = ¥g Q_A’B} Z.36
L TC T T T S I T
Definindo & == [él’ 32"“"§n e 8 "= ﬁl’ gz,...,dn com

T A
¢1% vetor constituldo

T , -
Ql: vetor constituido

Derivando a

obtém-se:

A partir de

pelos parametros da iésima linha de C(z 1)

pelos parametros da iésima linha de D(Zml)

- : = A,B
equagac do erro previsto em relacao a 877,

definicao de 6% obtém-se
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Para o calculo da derivada do orro previsto em relacgao

v tem-se, a partir da eguagao do erro previsto, gue:

5 . D {Qi}(z o
— C(Z 7)) w () = (2 ™) w, {*) ey ()
oD K ag“ K | ag | K
! mye=ly.
com XK( Y= A(Y )Z‘ B{Z }ﬁK

Analogamente & derivada do erro previsto em relacdc aocs
- C -
parametros 07, obtem-se gue

C(Zdl)w*m w,(-) = - bloco diagonal mlT mlT mlT 2,40
QGD W loco diac lodme my ey L4
atd .
WV
U
1'}:‘ _ r[! rlz . _'E' .
@ gEK - ['_' wam}_ ( ) I3 XK""2 ( ) Fos v g XK__ND ( }:l
dwr ()
Portanto . wK :wmmﬁrﬁfatﬁ e obtido a partir das eguacoes 3.37,

a8
3.39 e 3.40.

~ Estimacao do ruildo

Para a utilizagao posterior das equacces da derivada do
erro previsto na estimagao & necessirio conhecer-se os ruidos Vi
para t=K-1,...,K-Nn e W, para tmel,...,KwNC.

Se os parametros a estimar fossem conhecidos os valo-

res dos ruidos poderiam ser calculados pelas definigdes de vy e
Wgr isto é:

v, (9) = P A,B

o

g



. ,
W e CLn
w,, (0) = Ve T t% W, - e nr!

BB, C,D

Ouando o vetor &

medida e com o estimador instante

e
éKml)
e 3,42 resp

do
valores estimados @@{vf(

través das equacoes 3.41

sao substituldos pelos valores estimados no instante K-1,

desconhecido, apos a K-ésima

anterior (0

~A,B,C,D

}, calculam

T —~K-1
& Ef(gﬁwl)’ t=0,1,..., 8} a-
S (| " .
cctivamente, onde ﬂh’i ¢ 0(’D

Neste caso o algoritmo & descrito pelas seguintes equa-

coes:
~A,B,C,D _ =A,B,C,D
Oge1 T8 R ¥kt
L T -1
Rer1 ™ Pre1 Yrar v

e _ : UK I
Fre1 7 Fx 7 Py WK+1[V T Vre1 Pk
onde
b = L
K+1 BﬁA'B'C’D
e
vy -1
Cp_q (2 )aﬁgya K-1
aw
L K W
C., (2 ™) (=) = -~
K-1 BQC X
5 aw
=1 K Y

e os ruidos sao estimados através da
t=0,1,...,K.

(aA,B,C,D

—K )

T-1

T
Pre1 ¥

Y1 Pr

equacao

5& 44,;)

3.45 para valores de
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Wy By q) = Y8y y) [d*x '“‘f"x} gy

- Simplificacao na estimacao dos ruidos

Entretantc, como este procedimento reguer muito esforco
computacional, para valores elevados de K, utiliza-se, neste algo
ritmo, a idéia formulada por Young [47] gque atualiza somente o va
lor estimado do ruido no instante da nova medida. Isto &, a cada

medida realizada (yK), estimam-se os ruldos através de:

. _ P =A,B o
NAYS (6) = Yy L’DK _E}_le 3.46

=1

“oe e | w vl ae,p o e w o vilza,B,cp
X?..K(Q) = }’_K(_{}_) L’JJK cpKJ Sgly Y [l!}K i tpK]@ 227

Observa~se que, neste caso, 0s erros cometidos na esti-

macao dos valores de v e w no passado sao maiores, em virtude da
& S il

falta de informagao inicial sobre os parametros a estimar. Por
isso pode ser conveniente a introducao de um fator de vonderacao
que de maior peso as novas medidas, como proposto por Talman em
|15 .

Além disso, nota-se gue as hipdteses simplificadoras do
algoritmo somente sac validas para valores elevados de XK. Por
isso normalmente o algeoritmo apresentado deve ser inicializado com

os resultados de algum outro estimador.

- Conclusoes

Nesta secgao deduziu-se um novo algoritmo de estimacac
de parametros para sistemas MIMO.

0 algoritmo linearizado foi obtido através de uma linea
rizagao do erro previsto.
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Na dedugao deste algoritmo utilizou-se um modelo geral

(ARMA) para o ruido, isto &:

onde e, & um ruido branco com matriz de covaridncia V.

Soderstrom [1g] obteve a versdo monovarifvel deste algo
ritmo, considerando somente um modelo média mdvel para o ruido
. - s -1
isto e, utilizou DI(Z

s

)=1 no modelo da perturbacao descrito aci
ma. Neste caso, ele & c¢onhecido na literatura como estimador de
r
L

maxima verossimilhanca aproximado Banyas e Gertler 52 estuda

ram a versao monovariavel do algoritmo linearizado quando se uti-

liza somente um modelo autoregressivo para o ruido.

- S | ] .

Da equagao 3.44 nota-se gue, se C(Z 7)) e D{% l) a0 ma-
trizes polinomiais quaisquer, wR nao Lera estrutura bloco diago-
nal. Assim as proposicoes 1 e 2 da secgdo 3.2 nao sao aplicaveis

e nao se pode particionar o vetor de parametros desconhecidos.

A seguir estudam-se trés situacgoes em que & possivel a
particao do estimador linearizado.

3.3.1. Algoritmo linearizado particionado utilizando a forma
pseudo~canonica I

Mostra-se, nesta secgdo, que a utilizagdo da forma pseu
do canodnica I permite a particido do problema de estimacao em n

subproblemas de estimagao que podem ser resolvidos paralelamente.

Seja inicialmente, um sistema modelado atravées da forma
pseudo-canonica I, isto &, pressuple-se gque o ruido pode ser mode

Lado como um processo ARMA com C(Zml) e D(Zml} diagonais

«

Utilizando a definigao de Pyt (equacao 3.33a ¢ a equa-

¢ao 3.34) vé-se que o estimador linearizado & descrito pox:

~A,B,C,D ~A,B,C,D -
gretir ey = 0 L A + } \U
Porlk -GN W - - -

R+l K =1t K+1 Wy () 5. 48
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Como neste caso as matrizes C(2 1) e D(Zml} s8o  diago-

nais, resulta da equagao 3.44 que {wt,tmi,..,,ﬁ+l} tem uma estru-

tura bloco diagonal pois wﬁf W? @ WE tem uma estrutura bloco
diagonal e C. v 1 Yy e b, (s 530 diagonais.
- K1 K1

Reagrupando os elementos da matriz @K resulta
- . 7o e T4
Yy bloco dldgonal{gliﬁ, §2,K"""ﬁn,K} .44
com ¢ (Z“l)g =
i, K~1 2 iR —i,K
2T 47 5T
Imn = b= m, ~ M, 1,
—~i,K -1, K" =i,k =LK
2 -1
m d, . (2 7) ¢ 3.50
i, K i,K~-1 K
C Z 1. - - . Ce 1
l,n( ) 63(“1,.(2 1) sac resgpectivamente, elementes da iesima 1i

nha de G.(z° 1) e n.(z7H), e:

4t
L S A T RS T - Wi,KwNC}

L [Yi,xwl' Vi, R=27" 0" vi,K~ND]

Sabendo que wK & bloco diagonal e a matriz de covaridn-

cia V & diagonal e vtilizando a proposicao l.b resulta o seguinte
estimador:

52/B.C,D _ :A,B,C,D Rl -1

) T | - 2
“R+1 = 8 + t£l¢t bl Vgaq ke () 3.51

Como ¥, tem estrutura bloco diagonal pode-se aplicar a
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proposicac 2 e resulta o estimador de cada linha do modelo separa

damente, descrito por:

=~ - i i
G

O ka1 T 85k 7 Breq Wgey O
i i i
Bre1 = Pxa1 fxer 3,50
. , . . . P . _ L .
i i i i . i i .1 1.1 1
il — » P e " »] - &
Prar © Py = Py B 0 Spiy Py Spyy) TEken Px

Portanto, neste caso, como no algoritmo dos minimos gua-
drados (sec¢ao 3.2) em vez de se trabalhar com uma matriz quadra-
da de dimensao np, onde pP=nNp+nN~+nNp+tnhNg, atualizam-se n matri-
zes quadrados de dimensac P que podem ser calculadas em paralelo,
reduzindo aproximadamente n? vezes o tempo de calculo do algorit-—

mo da segao anterior.

3.3.2. Algoritmo linearizado particionado utilizando a forma

candnica II11

A forma candnica III apresentada por Kashyap [10] e des
crita na segac 1.3 permite reescrever de uma forma conveniente o

modelo dado pela equagao 3.19 repetido a seguir:

71
Bla"Hug + vy

il

ses



Utilizando a forma candnica ITI de Kashyap obtém-se:

* Zml . _ }’3* ?._]_ N ﬁqysc{?,.i) % ( *) ~ v*
A | Vg = (2 Thu, + C {2 e, cov(e,) =
LI A * -1 * =1 . - . o
onde A (Z ~), B {2 7)), C (2 7) eV tem as caracteristicas defini

das na secio 1.3.

— ®
Interessa agqui especificamente o fato de c*(z l) e v

serem diagonais. Neste caso o algoritmo & descrito pela eguagao
3.52 com
m? m.¢ para qualquer i 5.68
-1, K —K
e
3 T [ " m
m = |- my ., m, . 3.564
wl,K i,k 1, K

sendo possivel a estimacao secparada de cada linha do processo.

convem ressaltar que, neste caso, nao se esta fazendo
= ;g o - § :
nenhuma hipdtese restritiva sobre o modelo do ruldo porque se uti

liza de uma forma candnica, ao contrario do caso da segao ante-

1

- . Vo gL
rior em que a parametrizagdo das matrizes C(Z 7) e D(Z 7) nem sem

pre representard uma aproximagao valida.

A utilizagao da forma canonica IIT envolve um aumento
na ordem das matrizes polinomiais A*(Z_l) e B*(Zml} em relagac a
A(Zdl) e B(Zmi) [31,53], Da mesma forma que no algoritmo particio
nado descrito na segaoc anterior ecste estimador independe da matriz
de covari&n¢ia do ruido (V*}) e o ganho ﬁl & diferente para cada 11
nha. Na prdxima g@gﬁo utiliza~se a forma pseudo-candnica T71 qa;
leva a um ganho Unico para todas as linhas.

3.3.3. Algoritmo lincarizado particionado utilizando a forma
psevdo~canonica 11

Para se obter um algoritme com um ganho UGnico para to-
das asg linhas do modelo a matyiz wK deve ter uma estrutura COm
blocos iguals na diagonal.
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Da'equagéo 3.36 vé-se gue wi, wg, w; tém uma estrutura
bloco diagonal. Deste modo pode-se obter Yy com a estrutura desg
jada utilizando a forma pseudo-candnica II, onde o modelo dinAmi-
co de cada uma das componentes do ruldo & o mesmo, permitindo ape
nas diferencas na matriz de covaridncia.

-—l)

Com as hipdteses das matrizes C(Z e D(Zml) diagonais

pode-se, como na segao 3.3.1 rearranjar-se a matriz das derivadas

e obter:
= . 1 o 24 i
wx%l bloco diagonal gK, @K""’ EK F.86
1 2 .. n
O
el 3
CO g T g
[
3T [ o7 4T T ,
m e l‘» %K : me B gE ) 56
K
4
2 -1
me = d(z ") .
4T [
g T Wi k-1 Y, Re2r e v Vi K-NC
5111 3 - | T
Tk ik Vigke2r 7 Vi kene)
Utilizando a proposicic 1 e 2 obtém-se
- . i
0., = 0, + K W - =
21kl T 2 T B g ) =L,2y..0m
i _ i i T i )
Bge1 = Pr &g’ U Sy Pr &t 5.67
i _ i i T i
Pre1 = P 7 Bio1 Exe1 Fx
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Como no caso do estimador dos minimos guadrados, quando

= ; i . -
e possivel considerar-se E@ igual para gqualquer i, obtém-se

vma
sensivel redugao no tempo de cilculo.
Convém ressaltar que esta parametrizacaoc das matrizes
N 1 o i g - N -~ .
C(Z ™) e D(Z 7) nao & uma forma candnica e portanto nem sempre

ualguer densidade espectral poderd ser representada através dela.
. : . F

A estimagao dos parimetros de C(Z"l} e D(Zmi) neste mode
lo pode ser realizada considerando apenas uma componente de EK(')

e XK{'), respectivamente sendo, neste caso, a escolha meramente
subjetiva., Quando a matriz de covaridncia for diagonal, escolhe-~se

a componente gue corresponde a menor variancia do ruldo.

3.4, Algoritmo de Estimaciac da Matriz Estendida

Seja um sistema descrito por:

-1 T B
A{Z 7)) I © B{Z ™) L Vg 3.58
w1 I |
Pz ™) v, = C(Z27) g,
Ja fol visto na segdo anterior que a equagao do erro

previsto & descrita por:

) o n hy, - BTy, 5,59

Como o erro previsto & uma fungio nao linear dos pari-

metros desconhecidos, deve-se realizar alquma hipOtese simplifi-

cadora, para se obter uma equagao explicita para o estimador.
Da eguacgaoc 3.59, resulta:
1

cz ) we () =oe™h aehy, - By 5. 60
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PDefinindo C (7 ™)

R

reescreve-se a equagao 3.60 e obtém-se:

=1 PP R AU SO RPN DU SN
EK(')+Q (2 )ﬂK(~}WA(A )yK B {7 }EK¥U (2 ")1ad{z VB Thu

—K’
5.01
e
. s -1 T rr-*l * r"l - - -1 w T g
W (0} = A(Z Ny ~B(Z T)u +0° (2 7) g top ) =CZ hu () 3.68

Supondo gue {w ()} e {v (")} sac mensur&vels vé-se na

equagao 3.62 que neste caso w,(0) & uma funcao linear dos parame-

LK
tros desconhecidos e pode-se obter um estimador aplicando o mesmo
procedimento do algoritmo dos minimos quadrados apresentado no

item 3.2.

Da equagao 3.62 obtém-se, como no caso do estimador dos
- .
minimos guadrados, gque:

_ - A;B,C,D B o
Wele) = Yp = by © 3.8%
com
7 X o !l\ ) [¥x]
SPA,B,C,D | 4 AeBiC,D ’ OiA,B,C,D}
— _— s -
1 n
Ta,Benp [ 0 2 ¢ T
g, oormrmer o= a., b, ¢, dZJ
4 e e s R
T R T < ; L
ay - elementos da iésima linha de A(Z )
Ei - elementos da idsima linha de B(2™ %)
T ce o -1
gi ~ elementos da iesima linha de C{Z 7}
QE ~ elementos da iésima linha de D(Z“l)

r

X T T T
mK = bloco dliagonal {j@K' ?K‘ ey @K ]

1 2z e n n



r]:; _ lIi ;lx r}"( r}j a‘:D 11‘! rl]
ﬁg -

g 1 3 A o - g - ) i
Definindo p = nNptnip+nNe+ndy,, entao @K e um vetor de dimensao p,
0 & um vetor de dimensao np e a matriz $K tem dimensao nxnp.
Como a estrutura de wy & bloco diagonal podem-se apli-
A
car as proposicoes 1 e 2 como no item 3.2. O algoritmo recursivo
¢ obtido minimizando-se o critérioc guadritico J descrito pela e-

quagao 3.46 e reescrito a seguir:

LR A,B,C. -1 AL, C,
J - Egi: (o™r v w (s )

WALB,C,D JAB.B,C,D , LA,B,C,D

fi,kv1 T 24k T Eger {YR “fxe1 Y4k ! 5.64
K = P b /(l+¢T P, ¢ ) i=1,7 o)

—K+1 KK+l “K+1 "K SK+1 rp ey

Pre1 = P 7 Eyan ¢K+1 Py

Como as perturbagoes W (") @ vp(+) nao sao mensuréveis
& necessaria a sua estimacdo. O algoritmo da matriz estendida a-
plica o mesmo procedimento da secac 3.3, obtendo~se as

seguintes
equacgoes para os estimadores dos ruldos:
o ima . _ o ALB ~A,B v oae
yK{g) Vi @K brly 3.648
e
. LL,B,C,D
wgl0) = ¥y = Vg gy

com

T

Y lf""l “‘Fm %mii‘..,%”“l\lg E\"" (»}l"'!w!-{m% )'MY"K“],(.)’&'.”—EK”N@J
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A,B s TALE A, B "
wK’ m.leCO diagonal [ gx e, QK | J.88
e
LENRe o o LI o
tx Li~pr e Tgenar Ug-10ccc 0 Ypoyg
O estimador da matriz estendida representddo pela equa-
¢ao 3.64 & bem conhecido na literatura [4, 7, 11] mas & obtido,

em todos o0s casos, a partir da minimizacao de um critério que
considera a matriz de covariincia do ruido.

nao
A partir das propo-
sigoes 1 e 2 mostrou-se que, no caso multivariavel, o estimador

da matriz ostondea independe da matriz de covarifncia @, deste

modo,podewse realizar uma partiqﬁo no algoritmo e estimar-se, se-

paradamente, cada linha do modelo, ocasionando uma sensivel redu-

¢ao no tempod de cilculo do algoritmo.
Em Morf [4] & obtido o algoritmo da matriz estendida mi
nimizando um critério que nao considera a matriz de covariancia

do ruildo e utilizando somente um modelo média-mdvel para a pertur

bagao. A versao monovariavel deste algoritmo foi

Talmon [15]; considerando um modelo autoregr
para o ruide.

ess5ivo e média movel

Em relacdo ao algoritmo dos minimos quadrados lineariza
do descrito na se¢ao anterior este algoritmo utiliza uma aproxima
¢ao do erro de previsao menos refinada. Pode~g

penho mais

€ esperar um desem
baixo, mas a vantagem de un tempo de calculo claramen-
te inferior devido ao processo de aproximacao utilizado.
também ressaltar que se obteve uma particao no estimador sem a
utilizagao de nenhuma forma pseudo-candnica especifica.

Conveém

3.5. Algoritmo dos minimos quadrados particionado

Este algoritmo permitiri estimar separadamente os pari-

A - - C,D P
metros do processo (g ’B) € 08 parametros do ruido (97'7) através

de uma particao na matr121pK. O algoritmo pode ser visto COmO

uma generalizagao do método de minimos guadrados com correcao  da

polarizagic introduzido por Hsia 154 ] para sistemas SIS0, que con

siderou somente um modelo autoregressivo para o ruido . Sua genera

lizagao para sistemas MIMO foi apresentada em Amaral {SS],
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Nesta_segﬁo obtém-se o algoritmo particionado para um mo

delo descrito pela equagao

3.58., Mostra-se que, além da particaoc a

cima mencionada pode-se aplicar as proposigoes 1 e 2 e consequente

mente calcoular-se cada linha do modelo separadamente.

0 algoritmo & obtido a partir do estimador da Matriz Es-—

tendida realizando-se uma particdo no estimador, dos parametros do

processo e do ruido, apres

particao o algdritmo resul

chlculo em relagdo ao estimador da Matriz Estendida.

do, a diminuigdao no tempo
mensdo da matriz Pp, pois

za~se uma matriz gquadrada

enquanto gue no algoritmo

entado na segao anterior. Devido a esta

tante apresenta uma redugao no tempo de
A grosso mo-
de cadlculo corresponde a redugao da di-
no algoritmo da matriz estendida atuali-

A+mNB+n(NC+ND),

particionado atualizam-se duas matrizes

de dimensao pxp onde p=ni

L N

quadradag de dimensoes PiXPy @ Po¥P, onde P =ni,

B © Po=n N H+NL)

Seja um sistema descrite pela equagao 3.58 reescrita

a
segulr:
-1 - -1
Bla Ty, = BZT ) u, + v,
rmi i r‘m:L
D(Z )XK = C{7 )EK

Mostrou-se, na secao anterior, gue com este modelo mini
mizando o critério 3.4 obtém-se, apds a aplicagao das proposigoes

1 e 2, um estimador descrito pela seguinte eguagao:

_ALB,C,D . ol-1 K ;
8y } by 0y [obe Vel 1F1,2,...n 3.67
b=1 | t=1
COom
LI T ot iy LT T T
2k Ygegre s VRN B BN R T e T
T T

Vg1t e RN 3.68
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Definindo

T - “:‘ lIi _ T " TE; u!’ll
2y Ly s RN EBR-17 0 Bgeng

'Il .
R :,T _ . _ T _ T
EK - l;HK_l( ) IR ’XJ‘K”NC( ) ] XK*]_( ) PP 'Y"K“"ND

Utilizando a partigac da matriz QK reescreve~-se a equa-
¢ao 3.67, resultando:

(S ] 7t

’ 6P" ”§A,87 I 5 P d?l{ % P le'ml” % ¢P }i}

95 25 L 5 O Lofe 2 L8 Y
Bl Y D T = S e A N T Sl

vy K R - K 3.69

LRy RS N S N T N
Ri Ei 2 ft ﬁt S ﬂt ﬁt L Qt yt
Lo . Lwtml { Ll ) ; A Ltzi B

Para se obter a matriz inversa, da equagao anterior,uti
liza-se o lema de inversa particionada,

Lema da inversa pavticionadas

i
i B
Dado F = |~==b-——|,  com A,B,C,D matrizes quadradas
tD
i

= At , R . T )
entao a matriz inversa ¥ e dada por

P I - i e o
r.A i(I+BE iCA i}i - 1BE i
];;1“"‘1“ :m: |
‘ e 3.70
| e 3 |
- lCA 1 § E 1
__— -1
com E =D~ CA 7B

Levando a expressao da matriz inversa particionada na
equagao do estimador, resulta:



K K K
~P _ -1 IZ § S I | Pooi -1 I ¢ R 1
85 = A T ] 6. vy t+A TBE "CA ‘Z ¢y vy TA TBE T ) 4y 871
t=1 £=1 t=1
5
K : K .
ﬁ? = -5 tcn™! ; ﬁi y;u+E ! } oR yt 3.7
t=1 =1t
K T K i:{l K r? K
P _ v P R - R R _ ¢ R R
sendo A = X ﬁ’«t .fi},t ‘ B = é _‘jit f_j_)_t 3 C _Zw fflf fél»t e D é ..'E{; ﬁt
Fa] t=1 t=1 £=1
Reescrevendo as equacoes 3,71 e 3.72, obtém-se:
P K . : , K . K ,
B, ] o yioaTls meat by Yo+l op vil .73
+ L=l t=1 t=1
=
K . K :
g? = E l{wcAml ) ¢z yi + ¢f yi} 3,74
=1 t=17

Substituindo os valores das matrizes A,B e do vetor de

-~

ruido 8., suposto conhecido, na eguagio 3.73 resulta:

-1 N T
: E 5 P R

+ 9 . L by by G B L
1 ‘ £=1 1 oje=pt ot T

]

Nesta eguacac nota-se que o estimador do processo & ob-
tido a partir do calculo de duas parcelas. A primeira parcela da
equacao 3.75, corresponde ac estimador dos minimos guadrados, ob-
tido na segao 3.2, e a segunda parcela & um termo corretivo, cor-

respondente a polarizagio do estimador dos minimos guadrados [ 4,
14, 15 .

Definindo o termo cerrxetivo através da equacdo 3.76 co-
mo:



resulta:

-~ M - : . , . -
onde giQ e o estimador dos minimos quadrados dos parametros de

Azl e Bz,

Portanto para se obter o estimador dos parametros do
processo, deve-se estimar pelo método dos minimos quadrados OF
parametros do processo, como no item 3.2, e a segulr estimar-se
os parametros dos ruidos para se obter o termo correbivo. Para

tal reescreve-se a equacac do erro previsto como segue:

C(Z ‘)EEK(Q) = D2 v () 2.78

com v, {+) definido como na secao anterior.

Reescrevendo a cquagao 3.78 obtém-se:

R
We () = vy (o) =, 8 2.78
N A T
. ]
o2 = bloco diagonal | ¢ ¢R y ., o8
K A <R
- K K
RY [ - Ty Lt T
oK [Egep Ve ey U0 TtV g VR
L o D
BIR _ GER QTR GTRE o OlR N R
2 =1 22 1l S b !
T : * N . e
gy ¢ vetor contendo os parametros da iésima linha de C{Z )
T . : - e . Y
gi : vetor contendo os parametros da iésima linha de D(Z2 *)

Supondo v, (*) e we (") mensuraveis e minimizando o crité
rio 3.4 obtém-se o estimador dos parmetros do ruldo descrito pa-
la seguinte equagao:



= ;Z wR wi F $% v G0
t

o . . R
Devido a estrutura bloco diagonal das matrizes ¢tf po-
de~se estimar cada linha do modelo separadamente e obtém-se:

| K i K ,
A = R R V? R 1 i om P
gi;K s télﬁt it L8 Vﬂ i=l,2,...4n g, 81

Obtém~se a versao recursiva do algoritmo particiocnado
aplicando~se a equagao 2.12 sucessivamente nas equacbes do estima

dor dos minimos quadrados, do estimador dos parimetros do  ruido
e do termo dorretive.

. P
MO =M 1 i P ~MO
ikl TSkt B ey 7odgey 8R!
K r:p AL Pt P af )
—~K+1 : X Jj»1(4—2{ $K+1 K K41
| T
~ I Y -L
Prop = Pg = Kx Sy Px
2 i
AR _ 2R «i  RTOR o
ikl T B T Brer Wk 7 g 8y ¢! 982
Brer 7o Igar YT ey My kg
I:;?

5 gl
= - )
i1 = 7 By fraq Y

c 7 T

- . 1 - R ~R P e
Sk T O,k T Bren Tkt B w1 T ofker B k!
~P - gMQ o {2



As perturbagoes v ) e Wy o) sao estimadas como na se

¢ao anterior, isto &, através das seguintes equacbes:

- ay _ P oA,B o o
XK(.B;) XK tj)K «O—K"l S.83
T _ R :C,D -
Wy (8) Vi (8) b 8gly 3. 84

Nesta segao foi desenvolvido um algoritmo que particio-
na o algoritmo da se¢ao anterior estimando separadamente os para-
metros do processo e do ruido acarretando num algoritmo com tenpo
de calculo reduzido. Foi apresentada a versio recursiva do alyo

ritmo e mostrou-se que as eguagoes do estimador independem da ma-
triz de covariancia do ruido.

3.6. Estimador dos minimos guadrados generalizado

A seguir estuda-se o algoritmo dos minimos quadrados ge
neralizado utilizando o modelo descrito pela equacao 3.58, e
vez do modelo autoregressivo considerado por Pavne [17} e Keviczky
[10]. Analisam-se a seguir as simplificacdes necessirias no mo~
delo, para que seja possivel a particao do estimador dos minimos
guadrados generalizado.

Seja a equagao do erro previsto descrita por:

Utilizando a definicao de U QA’B, do item 3.3 rees-

creve-se a equagao do erro previsto como:

cz welt) = D(z™h) ¥g - [ 5,85

|
YR



: - . ALB,CL,D
Para se obter os parametros desconhecidos (a7 77f-7

Y mi

niniza-se o .critério descrito pela equacao 3.86:

W Tw (677, gC’D) 3.86

c,D_R - . - .
onde §7'7=8", como na secgao anterior, contém os parametros desco

E — -] > -
nhecidos das matrizes C(7Z 1) e D{2Z i) e GA’Bxgl os parametros des

conhecidos das matrizes A(Zul) @ B(Zml).

Na equagac 3.86 o critério ndo & uma fungao quadritica

: AB,C,D \
dos elementos §°f G a estimar.

- - . - 1 - ]
Entretanto, supondo gue as matrizes C(Z2 ™) e D(Z ™) sejam
conhecidas, 'isto &, relaxando a condigao sobre os parimetros do
ruido, entao a fungdo de custo J serd quadritica no vetor dos pa-

rametros do processo.

Nesse caso, da eguacao 3.85, obtém-se

. F F .
~1 A R T W - o s
Cc(z Vo () = yy by 8 3.87
onde
ry F.
A L, 1 . P L L
Y =Dl yg e 4yt =DET) gy
K :
Reescrevendo a equag¢ao 3.87 resulta:
wyle) = Xi - $; gho B 5.88
_— Fy Fi
S EO -1, F _
com C(z } Yy =Yg @ c{z ™) Vi Vi

zr

e xi Corr@spondenéo ac valor filtrado da saida no instante K, @K

aos valores filtrados das medidas realizadas em ingtantes anterio

res a K.



Substituindo o valor do erro previsto na equacao 3.86 e

Lo ST L T A, B
minimizando o criterio J em relagao aos parametros o

o ; analoga=-

mente ao redlizado para ¢ estimador dos minimos gquadrados, obtém-

se:

K T .‘“l K ¥
«P . AA,B . " F "‘l ‘E‘"‘ ‘{‘ F "‘l .E'u‘ - o
.E).. - ..Q.. - 2 q)t V ‘f) t ﬁ l{“i t V Zt L {%J
r=1 t=1
Esta equagdo representa o estimador dos pardmetros  do

processo, Azt e Bz7hy.

Como as matrizes C{Z_l) & D(Zwl) nao sao normalmente
diagonais a matriz wg nao sera bloco diagonal, como a matriz @K.
Deste modo nao se pode realizar uma particio no estimador dos
parametros do processo, porgue nac se pode aplicar as proposigdes
L e 2,

Para se estimar os parametros da perturbacaoc, gR = QC’D

- . BT o . . -
supoem-ge Jque as matrizes A{Z ) ¢ B(Z l) sao conhecidas, isto &,

relaxa-se as condigoes sobre os parimetros do processo.
befinindos:
1

V() =282 ") vy, - B(Z ") uy 3.90

e levando a equagao 3.90 na equacido do errc previsto, obtém-se:

8 3,92

com wi = bloco diagonal L‘gi Feeey Qi ]



RY = |+ wh (3} + WT (), - vr - v
by <K=Ll e U SRenet T ARyt K-Np

Deste modo o criterio J & guadritico nos pardmetros des
. c,D - . R . ~
conhecidos ¢°'7, e obtém-se o estimador minimizando J em relacdo

a CrP -

Koo 11
E =g = Z $§ Vo
- t=1 ' t

Devido a estrutura bloco diagonal de wi pode-se  apli-
car as suposigoes 1 e 2 e obter-se uma particio para o estimador

do pardmetros do ruido.

K ! T-1 K
.t wio I - R R R N
Qi =g o= k ﬂt ?L E Qt vy t{.) .84
; t= ] L=l o

onde . K & a ifésima componente do vetor v
i, -

K*

A versao recursiva deste algoritmo & obtida utilizando-

se a equagaoc 2.8, da inversa recursiva, nas equagoes dos estimado
R

res QP e B (equagoes 3.79 e 3.84 respectivamente).

i
b e ”P r 1;1 - }? -o-.P
Il T2k T Ry U ¥y T oVrer g
T . T
. i L F Pro -1 N
Rpa1 7 Fx Ve VO 0y Protegq) 3.95
P = P, - K WF P
K+1 - ™K K+1 "K+1 "X
T
o R 1 RT AR
. = 0 + - .
2 , K+ 1 Ei,K 5K+l { Vi,x+l QK%l EI,K ¥
K2 =0 oR /(14 B g, oR ) i=1,2 A
—K+1 - K <K+1 3K+l K £K+l I=dl,ay 000, 3. 96
. ’f
- e R .
Qa1 © 9r 7 Ko Y Yk



Cs valores de vy(*} e WK(“) sao estimados como no algo=-
2w =
ritmo dos minimos quadrados particionados, isto @, atraveés das
equagoes 3.83 e 3.84.

Nesta segao fol apresentada a extensdo multivariidvel do
algoritmo dos minimos quadrados generalizado. Foi utilizado um
modelo geral autoregressivo e média—~movel para o ruido. Mostrou-
se que devido a wi nao ter estrutura bloco diagonal nio se pode
particionar o vetor de paradmetros do processo, acarretando um

maior esforgo computacional no cilculo do estimador.

A versao existente na literatura [10, 17] utiliza, como
e tradicional para este algoritmo, um modelo autoregressivo para
o ruido. A partir da equagdo 3.89 nota-se que tal hipdtese nao

ossibilita a estimacao separada dos parimetros 4o processo.
P ™~ E P P

A seguir estudam-se situacoes em que & possivel a parti
gao do estimador dos pardmetros do Processo.

3.6.1. Algoritmo dos minimos guadrados generalizado particiona

do utilizando a forma pseudo~candnica I

Neste item utiliza-se a forma pseudo-canbénica I para,
como na secgao 3.3.1, obter-se um estimador gue calcule separada -~
mente e paralelamente @ n Jinhas do modelo utilizado.

Considera-se, inicialmente, um sistema modelado atraveés
da forma pseudo-candnica I, isto &, pressupoen~-se que o ruido po-

de ger modelado como um processo ARMA com C(Zml) © D(Z~l)

diago-
nais.
Ja foi visto que a equacio do erro previsto & dada por:
F B ,
ch) we () =y by T BB 5.97
K K

F F —

- : - - . il
com y = D{(z l) Yo 7 0¥ 1. D(Z l) P e D(Z l) = dlagamal(&ktz V)

Bl 4 £X X K
-1 F -

bevido a matriz D(Z *) ser diagonal, @K € agora uma ma

triz bloco diagonal.

bDesenvolvendo a equagac 3.97, obtém-se:



WK( ) * }/:}% t{JK 9_ KA
" ¥y . - .
\ N ey I- - 4 fr "l i‘ - i
com C(Z2 ) Y Yy o C{z2 ) wK ------ wK
e C(Zml) = diagonal (cl(zml))

1‘?’1
}oe @K”F tem~
se a matriz:wi com estrutura bloce diagonal do seguinte tipo:

. N - . « r.—l
Devido a caracteristica das mabrizes Cc{z

F . § -i-‘ . ¥ L\ - g i" i:l ;I’ ;
by bloco diagonal Ltk G w ’in,KJ 3. 98
com
i,,-1 r ) i1
o {7 ) "Ef*)i,K = 4 {2 ) ~'1<’
etz™hy =14 ity v ot g7le
it Ne
at 7ty = 1o+ atz oy + at g7
1 Np

r;

Supondo as matrizes C{Zhl) e D(Z l) conhecidas e mini-
mizando o critério J obtém-se

_ K

K T e

QA’B 2-[ ! wi v wi} { ; wi v yi] 2.100
b=l =] -t

Aplicando a proposigio 1b, e a proposicaoc 2, com V uma
matriz diag@nal e ¢§ blocos diagonais diferentes resulta o estima
dor descrito pela seguinte equaCao

o

K T -1 K i
- _ S iy F F . .
8y = 8y [tiigift ﬂi,t] tilﬂift Ve i=l,2,...,n 3.101

Colocando este estimador na forma recursiva, obtém-se:
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P P i i gt

3 F 3
S,k T Skt RBrer U oVier 70y g Bix !

s

i i I ) T o |
= o H 7 ©3
Exr1 © Pk LI /oL 25,k Fx ii,K} 3.108
. . T
opl i F N
IjK+I, . PK §K+l m&b_HK PK 1—1,2,...,1'1

Portanto utilizando a forma pseudo-candnica T obteve-ge
um algoritmo generalizado que particiona o estimador dos parame -
tros do processo. Como neste caso o modelo do ruido contém somen

1

te parametros na diagonal das matrizes polinomiais C{Z ~) e

D(Zml) também se pode simplificar o estimador dos parametros  do

- -~ .
ruirdo apresentado na secao anterior.

Os para@metros do ruido s@o estimados supondo-se, como
. . 5L L = o
no item anterior, que as matrizes A{(Z ) e B(Z ") sio conhecidas
e definindo-se:

= ~1 - pert
vl = a2 7) yp -~ B(Z 7) u, 3.103

Depoils de obter-se EK(-} resulta,a partir da equacao do
erro previstor que:

Y o {e) F.104

) W (s) =Dz

. . L1 a1 ~ , .
Neste caso, as matrizes C{(Z 7) e D(Z &) sao diagonais e

pode-se reescrever a iésima componente da equacao 3.104.




R ST

Definindo

RT
ik T Y ke T ke Vi a1t 1 K-Npy

Com o valor do erro previsto, dado pela eqguagao 3.105 e
minimizando o critério J, equacao 3.86, resulta o estimador da

iésima linha do modelo da perturbacdo:

X I
R 1y R OR v R .
&3 Ei]ﬁi,tﬁi,t t;l$i,t Vit
1=1,2, . 1N
Como nos estimadores anteriores pode~se obter Versao

recursiva do estimador dos parametros do ruido, descrito por:

. ' . K.
R _ R 1, R . o
Si,pen T 2,k By WYy ke T8y ke & g €. 108

1,i T o

i R R i R -
Brer = Qg ¥y ka1 7/ (L F Li,ke1 ¥k Li,ker) =L2,..000m

. L 1,i T .

i = Al R ~L1
“re1 T 9% T a1 ¥y ka1 %

3.6.2. Algoritmo dos minimos gquadrados generalizado particio-

nado utilizando a forma canbnica ITI

Como jA foi mostrado na secao 3.3.2, a forma  candni-
ca IIT de Kashyap permite reescrever de uma forma conveniente O

nodelo geral descrito pela seguinte eqguacao:



Introduzindo o modelo do ruido na primeira equacao ob
teém-se:

-1

) A(27Y) y, = D2

Uﬁilizando a forma candnica I11 de Kashvap resulta:

* a1 R P I
A (Z ) yg = B (%4 ) P +C (2

- * o *
1 l)

* 1 * . o
onde A (Z l), B (z2 ™), C (% e V tem as caracteristicas defini

das na segdo 1.3.

: £ . *
Com C (% l) e V diagonais o algoritmo dos minimos qua-
drados generalizado particionado & descrito pela equacdo 3.102
com D (2™ 1) =T nas equagbes de filtragem das medidas (equacdes 3.97,

3.98 e 3.99).

Nesta segao nao se fez nenhuma hipdtese restritiva so-
bre o modelo do ruide porgue se utiliza uma forma candnica, ao
contrario da segao anterior em gue a parametrizac@o das matrizes

“"‘}_ ""l . I it :
C{z2 7) e D(Z 7) nem sempre representa uma aproximagac valida.

No algoritmo dos minimos quadrados generalizado parti-
cionado das secgoes 3.6.1 e 3.6.2 observa-se gque o ganho ﬁi e di~-
ferente para cada linha do modelo do processo. Na secao seguinte
utiliza-se a forma pseudo-candnica IT que resulta num ganho {nico

para todas as linhas.

3.6.3. Algoritmo dos minimos quadrados generalizado particio-

nado utilizando a forma pseudo-candnica II

Para se obter um algoritmo que permita a estimacgac li-



nha por linha dos parametros do processo, no estimador generaliza
do, a matriz wg deve ser bloco diagonal igual. Como wK e bloco
diagonal igual, vé-se das equactes 3.87 e 3.88 que se obtém a es-
trutura deséjada para wi utilizando-se a forma pseudo-candnica I11I,

onde as matrizes C{Zmi) e D(Z”l) sdo diagonais iguais.

Com estas hipdteses pode-se rearranjar a equacao do er-—
ro previsto regultando:

) Ly m b 8777) 3,107

com as simplificagoOes das matrizes C(Zml} e D(Z ~) obtém-se

B F A,B

EK(-)::X.K - sz i) 3.108
: G A T
F . . F* F F
com by = ?loco dlagonal{'ﬂK, QKT cee 0 Sy }
. Pt [ pT ot uyT BFT
by Tk-1 " 7 Yrenp Br-1 vt Sgeng
-1 F o1
clZ 71 vy = alz ) gy
=]
ok P ol
elz 7)) up = dlZ 7y uy

Minimizando a fungao de custo J (equagio 3.86), obtdm-se

o estimador simplificado descrito pela seguinte equacao:

K 7 -1 KT F
~A,B .[ Pt -1 F Pt -1 )
BT o= F vl VT J l Tt vty 3.700

Entretanto, agora wz tem uma estrutura de blocos diago
nais igquais: e aplicando as propesggées 1 e 2 obtem~se:



A vers3o recursiva deste algoritmo & descrita pela equa
¢ao 3.111.

oE

BB LA,B Pt LB
ikl T Bk Y Ben T¥gey 7ot &%)
_ 7
T P F |
Bra1 ™ Pr S /0 F 0gyy Py ) SRR
Py =P, - K . 4 D 51,2
K+l 7 =K =K+l YR+l x lysrean,n

Estas simplificagoes foram introduzidas por Morf [4] no
caso partic@lar de C(Zml)xi, Com a hipbtese simplificadora da ma
triz D(Z-l);Morf obteve o alg@ritﬁ@ descrito pela equagao 3.111,
com C(Zmi)mi, minimizando um critério nio ponderado, como descri-
to pela equagdo 2.18, do capitulo anterior.

Convém ressaltar gue esta parametrizacdo das matrizes

C(Z l) e D(Z 7) nao & uma forma candnica e portanto nem sempre re
presentard uma aproximacao valida.

Réaiizamse a estimagac dos parametros de C(Zwl} ) D(ZWi}
considerando-se apenas uma das saldas, sendo que em Morf (4] mnao
& proposta nenhuma escolha particular.

Neste caso a equagic do erro previsto é dada pela G-

guinte equacio:

1. -1

C{Z )iﬂK(*) = (7 7} Eﬁ(“) 2.il1z
o G(Zfl) = C(Zwl)l
Dz’ = a1



No caso da matriz de covariancia diagonal escolhe-se a
componente com uma menor variancia, isto &, supondo que a iésima
componente da medida & a de menor varidncia reescreve-se a iésima

linha da equac¢do 3.112 como:

() =

AL v, bo.okd, v, —cow, - W,

i, K Vi, kY, k-1 YpVi, k-np C1"i k-1 “Ne”i, K-Ne

3,113
lI!
_ _ rtr .
wi,K( ) o= Vi ok 9y O : 3.114
T
com by = -wi,le’WigK—Z""rwi,KwNC’—vi,Kml’°°"~vi,K~ND

T .
'?_‘R :_[Clrﬁ'w'CNc' dl,.s.,dND

Obtém~se o estimador para os parametros do ruldo minimi

zando o critério J,, descrito pela equagao 3.115:

= 2 .
I, o= E 1|W§,tll 3.115
t=1
A partir da minimizagao do critério J resulta:
SR _ {ﬁ? WB @Ri }”l [ ? Ry ] s 116
- . . Y \ R . . e A
phy tt A chy Bt i

A versac recursiva do estimador dos pardmetros do ruldo

& descrito pela seguinte equagio:

. tI‘
A\R ‘m'mR . l R %R
g+ T Ex * Bgyr vy g 7Sy 80
1 : R R R
= + o PR
§K+l QK $K+l /AL $K+l S £K+l} §.177¢
8 =g -x T g .
K+l K SR+l Sray ie i=1,2,...,n



- B -

Quando a matriz de covaridncia nao & diagonal nao se sa

% - £ . . -~ - Y
be, a priori, qual informacao deve ser escolhida. Para resolver
este problema, propoem-se estimar o ruldo, através de um novo me-

todo, gue leve em consideragao todas as medidas realizadas.

Para tanto, deve-se reescrever a equagac do erro previs
to como segue adiante.

F 3.17¢&
Vi 8 .11

COm

g '

R _ | .
Iy i L SEARNA S A S LI SV IERRNA'S

Rrj:% " 7
i)” Cl,.-.; CNCF élyuuof dND

Analogamente aos casos estudados antericormente minimi-
zando o critério J descrito pela equagdo 3.86, e supondo as ma-
trizes A(27") e B(z™Y) conhecidas, obtém-se o estimador para o ve
tor de parametros desconhecidos QR:

Koo
Z wi W 1 Zt} 3,110

Entretanto, neste caso, devido a estrutura de wK nao
e conse

quentemente nao se reduz o tempo de calculo deste algoritmo.

ser bloco diagonal, nao se aplicam as proposictes 1 e 2

A versao recursiva deste algoritmo & descrita pela
equacgac 3.120 onde se nota a necessidade da inversao de Umea

matriz de ordem n, o gue aumenta o esforgoe computacional deste

estimador.



5 R R R <1
oS E 4 -l
Oger il F Kgyp d Ixr1 Ve Sy

R . T - 1.
Rgat "§QK Y1 Ry

g.120
T

Ryt =:v ToVger Ex VR+1

—n . T -1 .
%+1 T Ok 7 % Ve Bl Yier %

Observamse gque, neste Caso, nao se pode particionar O
estimador dos parametros do ruido. Deste modo este algoritmo so-

mente serd interessante quando a ordem do modelo do ruide nao for
elevada.

3.7. Conclusoes

N@qtc capitulo foi analisado o problema da particao dos
algoritmos de estimacao com o objetivo de diminuir o tempo de
calculo envolvido., Mostrou-se que a particao depende essencialmen
te do mo&elo utilizado, da matriz de covarifncia e do algoritmo de
estimagao. Os diferentes algoritmos foram obtidos através da mi-

nimizagao de uma funcao de custo quadratica do erro de previsac in
cluindo a matrlz de covaridncia.

Quando o ruldo pode ser modelado como um ruldo branco,
mostrou~se que o estimador dos minimos quadrados leva diretamente
a uma estzuﬁura particionada independente da matriz de covariancia
do ruido. '

Quando © ruido ndo & branco a obtengao de una forma ex-

plicita para o estimador supoe a construcdo de uma aproximagao 1i
near para o erro de previsio.

0s métodos analisados para obter tal aproximacao levaranm
aos seguintés algoritmos: i) minimos quadrados linearizado, 11i)
matriz esteﬁdida, iii) minimos quadrados particionado e iv) mini
mos quaﬁradqs generalizado.
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O algoritmo dos minimos quadvados linearizade foi desen
volvido utilizando um modelo ARMA para o ruido. Mostrou-se que a
partigao & possivel utilizando a forma candnica ITI de Kashyap.
Conseguiu-se uma maior simplificacaoc no calculo do ganho do esti-

mador em sistemas com uma estrutura particular, utilizando a for-
ma pseudo-candnica I7.

Generalizou~se o algoritmo da malrin estendida para o)

caso multivariavel com modelo ARMA para o ruido.

Neste caso obteve-se diretamente um algoritmo particio-

nado no qual nao influi a matriz de covarifncia do ruldo.

O algoritmo dos minimos quadrados gencralizado foi es-
tendido para modelos ARMA no ruildo, mostrando-se que a particdo a

penas & possivel quando se utiliza a forma candnica TiI ou a for—
ma pseudo-candnica 1.

Maiores simplificac¢des foram obtidas, para sistemas com

estrutura particular, utilizando & forma pseudo-canbnica II.

Por Gltimo foi desenvolvido o algoritmo dos minimos qua
drados pavrticionado, partindo do algoritmo da matriz estendida e
realizando uma partigac suplementar rara estimar separadamente os
pardmetros do processo e os parametros do ruldo. A nova partigao

acarretou uma sensivel reducao no tempo de cidlcule envolvido.

No Capitulo 4 sera apresentado um estudo comparativo dos
diversos algoritmos utilizando exemplos de simulacso.
G



CAPITULO 4




4. ANALISE bcs ALGORITMOS ATRAVES DE EXEMPLOS DE STIMULACREO

4.1. Introducao

Neste capitulo apresentam~se alguns dos resultados ob-
tidos através de exemplos de simulagao que ilustram o comporta-

mento dos algoritmos desenvolvidos no capitulo anterior.

A segao 4.2 contém uma apresentacao dos critérios uti-
lizados para a comparagao dos diferentes algoritmos. Na SeCa0
4.3 apresentam-se os métodos utilizados para a estimagao do tem-

po de calculo e memdria requerida em cada um dos estimadores.

A segac 4.5 contém resultados que ilustram o comporta-

mento das extensoes para modelos ARMA apresentadas no capitule 3,

Inicialmente analisa~se a situagac em que o modelo
ARMA para o ruido tem uma representacfo exata nas formas autore-
gressiva (AR} e média-mdvel (MA). Os resultados mostram o com-
portamento esperado para as extensoes propostas, equivalentes pa

ra cada algoritmo, independentemente do modelo utilizado para o
ruido.

A seguir utiliza-se um modelo ARMA para o ruldo para o
qual nao existe eguivaléncia exata nas formas AR e MA. Este
exemplo permite ilustrar o interesse na utilizacao de um modelo
ARMA, quando a estrutura deo modelo nao & conhecida, dada a dimi-
nuigao no nimero de parimetros a estimar.

ﬁ secac 4.6 contém os resultados obtidos com o novoe al
goritmo linearizado apresentado no capitule 3. Utiliza-se g forma
candnica III de Kashyap para permitir uma estimac¢do particionada
dos parémeﬁros. Os resultados desta simulacido sio comparados
com 0s resultados obtidos com outros métodos gque tambeém permiten
a estima@aq particionada (Matriz Estendida, algoritmo dos mini-
mos quadrados particionado) mostrando-se o seu melhor desempenho,
O esforge computacional envolvido & contudo muito maior que o

dos outros algoritmos, devido i ordem elevada do modela.

Finalmente, faz-se a anfdlise dos resultados de estima-
gao de um modelo experimental do nivel de ago liguido, no molde
de uma maguina de lingotamento continuo de uma usina sidertirgica,

Este exemplo evidencia, numa situacao real, o interesse da utili



zag&@ do estimador dos minimos gquadrados linearizado, visto que,

em geral, a ordem dos modelos utilizados & baiwa.

4.2. Criterios para comparacido de desempenho dos  algoritmos

de estimacao

A comparagao do desempenho experimental dos diferen-
tes algoritmos tem como base os resultados obtidos a partir de

simulagoes de Monte Carlo com médias sobre dez realizacoes,

Pa-
ra fins de comparagao utiliza-se o cadlculo da fungdo de  custo
acumulado descrito pela equagao 4.1.

p 1
T ~ —— -
J = 7 w. (OV T w (0) 4.1
Kyi o~ b B £
e
B | Me
g T Me ! Ik, 4
i=1

onde MC & o numero de realizactes de Monte Carlo, w

~t€§) & 0 erro

de previsao no instante t, descrito por

- A =

£l =y - V(B )

e V a matriz de covarincia do ruido e SUpOsto aestacionidrio.
Sy SUP

A fungao de custo acumulado serid comparada com a fun-
¢ao de custo acumulado tedrica descrita pela equacac 4.2:

Sendo {e } uma sequéncia branca de varifveis aleatd-

rias gaussianas, com matriz de covarifincia V, a equacac 4.2 pode
ser reescrita na forma

K s

T -1 T,
Iy mtgl trago V. 7 E {eg e } = n.K a

R
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A equagao 4.3 mostra que a fungao de custo acuulado ted-
rico & uma reta com inclinacio proporcional ao nimero de saldas
do sistema (n).

i
. o
Transi ]
- torio =~

Figura 4.1 - Funéao de custo

A fungao de custo acumulado para os diferentes exem-
plos de simulagdo serd representada como indicado na figura 4.1.
O comportamento em regime, de cada algoritmo, poderi ser avalia-
do, comparando-se a inclinagao do custo acumulado tedrico para
valores de K suficientemente elevados. Quando as curvas se tor-

nam paralelas, o comportamento em regime do estimador, atinge o
desempenho Otimo tedrico.

0 wvalor absoluto do custo acumulado depende do Qo
portamento transitdrio do algoritmo. A diferenga A entre as cur
vas, calculada num certo instante adequado T (Figura 4.1), & uma
medida do comportamento transitério do algoritmo, sendo que, quan

to menor for esta distancia melhor serd o desempenho do algorit-
mo no periodo inicial de estimacdo.

Os algoritmos também sac analisados através do cilculo
da distancia paramétrica normalizada do processo [56} definida

pela seguinte eguacgao:



¥ i
52 _ : ADK
K,i = 21 i 4,4
i=1] GK
MC
-2 1 y 2
T m— <
Kowe 4=1 Kd

1 i s ~ . -1 .
onde AGK aw BK - GK e 0 erro no parametro estimado 87 no  ins-—
tante K e r o nlmero de parametros estimados do processo (vetor
éAB

formado pelos parametreos das matrizes polinomiais A(Zml) @
E(Zml) do processo).

A variavel éK ¢, em particular, interessante na anali
se da influéncia do modelo do ruido na estimagac do vetor de pa
- AB
rametros 6 »

4.3. Comparacao da eficiéncia de cidlculo dos estimadores

4.3.1, Tempo de cidlculo dos estimadores

Como 3a foi descrito no capitulo inicial, estu-
dam~se algoritmos de estimagao com o objetivo de aplica-los en

esquemas de controle adaptativo como mostrade na figura 4.2.

VIZINHANCA

ENTRADA anTna
PROCESS0

f

CONTROLADOR

IDEWNTLRPICADOL

Figura 4.2 - Esguema de Controle Adaptativo.



Portanto, para o estabelecimento dos tempos de amostra
gem do sistema, bem como do tipo de computador necessario para
a execugdo do estimador & importante conhecer o tempo de cdlculo
de um ciclo completo de cada algoritmo.

Como se viu no capitulo 3 os algoritmos deduzidos sao
obtidos pela realizacgao das scguintes operactes matriciais: adi-
gao, subtragao, transposicac, inversao, multiplicagaoc ¢ multipli
cacao por escalar.

As subrotinas para execugao de cada uma destas opera
goes, podem ser realizadas a partir de um conjunto de instru-
¢oes basicas, cujos tempos de execucao sac conhecidos e expres-

508 numa unidade basica de tempo do computador.

TABELA 4.1

INSTRUCCOES E TEMPO DE EXECUCAO

Instrugao . zigigggi
Add to A 2
Sub from A 2
Load A or B 2
Store A or B 2
Mul A with memory MUT,
Div A by memory DIv
Mark place and transfer 2

Return branch

Transfer on zero ov minus
Transfer unconditional
Transfer on plus
Increment A

Increment index register R;
Decrement index register Ry
Add to index register Ry
Sub to index register Ry

Increment B register

;»J
T = I S = I e

Skip on index register zero

J.M. Mendel [58} descreve subreotinas em linguageam de
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maguina para a execucao das operacoes citadas. Estas subrotinas

utilizam o conjunto de instrugoes da tabela 4.1 que contém

08
tempos correspondentes de execucac. A partir dessa tabela 0
tempo de computagao pode ser calculado em fungao das dimensoes

das matrizes envolvidas.

Os tempos de execugao das instrugoes de multiplicacao
e divisao dependem fortemente do modc como tais instrucbes sio
implementadas e do tipo de computador utilizado. Para o conputa
dor PDP-10 esse tempo & dado por MUL=4.4uS, DIV=7.415 ¢ a unida-

de de tempo para o mesmo ¢ de.lips[59].

0Os algoritmos deduzidos no capitulo anterior, poden

ser descritos, de uma maneira geral, pelas equagoes:

o~ . I‘I‘P -~

A £ . ¢ - 0

) Kt+1 9 *Egn ty K+1 YOR+1 8 K J

K w o | A ;!‘T ’ & b " 105
K+ KR TS S S

. _ ~ o

L P x Kger ¢ rer Py

onde ¢ kel © A dependem do algoritmo utilizado. Convém ressal-~
tar ainda que certos algoritmos (como o dos minimos guadrados ge
neralizado) sao constituidos por dois conjuntos de equacoes do
tipo da equacao 4.5,

Partindo das equagoes do estimador (equacdo 4.5), das
dimensces das varidveis envolvidas e utilizando-se a tabela 4.2
obtém-se © tempo necessario para o calculo de um ciclo completo
do algoritmo. Obviamente este tempo depende do niimero de entra
das e saldas do sistema e das ordens dog polindmios A(Zwl),ﬂ{zml),
cizhy e nz7h .

Para ilustrar como evolui o tempo de cdlculo por ci-
clo de cada algoritmo, supce-se, sem perda de generalidade, que

o nimero de entradas & igual aoc nimerc de safdas do sistema(n=m).
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TalLA 4L

OPERACOES COM MATRIZES E TEMPO TOTAL DE COMPUTACAO

e oo daas g A
Soma de maﬁrizes CMN = AMN+BMN MUL + 27 + 7MN
Subtr. de matrizes Com = P By | MUL + 27 + 7my
Produto de matrizes Cur, * Ay Bur ithmgg?L + 1OML + 16M +
iigg?ggsﬁi}a T = Py (Byp) VUL L+ LINL L6
Inversao de matriz ANN > ANle 10 + 725N4 + 43N3 +

139,5N° + 92N +
+ DIV(2N2+N) +
MUL(N3+O,5N2+2f5N)

Produto de matriz . B | .
por escalat Car © Wy 8N+ MUL (N)

A tabela 4.3 apresenta os valores do tempo de proces-
samento, por ciclo, para um computador de médio porte (PDP-10) e
para o micro computador INTEL 8086 munido do processador de
ponto flutuante INTEL 8232. Neste caso, tem-se MUL=2418
DIV=28us.

Obgserva-se a partir da tabela 4.3 que os algoritmos que
estimam separadamente cada linha do modelo (M.E. e M.0.P.) apre-

sentam um tempo de calculo reduzido guando comparados com 08 al-~
goritmos M,Q.L. e M.Q.G.

A partir dos tempos de calculo destes algoritmos tam=
bém se verifica que estes dois {iltimos estimadores sac mals sen-
siveis a variagdo no nimerc de saidas do que & variagio na ordem
dags matrizes polinomiais. Isto ocorre porque a dimensao da ma-
triz PK nestes algoritmos & proporcicnal ac quadrado do nimero
de saldas. Este problema & sensivelmente minimizado quando  se
utilizam as formas pseudo-canbnicas como mostra a tabela 4.3, pa
ra o algoritmo M.Q.L. O mesmo comportamento & obtido com a for-

ma candnica III de Kashyap, que nao restringe a estrutura oo
modelo utilizado.
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Da tabela anterior também se observa que o algoritmo
MQL & o estimador que apresenta maior tempo de processamento,
Entretanto, quando aplicado a sistemas de ordem baixa, este va-
lor nao & e#cessivamenta elevado, sendo viivel a sua utilizacao

em algoritmos de controle "on-line™.

Uma maior redugaoc, nos tempos de calculo dos estimado

res, pode ser obtida considerando a simetria da matriz P

kY
4.3.2. Memoria

A memdria requerida para os algoritmos &, analoga
mente ao tempo de cdlculo, funcdo das dimensdes das matrizes 8,p,
¢,K. Além dessas variaveis devem ser armazenadas as subrotinas
para operagéeg com matrizes e previsto espago para a memdria de
trabalho.

A tabela 4.4 indica a guantidade de meméria, requerida
para cada algoritmo, em fun¢ao do nimero de saidas, e da
do sistema.

ordem

Algoritmo Membria (palavra)
ME 120 + n2m2N2 + N, + 2N./n
: e ¢ “Yg
. - 2N N,
M.Q.L. {348 + n° ENé + =8 4 h.%.}
e n T
" 2N N onZg N 2Ny
M.0.G. 1348 + nflonl 4 B 2y PR g mﬁ}
» n n ne n n3
M.0.P. (120 + 022062 + 8D 4w ‘ ’ ( j
0.7, n 2 (N p) ot NG F N+ ; G NR)
M.Q.L. ; , 2 2 .2 . 2.
PPC1 120 + n[nNP+NR] * DNGHNpH2RN +2N +n “NP+DN

M.Q.L. . i 2 2.
pocs (120 ¢ 2|mipnn | Z et e 2w ¢ o,

Tabela 4.4 -~ Membria

= numero de saidas
NG = ﬁA + NB -+ N
NP == NA -+ NB

n
+ &D
NR = N, -+ ND

C

C
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Na tabela 4.5 indica-se

a memoria requerida em dois ca
s08 particulares.

‘\“\MQ%GORITMO )
ORDEM M“a\\\\ Memoria em K palavras
NA:NB :N C:NDZR ME { MOL Hek oL Hen MOP | MOGC
’ FPCI FPCLY (FCIIT i N
2 0,7 2,5 0,5 0,4 0,5 0,4 11,3
3 13,0 24,0 2,1 1,4 2,1 1,6 19,0

Tabela 4.5 ~ Memdria

Destas tabelas verifica-se que os algoritmos M.Q.L. e

M.Q.G. sao mais sensiveis & variac@o no nimero de saidas do que

0os algoritmos particionados, devido 3 guantidade de memdria re-
querida nestes dois algoritmos ser uma fungao da guarta poténcia
de n. Este problema, entretanto, & sensivelmente minimizado quan
de se utilizam as formas pseudo-candnicas, ou a forma canonica
111 de Kashyap, que permitem a estimacio particionada dos parimne
tros desconhecidos. Convém ressaltar que neste Ultimo case nao
se estd fazendo nenhuma hipdtese restritiva sobre o modelo do
ruido. |

4.4, Geracao das medidas e inicializacao

4.4.1. Geracao das medidas

Obtém~se as medidas Yg por meic de um modelo multi
variavel do tipo ARMA para o ruido, em que a entrada u, e a per-

it
turbacao ey sao geradas independentemente. O ruido ey é uma
sequéncia branca de varifiveis aleatdrias gaussianas com media
zero e matriz de covariancia V. Para a entrada Uy utiliza-ge um
ruido branco de média zero, onde a varilncia de cada componeaente
da entrada & escolhida de acordo com © valor desejado para a re-

lagao sinal-ruido das saidas.
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A relagao sinal-ruido da iésima componente da salda &

- L - . e ) %
a relagao entre a variancia da iésima entrada observada (u, .) e
. ¥
a varidncia da correspondente componente do ruido (V) 1571 ,0n
o ¥ T
de
u = b‘(Zml)u
i1,K i =K

e bi(an) é a iésima linha da matriz polinomial B(Zwlj, definida
no capitulo 3.

Nas simulacoes deste capitulo utiliza-se sempre uma re
lagao sinal-ruido igual & unidade.

4.4.2. Inicializacao

Para todos os algoritmos devem ser fornecidas ini
cializagS@s dos valores estimados iﬁO) e da matriz {0, A ma-
triz P(0) deve refletir o grau de conhecimento "a priocri® dos va
lores iniciais Q(O). Nos exemplos deste capitulo escolhem-se os
valores iniciais dos estimadores iguals & zero e a matriz P(0) =
100.I, onde I & a matriz de identidade.

Para que sejam satisfeitas as hipdteses simplificado-
res utilizados na segao 3.3. na dedugao do algoritmo M.Q.L. uti-

liza-se este estimador sem filtragem durante as primeiras ol
quenta medidas,

Nos algoritmos M.Q.P. e M.Q.G. calculam-se parametros
do ruido somente apds as primeiras cinquenta medidas, isto &, du
rante as primeiras cinguenta medidas os resultados destes algo-
ritmos sao idénticos ac do estimador M.0O.

4.5, Estimadores com medelos ARMA para o ruldo

Normalmente, nos trabalhos publicados na area, cada @l
goritmo de identificagac ¢ utilizado somente com um certo tipo
de modelo {autoregressivo ou média-movel). As extensoes propos-
tas no capitulo anterior para utilizacdo de modelos ARMA, em go-

ral, diminuem ¢ tempo de calculo devido ao menor nimerc de para-



metros a serem estimados.,

Nesta secao utiliza-se inicialmente um exemplo em que
a representagac ARMA do ruildo tem equivalente autoregressivo e
média-mdvel exatos. A fim de se obter tais representacbes para
o ruido, utiliza=-se um modelo ARMA gue envolve somente matrizes
unimodulares., Os resultados obtidos mostram comportamentos equl

valentes para cada algoritmo independentemente do modelo utiliza
do para o ruido.

A seguir escolhe~se um exemplo em gue o modelo ARMA
do ruido nao tem equivalentes exatos para as estruturas média-md
vel e autoregressiva. Ilustra-se, assim, a superioridade do mo-
delo ARMA porque, cem geral, a utilizacao de outra estrutura da
origem a um acréscimo no nlmero de parfmetros a serem estimados e
consequentemente um aumento no tempo de calcule do algoritmo con
siderado.

4.5.1. Equivalentes exatos para o modelo ARMA

Seja um sistema descrito pela eguagao 4.6

A(Z 1)yK = B(Z#i}gg t vy 4.6
a(z“l}XK =z ey

COom
a(z™t

c(z“‘j‘“)==1+“. -.,4“‘Jz“"1 v=[l 1
.1 =2 1 2
D(z“l) = T + [ -. ) ] 7"t
-2 )




| . o1 N . :
Ags matrizes C(Z 7) e D(Z 7} foram escolhidas como matri
zes unimodulares para que possam existir equivalentes axatos

nas formas autoregressiva e média-mével (equactes 4.7 e 4.9).

Ma  crzTh o= 1o 6 -1.2 1 7 4.7
-3 -6
AR p'(z™Y) =1 4 [ -.¢ 1.2 1 z74 i,
' -3 6

Nesta secao e na seguinte sio apresentados os resulta-
dos das simulagoes dos algoritmos dos minimos quadrados (M.0.) ]
dos minimos: quadrados linearizado (M.Q.L.), da matriz estendida
(M), dos minimos quadrados particionado (M.0.P.) e dos minimos
quadrados generalizado (M.Q.G.) descritos nas secoes 3.2, 3.3,

3.4, 3.5 e 3.6 respectivamente.

7. Jk o — MOL
0o~ ME \ ©
: > - MOG
: o - MOT @
_ o ﬁb
o T
)
CHE
AP
o
800 @;&§
%

: © /
400 ¢

/, <’}{‘cériuo
///an UNICAMP

: BIBLIOTECA Al
s | | E&M?RAE

| 100 200 300 K
Figura 4.3 = Evolucao da fungdo de custo utilizando um modelo
- ARMA para o ruido.
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A figura 4.3 mostra a evolucao do critério Ek(g) para
os diferentes algoritmos desenvolvidos no capitulo 3, quando se
utiltiza um modelo ARMA para o ruido. A reta traceijada represen

ta a curva do custo tedrico definido pela equacao 4.3

-t n

A tabela 4.6 apresenta o valor do custo acumulado &~
pds 600 medidas quando se utiliza um modelo ARMA para o ruido,
Nesta tabela GEGOO representa o dgsvio padrao da média do cus-
to acumulado apds 600 medidas e 3238 e Jggg representam res-—
pectivamente og valores minimo e maximo do custo final cobtido
nas dez realizagoes de Monte Carlo.

Algoritmo E6OO OEGOO J?ég J?%é
M.QO. 2668 218 2373 3115
M.E. 1891 230 1586 2235

M.Q.P. 1931 200 1673 2366
M.O.G. 1939 233 1653 2330
M.Q.L. 1886 230 1568 2227

Tabela 4.6 - Custo acumulado apds 600 medidas

Os resultados apresentados na figura 4.3 e na tabela
4.6 mostram um comportamento em regime, em relagdao ao erro pre-
Vvisto, semelhante para os algoritmog que estimam os parimetros
do ruido. Da figura 4.3 verifica-se, como era esperado, que eg
tes algoritmos apresentam um melhor comportamento do gue o esti
mador dos minimos guadrados. PEm particular, apds o trangitorio,
todas as curvas de custo acumulado apresentam praticamente a
mesma inclinagao, sensivelmente idéntica & inclinacio da curva

de custo tedrico. Estes resultados ilustram o bom comportamen-
to dos algoritmos desenvolvidos para modelos ARMA.

Na tabela 4.7 apresentam-se as meﬁmas variaveis da
tabela 4.6 quando se varia a estrutura do modelo utilizado. Nes
ta tabela § representa a distdncia paramétrica definida na se-
gdo 4.2.1,



. : = G Lain ax )
Aigorltmo: Je00 J600 sk J?OO O
Minimos . )

Cuadados 2668 218 2373 3115 0,343

ME f 1891 230 1586 2235 éwg91 m
ARMA | - . ,091
ﬁi | 1824 192 1604 2232 0,094
ME ' . , , |
- | 1829 232 1596 2338 0,092

— | , A e
s 1931 200 1673 2366 0,150

Mﬁi ? 1901 198 1653 2321 0,142
MQP . 1931 202 1673 2366 0,150
AR

i%ﬁA | 1939 233 1653 2330 0,260

Mgg : 1914 210 | 1615 2213 0,260

MG | 1852 177 1610 2165 0,220
AR :

MOL |

A 1886 230 1568 2227 0,115

MOL 5 1805 193 1583 2229 0,120
MA |

MOL ; . _.
o _ 1820 200 1539 2328 0,120

Tabela 4.7 - Valores do custo acumulado para os
diferentes algoritmos gquando se va

ria a estrutura do modelo,

Atﬂbeha4,7 mostra que a funcao de custo em K=600 atin-
ge, para cada algoritmo, valores semelhantes independentemente do
tipo de modelagem do ruldo. Este fato reflete que cada algorit—
mo atinge o mesmo desempenho quando a ordem do modelo & correta.
Desta formé se 1lustra que todas as extensoes realizadas nos

algoritmos deduzidos no capitulo anterior sac validas.



Verifica-se ainda que nao € necessirio utilizar-se um
algoritmo de identificagao para cada tipo de modelo, como ocor—
re usualmente na literatura,

Os resultados mostram gue o algoritmo da matriz esten
dida com o medelo AR, ou com um modelo MA utilizado na 1iteratﬁ
ra, apresenta o mesmo comportamento. Este fato & especialmente
importante pois, como visto na tabela 4.3, a utilizagao exclusi
va de modelos AR no algoritmo M.Q.G. acarreta tenpos de cidleculo
elevados quando comparados com os do algoritmo ME.

0 maior valor para a distancia paramétrica no estima

dor M.Q.G. & um resultado normalmente encontrado na literatura
quando a relagao sinal-ruidc & baixa [42].

4.5.2. Modelos ARMA sem eqguivalentes exatos

Nesta segao utiliza-se um exemplo em que o modelo
ARMA para o ruido nao tem equivalentes exatos para as estruturas
média-mbvel e autoregressiva. TIsto &, os correspondentes modelos
AR e MA para o ruido tém uma ordem infinita. Como nic se dese-
ja utilizar um modelo de ordem muito elevada, devide ¢ aumento no
tempo de c@lculo & necessario realizar um truncamento, o que ori

ginara, em geral, uma degradacao do desempenho do estimador.

O exemplo utilizado nesta secao tem a mesma estrutura

do exemplo da secao 4.5.1. mas com as matrizes polinomiais A(Zwih

B(Zml), C(Zml) a D(Z l) descritas por:

-1

az’hy =1+ 0,427t 0 ‘ Bz hy = 1zt
] 0 1+ 0,627 %]

ciz™y =71 - 0,270 0 s
A 0 1 - 0,127 %

D(z“l) = [ 1 + 0,92”1 0 |
] 0 1+ 0,82 %]




Com as matrizes C(Zml) & D(Zml) descritas na  equacac

4.9 obtém-se os seguintes modelos do ruldo na forma autoregressi-
va e média-movel.

Modelo média-movel

oz H=pt e ={1-0,8227 540, 6562720, 5252 4. ! 0
]
i
0 11-0,917" 40, 8192720, 7372+,
) 4.10
Modelo autoregressivo
L AR R § - e -2 ! )
D' (2 M= (7 Dz = 140,912 40, 0000274 ! 0 o
| i 11
0 21+o,8zz"l+0,0164z"2+.,.

Das equagoes 4.10 e 4.11 verifica-se gue o modelo ARMA do ruido po
de ser, neste exemplo, aproximado por um modelo autoregressivo de
menor ordem do gue o modelo média-mdvel. Neste caso o modelo mé-

dia-movel necessita de uma ordem elevada para aproximar o sistema
descrito pela equagao 4.9.

Ag figuras 4.4 a 4.7 mostram a evolugao do critério

JK(Q} para os diferentes algoritmos analisados.

A tabela 4.8 apresenta os valores do custo acunulado a-
pbs 600 medidas. Também sao apresentades os valores da distdncia

paramétrica do processo (§) para analise da influéncia do modelo

. . - A, B
do rulde na estimagao dos pavametros ("7,

A partir dos resultados numéricos apresentados na tabe-
la 4.8 e da evolugao do custo acumulado para os diferentes algo-
ritmos (Figuras 4.4 a 4.7) podem ser feitas as sequintes observa-
¢oes:

1) Verifica-se que em todos os estimadores obtém-se Van
tagens tanto no tempo de calculo como no degsempenho de algoritmo,

quando se utiliza wuma estrutura ARMA para o ruido em relagaoc &
estrutura média-mdvel.

Explica-se esse comportamento, consideran

do-se que a ordem do modelo média-movel deve ser muito elevada
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‘ T
B (e min PRITE 4 o -
Minimos ; ‘
o | 4910 810 4031 6244 0,652 0,52
ME 1978 337 1635 2653 0,208 1.62

ARMA B : 1635 6 . : .
ME | 3456 168 2914 4255 0,424 1,00
MAL 5 3 ¢ 255 42 1,
ME 2735 385 2304 3364 0,299 2,4
MA3 , ,
ME 1916 365 1574 2807 0,204 1,00
ARL ; ? - ' '
MOP | . ] )

Anea | 2106 307 1714 2857 1 0,315 | 1,1
MOP . i
o 3530 530 2904 4391 0,438 0,87
MOP | . |
e 2870 450 2394 3667 0,373 1,70
MQP |
Y 2060 292 1668 2734 0,312 0,87

Aﬁgﬁ 2095 313 1654 2878 | 0,207 | 3,8
MQG | .
oS 3353 510 2846 4285 0,391 3,5
MOG 3
s 3060 359 2576 3630 0,430 4,3
MOG u . f
Agl 1977 333 1605 2875 0,264 3,8
MOL S .
amn | 1915 264 1611 2405 0,223 | 12,0
MOL f ) e .
M%i - 2961 319 | 2521 3599 0,400 7,5
MOT, |
MA3 - 2346 223 2060 2691 0,286 19,0
MOL . ,

Agl 1828 289 1567 2562 | 0,205 7,5

Tabela 4.8 - Valores do custo acumulado e do tempo de cal

culo para os diferentes algoritmos quando se

varia a estrutura do modelo.
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para que a aproximacgao do sistema sedja razolvel. Desde modo a
utilizagao de um modelo MA de ordem trés, que necessita de  um
tempo de calculo aproximadamente 1,5 vezes maior do gque um mode
lo ARMA, apresenta sempre um maior custo acumulado e uma mnaior

distancia paramétrica nos pardmetros do processo.

2) Os algoritmos utilizando um modelo ARMA apresentam
comportamentos semelhantes aos estimadores com modelo ARL, devi
do a este modelo aproximar satisfatoriamente o modelo ARMA do
ruido. O modelo AR apresenta um melhor desempenho transitdrio
devido ao menor ntmero de parametros a serem estimados, Além
digso necessita somente da estimacao da perturbacgao Vgr calculo
que € realizado com os valores estimados de A(Zﬁi) e B(Zwl) {a-
quagao 3.46 do capitulo 3). ¥ bem conhecido na literatura 2,
22] gque estes valores convergem mais rapidamente do que os pard
metros do ruido. A tabela 4.7 também mostra que, em virtude do
modelo ARl aproximar satisfatoriamente o modelo ARMA, a distin
cia paramétrica nos pardmetros do processo & praticamente a mes

ma gquando se utilizam estas duas estruturas para o ruldo.

3) OsalgoritmosME e M.Q.P. apresentam um desempenho
satisfatdrio quando utilizados com modelo AR (Figuras 4.5 e
4.6 respectivamente). Verifica-se, mais uma vez, a possibilida

de de utilizarmos estes algoritmos, extremamente rapidos em mo-
delos AR.

4) O algoritmo M.Q.G. (figura 4.7) ndc apresenta uma
melhora significativa no custo acumulado gquando se varia & or-
dem do modelo com estrutura média-mdvel de um para trés. Este
comportamento pode ser explicado a partir dos resultados apre-
sentados na segac 3.6 onde foi mostrado que a utilizacgdo de um
modelo MA acarreta, para o estimador M.(Q.G., na filtragem dex
novas variaveis (yF e E?} que sao calculadas recursivamente uti
lizando os valores estimados dos parametros de C{Zwl)“ Neste

caso, esses valores sao de baixa precisido devido ao truncamento
efetuado.

Nas figuras 4.8 e 4.9 compara-se o custo acumulado, pa

ra todos os algoritmos em estudo, utilizando respectivamente mo-
delos ARMA e ARl para o ruido.
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Nestas figuras verifica-se que, quando a estrutura do
sistema for conhecida, todos os estimadores apresentam pratica-
mente o mesmo comportamento em regime. A escolha de um desses
algoritmos poderd portanto ser feita levando em consideracao
principalmente a eficiéncia computacional (tempo de cadlculo e
membria ocupada) .
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Figura 4.10 — Custo acumulado para o modelo MA3Z

Na figura 4.10 comparam-se os custos acumulados gquando
se utiliza um modelo MA3Z.

Destes resultados numéricos conclul-se que, numa situa
cao de modelo com truncamento, o algoritmo M.Q.L. apresenta umn
menor custo acumulado do que os cutros estimadores., Este resul-~
tado ja era esperado porque, como foi mostrado na secao 3.3, esg-
te estimador & obtido através de uma aproximacgac mais refinada
na eguacgao do erro previsto, gue & linearizado em torno do ulti-

mo valor estimado, enguanto gue nos algoritmos ME e M.Q.P. )
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erro previsto é diretamente escolhido como linear nos pardmetros
desconhecidos.

4.6. Algoritmo M.Q.L. com forma candnica ITI de Kashyap

Nesta segao apresentam-se os resultados obtidos com o
estimador M.Q.L. desenvolvido no capitulo 3, utilizando a forma
candnica III de Kashyap, gue permite particionar o proklema de
estimagao e consequentemente aumentar o eficidneia computacional,
Os resultados sao comparados com agueles obtidos na simulacio dos
algoritmos ME e M.Q.P., estimadores esses gue também permitem o

calculo particionado dos pardmetros desconhecidos.

No item seguinte apresentam-se alguns dos resultados
obtidos na estimacao de paridmetros de um modelo experimental do
nivel de ago liquido, no molde de uma migquina de lingotamento con
tinuo. Esta aplicacao demonstra a utilidade do estimador M.Q. L.,
devido a melhora sensivel na previsdo da altura de aco no molde,
com um tempo de calculo s& levemente superior ao do estimador da

ME, em virtude da ordem baixa dos modelos utilizados.

4.6.1. Comparacac do algoritmo M.Q.L. com os algoritmos
ME ¢ M.O.P.

Neste item ilustra-se a utilizacao do algoritmo
M.Q.L. com a forma candnica III de Kashyap, gue permite a estima
¢ao particionada dos parimetros desconhecidos.

Seja o sistema descrito pela equacio 4.12

-1 -1 -1
A(Z = BZ u, + CL7 &) 4,19
)YK ( )WK { )&K 4,1
0m
" 0,8 G,0 -
A(z"l) = T+ ’ z”l; B(Z l) = gzt
0,2 0,4
_ r0 0,5 7 1 1
C(7 1) = I 4 ' gt Vo= { I
L-0,5 -1,0 | 102
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Utilizando o algoritmo apresentado em Kashyap {31} pa
ra a construgao da forma candnica IT1T, obtém-se a seguinte re

presentagao:

)Yy = B'(%Z u je 4,138

1l

INEVARS { 1,0 e,o] . {wz,o mo,s}z“l + [~0,9 —0,2}2”2
-1,0 1,0 0,9 0,9 _1,3 0,2

g (z7hy = [1,0 0,012 % + [-1,0 -0,5]27°
~1,0 1,0 0,5 0,0

i

T+ [~1,0 0,0
0,0 ~1,0

"1 0
0 1

Rste exemplo ilustra o caso geral em gue a utilizacao da

27t [0,25 0 12"2
0 0,25

forma candnica IIT de XKashyap aumenta o nimero de pardmetros a
serem estimados.
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Figura 4.11 - Custo acumulado

algoritmos M.Q.L., M.E. e M.Q.P.
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Na figura 4.11 comparam-se os custos acumulados guando
se utilizam os algoritmos M.E., M.0.P. e o estimador M.Q.L

com
a forma candnica ITI de Kashvap.

Estes resultados evidenciam um melhor comportamento
transitorio do estimador M.0.L. e desempenho em regime arndlogo

para os trés algoritmos. O estimador M.0O.L. apresenta um me -
thor comportamento transitorio devido a sua aproximagao mais re-
finada para a equagao do erro previsto. Neste exemplo, ¢  tempo
de cadlculo para o algoritmc M.Q.L. & aproximadamente oito vezes
maior do que para o algoritmo M.E,, independentemente da utiliza

gao ou nao da forma candnica IIT. Este fato & devido ac aumento
no nimero de pardmetros guando se utiliza a forma candnica, G

que elimina a redugao de tempo de cidlculo originada pela estima-
¢ao particionada.

Como ja foi visto na secdo anterior (figura 4.10) o al
goritmo M.Q.L. pode fornecer bons. resultados com modelos de or-
dem mais baixa devido a aproximacgao realizada. Este fato sera
ilustrade na proxima secao.

4.6.2. Identificacao de um sistema de lingotamento con-

tinuo

Nesta segao apresentam-se alguns dos resultados ob
tidos na estimagao de pardmetros de um modelo experimental do ni
vel de ago liguido, no molde de uma miquina de lingotamento cone
tinuo, mostrada na figura 4.12.

Os algoritmos ME e M.Q.L. sao comparados a par-
tir da evolugdo no tempo da fungdo de custo. As medidas utiliza
das foram geradas a partir do modelo linearizado de uma maguina
de lingotamento continuo descrito em Amaral [61]. © modelo uti-

lizado para a estimagao de pardmetros & do tipo indicado na equa-
cao 4.14.
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Figura 4.12 - Elementos de uma maguina de

lingotamento continuo.

-1 - -1 S=Ly
A(Z )y, = BB u, + C(z e, 4.14
COom
T _ LHI‘ HM ] = UT
Y Hy k] ¢ Y T Mg

onde HT e HM sao os niveis de ago no "tundish" e no molde e UT

& a abertura da valvula de alimentacgao do molde.

B
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Diferentes valores de N, , N_ e Nc foram analisados sen
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A figura 4.13 representa a evolugao do custo acumulado,

em uma realizagao, nas duas situacdes descritas anteriormente.
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Na figura 4.14 comparam-se o0s erros de previsao no ni-
vel de ago no molde guando se utilizam osg dois métodes de estima

gao. A melhera ocasionada pelo algoritmo M.Q.L. & bem visivel.
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O tempo de calculc para o algoritmo dos M.0Q.L. foi duas
vezes maioxr do gue o algoritmo da M.E. Dispondo-se de uma estra-
tura paralela para o calcule de cada vetor de ganho %i O tempo
de calculo do estimador dos M.Q.L. poderia ser reduzido pela meta
de.

Comparando-se a ordem dos polinémios utilizada em cada
um dos algoritmos nota-se que nao houve aumento en NCE Certaman-
te a transformagac do modelo utilizado pelo algoritmo ME na forma
candnica 111 originari um valor de N, maior do que trés. Os  re-
sultados obtidos com o estimador M.O.L. com as ordens indicadas
mostram, como ja foi descrito na secio 4.5.2, gue com este algo-
ritmo podem ser obtidos erros de previsao pequenos mesmo com or-
dens reduzidas nas matrizes polinomiais. Obtém-se entio um com-
promisso entre a qualidade da estimacdo e o tempo de calculo no

algoritmo M.Q.L. utilizando-se a forma candnica ITII de Kashyap.



CAPTITULO 5
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5. CONCLUSOES

As conclusoces que resultam deste trabalho sao de dois tipos.
Por um lado foram apresentadas as generalizactes, para o ¢aso MT
MO com modelos ARMA para o ruido, dos algoritmos de identificacac
recursiva mais utilizados na literatura. Todos os algoritmos fo
ram obtidos minimizando uma fungao de custo na forma de um somatd
rio dos erros de previsao ponderados. Mostrou-se que a obtencaoc
de equagoes explicitas para o0s estimadores requer uma aproKimacao
linear para o erro de previsao, sendo gue os diferentes algo
ritmos caracterizam-se por aproximacoes mais ou menos refinadas.
Neste sentido foram desenvolvidos os seguintes algoritmos: mini
mos guadrados linearizado, minimeos quadrados generalizado, matriz

estendida e minimos quadrados particionado.,

Além da obtengao unificada de todos estes algoritmos para O

caso MIMO/ARMA, a principal contribuicac deste trabalho consiste

no desenvolvimento destes algoritmos para uma estrutura geral no

blicados nesta area onde, via de regra, cada algoritmo & utiliza
do com um modelo particular para o rulido. O comportamento destes

algoritmos no caso geral ARMA foi ilustrado através de exemplos

de simulacao.

Os algoritmos de identificacao recursiva foram analisados,por

outro lado, do ponto de vista da sua impl@ment&gﬁo para controle

em tempo real., Para tanto estudou-se, com especial énfase, a pOs
sibilidade de reducao do tempo de cidlculo envolvido através da

particao do problema global em subproblemas passiveis de sSerem
implementados de uma forma paralela. A particac utilizada foi a

de estimar separadamente cada uma das linhas do modelo, decompon
do © problema em n subproblemas, onde n & o numerc de saidas.

Neste sentido mostrou-se gue os algoritmos dos minimos quadrados

e da matriz estendida podem ser sempre particionados, independen-
temente da forma da matriz de correlagac do ruldo. Uma  particao

suplementar permitiu a obtencao do algoritmo da matriz estendida,

significando uma sensivel reducac no tempo de cidlculo. Os méto
dos utilizados para a linearizacho do erro previsto nos algo

ritmos linearizado e generalizado nao permitem uma partigao dire

ta do problema de estimagao. Nestes casos a particio sd & possivel
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utilizando a forma canonica 1II apresentada por Kashyap ou em casos

particulares através da utilizacao de formas pseudo-candnicas.

Como futuras linhas de trabalho sugere-se, entre outras, as

se

guintes:

1.

Analise de formas candnicas com um numero minimo de parame
tros nos modelos ou que permitam a particao do estimadoy: e}
mo ficéu demonstrado no trabalho, as formas AR, MA ou ARMA
do modelo do ruldo nao sio determinantes para o0s algoritmos,

mas sim onimero de parametros do modelo.

Empleméntagéo dos algoritmos estudados em sistemas multipro
cessadores, com processamento paralelo; a rapida evolucao da
microeletronica (14 foram anunciados pela INTEL 08 micro-com
putadores de 32 bits) permite a realizacao, a baixo custo,de
estruturas de calculo sofisticadas e a consequente imple
mentacao “"on-line™ e em tempo real de algoritmos comp lexos
de controle.

Estudo- dos problemas de identificacdo e controle descentrali
zados: a evolugao do processamento distribuido & hoje um ele
mento chave para o incremento da produtividade en controle
de processos industriais. Na literatura tém sido congidera
dos, principalmente, estudos de métodos de controle descen
tralizado, a partir da representacac de estados do sistema.

Parece-nos, contudo, mais promissora, a consideracao de mode
los do tipo ARMA e a generalizacac dos resultados de contro
le adaptativo classico (centralizado) para essa classe de
sistemas. Em particular, sera necessario o desenvolvimento
de métodos de identificacao descentralizados, que normal
mente utilizem os sub-conjuntos de medidas dos sub-sistemas

locais. A troca de informagao entre os sub-sistemas sera fei

ta de forma esporadica, de modo a minimizar os custos de
transmissao: essa informagdo devera ser essencial para a

corre¢ao dos modelos locais, em particular, a polarizacio de
estimacao.
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