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RESUMO

Neste trabhalho sao analisados algoritmos de
identificagio para-sistemas lineares, nos para-

metros.

£ feita uma generalizagdc do método dos minimos
guadrados, para 08 casns am gque a pertubagao &
ana sequincia de varifvels aleatdrias correla-
tas, a fim de se obterem estimadores nac polari

zados.

5io discutidos tres diferentes tipos de mode-
lamento do rufdo e uma versdo recursiva dos al-

L3l

gorltmos de identificacgdo, para aplicagdes "on-—
~line". Além disso & apreseﬁtado wn método gue
torna possivel o estudo analitico da convergén-
cia dos algoritmos estocasticos. Finalmente, os
algoritmos deduzidos s@o utilizados para a estl
magao de parametros de diversos processos, simu

lados em computador.
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CapITULO 1

TNTRODUCAS

problemas de identificagdo tem recebido um grande inte-
résse nos Gltimos anos por causa da aplicagac da teoria de contro

le a problemas industriais.

Virios métodos em teoria de controle reguerem waa des-—
crigio do sistema em termos de eguagGes diferencials ou as dife-
rengas e a descrigao das pertubaqées'como processos estocasticos,
caracterizados tambdm por eguagdes diferenciais ou as diferencgas
estochsticas ou por propriedades de segunda ordem, tais oomoe, a

fungho de covaridneia e a densidade espectral.

Em muitos problemas priticos, a descrigao de um sistema
& suas pertubagdes nio & disponivel, tendo a identificagdc o pro-~

posito de obter um modelo adequado.

 8%c apresentados métodos de estimagao recursiva, porgue
em muiltas aplicagles & altamente desejivel obter-se resultados da
identificacao de um processo enquanto ele estd se desenvolvendo.
por exemplo, isto ocorre no caso de aplicagoes industriais onde o©
sistema geralmente serd de ordem elevada, mas Como ha interesse
da analisar o processo em torno de wa certo ponto de cperagac, pe
ce~ge utilizar modelos de manor ordem [2]« No entante c¢om  esta

aproximagio os parametros do modelo podem variar ao longo do pro-

Também & interessante aplicar-se estimagao recursiva em
sistemas de controle adaptativo, porgue muitos controladores aﬁag
tativos sho construidos baseados na afirmagio de que €  possivel
separar a estimagio em tempo real dos parametros, como mostra a

figura 1.1.

>

Om controlador muito utilizado &€ o  regulador  “"self-
tuning” que tem a estrutura apresentada na figura 1.1, sendo a

identificagac baseada no matodo dos minimos guadrados.

Entretanto controladores mais sofisticades = ppdem  serx
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thiﬂms introduzindo-se outros métodos de identifiﬂagéo, assim es

te trabalho procura analisar alguns desses métodos.

A organizacao deste trabalho obasdece ao seguinte esque-
ma: no capitulo 2 formulam-se os problemas de identificagdo e
estimacgao. Métodos de estimagdo recursiva sac analisados no capi-

tulo 3, bem como a determinacao da ordem do modelo.

No capltulo seguinte sao apresentades vresultados sobre
a convergéncia dos algoritmos. No capitulo 5 simulam-se varios
axemplos ilustrativos e no Ultimo capitulo sac apresentadas as

conclusoes.



-3 -

CAPTTULO 2

METODOS DE ESTIMACAC "OPF~LINEY

2.1 -~ INTRODUCRO

para a aplicacgio da teoria de controle estocistico, 0
processo a ser controlado deve ser descrito em termos de uma equa
cho diferencial ou ds diferengas, linear nos parametros e as per-
tubacBes na forma de processos astocastico estacionidrios no sen-~

tido amplo, com um espectro racional.

Este trabalho procura uma técnica para determinar tais

modelos a partir de medidas das enftradas e saidas do processo.

Restringir-se~3 aos casos de equagdes 3s diferengas com

ama unica entrada e salda 2 modelos invariantes no tempo.

Can o obietive de utilizar uma linguagem comum definem~

se iniclialments os seguintes Leimnos:

fdentificacio & a determinacao de um medelo,  baseado

nos sinais de entrada e saida, de tal modo que seja - eguivalente

an processo sob Leste, segundo algum critério definido (1.

partindo-se do principio que a estrutura deo modelo & co
nhecida, estimacdo & o processo da determinagac dos parémetros do
modalo [l].

supoe~se conhecida a ordem do modelo e o8 cdloulos pa-—

ra obtencao deste valor sho mostrados num capiltulo posterior.

Para a determinacio dos parametros do modelo, distin-
gquem-se o5 métodos em duas categorias basicas: 2]

1 - Métodos de estimacac "off-line”.

2 - Métodos de estimagac "on-line”.

Estes fGliimos sao interessantes gquando as caracteristi-

cas do processo o do ruldo variam gradualmente durante O contro-

ie do processo.

Este capitulo tratard da primeira classe de nétodos,

sendo a segunda analisada no capitulc seguinte.



2.2 ~ CARACTERISTICAS DOS ESTIMADORES

Seda O Procasso

y=£4(8 +n o (2.1)

onde @ & um vetor nxl de parametros {deterministicos) desconhe-
cidos, y € um vetor mxl de medidas estocisticas {com ruide) e n

& um vetor mxl de ruido.

as propriedades desejadas para O estimador © dos paxaune

tros D fornecidas na literatura sao: [2, 3].

2.2.1 Estimador nao polarizado

pefine-ss polarizacac p Como
p =0~ é _ oo {2.2)
am gue é'é o estimador de @
Para um estimador sem polarizagﬁo vale:

D=0 | {2.3)

‘2.2.2 Extimnador consistente

-

i estimador 2 consistente se

lim P [[é - 9] > e] = 0 | (2.4)

s

onde X & o nimero de medidas realizadas & com € arbitrarianente

pegqueno, isto &, O convexge &0 probabilidade para o valor real O.

2.2.3 Estinmador eficaz

rela desigualdade de Cramdr - Rao, a matriz de erro
p=f¢ (8~-0 (8-@" &tal gue

g

- . ' -1 :
> |L+ 95 R tg}J [z:" [vgm ply:6)] [\?gin ply:@1]” ] [z+ Vo B @]°

(2.5)



no sentido que a matriz diferenga & semi-definida positiva.

o caso de estimadoras nao polarizados fem-se:

-1
P2 LE 7y 0 ply 2 0y] [y n ply : @_)]TJ (2.5.a)

onde ply : @) & = funcio densidade de probabilidade de y fixvan—
do-se @ como pardmetro deterministico.

Um estimador & eficaz quando o limite minimo da  desi-
gualdade de Cram@r — Rao & satisfeito. A condicdo necessaria e sy
ficiente para se obter tal propriedade @

=0+ El0) Yy fn ply e) (2.8

gﬁ}

it {

onde F(9) & uma fungio matricial de © 18]

2.3 - ESTIMADOR DE MARKOV

Seja um sistena de eguagoss lineares relacionando um ve

tor de varifveis y com um vetor de paranetros 9

r=EQ | {2.7)

onde F_é uma matriz conhecida mxn, @ W vetor de dimensao nxl des

conhecido e y um vetor de observagoes de dimensao nxl.

Se a observacgao & exata e a matriz F tem “rank™ n {isto
implica:m;n), facilmente se determina o valor de O gue satisfaz a
equagao(2.7) @

-

g = (£ 0t E oy o (2.8)

Se as observacbes y forem estocdsticas, entido  pode-se
dacidir fazer um nlnero de nedidas Yor ¥p7r =»- Vg © gscolher @
gqua satisfaz a equacdo(2.7)de modo a minimizar a soma dos quadra-

dos dos erros e = y - E @

com esta motivagao, considera-se um sistemna dindmico cu

fa relacao entrada/salda & descrito pela equagdo:



() = by uggy * oy WK = 1) & ..o kb Uy Loy ¥ Dy (2.9)

.‘( - g i -
ORTALS EQ{K}} & uma saguencia de variavels aleatorias normals, Y (x)
a sailda no instante K e u(K} a_entrada no instante K.
A egquaglo anterior pode ser reescrita como:
y=8b+n | (2.10)
sando y = | y{l}
y(2) (2.11.a)
i
‘ L
YALY)
U= | oull) .. ull = m
LI . . {2»1lob}
L] N
¥
UK} ve». UK — m}
b= | b
¥ (2&1}.&{})
¥
¥
b
it
n = n{l}
n(2) (2.11.4)
1 .
]
¥
n{K}
Tendo o ruido valor @8dio nulo, isto 8; E n =0 e mnma-

triz de covariancia dada por:



¥ = Enan = En(i) ni{l} ... E n{l) nim)

(2.12}

¥ ]

En(m) n(l) ... E nim) n (m)

Considera-se o modelo discreto invariante no tempo
n
v, (K m':;}:c 0, u(K - i) (2.13)

em gque se supde conhecida sua orden.
A equagéd(Z.lB)pmde gsar reaescrita, guando todos os ins=w

fantes X = 1,..., M sho considerados.

7y B8 . (2.14)

2 I(E.léaa)

a,

onde § & o vetor de parimetros desconhecidos.
_ 2 '
Minimizando—se E = [ly - g_@jlﬂwl | {2.15)
en que'ﬁfl 5 uma matriz simétrica definida positiva de  dimensao
m{isto significa um conhecimento prévio da magnitude dos ruidos
envolvidos) , o valor Stimo O & tal gue

B{0) < E(8) o {2.16)

para gualguer £ no espagoe Fuclidiano m dimensional, de onde rasul

ta & solugac:



{2.17}

I
1§
=

{2
Ja
+

e}

14

b

=

SRS N ‘ |
onds Lg? N gl representa a matriz pseudo-inversa da nmatriz

RPN

[

2.4 - PROPRIEDADES DO ESTIMADOR DE MARKOV

2.4.1 Prolarizacao do estimator de NMarkoy

voorama 2.4.1 — O estimador de HMarkov & nio polarizado se o ruldo

st

;
At‘
{

tiver média nuia e a entrada e o ruido forem inde

pendentas.
2rova:
- S S T AL SR |
g= (U N -ul uwu oy
.l H = A
-~ Ty - T4 -
o= |ty et up+a
b + -
-+ [Futyl C ot on
Se U e n sao independentes
. + .
p=b-EQ = E;(Eflilyj ?.T'%‘il} En=0
B=2

2.4,2 -~ EficiZncia do estimador de Markov

para o estimador ser eficaz & necessario gue & eqUATAD

(2.6)seja satisfeita

A ?artir da equacdo {2.10)



v anply:h) = Wy y-0 vt (2.18)
i mplg:p = Uit @yt N y-b
{(2.13)
logo:
é“—“‘ b + [E{T E.wl .‘—ET vy, n ply : RI {2.20)

portanto,o estimador de Markov satisfaz a equagao {2.6)

gque & a condigdoc para o estimador ser eficaz,

-

2.5 - BSTIMADOR DOS MINIMOS QUADRADOS

assumindo-ge o ruidc n branco, isto 8, com matriz de <o

yarifncia N = o* I a equagdo (2.17) se reduz a:

- . § : .
f‘f T
9 = [E _S‘éj oy {2.21)

Este estimador também € nao polarizado, e possul matriz

de covariancia dada por:

o e w}- —"l
cw@zza[fg] f&fﬁ(fﬁ]]

i}
ia
bad
de
i
}..J
G,
(a1
<
™
bt
1a
[
fune]
ii—ﬁ"
=
A
I
g

- -1
Covy O = 02 [HT ‘] . {2.22)

e 2 - - .
Fixando-se um certo valor ¢ para ¢ erro, @ fagil mos-

trar que a forma guadratica pode ser colocada sob a forma:

_ ,.,....ﬂ T ._"‘:,2
gg—_{g.{g 9)Ug€9_9)$0} ‘ {2.23)
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Onde Q4 5 um elipsdide com centro em 0 no espago m-dimengional
de vetores @ = [21] '
R 0 tipo e a localizagao do elipsdide sdc  deteiminados

por @ e U . Q centro do ellQSOLde & determinado por 9, a orisnta

gao pelos autovetores de U U e os comprimentos dos eixos sao:

gi - a0
AL
i
A 1, 2, ... m sdo raizes guadradas dos autovalores da matriz
]
2.0 = imﬁi@%’%&aIdh{‘?i} Dy MODELO

Até este instante,fol analisado um modelo em que a fun—
gho de transferéncia do sistema 3 descrita por um finico polino-
mio de ordem finita. Nesta sagao,& considerado um modelo generall
zado, que estima 08 parametros, tanto do numerador guanto do deng

minador,da fungho de transferéncia do sistena.

Seda um sistena din3mico discreto com uma entrada -~ uma

salda, cuja relaglo entrada/salda pode ser descrita pela equacan:

{,4

vy toaE ) T agypgy T P kel oout D ey ¥R (g

{2.24)

Pela introdugio do operador deslocamento %, onde

LYk T YR+ 1) €
' {2.25}

—

L1 _
27 ¥Ry T YK ~ 1)

e o5 polindmios:

- .....l —_
l) L 1

i
H
+
fu
et
4
[]
j
2]

A(Z

B(z7 = b 27 b, LTS S



- 1L -

a equag&o(z.zé)poda ser reescrita

o R | _ .r .
ALZE 7 YRy B{Z 73 U rry {2.26}

Assume~se que & descrigac do sistema & tal que o par de
polinonios Az ) e B{(%Z ™) nilo tem fatores comuns, isto parti-
cularmente 1nyllca gque todos os estados do sistema sdo controli~

FeiG.

Supbe-se também que ¢ sistema 3 agssintoticamente esta-
val, s;qnlflcanéo gue, para operacoes em malha aberta, o© polind-

aio A{Z ) tam todos os zeros fora do circulo unitario.

-

Hote—s a tanbén que 03 graus ﬂOb pOllﬂDmlDS &(Zml 2

B{Emi} san 08 mesmues; caso cantrarto algung coaficientes de B{Z l)

poden ser tomados iguais & zero.

considere—-se um acedslo disereto linsar, invariante no

teapo ,com una-entrada e uma salda,

Uma Forma candnica para este modelo &:

YHK{K} * alymiK - 1} Fasat anyﬁl{}{ it I‘L} = Blu {K _“1) +...F B u (K. - 1'1)

onds u & a entrada do nodelo e ¥, & a salida do modelo.
X

gtilizando a equag§0(2,25}0 modelo pode ser reescerito:

-1 -1,
B 2 7Y yytr) = Byl ") Uy (2.27)
aa&e
L A -1
Aﬂiz } = 1 + oy % Fouat O Z
__ -1, _ -1 . 2 -
.42 7 = 8y 2 ¥ By BT Feaet B, %

Agora seri desenvolvido, para © Caso do modelo generall
zado, o estimador obtido anteriormente, em vista das interessan—

tes propriedades apresentadss pelo MeSMO.
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Seguindo as mesmas linhas da segao 2.3 um estimador dos

minimos quadrados € obtido minimizando a fungao de custo descrita

sela eguagao

B=e e (2.28)
onde & & o erro generalizado definido por:
ey = 22T (v gy = ¥y (R)
() = M Yy ~ Yu (K {2.29}
ou
&y = A E ) .y - p (27 u (2.30)
(¥} ¢! (K} ¢ (X} .
A figura 2.1 wmostra como © erro generalizado pode ser
obtido a partir das entradas e saldas.
()
a +
TLAY, - PROCESSO 5 ~ ¥ (g}
- - e ~1
B, (% 1) Rﬁcﬁ }
M
FIGURA 2.1

Da equagﬁo(E.B@, para K = 1, 2, 3, ..., tea-se:

— I us - ! .ﬁ.
LE=x [9 : 3{-] e (2.31)
“fy



e — pre

B

On&e }_’”m y}o)w‘."‘.y(ljﬂm} g_"'—" ufg}'»oon;qu{z‘_m}
¥

1

V(g - 1) (® - m) Bg - 1) R - m)
[
e=y - 28 | {2.32)
’ ] . T8
onde Q=14 'Y e g = | ===
R H J - .y

A partir da minimizagio da expressao (2.28) os estimado-
res dos pardmetros a, e by sio obtidos como fungdo das observa-

:;{)::?S

“m - - m
o= |0 gl & ¥ {2.33)

s . . . e

g o= ' % 2 2 e ®AD
Qﬂd‘& ) u{{}) waasw -'Au{}- ___‘ ,.“.f O) b Y(l R m}
1 ¥t ¥
¥ 1

d {2.33.a)

¥

T ]

¥ H

Bx - 1R ) Yk ~ 1) (® - m)

5.7 - POLARIZACAO DO ESTIMADOR

fste modelo tem a desvantagen do estimador ser polariza-

do, pelo fato da matriz de ohservacio 0 ser dependente do ruido.

Teorema 2.7.L1 ~ 0 estimador dos minimes quadrados generalizado @
assintoticamente ndo polarizado se O ruido n & ge
rado a partir de uma sequencia de variaveis alea-

+8rias ndo correlatas.

gSeja o processo discreto linear e invariante no tempo.
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*® FagKey Loy Feeet a ®(K = m) = byu i _ l},+"’+lbmu{”

(K) X o~ m)

(2.34.a)

con madidas

Yy TR TP 12.34.1:)

pela equagao (2.33}, o estimador & dado por:

_nl-
5 = {9}? &} oty | - {2.35)
onde -
' T S T B t . : "
g’z e d [}i ' }é"l == [}’i ’&1 e 3 n{{}}oa aaaaa n(l . m) = ,9_{} X + 9—0 n
. . N‘j . ' ¥ ¥
g
' (2.36)
¥
Ctm - 1R - m)
Portanto
y:&l.}{(?—.kn {2.37)
onds
9= B
Qﬁ . - {2.37.a)
~ay
T
-3
4
logo
E 5 = é - E (QT Q)_l @T 0 g - QT 1 {2.38)
g = B - ¢ i 8 8y 27X = -
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fstudan-se a seguir, as propriedades assintOticas do es

timador {isto &, para um grande nilmerc de observagdes).

0 segqundo termo do lado direito da equagao {2.38) indica
a polarizagao do estimador

- |
p=E [cgf 9 [&T I .&ﬂ - (2.39)

H)
Utilizando a nogac de limite em probabilidade, tem-—se:

lim E [g] = P{lim 9} | | {2.40.2a)

Também sabe-se que:

8
P(lig A&l{K) B{K})= [P{lim A(KS} P{lim B{X}) {2.40.b)
. By

Km T oo

se A{®) e B{X) convergem emn probabilidade {(Teorema de Slutsky}
portanto utilizando as equagoes acima, obtem—se

~L

2F o TR " n
P{lim p} = | P lim P lint ~eem—tem © ~ P lim
Koo Ko X R T S
{2.41)
onde
. o] o -
~T Q ?nnin)...,..u?nnil - n) .
2 Qg 4 - 8 +9
P lim for = ' ' ' = i S
B [ { ’ ) ]
Koo , 0N
Wnn(l - n)..,?nn€0}

(2.42,a)



- T
P lim —Sfhe =
Ko K
.
T
P lim =
Koo R

Assunindo que

sitiva, obtem-ge:

1im E|o}
Hopens

- 1 -

lo---o

¥?n(l)
¥

-~¥nn(n)

b

a matriz de

covariancia C

e

WE oy oy A

jo

o

i
t

§=

i@

(2.42.D0)

& definida po-

(2.43)

Conseguentenente nic hd polarizacgac assintdtica se:

?nn(l}
ﬁ.é = '
y
Pnn(n)
igto &, se o raldo n(K}
correlata {Z(K)}
gy YA -
Corolario 2

et

{2.44)

hany x —} . . o
e gerado a partir de uma ssquencia nao

1) S O ann(K - n}

RS

{2.45)

.7.1 - A condigdc de estimador nac polarizado correspon

de a condigdo de erro generalizado “branco”.



prova:
pa equacdo (2.30) tem-se:

=1
- B (Z } Uy

_ -1,
eigy = A% ) Yx) T Py

56 os valores estimados convergen para ©s valores correg

tos, resulta:

el R T -1
ey ” AlZ 7Y . X gy + BA{Z 7} nogy T B{z &) U gy {2.46)

portanto:
o = ala™ 0L, =k (2.47)
(K) (K) (K) .

2.8 - RJIDO COM FUNLAO DE TRANSFERBNCIA CONHECIDA

o erro nem sempre & branco, portanto, &

No caso geral,
r determinado pela equagao {(2.33) pa

necessario alterar ¢ estimado
ra so obter um valor nao polarizado.
Seja o pProcesso descrito pelas equagées:

-3 . -X
al{z 7} Xy & 3{2. } U k) {2.48}

com acdidas
Yy ©OF(x gy (2,49}

supondo que a correlagao de Doy & conhecida, isto &:

_ -1
L C{z ) S _
n k) wwwwiszﬂ Ciﬁ) {2.50}
p{z 7}
onde &y A uma sequéncia de variaveis aleatdrias nac correla-
ras; a equaglo gue descreve O processo pode ser reescritba:
S
Bz ) (2.51.a)

L1 - -1 }
AT vy T BE T vy T MK
p(z"h)
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{11
S I - _
alz ) };"(.K} = B3 ) U(K) + ;{K) ’;3,5.5..»13}
onde
E(z™h) = Az ciz e {(2.52)
. _piz™h
Y (k) T (2.53.a)
E{Z7H) _
Ml "
-~ D™
M (K) 7w (2.53.b)
gLz ™

sxo as medidas e as entradas Ffiltradas do sistema.

Jsande o modelo genaralizado & operando  com as nedidas
#{ltradas, os residuvs serfo ndo correlates e o estimador sera

assintoticamente nao pelarizado.

2.5 — RUIP0 COM FPUNCAQ DE TRANSFERENCIA DESCONHECIDA

w(z
pz 1y

nio ser realista; serd entdo apresentado um novo método [5] que

Entretanto, a suposigao de ser conhecido, pode

_ ~-1 - -
procuraré estimar E(Z ) . bem como A{Z l) e B{Z l}
p(z™h
Seija © processo descrito por:
Aok -
AT gy = BT gy P (2.54)

onde ¥y 5 uma sequincia de varifveis aleatdrias correlatas.

Conforme apresentado anteriormente, assume-se o modelo
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-1 - -
& . (2 7) y{K) = B {2 l) u e, como ja visto na equa-

! 4 {K}
cao {(2.33)
- - -1 '
i T '
“@'{i) - [_% _%] ...S.E.. :z: | {2&55)
e 0 erro generalizado gy LT 2 g(i) {2.586)

s

Desde gque no linmite @ tenda para @ , o erro generaliza-
do aproxima-se do ruido e, portanto, uma boa aproximagao para es—

te Qltimo serd:

S

iy T &y - (2.37)

pPara que o estimador seja ndo polarizado & necessirio
introduzir uma transformagio apropriada nas medidas u e y. Esta
transformagao & a filtragem das medidas pelo inverso da fungio de

transferdncia pulsada que caracteriza a vizinhanga.

_ 0 ruido r, presente na medida y, sera filtrado supondo-
se um modelo auto-regressivo, isto é, o ruido neo instante i depen
deri da entrada do filtro no instante i e dos instantes anterio-
res do ruf{do. Outros tipos de modelamento do ruido serao apresen-—

tados no proxime capitulo.

0 modelo utilizado € ¢ seguinte:

-~

) Ty T bW ' (2.58)

Giz”l

2

gz ™ty =1+ glz"l +o. .+ gz 8 - (2.59)

Da equacie(2.58)para i = 1, 2, 3, ..., tem-se:

r= R gy *E& | (2.60)

onde
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R - ’;(0)““'";(5_;5; -
) (2.61)
Gt -
0 estimgdor de g{i) & dado por:
a1y = -{ R :%]“l & x (2.62)

Este astimador & nio polarizado porgue os elementos de
R sho independentes de [ )

-

A partir de Diiy determina-se o polindmio G(Zml), e en

sequida um novo estimador 8 & obtido utilizando as medidas filtra

~ P § ~ - -1 . _
das ug4y = G{Z2 7} Mgy © ¥igy G{2 ™) Y(i): Com este as?mmadar
caleula-se um outro erro, estima-se nova sequencia de parametros

da auto-reqgressio, resultando um novo estimador Q . .

Esta recorréncia cessard guando a fungao de custo atin-—

gir um minimo, obtendo-se para g , um estimador nao polarizado.

2.10 ~ RESUMO

0 método dos minimos quadrados fol apresentado, sendo
descrito pela equacio{2.33). Quando o ruido € colorido sugeriu-se
nma estimagho dos parfmetros do ruido de modo a obtexr um estima-
dor nio polarizado. Este algoritmo fol descrito pelas equagoes
(2.53) al2.62) . |
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capITULO 3

METODOS DE IDENTIFICACAD RECURSIVA

3.1 ~ INTRODUGAO

Em muitas aplicagdes,é altamente desejivel gue se obte-
nham 05 resultados da identificacao de um processo enguanto ‘ele
asth decorrendo, principalmente quando as caracteristicas do pro-

a Lod ol N
cesso ou do ruido sao variaveis com O tempo.

A identificagdo do processo descrito acima pode ser
obtida por estimagldc recursiva, isto &, a cada nova medida, modi-
fioa~sa o valor eatimado que fol calculado na medida anterior.

A transformacio do problema de estinma a0 num procedimen
P n

+r5 racurasivo também tem as seguintes vantagens:

1) Mao & nevessiria a inversado de uma matriz de oxdenm
glavada. A partir da equagao (2.21) observa-se que, se a ordem do
andelo for elevada, sarh necassario inverter uma matriz de alta
ordem; isto & indesejavel pelo tempo consumido & a guantidade de

membria rapida gue deve ser usada no computador;

2) 0 efeito de cada nova ahservagéa pode ser facilmente

incorporada no estimadox.

A segulr, modificar-se~ao o8 algoritmos deduzidos no ca
pitulo 2, de nodo aque Os parametross 4O Processo possam ser simual-

tineamente estimados - com a sua evolugao.

A grosso ROodo, a idéia serd a de atualizar ¢ estimador

a cada nova medida, tal como mostra a figura 3.1
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(R
..
59 . _
» =1 PROCESSC s = T {K)
-
® ()
_— MODE . AJUSTADQR
g{K) : Y
PIGURA 3.1
onde
2+ T 2w T EAm S
2x) ganho no instante K
£(K) erro entre a saida do processo e do modelo, no instante X

3,2 ~ ESTIMAROR RECURSIVO DOS MINIMOS QUADRADOS

Neste Item, considerando as propriedades apresentadas no
Trem anterior, o estimador dos minimos guadrados serd caloulado se

. 1
quencialmente [2].

Seja o conjunto de observagles estocdsticas mostradas pe

la equacdo (3.1) gue & uma generalizacio da equagao {2.10):

% .
}L(i) :ié'i_-@—-i-gi ) iﬁ 0; ;«, 2; 3; - 4 (3-1)
onde
&

Y1) & um vetor de medidas nxl no instante i,
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) I . T T . o
=t 21,1 € 23,1 T [“Jm nee ug "'“”]
T
32,1
t
t
)
7
11
“‘"ﬁ;l

n, & um vetor de ruido nxl

£

0 valor otimo de 8 , cbtido a partir das medidas eshto-

casticas ¥, & getsrminado minimizando-ses
K . 2
B 0 = L L E 8-y, 1

pa equacido (3.2} resulta que:

2

gl

. .
k o+ 1@ = Bl HoHg 41 &7 Tk + 1) H
0 valor dtimo 8, € tal gue

BBy} € E, ()

para qualguer 9 no espago Buclidiano m dimensional.

Das eguagoes 3.2) e (3.4} e considerando-se

-~

g = Q{K} + A G , obtem-sea:
_‘E{ ~
T ih * -
H, Ky - . =
Aet } oH ! BlK) ~ ¥ i4y) \
g

- para gualguexr A& @ no espago Euclidiano m dimensional -

(3.2}

(3.3}

(3.4}

(3.5)

que
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Cconsiderando a relagao

e -

Srn) T TS+ ; | (3.6)

onde o estimador no instante K + 1 € igual ao estimador no instan
te K mais uma parcela gue conterd a nova informagao disponivel.

Reescrevendo a eguagdo (3.3), obtem-se:

- - e T
By 1@+ 1)) " BxfQy) t L W A 8y ogy) () B 8 gyl
=0 -
- " : 2
+ g 1 9k ~ Y+ T B 1 8k pll

e - - 2
By oo 109k 1) = By T Mg 41 8y T X o+ 1) Lo+
+2 4 0° Y H B, -y ) o+
O+ 1) B+ 1 41 2y T o+ D
_ E+1 '
oy T
+ A ik 4 o1 oH H LA 9k gy (3.7}
im0
O valor otimoc A gix by que minimiza a eguagao (3.7}
com respeito & A 8. . 1y &:
BBy ® ~ Lo Hy §K+1(§ﬂ+lgtx)”i{ﬁ+19(3fa3
i=4{

K+l P .
Se a matriz inversa da matriz §OH, H, | existe e
—i =i
i=Q
K+l o o
definindo B . . 3y 7 H, H, - (3.9}
i={

Ohtem-se:



- 25 -

- - -~

o) o= T —-
Sy "8k TE H {*«(K s 1 " oe 1 B!

(K + 1} =K + 1 (3.10)

pPara o caso de uma saida, isto &, n = 1 rxesulta:

e -

- - o ~
S+ = 9% *ERmepEEFD Gy "B ETD Ey)
(3.11)
(=]
-1
K+l " - -1
Per o+ 1) ) B4, .o [:Q‘(K + 1) UK + 1) J (3.11. )
i=0

com a matriz U{K) definida pela asquagao (2,11.b)

A partir da equagdc (3.11.b) e utilizando a identidade
{3.12)

o p Y
p P -1 A A a ai A" A
(A' A+ aa (zx A) (3.12)

onde A & uma matriz e a um vetor, resulta gue:

. e e R P 1) Sk ey B (3.13)
ER o+ 1) T ~K) ()

o T
com YK = 1+ uiz 41y By B+ D) (3.14)

Utilizando as equagdes (3.13)e (3.14) a @CAIACAn PAara o

estimador pode ser reescrita CORo Sague

Y

%k + 1) 9—(&3 o o) BE x 1)

T o
(Y(K) - Wr o+ 1) ﬁ{x}) (3.15)
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A equacao {3.15) também pode ser vista como:

-

Py 2(x + 1)

(3.16)

ks T &y * E(R + 1)

Y

{K}
onde
e =y - ut E (3.17)
{X + 1) (K + 1) ~{K + 1} -{K) )

@
ﬁiﬂ denota o estimador de € , baseado em K medidas.

)

£

O residuo £k + 1) & o arre de predigac, representado

pela diferencga entre o valor medido Yk + 1) e o valor predito

ET{K . 1).9{Ks;”

0 par ( 8, B ) representa 0 menor nimero de variavels,
caracterizando os dados de entrada-saida, que devem ser atualiza-
dos ao longo da estimagdo. Esguematicamente este fato &€ represen

3.2

»

rado pela fiigura

@ 1

NOVAS
MEDIDAS

s

NN § S

Y(K + 1}

D B by
> Bg oy o1y

FIGURA 3.2
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A partir da equagao (3.9), observa-se que a matriz 2 %)

5 simdtrica, o gue portanto sd & necessirio atualizar os elemen-

cos da matriz de um dos lados da diagonal principal.

Neste ponto deve-se ressaltar que este estimador & idén
tico ao estimador de minimos quadrados obtido no capitulo anteri-

or, podendo-se portanto afirmar que:

EI:-{:‘}-(K) ] = 8 | | (3.18}

-

] - v T
Cov [%{) ] Ewy Yo By Py (3.19)

Se n & uma sequéncia de varidveis aleatdrias nac cor-

. e 2
relatas, com matriz de covariaancia N = Gn_£ y Obhtem—-ge:

Cov [9(1«43 ] = ol B | (3.20)

e consequentemente P 3 proporcional & matriz de covariancia

do estimador.

rinda sobre o estimador sequencial observa-se, das equa
goes §3.13) e (3.15), que este metodo & simples e facil de ser
aplicado, devido & facilidade de tratamento de suas equagoes por

computador.

Permanece a restricao, do ruido ter de ser branco para

que o estimador seja nao pelarizado.

3.3 - ESTIMADOR RECURSIVO DOS MINTMOS QUADRADOS COM O rUTDO MODE~
LADO CQMO AUTO-REGRESSAQ

No capitulo anterior verificou-se que o estimador dos
minimos gquadrados resulta em valores estimados polarizados, se a
seguéncia de ruldo & correlata. A técnica apresentada, no fim do

capitulo 2, para resolugac do problema acima mencionado, consiste
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em filtrar os valores abservados (u, y) de modo a se obter resi-
duos nao correlatos e consequentemente estimadores nac polariza-

%
I
O .

A seqguir, modificar~se—~& o procedimente apresentado no
ftem 2.9 de modo a transformi-lo num procedimento recursivo (6],

(2], [10].

Parte-se do Item 2.9 no qual, além das formulas do es
timador do processo, foram deduzidos as £ormulas do estimador dos

parametros do ruido, isto &, dos parametros do erro generalizado.

Como o8 valores observados, naguele Item, eram filtra-

dos, a egaagao (2.55) pode ser reescrita como segue:

11
-~ g\ . ke
I N v A
Sy ~ {'Qxxj_ 2(%) J 2 L (3.21)

onds gfﬁ} representa & matriz de regressao das medidas  filtra-

das @ X?K} o vetor de saida filtrado.

Da equacgao (3.21) obtem-se:

-1
- T T
- - ¥ ¥ ¥ P
9k + 1 [*%(K + 1 Y+ D ] Sk o+ 1) Lx + 1)

QF B QF : DF T\ yF
R 2(x) LK) 2 (&)
Pr wFT FT F
Y o+ 1) Yo+ 1) B o+ 1) (v o+ 1)

£3.22)

e uf u’ I
et L+ 1) T TR A L - | SR TR 4 L - )

2!
1
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Desenvolvendo a equagao (3.22) de nodo andloga ac reali~-

zado no Item 3.2 resulta:

P W ' o,
A - o = (K} —(K + 1) F _F -
Y
{X}

De

- -1
=} ={K) —(R) .
o -

FT ,

v = 1w, P, mE
(K3 - 2{g + 1}y —{E} =K + 1)
resulta

T

g

¥
PR Swoe 1y Bxor 1y B

5 {3.25}

o= P
—~{K + 1) —{K]}
Y(x)
Em seguida apresenta~se a equagdo recursiva para a deter
minagio da funglo de transferéncia do ruldo, levando-se em conta
que o ruido estd sendo aproximado pelo errc entre a saida verdadel

ra 2 a salda do nmodelo.

portanto o rulido gue atua na (K + 1)-ésima observagao da

salda & estimado utilizando-se a eguagao {3.26)

- Iy - .
- . ; .
rxen S ¥®aA D TS8R+ Txo+ D (3.26)
o gue permite que a eguagao (2.62) seja reescrita como:
- T - oL T
. lE(K; Rx) Bxy Iy
g P e B v AE—en i A —— B i T -:»—u-am»-n—
(K + 1} rlT rl rlT :
I={K + 1) ={K + 1) (K + 1) (X + 1)

{3.27)



rf .y L
1 -
onde L+ 1) [ T+ -1y °°° ¥ + 1 - p) } €

«':zl B - Ed b
Ey [rm r(m]

Temando as equacoes (3.12) e (3.27) e desenvolvendo de
modo andlogo ac caso anterior, obtem-se o estimador dos parametros

do ruido, gque & colocado na equagdo (3.28)

R B
g o+ 1) 0 Lw)

T e
1
" (r + X q )
£+ 1) (K + 1) (K + 1} (K} (3.28)

. 4 (x)
A = 1 rlT 0 rl {.3 2
2y 0 T Bk o+ 1) =) SR o4+ 1) .29)

_ T i

.. = | Re. R

2={K} —{R) —{E}

£
1 ¥
P .. T O
. _={K) (R o+ 1) ={K + 1) =K}
Q;(_K 1y 2 gy a {3.30}

(K}

Portanto com a utilizagdo deste métoda obtem-se estimado

reg recursivos para o8 parametros do sistema e do ruildo.

3.4 - METODO DA MATRIZ EXTENDIDA

o método de estimacio dos parametros, apresentado no
{rem anterior, & baseado na afirmacio de que o ruido pode ser re-

presentado pox uma auto~regressdo, isto &,

- m_émif N S (3.31)

r i o
K g™
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. -1 -1 -0 o

onge  GlZ = 1 + Z taowt Z e -
{ ) 9, 9y . LRy & uma se

suBneia de varifveis aleatOrias nfo correlatas.Contudo, este méto-

Ao de modelamento do ruido pode se tornar incoveniente gquanto ao

niimero de parametros envolvidos.

Torna~se, portanto, necessario introduzir uma descrigao
completa do tipo média-mdvel-auto-regressae, para a fungao de
rransferencia do ruldo, a fim de diminuir o nlmero de parametros a

gerem estimados [7] .

Esta representacio & mais adequada, porque a dinamica do
rtdo & tratada da mesma maneira gue a do processo, isto &, por es
timagdo dos termos do numerador e denominador da fungao de transfe
réncia e do sistema linear invariante no tempo, gue caracteriza o

ruldo.

O método apresentado no Item 3.3 estima separadamente os
parimetros do processo e os parametros do ruldo, enquanto gue © ne
todo que sera deduzido a seguir, média-ndvel-auto-regressio, esti-

ma simultansaments 0s parametros do processo € do ruido.

Seja o processo dade pelas equagdes:

A{zml} Y(K) = B(z“l) “{K) + n(K) | {3.32)

2,270 Yy T BlE ) ugy te - {3.33)

Como uma boa aproximacaoc para o ruido € o erro generali-
zado, supor-se—a que o ruldo possa ser descrito como a saida de um

£iltro com entrada do tipeo ruido branco, como descrito pela equa~

cRo (3.34)

-1 | |
1+ Cyla ™) . - (3.34)
(K)

Py (2™
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gtilizando a equagéo'(3.34) e possivel reescrever a egqua

cho (3.33), resultando:

I | N -1 _ —1 -1
ﬁmﬁz } Yix) = B {2 7 gy Dmiz y gy + CM(Z } Q(K) 4+ Q(K)

M
{3.35}
onda Aﬁizﬂl} = 1 + alz“l bt @ 2R
BM(ZWI) = Slz“l Fouat BZTT
DM(ZWL) Lo 512Ml“+«$¢+ 5 2%
Cﬁié j} - Ylg”l o YSZWS

fem-gai
=208 +& {3.36)
Oudﬁ X Bl i Y(:L} a
%
¥ (k)
ggoj"°"u{lmn)iy(0)""'y(lﬂn)15£0)“"'gi%wsjinte) ..... Riyog)
é‘}» e F * 1 ¥ ¥
1 _ f i 1 § l t. l ¥ ;
gty ot S (R [ (k=10 0 Y (ken) [ P (R-1) 7B (k) [P UR-1) 7T P ()

o
i

1
R
it
]
12

[P
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a 7 B N
@_x 55_ 5.2 ‘:(l)
A 5123
l '
4...-6 !
LT Lxy

Deve ser notado gue a ordem do processo e do ruildo $20

aszumidas conhecidas.

analogamente ao deduzido para 08 rmininos guadrados recur

givos, no item 3.2, obtem—se:

-

Py By + 1) T

ke T Lt Yk o+ 1) T ZE D o 337
Yy
2w o p
o S0 2 o+ 1) K 4+ 1) ~(K)
P+ 1y T Em : (3.38)
Yix)
= 1 4w L.p " (3.39)
Yxy (g + 1) ~(K) K + 1) y
.c{.{:l —— u u .
©iw o4 19 A I N S A3 R Y+ 1-n)"
a(K)’ e g{x + 1 - s}’ Bygyr =t Dg 4+ 1 - s{]
(3.40)
onde

.

r e n sac valores estimados dos elementos da matriz ¥ e N respectiva

mente, obtidos a partir das seguintes equagbes:

- T

gy T Tk T8 (3.41)

©(R) B (x)

TE(K)
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- T g
= o - L’JZ v I ¢ -
(R} = {X) Y (3.42)
"Qm}J
= WLyt YR~y Y -1 0 YR - n) @

- - £ e

g - 1) "t CR -8 MR -1 T TR - s)

Portanto as mquagﬁas {3.37), {3.38) e (3.39) represantam

o estimador  para wa modelo midia-novel-auto-regressac.

3&5

- RITDO MODELADO COA0 MEDIA-MOVEL

No item anterior considerou—sge um professo, <o relagéa

entyrada~salda, degcrito por:

‘”"ml %z = *ml 7
A 3 ¥ (%) B 7 oy + 2y {3.43)
a aodelado por:
-l _ L~ '
R N SR U S B ¢ (3.44)
~ 1+ GM(Z“l)

onde. a2 - Ty - A

(K} (K} -1 (X

DM{Z 3

e , 7
nde que D,

Un caso particular deste algoritmo resulta guando s su-

1 s - - '
) = 1, isto &, guando o ruideo & modelado como un

processo média-movel 18] -
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Este modelo também pode ser usado para modelar  sérieés

temporais, isto &, sem os parametros de B, .

pnalogamnente, ac {tem anterior, obtem-—se:

Lxy T R8T L (3.45)
ongs agora

Ll{g) IS ‘uu{}.““'ﬁ) il, ""y%({))a aaaaa "'"Y(l”n} } cio}oooyauc(lws)
iiom ¥ ] . §

¥ : ] i ¥

. . - - -

gty geny bV ken) T Y geny | Rre1y b (s

{3.46)

B

pestas eguagdes resulta o algorlitmo média-mével descri-

to pelas equagoes abailxo

- P W '
- = 0 =K} —{K + 1) _
ke T w7 S o+ 1) (3.47)
Y(x)
. s e L Em S+ 1) 2k + 1) B . 18)
Ko+ 1 =K L )
Y (x)

Y

T

&+ 1 S Y+ n 2+ (3.49)

4]

- £3.50)

l._l
+

mT o W
Yy Brg o+ 1) ) A + L)
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-

E:{l - . . : -
B{xel) T L“{K)“-' Yx+1-n) TY(R) T (R4l-n) SR Cgmlms}]

{3.51)

Entretanto, como nao & possivel medir L gy - faz-se uma

aproximacao deste valor por L(gyr onde:

- o

T o
Smy T Y T %m 2k o- 1) {3.52)

3.6 - VERSEQ DOS ALGORITHMOS EM TEMPC REAL

Para a estinacao de parametros varidveis no tempo, 0s al
goritmos deduzidos neste capitulo deverac sofrer algumas altera—
coes. deste caso, devido a evolugao dos parametros, deve—se dar um
maior pesco as Gltimas medidas feitas, em relagao as anteriores.
Uma maneira de atingir este obietivo, consiste em modificar os al-
goritmos deduzidos, introduzindo um fator de ponderagao gue atue
mais sobre as Gltimas medidas. Por exemplo, no algoritmo dos mini-
nos guadrados, este fato pode ser representado modificando-se a
equagao {3.11.b)

T
3 T
Yk v 1) B+ 1) T I € Lix) } [C %x) ] T2y Bg o+ 1)

- {3.53)
oo 0 < g 1

Esquematicamente, esta idéia & representada na figura

3.3 ' _
4} PONDERAGAD

+1
e o -
: : | o
K1 X ftempo
K+1

FIGURA 3.3
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Desenvolvendo {3.53), resulta:

=2 =1 -1 -2 T

TPk TEm TR+ C fx+) (3.54)
Bendo p = C2 , Obtem—~se: {3.55)
-1 ~ -1 T
Praen T fRuwo PR P 3-50)
-1
- i
" _ { Hix) ¢ 9(1{)
By " Hmoe By L+ 1) o T )
mm + 1) Sk o+ 1)

' -1
. ri! . ) ) T ) -

i

" ) T

-l -1
’r T -
( wim) H{K)\) Sk + o1y By o+ 1)(((3 _Q(K}) € ?nucg\) =

T

L+o " %1y B B
P -1
-1 Py B 2+ P Ew
TP Em T -
' o+ u(v + 1) 2qxy B o+ 1)
P ="+ | » - P a ax o
Ews+1 ~ P Py TE@ R+ 1) B+ 1) =(K) {3.57)

Y (%)
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'1{ = | zp + uTn‘ . P n,. . . ' (3 58
{K) ={K + 1y ~(K) ~{K + 1) .58}
Ja foi mastrado que:

- T

O+ TEmaen Yo L+ 1) (3.59)
Portanto
N -1
t 1 '-;«‘ T o
o N NS © Ruo L € ¥(x)
9k o+ 1) e e - e
I T
Pl 1/ R =~k + 1 Yo+ 1
(3.60)
= ¢ ety + u ul .
Ty Yixy Yk o+ 1) S(x o+ 1)
.2 . _
|l Lo Rre D YR+ D ] (3.61)
: B 1 uT P, '
ok S(K)Y ={K + 1} =~{K + 1)} =—{K} "
s Py ~ -
Yy
p Yo o1) Y@® o+ 1)
P S Y * - (3.62)
o - @ T -
N A T B ifm{yfx) 2R o+ 1) *@*(K)} - (3.83)
B Bk or 1) (3.64)

4
.__éx) )
Y



onde p & o fator de ponderagao.

A infludncia do fator de ponderagac {p} no comportanento
transitdric e estacionirio do estimador serd analisada no capitu-

io 5,

OQuando s3o estimados os parametros do sistema e tambén
os do ruldo, hé necessidade de mudangas nas equacdes obtidas no
item 3.3 , para que as fltimas medidas possam influlr mais gue as
anteriores. Isto deve ocorrer porgue o estimador do sistema opera
com dados filtrades que.variam continuamente com o desenvolvimento

do processo.

Mos oubros dois algoritnos apresentados, tanbém & neces—
sarin introduzir ests fator de ponderagao, porque, no infcio, o8
valores estimados sao pouco confidveis e consequentemente obtém~se

maus valores estimados para O ruldo.

A introducic do fator de ponderagac e as modificagoes
efetuadas nas eguagoes dos algoritmos sac andlogas s modificacgdes

anrasentadas anterxiorments parvra O algoritmo dos nininos gquadrados.

o

3.7 - AUMENTO DA TAXA DE CONVERGENCIA

tig estimadores podem, er algumas condigoes, convergir
mnito lentamente. A magnitude das variagoes dos estimadores, em ca
da passo, depends do ganho K(K} ., gque geralmente decresce com O
tempo. Pode oworrer dque o ganho se torne muito pequenoc, de modo
que os estimadores demorem a atingir os valores corretos. Uma wma-
neira Obvia de evitar este fato & awmentar © ganho K{K}' e qué poO-
de ser realizado, cono no pardgrafo anterior, introduzindo um  fa-
tor de ponderagdo. Entretanto, pode-se verificar (seré mostrado no
capitulo 3} qua os estimadores finalizam com os slementos da ma-
rriz de covaridncia maiores do gque 0S obtidos sem o fator de ponde
racio. Para resolver este problera introduz—-se um fator de pondera
cao variavel no tempo [7] , o seguinte tipos

+ {1 ) {3.65}

P + 1y © Po Po

onde p & escolhido tendendo para 1, (por exemplo 0.23) .

0



A eguagdo (3.65) mostra que 0 g, tende exponencialmente para a

unidade gquando o nimero de medidas cresce.

Esta mudanca pode ser encarada como uma  generalizacio
do algoritmo em tempo real, generallzaqaﬂ esta que permite URA
paior ponderagac nos primeiros valores estimados, além de que, €O
o o fator & construido de modo a tender para a unidade, a preci-
sao dos parametros estimados serd melhor que aguela chtida no

Y+em anterior.

Ooutra maneira de solucionar este problema & introduzir
o fator de ponderagac constante, um poRco menor do gque a unidade,
para e determinado nimero de nedidas, {por exemplo 3060 a 4007 ,
romancdo~se a partix desta o fator de ponderacgac igual a unidade,
o gue obriga a varifancia do estimador nao ser muito maior que a

cstida sem o fator de ponderagac.

3.8 - INICIALIZACED D05 ALGORITMOS

valores iniclais dos parametros 0., € da matriz P .
deven ser Fornecidos guando se inicializam gquaisquer dos algo—
ritos anteriores, A matriz R(O} deve refletir a confianga nos

valores iniciais de 8 -

Se os pardmetros sio completamente desconhecidos,  uma
escolha comun & coloca~los ignals a 2ero €. neste caso, 0s elenen
tos da matriz de covariancia devenm ter valores elevados {por exem

plo 24y = (10 % 100) I , onde I & a matriz identidade) .

Se existe una aprQXLmagao iniclial para o8 parzmetros do
sistema, esses valores podem ser usados como condigao inicial de
5 . Neste caso os elementos da matriz 3{0) poden assumir valo-

iy .
100y 1Y, traduzindo

ai.a

res "pequenos”, (por exemplo E{O) = {10

o

a confianga inicial nos valores fornecidos para 8Biqy -

3.5 - DETERATHACAOD DA ORDEM DO MODELO

Na pratica a ordem do sistema deve ser conhecida, <©aso

contraric, S€riog erros ocorrem por modelamento errado.



Assim & importante dispor de alguns métodos para

arminar esta oraern.,

g

ge de~

nescreve-se nesta secgac um método para avaliagao do nd-

mero de parametros de um modelo.
gistema fazen-se estimagoes para modalos de diferentes

analisan-se os residuos, ou seja,

Considerando
e=y-8@=80+0"
e = (8- *+n

. T _
= Bo= 8 2 onde
st

Quando nao se
liza~se o algoritmo GOl
cao.

fungho de custo.

centes, virias fungoes de custo sido determinadas.

gm seguida, a ordem do modelo & aumentada, obtendo-se

repetindo~-se este procedimento para

Ao
ordens €
a fungio de custo (2], [i7].

A fim de determinar a ordem

o modelo generalizado, obtem~se:

w9 (3.66)
{3.67)
e & o erro generalizado e E & fungao de

tem nenhun conhecimento & priori , inicia
modeln de ordem 2ero € ealcula-se esta fun
nova
ordens cres-

A ordem corrsta

4o modelo & encontrada analizando estas fungoes.

S, por exemplo, WD moda lo

mo ., oW m¥G .

ir gue & necessario um de malior ordem

critiric.

Seija
= v~ 0 0
& T ¥ T Xg 7y
[
EVRE Al U P

Para Be conparar

de orden g e outro de or-
um modelo com outio € concla

- -, P
& necsessarlo definir—-se

i
logo Eq = gé gq {3.68)
Logo B, 7 gi ey (3.69)
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nefinindo-se a variavel

TR VAt
X = e ' ' (3.70)
Emf{K - m} o

onde K & o nimero de medidas realizadas € X & uma varidvel alea—

tdria distribuida segundo F? : g , que para K>>m & uma gui-qua-~
Az
drada m -~ g ), ge o ruido for gaussiano (1], [2], [3] .

pafininde um erro admissivel de 5%, da tabela da gui—gua

drada, sabe-se ques

el 5 M1
p L‘R“ (11 < 3 = 95 (3.71)
Desta manelra, obtido © valor de X pela eXpPressan
) ped
{3.70), se X > LA E, a orden m deverd ser utilizada COMO
wm o~ q 2

: A
- -~ F 41 S
g para um novo procedimento,ate gue X < HWWHMQW adotando-se en—

tao g como a ordea deste wodelo. 4

3.10 — RESUMO

Meste capitulo apresentou—se & versao recursiva para OS

algoricaos de estimacao do caplitulo 2.

Algoritmo dos minimos guadrados recursive.

£ N

. T (3.72)
Bk v 1) T R -

TRk Bk o+ D) [?(K) TR 1) S(R)

T

P Sk o+ 1) B+ 1K)

Pz o+ 1) - 2K {3.73)
Y(x)
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Yo = L+ u Pix) 2 3.74
(%) Heg 4+ 1) ={R) —{(K + 1} : {3.74) .

Algoritmo auto-regressivo.

- - 2 () 9*—%: + 1) |F wr -
8+ n ~ 2w T W+ " Y%x+n S| BT

Y

(K}
o FT :
P, W, P
| _ LBk Sk 1) (K 4 1) S(K)
Bl + 1) 7 (K (3.76)
)
- | i
- e o IV i _ T -
, ~ My B b, 1
i‘iﬁ{ + 1} - EJ-\},{) a (3- (K + 1) + -I-:”(K + 1) i(l{)) {(3.77)
(K)
T
1 1
O Ero 7 Q _
o 8 By B D) <K
Qi + 1 TR - (3.78)
(K)

LORD

¥ .
N B0 F Y F
o+ L) [“‘(m Vg a1 - m g T w1 - m)] (3.79

W - .. . . .
2 sa0 as medidas filtradas no instante K .
w % Y ®

FT P
Y T TR ¢ ) R B L) (3.80)
\T - R | |
g+ S| T TR+ L -p) | (3.81)
- T - .
F(g) - o (3.82)

gy = Y TS )



w B4

= 1 L Tre . (3.83
degy =1 * e o1y B0 B+ v .83)

Algoritmo média-mdvel aute-regressivo.

- P

p - () B+ 1) T
2 + 1) T 20 T - [Y{K + 1) TR+ Q—{K}:\ (3.84)
' (K}

TE P
Bry Bk v 1) Bk + 1) S(K)

By = (3.85
v 1) 7R y (3.85)
{K)

it

oy = b 1 . 3.86
(%) L e o1y S 2o+ 1) { )

Qrgery © u{ﬁ}”u(i{--hlmn)yﬂ{}”y{_"{{-i-lﬂn)z;(K}"K"‘(K-ﬁl”s)ﬁﬁﬁ)"'.{'Ei'i-l-s}il

oY

(3.87)
A L H 3.88
ey T Y T 2w | B (3.88)
TE(K)
: : 2 3.89
b T M T x| Lo (3.89)
2x)
L ] | (3.90)
iy T [u(K—*l} see WK - n) TR~ 1) ““y{.K-mnE] :
w'E - - - B 1 _
2 = i
2y [%wa see Big -5y ko~ 1) 7 R - os) (3.91)
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aAlgoritmo média-movel

i bad P LEVIrE
S ) Sx + 1) |
S+ T 2w 7 (3.92)

Y(x)

T
Prgy S + 1) S + 1) )

B+ 1) 7 P {3.33}
T(®)

- - T o
g o+ 1) T YR+ D T ORK D) K | (3.94)
. e 1+ wr P w, . (3.95)
TSR T SR O B S S Tt C S 3.
T o - 7
9igely [“{x)__”*“{g_u~«n} “¥x) Y (K1) Tkt B rel-s) | 3089
: L O | (3.97)

Sy T Y T ¥y SR - D)

Heste capltulo rambén se apresentoud um método para deter

minagio da ordem do aodelo.
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cAPITULO 4

CONVERGENCIA DOS ALGORITHOS DE IDENTLIF ICACAO

4.1 ~ INTRODUGAQ

0s algoritmos deduzidos shic equagOes as diferengas esto—
casticas nao lineares, variaveis no tempo, com propriedades de con
vergéneia dificeis de serem analisadas. Outros pontos importantes

sic a consisténcia do estimador e a anicidade da solugao.

Uma das possibilidades de se estudar os algoritmes con-
siste na simulagao dos mesnos atraves do Método de Monte~Carlo, pa
ra evitar possivels erros devido g particulares sequéncias de rui-
do. Entretanto tal tipo de similagao avmenta sensivelmente o tenpo
de computagdo e a memdria requerida, podendo ser substituido  por

mbtodns analiticos conforme descrito neste capitulo.

Ljung (8], [9] fez uma primeira tentativa para  andlise
dos algoritmos deduzidos no capitule anterior e mostra no seu tra
palho como wm sistema de equacoes diferencials crdinidrias determi-

nisticas pode ser associada com © algoritno estocdstico.

seste capitulo as principals idéias de Lijung sao apresen
tadas, dando—se uma introdugao heuristica da solucao encontrada pa
ra a associacio dos algoritmos estocAsticos com uma eguagao dife-
rencial ordindria deterninistica e o0s principais resultados obti-

dos.

4.2 — ANALISE DE CONVERGENCIA

Para gue se possEa exenplificar,de maneira mals compreen-
sIvel,o proposto no item 4.1, 5 feito um estudo heuristico do algg
rItmo estocastico, descrito pela equagac {(4.1), que & uma simplifi

cagao do algoritmo dos ninimos quadrados apresentado no capitulo 3

(8], (9], [321 -

. = - 1@ '
Seja O = 2k -n T B T : (4.1)



e

com “y T Y T 2w 2k - 1) (4.2.2)

o E*d'”(}.\’.j = |:M‘Y(K — l);n-ir Q{K " l)fbu--f E:(K “' l)’.,] {4.2;}3)

onda ® gy & o vetor gue contém as informagoes das medidas ante-
riores ao instante K e Q(K} & o erro entre o valor medido no ins

tante E e o valor predito da salda neste instante.

portanto e .y = e {K; Q{K w1y Sk -2y S0y’ ©

Wiy TR Qe gy Qg - Dyt 2o
A interrelagaoc entre Q(K}, € ¢ Yx) dificulta sensi

velmente a andlise do algoritmo apresentado.

gntretanto,pode ser feita uma simplificagaoc supondo-se

gque o estinadoy converge para um certo valor QC .; neste  Ccaso as
P &

fungoes Eig) © By fendemn para.as fungoes Eegy £ {K"@cj &
5 . _

Wy T M respectivamente , obtidas das equagoes (4.2.a) =

£(g) T RK, ) 2 -

{4.2.b), substitulindo-sa g(.) por gc .

Pendo—-se como base esta afirmacgao, pode-se concluir que

" -3
as fungoes £ e w , tenden para ¢ (N , Q{N _ 1}} =)

W )

i - . .
wo (i, Q{N'* l}) respectivamente, quando N»= , Visto que da squa-

- -

cao {4.1) conclui~se gue a diferenga Q(K} - QIK - 1) decraesce a

medida gque o valor de K aumenta e gue de modo geral o estimador

g(?} varia lentamente quando o valor de K cresca.
portanto da equagao (4.1} resulta:
- - AT
) 1 T
ke Ty v ) N By B4 (4.3)
i=K+1
: - B+T yi :
- _ - 1 % - * -
g = £ - a X ; 4.4
9x+m -2 T L T %G, 8., TG 80 a8
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Da equagac (4.1) vé-se gue a diferenga O -

S
(K} ~{K - 1)
varia lentamente qguando X tende para infinito, sendD portanto
necessario um grande nimero de anostras, pox exenplo T, para gue

o estimador sofra uma pequena variagao.

Esta variacio € causada pelas variaveis aleatorias
iy
*

# ) Cad » l
B 6.y SHa, 8,0 7 as quais tem aproximadamente O MeSMO Va-
~{i} {1)
s *
lor médio Ei w - € o . Logo & razoavel assumir gue a
2(x, @) (K, @) T 4

variacio do estimador & proporcional a este valor, isto é&:

p I B (4.5)
Qg amy = 2wy T 2k, ) (LK, 0) _ | :
KT 4 |
onda A v o § o e {4.5.a)
=K+l T

A equagao (4.5) pode ser vista Como uka aproximagao da

equagio difevencial ordindria descrita pox:

m

.l B -
ar —~{1} {1) ]

(4.6)

5 PR B - *
onde E[QJ £ £ix, 9) “lx, 9

4.3 - OBTENCEQ DAS EQUACOES DE LJUNG

Relembrando os algoritmos dedyzidos no capitulo anterior

£a3cil mostrar gue eleg podem sex unificados como sSegue:

{43

. -~

. _ a.7.
S+ v % YEx s+ (D) ¢ a)



« B (K + 1) :
(o4 LY (4.7.0)

K} 2(K + 1)

e

t_}
“’i‘
je
P
?'ﬁ
-
!

R Sk + 1) %Ko+ 1) S(R)

it

Brg 4+ 1) Pk

{4.7.¢C)

. 7 7
Lt ey w1y By %o+ 1)

onde @ e 30 calculados para cada algoritmo de

“ E R
o4+ 1} {€ + 1)
acordn com o apresentado no capitule anterior.

Utilizando o mesmo argumnento apresentado no ftem anteri-
or & possivel mostrar [8] que uma equagio diferencial ordinaria)

(Houacan de Liundd Lambsia pode ser assoclada com O algoritmo des-—

crito pelas equagoss (4.7) . Obtendo—se COmO resultado:

) = -1 :
S T 2 R
“ {4 3 8}
B = G 72

N =" E E. s}:&T y
ond2 () ~ 2w, @) FiE, 8) ©

o oxF *

0 % & o8]

Y, @ Y, 9

| A obtengao das equacdes de Ljung € trabalhosa e da-
morada, sendo apresentada  em 181\, Em particular demonstra—

. * _ ) . . .
se qua, sendo B 0wl conto singular do sistema de equagoeas difs

*® . ~
renciais (4.8}, tal gue Q(K) = § & una solucao assintoticamente

estével,_entﬁo Q{K) gerado pelas equacoes (4.7} tende para @%

cop probabilidade 1 guando K tende para infinito [8] . As tra-

jetdrias das equagbes {(4.8) sao as trajetbrias assintoticas das
equagdes (4.7) que diferem de un dado valor § da trajetdria cor-
respondente, Q(t)" Este desvio torna-se aypltrariamente peguena

gquando K tende para infinito.
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A partir do sistema de equagdes (4.8) encontram-sa  Os

seus pontos singulares, baem como a natureza de cada um deles.

Os pOSleQLS pontos de convergencla da equacac (4.8) per

tencem ao conijuntoc D gue satisfaz D m~{a Xf{e ) = O 7.

Verifica-se facilmente que o valor verdadeiro £, Sempre

pertence ao conjunto D. Por exenplo para o algoritmo media-nmovel

ancontbra-se:
£ £ " E* {4.9)
H ) = w * .
={a,} {K, 8, (X, 8.) ‘
r ¥ o~ 1) \
j (4,10)
s .
Hy{Khw nal
YK o~ 1)
3
. 4
2, T ° . ‘x0T 2
(K - ﬁb)
Sk~ 1, 80
]
¥
| Sk - nge 8

Entretanto o conjunto D podera conter mails pontos sin-

gulares, além de @ rodos estes valores devem ser analisados.

B=st A
por se ter associado ao algoritmo (4.7) a eguagdo dife-

rencial ordindria (4.8), & natural assumir que as condicoes de es~

rahilidade do sistema de equagbes diferenciails ordinarias (4.8}

: * _ - -
linearizados em torno de 9 = 8§ ¢ R~ Qia*), 530 as condigoes ne
- - e "
cessArias para a convergencia do algoritmo {4.7) para & € D [8]

— ; k4
Linearizando~se a eguagac (4.8} em TOrno de- 9 =@ , ob-

tan-sae:

ONICAMP
BiBLIOTECA CEMTRAL
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- - . . d -l
4 = 3,k N f
527 2Eh | 2D s ?—gggl 2 (4.14)
8 lg=0o |
AO = Goix, H, % A O (4.12
27 2N =@yt = -12)
&
d
-§ #* = .
Bo™y = o R . | (4.13)
8 Tle=8 -

Se a mabriz Q{@*) for inversivel e todos autovalores

da matriz g}é*) ﬁ(B*} riveresm parte real negativa, conclui-se

% - . -
que 6 = 8 & um ponto singular estavel, portanto o algoritmo <on

verge para o ponto O .

Em seguida, para cada algoritme, determinar-se-ac 08 pos
sfveis pontos de convergéncia, isto & todos os elementos do conjun
to D

O primeliro Ccaso a sex tratado, na determinag%a dos pon-
tos do conjunto D, serad o nétodo dos minimos quadrados recursi-

v, gue & um método eguivalente ao método dos minimos guadrados.

pPara este caso & facil mostrar que a solu ao 6 & uni-
_ . gdo g,

CA.

pa equagao (4.8} tem-se:

I

{th
(@
g.

E *T W * - :
Yk, 0) S(k, ©) | (4.14)

pPara os minimos quadrados recursivo resulta:

EP I i ) - | :
(&) g, o) V¥ T RE — (4.15)

irn

j@
W
]



- % = F 2t * & o % %

G Yk, 091 2 = T P T Bw Q {4.16)
Para §(é*} = 0 obtem~se da eguagao (4.16) - gue:

S o]
B8k, oy Bk, 9 {Qv R a4 . (4.17)
- . . o et E *T & % N oy - + * r >
Como a matriz Y, o) E(K, 9‘) e definida positi~
- & L . B
va (i3] , O = Qv & a Unica solucgao da equagac (4.17), e portan

v o unico elemento do conjunto Do

Para o algoritec dos minimos gquadrados generalizado re-
cursive, oande o ruldo & estimado supondo um nrodelo auto-reyressi-
vo, Soderstrom [13], [14] nostra gue, para relagao\sinalwxuiéo**
auito mator do que a unidade, a scolugao @% x-gv & dnica; caso

contrario miltiplas solugoes poden ser obtidas para E(B*E = 0 .

A associagdo da equagdo diferencial ordindria ao algo-
ritao estochAstico, ndo & ainda suficiente para determinar se os ou
tros doks algoritmos recursivos apregentam outyros pontos singula-

res, aléa de ﬁv .

4.4 ~ ESTUDO DA NATUREZA DOS PONTOS SIMGULARIS

Neste Ltem serfo feitas consideragoes sobre & natureza
dos pontos singulares do sistena de equagoes diferenciais, <omn ©

intuito de se determinarem 0S pontos estaveis.

Para o método dos minimos guadrados recursivo, a solugao

a=8, aldm de ser Unica, € seupre estavel.
Como fol visto no item anterioxr, para gus ocorra a esta-
bilidade, & necessario gque os autovalores da matriz Gzé*) H{g*)

tennam parte real negativa.

#% Dafinido no capitulo 5
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portanto a partir da eguagao {4.8) obtem-se:

T g =
-1 % *
:k;_ - = E iu_hl 5 3 _@— 1; : (4-18)
(9, ‘{ (K, gv) (¥, QV;}
e
4k %
By T o PRk 9 "9 ' (4-19)
G g=4a_
-~ = Sy
rogo
. ri‘l ‘,. ‘Il .
4d * Fi % a #
i1 F¢ .l w,, £ .. + oW i
{2 )} = ~{K, 9} (¥, 8 —(X, @) (K, @)
v dg S g =8 M vidy Qg = 0
= -y _ = s ey
{4.20)
& 0y .
Como e, g T Yy T 2K, @ (4.21)
_ T
e Yy T 2w g TR (4.22)
* ' : '
obtem-se €, g ) = Lgy {4.23)
, ._V . i
lagb
T T
d ® * = ; vl * =]
Tk, 9 Sk, 9 E{%:}} 53 2, 9 | °
6 8 =8, | 9 0= g,
{4.24)

pois S Q{K}} & uma sequéncia de variaveis aleatdrias nan correla-—
i .

tas com média-nero.



Portanto a equagao [(4.20) po&e'ser reescrita como sagues

—
i
|

. B ‘ »T a ,,: .
Hoy = %%, 8) 4 (K, 9 (4.25)
3 v o, - _
L @ 0= g
- Sy
as a % L% _
0 0= g
= -
portantao
oot = = (4.27)
] 1 wl; - - o -
= ey .
Entio todos os autovalores da matriz gzé ) ﬁ{@ ) 2340
Ayt Ny
iguats & -1 ., e consequentemente O & una solucdo estavel da

eqguagaco diferencial oridindria e o algoritmo dos minimos guadrados

recurslivo converge para @V .

Entretanto, o seqgqundo algoritmo, minimos guadrados gene-
ralizado recursivo com rufldo auto-regressivo, pode, sob determina-
das condigdes, {relagao sinal-ruldo muito menor do que a unidade),
aprasentar outros ponkos no conjunto D gue razultam amn solugées
estiveis [13], [14], ou seja, © algoritmo pode convergir para va-

iores diferentes,dependendo da inicializacaos

Para os outres dois algorituos pode se mostrar [8], cQe
ale
no segua abalxo, que o valor o = gv pode produzir solugoes ins-
tavelis.

- . ) _ ' : %
Da egquagao {4.12) observa-se que, para Jgue g = Qv apre

sente solugdes estaveis, & necessirio gue a matriz Q(@ ) seja in
-y

versivel e gque todos 08 autovalores da matriz tenhan

-1 _
G H,.
(0 ) —(8_}
. R -7
parte real negativa. _
para o algoritmo com modelamento do ruido por média-nd-
vel, mostra-se &a segulr que pelo menos uma das condicdes acima Ao

& satisfeita.
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Saja'a processo:
;-‘“",l R r"'"}. ’f“""’l )

cnde A, B e C sao polindmios de ordem Rye Dy e n, respectiva~

mente e wa modelo com a mesna estrutura do processo.

Das equagoes (4.9} e (4.13) obtem—se:

1 _ d %+ & o (4,25
2o T Ta 2k, 8 (g, 9) .28)
. ] ' . Q=0
T : r_[j :
d * * . * __éw *
B =55 8, 9 Sk, o) "R, 8 5 f(&, @
g g =82, o 8= 8,
(4.29)
para o algoritmo madia-~movel, tem-se:
B = _ Uy .
Sk, @ T 9 Lk, 9 | (4.30)
Portanto:
f =t | (4.31)
£ b - - -
ir‘: 9w) (I{}
Logo
T ¥
3 a  F % o a _
t g'-_ _:_“9_{"2; g) EEK, _@ﬂv) E C{K) E d @(K, g} 0
2 8= 5, 9 =9,
{(4.32)

pols {;(K)} & uma sequéncia de variaveis aleatdrias com média ze
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Portanto a equagac (4.2%) pode ser reescrita como ssgue:

i Elw - £
=(3,) 2%, 9 g (X, ©) (4.33)
O 8 = 0
Para este algoritmo tem-se que:
c(z ™ | |
Portanta )
d * ~ 1 T |
= ) T ssme—— 4,
T R T S (4.33)
9 0=,
Substituindo a equagao (4.35) na eguagao (4.33), obtem-
Bda
K = £ wh.. Q onde Io= w*T {4.36)
=g, =) UUK) | 2(x) T UK, @) -

portanto o trago da matriz ﬁ(O ) pode sexr escrito como:

+ nb[fg @ gy ﬁ{K}J + nc£=E 2 (x) C(K3]

{4.37)

L d

B T "'a{“E (k) Y()

orde

~1, = T S T
clB™h T Ty O By Ty o CE ) T Tty

Assunindo que a seguéncia de entrada {;Q{K)} tam ca—
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racteristicas de ruldo brancoe com variZncia unitiria e gue

Egiff;%x 1 , entio a covaridreia da saida & dada por: [15]
{'\.._\,j
-1 S
- I 1 1 B(Z) B{(Z 7} c{z) c(z ™} 5
B0 Y = et L |az
2wk 2 C(%) 1 a(2) alz 7 a(z) A2 )
|2]=1
{4.3%)
b S § + - £ by
portanto tx Q{Q ! (na nc} ny E Yy Yk {4.39)

"’V -
como £ Yy Yir pade ser feita negativa, o trage da

matriz o4 poderd ser positivo e a matriz H., tera pelo me~-
Y =y

nos um autovalor positivo on com parte real positiva, portanto po-

de ser encontrado um exemplo onde a matriz terd auto

~1
: €00 o)
valores instavels. .

Os autovalorves da matriz Gwl H podem  entdo ser
=(9,,) (8,
caloulados através de processos numéricos.

ixemplo 4.1 @ Seja ua sistema descrito por:

-1 S | -1

A{7 7} Yy T B{Z ) By + C{E& 7} Cx) {4.40)
onda

a{z”ly = 1 + 0,az”l + 03953"2

glz ™) = gL

ciz™hy = 1+ 1,527 + 0,7527%

Utilizando-se métodos numericos para calcular os avtova-

lores da matriz QIé )-ﬁ{@'} , Obtem-se um autovalor complexo,
- ~

com parte real positiva, cujo valox numérice € {0,164 3§ 1,379).
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Portanto o valor verdadeiro @ € uma solugdo instavel.

& simulacao deste sistema & apresentada en  detalhs no

capitulo 5.

4,5 — CONSTRUGAO DE UM ALGORITMO MEDIA-MOVEL QUE TENHA SOLUCEQ ES-
TAVEL PARA O VALOR VERDADEIRO |

Neste Item procurar-se-a mudar o algoritmo anterior de
modo gue o valor verdadeiro @, resulte sempre em solucoes asta-
veis [8] .

Seja o algoritmo

9y T 2 -1 TR (£.41.a)
P, Z : .
. _ By Ex + 1)
SR T e | - (4.4L.b)
L L e 1 2 R+ b
s P A1) ik + 1) B (4410
Pk + 1) 7 (R - .Al.c
L Sk 1 Boo Axo+ D
N - 3 é L=
) T TR - D OBEK, O o) (4.41.4)

't Z g : * s -
onde £y & definido pox

-1

C. {2 = Q(K)

K~ 1 )-5-(1{}

A egquagio diferencial ordindria associada  as equagoes
{4.40) serd anBloga A eguacaoc {4.8) [8] . onde

bt

=€ 7" (4.42)

L{9) 2k, 9) Sk, 9)
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T
_ % ®
Sy 7 ® Lk, © Lz, 9)
C o ‘
@ m{ﬂ 8) denota , analogamente a w(K ) a funcao obtida se
E{ ) “for calculado utilizando um parametro £ixo Q{K)'
Da equagao (4.41) resulta que:
'I’ . ’1‘
£ = E 1 = E 7, (4.43
Loy = Pl o Sk, 00 T T Ak, 8 f) )
T
£ = € Lk, o) TR (4.44)
...,-v
logo, como na segac anterior, obtem-se:
d T ' *
. - “ z 4.45
B = o Flw o fwoo (445
0 0= 9,
T
H - €2 @, (4.46)
onde a partir da equagao (4.41l. )} temw—se que:
S = ., | (4.47)
—{X, EJV} —~{ ¥}
Portanto

-1 }'{T *Ii:g' -1 . T ; ’]
So0 gy T [t Lk, o) icﬁ,gv)] ) ["‘ ik, o) =&, o aJ

T

(4.48)

S, Hey

UNIicamMP
PUIOTECA CEMTRAL
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Logo ¢ valor verdadelro Qv & sempre um ponto de conver

4.6 - RESUMO

Neste capitulo foi apresentado um método que torna possi
vel o estudo de convergéncia dos algoritmos estocisticos. Este mé-
todo associa a cada algoritmo um sistema de equagoes diferenciais
ordinfrias e, a partir delas, estuda a sua convergéncia.

gtilizando este procedimento, mestrou—se que © algoritmo
dos minimos guadrados recursivo tem sempre uma dnica solugdo esta-
val, snguantd que © dos minimos guadrados generalizado recursivo
com 5 ruido modelado por um prOCesso auto-regressivo pode apresen-
car mais de uma solugho guando a relagao sinal-ruide nao € muito

malor do gue a unidade.

Aldm disso, foli introduzido neste capitulo uma alteragao
do algoritmo média-mOvel, para que O mesmo convirija para o valor

vardadaeiro.
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capPITULO 5

RESULTADOS £ COMPARACDES DOS METODOS APRESENTADOS

5.1 ~ INTRODUCAO

03 métodos apresentados anteriormente foram simulados
exaustivamente e neste capitulo os principais resultadcs sac apre-

sentados comparativanente,

-

fistuda-se a escolha do fator de ponderagac, ben como €
foita a andlise de un exemplo em gue um parametro de processo & va

riavel no tempo.

dos ontens Ttens sho apresentadas simulagoes com os tres

tipos de modelamenito do ruido, deduzidos no papitulo 3.

Por fltime & sxemplificads a determinacgao da ordem do mg

dalo.

5,2 ~ SISTEMAS 3IMULADROS

0s sistemas simulados sao descritos pela equagac:

.1 S S cez-l .
AlZ T Y(K) BEZ ) u(K) + C{Z ) Z{K) {5.1)
onda
P -1 s 11
BLZ Ty = 1 4 alz 4., F ané
b r_l R | r#}* -
Biz &) = Dlé towat bnz
e o1 ~Ti
C{z ™) = 1 + ¢y 7 o FaLt <%

Estes processos sao modelados pox:

2

-1 1
G Yy T OB ) U Y Sy

{5.2)

-~ - "'”'}_
& = = H{Z ) Q(K)

(K)
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( CM(Zdl) algoritno média-mbvel
. 1 {5.3)
& H{Z ) xi 1/QM(Z y  alyoritao auto-reygressivoe
¢, z”h o (a7t i 223 aemdvel
M /DM %Z. 7}y  algorltmo media-movel e auto~
~ ~regressivo
Neste capitulo sac apresentados resultados para os s
gquintes pProcessos: '
1 p, - gistema de primeira ordem
Azt =1 - 0,827
Bz™h = 27t (5.4)
iz hy = L+ 0,?5“1
2} B, — Sistena oscilante de segqunda orden
ar™hy = 1 - 1,88 F 40,7277
p(z”h = 27t + 0,527% (5.5)
ezl =1 -2t v 0,227
3y B, - Sistena de sequnda ordem de fase nao ninima
azly = 1 - 1,42527% + 0,40627°
sz h = ~g,1022" % + 6,173274 (5.6)
izl =1 -2t + 0,227
4) E@ - Sigtema de segunda orden
Azl =14+ 0,927 + 0,950
-1 -1
B(z ) Z (5.7}
ciz™h = 1+ 1,52“1 + 0,?52“2
O sinal de entrada foi escolhido como sendo uma seguen-—
cia binaria pseudo—aleatdria, porque este sinal, excita todas as

frequéncias do sistema (2], [%3] -



0 ruldo g, foi obtido a partir de um gerador de nime
ros aleatdrios, produzindo uma seguéncia uniformenente distribuida

Cepnbre -~1 e +1 .

Nos sistemras simulados, a anplitude do sinal de entrada

foi escolhida conforme a relagao ginal-ruido desejada.

A relagdo sinal-ruido %« & definida pox:

2
5 O,
— 5 sendo (5.8}
. 5
k)
2 : '
Y, gu P T A
g5 = e H,(zy B, {2 7} — {5.9)
Y 2 LS 1 1 ¥ %
‘ [Z2i=1

onda Gi & a poténcia do sinal de entrada e

n-1
o Af{z) = & 7B 4 oa 20T ...t a
i (4) = L com 1 2 ot 510)
- ' _ n o=l
B{Z2) = bOZ + bld R bn
62
e o2 = b iy (2, (2 (5.11)
27 13}xl pA
onde 02 & a poténeia do ruldo e
. ez - n ' ' ' _
5, (2} = 277y com C{z} Col  te..t (5.12)

As integrais descritas pelas equacdes (5.9) e (5.11) sao
facilmente calculadas numericamente [16] . Portanto, gonhecendo
oz walores das integrais e a potencia do gsinal de entrada e do rug
do, pode-se calcular a relagio sinal-ruido definida pela equacao
{5.8) . '
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5.3 - ESCOLHA DO FATOR DE PONDERACAOC

A influéncia do fator de ponderagads uo

estimador &

analisada no ezewmplo a segulr

sxemplo 5.1 1 Beja O processo descrito pors

YiK)

G0

-027

= —={,5u

x -1 T Sw

AP S - X

nnnnn

conportananto do

~ {34 /-o--«a-u-.;\“/gg..-.;‘ w-—wﬁ.,‘n&jah.m&—-m—-—.# . e &
*Q;G—-‘ \ﬂ_ el iann .
5;0 ma_;
&
FIGURA 5.1.a o= 1 b(Ol = G P{O) - 10
VAR (b) Lo~
1000 MEDIDAS 6,50 x 10
a2y
[iLER3
'“‘Q.‘?"‘
B 'M’G'“#—* ,‘,7"_' " ety hd S b
e e e et - —
P B0
4]
FIGURA 5.1.b o = 0,99 h(O} G P(O) = 10
VAR {b) - -3
1000 mapIpas - or0 ® 10
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~024

A S s UAS A
AT A ARV ARY

: ) _ 5%& . 1000
FIGURA 5.1.¢ 0 = 0,95 bigy 0 Poy = 10
VAl {b) = 3,42 x 1072

1000 HAEDIDAS

o2y

{8380

“0{2' H

, \ k“**x' /\ ot ,;\ /ﬁ\ A r\x‘
AV VA A VAV EAVATARGS) \

11

3
1 N 1
SO0 wnose

&

PIGURA 5.1.d p = 0,9 b(O) = { P(G) = 10

VAR (b} s E -7
1000 sEpIpas - 2190 ¥ 10
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Nas figuras 5.l.a & 5.l.d observa-se que O estimador
converge mals rapidamente, a medida gue o fator de ponderagac € di
minuids. Concomitantemente a varidncia do estimador & aumantada Co

mo visto pela equagaoc (3.49).

Para melhorar a precisao do estimador e nac diminuir a
taxa de convergencia, sugere-se a uvtilizagao de um fator de ponde~

ragae varidvel no tempo, isto &;

Pgy = Po Pg -1 T YT Po)
ongda O (x) & o fator de ponderacac na K-dsima medida e Py = 3 e
Proy = 07
ger
et e
""‘”Qz'
"E‘:.;ﬁ‘.— 11 " - - - —* irdy Sl * - ¥ it
—0EF \Mmqa_»f“"“"”““fﬁnﬂkﬁﬁafa—
T 500 1000
.FIGURA 5.2 b(G) 0 (0) 10
VAR (b) = 6,03 x 1974

1000 HMEDIDADS

os resultados obtidos utilizando este fator de pondera-
cio sao apresentados na figura 5.2, verifica~se que a varidncia
do estimador & diminuida, isto &, a precisac do valoxr estimado au-

menta.

Outro métode gue permite aumentar a precisao do estima-
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- dor consiste em utilizar o fator de ponderacgao menor do que a uni-
dade somente nas primeiras medidas {(por exemplo 200-400) . O resul-

“adn obriido com esta téonica & aprasentado na figura 5.3.a~5.3.¢

N - i it w pame e il Rt 3

.S 2 \nw.._/’w” ¥

o s40 1009

FIGURA 5.3.a b({}) = ) P(G) = 10
o = 0,93 até 200 MEDIDAS

VAR (b} 4

1000 MEpIipas — °or43 x 10
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-G /thA/{*ﬁ#"_ T e et o i S e e
ek \hjwaﬂxy/
. 5éa 1060
el
TG RA 5;3&3 b£0) = {} P(G} = 10
p = 0,95 até 200 MEDIDAS
VAR (b} - T
1000 MEDIDAS 6,70 x 10
UES
i
ﬂ,{.?;\
i
A
—Q._”-T !\
o ~ e
- 5.1......—.L.......--——-—-— "y __-\\W/’w_ iyt i *
A
| f :osé
"%“‘" ftale]
o
TGO, = o= l
FIGURA 5.3.¢C b{O} G P(O} 4!
o = 0,90 até& 200 MEDIDAS
vaR (b} 4

1000

MEDIDAS

= §,90 x 10



Conclusoes
o As figuras 5.1 a 5.3 mostram gus 2 escolha de  fator
de ponderagao deve ser um COMprouisSso entre a taxa de convergencia
ca
0
&

e a "precisao” desejada.
Na pratica tamben deve ser levado em conta que as
pertubactes podem varisr com

smpo. Utilizando O fator de ponderagao menor do qgue a unidade,
o nos parametros.

raa*eristiaab do processo ou das
ssivel que 08 algoritmos acompanhem esta variaga
plos mostrou gue o valor

3080

pos
- A experi@ncia com multos exem
do fator de ponderagao entre .30 & .95 ate aproximadamente
madidas e depols igual % 1 oferece os melhores desemnpenhos de
cransiborio e precisao final do valores estimados.
5,4 — BESULTADOS DO AFTODG DOS. HINIMOS QUADRADOS RECURSIVO
Utilizou-se o algoritmo dos minimos quadrados recursivo
P, P, & Py inicialmente com ruido
1L e a segulir com ruido "colorido” , ou
m 5.4, 5.5, 5.6.

na estimagao dos processos
-1
} 3

consoante indicado en

wyanco, isto &, ClZ
\ g PP &
seja, con polinomlo CiZ 7}
wa figura S.4.a @ apresentada a simulacdo do Pprocesss
a Ii . 5.4.b com ruido "colorido®.
sho apresentados ambos 08 I'g
5.6.a ¢ 3.6.b

?1 com ruido branco e na figura
das Figuras 5.3.a 2.5.5.0
sultados para O Progesso PZ , enguanto nas figuras

considera o processo Py .

Ui
Y

5.4 a 5.6 pode-se varificar que:
estimadores serao

Conclusces
05

Baseado nas fLiguras

} Para o caso de rulde "branco
&

Auzido no capitulo 23
!icg

estruturas

nao polarizados, CORO de
2) 0s estimadores serdo polarizados quando o ruido e
1o e o sistema tem

porgue naeste c©aso © node

lorideo”
diferentes
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Através de simulacOes também verificou-se que aumentando
a relagdo sinal~ruido pode-se reduzir o desvio entre o valor verda
deiro & o valor estimadso, mas ASsSRO assin o estimador serd polari-

zado.

5.5 ~ METODO BOS MINTMOS QUADRADOS GENERALIZADO COM O RUIDOD MODE~
IADO POR AUTO-REGRESSAO

Este matodo foi simulado para 08 processos Py, Pys Py.

0s resultados sao apresentados nas figuras 5.7 a 5.11.

principais Conclusoes

-

- para o sistema de primeira ordem, figura 5.7 , obser-
va~s3 (1e 03 estinadores tendeam para os valores corretos apbs pou-
eas wedidas {aproximadamsnte B0 100), encquanto gue para os siste
mas de sequnda ordem, figuras 5,8 & 5.9, a convergéncia € mais

lenta;

- B possivel aumentar a taxa de converg?ncia deste algo-
ritmo, inicializando os parfmetros do ruido corretamente, quando
os mesnos sio conhecidos. A simulagao desta situacac & apresentada

na- figqura 5.10;

- De acordo com o capitulc 4 este mé&todo apresenta uma
anica aolugao quando a relagao sinal-ruideo & muito maior do gue a
unidade, caso contrario existirdo miltiplas solugdes. Nas figuras
5.1l.a & 5.11.b apresenta-se um exenpld de primeira ordem {procesg
80 ? }  cue ilustra o exposto acima. Verificou-se que, dependendo
da 1n101dllza§am, obtem~-se solugpes diferentes, ou seda, o valor

verdadeiro nic & a dnica solucdo possivel.

5.6 - SIMULACAO DO ALGQRKTMO pes MINIMOS OQADRAJOS GENERALIZADD
cov O RUIDO MODELADD POR AQTO*Q&GREQSAQ £ MEDTA-MOVEL

-1 1

Seja o processo P, onde c{z™™) = 1 + 0,327 e

} =1 ~0,527F .

Caso 1 1~

Na figura 5.12 apresenta-se o resultado da similagdo
do processo degecrito acima, com O rulde modelado por auto-regres-

sa0 a méﬁiaﬁmével,'isto er

(3
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Portanto o algoritmo egtimard tanto os parametros do nu-
merador como do denominador da fungido de transferéncia do ruldo.
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Caso 2 i
BA ;}‘H“ﬁ?"{ﬂ TRO vw\iﬁgz TRO “vﬁoiw

2000 MEDIDAS

a, ~1.5 -1.510 *t.038

a, .7 : LTS t,039

by | 1.0 1.003 *t.047

b, .5 .492 t.048

) = =1.0 ,,??8 +.103

d, e ©L151 t.102

TABELA 5,1

A tabela 5. apresenta os resultados para o ©aso onde

i
o modelo para o ruldo & uma auto-regressao.

Neste caso o modelo de ruldo & descrito por:

= G
(= " TR

Portanto o algoritmo estimard o gquociente dos polindmios
D(z"l)fcizwl}, o gue equivale a estimar os coeficientes da equagao

{5.14}

1

Py T N ()

1 - 0,85 2

3

+ 0,2427° + 0,0722 ° 4...

Gy “2 dy

Neste exenplo verifica—-se que um modelo de segunda ordem

& suficiente porque d, & muito psgqueno,



Caso 3 1=

As tabelas 5.2 e 5.3 apresentam 0S resultadaé obtidos

para 0s casos onde o modelo do ruide & interpretado como uma né-

612}

dig~mdval, isto

-+
-

)
ey = )t

portanto eske algoritmo estimard o guociente dos polind-
mios C{Z“lfﬁ(zwl} , 0 que equivale a estimar os coeficientes da
equacgan (5.15) '

4 -5

“1 49,4972 + 0,2q ° + 0,1g © + 0,05q

= (1 + 0,8qg

ey Foann) {;(K}

{(5.15}

Observa-se das tabelas 5.2 e 5.3 gue un aunento no na-
pero de parfmetros do modelo do ruido melhora os valores estimados;

este fato ocorre dado gue sO o parametro Cg 2 desprezivel.

portanto, verifica~-se gue, estimando por média-mbovel, o
wodelo devera ser de nalar ordem do que o modelo para estimagac au
ro~regrassivo. Isto ocorre &l partlcular gquando, 085 paranetros da

auto-regressao decrescem mails rapidamente que os de média-mdvel.

principal Conclusap

-~ pste algoritmo permite nodelar o rufdo como média-mo-—
vel ou auto-regressao, possibilitando-se, Como mostrado aclima, a

utilizagio de modelos de menor ordem.

5.7 - 5iqahﬁgga DO ALGORITMO DE MINIMOS QU&DRADO GENERALIZADD COM
o rRUIDO MODELADO COMO MEDIA~MOVEL

Este método foi usade para estimagdo de wodelos de pri-

meira & segunda ordem.

Was Figuras 5.13 e 5.14 sho apresentadas as evolugoes
dos parametyos, para realizagbes do processo P, e P, respectiva~-

mente.
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PARAMETRO vgg%xgg IRO E‘s%%{jtzno
2000 MEDIDAS
ay - =1.5 ~1.512 *,044
a, T .712 t.043
b, 1.0 1.010 *,.050
b, 5 .491 *.050
¢y | ? .3 N .745 t;ogg'
e, 4 .359 F.120
Cy .2 .140 i;ogé




....87._.

PARRMETRO | gpdfoisiros EgiigibO
200 MEDIDAS
a, ~1.5 -1.500 *.046
a, ' .7 L1707 043
by 1.9 - 1.005 i.QSO
b, s | .493 *.050
N .8 .755 i.099.
e, oA .395 T.123
ey .2 .228 T 122
c, .1 L107 if095

TABELA 5.3
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$imula-se a sequir o exemplo apresentadc no capitulo 4,
sem a modificagdo sugerida, onde os valores estimados Mac conver-
gen para os valores verdadelros.

Como visto no capitulo anterior, O processo P4 apresen

ta auvtovalores na matriz g;é } ﬁie ) com parte real positiva, e
v v

portanto este algoritmo nao deve convergir para o valor verdadeiro.

qa tabela 5.4 , onde sioc mostrados os parametros estima

dos, vé-ge gue, mesmo guando O algoritmo € inicializade corretamen

te, onorrem valores estimados diferentes dos verdadeiroes

YALOR VALOR

parkupTRy | VERDADEIRO ES’JL’IMAD?4
p = 10 ° I

2000 MEDLIDAS

a4 .90 .902 *.012

a2 -95 .930 *,012

by 1 1.012 *.047

oy 1.5 41,238 r.071

Cy .75 .381 f.o073

TABELA 5.4

_ Utilizando a modificacao sugerida no capitﬁlo anterior,
& sirmulado o mesmo processo com condigoes  inicials nulas e
E(G} = 10 I . Observa-se na figura 5.15 gque o algorltmo converge
para ¢ valor verdadeiro, coamo era esperado teoricamente.

Principais Conclusoes

- Fator de Ponderacdo: a escolha do fator de ponderagac

igual a .96 at® 500 medidas foi a gue forneceu melhor pracisao.
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Com o fator de ponderagidc igual & unidade o algoritmo tem uma taxa

de convergéncia muito lenta para a estimagio dos parametros do

A0

»
UL

- Convergencia: analogamente aos casos anteriores, obser

va~s5e& gue a estimagao para o sistema de primeira ordem convergs

mais rapldamente gue para 08 sistemas de segunda ordem.

5.8 ~ SIMULACAO DE UM SISTEMA COM PARAMETRO VARIANDO WO TEMPO

. Para demonstrar ¢ desempenho dos algoritmos guando os pa

rimetros variam no tempo, discutem—se os resultados da simulagao pa

ra um exemplo simples, (sistema de ordem zerc), com o parametro b

varianda deterministicamente gomo mostrado na figura 5.16.

Seja O procasso:d

+ 11

Yy T P Y@ (K)

coxn 1 (£}

|
-
i...i
+
o
..-.'3

o &
i

131

Z

®

o ' ‘ -
100 1000 medidas

FIGURA 5.186

Os resultados obtidos sao apresentados nas figuras

a 5,18,

5.17
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Observa-se gue com o fator de ponderagac menor que & uni
dade o algorlitmo acompanha melhor a variagao do parvametre b, mas
ok

varifncia assume valores malores, come previsto teoricamente.

5.9 ~ EXEMPLO_DE DETERMINACKO DA ORDEM DO MODELO

Para exemplificar a idéia apresentada no terceiro
capitulo, para a determinagdo da ordem do modelo, foram feitas si-

mulagoes para O segulnte processo de segunda ordem:

+ u + O,Su( +

Yy = 2V -1 7 Cr7Y(x - 2) (K — 1) x - 2) F iy

-

FLSt g Ly TR - 2)

Ma tabela 5.5 sao fornecido os valores da fungao de
custo para varias ordens do nodelo e con a ordem do ruido assumin-

do ns valores L a2 2 .

ORDIM MODELO | ORDEM RUIDO | PUNCAC DE CUSTO

1 1 4,24

2 1 1,79 (%)

3 1 1,80

4 1 1,81

1 2 2,98 |
Z 2 1,80 (®)

3 2 i,31

4 2 1,81

(%)} ordem escolhida

TARBELA 5.5

Heste exemplo, tanto para o modelo de ruido de primeira

arden como de segunda, obteve-se © nesno nodelo dO Processo, pois



o coeficiente do termo de segunda ordem do ruldo é muito menor gue.

oz de ordem inferior.

5.10 ~ COMPARACKO DOS METODOS DE ESTIMACROQ

Neste Item apresenta-se nas tabelas 5.6 e 5.7 os resul
tados da simulacao de um sistema de primeira e unm de segunda ordem,

para ¢ método dos minimos guadrados, média-mdvel e anto-regressivo.

Das tabelas 5.6 e 5.7 verifica—-se que modelando coxre-
tanente o ruldo, e arelagéo sinal-ruido nao sendo muito bai=za .,
tanto o algoritmo auto-regressivo como a média-ndovel produzen valo

-

rog esbimados corxrelos.,

EXEMPLO  5.10.1

sistema de primeira ordem {Processc Pl) com 2= 30 &
2000 medidas | N
8,., = 0
P o= 10 1
. o "
g VALOR MINIMos MEDIA~ AUTO~
H XL ES »Th .
| PARBAETRO | gupnapiIRO | QUADRADOS | ~MOVEL ~REGRESSIVO
i
| .
i a, -.8 ~.846 t,020(-.799% t.002) -.799 f.004
1
| _
: by 1. 1.007 X.045] ,999 T.002] .999 f.o10
| I
i
% ' :
| oy W7 679 T.052| .740 f.1s50
|
E

TABELA 5.6



EXEMPLO 5.10,2
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5,11 - CONCLUSDES

-~ A partir das simulagCes conclui-se, como esperado teo-
ricamente, gue o algoritmo dos minimos quadrados recursivo produz
valores estimados nzo polarizados somente guando o ruido & "bran-

co" e portanto quando isto ocorre, & intersssante utilizar este

Sigtena de se TOOESE0 97} comn g - 10
_2000 medidas _ =
= 0
940y
Proy =401
I VALOR MINIMOS MEDTA~ AUTO-
PARAMETRO VERDADETRO! QUADRADOS ~MOVELL ~REGRESSIVO
;
ay - ~1,389 r.025(-1.492 *,040i-1,499 *.q032
a, .7 .596 t.o0240  Le92 f.o3s| .701 *.002
by 1.0 1.017 *.p045) 1.002 %.120 .999 t.go02
b, .5 .596 E.os1t .so02 T.ieal  .499 %.002
ey ~1.0 S ~.983 T,095] ~.987 %.098
<, .2 — 207 Foooal L1797 ooy
TABELA 57

CoE



nétodo de estimacido, porgue O MESRO requer um menor nimero de cdl-

culos e consequentemente um menor tempo de computagao;

- 0s outros métodos considerados, desenvolvem modelos pa
ra os pardmetros do processc do ruldo, necessitando portanto de

maior tempo de computagao.

- Para © auto—regressive ©0s parametros estimados conver—
girao para os valores verdadelros se a relagdc sinal-ruide for élg
vada. Por outro lado, se esta relacao & baixa o algoritme  obtera
valores estimados polarizados; neste caso a convergencia para o0s

valores corretos dependerd da inicializagao do algoritmo.

_ - Para o algoritmo'hédiaﬂmével foi mostrado que o algo-
ritme inicial poderia nao convergir para o5 valores verdadeiros,
conforme mostrado no exemplo (4.1), Com a introducao de modifica-
gées,'mcstrouwse.qua o mesmo apresaenta boas propriedades de conver

gancia.



Para estudos futuros sugere—se a andlise de métodos pa-
ra a determinacao da ordem do modelo que'nﬁa levem em conta a ne-
cessidade do conhecimento & oriori da ordem do ruido, assim como
a aplicacado dos algoritmos estudados em controladores  adaptati-

vos, e a determinacao de algoritmos de identificacao para siste-

mas multivariaveis,
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