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RESUMO

Nesta tese desenvolvemos itens das dreas de Estatistica, Matemdtica e
Comunicacdes dentro da Engenharia Elétrica. Da 4drea de Estatistica, considera-
mos os itens da Andlise de Correspondéncia, Reconhecimente de Padrbes e Teoria
de Decisdo. Na drea de Matematica, a Teoria de Grupos, Corpos de Galois ¢ Topo-
logia, e da drea de Comunicagbes, Codificagdo, Modulagdo e Modulagso-Codifica-
da. Todas estas 4reas possibilitaram um encaminhamento estruturado nos campos

de Codificagic de Fonte ¢ Codificagdo de Canal.

No contexto de Codificagio de Fonte, mostramos uma forma dtima de
codificar os padrdes Via Andlise de Correspendéncia (AC) até entdo, ndo utili-

zada dentro da drea de comunicagdes.

Com respeito a Codificagio de Canal, mostramos que os conjuntos de
sinais simplex cujo mimero de elementos € da forma 2“, nEZ+, sao rotulados com
elementos dec grupos, cujas caracteristicas sio comutativas, ndo ciclico e cada
elemento operado por ele mesmo, resulta na identidade do grupo. Também mostra-
mos que através da AC, ¢ possivel rotular os elementos do conjunto de sinais

com elementos de um grupo.

Finalmente, como uma conseqiiéncia desta rotulagdo, mostramos que os
subespagos métricos dos espagos de Hamming, Euclideano e Euclideano Ponderado

580 homeomorfos.
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ABSTRACT

This thesis encompasses subjects from the fields of Statistics,
Mathematics and Communication within the fields of Electrical Engineering. Cor-
respondence Analysis, Pattern Recognition and Decision Theory are some areas of
statistics which are considered. In Mathematics, the Groups Theory, Galols
Fields and Topology it 1is utilized, and Communication, Codification, Coded
Modulation. All these areas make it possible direction structure in the field

of Source Codification and Channel Codification.

In Source Coding context, it is presented an optimum form of coding
the patterns by use of Correspondence Analysis. To the best of our knowledge,
this is shown for the first time. This technique generalizes the Huffman coding

technique for discrete-time source coding.

In terms of Channel Coding it is show that the set of simplex sig-
nals, whose number of elements is of the form 2", n e Z+. are labeled as group
elements whose characteristics are: commutative, non cyclic and idempotent. It
is also shown that it is possible to label the signal set elements as group

elements through Correspondence Analysis.

Finally, as a consequence of this labeling it is shown that these
exists a homeomorphism between each pair of the following spaces: Hamming,

Euclidian, and weighted Euclidian.
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X : vetor de caracteristicas
X : matriz padrio
X : vetor padriao
X, : componente do vetor padrio
=i
Y : matriz ortonormal relativa a D:I
. J
y. : I-ésimo vetor que pertence a IRp
1
y. : aproximacio do y, ao subespago ¥
1 1
(s} . _— ‘s P
y : varidvel aleatdria protétipo
(s) o ‘s
m~ésimo proidtipo da classe w
m
y : centréide dos y,
1
() variavel aleatdria protétipe
(s) ik e (8}
z valor da varidvel aleatéria 2 para o m-ésimo protétipo
m
z : conjunto dos ndmeros inteiros
z" : inteiros positivos
Z : anel dos inteiros mddule n
i
z" conjunto de todas as n-uplas
9
Z [x] : anel do polindmios com coeficientes em Zp
P
z"/€ : grupo quociente de 7" em €
q q
2"
z : subgrupo de (Zz)
o : elemento primitivo de GF(p™)
2 e .
X : estatistica Chi-quadrada
= . n n-k
7 ou 'qH : transformacio linear de Z em Z
q q
. . k
¥ oouy, : codificador ou transformagio linear de Zq em Z:
A : grupo transitivo de isometrias
A(s) : drbita de s sob A
T(s) : grupo de simetrias de S
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fungio delta de Kronecker

matriz simétrica
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matriz de co-varidncia da classe w
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matriz simétrica
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Em comunicagido digital, o teste de hipdteses ecstatistico € fundamen-
tal num modelamento de problemas tais como delincamento de sinais e obtengdo do
receptor 6timo baseados em um critério especifico; por exemplo, probabilidade

minima de erro ¢ o conhecimento de estatistica do canal.

No problema de delineamento de sinais, para um dado conjunto de for-
mas de onda, o problema € encontrar o melhor arranjo de pontos de sinais per-
tencentes ao espago de sinal tal que a probabilidade de erro seja minima. Sob o
ponto de vista gecométrico este problema faz uso do procedimento de ortogonali-

zagdo de Gram-Schmidt via a decomposicdo de um sinal no tempo através de uma

base ortogonal com a correspondente representagio vetorial do mesmo.

Para este problema cldssico o melhor arranjo do vetor sinal é o sim-
plex quando nenhuma restricio sobre a largura de faixa ¢ imposta ¢ o ruido €
assumido ser o ruido Gaussiano aditivo branco. Por outro lado, quando existe
restrigdo na largura de faixa entd3o, uma forma combinada de modulagdo e codifi-

cagdo deve ser imposta,

Transmitido o sinal através do canal Gaussiano efetua—se o processo
de demodulagio ¢ decodificagdo que tem como objetivo estimar a palavra-cédigo e
a seqiéncia de informagido respectivamente. Estes processos baseiam-se na deci-

sdo de mdxima verossimilhanga a qual minimiza a probabilidade de erro.

Nosso trabalho compreende duas partes: a primeira trata sobre a Codi-
ficagio de Padroes a qual estd no contexto de Codificagio de Fonte e a segunda
sobre o homeomorfismo entre subespagos de Hamming e Euclideano os quais estio
baseados na rotulagio de conjuntos de sinais simplex quando o nimero de elemen-
tos ¢ 2", nel’, que estd dentro do contexto de Codificagio de Canal quando

temos uma forma combinada de modulacgio e codificagio.

Primeiramente, introduziremos o conceito de reconhecimento de pa-

droes.
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1.1. 0 QUE E RECONHECIMENTO DE PADROES?

Como seres humanos em nosso dia a dia fazemos um constante reconheci-

mento de padrbes através de nossos sentidos, légica, etc....

O problema de reconhecimento de padrées (RP) usualmente denota a
classificagio e/ou descri¢do de um conjunto de processos  efou  eventos. Estes
conjuntos podem ser de objetos fisicos ou algo mais abstrato como de estado

mental.

Uma aproximacio intuitiva do RP € o “casamento-protétipo”, que con-
siste num conjunto de protétipos onde € atribuide um para cada classe padric a
qual ¢ armazenada na mdquina. O padrio de entrada (classificacdo desconhecida)
¢ comparado com os protétipos de cada classe, e a classificagio ¢ basecada sobre
um critério de pré-selegdo. Se o padrio de entrada ¢ melhor casado com o proté-
tipo da i-ésima classe padrio, entdo a entrada ¢ classificada como da i-ésima

classe padrio.

Na Teoria da Decisdo, em lugar de um simples casamento do padrio de
entrada com o protdtipo, a classificacio € baseada em um conjunto de extracdo

de caracteristicas do padrao de entrada.

A extragdo de caracteristicas € uma parte fundamental dentro do pro-
cesso de RP, alguns consideram isto como uma codificagdo. As medidas das carac-
teristicas s30 supostas ser invariantes ou menos sensitivas com respeito a va-

riagbes ou distorcoes ¢ de menor redundincia.

Geralmente, considera-se o RP como sendo composto de duas partes. A
primeira estd relacionada com que tipos de medidas podem ser padrées de entra-
da. Ussalmente a decisao de que medidas serdo consideradas depende de situagdes

praticas tais como a disponibilidade de medidas, o custo delas, ete.... A sele-
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¢do de caracteristicas € importante porque através delas os padroes sfio carac-
terizados para o desempenho ou precisio do reconhecimento. O segundo problema
em RP ¢ a classificagdo (ou fazer decisdo sobre a classe atribufda ao padrio de
entrada) baseado nas medidas tomadas pela selegio ou extracdo de caracteristi-
cas. Assim, em termos gerais a aproximagio “protétipo-casamento” pode ser in-
terpretada como um caso especial de aproximagio da Teoria da Decisﬁo, onde os
protétipos sido armazenados em termos de medidas de caracterfsticas ¢ um crité-

rio de classificacio especial ¢ utilizada pelo classificador.

Atualmente existem diferentes técnicas e algoritmos para a extracio
de caracteristicas dos padroes e a classificagio de um padrio de entrada. Estas
técnicas variam dependendo do tipo de padrio. Por exemplo, para o processamento
de imagens um dos algoritmos utilizado € o de Thinning [1]. O uso de momentos
invariantes para caracteristicas sensiveis dos padroes [2] € uma outra técnica
utilizada em RP. Apesar da existéncia e proposigio de novas técnicas a trans-
formada de Fourier continua tendo considerdvel aplicagio em processamento digi-

tal.

Nos iltimos anos, as pesquisas em RP tem empregado a técnica de de-
composicdo de valores singulares (DVS) em diferentes campos tais como compres-

sao de dados, processamento de sinais, andlise de padrdes, extragio de Caracte-

risticas [3]. Utilizando DVS com poucos valores dominantes, obtém-se alto de-

sempenho na separagio de classes as quais s@o suficientes para classificagio e,

portanto, possibilitando a construgdo de planos de discriminante 6timo [4].

Das caracteristicas do processo de RP apresentadas e o uso de DVS
para a classificacdo, advém a seguinte pergunta: Serd que os padrbes podem ser
codificados com cdédigos de bloco de tal maneira que no espago de caracteristi-
cas formem conjuntos de sinais bem definidos? Sendo mais especifico quanto &

questio levantada, considere o seguinte problema: Suponha que temos um conjunto
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de M padrées, onde um dos M, num determinado tempo € enviado através de um ca-
nal com ruido aditivo gaussiano. A seguinte questio vem naturalmente. Sob o
ponto de vista geométrico, Qual € o melhor conjunto de sinals correspondentes a
um dado conjunto de padrdes? Onde por "melhor” queremos dizer que os pontos de

sinais sejam arranjados tal que a probabilidade de erro seja minima.

Neste trabalho nos propomos utilizar o conceito de Andlise de Corres—
pondéncia (AC), até entdo, nao utilizado na drea de Teoria de Comunicagoes,
como um procedimento para encontrar a melhor correspondéncia 1-a-1 entre o con-
junto de padrdes e o conjunto de pontos de sinais no espaco . Euclideano, isto §,

definindo a melhor correspondéncia 1-a~1 no processo de codificagido otima.

A base algébrica da AC ¢ a Decomposigio de Valores Singulares Genera-
lizados {DVSG), onde a aproximacho de uma matriz de posto menor ¢ feita através

e 2
da distancia x~.

Utilizando a definigdo de perfil suplementar da AC e o conceito de
classe lateral em Teoria de Grupos, € possivel codificar classes de padroes e

desta maneira, obter um classificador 6timo de padroes.

Na segunda parte desta pesquisa iremos nos concentrar nos temas casa-

mento e rotulagio entre conjunto de sinais e grupos.

O conceito de Modulagio-Codificada na sua forma generalizada, envolve
o conceito de casamento entre conjunto de sinais e grupos, o qual estd intima-
mente ligado com a restrigio de largura de faixa. Na literatura técnica encon-
tramos esparsos exemplos de casamento entre conjuntos de sinais e grupos. Um

desses exemplos € descrito em [24].

Na Segdo 1.2, apresentamos o encaminhamento utilizado na Rotulagio de

Conjuntos de Sinais Simplex.
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1.2. COMO SERA ROTULADO UM CONJUNTO DE SINAIS SIMPLEX POR

ELEMENTOS DE UM GRUPO?

A resposta a esta pergunta vem com: 1)} a construgio de um isomorfismo
entre dois grupos: um deles associado ao espago de Hamming e o outro assoclado
ao espago Euclideano (Ponderado); 2) Como decorréncia deste isomorfismo, temos
o casamento e a rotulagio do conjunto de sinais; 3) Uma vez rotulados os si-
nals, o seguinte passo € obter o homeomorfismo entre os subespagos métricos dos

espagos de Hamming, Euclideanc e Euclideano Ponderado.

Para atingir estes objetivos, no Capitulo 2 apresentaﬁos uma téenica
estatistica que € utilizada como uma andlise exploratéria de dados de uma tabe-
la de contingéncia a qual denomina-se Andlise de Correspondéncia (AC). A abor-
dagem da AC estd enfatizada em representagdes geométricas, apresentande a es-
trutura dos dados da tabela em forma é6tima sem a necessidade de assumir modelos
nem distribuigbes fundamentais. Estas caracteristicas permitem que este ferra-

mental possa ser utilizade para a codificagio de Padroes.

No Capitulo, 3 introduzimos o Reconhecimento de Padrbées Matemdtico
através da Teoria de Decisio de Bayes, dando énfase na classificagio de Pa-
droes. Esta teoria serd utilizada no Capitulo 4 para a obtengio das regides de

decisdo ¢ probabilidade de erro do conjunto de sinais.

O Capitulo 4 trata sobre o Casamento entre Conjunto de Sinais e Gru-

pos. Para desenvolver este tdpico apresentamos os conceitos de Teoria de Grupos

dando énfase em grupos de simetria. E da drea de Comunicagdes, Codificacio,

Modulagdo, Transmissio de Sinais através do canal Gaussiano € o conjunto de

sinais com suas respectivas probabilidades de erro.

No Capitulo 5, apresentamos a Codificagio Otima de Padrdes Via AC.
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Mas, antes desenvolvemos a Teoria de Corpos de Galois e Geragido de Cddigos em
ZP. Uma vez gerados os cdédigos mostramos como, a partir das classes laterais do
cédigo, € possivel gerar conjuntos de sinais através da AC. E, particularmente,
pela utilizagdo das classes laterais de cédigos Reed-Muller de primeira ordem a

geragio de conjuntos sinails simplex.

Finalmente, no Capitulo 6 mostramos o homeomorfismo entre os subespa-
¢os méltricos de Hamming, Euclideano ¢ Euclideano Ponderado para o conjunto de

sinais simplex.



CAPITULO 2
ANALISE DE CORRESPONDENCIA
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2.1. INTRODUCAO

A Anilise de Correspondéncia (AC) é uma técnica grifica multidimen-
sional que tem por objetivo mostrar, em forma grifica, as relagdes entre as li-
nhas e colunas de uma Tabela de Contingéncia (TC) as quais si3o representadas
simultancamente como pontos nos subespagos. Estes pontos representam as proje—

¢bes das linhas ow colunas da Tabela de Contingéncia.

O objetivo central da AC ¢ encontrar o conjunto de coordenadas nos
respectivos subespagos, tais que neies estecja maximizada a inércia, sem a ne-

cessidade de assumir modelos nem distribui¢des fundamentais.

A AC ¢é considerada como uma técnica de andlise exploratdria de dados
multidimensionais, mais destinada a gerar hipdteses do que testd-las. A base
desta forma de estudo estd baseada na decomposigio de valores singulares gene-
ralizada (DVSG), aproximagio de uma matriz de postoc menor ¢ distancia Chi-

quadrada, dxz.

Historia da Andlise de Correspondéncia

O método tem uma longa e variada histéria o qual apareceu em diferen—
tes formas na literatura ecoldgica e psicométrica, entre outros. A primeira
déscrigﬁo matemdtica foi mostrada por Hierchfeld [5] consistindo de uma formu-
lagio algébrica de “correlagio”, entre as linhas e colunas de wma TC, embora
Richarson e Kuder [6] e Horst [7] indcpendentemente tenham utilizado idéias
similares nio matemdticas na literatura psicométrica. Desde entdo, 05 mesmos
procedimentos algébricos ¢ numéricos tém sido redescobertos em diferentes con-
textos notavelmente em ecologia {média reciproca) e psicologia (escalonamento

dual).
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O termo “"Andlise de Correspondéncia” e a forma geométrica tiveram sua
origem na Franga. O primeiro a apresentar este método com este titulo foi Jean-

Paul Benzécri {8].

Desde entdo, um grande mimero de trabalhos tem sido realizados em AC,

por exemplo {9] ¢ [10}

Neste capitulo desenvolvemos a base tedrica da Andlise de Correspon-
déncia Simples (ACS). A ACS distingue-se da Andlise de Correspondéncia Miltipla

{ACM) na forma da construcio das matrizes [14].

2.2. ELEMENTOS DA ANALISE DE CORRESPONDENCIA

2.2.1. Matriz E Correspondéncia, Perfis e Centroide

Antes de apresentarmos a matriz de correspondéncia, se faz necessdrio
apresentarmos algumas definigdes ¢ conceitos sobre tabelas de contingéncia que

serdo utilizados posteriormente (para maiores informagdes ver [11]).

Uma Tabela de Contingéncia € essencialmente uma amostra de uma popu-
lagdo multivariada com as probabilidades e partigobes de categorias, sujeitas 2s

restrigdes da distribuicio multinomial.

Geralmente, os dados sdo representados sob a forma de uma Tabela de

Contingéncia de dupla entrada.

Suponha que temos uma amostra de observagbes independentes e que cada
uma dessas observagbes seja classificada segundo duas varidveis categdricas:

nas linhas temos [ categorias de uma varidvel categdrica, ¢ nas colunas J cate-

10
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gorias de outra varidvel categérica. Dessa forma, a tabela de contingéncia con-

terd IxJ células.

A tabela de contingéncia pode ent3o ser representada por uma matriz X
de ordem IxJ, onde: x” denota a freqiiéncia de ocorréncia na i~ésima linha e na
j—¢sima coluna; X, denota a2 soma dos elementos da i-ésima linha; x. denota a
soma dos elementos da j-ésima coluna e X.. denota o nimero total de elementos
de X.

Uma Matriz de Correspondéncia P, é definida como a matriz de elemen-

tos de X, divididos pelo mimero total de elementos de X, isto &

P = X/x.. {2.2.1)

Para se encontrar as associagbes entre linhas e colunas de uma TC,
utiliza-se vetores de freqiiéncias relativas, chamados perfis. Além disso asso-

cia-se uma "massa” a cada um destes perfis.

Os perfis das linhas e colunas de uma matriz X sao definidos como os
vetores das linhas e colunas de X, divididos pela soma de suas coordenadas,

respectivamente.

A soma dos elementos das linhas de P, sio elementos de um novo vetor

que € chamado vetor de massa dos perfis das linhas ¢ € definido como:

r="P1 {(2.2.2)
onde:

1 ; ¢ o vetor de J elementos composto por uns.

Denotaremos por R a matriz que contém os perfis das linhas. Entio R &

definido como

1n



R=D P (2.2.3)

onde:

-1 . . . :
D € a matriz Inversa diagonal positiva cujos elementos sdo as massas dos
r

perfis das linhas de P.

Similarmente, a soma dos elementos de cada uma das colunas de P com-

pde os elementos do vetor de massa dos perfis das colunas de P definido como:

c=P 1 (2.2.4)

onde:

1 € o vetor de I elementos composto por uns.

Denotaremos por C a matriz que contém os perfis das colunas de P.

Entio C € definida como:

C=D P (2.2.5)

onde:

D ¢ matriz diagonal positiva cujos eclementos sdo as massas dos perfis das
<

colunas.

Observe que os perfis das linhas ¢ perfis das colunas definem duas

nuvens de pontos no espago Euclideano ponderado a’R; ¢ {R;, respectivamente,

O centréide, ¢, dos perfis das linhas, LI ¢ definido por:

1
c = Z rer onde Z r =1 (2.2.6)

12



Similarmente, o centréide, r, dos perfis das colunas, c,..c €

definido por:

€ onde [ gj = 1 {(2.2.1

Estes dois centréides estdo relacionados, devido ao fato de que o
centréide dos perfis das colunas € igual ao vetor de massa dos perfis das l~

nhas, e vice-versa.

O fato de trabalhar com distribuicées condicionais ou vetores de fre-
qiiéncia relativa, nos conduz a utilizar uma distincia distinta da Euclideana. A
AC utiliza uma distancia apropriada para distribuigdes condicionais a distancia
Chi-quadrada & qual denoctaremos por dxz. Esta difere da distincia Euclideana

unicamente na ponderagéo.

2.2.2. Distancia ;(2, Inércia e Equivaléncia Distribucional

Sejam rer dois perfis de linha, a disténcia xl entre estes dois

perfis no espago iﬁ; ponderado pela matriz l);1 é definida por:

a’ (r, r,) ={r - r_,)T plr, - r.) {2.2.8)
xZ bt | ““1 b | bt | £ ™1 1

Similarmente, define-s¢ a distincia x° entre os perfis das colunas no

espago iﬂ; ponderado pela matriz D:i.

Agora considerando (2.2.8), a distancia xz, pode ser transformada

para uma distincia Euclideana por

i3
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(r -r) (2.2.9)

Em conseqgiiéncia, realizar uma andlise considerando a distancia xz € o
mesmo que realizar uma andlise com a distincia Euclideana aplicando com os

/2

. . -1 .
novos pontos das linhas da matriz RD mas sem deixar de considerar as massas

correspondentes.

Ao s 2 ,
Utilizando a distancia x°, estaremos dandoe um efeito estabilizador
sobre os dados, uma vez que satisfaz a propricdade denominada Equivaléncia Dis-

tribucional, que veremos mais adiante.
A inércia dos perfis das linhas ¢ definido por

I
In(h) = z rir - ot D;i(gi - ¢

iwl

= Trago(D (R - 1 chH D:l(R ~-1c¢h (2.2.10)

A inércia € a quantizagio da variagio espacial total de cada nuvem de
pontos. Claramente e¢sta € uma medida de variagho total ouw varidncia total dos

perfis com respeito ao centrdide.

Da mesma maneira, define-se o momento de inércia dos perfis das colu-
nas In(J) por:

1 }
In(J) = E cle - r)’ D-l(c, -r)
=j-ji - ro-p-
j=1

= Trago(D (C - 1 1) D (C-1r1) (2.2.11)

14



Note que as Inércias totais de ambos perfis sfo iguals. Além disso
sdo lguals A estatistica ;zz com (r-1).(c-1)} graus de liberdade. Note que esta
estatistica tem a caracteristica de testar a independéncia das linhas e colunas
de uma TC. Portanto, se normalizarmos a estatistica x?“ por X.. obteremos as

indércias totais, isto ¢,

In(l) = In(3) = x%/x.. (2.2.12)

As razbes pelas quais se utiliza a distancia xz, para medir a distin-

cia entre os perfis sdo as seguintes:

o porque wutilizando a distancia xz, as inércias totais dos dois conjuntos de

perfis com respeito aos seus centrdides sfo iguais;

o Pelo efeito estabilizador sobre os dados, visto que satisfaz a propriedade
denominada ‘“Principio de Equivaléncia Distribucional” [8). O principio diz:
"Se dois perfis de linhas (colunas) s3o idénticos, entdo as duas linhas (co-
lunas) correspondentes da matriz original de dados podem ser substituidas

pela soma delas sem afetar a geometria dos perfis das colunas (linhas)".
A seguir mostraremos como sdo gerados os correspondentes subespagos,

. PP 2
para isto consideraremos a distdncia x” e a massa de cada wm dos perfis, res-

pectivamente.

2.3. GERACAO DE SUBESPACOS GTIMOS

Definimos o termo subespago em um sentido diferente ao da matemdtica

usual.

15
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Definigdo 2.3.1. : O conjunto de vetores b + albl . akbk ¢ chamado de Sub-
espagco K-dimensional de um espago J-dimensional, onde b € qualquer vetor J-
dimensional fixo, e bl, ey bk, sio vetores J-dimensionais linearmente inde~

pendentes e a.a, .. a, sio nimeros realis.

Em 1901, Karl Pearson [12] publicou um trabalho sobre o ajuste de um
sistema de pontos eﬁ um multiespago a uma linha ou um plano utilizando para tal
a geometria Euclideana. Este enfoque foi retomadoe por Hotelling [13), que foi o
primeiro a formular a andlise por componentes principais que perdura até nossos
dias.

O trabalho original de Pearson (1901) centrava naquelas componentes e
combinagbes lineares de varidveis originais, para as quais a varianca nio ex-
plicada fosse minima. Estas combinagdes geram um plano, que estd em funcio das
varidveis originais na qual o ajuste do sistema de pontos € "o melhor”, por ser

minima a soma das distincias de cada ponto ao plano de ajuste.

: ot . ‘pa 2
A seguir com este mesmo critério, mas utilizando a distiancia ¥,
apresentaremos um método de como ajustar os pontos do espago J-dimensional ao

subespago K-dimensional.

Seja ¥ o subespago de dimensio K, denotemos por ¥y, aos pontos que
pertencem ao espaco Euclideano J-dimensional ponderado por Dq; denotaremos por

~

y, um ponto do subespago "mais proximo" a y; € por di a distincia minima entre

estes pontos.

Se Y, ¢ ponderado pela massa w (i=1,..,1), entdo nossa definicio de

proximidade de todo o conjunto de pontos para o subespago ¥ &,
1
2
WS Y ypay) = ) wod (23.0)
i=]

16
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onde:

2 T2 ST -
d’ = |y, - y[!th = -y Dy -y

Dq ¢ matriz diagonal de ordem JxJ.

Claramente ¥ depende do subespago ¥, entdo temos que encontrar o sub-

espago ¥ tal que minimize a fungdo ¥ em (2.3.1).

Pela Definicho 2.3.1. podemos considerar um ponte o, como um subespa-

¢o de dimensio zero, logo a funcio (2.3.1) torna-se

I
wla; yi,...,yl) = }: w‘(yi - o)t Dq(yi - a) (2.3.2)

i=]
desde que ;i seja igual a o para qualquer i.

Derivando (2.3.2) com respeito a o, temos

I
8¢/6a=2wizﬂq(yi~a)*0

O centréide 3y € o ponto que minimiza esta fungao, assim neste senti-

do, o centroide y € o ponto mais préximo a todos os pontos Ypo¥)

Greenacre [14], mostra que gqualquer subespaco ¥ dtimo no sentido de
minimizar (2.3.1) necessariamente contém o centréide. Com este resultado res-

trigiremos as aproximagtes Yo dos pontos Y, a forma:

17
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onde bl'bz’""bk sio vetores bases do subespago. Logo a fungio (2.3.1) pode

ser escrita como:

I
- — v P T — = —
W Y eny) = ) Wy - Y Lf, b)" Dy, =¥ -T,b) (2.33)
i=1

As varidveis desta funcio objetivo sdo os K eixos, bi,...,lz)k impli-

cando um total de I vezes K varidveis escalares.

Pela escolha particular da distancia xz, a solugio da fungio ¢ ¢ cop-

sideravelmente simplificada.

A solugio completa tedrica para a minimizagio de (2.3.3), que especi-
fica a dimensao de K, estd envolta no conceito de DVSG ¢ na aproximagio de uma
matriz de posto menor que serio apresentados nos tecoremas que Se seguem, res—

pectivamente.

Jeonema 2.3.1. [14] : Sejam duas matrizes simétricas positivas 8 ¢ A de ordem

IxI e JxJ respectivamente, entdo qualquer matriz A de ordem IxJ com posto K =

min(l, J) pode ser expressa como:

K
- T _ T
A=ND M = 2 pom om (2.3.4)
k=1

onde D“ ¢ uma matriz diagonal de ordem KxK com elementos positivos B eNe M

sdo matrizes ortonormais relativamente a 6 ¢ A de ordens IxK e JxK respectiva-

mente, i.e.
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NNegN=M AM=1 (2.3.5)

e m., m sdo as colunas das matrizes N ¢ M respectivamente.

A decomposicio (2.3.4) € chamada de decomposi¢io de valores singuia-
res generalizada, os nimeros byl s#o os valores singulares generaliza-

dos da matriz A e as matrizes N ¢ M sio formadas pelos vetores singulares gene-

ralizados n,..n ¢ m

. Loy respectivamente da matriz A. Eles sdo bases

ortonormais para as colunas e linhas de A no espago Euclideano 1, J-dimensional
ponderado nas matrizes ® e A, respectivamente. Além disso, as coordenadas das
linhas e colunas de A com respeito aos vetores base M e N sio N Dp e M Du, res-

pectivamente,

Esta decomposi¢do em valores singulares genecralizada tem aplicagio na

aproximagdo de uma matriz de posto menor [15].

Uma matriz Ak':li de posto k€ a melhor aproximagic de uwma matriz

A:ixJ de posto k, k = k‘, se

- A=t {1a - xlg,)

posto(x)=k* '

onde:

I J 1
2 _ 2 . T _
A -X|g, =Y ) e A, - x )7 = ) e(a - x)' Aa - x) (2.3.6)

i=1 j=1 i=1

O teorema que enunciaremos a seguir € importante para o problema de

aproximagdo de nosso interesse.

Jegnema 2.3.2. [14] : Seja A:IxJ de posto K, e seja
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K
_ T T
A=ND M = X pom om (2.3.7)
k=1

sua decomposi¢ao em valores singulares generalizados. Entdo para K= K, a me-

lhor aproximagio de posto K’ da matriz A & dado por:

A aproximagio € idnica se pk > uhi.

A melhor aproximagao dada pelo Teorema 2.3.2, € no sentido de minimos

quadrados.

Pelo Teoremz_i 2.3.2., vemos que a DVSG fornece a solugdo para qualquer
subespaco de dimensio K. Por exemplo: para K =1 utilizamos o primeiro vetor
singular associado ao seu valor singular e, assim sucessivamente, podemos adi-
cionar os demais vetores singulares generalizados (eixos principais) associados

a seus respectivos valores singulares generalizados.

O quadrade dos valores singulares generalizados dio uma idéia de como

uma matriz € representada sobre os eixos principais (vetores singulares genera-

lizados).
A variagdo total de uma matriz € quantificada pela sua norma quadrada
(2.3.6)
H
2 T ~ T
"ANGA = Z 6 a Aa = trago{l@ A~ A A)
i=1
2 T T T
A = trago(6 M D N ND M) =tracolée MD D M)

K

2 T 2

= trago(Du M M) = ): M,
k=1
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Similarmente a variagio da aproximagio de AKa € :

L3

K
2 2
"Ax IBA - X Ky
k=1

e a variagdo Inexplicada é:

K
2 2
I - Aclen = Z Hyr
k=k +1

A medida tradicional da qualidade de aproximagio de A por Ak* € a

porcentagem da soma de guadrados, definida comeo

Baseados nestes conceitos desenvolveremos a seguir, somente a correspondéncia

entre linhas de uma TC por ser de nosso interesse.

2.4. COORDENADAS PRINCIPAIS DOS PERFIS DAS LINHAS, COM RESPEITO

AO CENTROIDE

Seja (R - 1{_:T) a matriz dos perfis das linhas centradas no seu cen-

tréide de ordem IxJ. Aplicando a DVSG a esta matriz temos:
(R -1c') = W D, ‘e (2.4.1)

onde W ¢ Y sdo matrizes ortonormals relativamente a Dr e D;l, de ordem IxK ¢
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KxJ, respectivamente, i.c.

wh DW=V D'Y=1 (2.4.2)

e pela DVSG, a matriz que contém as coordenadas dos perfis de R com respeito

aos vetores base Y € W Dcx ao qual denotaremos por F

Esta matriz contém as coordenadas dos perfis com respeito ao centréi-

de em todos os subespagos, a qual denotaremos por F. Logo:

Considerando (2.4.1) ¢ (2.4.2)
F=@®R-¢)D'Y (2.4.3)

O centréide das coordenadas dos perfis das linhas, F, coincide com a

origem dos subespagos, isto €,

FF=r®-1DDY = 'R-¢H DY =" -cHply =0

Para observar graficamente as relagdes entre as linhas da matriz X,
alocamos as coordenadas F nos subespagos de interesse. Mas para interpretar
estes grdficos precisamos de uma informagio adicional, isto porque, estes pon-
tos mostram a projecio dos perfis sobre. os subespagos, e, logicamente, este
grifico niao mostra quais dos pontos estio perto ou longe do subespago que
estamos considerando. Por isso € que no prdéximo item desenvolveremos esta in-
formaciio adicional para saber onde a exposicio € precisa e onde ndo €. Isto €
andlogo para muitas outras dreas de Estatistica. Por exemplo, na construgio de

um modelo para dados, estudamos a qualidade do ajuste do modelo nos dados clas-

sificando~o como satisfatdrio ou nio.
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2.5. DECOMPOSICAO DA INERCIA E INTERPRETACAO DOS PERFIS NOS SUB-

ESPACOS

A inércia total de uma matriz de dados pode ser decomposta sobre os
eixos principais, a qual € andloga 3 decomposi¢io da soma de quadrados na and-

lise de variancia.

Na Tabela 2.51 ¢ apresentada a decomposi¢io da inércia para cada
conjunto de pontos que representam as linhas. Na dltima linha da tabela onde
estd o quadrado dos valores singulares generalizados, temos as inércias decom-
postas sobre cada eixo, na iltima coluna da tabela, temos a soma da inércia
total de cada ponto com respeito aos eixos, € na intersecgdo da dltima linha

com a ultima coluna, temos a inércia total da matriz de dados,

TABELA 2.5.1

Decomposigao de Indreia das Linhas de (R - IET)

EIXO0S

1 2 k TOTAL
YA 2 2 2
1 ilfil £lfi2 Elflk EIZ f1];:
2 2 2 2
2 £2f21 £2‘(22 "r“Zka 522 ka
2 2 2 2
! LIV L LN LEDIL

2 2 2
TOTAL K b, N In(1l)

Observacio: r_f?k € a Contribuigio do i~ésimo perfil de linha para a inércia do
rr—— =

k-ésimo eixo (fik elementos de F).
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Para interpretar as reclagdes entre as linhas e colunas de uma TC
sobre os subespagos gerados pelos eixos obtidos através da andlise de corres—
pondéncia, € necessdrio analisar dois conjuntos de coeficientes para cada um

dos perfis em correspondéncta:

1) contribuicdo absoluta, que exprime o aporte de um perfil para a inércia "ex-—

plicada" em um subespago;

2) contribuigio relativa ou correlagio entre um eixe e o perfil, que exprime

o aporte de um subespago a explicagio da dispersio do perfil.

2.5.1. Contribuicie Abseluta

Cada perfil contribui para a inércia decomposta em cada eixo, o qual
depende de sua massa e da distincia ao quadrado de sua projegdo sobre o subes-

pago e o centréide.

Assim, © quociente
N 2 g2
CTR(i) = {ifik/pk

mede a proporgio de contribuicdo do i-ésimo perfil de linha para a indrcia ex-
plicada no k-ésimo eixo. Este quociente € chamado de Contribuigio Absoluta do

i-€simo perfil linha para o k-ésimo eixo.

Observe que :
I

Z CTRK(i) = ] para todos o0s eixos.

i=1
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2.5.2. Contribuigiao Relativa

A qualidade de uwm perfil 2 ser representado pelos elxos € obtida pelo
coszek, onde o, é o angulo entre o perfil e a projecio do perfll sobre o k-
ésimo eixo gue mede a proximidade entre eles. Assim, por exemplo, se a matriz
(R - lgr) ¢ de posto k=2, teremos dois subespagos. Observe na Figura 2.1, a
projecio do perfil r. sobre os dois eixos € dado por r .cos8 ¢ r,.cos8,
onde 9l € 82 sdo angulos entre o perfil e os eixos 1 e 2, respectivamente. Logo

a distancia do perfil r. ao centrdide € decomposta sobre seus eixos como

(r,l.cosel, riz.cosez), e pelo Teorema de Pitagoras temos que:
]

2 4
cos O +cos’ 8 =1
1 2

eixop 2

riq cos O 4
.

Centroide eixod

Figura 2.1 - Posigao do Perfil r sobre um Espago Bi-Dimensional.

i

Agora, se a matriz (R - IET) ¢ de posto K = K a posigao do perfil no

€5pago K -dimensional ¢ dado por:
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K
Z coszek =1 (2.5.1)

onde:

cosek = t"ik/di

Cada elemento de (2.5.1) nos mostrard a qualidade da representacio do
perfil r pelo k-ésimo eixo. Este valor € denominado Contribuicio Relativa do

k-ésimo eixo para o i-ésimo perfil de linha. Observe que a contribuigio relati-

va ndo depende das massas.

Agora, se quisermos saber a qualidade da representagio do perfil r,

pelo plano gerado pelo &-ésimo eixo e m-ésimo eixb. a qualidade serd obtida

pela soma de COSZGB + cos’B .
m

Para finalizar este capitulo, descreveremos o que vem a ser um perfil

suplementar e a sua importancia para o contexto de codificagio de padrdes.

2.6. PERFIS SUPLEMENTARES

Os perfis suplementares sio de grande interesse na andlise de dados.

Um perfil suplementar ¢ aquele que ndo participa ativamente nas and-
lises, isto €, que ndo ¢ utilizado para o cdlculo do centréide, inércia total e

base dos subespagos, porque a massa associada a ele é zero. Mas as coordenadas
deste perfil sio calculadas em fungfo das bases e do centréide dos demais per-
fis ativos representados nos subespagos 6timos. Por exemplo se r € um perfil

suplementar linha, as coordenadas deste perfil nos subespagos sio determinadas

utilizando-se a eguagdo (2.4.3), isto &,
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f =0 -a'p'y
3 -5 - <
Os perfis suplementares sao utilizados na andlise de uma TC guando:

- Existem observagdes aberrantes que sio observadas através de uma andlise pre-

liminar;

- Temos um caso novo; .

- Quando os clementos sdo de mnaturcza diferente (varidveis quantitativas, qua-

litativas).

As varidveis cujas categorias sdo consideradas como perfis suplemen~

tares sio denominadas Varidveis Nao Ativas, caso contrdrio Variavels Afivas.
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CAPITULO 3

RECONHECIMENTO DE PADROES MATEMATICO E CLASSIFICACAO
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3.1. INTRODUCAO

E frequentemente declarado que o processo de reconhecimento ¢ classi-

ficagio sio atividades humanas fundamentais.

Com o advento dos computadores um substancial impulso se fez sentir
em todos os ramos de atividades de pesquisa. Em particular na drea do reconhe-
cimento de Padrées. Basicamente, em reconhecimento de padroes estudam-se os
mecanismos artificiais bem como naturais com o objetivo de analisar, detectar,

reconhecer ¢ descrever padrdes de dados sensoriais e/ou numéricos.

O estudo de reconhecimento de padrdes tem apresentado um crescimento
em campos disciplinares incluindo desde as 4reas de Engenharia, Ciéncia da Com-~

putagdo, como as de Biologia, Psicologia e Medicina.

Como exemplos de aplicagbes das técnicas de reconhecimento e classi-
ficagio de padrdoes podemos citar: assisténcia computadorizada em diagndsticos
médicos, processamento de imagens, previsio do tempo, controle de processos,
processamen'to de sinais neuwrobioldgicos, reconhecimento de voz, impressio digi-

tal e muito mais.

Neste capitulo, trataremos especificamente de reconhecimento de pa-
dries matemdtico. Na Segdo 3.2 apresentamos a conceituagdio matemdtica do reco-
nhecimento de padrdes. Na Segdo 3.3 desenvolveremos dois métodos que sio utili-
zados para a Extragio de caracteristicas bem como referenciamos outros métodos.
Na Segdo . 3.4 mostramos como a andlise de correspondéncia pode ser utilizada
como Extrator de caracteristicas, ¢ finalmente na Secio 3.5 mostraremos formas
de classificagio dos padroes. Descrevemos brevemente a classificagio nao para-
métrica e desenvolveremos a classificagio Estatistica segundo a Teoria de
Bayes, visto que a mesma ¢ necessiria no desenvolvimento dos capitulos subse-

gllentes.
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3.2. RECONHECIMENTO DE PADROES MATEMATICO

O reconhecimento de padrio matemdtico ¢ o estudo de técnicas matemd-
ticas com o propdsito de construir méquinas de reconhecimento que ajudem na

sistematizacio e/ou automagio das tarefas corriqueiras.

Uma das principais caracteristicas freqilentemente utilizadas em reco-
nhecimento de padrées relaciona-se com a classificagdo ou descricio de um con-
junto de processos ou eventos, onde os processos ou eventos sido agrupados em

classes segundo algumas propriedades.

Para um melhor entendimento do processo de reconhecimento de padroes
matemdtico, ¢ conveniente que se visualize como a composi¢do do Espaco de Pa-
droes, do Espago de Caracteristicas ¢ do Espago de Classificagio fazem parte

deste processo.

Na Figura 3.1 ilustramos este processo.

I = DIMENSAO K= DIMENSAO
FINITA FINITA
MUNDO $=NUMERO DE
£181C0 REDUGAC DE ALGORITMO CLASSES
RANSDUTOR o
T TRANSDUTORES ! DIMENSIONALIDADE ] DE DECISAQ I

DIMENSAO ESPAGO ESPACO DE ESPAGO DE,
INFINITA PADRAO CARACTERISTICAS CLASSIFICAGAO

Figura 3.1 - Diagrama de Blocos da Conceptualizagio de Reconhecimento

de Padrocs.

Observe que segundo este modelo, o mundo fisico € sentido por um sis-
tema transdutor que descreve objetos em 1 valores escalares, onde 1 ¢ a dimen-
sdo do espago padrio que geralmente € muito grande. Esta operagdo de processa-
mento transforma um padrio de sua forma original para uma forma conveniente

para novo processamcnto.
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3.2.1. Espago Padrao

O espago padrio ¢ essencialmente definido pelos dados observados do

mundo real por wm transdutor ou dispositivo sensorial.
No espago padrdo, cada padrio € representado por um vetor.

Seja X um vetor que representa um padrdo no espago de padroes I-di-
mensional, onde X i=1,...,I, representa o valor particular associado com a

i-€sima dimensdo, ou valor associado com a i-ésima caracteristica do padrio que

pode ser um valor amostrado, de tempo, cor ou outras medidas quantitativas.

Como os padroes, sio representados por um vetor, cujos elementos sfo
do tipo quantitativo, ¢ possivel definir métricas ¢ assim o espago de padroes

torna-se um espago métrico [16].

Seja Q1 = {wl, wz,...,ws} o conjunto de S classes de padroes. Aos ve-

tores que definem estas classes de padroes segundo algumas propriedades chama-

remos de protétipos, e denotaremos pelo vetor coluna y(s)

m
(s}
ylm
1= 5 = 8§
(s o 1=m=M ; (3.1
m . s
(s} 1=1i =1
Fm
onde:
8 indexa a s-ésima classe;
m indexa o m-ésimo prototipo da classe padrio w3
i indexa as componentes do padrio na i-ésima dimensio.

Dado que a dimensdo no espago padrio € elevada, € desejdvel reduzir a

dimensionalidade enquanto se mantém a caracterfstica discriminatéria para os
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propdsitos de classificagdo. Assim, € necessdrio um novo espago que € chamado
de espago de caracteristicas, no qual as regras de classificagio podem ser me~

thor computadas ¢ em tempo razodvel.

3.2.2. Espag¢o de Caracteristicas

O espago de caracteristicas no processo de reconhecimento de padrées
¢ fundamental. Este espago estd entre o espago de padrdes e o espago de classi-

ficagio.

As razdes, pelas quais ¢ necessdrio um espago de caracteristicas

podem ser assim descritas:

o Neste espago pode-se definir a caracteristica discriminatéria dos dados pre-
sentes no espago padrdo, a qual € otimizada para problemas especificos, isto

¢, climinar a redundancia dos dados;

o Devido 2 redugdo da dimensdo, os algoritmos de classificagio podem ser efi-

cientemente implementados.

Assim, cada padrdo € representado por um vetor de caracteristicas do
padrao, cuja dimensio K, € muito menor que I. Desse modo, um vetor padrdo x no

espago de caracteristicas ¢ representado por K elementos, K << L.

Uma vez definido o espago de caracteristicas, ¢ necessdrio definir um

espago onde possamos classificar os padrées, isto €, para cada novo padrao de

entrada, como classificd-lo corretamente.
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3.2.3. Espago de Classificacéo

O espago de classificagdo ¢ descrito no sentido de encontrar regides
disjuntas no espago de caracteristicas K-dimensional. A cada regifo estd asso-

ciada uma e uma s6 classe,

As regides sd3o obtidas através de algoritmos de classificacio gque
estio basecados em critérios estatisticos, efou deterministicos, e¢/ou de Teoria
da Informagido, tal que proporcionem um grau de confiabilidade na classificagao

correta de padroes desconhecidos.

A seguir apresentaremos uma das partes principais no processo de re-
conhecimento de padrdes gqual seja, a selecio e extragiio de caracteristicas dos

padrdes.

3.3. SELECAO E EXTRACAO DE CARACTERISTICAS

Um dos problemas fundamentais em reconhecimento de padrdées matemdtico
¢ determinar quais caracteristicas s&o as mais importantes para uma melhor
classificacao de padroes. O propésito da selegdo e extragio de caracteristicas
¢ identificar caracteristicas ™iteis" e "boas" para delinear um .c]assificador.
Este processo de extragdo de caracteristicas ¢ uwma forma de codificagio ¢ re~

presentagio dos quadros originais.

Seja X uma matriz padrio de ordem | x J, em cujas colunas estio os J
padrées de dimensdo I. A reducdo do espago de padrdes a dimensio K, € feita por
duas estratégias. A primeira € a selegdo de caracteristicas e a segunda a ex-

tragio de caracteristicas, que geram uma matriz de ordem K x J, K << L
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A selegio de caracteristicas ¢ a retengio dtima de uwm ndmero minimo
de K caracteristicas K << I, enquanto mantém e/ou maximliza a probabilidade de
classificacio corrcta. Este termo, selegio de caracteristicas, ¢ mais 1itil

quando o objetivo € minimizar o custo médio de aquisigao de medidas.

A extragdo de caracteristicas € a aplicagio de uma transformagdo 2
matriz padrdo, obtendo-se dessa mancira um espago transformado de onde selecio~
na-se¢ as K melhores caracteristicas. Assim, cada nova caracteristica é uma com~
binagio de todas as 1 caracteristicas, dita de outra forma, a extragdo de ca-
racteristicas € considerada como um processo de mapeamento de caracteristicas
originais sobre caracteristicas efetivas. Estas técnicas de mapeamento podem

ser lineares ou nido lineares,

Os indices de desempenho para medir a scparabilidade de classes de
subconjuntos de caracteristicas podem ser divididos em duas principais catego-

rias a saber:

o Probabilidade de erro: O erro pode ser estimado sob um modelo paramétrico ou

nio paramétrico,

o Medidas de distancia: Um ndmero de distancias probabilisticas e medidas de
informacio entre as densidades de classe-condicional que estio "relacionados”
com a probabilidade de erro. Para medir estas distdncias pode-se utilizar o

conjunto de caracteristicas efetivas.

A seguir desenvolveremos dois métodos, o de transformagio diagonal e

¢ de transformacio rotacional para a extragio de caracteristicas uma vezr que oS
mesmos, de uma certa maneira, indicarfo as razdes pelas quais utilizamos a anéd-

lise de correspondéncia para extragio de caracteristicas.
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3.3.1. Transformacido Diagonal

Esta técnica tem como objetivo aumentar a similaridade ou agrupamento
de protétipos na mesma classe, através da minimizagio de uma métrica entre os
pontos que definem a classe. Sebestyen [17] define medidas dentro de uma clas-

se, todas elas baseadas na métrica Euclideana.

Seja a s-ésima classe w_ com Ms protétipos y;S), m=1,...M, e cada
5
protétipo com a mesma probabilidade. A distincia quadrdtica média dos protéti-

pos de classe © ¢ definida como:

MM
2 1 2
D = z z d (y(S), y}is)) (3.2)
MM - 1) P
s s p=l m=1
“onde:
2, (s) _(shy _ (s} (ST . (s) _(s)
oy, )= -y )Y ) (3.3)
(s} (s}
e (yp -y, } € um vetor coluna.
Esta distincia Dj, serd minimizada considerando uma varidvel peso
w = [wi, wz,...,wl]. Cada dimensi3o no espago de padroes € ponderado por v,

isto ¢, equivalente a multiplicar o espago de padrdes por uma matriz diagonal
Dw cujos elementos sdo os W Portanto, a distincia quadrdtica média entre os

prototipos da classe w, torna-se
8

s

]

H
Z' wz(y(s) - y(s))2 (3.4)

iYip im

M
Dzm_,}_,._z

MM - 1)
s 8 p=1im

1 i=1
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2
Para que D° permanega como métrica, observe que os W devem scr posl-
Y

tivos, isto ¢ wi > {1

As restrigdes para a obtencdo dos pesos de cada dimensdo sdo:

w =1 (3.5)

ou

I
mw =1 (3.6)

utilizando o método de multiplicadores de Lagrange para minimizar (3.4) temos:

« Sob a restrigdo {(3.5).

W= 3.7)
2
0-
1
+ Sob a restrigdo (3.6)
I
s=1 s
w = a (3.8)

o,
i

onde:

2 in C s . =
O‘i ¢ a variancia para a j—csima dimensio,

Os pesos sio ordenados em forma decrescente e a matriz diagonal b, ¢
definida por estes pesos. O trabalho da selegdo de caracteristicas para a s-

ésima classe consiste em uma permutagio ordenada, operacdo de matriz sobre o
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espage padrdc Il-dimensional, seguida da aplicagio de uma matriz transformacgio
diagonal, onde o espago de caracteristicas pode ser definido pelos K malores

pesos, com K << L

Se as fungdes de probabilidade sio conhecidas, os resultados das and-

lises anteriores estio baseados em propriedades de segunda ordem.

Por outro Jado, considerando o conceito de entropia desenvolve-se a
obtengio dos pesos w, para cada dimensdo do espago padriao, considerando para

isto todas as classes com seus respectivos protétipos [18].

A outra transformacio utilizada na extragic de caracteristicas € de-

nominada de Transformagdo Rotacional.

3.3.2. Transformacao Rotacienal

A transformagiic rotacional seleciona as caracteristicas através de
uma transformagio linear, descrita por uma matriz ortogonal. Isto € equivalente
a rotagio do espago de padrdes original para um novo conjunto de vetores coor-
denados os quais sdo ortogonais ¢ proporcionam uma reducio de dimensionalidade

que facilita a identificagdo de caracteristicas.

Geralmente, para selecionar caracteristicas através da transformacio

ortogonal utiliza-se a matriz de co-variancia.

(s) (s)

Consideremos a classe ) de MS protétipos Y

Denotaremos por y
a varidvel aleatdria protétipo. A matriz de co-varidncia € uma matriz simétrica
que denotaremos por Qs, esta matriz é de ordem JxJ, e € definida como

P = E(z(s) z(s)T]

s
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onde:
RONS [ym - a[y(“‘)”
E € o operador linear, valor esperado.

Aplicando o Teorema 2.3.1. 2 matriz simétrica ¢ e fazendo ¢ =8 = |

resulta que:

o = MO D e 3.9)
onde:

MO M - (3.10)
D(S) ¢ a matriz diagonal que contém os autovalores ful,.w.,&]
M(S) € uma matriz ortogonal que contém os autovetores de <I>S.

Esta transformacgdo ortogonal € utilizada para obter o vetor de carac-

(s)

teristicas, n_", do protétipo y;s) da segninte maneira:

T
y(s) ey n(s) - M(s} 2(5) (3.11)

m-: m m

(s}

m

Considerando (3.10) ¢ (3.11), cada z_~ pode ser expresso por

|
z(S) - z n(s) m(S)

m mi i
=]

O erro de aproximagio do z:') de dimensio 1 4 dimensao K € dade por:
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K 2
(s) (s) _ (s
gK =E 2 Z m ™
| i=1
( I 2
- (s)
=E X mi T
f=K+1
[
T T
= E z m(s) Z(S) z(s) m(s)
i m m i
\i=K+1

I
X lnfﬁ ® nﬁ@
i s
i=K+1

1
= [ & (3.12)
' i=K+1

(s) PR ;
E’K » serd minimizado se forem escolhidos os K autovalores correspondentes aos

K maiores autovalores.

Este problema ¢ essencialmente o de andlise de componentes principais

[19], consequentemente contido na classe de expansdes de Karhunen-Logve.

A transformagio (3.9) € wma rotagio do espago padrio I-dimensional ao
espago de caracteristicas onde a quantidade mdxima de energia cstd sobre K

eixos.

Considere as S classes onde a cada classe serd atribuida uma determi-
nada probabilidade. Agora, seja ¢ a matriz de co-varidncia total. Entdo, adota-
remos @_ como sendo o valor médio das matrizes co-variancias individuais, isto
€,

S
® = ): plw ), (3.13)

s=1
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Para a obtengdo das melhores caracteristicas de cada classe e proté-
tipo, utilizaremos novamente o conceito de Decomposigdo de Valores Singulares.

Admitiremos também que os K autovetores correspondem aos K maiores autovalores.

Observe que as caracteristicas nio somente dependem das estatisticas

de segunda ordem como também das fungdes de distribuigio das classes.

Uma das incoveniéncias, advinda do uso das técnicas de transformacgoes

‘rotacionais apresentadas, ¢ o fato que as rotagbes, por si sé ndo sio suficien—

tes para separar as classes.

3.4. EXTRACAO DE CARACTERISTICAS ATRAVES DA ANALISE DE CORRES-

PONDENCIA

Pelas propriedades que possue a Andlise de Correspondéncia, podemos

utilizi-la como um algoritmo para extrair as caracteristicas dos padroes.

Scja X a matriz de padroes de ordem IxJ, em cujas colunas estio re-
presentados os padrdes. Aplicando a AC a X, esta transforma um espago J-
dimensional em um espago K-dimensional onde K = min (1, J) - 1. Visto desta ma-

neira, um vetor J-dimensional é reduzido a um vetor K-dimensional.

Considerando os métodos acima expostos, a AC engloba os dois métodos

€ ainda fornece maiores informagées como veremos a seguir,

o Com respeito a transformagdo diagonal, a AC utiliza a distancia xz, que ¢ uma
distancia ponderada onde a j-ésima dimensio ¢ ponderada pelo j-ésimo elemento

do vetor centrdéide;
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o Com respeito a transformagio ortogonal, a AC tem vantagens porque além de
ponderar cada uma das dimensdes, também pondera cada padrao. Depois de apii-
cado o algoritmo de AC, escolhe-se os K vetores singulares generalizados as-
sociados aos K maiores valores singulares ¢ desta mancira obtém-se os vetores

de caracteristicas K dimensionais.

Finalizaremos este capitulo mostrando a classificagdo de padrées ma-

tematico.

3.5. CLASSIFICACAO DE PADROES

Basicamente a Teoria da Classificagio consiste no particionamento do
espago de caracteristicas em regides, onde cada regido pertence a uma classe
padrio. Este particionamento ¢ obtido por wm classificador que tem come base

tedrica, os campos estatistico, probabilistice, Teoria da Informagio e outras

dreas de matemdtica aplicada.

O tépico de Teoria de Classificagdo de Padrdes evoluiu muito mals com

»

respeito i selegdo ¢ extragdo de caracteristicas.

Existem muitas estratégias para delinear um classificador, porém

todas elas dependem da informacio que se possui.

Na Figura 3.2, mostramos em forma de estrutura de 4rvore, as viérias
dicotomias no processo de classificagio de .padrées. Utilizando esta figura des-
creveremos brevemente cada um dos "nés" e "ramificagdes”. O né incompleto, re~
fere-se aos dados para a classificagio que ndo sdo completamente conhecidas.

Por exemplo, parametros, fungdes de densidade, etc..
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INFORMAGAO INCOMPLETO
A PRIOR!
APRENDIZAGEM
COMPLETA APRENDIZAGEM
SUPERVISADA NAO SUPERVISADA
TEORIA DE
BAYES
. NAO ANA'LISE'
* 113 1
PARAMETRICA PARAMETRICA CLUSTER
REGRAS  PLUG-IN ESTIMAGAD REGRAS RESOLVENDO  ESTRUTURA DE
"oTIMAS" REGRAS DENSIDADE GEOMETRICAS MISTURAS DECISAO NAO

PARAME TRICA

Figura 3.2 - Processo de Classificagio de Padrdes Quando os Dados

sdo Completos ¢ Incompletos.

Consideremos a ramificagio que conduz ao nd, aprendizagem ndo super-
visionada, temos que a classificagio ndo depende de uma informagio a prior.i €
que a mesma leva a uma andlise de "cluster”. Esta andlise consiste basicamente
na confeccio de algoritmos que agrupam os padroes em classes sem que se tenha

um conhecimento a priori dos mesmos.

No aprendizado supervisionado tem-se um supervisor ensinando ao sis-
tema como classificar um conjunto de padrbes conhecido. Uma vez efetuado o
aprendizado o sistema reconhecerd outros padroes. Nestes sistemas necessita-se
de informagio a priori para formar as bases do ensinamento. O processo de
aprendizado supervisionado divide-se em duas classes de classificagdo, as do
tipo paramétrico e as do tipo ndo paramétrico. Uma aproximagido paramétrica ¢

definida através de uma funcio discriminante (classe de densidade de probabili-
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dade) e por um nimero pequeno de parametros. Muitas vezes estes pardmetros sio
desconhecidos, neste caso eles sio substituidos pelos seus valores estimados.
Quando a forma de densidade n3o ¢ conhecida e nenhuma hipdtese pode ser feita
acerca da caracterizagio dos parametros estamos no caso de aproximacdo nio pa-
ramctrica. Fungbes discriminante parametrizadas (i.e. os coeficientes de um

polinémio multivariado de algum grau) sao utilizadas em métodos nio paramétri-

cos, porque nenhuma forma de distribuicio ¢ assumida.

A seguir, apresentamos de mancira detalhada uma parte da Figera 3.2,
quando a informagéo € conhecida a priori e a classificagio de padrées estd ba-

seada na Teoria da Decisio de Bayes.

3.5.1. Classificacao de Padrées Utilizando a Teoria da Decisao de Bayes

A Teoria da Decisio de Bayes ¢ fundamental na aproximacgio estatisti-
ca, para o problema de classificagio de padrées. Esta aproximagido ¢ baseada na
hipétese de que o problema de decisio estd caracterizado em termos probabilis-

ticos e que todos os valores probabilisticos conhecidos sio relevantes.

Basicamente o reconhecimento de padrées estatistico segundo a Teoria
da Decisio de Bayes, significa que: Dado um vetor de caracteristicas
X = (xl,..,xK)'r de um padrio a ele serd atribufida uma das S classes de padrio.
Este processo estd baseado na densidade de probabilidade do vetor x condiciona-
do a uma classe padrao w, a qual denota-se por p(x| wi), ¢ na probabilidade a
priori da classe w, denotado por p(wi}. A p(xiw’) estdi também associada a. fun-
¢io de verossimilhanga da classe w,. Com estas descrigdes, Introduziremos a

fungdo perda, a funcdo discriminante de Bayes, e a decisdo por verossimilhanca.
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3.5.1.1. Fungéao Perds

0O uso da fungdo perda em Teoria da Decisio € totalmente relewante.

Para a obtengdo da fungao perda ¢ preciso supor que:

1 p(wi) ¢ conhecida ou estimada;
2) p(x!wi) € conhecida ou serd estimada diretamente do conjunto de treimsmento;
3) p(w |x) geralmente nio € conhecida.
1
A funcio perda Lij serd definida como a perda, ou o custo, o a pena-
lidade devido a uma decisio erronea de que, X € w; quando de fato x € w.
J i

Assim, o objetivo ¢ procurar minimizar a perda média. A perda média condicional

ou risco médio condictonal Rs(x), & definido como:

S
R(x) =) L_p(w]x) - (3.14)

im 1

que € a perda média ou perda esperada de md classificagdo de x, quando x € w .
5

Assim, o classificador encontrard uma decisio dtima, que minimiza o

risco médio ou o custo médio.

A regra de decisdo consiste nos seguintes passos:

PASSO 1 : Calcular as perdas esperadas, Ri(x), para decidir que x € W,

Vi=l,..,s;

PASSO 2 : Decidir que x € w_ se

Rs(x) = Ri(x) Vi, i#s
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A fungio discriminante gs(x), ¢ definida por

gs(x) = -Rs(x) {3.15)

O sinal negativo ¢ escolhido para que gs(x) represente a classe mais
provdvel. Isto €, o menor valor Rs(x), indica uma maior probabilidade de que

X €.
§

As fungdes perda podem variar, dependendo da informagio que se
possua. Mostraremos duas matrizes perda L de ordem S x S. A primeira é dada

pela seguinte forma:

L=| (316)

onde devemos considerar dois casos:

1) Li, = 0, i=1,..,s visto que nenhuma md classificagio ocorre em tais casos.
i

2) Lis = 1, que € uma penalidade de méd classificacio, isto é classifica-se como

X € w, sendo que x € w, i=1,...,8, i#s
X s

Neste caso, temos uma fungdo perda simétrica, isto &,

L. =1+~ 8(s - i)

18

onde &(-) € a funcio delta de Kronecker, isto &,
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0 5€ s#i

1 se s=1
8(s - 1) =

A segunda matriz fungio perda ¢:

Lneg = . (3.17)

onde:

O significado desta matriz fungdo perda negativa € que uma perda ne-
gativa (i.c. ganho positivo) ¢ atribuida a uma decisio correta e nenhuma perda
para uma decisio erronea. Em outras palavras, a perda atribuida para uma deci-

sao € malor para uma decisdo errdneca que uma correta.

Dadas estas fungdes perda, descreveremos a seguir a fungio discrimi-

nante de Bayes.

3.5.1.2. Fungio discriminante de Bayes

Pela régra de Bayes temos que,

p(xlw;) plw)
p(w |x) = B — (3.18)
pix .
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onde:

$
p(x) = I p(x]wi) plw) € a probabilidade de que x ocorre sem considerar a
i=1

classe a qual pertence.
Substituindo (3.18) em (3.14), temos

5

X L p(x]wi) plw) (3.19)
i=1

1
p(x)

Rs(x) =

observe, que em (3.19) Rs(x), s = 1,..,8, independe de p(x). Portanto, p{(x)
pode ser eliminado da equagio de risco médio condicional. Assim sendo, nosso

objetivo entdo passa a ser

5
min{Rs(x)} = min Z L p(x!wi) plw )y (3.20)
3
i=1

Para obtermos o melhor resultado entre todas as possiveis decisdes, definiremos

gs(x) = —Rs(x) {3.21)

Desse modo, gs(x) ¢ denominado a fungdo discriminante de Bayes. O classificador
bascado nesta minimizagio € chamado de classificador de Bayes tendo, portanto,

um desempenho 6timo sob o ponto de vista estatistico.

Com o conceito de funcio discriminante de Bayes introduzimos a deci-

sd0 de mdxima verossimilhanca.
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3.5.1.3. Decisio de mixima verossimilhanga

Para o desenvolvimento da decisio de méxima verossimilhanga, conside-
raremos - primeiramente duas classes de padroées @ e w, para depois generalizd-

la. Para isto utilizaremos a defini¢do de fungio perda média Rs(x).

Seja, Ra(X) a perda média quando decidimos que x € w, lIsto é,

Ri(x) =L, p(x[wl) p(wl) + L, p(x;wz) p(wz) (3.22)
Similarmente, a perda de decidir x € w, ¢

Rz(x) =L, p(xfwl) p(wl) +L, p(xjwz) p(wz) (3.23)
A decisio de que x € w, € feita se:

Rl(x) < Rz(x) (3.24)
Substituindo (3.22) e (3.23), respectivamente, em (3.24) resulta em

L, p(x]wl) p(wl) +L, p(x[mz) p(wz)

< L12 p(x,wl) p(w;) * L22 p(xlwz) p(wz) {3.25)
desenvolvendo esta desigualdade temos,

(L, - L) p{x]e,) ple) < L, - L) p(x]u) pl) (3.26)

p(xjw) (L - L_) plw)
(1o, > 2 2 (3.27)
p(x[wz) (L, -L) p(wl)
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Denotando:

p(x|w,)
—— = () (3.28)
p(x|w,)

(in - Lzz) p(wz) _

=9, (3.29)
(le - L“) p(wl)

e substituindo em (3.27), a expressio (3.27) torna-se

Elz(x) > 6, _ (3.30)

€, 0 critério de decisdo serd

xew, se . (x)>8, (3.31)
As expressoes (3.28) e (3.29) sdo denominadas de razio de verossimilhanga e va-

lor do limiar, respectivamente.

Estes resultados podem ser generalizados para um problema de miilti-
plas classes, isto ¢, para as S classes. Neste caso (3.28) e (3.29) podem ser

expressadas como:

p(x|w )
g = (332)
p(x]w)
[+
(L. -~ L) plw)
8 = is ii i (3'33)

si

(Ls; - Lss) p(ws)

Logo, o critério de decisio para as muiltiplas classes serd
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xew se £ >0 vi=1,...,S (3.34)

A expressio (3.34) ¢ denominada regra de méxima verossimilhanga.

Sob estas regras de decisio ndo ¢ dificil implementar-se o classifi-
cador. Observe que em (3.33) o limiar depende dos valores da funcdo perda. Con-
siderando a matriz fungao perda (3.16), a expressio (3.33) transforma-se em:

p(wi)

8 =
si

p(ws)

Substituindo o wvalor de Bsi em (3.34) temos:

p(xlo) o)

> (3.35)
p(xtwi) p(ws)
Se p(wi) = p(ws). A regra de mdxima verossimilhanga serd entio
xew se £ >1 (3.36)

O caso mais geral ocorre quando p(wi) # p(ws). Considerando estas possibilida-;

des, formularemos entdo as fungdes discriminante, quando a fungio perda é simé-

trica.

Sabemos que:
p(x!ws) plw)
= > :
p(x|w) plo)

entio:

p(x]wsi) plw) > p(x|wi) pw) (3.37)
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em outras palavras,

p(x]ws) plw) > p(x|wi) plw) vi=1,...,8

Uma das formas assumidas pela funcio discriminante §&,

d(x) = p(x[ws) plw) (3.38)

Todavia, a forma alternativa mais utilizada para a fungio discrimi-

nante &,

d'(x) = log p(x]ws) + log plw) : (3.39)

Em seguida, desenvolveremos a classificagdo de padrées para fungoes

densidade normal ou gaussiana.

3.5.2. Classificagao de Padrdes Quando a Fungio Densidade € Gaussiana

A fun¢io densidade gaussiana multivariada para S classes de padrdes €

representada matematicamente por

p(xjw) = 1 exp[—- T -m) clx-m )] s=1,...,8 (3.40)
T oM | 2 S j |
§

onde:
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» k ¢ a dimensionalidade do vetor de caracteristicas do padrao;

° ms=E(x) € o vetor esperado de x ou vetor de médias;

° Cs-—-Es[(rms)(x—ms)T] € a matriz covariancia da classe w.
Para a obtencio da fungio discriminante consideremos (3.39), isto é,
d;(x) = log p(x!ws) + log p(ws)

Substituindo (3.47) nesta igualdade, a funcio discriminante fica

d;’(x) = - -Z- log(2m) - i log |Cs| - i— (x - mS)T C;l(x - ms) + log p(ws) (3.41)

Observemos que o primeiro termo do lado direito € comum para as S classes.

Portanto, podemos desconsiderd-lo sem perda de generalidade. Logo a funcio dis-

criminante reduz-se a:

& =-2x-m) M -m) ¢ [Eog plw) - 1 log |C i] (3.42)
s 2 -3 5 b) H] 2 s

Pelo primeiro termo do lado direito, vemos que d;”(x} ¢ uma fungio discrimi-

- nante gquadrdtica.

A seguir consideraremos, esta fungdo discriminante para dols casos

diferentes:

G470 1: Quando ao Mathiges Covanidncia ofo Fguaic pana Difenentes Glasses

(ie.C =C =..=C =)
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O significado fisico €; que as classes separadas sio de lgual tamanho ¢
forma similar e os "cluster" estio centrados em diferentes médias. Ex-

pandindo a equagio geral (3.42) temos

dW=-2x"c?x-lw'c'm+xTc'm +logp(w)--1~log IC]
s 2 2 5 g § 5 2

s=1...,8 (3.43)

Aqui, observamos que o primeiro e udltimo termo sic comuns em todas as

classes. Entdo a fungio de discriminante mais compacta € como segue:

dx)=x C'm + |log pw) -t m?' ¢’ m §=1,..., (3.44)
s 1 1] 2 s s

Obviamente, esta € uma fun¢io discriminante linear, devido a x.

A fungio discriminante para um problema de duas classes § = 2, é defi-

nida como:
dix) = dl(x) - dz(x) (3.45)
plw ) ) _
d(x)ﬂxTC_l(m—m)+log }-3~(mTCI’m—mTC1m)(3.46)
1 2 1 2 2
plw,) 2
2
ou
plw ) _
do = x" ¢'m - m) + log — - i[(m1 -m)’ v mz)] (3.47)

p(wz) 2

6490 2: Quando a Matriy C, ¢ uma Hatniy o1, ende [C | = o

Fisicamente significa que o "cluster” tem componentes iguais ac longo
dos eixos principais ¢ a distribuigio € de forma esférica. Substituindo

a‘jl por C_em (3.42), resulta,
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T .
1(x—ms)(x—~m) 1 5
d(x) = - ~ + log|plw) - ~ log o (3.48)
5 2 § s
2 o 2
s
Se, O's = 0"} VS:j
isto &, o'zl = a‘zl = (rzl
s i
(3.48), transforma-se em
1 (xTx - Zmeg + mfm) 1 5
d(x) = - ~ + log plw) -~ = log ¢ (3.49)
s 2 s
2 o 2

T 1 2
novamente, X X e 5 log ¢° sdo comuns a todas as classes de padrées.

Portanto, eliminando estes termos em d (x) temos
&

i T 1 T
d.s(x) = —;i x'm + tlog plw) -~ — m m - (3.50)

20

que pode ser tratada como funcio discriminante linear. Esta funcao dis-
criminante poderd ser simplificada se p(ws) = %, ¥s. Como S € constan-
te, o termo log p(ms) pode ser eliminado de {3.50), e assim ds(x) sim-

plifica-se para
dx) =xm -2 |m|? (3.51)
E s 2 s

que também € uma fungdo linear.

As fungdes discriminante linear (3.44), (3.50) e (3.51) podem ser

implementadas por mdquinas lineares.

Através destas fungdes discriminantes pode-se determinar as regides

de decisdo, e assim classificar os padroes.

[V I M §
BB : ’

I AT
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CAPITULO 4
CASAMENTO ENTRE CONJUNTO DE SINAIS E GRUPOS
55
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4.1. INTRODUCAO

Dentro do contexto de codificagio de canal o casamento de conjuntos
de sinals com a estrutura algébrica de grupo é um dos temas atuals de pesquisa
na drea de Teorla de Comunicagbes. Através deste casamento € possfvel diminuir
a poténcia transmitida para um mesmo valor da probabilidade de erro, sem que

com isso, haja uma expansio da largura de faixa.

O casamento consiste na rotulagio dos vetores sinais por elementos de
um grupo, implicando em uma correspondéncia entre linearidade e distincia quan-

do a distincia de Hamming ¢ substituida pela distancia Euclideana.

Massey ¢ Mittlholzer [20] - [23] introduziram o casamento de cédigos

lineares sobre ZM com modula¢io de fase M-drios.

Locliger [24] analisa este casamento entre conjunto de sinais e gru-
pos. Como resultado principal mostra que os conjuntos de sinais casados a gru-

pos sio equivalentes a conjuntos de sinais do tipo Slepian [25].

Neste capitulo desenvolveremos o casamento entre sinais e estrutura
de grupo. Na Secio 4.2, serdo fornecidos os conceitos bdsicos de Teoria de Gru-
pos. Na Segdo 4.3, uma breve revisio de Sistemas de Comunica¢io. Finalmente na

Se¢do 4.4 apresentamos o casamento de conjuntos de sinais e grupos,

4.2. GRUPOS

4.2.1. Definigdes e Alguns Exemplos

Definicdo 4.2.1.: Seja G um conjunto nio vazio com a operagio

* 1 6Gx G — G

(a,b) -~ a ¢ b

G € um grupo se as seguintes condigbes sio satisfeitas:
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i) Se a, beG, entio, 2 * b € G (propriecdade de fechamento)

ii) A operagdo * € Associativa; isto &,
(a*b)*¢c=a*{b* ), va,b,c € G;

tii) Existe o Elemento ldentidade, isto &,

JeeG talque a*e=g*a= g Va € G;

iv) Cada elemento a € G tem um Elemento Inverso, isto &,

VaeG 3I3beCG talque a*b=b*a=e
~- Se em um grupo G, verifica~se a propriedade:

a*b=Db*a

dizemos que o grupo ¢ Comudative ou Abeliano.

Exemplo 4.2.1.: Seja S um conjunto ndo vazio e seja

G = {f:S —>» S : { bijetiva}
Se * € a operacido composicio de fungdes, isto €,

*: GxXG6G —G
{gf) — g~ f

entdo (G, *} € claramente um grupo tendo

IS: S$—3S
X — X

como identidade.
Esse grupo € chamado de grupoe das permumgéés ou grupo das simetrias do conjun—
to S. Se S = {1,2,...,n} denotaremos esse grupo por Sn, e temos que o numero de

elementos de § € exatamente nl
n

O nimero de elementos em um grupo G € chamado ordem do grupo denotado
por #G. G € chamado um grupo finito se #G € finito e € chamado um grupo infi-

nito caso contrdrio.
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Um grupe G € chamado ciclico se existe um elemento g € G tal que

G = {gnln € Z}. O elemento g € chamado gerador do grupo ciclico.

A ordem de um elemento g em um grupo G € o menor inteiro positivo, r,

tal que g' = e. Se tal r ndo existe, a ordem dos elementos é dita infinita.

Uma relagdo R de um conjunto U em T ¢ um subconjunto de UxT. Se diz
que a estd relacionado a2 b sob R se o par (a, b) pertence ao subconjunto ¢ de-

nota-se por aRb, caso contrdrio akb

Delinicdo 4.2.2.: Uma rclagio R sobre um conjunto U é chamada de uma relacdo

de equivaléncia se

i aRa Ya e U {(Reflexiva)
ii) Se aRb, entdo bRa (Simétrica)
iii) Se aRb e bRc, entio aRc (Transitiva)

Se R ¢ uma relacio de equivaléncia sobre U e aRU entdo
[al = {x € U | xRa}

¢ chamado de classe de equivaléncia contendo a. O conjunto de todas as classes

¢ chamado o conjunto gquociente de U por R e denotado por U/R, isto €
U/R = {lal | a € U}.

Para cada n € Z+, tem-se uma classe muifto importante de relacao de

equivaléncia sobre Z, que € a congruéncia mdédulo n.

Se n € um inteiro positivo fixo ¢ a ¢ b inteiros guaisquer, se diz
que a é congruente a b mddulo n, se n divide (a-b), comumente denotado por
a=bmodn. Esta relagdo de congruéncia mdédulo n ¢ uma relaghio de equivaléncia

sobre Z.
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Definicdo 4.2.3.: Se (G, *) ¢ um grupo ¢ H € um subconjunto nio vazio de G,

entio (H, *) € chamado um subgrupo de (G, *) se

1} a*beH Vab €H (Fechamento});

i a“I € H ¥YaeH (Existéncia de Inversos).

Denota-se H = G.

Exemplo 4.2.2.: O grupo composto pelas permutagdes par em Sn forma um subgrupo

de ordem n!/2 chamado também o grupo alternante An de grau n.

Definicdo 4.2.4.: Seja H um subgrupo de um grupo G. Para a, b, € G, se diz que

a € congruente @ b modulo H denotado por a = b modH, se e somente se al:f1 € H.

A relagio a = b modH € uma relagio de equivaléncia sobre G. Se deno~

tarmos

Ha = {ha | h e H}

entdo, temos a chamada classe lateral & direita de H em G. O elemento a ¢ cha-
mado um representativo da classe lateral Ha. A classe lateral A esquerda é dada

por

aH = {ah | h € H}.

Jeonema 4.2.1.: Teorema de Lagrange. Se G ¢ um grupo finito ¢ H é um subgrupo

de G, entio a ordem de H divide a ordem de G.
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4.2.2. Grupos Queocientes e Homomorfismo _(E Grupos

Delinicdo 4.2.5.: Se (G, o) e (H, *) sdo dois grupos, a fungdo f : G — H ¢

chamada homomorfismo de grupo se
fla o b) = f(a) * f(b).

Um isomorfismo de grupo ¢ um homomorfismo de grupos que € injetivo. Se existe
um isomorfismo entre os grupos (G, o) e (H, *), se diz que (G, o) ¢ (H, *) sio
isomdrfos e denota-se por (G, o) = (H, *). Dois grupos sio isomdrfos se as suas

estruturas sfo essencialmente as mesmas.

Definigdo 4.2.6.: Um subgrupo H de um grupo G é chamado um subgrupo normal de

G se
g'He e H, VYgeG, VheH

Jednema 4.2.2.: Se N € um subgrupo normal de (G, o), o conjunto de classes

laterais G/N = {(Ng|g € G) forma um grupo (G/N, o) onde a operagio é dada por

(Ngl)(Ngz) = Ng .g_.

172

Definigdo 4.2.7.: O grupo G/N é chamado grupo quociente ou grupo fator de G em

N.

Definicdo 4.2.8.: Se f : G — H ¢ vm homomorfismo de grupo, entio o ndcleo de

f denotado por Ker f, € o conjunto de elementos de G mapeados por f na identi-
dade de H. Isto &,

Ker f = {g € G | f(g) er}.
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Propoosicdo 4.2.1.: Seja f : G — H um homomorfismo de grupo. Entdo,

i) Ker f ¢ um subgrupo normal de G;
ii) f € injetiva « Ker f = {eG}.

Proposigdo 4.2.2.: Para qualquer homomorfismo de grupo f : G — H, a imagem de

f, Im f = {f(g)|g € G} ¢ um subgrupo de H (embora nioc necessariamente normal).

Jeonema 4.2.3.: Teorema de Homomorfismo para Grupos, Seja K o nicleo do homo-

morfismo de grupo f : G — H. Entdo G/K € isomdrfo 2 imagem de f, ¢ o isomor-
fismo ¥ : G/K — Im f ¢ definido por

¥(Kg) = f(g)

4.2.3. Anéis e Corpos

Definicdo 4.2.9.: Um anel (R, +, o) é um conjunto R, juntamente com duas ope-—

ragbes bindrias + ¢ o sobre R satisfazendo os seguintes axiomas. Para quaisquer

eflementos a, b, ¢ € R.

i) (a+b)+c=2a+(b+c) (Associativa)

ii) a+b=>b+a (Comutativa)

iti) 3 0 € R, chamado zero, tal que a+0 = a {ldentidade Aditiva)

iv) - 3 {-a) € R tal que a + (-a) = 0 (inverso Aditivo)

v) (@aebloc=ao(boc) (Associativa)

vi) 31eRtalqueloa=acl=a (Identidade Multiplicativa)

vii) a e (b+c)=aob+aoc

(b+cla=boea+coea (Distributiva)

O anel (R, +, o) é chamado Comutativo se viii) a o b=b o a Vab e R.
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Se (R, +, o} € um anel comutativo, um elemento nio nulo aeR ¢ chamado

de divisor de zero s¢ 3 um elemento ndo nulo b € R tal que a ¢« b = 0.

Um anel comutativo nio trivial contendo a unidade é chamado de domi-
nio integral se nio contém divisores de zero. Portanto, um anel comutativo nio

trivial ¢ um dominio integral se a.b = 0 sempre que a = 0 ou b = 0.

Definicdo 4.2.10.: Um corpo ¢ um anel no qual os elementos nao nulos formam um

grupo abeliano sob a operagio de multiplicagio, isto €, além de satisfazer os

axiomas de Definigdo 4.2.9 satisfaz

ix) a€R a=#0 3a' eRtalquea’ «a-=1.

Jeonema 4.2.4.: Algoritmo de Divisdo para Inteiros. Se a e b sio inteiros ¢ b

¢ ndo nulo, entido existem inteiros g e r iunicos tais que
a=gqgb+r 0=r < |bj

O inteiro r € chamado o residuo na divisdo de a por b, ¢ q de quociente.

Delinicdo 4.2.11.: Um dominio integral R ¢ chamado um ane! Euclidiano se para

cada elemento ndo nulo a € R, existe um inteiro ndo negativo |af.

] Sc a ¢ b sio elementos ndo nulos de R, entio [a] = |abl;
ii) Para cada par de clementos a, b € R com b # 0 3 elementos q, r € R tais

quc a =gb + r; r = 0 ou |r|<|b] (algoritme de divisdo).

Delinicdo 4.2.12,: Um subconjunto ndo vazio | de um anel R é chamado ideal de

R, se VYx,yel, ereR

P x-yel

ii) xr erx el
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Prnoposicdo 4.2.3.: Seja a um elemento de um anel comutative R. O conjunto

{arlr € R} de todos os miltiplos de a ¢ um ideal de R chamado ideal principal

gerado por a. Este ideal ¢ denotado por {a).

Jeonema 4.2.5.: Seja 1 um ideal no anel R. Entio o conjunto de classes late~

rais formam um anel (R/I, +, o) sob as operagdes definidas por:

(1~i~r})+(l+r2)=l+(ri+r2)

(l+rl).(1+r2)=l+(rl.r2)

Definicdo 4.2.13.: O anel (R/I, +, o) é chamado anel guociente de R por 1.

Um elemento p nio inversivel em um anel Euclideano R é chamado irre-

dutivel se, p = ab, entdo a ou b € inversivel em R.

Jeonema 4.2.6.: Seja a um clemento de um anel Euclideano. O anel quociente

R/(a) € um corpo < a ¢ irredutivel em R.

]

Z/{(p}) é um corpo < p é primo.

EConolanio 4.2.1.: ZP

4.3. REVISAO DE SISTEMAS DE COMUNICACOES

Na Figura 4.1 mostramos o diagrama de bloco de um sistema de comuni-
cagdo digital. Neste diagrama, trés operagdes bdsicas de processamento de si-

nais sdo identificados: Codifica¢do de Fonte, Codificagdo do Canal ¢ Modulagdo.
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Desenvolveremos brevemente cada uma destas operagdes bdsicas.

FONTE CODIFICADOR CODIFICADOR
- DE - DE +! MODULADOR
DISCRETA FONTE CANAL
CANAL DE
TRANSMISSAD
' DECODIFICADOR  PECODIFICADOR
USUARIO DE - DE DEMODULA
FONTE CANAL

Figura 4.1 - Diagrama de Bloco de um Sistema de Comunicagdo Digital.

4.3.1. Codificacido de Fonte

O objetivo em codificacio de fonte ¢ eliminar ou reduzir a redundan-
cia das palavras-codigo que sdo associadas aos elementos do alfabeto respecti-
vamente. Como conseqiiéncia disto obtém-se uma representagio eficiente da saida
da fonte. O beneficio da aplicagio de codificagio de fonte € reduzir a largura

de faixa requerida.

Uma forma de avaliar o desempenho de um sistema de comunicagio digi-
tal diz respeito 2 eficiéncia com que a informagio de uma dada fonte pode ser

representada.

Suponha que um experimento probabilistico envelva a obscrvagio da

safda emitida por uma fonte discreta em cada unidade de tempo. A saida da fonte
¢ modelada como uma varidvel aleatéria discreta, {, onde os simbolos assumem

valores pertencentes 4 um alfabeto finito fixo. Seja £ representado por
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¢ =1L, v G}

onde a cada elemento Qi, temos associado uma medida, p(-), de tal forma que
p(g = (‘;k) =P, k=0,1,...K-1

satisfazendo,

assuma que os simbolos emitidos pela fonte durante intervalos de sinals suces-

sivos sio estatisticamente independentes.

A quantidade de informacdo associada ao evento ( = (;k, é definida

como

I(qk) = Iogz(llpk)

onde, a unidade resultante de informacgio ¢ chamada bit. Um bit € a quantidade
de informagio associada a cada um dos dois eventos possiveis de ocorrer quando
as mesmas sdo igualmente provdveis. A quantidade de informagio, I(Ck), sg de-

pende do simbolo ck emitido pela fonte.

O valor médio de I(Ck) sobre o alfabeto da fonte { € dado por

K~-1
H(E) = EAE ) = X p, log,(1/p)
k=0

onde H(Z), é chamada de entropia de uma fonte sem memdria discreta com alfabeto

finito ¢. Isto €, uma medida da informagdo média contida por simbolo da fonte.
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Jeonema 4.3.1. Codificacdo da Fonte: Dada uma fonte sem memdria discreta de

entropia H({), a média £ do comprimento das palavras-cédigo para qualquer codi-

ficagdo de fonte € limitada inferiormente por

£ > H(Q)
onde:
K-1
£= E Py £k
k=0
l’,k ¢ o comprimento da palavra cddigo atribuida ao simbolo t;k.

4.3.2. Canais de Comunicacio

Os canais mais comumente utilizados na transmissio de informagio sio

classificados como pertencentes a um dos dois tipos, descritos a seguir:

o Ganaic do TJipo Discnelo, sio aqueles que se apresentam entre a saida do codi-
ficador de canal, e a entrada do decodificador. O canal que € mais utilizado
¢ o Canal Simétrico Bindrio (BSC} que tem a particularidade de que a probabi-

lidade de mudar o digito 1 para O ¢ igual a probabilidade de mudar 0 a 1 (ver

Figura 4.2).

Figura 4.2 - Canal Simétrico Bindrio,
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o Banais do Tipo Continuo, sio aqueles que se apresentam entre a safda do modu-
lador e entrada do demodulador. Na sua forma mais simples, ¢ representado
como um canal aditivo. O canal € completamente caracterizado pela distribuj-
¢do de probabilidade do ruido. O canal de tipo continuc que utilizaremos para
transmitir os sinais si(t) (ver Figura 4.3} ¢é o canal Gaussiano Branco e Adi-

tivo (AWGN) com poténcia espectral NO/Z.

P

s(t) Sinal Transmitido s WL ( t ) Sinal Recebido

n(t)

Ruido Gaussiono

Figura 4.3 - Canal Gaussiano Aditivo,.

4.3.3. Codificacgio de Canal

4.3,.3.1. Codificagio

Codigos sio utilizados em sistemas de comunicagées com o objetivo de
corrigir ¢ detectar erros ocorridos nas mensagens transmitidas através de um
canal de comunicacfio. Apesar de existirem duas classes de cddigos, nos restrin—
giremos 4 somente uma delas, uma vez que estaremos interessados neste trabalho
com os cdédigos de bloco. A seguir, apresentaremos os conceitos bésicos necessd—
rios para um melhor entendimento do material contido nos capitulos subseqgiien-

tes. Iremos considerar somente o caso de cddigos q-drios, com elementos em Z .

A transmissdo de mensagens sobre um canal ¢ feita através do partici-
onamento destas mensagens em blocos de k digitos e a cada um desses blocos sio
adicionados n-k digitos de paridade obtendo-se assim uma palavra codificada de

comprimento n digitos. Tal cédige € denotado por (n, k).
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Como cada bloco da mensagem u consiste de k digitos de informagio,
temos entdo um total de qk possiveis mensagens. O codificador, transforma cada
mensagem u em uma n-upla gq-4ria v, onde n > k. Dessa forma, as qk possiveis

mensagens, temos assocladas qk palavras codificadas de um conjunto de q" possi-

vels palavras.

Os (n-k) digitos adicionados aos digitos de informagdo sic chamados
digitos de verificagdo de paridade pois os mesmos ndo "carregam” informacio;

mas permitem que a informacgio existente seja transmitida de uma forma mais con-

figvel.

As palavras cédigo serdo representadas por v = (vl, vz,”,vn) perten~

centes ao espago vetorial Z:ﬂ Zx Z%,.,x Z de dimensio n, onde g € um primo.
q q q
k P .
Por outro lado, as q possiveis mensagens de cumprimento k, u = (ul,uz,...,uk),

. k
pertencem ao espago vetorial Zq.

Delinicdo 4.3.1.: Um codificador ¢ vma fungio injetiva

'J:ka)zn
q g

que atribui a cada k digitos de informagfio, uma palavra-cédigo de n digitos.

Definicdo 4.3.2.: Se G € uma matriz de ordem kxn cujos elementos estio em

Zq. Define-se a transformacido linear

onde:

u ¢ um vetor linha que representa os k digitos de informagdo de uma mensagem.
A matriz G de ordem kxn € depominada maitriz geradora ou matriz de codificacdo

do cddigo.
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Definicdo 4.3.3.: Um cédigo (n, k) € chamado cddigo Ilinear se a fungio de co-

dificagdo ¢ uma transformacio linear de ZZ: em Z:.

Se u € a mensagem, entdo a palavra codificada via G é dada por

v=uG (4.3.1)

onde os vetores cdédigo sdo os vetores da imagem de 7, (proposigdao 4.2.2), for-
mando assim um subespago vetorial de Z: de dimensido k. Logo, as linhas de G
formam uma base para este subespaco. Portanto, um vetor € uma palavra-cédigo se

e somente se este vetor resulta da combinagio linear das linhas de G.

Como o processo de decodificagdo realiza a operagdo inversa ao da co-

dificagdo, entdo se faz necessdrio definir esta transformacio. Para isso, temos

Definicdo 4.3.4.: Se H € uma matriz (n-k) x n cujos elementos pertemcem a Z

entdo, define-se a transformacio linear

n n~k
n,:Z — I or
H q q P
T T
H
v - {n-k}xn v

onde:
T Do Te
v € um vetor coluna, T indica o transposto de v.

A matriz H ¢ chamada de matriz verificacdo de paridade cujo posto € (n-k).

Entdo, v = (vi, vz,...,vn) € uma palavra-cédigo se e somente se

Hv =0 {4.3.2)

Por outro lado, um vetor recebido r = (rl,...,rn) ¢ um vetor cddigo

. T
se¢ ¢ somente se Hr = 0.
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A relagéio entre as matrizes H e G obtém-se de (4.3.1) e (4.3.2)

v=uaG — vT=GT T
Logo,
Hv =HG u =0
onde,
HG =00 GH =0 {4.3.3)

Consideremos um cdédigo linear (n,k) como sendo uma funcio de codifi~
cacio (A Z: —3 Z:. Seja € = Im{'ng) o subespago de vetores-cédigo. Se v € €
¢ enviado através do canal ruidosc ¢ um erro e e Z: ocorre durante a trans-

missio, o vetor recebido serd

r=v+e {4.3.4)

O decodificador recebe r, e determinard o mais provdvel vetor trans-
mitido v através do padrio de erro e. De {43.4) e = v - r. O decodificador
nido conhece o vetor-cédigo v, mas reconhece que o erro e estd na classe late~

ral G + v.

O mais provdvel padrio de erro em cada classe lateral de ZZ/@ é cha-

mado lider da classe lateral.

n
As classes laterais de © em Z podem ser caracterizadas pelo uso da
g

matriz H.

O subespago € ¢ o niucleo da transformagio 7 : Z: —3 Z:—k. Portanto,
pelo teorema do homomorfismo (teorema 4.2.3.) o conjunto de classes laterais
Z:/E’ € isomorfo a Im(n), isto €, o isomorfismo envia a classe lateral € + v

para n(vT) = H vT. Portanto, a classe lateral € + v € caracterizada pelo ve-

tor H vT.
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S¢ H ¢ uma matriz verificagio de paridade ¢ r € Z:, entio o vetor
(n-k)-dimensional, H r' & chamado sindrome de r.

{n-k)

Cada elemento de ZQ € uma sindrome. Desse modo, temos q]umk dife-

-k
rente classes laterais e qn diferentes sindromes.

Depinigdo 4.3.5.: A distdncia de Hamming entre dois vetores r ¢ v é o nimero

de posigdes nos quais elas diferem; e ¢ denotada por dH(r. v).

Definicdo 4.3.6.: O peso de Hamming de um vetor r ¢ o némero de elementos T

diferente de zero; e € denotado por w(r).

Das defini¢bes temos que a distincia de Hamming e o peso de Hamming

estdo relacionados por

dH(r, v) = wir - v) {4.3.5)

O terceiro parametro de um cddigo €, além do comprimento ¢ dimensio,

¢ a distincla de Hamming minima entre suas palavras codificadas, isto €,

(=%
1

min dH(r, v)

i

min wir - v) ¢=r-v € € {4.3.6)

onde d € chamada distancia minima do cédigo, significando que qualquer duas

palavras cédigo diferem ao menos em d lugares.

Definigdo 4.3.7.: A taxa n, de um cédigo € definido por

k
L=
n

onde:

k € o mimero de digitos de informagio;

n € o comprimento da palavra cédigo.

71



A capacidade de detectar e corrigir um erro ¢ dado pelo teorema 4.3.1

Jeonema 4.3.1. [26]: Um cédigo com distincia minima d pode corrigir t = [m]

2
* . d-2
erros . Se d € par, o cddigo pode simultaneamente corrigir t = —— erros ¢

detectar d/2 erros.

Probabilidade de Erro Quando a Mensagem ¢ Transmitida per um_ Canal__do

Um cddige de bloco com capacidade de corrigir © erros € usualmente

capaz de corrigir alguns padroes de erro, t + |, com i z 1.

Se um cdédigo bloco de t-correcdo de erros € utilizado estritamente
para corrigir erros sobre um canal BSC com probabilidade de transigio p, a
probabilidade de que o decodificador cometa uma decisdo erronea € limitada
superiormente por
o
n i n-i
ple) = ): p( - p) (4.3.7)
i=t+l
Uma maneira de obter a probabilidade de erro exata € através do Ar-

ranjo Padrio [26]

4.3.3.2. Modulacao

O mapeamento de seqiiéncias digitais em um conjunio de formas de onda

¢ chamado de modulagdo digital.

Ll
{x] denota o mailor inteiro menor ou igual que x,
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O modulador digital ¢ o que faz tal mapeamento. Quando o modulador
mapeia digitos bindrios em um conjunto de duas formas de onda tem-se, entdo, a
modulagdo bindria. Alternativamente o modulador pode ter M = 2" diferentes for-
mas de onda pelo mapeamento de n digitos a um tempo sobre um conjunto de M for-
mas de onda ou sinais. Este tipo de transmissido € dito modulagdo M~dria ou mo-

dulacde multinivel.

O canal para 2 transmissdo dos sinais serd do tipo canal com ruido

gaussiano aditivo branco (AWGN) com poténcia espectral No/z.

A andlise de desempenho do sistema de comunicagdes, quando um dado
conjunto de  formas de ondas € selecionado, fica bastante simplificada se este
conjunto de sinais puder ser representado geometricamente em um espago de si-
nais.

A tarefa de transformar uma mensagem de entrada m,, i = 1,.,M, na
forma de onda modulada si(t) pode ser dividida em operagdes de tempo discreto
e continuo. A justificagdo para esta operagdo estd no processo de ortogonaliza-
¢do de Gram-Schmidt, o qual permite a representagdo de qualquer conjunto de M
sinais {si(t)} como combinacoes lineares de N  funcdes base ortoenormais,

¢1(t)...,¢N(t), onde N = M, isto &,

|

s(0) = z S ¢j(£) 0=t<T  i=1,2,...,.M (4.3.8)

onde os coeficientes desta expansio sdo definidos por

T
85 = J-O si(t) ¢j(t)dt i=1,...M j

[

1,...N

uma vez que as fungdes base de valores reais ¢'t(t)’ s&o orionormals, ou seja,

1 se i=j

T
I ¢ (1) $(0) =
o ] 0 se i#j
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Por conseguinte, cada sinal no conjunto (si(t)} ¢ completamente determinado

pelos coeficientes, isto &:

§ = i=1,2,...,.M (4.3.9)

O vetor 5, € chamado de vetor sinal, que geometricamente pertence ao espaco

Euclidiano N-dimensional. Assim, temos M pontos num espago Euclideano N-
dimensional correspondentes aos M sinais. Estes sinais estio representados

sobre o espagco Euclideano N-dimensional gerado por ¢1,...,¢> A cste espago

N’

Euclideano denomina—se espaco de sinais.

Quando Sz(t) passa pelo canal aditivo temos
r(t) = n(t) + s.(1) (4.3.10)

Expressando cada um destes sinais (4.3.10) em fungao das bases

veny temos
B0y

r =s_+n, i=1,...,M =1,..,N (4.311)

onde n  tem distribuicio gaussiana com média 0 e variancia NO/Z.
H

Como rj estd em fungio de nj também terd uma distribuicdo gaussiana

com média sij e variancia NO/Z.

Seja r o vetor de N varidveis aleatdrias r, definido por:

-
I

N
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Dado que os elementos do vetor r sio estatisticamente independentes a
fungio densidade de probabilidade condicional do vetor r, dado o sinal si(t) ou
correspondente ao simbolo m, transmitido pode ser expressa como o produto das

fungoes densidade de cada um dos scus elementos individualmente

N

fr(r[mi) = .n fr'(rjlmi) i=1,....M _ (4.3.12)
=1 ]

onde os rj’s sdo valores amostrais do sinal recebido r(t). A fungic densidade

condicional fr(r|mi), para cada mensagem transmitida m, i = 1,..,.M € chamada

de funcdo de verossimilhanca. Esta fungdo € a que caracteriza o canal. O canal

cuja fungio de mdxima verossimilhanga satisfaz (4.3.12) é chamado um cenal sem

memaria.
Como rﬁ ¢ uma v.a. Gaussiana com média sEj e variancia NO/Z, temos
que:
1 i 2
f (rim) = exp{—- —(r -~ s ) i=1,..,.M #=1,...N (4.3.13)
e YN N H
(o] 1]

Pela substituigdo de (4.3.13) e (4.3.12), temos que a funcdo de ve-

rossimilhanga de um canal AWGN ¢ dada por

N
_ N2 |1 2
fr(rlmi) = (n No) ex . Z(rj sij) (4.3..14)
0 j=1

Assim, a distincia entre s e r é
1

s, 1) = Jr - s (43.15)
i i
onde fa] ¢ a norma do vetor a.

Do item 3.5.1.3 temos, entdo, que o demodulador 6timo selecionard o
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vetor sinal s, mais préximo ao vetor recebido r. Para tal, o espago de sinals

deverd ser dividido em M regides distintas 521, "Rz"”'ﬂM

mensagem m ,...,m . Se r estd na regido ka a decisfo serd m_.

O problema de determinagio do receptor 6timo entio se reduz 2 escolha

destas regibes limitadas, tais que a probabilidade de erro em tomar estas deci-

s0es seja minima.

4.3.3.3. Probabilidade de erro em conjuntos de sinais

Consideraremos o caso quando os simbolos sio igualmente provéveis. A

probabilidade de erro do simbolo pode ser escrita como

ple) = 1 ~ plc)

=1-41
= 1 . Z p(c]s}_) (4.3.16)

onde;
p(clsj) € a probabilidade de decisdo correta dado que o vetor sinal s , cor-
respondente ao simbolo m, foi transmitido. Do final do item 4.3.3.2, temos que

M

ple) =1 - 1 Z p(r R;[S;)‘ {(4.3.17)
M
j=1

Sob o ponto de vista geométrico, concluimos que a escolha das bases ortonermais
{c)bj}h;[:1 nido afetam a probabilidade de erro. Notamos gue as regides de decisio
dependem s6 do conjunto de pontos sinais. Portanto, qualquer rotagdo ou trans-
lagdo de pontos de sinais nZc muda o valor de probabilidade de erro. Embora a
probabilidade de erro seja invariante com respeito as translagées do ponto de

sinal, tal medificacdo altera a energia requerida para transmitir cada sinal.
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A energia média requerida para transmitir um conjunto de sinais &

definida como:

M
1
== Z : {4.3.18)
M -
A equacio (4.3.18) € precisamente a definigdo de momente de inéreia
em torno da origem para um conjunto de M pontos com massas iguais cujo centro

de gravidade ¢ a origem.

Matematicamente, esta afirmagido pode ser expressa como

s =0 {4.3.19)

Portanto, um conjunto de sinais satisfazendo (4.3.19) para wma dada
probabilidade de erro requer encrgia média minima para transmissio.

Para concluir estas consideragbes pgeométricas relacionadas com a
equagdo (4.3.17) serdo considerados conjuntos de sinais que apresentam uma S§i-
metria completa. Uma configuragio de pontos de sinais que apresenta uma sime-
tria completa ¢ aquela em que swas regides de decisio sdo congruentes. Nesta

condigiao (4.3.17) transforma-se em

ple) =1 -~ p{r e R |s) {4.3.20)

Para dcterminarmos a probabilidade de erro precisamos conlwecer a fun-
¢io de probabilidade do vetor recebido r para um dade sinal tramsmitido sj.
Visto que o canal € AWGN e o vetor ruido n € independente do sinal s, a funcio
densidade de probabilidade condicional do vetor recebido r com média Si € dado
por

= - 4.3,
frls}(a]sj) fn(a sj) £4.3.21)
Substituindo (4.3.21) em (4.3.17) obtém-se que:
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M
per=1-L7F f f (@ - s)da (4.3.22)
MC R o ]

Este resultado € utilizado para calcular a probabilidade de erro para

conjuntos de sinais.

® Sinais I_%inérios

O caso geral dos sinais bindrios € mostrado na Figura 4.4a e o seu

equivalente na Figura 4.4b.

wa w2
NN
\\ O,

N ;

o W, e ——1)
\\\ 32 S‘I
51
(a) {b)

Figura 4.4 - Representagio Geométrica de Sinais Bindrios:

(a) Caso geral;

(b) Sinal equivalente com diminuigdo de energia.

Dado que os sinais sdo completamente simétricos, utiliza-se (4.3.21)

e a Figura 4.4b. Assim,

1l

ple) =1 -p(reR|[s)=p(r, <0]s)

ple) (4.3.23}

[t}

e
spr—

=

ami

A

|
[N =
Mt oot
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onde:

d £ d(s}.sz) € a distincia entre os sinals s, €8,

Utilizando a funglio erro complementar, isto &,
erfc(x) & —2—_[ e! dt
i

em (4.3.23), resulta que:

ple} = 1 erfe d
2 2\/1\70'

(4.3.24)

E o conjunto de M sinals com as caracteristicas de que cada sinal €
equiidistante dos demais € estdo sobre uma esfera centrada na origem num espa-

¢o de sinais (M - 1)~dimensional.

Pode-se observar que os sinais bindrios (Figura 4.4b) € um caso par-

ticular dos sinais simplex quando M = 2.

Muitas vezes a probabilidade de erro ndo pode ser calculada na forma
fechada para sinais com M = 3 € por isso que se calcula a cota superior da

probabilidade de erro, cujo cdlculo € simplificado como veremos.

Nesta direcio, um evento de erro ei_ ocorre se o vetor sinal transmi-
}
tido s é transformade pelo ruido no vetor sinal recebido r que estd mais
i

préximo do vetor s diferente de s,
i 1

)

Quando s ¢ transmitido, o evento de erro é a uniio de todos os even-
1

e, 4 {r L r - sj[{ <fr-s|

tos ci}. Assim,
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M
plels) =p|U ¢ | = ] ple) (4.3.25)
2

esta € a cota superior da probabilidade de erro condicional p(e]si).

Observe que os eventos de erro dependem somente dos pares de sinais |1

e j, com 1 # j. Portanto, utilizando (4.3.24) e (4.3.25) resulta em

M

d
plejs) = Z 1 erfe -——‘}—':i— (4.3.26)
o2 2VN_
j#i

onde:

A A s .
dij = d(sE,Sj) ¢ a distincia entre os sinais s e s..
! ]

Descondicionando (4.3.26), temos

M
Ple) = - T Ple]s)
M
i=1
M M
< 1 X ): 1 dij
< = erfc (4.3.27)
M o2 2VN’
i=1 j=1 o
j#i

Mas como os sinais sido do tipo simplex (4.3.27) reduz a

M-1

1 d,
ple) = ~ Z erfc 1
2 2VNT
j=1 o
d
= M- erfc :
2 m/ﬁ:

uma vez que a distincia entre quaisquer dois sinais € a mesma.
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® Sinais M-PSK

Em sistemas de comunicagées M-dria um dos M possiveis sinais
si(t),....sM(t), ¢ enviado a cada intervalo de tempo T segundos. As M = 2"
diferentes formas de onda pelo mapeamento de h digitos, s3o gerados pela mu-

danga de amplitude, fase ou freqiiéncia de uma portadora em M passos discre-

tos.
Um sinal M-PSK (Phase-Shift Keying) € caracterizado pela fase da por-
tadora- poder assumir um dos M possiveis valores, 95 = 2—;?, i = 0,1,.. ,M-1.

Por conseguinte, a cada intervalo de sinalizagdo dec duragdo T, um dos M pos-

s{veis sinais

s(t) = \/«_%‘E cos{2 nf t + Zni i=0,1,...,M=~1
‘ T ¢ M

¢ enviado, onde € ¢ a energia do sipal.

h

A freqiiéncia da portadora ¢ dada por fc = , para algum inteiro fixo

L
T
hc. Cada sinal si(t) pode ser expandido em termos de fungdes base ¢I(t) e

¢2(t) definidas como

¢>l(t) = /; cos(2nf t) O=t=T
T C
2
¢ (1) = /j sen(2nf t) O=t=T
2 T ¢

Ambos ¢1(t) e ¢2(t) tem energia unitdria. Dessa forma, a constelagao
de sinais neste caso ¢ bidimensional, com a caracteristica de que as M mensa-

gens estio igualmente espagadas sobre uma circunferéncia de raio \/ £ e centro

na origem,
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4.3.3.4. Modulagdo~-codificada

Em 1982 Ungerboeck [27] propds um esquema de codificagio combinada
com modulagdo para o caso bindrio extremamente eficiente tanto no aspecto de

poténcia como de faixa.

Mostrou que € possivel construir sistemas de comunicagdes com ganhos
assintéticos de at€é 6dB para altas relagoes sinal-ruido (SNR) gquando comparado
com os esquemas convencionais de transmisséo; sem a necessidade de aumentar a
falxa ou sacrificar a taxa de informagdo, utilizando-se de um esquema novo de
codificacio ¢ modulagio como uma sé entidade, a qual denomina-se Modulagio-Co-

dificada.

Este novo esquema de modulagio-codificada € composto de um codifica-

dor de taxa k. responsdvel pela expansio da constelagio de 2 para 251 ele-
k+1

mentos para o caso bindrio e de um mapeador que se utiliza de um processo deno-
minado mapeamento por particdo de conjuntos. Este mapeamento tem como objetivo
bésico prover um apmento na distincia Euclideana entre sinals a serem transmi-

tidos através do canal.

A finalidade da particdo de conjuntos € a de rotular os pontos da
constelagdo de sinais de modo a conseguir um aumento na distincia entre pontos

pertencentes a um mesmo sub-conjunto.

4.4. CASAMENTO DE CONJUNTO DE SINAIS COM GRUPOS

O problema que se considera no casamento entre conjunto de sinais e
grupos ¢ a correspondéncia entre linearidade e distancia, quando a distincia de

Hamming € substituida pela distincia Euclideana.
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Massey e Mittelholzer [20]-[23] introduziram o casamento de cddigos
lineares sobre anéis Z.M e o conjunto de sinals M-PSK onde cada ponto desse con-
junto pode ser identificado como um ponto sobre uma circunferéncia. Conseqlien-
temente, os M pontos podem ser representados geometricamente num plano complexo
12

sob a forma /M, i=0,.. ,M-1 (ver Figura 4.5).

b

m

Figura 4.5 - Representagio Geométrica do Conjunto de Sinais M~-PSK.

A distancla quadrdtica Euclideana entre quaisquer dois pontos de si-

nais, por exemplo h e i, é dada por:

j2mMi j2mh j2u(h-i) : j2uh ei)
d;(h,i)=cM~eM =li-e M =fi-¢ M {4.4.1)
onde @ € a diferenca mdédulo M.
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Deste resultado observa-se que a distincia, entio, depende somente da

diferenga mdédulo M.

Se h e i sio elementos do anel de inteiros mdédulo M, ZM, define~-se o

peso de fase do elemento i por

2
j2Hi
M

W) = d2G, 0) = |1 - e (4.4.2)
P E

Considerando (4.4.2), a distdncia de fase entre os elementos h e | €

definida como:
d (h, i) = W (hei) {4.4.3)
P P

De (4.4.1), (44.2) e (4.4.3) vemos que a distancia FEuclideana qua-

drdtica entre quaisquer dols elementos de ZM ¢ igual ao peso de sua diferenga.

d (h, i) = d2(h, i} = W _(hei) (4.4.4)

P E P

Para palavras codificadas de comprimento n com elementos em ZM, a
distancia de fase entre as mesmas, €é a soma correspondente das distincias de
fase digito a digito. Entdio, a distancia Euclideana quadrdtica entre os sinais

correspondentes as palavras codificadas v e v, com elementos em zZ, ¢

p 1 2
i=1
2
. jem(y e Vm}
= Z 1-¢ M
i=1
= Wp(vE @ vz)
dp(vz, v2) = Wp(wl 12 Vz) {4.4.5)
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As palavras-cddigo de comprimento n, cujos elementos pertencem 2 IM,
540 mapeado no espa¢o Euclideano 2n-dimensional. Por exemplo, o cédigo de com-

primento 1 estd no espago de sinais de dimensio 2.

Agora considerando o espago Euclideano Rs, Massey [22] observou que o
conjunto de sinais tridimensionais (Figura 4.6) ¢ "casado” coni o grupo Zs’ no
sentido de que a distincla entre os vetores de sinais, depende somente da dife-
renga dos elementos do grupo. Esta forma de construgie de sinais no grupo R’ ¢
possivel, para conjuntos de sinais cujo nimero de eclementos € par; tal conjunto
de sinais sdo politopos regulares e conhecidos em gcometria como "anti-prismas”

[28].

Figura 4.6 - Conjunto de Sinais Tridimensional Casado com o Grupo ZS.

A seguir apresentamos as definigdes de casamento de um conjunto de

sinais a grupo ¢ o peso de um elemento do grupo.

Definicdo 4.4.1. {[24] : Um conjunto de sinais S € casado a um grupo G se existe

um mapeamento sobrejetor A 1 G — 8 tal que para qualquer g,g' € G

dthlg), h(g) = d(g™ * &), hie))
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onde ¢ denota a unidade de G. Um mapeamento, h satisfazendo esta comdigio ¢

chamado de mapeamento casado. Sc h é um a um entio h & chamado rofulamento

casado.

Definicdo 4.4.2. [24]: Se h é um mapeamento casado de um grupo G com um con-

Junto de sinais S, entdo o peso W(g) de um elemento g de G € definido como a

distancia Euclideana quadritica entre h(g) e hie), i.e.

wig) = d*(h(g), hle)).

A Definigdo 4.4.1. nio permite que muitos pontos do espaco de sinals
estejam associados com o mesmo elemento do grupo; mas permite que muitos ele~

mentos do grupo estejam associados com o mesmo ponto do espago de sinais.
Exemplos de casamento entre conjuntos de sinais e grupos temos:

i) O grupo ZM com o conjunto de sinais M-PSK;

i) O grupo Zz com o conjunto de sinais bindrio.

Considerando-se a definicdo de casamento temos o seguinte lema.

£ema 4.4.1. [24] : Seja & um mapeamento casado de um grupa G com um conjunto de
sinais 8, seja s, a imagem da unidade de G sob h, ¢ seja H definida como
h”l(sc). Entdo H € um subgrupo de G, e h(g) = h(g’) se e somente sc gH = g'H,

f.e. se e somente se g e g’ estdo na mesma classc lateral 3 esquerda de H em G.

O Lema 4.4.1. implica que existe uma correspondéncia um a um entre

pontos de sinais e classes laterais & esqguerda de H em G. Além disso, pelo Teo-
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rema 4.2.2,, se H ¢ normal em G o conjunto de classes laterais 2 esquerda G/H €

um grupo ao qual S estd casado.

Os seguintes teoremas caracterizam as mais Importantes conseqiténcias

tmediatas da Definicio 4.4.2.

Jeonema 4.4.1. [24]: Se S é um conjunto de sinals em R que estd casado a um

grupo G e se f € uma transformagio que preserva distancias, i.e. uma isometria
N .

do R, entio f(S) estd casado a G.

A extensio de A para um mapeamento G' —> rR"N (para um inteiro n positive) €

feita componente a componente.

Jeonema 4.4.2. [24]: Seja h um mapeamento casado de um grupo G com um conjunto

de sinais, e seja € um cddigo linear sobre G. Entde a extensio do conjunto de

sipais v(€) estd casada com € ¢ ¢ — h(c) € um mapeamento casado.

4.5. CASAMENTO ENTRE CONJUNTO DE SINAIS SLEPIAN E GRUPOS

Slepian  definiv uma classe de conjunto de sinais a qual denominou
“Group Codes for the Gaussian Channel” [25). Atualmente esta classe de eon jun~

tos de sinais € denominada o "Conjunto de Sinais Slepian” [24].

Este conjunto de sinais estd baseado num grupo de transformagoes or-

togonais €, portanto, tem a propricdade de exibir uma forte simetria.

No que se segue, utilizaremos conceitos elementares da Teoria de Gru-

pos desenvolvida na Secgio 4.2.
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Um conjunto de matrizes inversivels de ordem n cujos elementos sio
nimeros reais formam um grupo sob a multiplicagio de matrizes. Cada matriz A,

de ordem nxn, do grupo determina uma transformacdo linear Inversivel

fA CRY — RY definida por
X — X A'
onde:
x = {x, ...,x)elRN_
I n

Agora, considerando esta definigio
t t ot
f X)) = x(AB) = x B A = f {f,(0)

da qual observa-se que o produto de matrizes AB determina a composigdo de

transformagées lincares fA o f . Note que sob esta consideragio as transforma-

B
¢oes lineares formam um grupo sob composigio.

. N N ,

Reciprocamente, se f : R -3 R ¢ uma transformacio lincar inversi—

vel, ¢ se A € a matriz a qual ¢ representada com respeito as bases candnicas em

{RN, entio A € inversivel ¢ f = fA. Por esta razdo este grupo ¢ chamado o Grupo

Linear Geral, GLB.

o

A cole¢do de matrizes ortogonais é um subgrupo de GLn. Este subgrupo
¢ chamado grupo ortogonal On. Aqueles elementos de On cujo determinante € igual

a +1 formam um subgrupo de On chamado o grupo ortogonal especial, SOH.

Se A € O, a correspondente transformagéo linear fA preserva distin-

cia ¢ preserva ortogonalidade.

Seja S um subconjunto de R". Entio uma Isometria de § é uma aplicacio
f : 8 — S que preserva distincias. O conjunto das isometrias de S forma um

grupo sob composicdo que € chamado grupo de simetrias de S e serd denotado por

r(s).
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Seja S um conjunto e f : S -~ S uma isometria. Se A € o grupo de
transformagdes do conjunto S € s € um elemento de S, a drbita de s sob b € o
conjunto A(s) = {f(s) : f € A). O grupe de transformagdes & ¢ chamado fransiti-

vo se A(s) = S para algum s e S (portanto, para todo s € §).

As transformagdes ortogonals sio isometrias em ERN.

O seguinte lema ¢ necessdrio para definir o conjunto de sinals de

Slepian.

fema 4.5.1. [24] : Seja S um subconjunto de RY que satisfaz ¥ s = 0. Se § gera
SES

[RN, entdo cada isometria f de $ tem uma dnica extensio para uma transformacio

ortogonal de IRN, i.e., existe uma dnica transformacio ortogonal Tr . ERN —3 l‘RN

tal que Ts = f{s) VseS e o conjunto I'(s) = {Tf : f € I'(s)} € um grupo sob

composigio que € isomorfo a I(s).

Definicdo 4.5.3. [24) : Um conjunto de sinais Slepian em RY ¢ a drbita de um

ponto de R" sob um grupo finito de transformagées ortogonais em R

Pela definigao acima, o conjunto de sinais Slepian exibe:

1} Um forte tipo de simetrias. Todos os pontos séo completamente equivalentes

exceto por suvas localizagbes absolutas no espago;

i) Y s=0
SES

ili) Todos os pontos de um conjunto de sinais Slepian deverio estar sobre uma
esfera em torno da origem. As distincias entre os sinais sio as mesmas e
as regides de mdxima verossimilhanga sio congruentes e todas as palavras

tem a mesma probabilidade de erro.
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A violagio da condigao 11) significa perda de energia, ¢ também a

diminuicio de uma dimensio.

Uma condigdo necessdria e suficiente para que um conjunto de sinais

do tipo Slepian esteja casado a um grupo € dada pelo coroldrio do seguinte teo-

rema.

Jeonema 4.5.2. [24]: Se A € um grepo transitivo de isometrias, entiec S . estd

casado a A e, para qualquer s € S, o mapeamento

hs A —3 8§ € um mapeamento casado,

fo— f(s)

Reciprocamente, se o conjunto de sinais S estd casado a um grupo G, entdo exis-

te um homomorfismo de G sobre o subgrupo transitivo de I'(S).

Do Teorema 4.5.2. ¢ do Lema 4.5.1. temos o seguinte coroldrie.

Conolanio 4.5.1. [24] : Um conjunto de sinais € casado a um grupo se e somente .

s¢ 0 mesmo € uma translagdo do conjunto de sinais Slepian.

Prnouva :

=) Pelo Teorema 4.5.2. temos que o conjunto de sinais S estd casado com um

grupo G, entdo existe um homomorfismo de G sobre o subgrupo transitive de
I'(S) (simetrias). Um subgrupo transitivo de T'(S) sdo transformacdes ortogo-
nals ¢ por definicio de subgrupo transitivo, os e¢lementos deste subgrupo

sdo orbitas para algum s. Logo ¢ um conjunto de sinais Slepian.
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¢=) Um conjunto de sinais Slepian por definigio € um grupo finito de transfor-
magdes ortogonais e pelo Lema 4.5.1. este grupo de transformagles ¢ Isomor-
fo a um grupo de isometrias. Logo pelo Teorema 4.5.2. o conjunto de sinais

Siépian estd casado a um grupo. N
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CAPITULO 5

CODIFICACAO E RECONHECIMENTO DE PADROES VIA
ANALISE DE CORRESPONDENCIA
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5.1. INTRODUCAO

No Capitulo 2 apresentamos a Andlise de Correspondéncia, no  Capftulo
3 o Reconhecimento de Padroes Matemdtico ¢ na Segdo 4.3.1 a Codificagio de Fon-

te com o objetivo de serem utilizados neste capitulo.

Este capfitulo pretende mostrar uma codificagio eficiente e o reconhe~
cimento de padrées via a Anidlise de Correspondéncia, até entio uma técnica nio
utilizada na drea de Teoria de Comunicagdes [30}-[31]. Mostramos que através da
AC € possivel obter um conjunto de sinais (vetor de caracteristicas) a partir
de palavras-cédigo, resultado este que torna possivel a codificagio de Padroes.
A codificagéo.é feita tal que a probabilidade de erro seja minima. Esta codifi~
cagdo obtém-se¢ quando as palavras-cédigo associadas a cada padrao provém de
cédigos Reed-Muller de primeira ordem; cddigo simplex; ou de cédigos lineares
sobre Zq, onde g ¢ um primo. Note que esta codificagio via a AC gera conjuntos

de sinais simplex no espago Euclideano Ponderado (espago de caracteristicas).

Utilizando as definigbes de classe lateral e perfil suplementar (con-
ceito da AC) € possivel codificar outros padrées que pertencem a uma determina-

da classe padrio.

Como o canal de transmissio € caracterizado por um ruide do tipo
Gaussiano, o processo de classificagdo dos padroes desconhecidos estio baseados
na distribuicdo Gaussiana. Os classificadores sdo entio determinados pelos pro-

tétipos de cada classe padrio.

Assim, sendo necessdria a geragdo de cdédigos lineares, na Secio 5.2
damos uma breve revisio deo corpos finites por ser base para a geragio de codi-
gos. Na Secdo 5.3 mostramos o processo de geracio dos cddigos lineares. Na Se-
¢4o 5.4 mostramos a codificagio de padroes via AC ¢ finalmente, na Segio 5.5 a
codificagio de classes de padrées baseado nas definigbes de perfil suplementar

e classes laterais.
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5.2, ELEMENTOS DA TEORIA DE GALOIS PARA CORPOS FINITOS

Nesta segdo faremos uma breve revisio de conceitos da Teoria de
Galols para corpos finitos uma vez que as extensbes destes corpos formam a base
para a geracdo de cddigos. Algumas definigdes e teoremas apresentados na Secdo

4.2 para o anel de inteiros serdo utilizados para o anel de polindmios.

§.2.1. Anel _q_e_:_ Polindmios

Se R € um anel. Um polindmio p{x}, sobre o anel R € uma expressao da

forma

2
X)=a +ax+ax + ..+ax
P() o i 2

a, a,.,a € R e n € N O elemento a ¢ chamado o coeficiente de % em
pl{x). Se n ¢ o maior inteiro para o qual a # 0, p(x} tem grau n e denota-se
grau(p(x)) = n. Se todos os coeficientes de p(x) sio zero, entio p(x) € chamado
de polinémio Zero. O polindmio zero ¢ os polindbmios de grau O sido chamados po-

linémios constantes porque eles ndo contem o termo x.

Definicdo 5.2.1. : O conjunto de todos os polindmios em x com coeficientes

sobre o anel comutativo R € denotado por Rlx], ¢ é definido por
R[x}#{a +ax+ax2+...+axn|a € R, ne[N}
0 i 2 n i
A terna [Rix], +, -1 é chamada de anel de polinémios com coeficientes em R, se

a adicio e multiplicacio de dois polindmios
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_ i . i
p(x)--Zaix e q(x)-—{bx
i=0 i=0
sdo definidos por
méx (m,n)
_ i
plx) + g{x) = [ (ali + bi)x
%0
e .
k
plg) = § ¢ x
k=0
onde
¢ = ): a, bJ

Jeonema 5.2.1. (Algoritmo de Divisdo para Polindémios) : Seja f(x) e gix) ele-

mentos do anel de polindmios Flx], com coeficientes no corpo F. Se gi{x) nio &€ o
polindmio zero, existe um inico polindmio ¢(x), r{x) € Flxl, tal que

fx) = glx) glx) + r(x)
onde:

r{x} é o polindbmio zero ou grau {r{x)) < grau(g(x}),

Um polindmio f(x) de grau positivo ¢ dito ser redutivel sobre Flx],
se o mesmo pode ser fatorado em dois polindmios de grau positive sobre Flx].

Caso contrdrio € irredutivel.

Jeonema 5.2.2.: Flx] é um anel ideal principal se ¥ € um corpo.

W WV WY YUY WYY Ve YWY WUV W T WY W VW VW W W W W W YW W W W W W W W W R WA

Se F € corpo, o anel quociente do anel de polindémios Flx] forma uma

classe importante de anéis que sio utilizadas para construir novos corpos.
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Pelo Teorema 5.2.2. Flx] € um anel ideal, assim qualquer ane quocl-

ente € da forma Flx]/(p(x)) para algum polindémio p(x) € Flxl.

Os elementos F{x)/(p(x)) formam classes de equivaléncia sdb a relacio

em Flx] definida por

f(x) = glx) mod(p(x)) &= flx) - glx)} € (p(x))

Cada classe lateral de Flx] por (p(x)) contém um polinémic zers ou um

polinémio de grau menor que p(x).

Jeonema 5.2.3.: Seja P o ideal (p(x)), gerado pelo polinémio p€x) de grau

n > 0. Os elementos diferentes de Flx]/(p(x}) sio da forma

P+a +ax+ ...+a x
¢ 1

Jeonema 5.2.4.: O anel Flxl/p(x}) é um corpe « (p(x)) € irredutiivel sobre o

corpo F. Além disso, o anel Flx]/(p(x)) sempre contém um subanel isomorfo ao

corpo F.

O grau da extensio K de um corpe F, denotado por [K : F] & a dimensio
de K como um espago vetorial sobre F. K € chamado uma extens@o finita se

[K : F] € finita.

3
Exemplo 5.2.1.: S¢ K = Zslx]/(x + x + 1), entio [K : 25] = 3. Isto porque
{1, =x, xz} ¢ uma base para K sobre Zs, e pelo Teorema 5.2.3. cada elements de K
pode ser escrito unicamente como a classe lateral contendo a0+ ax + azxz, onde

a € Zs. Portanto, {K : 25] = 3,
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Seja K um corpo estendido de F e seja a € K. O subcorpo de K contendo

F ¢ a ¢ denotado por F(a). F(a) ¢ chamado o corpo obtido através da adjungio de

a em F.

Se K € um corpo estendido de F, o elemento & € K é chamado Algébrico

sobre F se existe ap 2,8 € F, ndo todos nulos, tal que
11

a. +tak+ ... +ak =0
4 1

Elementos que ndo sdo algébricos sobre F sio chamados franscedentais

sobre F.

Jeonema 5.2.5.: Seja o algébrico sobre F e seja p(x) um polindmio irredutfvel

de grau n sobre F com o uma raiz. Entio

Fla) = Flxl/{(p(x)).

Conolanio 5.2.1.: Se o & uma raiz do polindmio p(x) de grau n, irredutivel

sobre F, entéo [F(e) : F] = n.

fema 5.2.1. @ Seja p(x) um polindmio irredutivel sobre o corpo F. Entio F tem

um corpo de extensdo finita K no qual p{x) tem uma raiz.

5.2.1.1. Corpos de Galois

Definigdo 5.2.2.: Se para um anel R existe um inteiro positivo n tal que

na = ( para todo a € R, entio o menor inteiro positivo é a caracteristica do

anel R.
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Pnoposicdo 5.2.1.: Se o corpo F tem caracteristica prima p, entdo F contém um

subcorpo isomorfo a ZP.

Jeonema 5.2.6.: Se F ¢ um corpo finito, este tem p” elementos para algum primo

p e algum Inteiro m,

Definicdo 5.2.3.: Um corpo finito com p" elementos ¢ chamado um Corpo de

Galois de ordem p" e ¢ denotado por GF(p™).

Pelo Teorema 5.2.6. GF(p") ¢ um corpo de extensio de Zp de graw m.
Pelo Teorema 5.2.4. cada corpo finito GF(pm) pede ser construido através de um

polinémio g(x) de grau m, irredutivel em Zp[x], ¢ definido como
GF(p™) = Zp[x}/(q(x))

Pelo Lema 5.2.1. existe um elemento x em GF(p™), tal que glax} =0, e

GF(p™) = Zp(a). o corpo obtido por adjuncdo de « em ZP,

Exemple 5.2.3.: GF{4) = Zzlx}/(x2+x+1) = Zz(“) = {0, 1, a, e+1},

2
onde o = a+l

Os elementos de um corpo de Galois GF(p™) sio escritos como

m-1
a +ao+..+a o |ae€lZ
0 1 m-1 i p

onde « € uma raiz de um polindémio irredutivel g(x) de grau m sobre ZP.
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A adigdo ¢ facilmente executada utilizando esta representagio porque
¢ soma de polindmios em Zpia}‘ Entretanto, a multiplicagio ¢ mais complicada e

requer repetido uso da relagio gla) = 0.

Através de uma escolha apropriada de «, os elementos de GF(p"} podem

ser escritos como
m m
2 3 -2 -1
{0, 1, o, o, a, ..., o } onde of =1

O elemento « é chamado um elemento primitivo de GF{pm), e a multipli-

cagdo € facilmente calculada utilizando a poténcia de .

Jeonema 5.2.8.: Seja GF(q)' 0 conjunto de elementos ndo nulos no corpo de

Galois GF(qg). Entio GF(q)‘ € um grupo ciclico de ordem g - 1.

Um gerador de um grupo ciclico (GF(q)a, o) € chamado um elemento pri-

mitive de GF(q).

Baseados nesta teoria passamos a gerar cddigos com elementos em T .
P

5.3. GERACAO DE CGDIGOS COM ELEMENTOS EM Zp

A geracdo das palavras cddigo sobre Zp, estdo basecadas no corpo de

Galois GF(p™), onde m ¢ o grau do polindmio p(x) irredutivel em Zp[x].

Seja ZP = {0, L,..,p-1} um anel comutativo mdédulo p. Seja Z: o con-

junto dos n-uplas (xl,. X, x3,...,xn); X, € Zp.
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Definigdo 5.3.1. :Um cédigo de bloco linear de comprimento n sobre Zp ¢ um sub-
anel de 2;, onde Z; ¢ um anel de n-uplas de elementos em Zp com a operagac adi-

¢do mddulo p.

Para a geragdo do cddigo, primeiramente define-se o corpo de Galois

GF(p"), em fungio de polindmios em ZP{x] ¢ elemento primitivo a, i.é..

i) Polindmios em Zpia]

Z [x} »
GF(p") = 2 5 = Z {a] = {ag taw .4 am_lrxm a € ZZP}

onde:
o Z [x] ¢ o anel de polindmios na varidvel indeterminada x com coeficien-
P

tes em Z ;
P
o p(x) é o polindmio irredutivel em Zp[x} de grau m;
o Z {al ¢ o anel de polindbmios na varidvel indeterminada o
P

¢ & é uma raiz de pla) em Zpitx].

ii) Elemento Primitivo

Os elementos de _GF(pm), com ajuda de p(a) podem ser escritos em funcio do
T2 "
elemento primitivo « como: {0, 1, o, ..., of } onde of = 1.

A dimensio de GF(p™) visto como espago vetorial com coeficiente em Z

¢ m (coroldrio 5.2.1.).

Cada polindémio de Zpi(x] pode ser expressado como uma m-upla. Assim,

2 m-1
am+aot+. +a o
0 1 m-1

¢ representado pela m-upla (ao, ai,..,amwl).
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Com esta representagio dos elementos de Z [a]l, pode ser construida a
P
matriz geradora G de ordem mxn, onde as colunas de G sio os elementos de Zp{a]

representados por m-uplas. Em outras palavras cada m-upla de Zp{cc} € uma coluna

de G. Isto é,

G = {go, gj, ceey gnmi}

onde:

g, € um vetor coluna que representa um polindmio de I’Ep{a].

O conjunto de palavras codificadas serdo todas as combinagdes das

}inhas de G.

Os parfmetros deste cddigo sio:

o comprimento do cédigo n=p"
o dimensido do codigo k=m
-1
distanc ini d =p" - p"
o distancia minima min = P p
o niimero de palavras codificadas p"

5.3.1. Geragio de Cddigos Lineares Bindrios

Através de um exemplo, mostraremos a geragio de cddigos lineares
bindrios, baseados no corpo GF(2™) onde m € o grau do polindmio irredutivel em

Zzixi.

m-1)

]

Exemplo 5.3.1.: Geragio de um cédigo de parametros (n=2", k=m, dﬂzzm -2

{(n=8, k=3, dH=4)' O cddigo estd baseado no corpo de Galois GF(2%). Seja p(x)

X rx+lo polindmio irredutivel em Zzlxl entio
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ZZIx]

3, _ _ _ 2
GF(27) = G S 2210;] = {ao taa+ ax iai € 22}

pla) = 0 em Zzia], logo =1

Na Tabela 5.3.1 mostramos os elementos de GF(2®) na sua forma poténcia do

elemento primitivo, polinomial e vetorial.

TABELA 5.3.1

GF(23) com o ra+1=0

Forma Forma F
Poténcia de Elemento . . ormz.i
..l Potinomial Yetor ial
Primitive
0 4 00
1 1 4]
« o ] 0
ctz az 1 00
«’ @+ 1 01 1
a4 o+ ocz I 10
5
o 1 +a + « 111
a6 1 + tx2 101

Arranjaremos os elementos de Zzla} da seguinte maneira

2 2
{0, 1, &, a+l, exz, o+, o+, oc2+(x+1}

A matriz geradora G ¢ construida com os elementos de Zzia] expressados pa sua

forma vetorial, isto &:

0 1 o o+ “2 a2+1 a+¢x2 a2+¢x+1
0 0 0 0 1 1 i 1

G = 0 0 1 1 0 0 i 1
0 1 0 1 0 1 0 1

Pela Definigdo 5.3.1. um cdédigo linear é um subanel. Entie o cédigo é composto
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por todas as possiveis combinagdes lineares das linhas de G.

As palavras codificadas sio:

vD =00000000
v1 =00001111
\ar2 =00110011
v3 =01010101
V. @V =0011110C0
1 2

vj@v3 =010110140
vz@\r3 = 01100110
v@v@v3=(}1101001

Os c6digos bindrios gerados desta maneira podem ser considerados como
subcdédigos dos cddigos Reed-Muller de primeira ordem como veremos posterior-

mente

5.3.1.1. Cddigos Reed-Muller de primeira erdem

Os cddigos Reed-Muller de primeira ordem denotados por R(1, m), onde
m € Zf:+, podem ser obtidos de diferentes formas, uma delas € através das fungoes
booleanas [29]. Uma das caracteristicas deste cdédige é que todas as palavras

cédigo com excegiio de 0 e 1 tem peso 2™

Os parmetros deste cédigo séo:

o comprimento da palavras cddigo n=p
o dimensio do cddigo k=1+m

o , m-1 m m-i
o distincia minima d
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Comparando os pardmetros do cddige Reed-Muller de primeira ordem e do
c6digo gerado anteriormente, vemos que o comprimento da palavra-cddigo € a dis—
tincia minima s@o iguais. A diferenca estd na dimensio dos cddigos; o cddigo
R(1, m) com respeito ao gerado anteriormente varia numa unidade a mais. Isto se
deve a que a matriz geradora de R(1, m) contém a linha com elementos todos um,

a qual aumenta a cardinalidade do cddigo.

Logo, o cddigo gerado anteriormente pode ser considerado como um sub-

cédigo do cédigo R(1, m).

5.3.2. Geragao de Cddigos p-drios

O processo da geragio de cédigos p-drios € o mesmo que aguele apre-

sentado na Segdo 5.3.1.

Também, através de um exemplo mostraremos esta geragio.

Exemplo 5.3.2.: Geragio do cddigo de parimetros, m = 2

(n=3", k=m, d,=3"-3"") = (n=9, k=2, d =6)

O corpo de Galois ¢ GF(32), € o polindmio p(x) = x* + x + 2 & irredutivel em

Z3[x]

GF(3%) = Tl ¥l

P(x) = Z3[o;} = {a{} + aza ai & 23}

pla) =0 em ZS{OL], logo of = -a - 2 = 2a + 1.

Na Tabela 5.3.2 mostramos os elementos de GF(3%) em suas formas diferentes.
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TABELA 5.3.2

GF(32) com o + o + 2=0

Poténcia do
Elemento
Primitivo

Polinomial

Vetorial 2-upla

1+2 ¢

2+2

e
2+

1+

00
10
01

i2

22

20

02

21

11

Os elementos de Zzia} sdo arranjados da seguinte maneira:

GF(3%) = {0, 1, 2, « 1+, 2+a, 2a, 142, 2+2a}

¢ a matriz geradora de G é:

b ] b < <
< b

—
it i 1l 1 it

<
@
L

I!

000000000

000Cc111222

012012012
000222111
021021021

012120201
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2\3'1691.'2 =012201120
2v2<+3vl ={21102210

2\'2@2‘!1#021210102

Deste modo podemos gerar cédigos sobre corpos de Galois.

Tomando como base a Teoria de Cddigos e Andlise de Correspendéncia
(Capitulo 2), introduziremos a Codificagio de Padroes Via Andlise de Correspon—

déncia.

5.4. CODIFICACAO DE PADROES VIA ANALISE DE CORRESPONDENCIA

Agora, a questdo € como a AC pode ser utilizada em reconhecimento de

padrdes?

Sob o ponto de vista de codificagio de padrdes temos os seguintes
passos; 1} as propriedades da AC propiciam uma flexibilidade para fazermos os
melhores arranjos ou distribuigdes de zeros e uns na "tabela de Contingéncia" e
assim, obter os melhores arranjos dos vetores sinals no espago de sinais pela
aplicagio da AC sobre a TC; 2) uma vez obtida a melhor constelacdo de sinais,
as palavras-cédigo que gerardo estes sinais sdo determinadas; 3) uma vez de

posse destas palavras-cédigo os padrées sio codificados.

5.4.1. Construgio da "Tabela de Contingéncia” e Obtencido dos Vetores Sinais

Para construir a TC devemos considerar em forma conjunta o concejto
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de cdédigo, propriedades de codificagio de fonte, e de AC. Para lIsso, faremos

trés observacdes:

1) A palavra cédigo O cujo peso de Hamming € zero, nio tem significado ma AC,

porque a “"massa" € zero; portanto, ndoc contribu! na geragio do espago de

sinais e nfio € incluida na TC;

2) A distincia x2 utilizada na AC € indefinida quando pelo menos um elemento do
vetor centrdide € zero; portanto, se a j-ésima componente de todas as pala-

vras $@0 zero, estas devem ser eliminadas para evitar a divisdo por zero;

3) Dado que o objetivo na codificagio de fonte € eliminar a redundincia das
palavras, entio as componentes redundantes serdo eliminadas, isto €, se
todas as palavras possuem a mesma k-ésima componente, entio esta componente
¢ eliminada. As componentes toda zero, referidas no item 2), também sio con-

sideradas redundantes.

Destas observagdes, concluimos que nio pode existir nenhuma linha ou
coluna composta por zeros. Como o objetivo ¢ codificar os padroes com um cédi-
go, mostraremos que as linhas ou colunas da TC deve conter os elementos que
provém de uma classe lateral para que assim, depois de transladadas, tenhamos o

cadigo.

Seja € o cédigo composto por N palavras ¢ € um subcddigo de & com-
posto por M palavras. Pelo Teorema de Lagrange (Teorema 4.2.1), o niimero de
classes laterals € + vj, ¢ dado por N/M, onde N/M significa que M divide N
para § = 1, 2,.,N/M. A classe lateral utilizada para construir a TC serd

gualquer &" + v tal que v, z 0.

Seja M o nimero de padrées a serem codificados, e sejam Vir VoV

as palavras-cédigo de comprimento n de uma classe lateral de um cdédigo linear.
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Considerando as trés observagoes denotaremos as novas palavras-cédigo por v;,
i =1,.,M de comprimento n’ < n, onde (n - n') € 0o nimero de elementos redun-
dantes. Logo, a "Tabela de Contingéncia" (Tabela 5.4.1) € construfda segundo
duas varidveis. Nas linhas a varidvel categorica Padrdo e nas colunas a varid-
vel categérica Posigdo do Digito em cada dimensio, sio associadas, respectiva-

mente,

TABELA 54.1

"Tabela de Contingéncia” de Duas Entradas

Posicao do
digite em cada
dimensao 1 2 3 e n’
Padrio
v’ v ' v eV
1 11 12 i3 1n’
v' v v \' e ¥
2 21 22 23 2n'
y v v \
Vi M1 M2 M3 Mn’

Uma vez obtida a "Tabela de Contingéncia", aplica~se o algoritmo da
AC (Segio 2.4), através do qual obteremos os subespagos d6timos e as coordenadas

perfis destas palavras, isto &, os vetores sinais.

A quantidade de energia média do conjunto de sinals associada a cada
subespago € mostrada na Tabela 2.5.1 (a qual reproduzimos para facilidade do
leitor). Note também que a distribuicdo da energia média total também estd pre-
sente. A iltima coluna da tabela mostra a soma da energia média de cada vetor
sinal com respeito aos eixos, ¢ na intersecdo da dltima linha com a iiltima co~

luna, temos a energia média total do conjunto de sinais.
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A interpretagido dos perfis das palavras-cddigo bascia-se em dois con-

juntos de coeficientes,

A primeira € a contribuicio abscluta, esta contribuigio sob o ponto
de vista de sinais mede a proporgio da contribuigio do i-ésimo sinal pafa a
energia em cada eixo (ver Secho 2.5.1). O segundo conjunto de coeficientes & a
contribuigdo relativa que mostra a correlagdo de cada wm dos perfis com cada um

dos subespagos (ver Segio 2.5.2).

Nas seguintes subsegbes mostraremos como otimizar a codificagio de
padrées (segundo o critério de minima probabilidade de erro) via o balanceamen-

to da TC através da AC resultando na geracio de sinais simplex como a “"configu-

ragio” dos pontes no espago de sinais.

5.4.2. Obtengao de Conjuntos de Sinais Simplex

A geracio de conjuntos de sinais simplex depende do arranjo das pala-
vras feitas na "Tabela de Contingéncia". O conjunte das M palavras—cédige asso—
ciado aos M padrdes deve possuir caracteristicas do conjunto de sinais simplex,
isto €, que a distincia de Hamming entre as palavras-cddigo sejam iguais e o
peso de Hamming seja igual para todas elas. Além disso, vistas as palavras-
cddigo (cleméntos de uma cada classe lateral) como vetores num espago Euclidea-

no M-dimensional eles devem ser Linearmente Independentes (L1) neste espago.

Uma vez construida a TC com estas caracteristicas aplica-se a2 AC e

obtém-se o conjunto de sinals cujas coordenadas s, sdo vértices de um poliedro
T

e 0s guais estio sobre uma esfera de raio ﬂsiu = Vs s =1 centrada na origem,

num espago Euclideano ponderado de dimensio M - 1. Os pontos sobre a esfera

sio eqiiidistantes entre si, ¢ também com respeito ac centréide. Estas caracte-
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risticas advém do balanceamento de linhas e colunas da TC via a AC.

Dos Teoremas 2.3.1. e 2.3.2. vemos que a energia média total do con-

junto de sinals estd num espago Euclideano de dimensio M ~ 1. Isto porque  a

matriz (R ~ 1 ET) {2.4.1) tem posto M - 1.

Finalmente, os M padrdes sio codificados e os sipals associados estio
sobre uma esfera centrada na origem uniformemente distribufdos num espago Eu-

clideano ponderado de dimensio M - 1.

5.4.2.1. Obtencéo de conjuntos de sinajs simplex através de cddigos bindrios

- . . n +
guando o mimere de sinais é 2, n e 7

Dentro da classe de cdédigos bindrios, os c6digos que satisfazem as

condigdes para gerar ¢ conjunto de sinals simplex sdoc os cédigos Reed-Muller de

primeira ordem e Simplex.

A seguir apresentamos através de um exemplo, o processo de codifica-
¢do de guatro padroes. Para em seguida, generalizar os conjuntos de sinais cujo

% n +
nimere de elementos € da forma 27, ne 7.

Exemplo 5.4.1.: Seja 6’0 um subcddigo do cédigo Reed-Muller R(1, 3) com parime-

tros (n=23, k=341, dH=22), cujas palavras, mostramos no Exemplo 5.3.1.

O Cddigo € obtido de 60 € um cddigo de pardmetros (n = 23-~1, k = 3, dH = 2%,

Com respeito a R(1, 3), a dimensio do cédigo diminui de 4 para 3 porque mdo foi
considerada a palavra composta por uns devido ao balanceamento. A distancia de
Hamming € a mesma, O comprimento da palavra diminui de 8 para 7, porgue fol

eliminada a componente redundante "0" em cada palavra.
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Sejam ¥ e ¥’ dois subcddigos de

&3
|

vV, Vv, V VeV, VeV, v
Vg Vo vy v, ViV, VeV, Ve, vev ev,)
definidos como;

H={v, v, v, v e H o= (v,
{023v2®3} {9v1)

As classes laterais deste cédigo em €, apresentamos na Tabela 5.4.2,

TABELA 5.4.2

Classes Laterais

Classes
Laterais deo
Codigo H°’
H'ev H'ev K ov K’
Classes 0 2 3 @vz@v3
Laterais do
Cédigo ¥
@ v v v @
# VD ] 2 Vs 2 vs
Hev v vV 8V v _ov VOV
1 1 21 31 vi9 2 3

Com os elementos da classe lateral J{@vl construiremos a "Tabela de Contingén-
cia"; antes verificaremos se os elementos desta classe lateral vistos como ve-
tores pum espago Euclideano 4-dimensional sio linearmente independentes. Por
definicio de vetores linearmente independentes, os coeficientes da combinagio

linear destas palavras codificadas devem ser zero, isto é,

Blv}+ BZ(V1+ V2) * B3(Vl+ VS) ¥ ,34(“9’1"' i V3) =0

2

s¢ © somente s¢

Substitutindo os correspondentes valores dos v!'s, temos

i1l
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81(000111) + 32(011100) + 33(101010) + 34(110001) = 0

B,+B,=0 (D

32 + 64 = { (I

32 + 33 = () (1)
Bi + 32 = 0 {1v)
Bl + 133 =0 {v)
B +B, =0 (VD
Considerando (I} e (II), temos que 82 = 83. Substituindo este resultado em

(n, 233 = (}, enlio 33 =0, e B, = 0. Como 33 = 0, por (V), 31 = {3, e substi~

2
tuindo Bl em (VI), temos ;34 = {,
Por conseguinte, os elementos de ?f@vl sdo linearmente independentes no Espago
Euclideano R'.

A Tabela 5.4.3 mostra a TC cujos elementos sio da classe lateral 3‘€€wi depois de

eliminar as componentes redundantes, as nota¢des utilizadas sio aquelas da AC

{ver Cap. 2).

TABELA 5.4.3
"Tabela de Contingéncia” juntamente com o Vetor de Massas e

o Centrdide dos Perfis das Linhas

Posigao
do digito
1 2 3 4 5 6 x.j X. /x
Padrio
"AY 0 O 0 1 i 1 3 3/12
"B" 0 1 1 1 0 0 3 3/12
Y o 1 0 0 1 0 3 3/12
"D" 1 1 0 0 0 1 3 3/12
xi 2 2 2 2 2 2 X..=12
X, XL 2/12 2/12 2/12 2/12 2/12 2/12
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Chamaremos esta "TC" de balanceada devido ao fato de que a soma de uns em todas
as linhas sfo iguais e de Igual maneira nas colunas. Considerando a Seclo
2.2.1, temos que x.j € a quantidade de mimeros 1 na j-ésima coluna, X,- @ quan-
tidade de mimeros 1 na i-ésima linha e o mimero total de nimeros 1 é x...

A matriz que contém os perfis das palavras-cédigo é:

"

0 0 0 /3 1/3  1/3 ]
0 /3 /3 1/3 0 0

1/3 0 1/3 0 1/3 0

/3 1/3 0 0 0 1/3

Na ultima coluna e dltima linha da Tabela 5.4.3 temos o vetor massa r, € o cen-
tréide ¢, dos perfis das linhas, respectivamente.

A distancia x2 entre os perfis e o centréide ¢ sdo respectivamente

dx*(r, o = =

I V]

1 i —

2 2
6 2 2 2 1
2 Z (ry; =€) 3 ['1—2] . 3 [Ti ) 5]
2
) 12

[y
[ o)

dxz({_l, c) = 12, 1

A, o = d’(r, o = d&x’(r,, © = dx’(r, ©) =1

Note que todas as distincias sdo iguais.
Para a obtengdo das coordenadas de cada palavra-~codificada, isto €, os sinais

para cada dimensio no espago Euclideano ponderado, a decomposicio de valores

singulares generalizado deve ser aplicado 2 matriz (R - I_C_T). Disto decorre
que,
R-1c)=LD Y
onde
L'p L=v'ply=1
T <

cujos resultados mostramos na Tabela 5.4.4.

113



g W W W W B W W W W W W W W W W W W TR W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W e W oY

TABELA 5.4.4

Coordenadas dos Sinais em cada Dimensio

Eixo
1 2 3
Sinais
8, (-0.5774) (~0.8165) (0.6000)
Sz {(-0.5774) {0.8165) {0.0000)
s, (0.5774) {0.0000) {~0.8165)
54 (0.5774) (0.0000) (0.8165)

O correspondente gréfico dos sinais, estd exposto na Figura 5.1.

eixo 3

Figura 5.1 - Conjunto de Sinais Simplex sobre um espago Euclideano

de Dimensio 3.

Observando a Figura 5.1 vemos que os 4 pontos de sinals estio sobre uma esfera

de raio 1 centrada na origem de um espago Euclideano de dimensio 3. Os slnais
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sdo equidistantes entre si formando assim, um conjunto de sinais simplex.
Na Tabela 5.4.5 mostramos a decomposig¢ic da Energia média do conjunto de sinais

segundo a Tabela 2.5.1.

TABELA 5.4.5

Decomposigio de Energia do Conjunto de Sinais

Eixo
Sinais ! 2 3
5, (0.0833) (0.1667) 0
5, (0.0833) (0.1667) 0
S, (0.0833) 0 (0.1667)
S, {0.0833) 0 (0.1667)

Note que os valores resultantes da soma dos valores em cada linha sdo iguais o
que significa que a decomposicio da energia do conjunto de sinais em cada sub-
espago ¢ a mesma ¢ como a soma das linhas também sado iguais, implica que todos
os sinals tem a mesma energia.

Finalmente, na Tabela 5.4.6 mostramos as correlagdes entre os subespagos e os

vetores sinais quando consideramos o contelido da Secdo 2.5.2.

TABELA 5.4.6

Correlagoes de cada Sinal com Rcspéito aos Subespagos

Eixo
Sinais 1 2 3
S (0.3333) (0.6667)  (0.0000)
s, (0.3333)  (0.6667)  {0.0000)
S, (0.3333)  {(0.0000) (0.6667)
S, (0.3333)  (0.0000) (0.6667)

Da Tabela 5.4.6 obscrvamos que

05 sinais si
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dos com o subespago gerado pelo eixo 1 e eixo 2. O que significa que estes pon-
tos de sinais estio sobre o plano gerado por estes eixos. Os sinais s, € s,
estdo totalmente correlacionados com o subespago gerade pelos eixos 1 e 3 o que
significa que estes sinais estdo no plano gerado pelos eixos 1 e 3. Isto 6,
cada dols sinais estdo correlacionados totalmente com planos diferentes.

Como resultado deste processo temos que a classe lateral 9‘&?@\"l deverd ser trans-

ladada, de v resultando no cédigo H. E este mesmo cddigo, menos os elementos

redundantes, que serd utilizade para codificar os 4 padroes.

Considerando a Tabela 5.4.3, a Figura 5.1 € o cédige ¥, vemos que os
vetores sinals s ¢ s, que estdo sobre um mesmo plano correspondem has palavras
codigo v, e v, de igwal maneira, o 5, €5, correspondem as palavras-cédigo v,

e v.ev, que estdio no outro plano. Sob o ponto de vista algébrico, observamos
que o particionamento do cédigo # em duas classes laterais apresenta uma cor-

P . 3
respondéncia com os dois planos em R,

A seguir bascados nestes resultados, generalizaremos a codificagio de

Padrdes guando o nimero de elementos ¢ 2" neZ’.

A generalizagdo basela-se na existéncia de cdédigos Reed-Muller
R(1, m), e no Teorecma de Lagrange. Pela Segdo 5.3.1.1 sabemos que as cardinali-
dades dos cddigos Reed-Muller e sub-cddigos sao poténcia de 2; esta propriedade
faz com que utilizemos o Teorema de Lagrange e assim garantiremos a existéncia

de classes laterais.

Seja ¥ um cédigo de cardinalidade 2" ¢ ¥’ o sub-cédigo de ¥ de cardi-
nalidade 2", com n < m, pelo Teorema de Lagrange o nimero de classes laterais ¢

m-n N . n
2 cada uma com cardinalidade 2.

Com os elementos de qualquer classe lateral obtidos anteriormente,
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tal que, nao contém a palavra cdédigo 0 mais a eliminagio dos eclementos redun-
dantes, construlmos a "Tabela de Contingéncia" onde o nimero de linhas ¢ 2°
(ndmero de padrdes) e o de colunas 2"-2. Finalmente, aplicamos a AC a esta ta-

bela e, dessa maneira, obtemos o conjunto de 2" sinals simplex.

Como resultado deste processo, a classe lateral considerada para a
construgdo da TC deverd ser transiadada a uma palavra-codigo de M, tal que re-
sulte no cédigo H'. Com as palavras-cédigo deste cddigo mais a eliminagio dos

s 4]
elementos redundantes codificaremos os 2" padroes.

Como estaremos interessados, no préximo capitulo, com a relacio exis-
tente entre as diferentes métricas utilizadas € que passaremos a apresentar uma

andlise comparativa entre a distancia de Hamming e distincia xz.

Lembremos que na AC a distincia xz € definida em fungéo de perfis ou

vetores de frequéncia relativas que tem a particularidade de que a soma das

componentes do vetor de freqliéncias relativas € sempre 1; entdo, wutilizando

qualquer cddigo Reed-Muller cujos pardmetros variam de tal maneira que o com-
primento da palavra-cddigo aumenta ou diminui, sempre as componentes dos perfis
das palavras somarido 1. Por isso, € neccessdrio fazer uma padronizagio com res-

peito 3 disténcia xz.

Denotaremos por dsxz a distancia xz padronizada, entio a distancia xz

padronizada da i-¢sima palavra codificada com respeito ao centréide € dada por:

dx2=dx2'r_*N
-1 |
onde:

2 é a distancia xz entre os perfis de linha;

gi ¢ a massa do i-ésimo perfil;

N € a soma de valores dos digitos de todas as palavras codificadas.
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Na Tabela 5.4.7, mostramos a relagio entre as distincias de Hamming e
a distancia Euclideana ponderada entre as palavras-cédigo e vetores sinals

cujas notagbes damos a seguir:

m = parametro do cédigo R(1, m)
M = nimero de padroes
n = comprimento da palavra ou do vetor em cada espago
K = dimensio do espago
(:lH = distancia de Hamming
dcx?’ = distincia chi-quadrado entre os sinais ¢ o centrdide
dsxz = distdncia chi-quadrade padronizada entre os sinais. Observe que esta
distancia € duas vezes a distancia Euclideana.
TABELA 5.4.7
Comparagdo entre os Parimetros de cada Espago Variando
o Nidmero de Padroes
M=2""] Espaco de Hamming |Espage¢ Eucl idianoe Ponderado
m|R(1,m) . B N ) 5
M=2"""\n=2"-2|K=m-1|d =2""| a=2"-2| K=M-1| d x"| d x
3 |R(, 3) 4 6 2 4 6 3 1 8
4|R(1,4) 8 14 3 8 17 7 1| 16
5{R(1,5) 16 30 4 16 30 15 i 32

Da Tabela 5.4.7, observamos que:

o A relagio entre a distincia xz e de Hamming ¢ dada por

dsx = ZdH
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m-1

o O conjunto dos M = 2 sinais estd contido em um espago Euclideano ponderado

de dimensio M-1.

Na Tabela 5.4.8 mostramos o comportamento que existe entre as distin-

cias dl'{ e dsxz, quando fixamos o nimero de padroes.

Considerando os resultados apresentados nesta tabela, a relagido entre

as dH e dcxz, mantendo fixe o nimero de padrées, é também

2
dw -2dH

5

TABELA 5.4.8
Comparagéo entre os Parametros de Cada Espago Fixando

0 Nimero de Padroes

Espa¢o de Hamming |[Espage Euclidiano Penderado

m|R{(1,m) | M=4 o . . ) )
n=2"-2"""} k fd =2""n=2"-2""") K=M-1|d x| d_x

3{R(1,3) 4 6 2 4 6 3 1 8
4 |R(1,4)| 4 12 2 8 12 3 I 16
S|R(1,5)] 4 24 2 16 24 3 I 32

5.4.2.2. Obtencido de conjuntes de sinais simplex cujos elementos «das pala-

vras cdédigo estio em 23

A geragio de sinais simplex a ser considerada ¢ similar ao da Segdo
5.4.2.1. As consideragdes para a construgio das "Tabelas de Contingéncia" con-
tinuam vdélidas. A unica diferenga € que os elementos das palavras-cdédigo per-

tencem ao grupo 23.
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Exemplo 5.4.2.: Consideremos o Exemplo 5.3.2, seja

={v, v, 2v} € .‘R#{VO,VI,ZVI}

dois cddigos de parametros (m = 32, k=2 d =3 -3 =6). As classes late-

rais de cada um deste cddigo, sio mostradas na Tabela 5.4.9.

TABELA 5.4.9

Classes Laterais de H ¢ 3’

Classes
Laterais do
Cddigo H°
Hev H eov »’
Classes 0 1 @2"9
Laterais do
Cddigo ¥
}f@vD vg Vz 2v2
Hov v _av v _®V 2V ev
1 6 1 201 201
R@Zv1 vﬁ@.’lv1 v2®2v1 2v2@2vE

Através da classe lateral R@Zv}, construimos a Tabela de Contingéncia como mos-

tra a Tabela 5.4.10.

TABELA 5.4.10
"Tabela de Contingéncia” Composta pelos Elementos

da Classe Lateral R@Zvl

D i mensao

1 2 3 4 5 6 7 8 x.j X. /%

Padrio
"AY o o 2 2 2 1 1 1 o | 9/27
"B" 1 2 2 0 1 1 2 0 9 9/27
ok 2 1 2 1 0 1 0 2 9 | 9/27
X 3 3 6 3 3 3 3 3 |27=x
X, X 3/27 3/27 6/27 3/27 3/27 3/27 3727 3/27
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A matriz dos perfis das linhas estio na matriz R,

0 0 2/9 2/9  2/9 1/9  1/9  1/9
R=1|1/9 2/9 2/9 0 /9 1/9 2/9 0

2/9  1/9 - 2/9 1/¢% 0 1/9 0 2/9

G vetor de massa r, e o centréide ¢ dos perfis das linhas estd pa wditima coluna
¢ linha da tabela, respectivamente.
A disténcia xz, entre os perfis de linha ¢ o centréide ¢ sao iguals como

veremos a seguir:

dxz(_!:l, c) = dxz(gz, c) = dx2(53, c) =

Aplicando a AC a matriz (R - igT) as coordenadas dos perfis para cada dimensio

sio obtidas. Isto € mostrado na Tabela 5.4.11.

TABELA 5.4.11

Coordenadas dos Sinais em cada Dimensao

Eixo
1 2
Sinais
sl .6667 0
s, ~{1.3333 0.5774
53 ~{.3333 ~0.5774

O espago de sinals, ¢ o0s sinais correspondentes a4 Tabela 5.4.11 s3o mostrados

na Figura 5.2.
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Figura 5.2 - Conjunto de Sinais Simplex para M = 3,

Note que os 3 sinais estdo igualmente distribuidos sobre a circunferéncia de
raio 1.

A decomposicdo da energia deste conjunto de sinais € ilustrada na Tabela
5.4.12, ao passo que na Tabela 5.4.13 mostramos as correlagdées entre os subes-

pagos € 0s sinais.

TABELA 5.4.12

Decomposigdo de Energia do Conjunto de Sinais

Eixo
1 2
Sinais
s1 0.1481 0
s2 0.0370 0.1111
S, 0.0370 0.1111
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TABELA 5.4.13

Correlagdes dos sinais com cada Subespaco

Eixo
Sinais 1 2
S1 1 0
s, 0.25 0.75
53 0.25 0.75

Da observagio destas tabelas vemos que: 1) a energia para o conjunto de sinals
em cada dimensido sdo iguais; 2) o sinal 5, estd totalmente correlacionado com a
dimensio 1, o que significa que este ponto estd sobre uma reta; 3) os sinais 5,
e s, estdo correlacionados totalmente no espago gerado pelos eixos 1 e 2; fi-
nalmente, a translacio da classe lateral R@Zvi de v, resulta no cddigo K. Este

é o cddigo que utilizaremos para codificar os 3 padroes.

Na Tabela 5.4.14, mostramos os parmetros dos espagos e codigos para
assim encontrar uma relagdo entre a distdncia de Hamming e Euclideana Pondera-
da.

TABELA 5.4.14

Relagdes entre as dH e dcxz para Cédigos 3-drios

Espaco de Hamming| Espago Euclideano Ponderadeo
m|GF(3™) |M=3""" » Z ;
n=3"-1| k=m d n=3"-1} k=3"""-1{ d x°| d ¥
H ¢ [
4
2|GF(3%)| 3 8 | 2 6| 8 2 5 | ¢
3 |GF(3%) 9 26 3 18 | 26 8 %—,‘;- 16
4|GFG3YH| 27 80 4 54 | 80 26 -85—% 52
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As relagbes entre as dH e dxz para cdédigos 3-drios € dado pela se-

guinte equagio:

5.5. CODIFICACAO DE CLASSES DE PADROES

No Capitulo 3, vimos que para detectar um padrio desconhecido, as
fungbes de discriminante devem ser obtidas através dos protétipos de cada clas-

se padrio,

Utilizando a AC e a definigdo de perfil suplementar, também podemos
fazer a codificacdo de protétipos de cada classe padrio e de classes de pa-

drées. Esta forma de codificacio descrevemos a seguir.

No Exemplo 5.4.1 codificamos 4. padroes cujas palavras-cédigo, esco-
Ihemos de um cédigo de 8 palavras. Na Tabela 5.4.2, observamos que as 4 pala-
vras-cédigo utilizadas para a codificagio, sfo elementos de 4 classes laterals
respectivamente. Para a construcdo das regides de decisio no espago de caracte-
risticas ou espago de sinals e fazer o devido reconhecimento de padrées desco-
nhecidos (Secio 3.5), cada padrio pode ser codificado por duas palavras cédigo,
a excegdo de um padrdo cuja classe lateral associada contém v, = 0. Deste re-

sultado, concluimos que o mimero de protdtipos de cada classe padrio dependers

do cédigo a ser utilizado.

O ndmero de protétipos a ser associado & um conjunto de palavras-
cédigo de um cdédigo € com cardinalidade 2" pode ser obtido através do teorema

de Lagrange. Para isso considere:
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- Seja um cédigo com 2" palavras-cédigo que formam um grupo sob a

operagio médulo 2 componente-a-~componente.

- Seja ¥ um subcddigo com cardinalidade de 2m"1, ou seja, um subgrupo

de €. Entao 6/H possui 2 classes laterais de ordem 2™ .

Logo, 2™-1 padrées podem ser codificados por duas palavras-cédigo.

Finalmente, no scguinte teorema generalizamos a codificagio das clas-
ses de padroes quando o nimero de protdtipos de cada classe ¢ poténcia de um

niémero primo q.

Jeonema 5.5.1.: Seja o cédigo € de cardinalidade q" ¢ H’ um subcddigo de € com

cardinalidade qk, com k < m, entio G/H° possui qm“”k classes laterais com qk

elementos cada. Logo, qk padrées podem ser codificados com (m-k) palavras—

cédigo.
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CAPITULO 6

HOMEOMORFISMO ENTRE SUBESPACOS METRICOS DE HAMMING,
EUCLIDIANO E EUCLIDIANO PONDERADO PARA O
CONJUNTO DE SINAIS SIMPLEX
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6.1. INTRODUCAO

Nos capitulos anterjores apresentamos o casamento entre grupos cfcli-
cos e conjuntos de sinais do tipo Slepian. Além disso, mostramos como codificar
os padroes de tal maneira que gerem conjuntos de sinals simplex no espago de

sinais através da AC utilizando para tal cédigo Reed-Muller de primeira ordem.

Sabemos que o melhor arranjo de um conjunto de sinais € o simplex, .
quando associado um critério de otimalidade do tipo probabilidade de erro. Pela
definigdo de conjunto de sinais do tipo Slepian, os sinais simplex formam uma

sub-classe dos sinais tipo Slepian.

Agora, perguntamos: Qual serd o grupo casado a um conjunto de sinais

simplex? Como rotular os clementos deste conjunto de sinais?

Neste capitulo, mostraremos que os conjuntos de sinais simplex da
forma 2", nez’ sio casados e rotulados com grupos comutativos ndo ciclicos. A
rotulagio € uma conseqiéncia direta da obtencio de um isomorfismo entre dois
grupos: sendo que um destes grupos contém elementos que dario origem a um cédi-
go linear (Espago de Hamming} e o outro contém matrizes ortogonais que determi-
nam transformagdes ortogonais ou isometrias (Espago Euclideano). Obtida a rotu-
lagio mostramos, entdo, a existéncia de um Homeomorfismo entre os subespagos
métricos de Hamming, Euclideano ¢ Euclideano ponderado quando wutilizamos as

suas distdncias, respectivamente.

Na Secdo 6.2 mostramos o casamento e rotulagio de conjuntos de sinals
simplex quando o mimero de sinais simplex ¢ da forma 2", neZ'. A rotulagéo ba-
seia~s¢ na existéncia de um isomorfismo entre dois grupos comutativos nio ci-
clicos. Obtida a rotulagio dos vetores sinais, na Secio 6.3 mostramos o Homeo-
morfismo entre os subespagos métricos de Hamming, Euclideano e Euciideano Pon-

derado.
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6.2. CASAMENTO E ROTULACAO DE CONJUNTOS DE SINAIS SIMPLEX A

GRUPOS

Para mostrar este casamento e rotulagio, utilizaremos as definigdes ¢
teoremas das Segbes 4.4 e 4.5, devido a que o conjunto de sinais simplex ¢ uma
subclasse de conjuntos de sinais Slepian. Para o espago Euclideano R a distri-
buicio dos elementos de cada um destes conjuntos pode ser vista nas Figuras 4.6
e 5.6. Observe que os 8 elementos do conjunto de sinais Slepian estio distri-
buidos sobre dois planos paralelos. E os 4 elementos do conjunto de sinais sim-
plex estio distribuidos, de maneira uniforme sobre a esfera em R e além disso,

estdo sobre dois planos.

Iniciaremos esta segio mostrando a existéncia de um isomorfismo entre
dois subgrupos; um deles associado ao espago de Hamming e o outro ao espago Eu-

clideano.

1
6.2.1. Isomerfisme entre um Sub-grupe de SOznm1 e um Subgrupo de (Zz)2 -1

Primeiramente, obteremos o isomorfismo para n=2, para em seguida,

generalizd-lo para todo neZ’.

O conjunto de sinais simplex composto por 4 elementos, e que chamare-
mos 4-Simplex, € considerado como vértices de um tetraedro. Baseados no tetrae-
dro obteremos a estrutura do grupo que associaremos ao espago Euclideano. Pri-

meiramente vejamos quantas simetrias tem o tetraedro (Figura 6.1).

Considerando o grupo de permutagdes Sd, e rotulando os vértices por
1, 2, 3 e 4 respectivamente, a ordem do grupo de simetrias de 84 ¢ dada por

#54 = 41 = 24,
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Se considerarmos somente as simetrias rotacionals teremos um grupo de
ordem 12. Em {32] € mostrado que o grupo de simetrias rotaclonal do tetracdro €
isomorfo ao grupo alternante A4. Os clementos de A4 sdo as permutacdes pares de

S4. Uma maneira de "visualizar" este grupo € como mostrado na Figura 6.1.

Figura 6.1 - Rotagdes do tetraedro com respeito aos eixos 4 € N,

Na Figura 6.1, mostramos dois eixos, um eixo rotulado por L que passa
pelo vértice 1 e o centréide da face oposta ao vértice. Existem 4 eixos seme-
lhantes a L. A face oposta ao vértice € rotacionada em sentido anti-hordrio por
dois é&ngulos 2n/3 e 4n/3 radianos. O outro eixo rotulamos por N. Existem 3

eixos desta classe cujas restrigbes sdo de @ radianos. Portanto, temos
4 x 2 + 3 = 11 simetrias mais a simetria identidade resulta em um totai de 12
rotagdes formando assim um grupo de simetrias rotacional de ordem 12. Cada si-

metria rotacional inclui uma permutagio dos vértices e portanto, uma permutacio

dos primeiros 4 inteiros.
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Como o conjunto de sinais 4-simplex possui 4 elementos : prmzisamos de

um grupo de simetria rotacional de ordem 4. Quem garante a exisitibmis deste

grupo € o primeire teorema Sylow o qual enunciamos a seguir:

Jeonema 6.2.1. [33]1 Primeiro Teorema de Sylow : Seja G um grupo finisitede ordem

#G = p'm, com n = 1, onde p nido divide m. Entio,
1. G contém um subgrupo de ordem p{, Yi, t = 1,...,n;

2. Cada subgrupo H de G de ordem pi € um subgrupo normal de ordépm g}m, para

i=1i=n.

Sabemos que a #A4 = 22.3, onde 2 ndo divide 3. Pelo Teorerras %2.1, A,g
contém um subgrupo de ordem 2 e 4 e cada subgrupo de ordem 2 é um ssubgrpo nor-

mal do subgrupo de ordem 4.

Garantida a existéncia do subgrupo de ordem 4, procuramos wum grupo de
matrizes ortogonais de ordem 4. Da Segio 4.5 sabemos que um grupo -de matrizes
determina um grupo de transformacgGes lineares; portanto, deveremos distemminar 4
matrizes ortogonais que gercm um grupo transitivo, isto €, multipllicamdo cada

elemento do grupo de matrizes a um vetor sinal obtém-se os outros vefores si-

nais.
Na Figura 6.2a mostramos os 4 vetores sinais § = {sl,‘ szﬁ Sy 54}
4
como vértices de um cubo tal que ¥ s, = 0 com coordenadas:
i=1
[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]
V3 V3 V3 v3
' 1 1 1 1
Sl = . 5 52 = - — ; 33 - — — : 54 = [
V3 1K) V3 ¥3
A A S N
| V3] | V3 BREN BRER

¢ na Figura 6.2b mostramos o cubo no Espago de Hamming.
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Figura 6.2a - Conjunto de Sinais Simplex, no Espago de Sinais

b - Cubo no Espago de Hamming.

O préximo passo, entdo, serd o de determinar o grupo de matrizes or-
togonais B, que formem o grupo transitivo. Para tal, considere a transformagio
i

TB definida como:
i

Ty R R (6.1)

s — B s
i

1 1

a qual fixa um elemento gualquer do espago de sinal e transforma este elemento

em qualquer outro elemento do espago de sinal.

TBi(sl) = Bis1

a)s —s 5§
1 1

1 1 1]
V3 V3 V3
1 S I U I

| H | P }
Sl Bl S}
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b) s] —_— 52

A -1 R A
__1- = -—_1. = 0 -—1 0 ........}M
V3 V3 V3
B a2 Lo o 1|
L V3 L V3 L 3
L } ! I J

s B s

2 2 ]

4::)51——--—)53

F 1] [ 1] 1]
2 - - —_
V3 V3 1 0 0 /3
1 _ -1 = ¢ -1 o L
v3 V3 v3
1 A loo e afs

- V3 L V3 L v3

| } £ | i }
s B s
3 3 1
d) s —3 8§

[ 1] [ _ 1] 2
V3 /3 -1 Q 0 /3
v V3 V3
1 1 0 0 -1 1

L V3 L V3 L VT

1 H | I ]
S B 8
4 4 1

O conjunto de matrizes Bi, Bz’ B3 e B4 denotaremos por B < 503. Na

Tabela 6.1 mostramos que os elementos de B formam um grupo comutativo ndo ci~
clico, sob a operagio multiplicagio de matrizes, as quais determinam o grupo de
transformagées ortogonais que por sua vez, também formam um grupo transitivo de
isometrias. Este grupo associamos ao espago Euclideano. Note que este grupo € o

grupo 4 de Klein.
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Tabela 6.1 - Operagio de Multiplicagio de Matrizes para

Quaisquer dos Dois Elementos de B,

1 1 2 3

B, B2 ]Es1 B4 83
B3 B, 84 B; Bz
B, B4 B, B, B

Para que exista o isomorfismo entre os grupos associados aos diferen—
tes espagos, 0 outro grupo associado ao espago de Hamming € que possui as mes—
mas caracteristicas de B, isto ¢, comutativo e ndo ciclico é um subgrupo de
(22)3 sobre a operagdo adigdo mddulo 2. Este grupo denotaremos por Z cujos ele~
mentos sdo: 000, 110, 011, 101. Na Tabela 6.2 mostramos que os clementos de Z

formam um grupo.

Tabela 6.2 - Operagio de Adicao Mddulo 2 para Dois

Elementos de Z.

@ . 000 110 011 101

000 . 0600 110 011 101
110 0 110 000 101 011
011 0 011 101 000 110

101 0 101 011 110 Q00

As Tabelas 6.1 e 6.2, mostram a existéncia de uma correspondéncia

biunivoca entre seus elementos.

Esta correspondéncia € dada por:
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z =000 — B )

1 1

z =110 — B

2 2 (6.2)
23=011 — 83

z, =101 - B, |

que induzem a existéncia de um isomorfismo entre os grupos (Z, ®) e (B, )

Seja ¢ : (£, @) — (B, -) definida por (6.2) vemos através das tabe-

las que ¢ ¢ bijetiva e para todo z, zj € Z, satisfaz

(p(zE ® z}) = qp(zi) . (p(zj)

Portanto, Z ¢ B sao isomorfos.

Com estes resultados, generalizaremos o isomorfismo entre subgrupos

n
2 -1
de SOzn~i e (22) .
Os 2" sinais simplex podem ser representados como "politopos regula-
res" inscritos em um hipercubo de 20+t vértices, num espago Euclideano de di-
mensdo 2" - 1. Considerando o grupo de simetrias teremos um grupo de ordem,

n
Szn = (2™, Dado que a permutacdo € par, existe um subgrupo de ordem (22)1 que

€ o grupo alternante Az“’ isomorfo ao grupo de simetrias rotacional.

De forma similar a n = 2, observamos quc as ordens dos grupos s&o

. . B n
muito maiores que o nimero de sinais simplex 2°. Mas como

e _2ne" - 1.,.,21
2 2

#Azn

=2".2" - 1),..., 31,

Pelo primeiro teorema de Sylow (Teorema 6.2.1) garantimos a existéncia de um

subgrupo normal de simetrias de ordem 2",
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Garantida a existéncia de um subgrupo normal de ordem 2, o proximo
passo passa a ser a determinagdo das 2" matrizes ortogonals de ordem

2"-1 x 2"-1 as quais sio originadas por vetores sinais, tal que

): s;=0, s €R . [[si - sj[[ = "Sk - s£|] Vizj e k=l

Os vetores sinais sdo determinados pela relagio que existe entre os
vértices dos hipercubos no espago de Hamming e Euclideano. Esta relagio para
n=2 pode ser vista nas Figuras 6.2a ¢ 6.2b. Em geral, as coordenadas dos veto-

res sinais obedecem a seguinte regra, quando um elemento do vértice do cubo no

espaco de Hamming € "0", a coordenada no espage Euclideano é , € se € "1",
v2"-1

a coordenada é -

O nidmero de coordenadas negativas dos vetores sinais
2 -1

sempre serd par, porgue o nimeros de uns nas coordenadas dos vértices do cubo

no espago de Hamming sempre serd par.

Uma vez conhecidos os vetores sinais, as matrizes ortogonais sio de-

terminadas de forma similar a (6.1},

As matrizes B;’ i=1,...,2" formam um grupo de matrizes ortogonais
diagonais idempotentes aos quais também denotaremos por, B. O grupo B ¢ S()znm1
induz um grupo de transformagdes ortogonais que por sua vez € um grupo transi-
tivo de isometrias.

O grupo associado ac Espago de Hamming, que possui as mesmas caracte-
n

risticas que as do grupo B ¢ um subgrupo Z de (212)2 ™ de ordem 2"

O isomorfismo entre os grupos Z ¢ B basela-se no isomorfismo do grupo

aditivo Zz = {0, 1} e o grupo multiplicativo {1, ~1} da seguinte maneira:
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- 8¢ o primeiro elemento do z € Z ¢ "0", o primeiro elemente da diagonal da
matriz ¢ "1" e se € "1" o elemento correspondente na diagonal € "-1"; isto ¢,

se p:(0, 1) — (1, -1) definida por p(0) =1 e p(1) = ~1; entio,

n
L c (722)2 T, B SOzn_ ¢ definido por:

1

r 5

plz,)) 0

p(ziz)

oz, 2_, ..., 2 )= - i

il i2

0 p(zizn_l) |

Assim, por exemplo, para

n
2 -1
z € (Z . z
1 (2)

i#

G,, ...,
( 0 1211_“21:_1

I = matriz identidade.

i
2 -
Portanto, os elementos do subgrupo Z < (22) ! sio isomorfos aos

clementos do subgrupo B ¢ SOzn_l.

Baseados neste isomorfismo, mostraremos o casamento € rotulacio do
2"
conjunto de sinais simplex em R com os elementos do grupo Z.

n
6.2.2. Mapeamento Casado e Rotulaments do Conjunto de Sinais Simplex E_njikz -

n
com Elementes do Grupo Z ¢ (23/.’2)2 -

Nesta segdo mostraremos o casamento entre o grupe Z e¢ o conjunto de

sinais simplex S. Denotaremos por TB(S) a0 grupo de transformagdes ortogonais
determinada pelo grupo B, e que tem a propricdade de ser um grupo transitivo de
isometrias. O casamento entre Z e § é uma conseqiiéncia do isomorfismo existente

entre Z ¢ B ¢ do Teorema 4.5.2 como veremos.
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[Rp—

Pagra n=2

Seja h : Z — S definida por

z =000 — h(000) = TBi(si) =Bs =5
z, = 110 — h(110) = Tsz(si) =Bs =s, (6.3)
z, = 011 - h011) = TB3(SL) = 3331 =8,
z, = 101 — h(101) = TB4(SA) =Bs =5
A distancia Euclideana para quaisquer dois elementos de Z satisfaz
afnez), h(zj)] = dha’ - 2), h(e)] (6.4)
Por exemplo, seja z, ¢ 2z, € Z mostraremos que:
d(h(zz), 11(23)] = d(h(zz ) z3), k(z:)]
Para tal, considere
d{h(zz), h(z3)] - dBs, Bs) = [Bs -Bs]=|s -s]
Dado que o conjunto de sinais € simpiex, entdo
Is, = s;0 = Is; - 5,1 = IB;s - Bs|
= d[h(z,;)' h(zl)) = d[h(zz ® 23), h(zl))
logo,
d[h(zz), h(za)] - d(h(22 ° 2), h(z})] (6.5)
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Pela Definigio 4.4.1 de casamento entre conjunto de sinais €  grupos,
vemos que /s € um mapeamento casado e além disso, € um rotulamento casado, pois
h ¢ bijetiva. Desta maneira mostramos ¢ mapeamento casado € o rotulamento entre

. 3
o grupo Z ¢ o conjunto de sinais em R™.

Obtida a rotulagdo dos vértices do tetraedro, através de h, resta nos
determinar o peso fase dos elementos de Z. Desse modo, a partir da Definigio

4.4.2, temos que o peso de fase do elemento z} € Z ¢ dado por:
w(z) = |hz) - hz)|’ (6.6)
P J }
A seguir, mostraremos que a distincia Euclideana quadrdtica depende

da soma dos c¢lementos de Z e do vetor inicial 5, Sejam os sinails s, © Sj € S

Pelo casamento entre Z e S temos que:

2
s, = h(zi) , S; = h(zj) e ﬂsI" .
d? {h(z) h(z )} = |h(z) - h(z}!“2
E 1 i i i
= T, (s) = Ty (5]
Bi 1 Bj 1
2 T
= [Bs, - Bjsi” ; ﬂsi B| =1

|siBBs - s BBS G

T 2
Jr - S| BiBjSl I

|1 - s, BB(S)"

il

T 2
It - slh(zi ® z})]{

Logo,
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dé[h{zi), h(zj)] = 1 - sThe, @ 2)) 6.7

i

Considerando (6.7), o peso de fase (6.6) de um elemento z € Z ¢ dado

por

w(z) = |1 - s k)| (6.8)
p i I
De (6.8), a distincia de fase entre z e zj e Z é

d(z, z)=wi(z ©z) (6.9}
p b ] p i j

esta relagio mostra o casamento entre linearidade e distincia quando a distin-

cia de fase & utilizada.

De (6.7), (6.8) e (6.9) vemos que:
2
d (2 2) - dE[h(zi), Ia(zj)]. (6.10)

bt}
A generalizagdo do casamento e rotulagio entre Z ¢ (222)2 T oe

n
Sc R ¢ uma conseqliéncia do Teorema 4.5.2 e do isomorfismo existente entre Z

e B mostrado anteriormente,

Com o resultado desta rotulagio dos vetores sinais e, considerando as
relagdes (6.7), (6.8) e (6.9), generalizaremos a distidncia Euclideana quadriti-

ca, peso de fase e a relagio entre distincia de fase e¢ peso de fase respectiva-

menie.

Finalizaremos este capitulo, mostrando o Homeomorfismo entre subespa-

¢os dos espagos métricos de Hamming, Euclideano ¢ Euclideano Ponderado.
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6.3. HOMEOMORFISMO ENTRE SUBESPACOS DOS ESPACOS METRICOS DE

HAMMING, EUCLIDEANO E EUCLIDEANO PONDERADO

O homeomorfismo (ou transformagio topoldgica, constitui de grupos de
mapeamentos continuos que possuem Inversos também continuos) entre os subespa-
gos s3o mostrados sobre subespagos métricos. Um espago métrico € definido por
um conjunto nao vazio ¢ uma métrica. Como os conjuntos de sinais simplex tem a
propriedade de que a distancia entre os elementos de cada subespago sempre sio
iguais, as definiremos como métricas discretas. Os trés espagos em consideracio

sio métricos.

6.3.1. Homeomorfismo entre Subespacos de Hamming e Euclideano

Seja Hznui’ n e Z+. 0 espaco de Hamming coja métrica entre os elemen-

tos de Z < Hzn_l ¢ a métrica discreta; isto é, dado Z # ¢, definiremos:

dH:ZxZ — R, para todo z, zj € Z, por

d,(z, 2) . (6.3.1)

O subespago métrico correspondente, denotaremos por (Z, dH}.

]
Agora, R o espago Euclideano cuja métrica entre os elementos de
n
S # ¢, tal que S ¢ R® ! ¢ a distincia Euclideana. Como os elementos de S for-

mam © conjunto de sinais simplex, portanto discreto, terd como distincia FEucli-

deana discreta a seguinte métrica definida por:
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dé(si, s) = Pl (6.3.2)

A este subespago métrico denotaremos por (S, d;).

Uma vez que temos as métricas bem definidas tanto no espago de
Hamming como no Euclideano, passaremos, entfo, 2 busca da exlsténcia do homeo~
morfismo entre os mesmos. Para tal, consideramos as definigdes de continuidade

¢ homeomorfismo.

Definicio 6.3.1. [16] : Sejam M e N espagos métricos. Uma funcio f:M -3 N se

diz confinua no ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe 8 > 0 de maneira
que d{x, p) < & == d{f(x), f(p)) < .

Dizer que f ¢ continua significa que f € continua em todos os pontos de M.

Definicio 6.3.2. [16] : Se M ¢ N sioc espagos métricos uma funciio f:M —s N §é

chamada homeomorfismo se, e somente se
i) f € bijetiva

. . -1, .

ii) f e sua inversa f ~ sio continuas

Neste caso os espagos M e N se dizem homeomorfos.

Com estas defini¢bes mais a rotulagio de cada um dos conjuntos de

sinais simplex, mostramos o Teorema 6.3.1,

Jeonema 6.3.1. : Sejam S e Z dois espagos métricos. Se h:Z —> S € um aplicagio
de rotulagio e as distincias entre os elementos dos espagos sdo lguals entio os

espagos § ¢ Z sio homeomorfos.
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Pnova : Por hipdteses sabemos que & € um aplicagio de rotulamento, ou seja, que

h € bijetiva. Considerando a definigdo de continuidade e das distancias:

1

Seja 0 <eg < 2™ /2" entdo, existe um 0 < & < 2" tal que

dH(x, zi) < 2™ L x = z = dé(h(x), h(zt)) =0 < g.

portanto, h € continua.

n+l

Seja 0 <e < 29—1, entdo, existe um 0 < & < 2" /2"1 tal que

n+l

d(u, h(zi)) <2l — u = h(zi) = d(h_i(x), k_i(zi)) =0<g

portarito, Bt ¢ continua. Por conseguinte, # ¢ homeomorfismo. Logo Z e § sio

espacos métricos homeomorfos.

A hipdtese de aplicacio de rotulagio entre Z ¢ S &€ absolutamente ne-
cessdria pois Z e S poderiam ter cardinalidades diferentes neste caso a distan-
cia em ambos seria um miiltiplo de métrica discreta sem que estes fossem homeo-

morfos.

Das relagées (6.3.1), (6.3.2) e a definicio de rotulagio & (6.3),

obtemos que

(2" - 1) ;2
dH(z, Z) = e 7 dE(li(zi), h(z}))

P 4
€ considerando a relagdo (6.10) temos,

@' -1
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6.3.2. Homeomorfismo entre Subespagos dos Espagos Métricos Euclideano e Eucli-

deano Ponderado

Com o objetive de mostrar o homemorfismo pelo uso da AC obteremos
primeiramente, um grupo de matrizes por meio das coordenadas do conjunto de
sinais simplex, §’, obtidos através da AC. Para tal, utilizaremos a Tabela
5.4.4 onde estdo expostos esies vetores simais. A obtengio deste grupo € simi-

lar ao procedimento utilizado na Secdo 6.2.1.

As matrizes obtidas sio as seguintes:

1 0 0 1 G 0 -1 0 0 -1 0 0
Dl= 010.D2= 0*10;1)3= 001,1)4'—" ¢ 0-1
0 0 1 0 0-1 60 1 0 0-1 0

Estas matrizes formam um grupo que denotaremos por D.

Para mostrar o isomorfismo existente entre T e B, construimos uma
tabela com os elementos de D, onde mostramos os resultados das operagbes entre

quaisquer dos dois elementos.

Tabela 6.3 - Resultado das Operagdes entre Quaisquer dos

Dois Elementos de D.

* 1 2 3 4

D

Di . Di D2 DB 4

Bz l)2 !)1 1)4 1)3

93 l)3 94 Dl 1)2

94 l)4 1)3 1)2 D1
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Considerando as Tabelas (6.1) e (6.3), vemos que existe uma corres-

pondéncia biunfvoca entre seus elementos dado da seguinte maneira:

B —s D
1 1
B — D
2 2 . (6.11)
B3 5 D3
B4 pe— 1)4 )

esta correspondéncia, induz o isomorfismo entre B e D. Logo, B ¢ D sdo isomdr-
fos.

Dado que B e D sio isomorfos, existe um mapeamento de casamento e
rotulagio entre o grupo Z < (22)3 e os sinais § = (s;, s;, s;, s;). Portanto,

o peso de fase e a distincia de fase sdo definidos igualmente como em (6.8) e

(6.9) respectivamente. O vetor inicial sI neste caso é [v %, ¥ %, O]'.

Finalmente, utilizando o Exemplo 5.4.1, mostraremos que a distincia
bR et 2 . Aa 3
Euclideana e distancia ¥  entre os vetores sinais sio iguais para conjuntos de

sinais simplex.

Da Segdo 2.4 ¢ equagdo (2.4.1) cada perfil de linha pode ser expresso

como:
, T -1
r=Ys onde Y DY =1 (6.12)
Considerando a defini¢do de distancia xz entre dois perfis (Segdo
2.2.2) temos:

d 2or, r) = (Y s’—‘l(s')T (Y s ~-Ys)
x i - i i i i

r ? T T -1 L y
(si s}) Y i)c Y(si sj)

s » T 3 [ LI—— 2
(si - sj) (si - sj) = I]Si st
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Portanto,
— 2 ¥ » ¥ y 3
dxz(-':i’ [j) = d_(s), sj), sps) € IRp (6.13)

Por outro lado, seja s, s € R’
1 }

2 e L o2
d (s, sj) = |s, sj]]

fl

2
]]BE s, - Bj sl||

2 2 2 2
=18, - BJ? )7 dadoque B -BJ = -DJ?
2 yul
Is.1” = Is)
2 s n2 R y 2
=D =D dsil” = Is; - si)
Logo,
2 2, ., »
dE(Si’ sj) = dE(Si’ sj) (6.14)
De (6.13) e (6.14)
da(r, r) = di(s, s) = di(s’, s') (6.15)
X i i E i j E 1]

Assim, destes resultados e do Teorema 6.3.1 concluimos que a distan-
cia Euclideana entre os vetores sinais coincide com a distincia xz. Portanto,
existe um homeomorfismo entre os subespagos métricos do espago Euclideano R e

Euclideano Ponderado R;.

A generalizagdo do Homeomorfismo entre dois subespagos pelo use da AC

para n z 3, passa pela dificuldade de obter o grupo de matrizes ortogonais D,
de ordem 2". Este problema, ainda em aberto, ¢ de dificil solugio. Com o obje-
tivo de ilustrar este fato, iremos a seguir considerar o caso em que n = 3.

Seja n = 3, na Segdo 6.2 o grupo de matrizes associado a R ¢ de ordem 8. Estas
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matrizes sio dlagonals idempotentes e possuem a propriedade de comutatividade.
Para a obtengio do grupo de matrizes em R; conslderemos o Capitule 5§ da geragio

de conjuntos de sinais simplex através de classes laterais. Seja, o cédigo

6%
i}

V., ¥V, .., VOV OV GV OV
v 1" 77 "1 2 3 a4 s}

0 ¢ o subcddigo

b
[

y Vo3 sy eV
LA v,0v,0v,}

as classes laterais sio: R@vo, H@v4, H@vs, R@v4®v5.

Nas Tabelas 6.3 e 6.4 apresentamos as coordenadas dos vetores sinais

correspondentes as classes laterais S‘f@v4 € H’@vs, respectivamente.

Observe nas tabelas que as coordenadas dos vetores sinais sio dife-
rentes para cada classe lateral. Portanto, as posi¢bes dos vetores sinais mu-
dam; mas os vetores sinals correspondentes 3 mesma classe lateral sempre formam

um conjunto de sinais simplex.

TABELA 6.3

Coordenadas dos Vetores Sinais para a Classe Lateral J{@v4

Dimensao
1 2 3 4 5 6 7

Sinal |
s . -0.0000 ~0.2535% 0.0000 ~0.0000 0.0000 0.0000 0.9673
s, ~0.1238 -0.4151 ~-0.1794 0.2516 -0.4816 -0.6474 -0.2565
S, ~0.3364 -0.4151 0.0669 -0.6322 0.494% 0.0209 -0.2565
S, ~(.4479  0.3747 -0.7044 0.1330 -0.0553 0.3736 ~0.0495
8 s 0.4602 -0.4151 0.1125 0.3805 -0.0126 0.6265 -0.2565
S 0.4479  0.3747 ~0.1163  0.2298 0.6332 -0.4351 -0.0495
s, 0.4479  0.3747 0.0589 -0.6279 -0.5077 0.0316 -~0.0495
¢ ~0.4479 03747 0.7618 0.2652 -0.0702 0.0298 -0.0495
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TABELA 6.4

Coordenadas dos Vetores Sinais para a Classe Lateral Revs

Dimensie
I 2 3 4 5 6 7
Sinal
s, 0.0000 0.0000 0.8989 0.4383 -0.0000 0.0000 -0.0000
5, 0.2006 -0.0240 0.0761 -0.4820 -0.5890 -0.4149 -0.4494
S, -0.3785  0.3934 0.0761 -~0.4820 ~-0.1766 0.4997 0.4278
S, -.7216 -0.4612 -0.2818 0.2519 -0.0351 0.6930 -0.3373
S 0.1778 -~0.3695 0.0761 ~0.4820 0.7656 -0.0848 0.0216
s ¢ ~0.1501 0.4612 -0.2818 0.2519 0.1711 -0.6967 (.3274
s, 0.3879  0.4612 -~0.2818 (1.2519 0.1955 0.4388 -0.5129
Sy 0.4838 -0.4612 -0.2818 0.2519 -0.3315 0.1649 0.5228

Utilizando a transformacio de Householder {34], encontramos parte das

matrizes ortogonais. Estas matrizes nfo sdo comutativas e, portanto, nic ¢ pos-

7 7
sivel generalizar o Homeomorfismo entre os espagos R e Rp pelo uso da AC.

7 7
O problema de encontrar o Homeomorfismo entre R' ¢ R se reduz ao
P

problema em aberto de otimizagio do valor inicial de sinais do tipo Slepian, na

determinacido do ponto mdximo global.

Para n = 2, o homeomorfismo entre os subespagos de Hamming e Euclide-

ano ponderado € uma consequiéncia dos resultados obtidos na Segio 6.3.1 ¢ 6.3.2.
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CAPITULO 7
CONCLUSOES
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Neste trabalho desenvolvemos dois itens dentro da drea de Comunica-
gbes. A primelra trata da Codificagio de Padrdées Via Anidlise de Correspondén-
cla, a qual estd dentro do contexto de Codificagio de Fonte. A segunda € sobre
a Codificacio de Canal quando a Codificagio e Modulagdo, sio consideradas como

uma 56 entidade.

Nos Capitules 2, 3 e 4 podem ser vistos como os principais blocos
para a obtengdo de uma Codificagio Otima de Padrdes ¢ Reconhecimento de Padrio.
Este procedimento estd fundamentado na AC, com Estruturas Algébricas e Teorla
da Decisio, os quais foram abordados em detalhes dentro de cada capitulo; obje~
tivando a melhor Codificagio de Padrées de tal maneira que gerem conjuntos de

sinais simplex e, conseqiientemente, a probabilidade de erro seja minima.

Os Capitulos 2, 4 ¢ 5 formam a base para mostrar o homeomorfismo

entre o Espago de Hamming, Euclideano e Euclideano Ponderado, para conjuntos de

n
sinais simplex sobre espagos Euclideanos, R: _1, neZ’. Para a obtengio destes

homeomorfismos, primeiramente mostramos o isomorfismo entre grupos associados a
cada um dos espagos, ¢ como correspondéncia deste isomorfismo, obtivemos a ro-
tulacio de cada um dos vetores sinais por elementos de um grupo comutativo nfo

ciclico.

No Capitulo 2, com o titulo "Andlise de Correspondéncia”, desenvolve-
mos a teoria da Andlise de Correspondéncia. Iniciamos dando a definigio ¢ a
construgio da tabela de Contingéncia, a medida utilizada em AC € a distancia xz
a qual prové um cfeito estabilizador ao conjunto de dados. Por ser de nosso
interesse obter as coordenadas das categorias de uma varidvel categdrica, de-
senvolvemos a parte da AC para a matriz que contém os perfis de linha e as res-
pectivas tabelas contendo a distribuigdo da inércia, contribuigio absoluta e
relativa para cada um dos vetores e seus respectivos subespagos. Finalmente,
fizemos referéncia ao perfil suplementar que tem a particularidade de ndo par-

ticipar da geragio dos espagos.
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No Capitsle 3 com o titulo "Reconhecimento de Padries e Teorla de
Decisdo” fol descrito o processo do reconhecimento de padrées que envolve os
conceitos de espago padrio, espaco de caracteristicas ¢ o espago de classifica-
Ggio. Na parte de seleg@o e extragio de caracteristicas, foram apresentados duas
formas de extragio de caracteristicas; a primeira via transformagio diagonal e
a segunda via a transformagio rotacional com o objetivo de mostrar que a AC
engloba estas duas formas de extragio de caracteristicas. A obtengio do vetor
de caracteristicas do padrido através da AC proporciona muito mais informagéo,
porgue transforma o espago padrio em espago de caracteristicas considerando em
forma simultinea as ponderagdes de cada dimensio do espago padrio e de cada
padrio em forma individual. E, na iltima parte do capitulo, descrevemos a clas-
sificagdo de padrées e Teoria de Decisdo na swa forma geral e quando a sua

classificagdo baseia-se numa distribuigio gaussiana.

No Capitule 4 com o titulo "Casamento entre Grupos e Conjuntos de
Sinais" mostramos na primeira parte, um breve resumo da Teoria de Grupos e
Anéis. Em seguida, fizemos um resumo de Sistemas de Comunicagio Digital na qual
tratamos de Codificacdo de Fonte, Codificagio de Canai, Modulagio ¢ Modulagao
Codificada, com o objetivo de introduzir o casamento de conjuntos de sinais e
grupos. Na parte final do capftulo, apresentamos defini¢ées e resuliados do
casamento entre sinais e grupos bem como o casamento entre sinais M-PSK e o
grupo ZM. Apresentamos também o resultado que mostra que qualquer conjunto de

sinais casado a um grupo ¢ do tipo Slepian [24].

No Capitulo 5§ sob o titulo "Codificagio e Reconhecimento de Padroes
Via Andlise de Correspondéncia”. Apresentamos brevemente na primeira parte,
conceitos sobre o Anel de Polindmios e Corpos de Galois por serem base para a
geragio de cddigos. Em seguida, foram apresentados os cddigos que utilizamos
para a codificagio de padrdes que sio os cédigos Reed-Muller e Cddigos cujos

elementos estio em Z , p primo. Através de dois exemplos, mostramos 0 processo
P
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de codificagio de padrées de tal maneira, que gerario conjuntos de sinais

simplex.

Este processo de codificagdo foi uma contribuigio no contexto de co-

dificagéio de padrdes.

Dado que os vetores sinais sdo projecdes dos perfis das palavras cé-
digo entdo, para interpretar a posigao do vetor sinal com respeito aos subespa-

cos, fol utilizado o conceito de contribuigio relativa.

No Capitulo 6 com o titulo "Homeomorfismo entre Subespagos Métricos
de Hamming, Euclideano e Euclideano Ponderado para Conjuntos de Sinais Sim-

plex", mostramos na primeira parte um isomorfismo entre os subgrupos B ¢ SO 0y

n
2 -1 . : .
)" . Por meio deste isomorfismo, concluimos que o grupo casado ao

GZC(ZZ

conjunto de sinais simplex é um grupo comutativo ndo ciclico.

Ainda neste capitulo, utilizamos a AC como uma alternativa para rotu-
lar os vetores sinais. Este objetivo foi alcangado, uma vez que foi possivel
rotular sinais em R’ utilizando © conceito de contribuigio relativa, dessa for-
ma mostrando que os sinais que estdo correlacionados de igual forma num plano,

pertencem a classes laterais distintas.

Uma vez rotulado os sinais, finalmente mostramos que os subespagos

métricos de Hamming, Euclideano ¢ Euclideano Ponderado sio homeomorfos.

Como sugestdes para futuros trabalhos, apresentamos os seguintes t6-

picos:

1) Aplicagdo da AC como extrator de caracteristicas;

2) Estudo da Andlise de Correspondéncia Generalizada e suas aplicagdes em Sis-

temas de Comunicacles.
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3)

4)

5)

6)

Com respeito a codificagio de padrdes, estender este resultado i codificagao
de classes de padrées via AC, de tal maneira que cada classe padrio pertence

a uma classe lateral do cddigo;

Com respeito a modulagio-codificada, a obtenglio de codigos tal que através
de AC rotulemos conjuntos de vetores sinais que sio vértices de diferentes

poliedros.

Relacionar em forma Algébrica e Geométrica, o conceito de classe lateral e

geometria dos sinais.

Casamento de conjunto de sinais com grupos nio comutativos.
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