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Estudo da Dinâmica de Indiv́ıduos para Rastreamento Multi-Alvo Utilizando

Conjuntos Aleatórios Finitos
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Resumo

O problema de rastreamento de alvos é tratado de diversas formas na literatura, seja
elaborando modelos matemáticos mais eficientes na reprodução da dinâmica de movi-
mentos, seja na construção de filtros estocásticos que realizem estimativa de estados,
como de posição e velocidade. Quando se trata do rastreamento em que os alvos
de interesse são diversos indiv́ıduos em movimento, a literatura não possui estudos
espećıficos. Dessa forma, o objetivo principal da tese é aprofundar o conhecimento
de rastreamento de indiv́ıduos. Neste cenário, existe um número elevado e variável
de alvos, que podem surgir de forma espontânea, agrupar-se ou separar-se, além de
alarmes falsos imersos nas medidas. Estudou-se a teoria dos Conjuntos Aleatórios
Finitos, cujo tratamento matemático se dá através do chamado Cálculo Multi-Alvo.
Os filtros estocásticos também foram estudados sobre este ponto de vista, sendo
os filtros PHD e GM-PHD os principais. Criada essa base teórica, três propostas
baseadas nesse problema foram apresentadas: Modelos de Movimentação de Indiv́ı-
duos, Simulador de Trajetórias de Indiv́ıduos e Modelos Dinâmicos para Filtragem
Estocástica. A primeira das propostas consiste em construir perfis probabiĺısticos
de movimentação para cada um dos indiv́ıduos. A segunda envolve a criação de um
simulador de trajetórias de indiv́ıduos que seja o mais verosśımil posśıvel em relação
às trajetórias reais de uma pessoa, em cenários com variações de terreno, classifi-
cados pela dificuldade de locomoção. E finalmente, a terceira proposta tem como
objetivo criar um modelo dinâmico combinado e modificado em relação a modelos
encontrados na literatura para ser inserido no processo de filtragem estocástica. Ao
final, alguns testes e simulações foram realizados, de tal forma a testar o desem-
penho de filtros e analisar o comportamento dos modelos matemáticos e dos perfis
probabiĺısticos propostos.

Palavras-chave: Rastreamento Multi-Alvo, Indiv́ıduos, Conjuntos Aleatórios Fini-
tos, Cálculo Multi-Alvo, Filtragem Estocástica Multi-Alvo, Perfis Probabiĺısticos de
Movimentação, Simulador de Trajetórias, Modelos Dinâmicos, Modelos de Medidas.
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Abstract

The problem of target tracking is handled in different ways in the literature, either
developing more efficient mathematical models to reproduce the dynamics of move-
ments, or building stochastic filters that perform state estimation, such as position
and velocity. When it comes to target tracking where the targets of interest are
many individuals in motion, the literature lacks on specific studies. Thus, the main
objective of the thesis is to deepen the knowledge of individuals tracking. In this
scenario, there is a large and variable number of targets, which may arise spontane-
ously, group together or separate, in addition to measures immersed in false alarms.
A study of the Random Finite Sets theory was made, whose mathematical treatment
is through the so-called Multi-Target Calculus. Stochastic filters were also studied
on this point of view, where the PHD and the GM-PHD filters are the main ones.
After created the theoretical basis, three proposals based on this problem were pre-
sented: Motion Models for Individuals, a Simulator for Individuals Trajectories and
Dynamic Models for Stochastic Filtering. The first proposal is based on building
a motion probabilistic shape for each individual. The second proposal involves the
creation of a trajectory simulator for individuals to be as plausible as possible to
the real movements of a person, in scenarios with variations of terrain, ranked by
locomotion difficulty. And finally, the third proposal aims to create a combined and
modified dynamic model from models found in the literature, to be inserted in the
stochastic filters. Finally, several tests and simulations were made in such a way to
test the filters performances and analyze the behavior of the proposed mathematical
models and the motion probabilistic shapes.

Key-words: Multi-Target Tracking, Individuals, Random Finite Sets, Multi-Target
Calculus, Multi-Target Stochastic Filtering, Motion Probabilistic Shapes, Trajectory
Simulator, Dynamic Models, Measurement Models.
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5 Modelos Dinâmicos e de Medidas para Filtragem Estocástica 83
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5.1.2 Modelo para Véıculos Terrestres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.1.3 Modelo Proposto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.1.4 Mapa de Hospitalidade para Manobras (HM) . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.2 Modelo de Medidas – Radar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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ao Dr. Yusef Cáceres Zuñiga pelos aux́ılios práticos e sugestões certeiras para o tema e desen-
volvimento da tese.

aos alunos: Jardhel Cachola, Jonas Kienitz, Tânia Mara, Victor Hochgreb e Vinicius Lima pelo
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à empresa Bradar e ao Dr. João Moreira não só pelo apoio financeiro, mas também pela opor-
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3.22 Trajetória modelada por perfil “balão” (σ = 1.0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.1 Tipos de terreno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.2 Cenário com sub-destinos (pontos em ciano). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Introdução Geral

Quando o objetivo de estudo e pesquisa consiste na abordagem do problema de rastreamento

de alvos, é bastante comum encontrar na literatura artigos que lidem com o rastreamento de ae-

ronaves, embarcações maŕıtimas e véıculos terrestres. Inúmeros artigos contendo assuntos sobre

rastreamento de alvos podem ser encontrados no banco de artigos do sistema IEEE Xplore. Ao

mudar o foco o problema de rastreamento de véıculos em movimento para o de rastreamento

de pessoas/indiv́ıduos, as referências encontradas sobre este tema são voltadas para o rastrea-

mento de pessoas via imagens, como em (Andriluka, Roth & Schiele 2008), ou o rastreamento

de indiv́ıduos focado sobre os aspectos de radares UWB (Ultra Wide Band Radar), como em

(Chang, Sharan, Wolf, Mitsumoto & Burdick 2010).

Na literatura, não se encontra o problema de rastreamento de indiv́ıduos tratado sob o ponto

de vista de modelagem matemática para dinâmica e filtragem estocástica para estimativa de

estados, o que motiva o desenvolvimento de soluções para este tipo de problema. Além disso,

um dos projetos da empresa Bradar – Embraer Defesa & Segurança, o Radar SENTIR M20, é

utilizado em cenários de rastreamento de pessoas e de véıculos terrestres, possibilitando a apli-

cação prática—em um radar real—das soluções elaboradas. Estes fatores motivaram o estudo

descrito nesta tese: rastreamento de indiv́ıduos com a proposta da criação de modelos dinâmi-

cos próprios para a movimentação de pessoas e aplicação de filtros estocásticos que forneçam as

estimativas de caracteŕısticas cinemáticas de cada um dos indiv́ıduos.

Considerando posśıveis cenários de rastreamento de indiv́ıduos, como cidades, parques etc.,

pode-se notar algumas caracteŕısticas importantes como: (i) o número de indiv́ıduos que serão

rastreados é elevado; (ii) certamente haverá reflexões das ondas do radar em edif́ıcios, postes,

árvores etc., que implicam no surgimento de medidas falsas e clutter ; (iii) as trajetórias realizadas

pelos indiv́ıduos podem eventualmente surgir e/ou sumir do campo de visão do radar, fazendo

com que o número de pessoas varie com o tempo; (iv) os terrenos, em que as trajetórias se

desenvolvem, determinam restrições aos movimentos dos indiv́ıduos como edif́ıcios, pedras, lagos

etc.

Tomando como base as caracteŕısticas (i)–(iii) citadas acima, existe uma teoria na ma-

temática denominada Teoria dos Conjuntos Aleatórios Finitos (CAF) (Goodman, Mahler &

Nguyen 1997), (Mahler 2007). Essa teoria permite realizar modelagens matemáticas através

dos CAFs de tal forma a levar em consideração múltiplos alvos (caracteŕıstica (i)), modelagem

de medidas falsas e clutter (caracteŕıstica (ii)) e variação temporal do número de indiv́ıduos

1



2 Introdução Geral

(caracteŕıstica (iii)). Esta teoria possui um tratamento matemático próprio através do chamado

Cálculo Multi-Alvo.

Através do Cálculo Multi-Alvo, é posśıvel descrever estatisticamente as caracteŕısticas dos

modelos matemáticos elaborados via CAF através de funções de densidade de probabilidade

multi-alvo, funções massa de crença e funcionais geradores de probabilidade. Estes descritores

estat́ısticos são bastante importantes para a formação dos filtros multi-alvo (Mahler 2003),

(Mahler 2007).

Os filtros multi-alvo são filtros estocásticos formulados com base na teoria dos CAFs e nos

descritores estat́ısticos. A base para todos os filtros multi-alvo é o filtro bayesiano multi-alvo.

Este filtro, por sua vez, possui equações de predição e correção muito complexas, que acabam

necessitando de aproximações com o intuito de realizar implementações computacionais. Estas

aproximações se dão através de hipóteses sobre as equações de filtragem, fazendo surgir o filtro

PHD (Probability Hypothesis Density). O filtro PHD é o filtro multi-alvo mais conhecido e

utilizado na literatura, porém é utilizado em seu formato aproximado, ainda devido à algumas

complexidades de suas equações de filtragem.

Existem diversas aproximações (por hipóteses) do filtro PHD, sendo os mais conhecidos

os filtros SMC-PHD (Sequential Monte Carlo Probability Hypothesis Density) (Vo, Singh &

Doucet 2003) e o filtro GM-PHD (Gaussian-Mixture Probability Hypothesis Density) (Vo &

Ma 2006). O primeiro deles baseia-se nas simulações sequenciais de Monte Carlo, as quais

formam o filtro de part́ıculas clássico (Ristic, Arulampalam & Gordon 2004). O segundo filtro,

o GM-PHD, é uma aproximação do filtro PHD que considera modelos matemáticos lineares com

rúıdos aditivos modelados por distribuições gaussianas.

Com todo o problema formulado acima, esta tese apresenta três propostas baseado no pro-

blema de rastreamento de indiv́ıduos: (a) criação de modelos de movimentação para indiv́ıduos

baseados em perfis probabiĺısticos e de velocidade; (b) elaboração de um simulador de trajetórias

de indiv́ıduos baseado nos modelos de movimentação para indiv́ıduos e em tipos de terreno; e

(c) criação de um modelo dinâmico para filtragem a partir de modelos encontrados na literatura.

Para levar em conta as restrições relativas aos terrenos, mencionados na caracteŕıstica (iv), o

simulador de trajetórias será constrúıdo com base nestas restrições f́ısicas e o filtro estocástico

irá incorporar algumas informações sobre os diferentes terrenos sempre que posśıvel. Ao final,

testes e simulações serão aplicados a diversas situações que envolvam as propostas feitas aqui.

A primeira das três propostas baseia-se na elaboração de modelos de movimentação para

indiv́ıduos que reproduzam, da maneira mais verosśımil posśıvel, a locomoção de um indiv́ı-

duo. Estes modelos são formados através dos perfis probabiĺısticos, estes baseados em certas

distribuições de probabilidade. Os perfis propostos são três, todos nomeados com base em seus

respectivos formatos: perfil “gota”, perfil “folha” e perfil “balão”. Estes perfis possuem parâme-

tros próprios que definem o quão objetivo o indiv́ıduo é em relação ao destino para o qual ele

se locomove.

A segunda proposta refere-se à construção de um simulador de trajetórias de indiv́ıduos,

sendo que estas trajetórias são elaboradas com base nos perfis probabiĺısticos apresentados an-

teriormente. Além disso, este simulador cria cenários com diferentes tipos de terreno (nivelados

pela dificuldade de locomoção), levando em conta trajetórias que surgem espontaneamente, que
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surgem a partir de outra trajetória já presente no cenário (spawning) e aquelas que não apare-

cem mais no cenário, seja porque entrou em algum lugar, seja porque saiu do campo de visão

do radar.

A terceira e última proposta consiste na elaboração de um modelo dinâmico para filtragem

baseado na combinação de modelos dinâmicos encontrados na literatura, estes modificados para

adequação ao problema de rastreamento de indiv́ıduos. O modelo proposto combina dois mode-

los da literatura: o primeiro deles é um modelo h́ıbrido que consiste na dinâmica de aeronaves

que realizam movimentos em curva e em linha reta; e o segundo consiste na utilização de infor-

mações do cenário através do chamado mapa HM (Hospitalidade para Manobras). Realizando

as adaptações adequadas em cada um destes modelos, construiu-se um modelo dinâmico que

combina estes dois modelos modificados. Este modelo proposto tem o intuito de cobrir um

número maior de possibilidades de movimentos realizados por cada um dos indiv́ıduos.

Esta tese está organizada em duas partes. A Parte I, que forma a base teórica da tese,

divide-se em:

1. Caṕıtulo 1: Modelagem Matemática Via Conjuntos Aleatórios Finitos;

2. Caṕıtulo 2: Estimativa de Estados Via Filtragem Estocástica Multi-Alvos).

A Parte II, que se refere às propostas da tese, divide-se em:

1. Caṕıtulo 3: Modelos de Movimentação de Indiv́ıduos;

2. Caṕıtulo 4: Simulador de Trajetórias de Indiv́ıduos;

3. Caṕıtulo 5: Modelos Dinâmicos e de Medidas para Filtragem Estocástica;

4. Caṕıtulo 6: Simulações e Testes.

Ao final, conclusões sobre o trabalho realizado são discutidas no Caṕıtulo 7.
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Parte I

Modelagem e Filtragem Multi-Alvo
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Capı́tulo 1
Modelagem Matemática via Conjuntos

Aleatórios Finitos

No problema de rastreamento de alvos, pode-se dizer que duas etapas são fundamentais para

que sejam obtidas boas estimativas das caracteŕısticas cinemáticas de cada um dos alvos. A

primeira delas é definir um bom modelo matemático dos alvos, com o intuito de reproduzir,

da melhor maneira posśıvel, não só a dinâmica do alvo que está sendo rastreado, mas também

as medidas vindas da recepção do radar. Diversos modelos de medidas e dinâmicos para alvos

únicos podem ser encontrados em (Li & Jilkov 2001) e (Li & Jilkov 2003), respectivamente.

A segunda etapa fundamental no rastreamento é a capacidade de obter estimativas de, por

exemplo, posição e velocidade de um alvo. Isto se dá através da aplicação de filtros estocásticos,

sendo o filtro de Kalman linear o mais comum e conhecido dentre os diversos tipos de filtros

existentes na literatura, sendo grande parte deles uma variação do filtro de Kalman original,

como o filtro estendido de Kalman (Bar-Shalom, Li & Kirubarajan 2001). Também existem

filtros que possuem caracteŕısticas próprias, como o filtro IMM (Li & Jilkov 2005), que gera

estimativas através de interações entre filtros estocásticos, e o filtro de part́ıculas (Ristic et al.

2004), que lida com modelos matemáticos não-lineares, realizando estimativas com base em

simulações sequenciais de Monte Carlo.

Na literatura, é muito comum encontrar referências ligadas a modelos matemáticos voltados

para alvos individuais. No entanto, o objetivo desta tese de doutorado é tratar o caso em que

temos cenários envolvendo diversos alvos, mais especificamente, indiv́ıduos. Desta maneira, o

ideal é, além de construir modelos dinâmicos individuais para cada uma das pessoas, definir

um modelo que consiga reproduzir todos os indiv́ıduos simultaneamente, inclusive tratar o fato

de que o número de indiv́ıduos varia com o tempo dentro da região de vigilância (pessoas

entrando e saindo de edif́ıcios, por exemplo). Além disso, sob o ponto de vista de uma situação

real, eventualmente surgirão alarmes falsos e/ou clutter 1, que também poderiam ser modelados,

tornando o modelo final mais adequado. Para poder tratar todos estes fatores simultaneamente

dentro de um modelo matemático, existe uma teoria dentro da matemática que se encaixa

perfeitamente nesta situação chamada Teoria dos Conjuntos Aleatórios Finitos (CAF).

A Teoria dos CAFs, tratada em (Goodman et al. 1997) e (Mahler 2007), sendo este último

1Medidas espúrias vindas de reflexões de rochas, vegetações, edif́ıcios etc.
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focado no problema de rastreamento de múltiplos alvos, permite definir modelos matemáticos

que envolvam um número variável de indiv́ıduos — consequentemente, um número variável de

medidas — alarmes falsos e clutter. Para construir os modelos e obter seus descritores estat́ıs-

ticos (medidas de probabilidade, densidades etc.), que são essenciais para a etapa de filtragem

multi-alvo, é necessário conhecer o “ferramental”matemático próprio da teoria de CAF, conhe-

cido como Cálculo Multi-Alvo. O Cálculo Multi-Alvo possui operadores matemáticos muito

semelhantes aos encontrados no cálculo clássico, como as derivadas e as integrais, porém todos

aplicados sobre os CAFs, generalizando as noções de derivadas e integrais. Estes operadores são

chamados de derivada de conjunto, derivada funcional e integral de conjunto.

Neste caṕıtulo, será apresentada a definição dos CAFs e seus os principais descritores es-

tat́ısticos, além dos operadores matemáticos do Cálculo Multi-Alvo — integrais e derivadas de

conjunto — que servem principalmente para calcular estes descritores referentes aos modelos

matemáticos constrúıdos. Exemplos também serão mostrados para maior familiarização com

tais operadores matemáticos. Após a apresentação do Cálculo Multi-Alvo, serão descritos os

modelos matemáticos via CAF que serão utilizados para modelar a dinâmica e as medidas para

um número n de indiv́ıduos e um número m de medidas, sendo que o ı́ndice k = 0, 1, 2, . . .

refere-se ao instante de tempo discreto.

1.1 Cálculo Multi-Alvo

O cálculo multi-alvo possui, dentro de sua teoria matemática, diversos operadores para

executar cálculos relativos aos CAFs. Estes operadores são extensões matemáticas apropriadas

àquelas encontradas na teoria de cálculo diferencial, como as integrais e as derivadas. No entanto,

sob o ponto de vista dos CAFs, as integrais e derivadas passam a ser aplicadas a funções de CAF.

Por esse motivo, estes operadores recebem as seguintes denominações: Integrais de Conjunto e

Derivadas de Conjunto.

Antes de introduzir os conceitos e propriedades das integrais e derivadas de conjunto, é

necessário apresentar a definição de um CAF.

1.1.1 Definições de um CAF

Antes de dar o ińıcio ao cálculo multi-alvo, é primordial definir um CAF. Com a finalidade

de comparar com a teoria de probabilidade clássica, coloca-se primeiramente a definição de uma

variável aleatória encontrada em (Billingsley 1995), descrita a seguir:

Definição 1.1 Sejam (Ω, σΩ, P rΩ) um espaço de probabilidade e (Ξ, σΞ) um espaço mensurável.

Todo mapeamento σΩ–mensurável do tipo

X : Ω → Ξ, (1.1)

é definido como sendo uma variável aleatória.

Agora, em (Vo et al. 2003) e (Nuñez-Garcia & Wolkenhauer 2002), encontra-se a definição

de um CAF, descrita a seguir:
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Definição 1.2 Sejam E um subconjunto compacto de R
n, F(E) uma coleção finita de subcon-

juntos de E e U um conjunto finito dos subconjuntos de E, isto é, U ⊆ F(E). Um Conjunto

Aleatório Finito Ψ em U é definido como um mapeamento σΩ–mensurável de um espaço de

probabilidade (Ω, σΩ, P rΩ) para um espaço mensurável (U , σU), isto é,

Ψ : Ω → U , (1.2)

em que Ω é o espaço amostral, σΩ é a σ-álgebra gerada por Ω, PrΩ é a medida de probabilidade,

σU é a σ-álgebra gerada por U .
Note que ambas as Definições 1.1 e 1.2 assemelham-se bastante entre si, exceto pelo fato de

que Ψ associa cada evento elementar ω ∈ Ω a um evento de U . A Figura 1.1 ilustra muito bem

a Definição 1.2, mostrando os mapeamentos aos quais se refere a relação (1.2).

ω1

ω2

ω3

ω4

Ω

Ψ(ω1)

Ψ(ω2)

Ψ(ω3)

Ψ(ω4)

U

Figura 1.1: Mapeamento de Ω a U .

Em (Vo 2008), há uma definição para um CAF, descrevendo-o de forma mais direta, sem

formalismos matemáticos e simples de ser compreendido. Esta definição está descrita a seguir:

Definição 1.3 Um CAF pode ser interpretado como uma variável aleatória que assume va-

lores sendo conjuntos finitos. Além disso, o número de elementos constituintes de um CAF

é aleatório, isto é, a cardinalidade de um CAF é uma variável aleatória, e os elementos que

compõe um CAF também são aleatórios, além de distintos e não ordenados.

Note que a Definição 1.3 descreve de uma forma simples um CAF, facilitando o entendimento

desta famı́lia espećıfica de conjuntos.

1.1.2 Descritores Estat́ısticos de um CAF

Descritos os CAFs pelas definições apresentadas na Seção 1.1.1, o próximo passo é apresentar

as funções que descrevem estatisticamente os CAFs: os descritores estat́ısticos. Assim como na

teoria de probabilidade clássica, em que existem funções que descrevem completamente uma ou

várias variáveis aleatórias, tais como a função distribuição acumulada e a função densidade de

probabilidade, os CAFs também podem ser descritos estatisticamente por funções espećıficas.

Existem três tipos de descritores estat́ısticos (Mahler 2007) que são totalmente equivalentes sob

o ponto de vista das informações sobre um dado CAF Ψ. Os três descritores estat́ısticos são:
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(i) fΨ(Y ): Função Densidade de Probabilidade Multi-Alvo;

(ii) βΨ(S): Função Massa de Crença;

(iii) GΨ[h]: Funcional Gerador de Probabilidade.

Como cada uma delas possui as mesmas informações sobre o CAF Ψ, pode-se usar qualquer

uma delas para descrever estatisticamente um CAF. Tais descritores são bastante importantes

na etapa de filtragem, em que são utilizados para definir as equações de filtragem. No entanto,

cada uma delas é utilizada em ocasiões diferentes, dependendo da situação em questão.

A mais utilizada é função densidade de probabilidade multi-alvo fΨ(Y ), a qual é utilizada

nos casos para a formulação teórica de detecção, rastreamento, localização e classificação de

múltiplos alvos, ou seja, a filtragem bayesiana para múltiplos alvos. Como este descritor es-

tat́ıstico lida diretamente na formulação dos filtros estocásticos, mais especificamente do filtro

bayesiano multi-alvo, a função densidade de probabilidade multi-alvo terá uma atenção maior

no texto desta tese.

No entanto, para obter a função densidade de probabilidade multi-alvo, é necessário primei-

ramente construir a função massa de crença βΨ(S), cujo objetivo é obter as funções de verossi-

milhança através de modelos de medida para múltiplos alvos e funções densidade markovianas

para múltiplos alvos através de modelos dinâmicos.

O terceiro e último descritor estat́ıstico é o funcional gerador de probabilidade GΨ[h], cuja

função é, dependendo do problema em questão, transformar problemas matemáticos dif́ıceis em

problemas mais simples como, por exemplo, em problemas de predição. Na literatura, os filtros

mais utilizados, como o filtro PHD (Probability Hypothesis Density), não utilizam os funcionais

geradores de probabilidade em suas equações de predição e correção. Este descritor é apenas

utilizado em demonstrações das equações do filtro PHD.

Das três funções descritas acima, a única que é posśıvel definir neste momento é a função

massa de crença, que nada mais é do que uma medida de probabilidade.

Definição 1.4 Seja Ψ um conjunto aleatório finito de R
n. A função massa de crença é dada

pela seguinte medida de probabilidade

βΨ(S) , Pr (Ψ ⊆ S) (1.3)

em que S ⊆ R
n.

A função densidade de probabilidade multi-alvo fΨ(Y ) só poderá ser definida após a intro-

dução dos conceitos de integral de conjunto, derivadas funcionais e derivadas de conjunto na

seções a seguir.

1.1.3 Integral de Conjunto

A integral de conjunto possui caracteŕısticas semelhantes à integral conhecida do cálculo

clássico, porém a integral de conjunto possui caracteŕısticas próprias. Em (Mahler 2007), a

integral de conjunto é definida na seguinte forma:
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Definição 1.5 Seja f(Y ) uma função real qualquer de uma variável Y , em que Y é um con-

junto finito. A integral de conjunto sobre uma região S ⊆ R
n é dada por

∫

S

f(Y )δY ,
∞∑

N=0

1

N !

∫

S × . . .× S︸ ︷︷ ︸
N

f ({y1, . . . ,yN}) dy1 . . . dyN (1.4)

= f(∅) +
∫

S

f ({y}) dy +
1

2

∫

S×S

f ({y1,y2}) dy1dy2 + . . . (1.5)

Observando a integral de conjunto em (1.5), nota-se que existem potencialmente infinitas

integrais a serem determinadas. No entanto, analisando sob o ponto de vista de CAFs, o número

de parcelas da somatória em (1.4) torna-se finita, já que o conjunto Y possuirá um número finito

de elementos. Por exemplo, no caso do rastreamento, Y poderia conter os vetores de estado de

cada um dos indiv́ıduos.

Conhecida a definição de uma integral de conjunto, podemos introduzir dois conceitos im-

portantes que utilizam este tipo de integral como base. O primeiro deles é o estabelecimento da

relação existente entre a função massa de crença βΨ(S) e a função densidade de probabilidade

multi-alvo fΨ(Y ). Isto se dá através da seguinte definição:

Definição 1.6 Seja Ψ um CAF em R
n e fΨ(Y ) sua função densidade de probabilidade multi-

alvo. Então, a função massa de crença pode ser definida como:

βΨ(S) ,

∫

S

fΨ(Y )δY (1.6)

A Definição 1.6 é bastante importante, já que traça uma relação matemática entre dois dos

descritores estat́ısticos, sendo que esta relação também será abordada sob o ponto de vista das

derivadas de conjunto. Note que a Definição 1.6 é análoga ao cálculo de probabilidade de um

conjunto S dada a densidade de probabilidade fX(x) da variável aleatória X(ω).

O segundo conceito importante é a distribuição de cardinalidade pΨ(n) em função da densi-

dade de probabilidade multi-alvo fΨ(Y ), descrito no seguinte corolário:

Corolário 1.1 Seja Ψ um CAF em R
n e fΨ(Y ) sua respectiva função densidade de probabili-

dade multi-alvo. A distribuição de cardinalidade é dada pela seguinte medida de probabilidade

pΨ(N) , Pr(|Ψ| = N) (1.7)

e que por sua vez pode ser reescrita como a N-ésima parcela de uma integral de conjunto

Pr(|Ψ| = N) =
1

N !

∫
fΨ({y1, . . . ,yN})dy1 . . . dyN (1.8)

Note que, no Corolário 1.1, a integral não possui a região onde está sendo calculada. Nestes

casos, a integral é tomada sobre o conjunto R
n × . . . × R

n. Este padrão será adotado daqui

para frente. Além disso, o Corolário 1.1 auxiliará no comparativo entre funções de densidade

conjunta e densidade de probabilidade multi-alvo, apresentado a seguir.
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Observação: (Relação entre densidade conjunta de uma variável aleatória e densidade de pro-

babilidade multi-alvo de um CAF). Em relação a integral de conjunto, dada na Definição 1.5,

cabem algumas observações e análises mais detalhadas em relação aos elementos que compõem

a integral de conjunto. Algo que chama a atenção é o fator 1/N ! que multiplica a integral

de conjunto na equação (1.4). Esta fração surge ao se considerar que o conjunto de N ele-

mentos do tipo {y1, . . . ,yN} deve ser distribúıdo igualmente sobre todos os N ! vetores do tipo

[yσ1 · · · yσN
], em que σi refere-se a uma permutação entre os números 1, . . . , N . Isto fica mais

claro quando se aborda alguns conceitos da probabilidade clássica.

Considere a função distribuição de probabilidade conjunta gX1,X2(x1,x2). Sua integral sobre

uma região S × S pode ser escrita de duas formas diferentes considerando as suas densidades

marginais, porém ambas representando o mesmo resultado:

∫

S×S

gX1,X2(x1,x2)dx1dx2 =

{ ∫
S×S

gX2(x2|x1)gX1(x1)dx1dx2∫
S×S

gX1(x1|x2)gX2(x2)dx2dx1
(1.9)

Ao somar as duas integrais resultantes em (1.9), basta dividirmos esta soma por 2, resultando

em
∫
S×S

gX1,X2(x1,x2)dx1dx2, isto é:

∫

S×S

gX1,X2(x1,x2)dx1dx2 =
1

2

(∫

S×S

gX2(x2|x1)gX1(x1)dx1dx2+

+

∫

S×S

gX1(x1|x2)gX2(x2)dx2dx1

)
(1.10)

Realizando este procedimento para uma função distribuição de probabilidade conjunta de

terceira ordem, o mesmo acontece, só que desta vez o fator multiplicativo da soma já não será

mais 1/2, e sim 1/6 = 1/3!. Continuando o processo para funções distribuição de probabilidade

conjunta de ordem maior, a soma das integrais sempre será dividida pelo fator 1/N !, em que

N ! pode ser interpretado como um fator combinatório.

De certo modo, isto traz informações sobre a estrutura das integrais de conjunto: uma delas

é que a função f ({y1, . . . ,yn}) é semelhante à função distribuição de probabilidade conjunta

da teoria de probabilidade clássica, mas com algumas ressalvas. Considere a N -ésima parcela

da soma descrita na Definição 1.5 para um CAF Ψ, isto é:

1

N !

∫

S×...×S

fΨ({y1, . . . ,yN})dy1 . . . dyN (1.11)

Considerando a região de integração de (1.11) para S = R
n, obtém-se a distribuição de cardi-

nalidade pΨ(N), dada pela Definição 1.1. No entanto, se considerarmos uma função distribuição

de probabilidade conjunta da teoria clássica de probabilidade, dada por gY1,...,YN
(y1, . . . ,yN ),

e a integrarmos sobre todo o espaço R
n, o resultado é unitário, diferentemente da integral de

fΨ({y1, . . . ,yN}) sobre R
n, que resulta na probabilidade da cardinalidade pΨ(N) multiplicada

por N !.

Portanto, ao dividir fΨ({y1, . . . ,yN}) por N !pΨ(N), pΨ(N) 6= 0, e integrar esta nova função

sobre todo o espaço real, chegaremos ao mesmo resultado unitário como no caso da função
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distribuição de probabilidade da teoria clássica de probabilidade, isto é:

∫
fΨ({y1, . . . ,yN})

N !pΨ(N)
dy1 . . . dyN = 1 (pΨ(N) 6= 0) (1.12)

Desta forma, é posśıvel notar que o argumento da integral em (1.8) é equivalente à função

distribuição de probabilidade conjunta gY1,...,YN
(y1, . . . ,yN) conhecida da literatura, ou seja:

gY1,...,YN
(y1, . . . ,yN) ,

1

N !pΨ(N)
fΨ({y1, . . . ,yN}) (1.13)

em que N ! pode ser visto como um fator combinatório, como já foi visto anteriormente.

Com o conceito de integral de conjunto apresentado, é posśıvel definir um dos descritores

estat́ısticos listados anteriormente, o funcional gerador de probabilidade.

1.1.4 Funcional Gerador de Probabilidade

Para descrevermos o funcional gerador de probabilidade GΨ[h], primeiramente devemos de-

finir um funcional F [h] da seguinte forma:

Definição 1.7 Um funcional F [h] é uma função real F cujo argumento é a função-teste h(y).

A função-teste é uma função real não-negativa de y ∈ R
n e F não possui unidade de medida.

Uma operação importante relacionada aos funcionais é a potência de h(y) com respeito a

Y . Desta forma, temos a seguinte definição:

Definição 1.8 A potência de h(y) com respeito a Y ⊆ R
n é dada por:

h(y)Y = hY ,

{
1 , Y = ∅∏

y∈Y h(y) , caso contrário
(1.14)

Agora, dada as Definições 1.5 e 1.7, pode-se definir o funcional gerador de probabilidade, a

seguir:

Definição 1.9 Seja fΨ(Y ) a função densidade de probabilidade multi-objeto de um CAF Ψ.

Então o seu funcional gerador de probabilidade, é dado por:

GΨ[h(y)] = GΨ[h] ,

∫
hY fΨ(Y )δY (1.15)

= fΨ(∅) +
∫

h(y)fΨ ({y}) dy +

+
1

2

∫
h(y1)h(y2)fΨ ({y1,y2}) dy1dy2 + . . . (1.16)

Observando o funcional em (1.16), nota-se que sua estrutura é bastante semelhante a do

valor esperado da probabilidade clássica E[·] para uma função b(X) qualquer, isto é, E[b(X)] =∫
b(x)f(x)dx.

Conhecido o funcional gerador de probabilidade GΨ[h], pode-se introduzir um novo conceito,

o de derivada funcional.
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1.1.5 Derivada Funcional

Na teoria dos filtros estocásticos baseados em CAFs, a derivada funcional é comumente

aplicada em demonstrações matemáticas utilizando o funcional gerador de probabilidade, com

a finalidade de determinar as equações de predição e de correção de um filtro multi-alvo. Na

literatura, é pouco comum encontrar situações onde os filtros multi-alvo possuem suas equações

formuladas diretamente por funcionais geradores de probabilidade.

A derivada funcional pode ser definida da seguinte maneira:

Definição 1.10 Seja F [h] um funcional e seja y ∈ R
n. A derivada funcional de F [h] com

respeito a y é dada por:
δF

δy
[h] , lim

ε→0

F [h+ εδy]− F [h]

ε
, (1.17)

Desta forma, podemos definir a derivada funcional em relação a Y . Ao fazer isto, devemos

calcular um número |Y | derivadas funcionais, como mostra a seguinte definição:

Definição 1.11 Se Y é um subconjunto finito de R
n, então define-se a derivada funcional de

F [h] em relação a Y como sendo:

δF

δY
[h] ,





F [h] , Y = ∅
δNF

δyN . . . δy1
[h] , Y = {y1, . . . ,yN}

(1.18)

Note que, quando a derivada funcional é calculada para Y 6= ∅, aplica-se |Y | = N vezes a

equação (1.17), dada na Definição 1.10. Estas derivadas funcionais são tomadas de y1 até yN ,

sequencialmente.

1.1.6 Derivadas de Conjunto

Assim como a derivada funcional, a derivada de conjunto também é um operador inverso ao

da integral de conjunto. Antes da apresentação das definições citadas, é necessário relacionar

um funcional com uma função de conjunto, através do seguinte corolário:

Corolário 1.2 Seja, S ⊆ R
n. Todo funcional dá origem a uma função de conjunto, isto é,

φF (S) , F [1S] (1.19)

em que 1S é a função indicadora dada por

1S(y) ,

{
1 , y ∈ S
0 , caso contrário

(1.20)

Utilizando a Definição 1.7 e o Corolário 1.2, pode-se definir a derivada de conjunto, através

do conceito de limite:



1.1. Cálculo Multi-Alvo 15

Definição 1.12 Dada uma função de conjunto φ(S), define-se sua derivada em relação a

y ∈ R
n como sendo o seguinte limite:

δφ

δy
(S) , lim

〈Ey〉→0

φF (S ∪ Ey)− φF (S)

〈Ey〉
(1.21)

em que Ey é um vizinhança em torno de y tão pequena quanto se queira e com volume 〈Ey〉 = ε

e φF (S) é dado pelo Corolário 1.2.

Além de definir uma derivada de conjunto em relação a uma variável real, também é posśıvel

definir a derivada de conjunto de uma função de conjunto φ(S) em relação a Y , como se segue:

Definição 1.13 Dada uma função de conjunto φ(S), define-se sua derivada em relação ao

conjunto Y como sendo:

δφ

δY
(S) ,





φ(S) , Y = ∅
δNφ

δyN . . . δy1
(S) , Y = {y1, . . . ,yN}

(1.22)

Novamente, quando a derivada funcional é calculada para Y 6= ∅, aplica-se |Y | = N vezes a

equação (1.21), dada na Definição 1.12. Estas derivadas funcionais são tomadas de y1 até yN ,

sequencialmente.

1.1.7 Principais Teoremas do Cálculo Multi-Alvo

Dentro da teoria do cálculo multi-alvo, existem alguns teoremas importantes tais como o

Teorema Fundamental do Cálculo Multi-Alvo (em duas versões – conjunto e funcional) e o

Teorema de Radon-Nikodým. O primeiro teorema importante do cálculo multi-alvo, o Teorema

Fundamental do Cálculo Multi-Alvo, tem o intuito de mostrar que a integral de conjunto e a

derivada de conjunto são operações inversas. A seguir, são apresentadas as duas versões citadas:

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental do Cálculo Multi-Alvo 1). Sejam φ(S) e f(Y ) funções

de conjunto. A relação entre a integral de conjunto e a derivada de conjunto é dada pelas

seguintes igualdades:

φ(S) =

∫

S

δφ

δY
(∅)δY (1.23)

[
δ

δY

∫

S

f(W )δW

]

S=∅

= f(Y ) (1.24)

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental do Cálculo Multi-Alvo 2). Seja F [h] um funcional e

f(Y ) uma função de conjunto. A relação entre a integral de conjunto e a derivada funcional é

dada por:

F [h] =

∫
hY δF

δY
(0)δY (1.25)

[
δ

δY

∫
hWf(W )δW

]

h=0

= f(Y ) (1.26)
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O segundo resultado importante na teoria de cálculo multi-alvo é o Teorema de Radon-

Nikodým, de onde podemos retirar uma relação importante entre a função massa de crença e a

função densidade de probabilidade multi-alvo:

Teorema 1.3 (Teorema de Radon-Nikodým). Seja βΨ(S) a função massa de crença do CAF

Ψ. Esta função massa de crença pode ser reescrita como a seguinte integral de conjunto
∫

S

δβΨ

δY
(∅)δY = Pr(Ψ ⊆ S) = βΨ(S) (1.27)

Os teoremas descritos acima têm suas demonstrações feitas em (Goodman et al. 1997). A

partir do Teorema de Radon-Nikodým, é posśıvel obter uma nova relação importante entre os

descritores estat́ısticos fΨ(Y ) e βΨ(S), descrito no seguinte corolário:

Corolário 1.3 Considere a Definição 1.6 e o Teorema 1.3. A partir de ambos, conclui-se

que a função densidade de probabilidade multi-alvo de um CAF Ψ pode constrúıda a partir de

derivadas sucessivas (Definição 1.13) da função massa de crença, ou seja,

(Def. 1.6)βΨ(S) =
∫
S
fΨ(Y )δY

(Teo. 1.3) βΨ(S) =
∫
S

δβΨ

δY
(∅)δY

}
⇒ fΨ(Y ) =

δβΨ

δY
(∅) (1.28)

O Corolário 1.3 é bastante importante para a obtenção da função densidade de probabilidade

multi-alvo. A função massa de crença é comumente obtida a partir de regras e teoremas de

probabilidade por se tratar de uma medida de probabilidade. Calculada a função massa de

crença, basta aplicar a derivada de conjunto sobre a função massa de crença, calculando-a para

o conjunto vazio, isto é, S = ∅.
A seguir, é apresentado um exemplo de (Mahler 2007) em que são utilizadas as derivadas

de conjunto para a obtenção de uma função densidade de probabilidade multi-alvo relativa a

duas estrelas piscantes no céu. Como existem diversas regras de diferenciação, essenciais para

a resolução de problemas como o exemplo a seguir, optou-se por colocá-las no Apêndice A para

referência.

Exemplo 1.1 (Duas Estrelas Cintilantes). Considere duas estrelas em uma região S ⊆ R
2 do

céu distantes uma da outra e que ambas podem ser consideradas estatisticamente independentes.

A olho nu, as estrelas aparecem e desaparecem aleatoriamente (cintilação) e sua posição varia

sempre que elas estão viśıveis. Seja 1 − pi a probabilidade da estrela i = 1, 2 desaparecer e pi
a probabilidade da estrela i = 1, 2 aparecer. O objetivo aqui é encontrar a função densidade de

probabilidade multi-alvo fΨ(Y ).

Primeiramente, deve-se definir o conjunto aleatório discreto ∅pi.
Definição 1.14 Seja um conjunto S ⊆ R

2. O conjunto aleatório discreto ∅pi é definido pela

seguinte medida de probabilidade:

Pr(∅pi = S) ,






1− pi , S = ∅
pi , S = R

2

0 , caso contrário
(1.29)

em que pi ∈ [0, 1].
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A Definição 1.14 tem o seguinte significado: quando a estrela não está viśıvel, Pr(∅pi = S)

vale 1 − pi. Quando ela não está viśıvel, podemos dizer que não existe nada no espaço S, isto

é, S = ∅. Como S = ∅, então ∅pi = ∅ já que o evento em questão é “∅pi = S”.

Definido ∅pi, as estrelas podem ser modeladas como uma união de dois CAFs, ou seja,

Ψ = Ψ1 ∪Ψ2, em que:

Ψ1 = ∅p1 ∩ {y1} (1.30)

Ψ2 = ∅p2 ∩ {y2}, (1.31)

yi ∈ R
2, i = 1, 2 é o vetor referente à posição da estrela i.

Portanto, Ψi = ∅pi ∩ {yi} = ∅ ∩ {yi} = ∅. Este resultado faz sentido, pois a estrela não

está viśıvel a olho nu. O mesmo racioćınio pode ser repetido para o caso em que a estrela está

viśıvel. Neste caso, ∅pi = R
2, resultando em Ψi = ∅pi ∩ {yi} = R

2 ∩ {yi} = {yi}.
O segundo passo do exemplo, após obter o modelo para CAF, é calcular a função massa de

crença βΨ(S), dada por:

βΨ(S) = Pr(Ψ ⊆ S) = Pr(Ψ1 ∪Ψ2 ⊆ S) = Pr(Ψ1 ⊆ S, Ψ2 ⊆ S) (1.32)

= Pr(Ψ1 ⊆ S)Pr(Ψ2 ⊆ S)︸ ︷︷ ︸
independência

(1.33)

= βΨ1(S)βΨ2(S) (1.34)

Agora, calculando as funções massa de crença obtidas em (1.34), tem-se, para i = 1, 2:

βΨi
(S) = Pr(Ψi ⊆ S) (1.35)

= Pr(Ψi ⊆ S, Ψi = ∅) + Pr(Ψi ⊆ S, Ψi 6= ∅)︸ ︷︷ ︸
Lei da Probabilidade Total

(1.36)

= Pr(Ψi = ∅) + Pr(Ψi 6= ∅)Pr(Ψi ⊆ S|Ψi 6= ∅)︸ ︷︷ ︸
Probabilidade Condicional

(1.37)

= 1− pi + piPr(yi ∈ S|Ψi 6= ∅) (1.38)

= 1− pi + pi Pr(yi ∈ S)︸ ︷︷ ︸
F. Massa Prob.

(1.39)

= 1− pi + pipYi
(S) (1.40)

em que pYi
(S) é a função massa de probabilidade, definida pela integral da função densidade de

probabilidade fY(y):

pY(S) =

∫

S

fY(y)dy (1.41)

Portanto,

βΨ(S) = (1− p1 + p1pY1(S)) (1− p2 + p2pY2(S)) (1.42)

O terceiro passo consiste em obter fΨ(Y ). Esta função pode ser obtida através do Corolário

1.3, ou seja, basta calcular as derivadas de conjunto de βΨ(S) em relação a Y para S = ∅. Pela
equação (1.22), sabe-se que (δβΨ/δ∅)(S) = βΨ(S). Então, deve-se calcular a primeira derivada

de βΨ(S) em relação a y1:

δβΨ

δy1
(S) =

δ

δy1
((1− p1 + p1pY1(S)) (1− p2 + p2pY2(S))) (1.43)
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Utilizando a regra do produto dada em (A.11), tem-se:

δβΨ

δy1
(S) =

(
δ

δy1
(1− p1 + p1pY1(S))

)
(1− p2 + p2pY2(S)) +

+ (1− p1 + p1pY1(S))

(
δ

δy1

(1− p2 + p2pY2(S))

)
(1.44)

Nas derivadas que estão do lado direito de (1.44), aplicam-se a regra da soma (A.9), a regra

da constante (A.1) e a regra da linearidade (A.3). Desta forma, tem-se, para i = 1, 2:

δ

δyi

(1− pi + pipYi
(S)) = pi

δ

δy1
pYi

(S) = pifYi
(y1) (1.45)

Desta forma, a primeira derivada de βΨ(S) é dada por:

δβΨ

δy1
(S) = p1fY1(y1) (1− p2 + p2pY2(S)) + (1− p1 + p1pY1(S)) p2fY2(y1) (1.46)

Calculada a primeira derivada, notamos que esta ainda depende de S e, portanto, é pos-

śıvel calcularmos a segunda derivada. Com isso, utilizando novamente as regras da soma, da

constante e da linearidade, tem-se que:

δ2βΨ

δy2δy1
(S) =

δ

δy2

δβΨ

δy1
(S) (1.47)

=
δ

δy2
(p1fY1(y1) (1− p2 + p2pY2(S)) +

+ (1− p1 + p1pY1(S)) p2fY2(y1)) (1.48)

= p1fY1(y1)

(
δ

δy2
(1− p2 + p2pY2(S))

)
+

+

(
δ

δy2
(1− p1 + p1pY1(S))

)
p2fY2(y1) (1.49)

= p1fY1(y1)p2
δ

δy2
pY2(S) + p1

δ

δy2
pY1(S)p2fY2(y1) (1.50)

= p1p2 (fY1(y1)fY2(y2) + fY1(y2)fY2(y1)) (1.51)

Note que o resultado de (1.51) não depende mais da S, logo as derivadas de ordem superior

são todas nulas. Finalmente, para obtermos fΨ(Y ), devemos calcular todas as derivadas de

βΨ(S) obtidas em S = ∅. Sabendo que pYi
(∅) =

∫
∅
fY(y)dy = 0, obtém-se:

fΨ(∅) =
δβΨ

δ∅ (∅) = βΨ(∅) = (1− p1)(1− p2) (1.52)

fΨ({y1}) =
δβΨ

δy1
(∅) = p1(1− p2)fY1(y1) + (1− p1)p2fY2(y1) (1.53)

fΨ({y1,y2}) =
δ2βΨ

δy2δy1

(∅) = p1p2 (fY1(y1)fY2(y2) + fY1(y2)fY2(y1)) (1.54)

fΨ({y1, . . . ,yn}) =
δnβΨ

δyn . . . δy1
(∅) = 0, n ≥ 3 (1.55)
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Para confirmar os resultados obtidos em (1.52)–(1.55), em (Mahler 2007) encontra-se o

mesmo exemplo solucionado utilizando outros métodos mais complexos, chegando nos mesmos

resultados obtidos aqui.

Nas próximas seções, serão apresentados os modelos matemáticos baseados em CAFs. Estes

modelos compreendem os modelos de medidas e os modelos dinâmicos, sendo que cada um deles

possui sua função densidade de probabilidade multi-alvo para ser introduzido nas equações de

predição e correção do filtro multi-alvo.

1.2 Modelos de Medidas

Um dos objetivos desta seção é construir um modelo para o CAF Σk+1 relativo ao conjunto de

medidas Z, dado o conjunto de estados X dos alvos presentes em uma região S. O outro é obter

os descritores estat́ısticos condicionados a X de Σk+1: a função massa de crença βΣk+1
(S|X) =

βk+1(S|X) e a função densidade de probabilidade multi-alvo fΣk+1
(Z|X) = fk+1(Z|X), que serão

bastante úteis para a etapa de filtragem futuramente2.

Um destaque maior é dado à função densidade de probabilidade multi-alvo fk+1(Z|X), que

também é chamada de função de verossimilhança para múltiplos alvos. Esta função tem como

objetivo descrever de forma abrangente o cenário de rastreamento de um radar, incorporando

não só os modelos de rúıdo, mas também outros tipos diferentes de comportamento, tais como:

(i) Probabilidade de detecção;

(ii) Campo de visão do sensor (FOV – Field Of View);

(iii) Alarmes falsos;

(iv) Desordem nas medidas (Clutter);

(v) Perdas nas transmissões de dados; etc.

Para dar ińıcio à descrição dos modelos e de seus descritores estat́ısticos, deve-se definir

primeiramente os modelos-padrão de medidas.

1.2.1 Modelo-Padrão de Medidas

Para construirmos os modelos de medida, além de definir o modelo do sensor com ruido

associado ao i-ésimo vetor de estado xi ∈ R
nx , dado por:

zi = η(xi) +wi, (1.56)

é necessário formular algumas hipóteses, listadas a seguir:

2Optou-se por não determinar o funcional gerador de probabilidadeGΨ[h] nesta seção, pois ele não é necessário
para a etapa de filtragem. Mais detalhes podem ser encontrados em (Mahler 2007).
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(i) Um radar com função de verossimilhança:

fk+1(z|x) = fWk+1
(z− ηk+1(x)) (1.57)

em que ηk+1 é o modelo do sensor com ruido wk+1, observa um número desconhecido de

alvos desconhecidos.

(ii) A detecção de um alvo ocorre com probabilidade pD(x) e uma detecção perdida ocorre

com probabilidade 1− pD(x).

(iii) O processo de alarme falso C possui distribuição de Poisson com média λ e distribuição

espacial de acordo com uma densidade arbitrária c(z).

(iv) O processo de alarme falso C e o processo alvo-medida Υk+1(X) são estatisticamente

independentes (ambos serão definidos mais adiante).

(v) Cada alvo gera apenas uma única medida ou não gera nenhuma.

A seguir, é apresentada a equações de medida para a situação mais completa, isto é, levando

em conta detecções perdidas e alarmes falsos e/ou clutter. Este modelo possui os seus respectivos

descritores estat́ısticos, além de ter como base a seguinte equação padrão de medida:

Σk+1︸︷︷︸
Conj. de Medidas

= Υk+1(X)︸ ︷︷ ︸
Conj. de Det. de Alvos

∪ C︸︷︷︸
Det. Falsas

(1.58)

para um dado estado predito de múltiplos alvos X = {x1, . . . ,xn} e Υk+1(X) com a seguinte

forma:

Υk+1(X) = Υk+1(x1)︸ ︷︷ ︸
Conj. de Det. p/ estado x1

∪ . . . ∪ Υk+1(xn)︸ ︷︷ ︸
Conj. de Det. p/ estado xn

(1.59)

sendo que pela hipótese (v), como cada alvo ou gera uma medida ou não gera nenhuma, então

Υk+1(xi), i = 1, . . . , n deve ser descrito da seguinte forma:

Υk+1(xi) = ∅pD(x) ∩ {zi} (1.60)

em que ∅pD(x) é o conjunto aleatório discreto descrito na Definição 1.14.

Além disso, o conjunto C, que possui a seguinte forma:

C = {c1, . . . , cM} (1.61)

em que c1, . . . , cM são i.i.d. (variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas)

com distribuição c(z) = fC(z) e M = |C| é um número inteiro não-negativo e aleatório com

distribuição de probabilidade dada por:

pM(m) =
e−λλm

m!
(1.62)
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1.2.2 Modelo de Medidas via CAF

Aqui será retratada a situação mais completa para o modelamento das medidas, pois leva

em conta todos os fatores como perda de detecção e alarmes falsos e/ou clutter. Aqui, a equação

de medida fica da seguinte forma:

Σk+1 = Υk+1(X) ∪ C = [Υk+1(x1) ∪ . . . ∪Υk+1(xn)] ∪ C (1.63)

e sua função de verossimilhança é dada por:

fk+1(Z|X) = eλfk+1(∅|X)fC(Z)
∑

θ

∏

i:θ(i)>0

pD(xi)fk+1(zθ(i)|xi)

(1− pD(xi))λc(zθ(i))
(1.64)

sendo que a soma em θ é tomada sobre todas as posśıveis associações do tipo θ : {1, . . . , n} →
{1, . . . , m}.

Prova: Para que seja obtida a função de verossimilhança na equação (1.64), é necessário obter,

primeiramente, a função massa de crença βk+1(S|X). Para isso, devem ser definidas duas funções

importantes para o desenvolvimento da prova. A obtenção destas funções não é o foco desta

prova, mas a origem de cada uma delas pode ser encontrada em (Mahler 2007, p. 412, 418). As

funções em questão são:

βC(S) = eλpC(T )−λ (1.65)

fC(Z) = e−λ
∏

z∈Z

λc(z) (1.66)

fΥk+1(X)(W ) = fΥk+1(X)(∅)
∑

1≤i1 6=...6=im≤n

m∏

j=1

pD(xij )fk+1(wj|xij )

(1− pD(xij ))
(1.67)

fΥk+1(X)(∅) =
∏

x∈X

(1− pD(x)) (1.68)

em que X = {x1, . . . ,xn}, Z = {z1, . . . , zm} , m ≤ n (hipótese (v), Seção 1.2.1) e W =

{w1, . . . ,we} , e ≤ n. Feitas as definições iniciais necessárias, é posśıvel prosseguir com a ob-

tenção da função massa de crença:

βk+1(S|X) = Pr(Υk+1(X) ∪ C ⊆ S|X) (1.69)

= Pr(Υk+1(X) ⊆ S, C ⊆ S|X) (1.70)

= Pr(Υk+1(X) ⊆ S|X)Pr(C ⊆ S) (1.71)

= βΥk+1(X)(S)βC(S) (1.72)

Note que o cálculo realizado leva em conta a independência entre os CAFs de alarme falso

e de alvo-medida (hipótese (iv)), descrita na Seção 1.2.1. Como o cálculo de βk+1(S|X) resulta

em duas funções de conjunto, o mais adequado para calcular a derivada de conjunto é utilizar

a regra geral do produto para dois fatores, dada em (A.13). Desta forma, tem-se que:

δβk+1

δZ
(S|X) =

∑

W⊆Z

δβΥk+1(X)

δW
(S)

δβC

δ(Z −W )
(S) (1.73)
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De acordo com o Corolário 1.3, a função de verossimilhança pode ser obtida calculando a

derivada em (1.73) para S = ∅. Assim, calculando esta derivada para S = ∅, obtém-se:

fk+1(Z|X) =
δβk+1

δZ
(S|X)

∣∣∣∣∣
S=∅

(1.74)

=
∑

W⊆Z

fΥk+1(X)(W )fC(Z −W ) (1.75)

em que fΥk+1(X)(·) e fC(·) são as funções densidade de probabilidade multi-alvo de Υk+1(X)

(equação (1.66)) e C (equação (1.67)), respectivamente.

Com o intuito de facilitar a leitura das funções a serem obtidas, recomenda-se reescrever

a fórmula dada em (1.67), utilizando novas notações. Primeiramente, define-se a função de

conjunto τ : W → X como sendo uma função linear sobre os elementos do conjunto X , isto é,

τ(wj) = xij , ∀j = 1, . . . , m. Esta função define uma m-tupla (i1, . . . , im) com 1 ≤ i1 6= . . . 6=
im ≤ n. Desta maneira, a expressão em (1.67), fica da seguinte forma:

fΥk+1(X)(W ) = fΥk+1(X)(∅)
∑

τ :W→X

∏

z∈W

pD(τ(z))fk+1(z|τ(z))
1− pD(τ(z))

(1.76)

sendo que a soma é calculada sobre todas as funções τ : W → X . Agora, substituindo (1.66) e

(1.76) em (1.75), obtém-se:

fk+1(Z|X) =
∑

W⊆Z

(
e−λ

∏

z∈Z−W

λc(z)

)
·

·
(
fΥk+1(X)(∅)

∑

τ :W→X

∏

z∈W

pD(τ(z))fk+1(z|τ(z))
1− pD(τ(z))

)
(1.77)

= fΥk+1(X)(∅)
∑

W⊆Z

(
e−λ

∏

z∈Z−W

λc(z)

)
·

·
(
∑

τ :W→X

∏

z∈W

pD(τ(z))fk+1(z|τ(z))
1− pD(τ(z))

)
(1.78)

= fΥk+1(X)(∅)
∑

W⊆Z

fC(Z)︷ ︸︸ ︷
e−λ

∏

z∈Z

λc(z)

λc(z)
·

·
(
∑

τ :W→X

∏

z∈W

pD(τ(z))fk+1(z|τ(z))
1− pD(τ(z))

)
(1.79)

= fΥk+1(X)(∅)fC(Z)
∑

W⊆Z

(
∑

τ :W→X

∏

z∈W

pD(τ(z))fk+1(z|τ(z))
1− pD(τ(z))λc(z)

)
(1.80)

Note que a parcela fΥk+1(X)(∅) não foi calculada. Para obtê-la, é necessário calcular fk+1(Z|X)

para Z = ∅, o qual é feito aplicando a regra geral do produto para dois fatores (equação (A.13))
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sobre o produto dado pela expressão (1.72) para S = ∅. Utilizando o resultado do Corolário 1.3

e a equação (1.65), lembrando que pC(∅) = 0 (vide eq. 1.41), tem-se:

fk+1(∅|X) =
δ

δZ

(
βΥk+1(X)(S)βC(S)

)
(1.81)

=
∑

W⊆∅

δβΥk+1(X)

δW
(∅) δβC

δ(∅ −W )
(∅) (1.82)

=
δβΥk+1(X)

δ∅ (∅)δβC

δ∅ (∅) (1.83)

= fΥk+1
(∅)βC(∅) (1.84)

= fΥk+1
(∅)e−λ ⇒ fΥk+1

(∅) = eλfk+1(∅|X) (1.85)

Voltando a (1.80), tem-se:

fk+1(Z|X) = eλfk+1(∅|X)fC(Z)
∑

W⊆Z

(
∑

τ :W→X

∏

z∈W

pD(τ(z))fk+1(z|τ(z))
1− pD(τ(z))λc(z)

)
(1.86)

Com a finalidade de suprimir a operação de soma externa de (1.86), (Mahler 2007) su-

gere definir uma nova função γ para depois, finalmente, chegar ao formato final da função de

verossimilhança.

Inicialmente, define-se a união Z ∪ {ρ}. Então, para cada escolha de W com |W | ≤ n, e

para cada escolha da função τ : W → X , constrói-se a função γW,τ : X → (Z ∪ {ρ}) definida

por γW,τ(x) = z. Esta função é dada por τ(z) = x, se existe um z, e τ(z) = ρ, caso contrário.

O conjunto de todas as funções γW,τ(x) tal que γW,τ(x) 6= ρ é W e γW,τ(τ(z)) = z se z ∈ W .

Com estas definições dadas, reescreve-se (1.86) como sendo:

fk+1(Z|X) = eλfk+1(∅|X)fC(Z)
∑

γ:X→Z∪{ρ}

∏

x:γ(x)6=ρ

pD(x)fk+1(γ(x)|x)
(1− pD(x))λc(γ(x))

(1.87)

com a soma sendo calculada sobre todas as funções γ : X → Z ∪ {ρ}.
Observando atentamente a somatória e o produtório da equação (1.87), é posśıvel notar que

a soma é tomada sobre associações entre vetores de estado e de medida, e o produto é tomado

sobre todos os vetores de estado relativos aos valores de γ(x) diferentes de ρ, ou seja, relativos

às medidas. Devido a esta caracteŕıstica, uma função θ : {1, . . . , n} → {1, . . . , m} que associa

ı́ndices de vetores de estado com ı́ndices de medidas, pode substituir a função γ, simplificando

a função dada em (1.87).

Desta forma, a função de verossimilhança final é dada por:

fk+1(Z|X) = eλfk+1(∅|X)fC(Z)
∑

θ

∏

i:θ(i)>0

pD(xi)fk+1(zθ(i)|xi)

(1− pD(xi))λc(zθ(i))
(1.88)
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1.3 Modelos Dinâmicos

Modelos dinâmicos para múltiplos alvos são considerados claramente mais complexos do que

os modelos para alvos únicos. O número de alvos pode variar constantemente, pois os alvos

podem aparecer e desaparecer do campo de visão do radar. Novos indiv́ıduos “surgem” ou são

detectados quando, por exemplo, duas pessoas estão andando lado a lado e uma delas se separa3

(o surgimento de um novo alvo também é chamado de spawning) e indiv́ıduos desaparecem

quando, por exemplo, algum indiv́ıduo entra em um edif́ıcio ou se junta a outros, formando um

grupo de indiv́ıduos.

O objetivo aqui é obter modelos dinâmicos para múltiplos alvos, assim como foi feito na

Seção 1.2, e também obter a função densidade markoviana, fΞk+1|k
(X|X ′) = fk+1|k(X|X ′), em

que o śımbolo “′” indica o elemento definido no instante de tempo anterior. Para obter tais

densidades, basta fazermos analogias à função de verossimilhança obtida para o modelo de

medidas. Isto pode ser feito pelos seguintes motivos:

(i) Desaparecimento de um alvo é matematicamente análogo a uma detecção perdida;

(ii) Aparecimento de um alvo é matematicamente análogo à geração de alarmes falsos inde-

pendentes do estado;

(iii) Surgimento de alvos (spawning) é matematicamente análogo à geração de alarmes falsos

dependentes do estado.

A geração de alarmes falsos dependentes do estado não será tratada neste texto; para mais

informações sobre esse tipo de caso, é aconselhável recorrer à (Mahler 2007). A seguir, apresen-

taremos o modelo dinâmico padrão e algumas hipóteses necessárias para a obtenção da função

densidade markoviana.

1.3.1 Modelo-Padrão Dinâmico

Antes da descrição do modelo padrão para dinâmica, algumas hipóteses importantes serão

introduzidas para melhor entendimento das funções densidade markoviana de cada um dos

modelos apresentados. Tais hipóteses estão listadas, a seguir:

(i) A verossimilhança de um alvo com vetor de estado x no instante de tempo k+1, dado que

o vetor de estado no instante de tempo k é x′, é descrita pela função densidade markoviana

fk+1|k(x|x′), correspondente ao modelo dinâmico para um único alvo:

x = ϕk(x
′,ν ′) = ϕk(x

′) + ν ′ (1.89)

em que ν ′ é o rúıdo da dinâmica.

(ii) A probabilidade de um alvo “sobreviver” no instante de tempo k + 1, dado que o vetor de

estado em k é x′, é definida por:

p
k+1|k
S (x′) = pS(x

′) (1.90)

3Esta separação depende da capacidade de resolução do radar.
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(iii) A densidade de probabilidade de um alvo com vetor de estado x′ em k “gerar”um conjunto

X de novos alvos por spawning é dada por:

sk+1|k(X|x′) = s(X|x′) (1.91)

(iv) A densidade de probabilidade de novos alvos com conjunto de estado X “surgirem espon-

taneamente” em k + 1 é dada por:

bk+1|k(X) = b(X) (1.92)

(v) Nascimento de alvos, morte de alvos e dinâmica dos alvos são condicionalmente indepen-

dentes do estado previsto.

Consideradas as hipóteses acima, o modelo dinâmico padrão é descrito da seguinte forma:

sejam X = {x1, . . . ,xn} e X ′ = {x′
1, . . . ,x

′
n′} os conjuntos de estados no instante de tempo

atual e no instante de tempo anterior, respectivamente. O modelo dinâmico padrão é dado por:

Ξk+1|k︸ ︷︷ ︸
Conj. de Est. Prev.

= Γ(X ′)︸ ︷︷ ︸
Alvos Persist.

∪ B(X ′)︸ ︷︷ ︸
Alvos Gerados

∪ B︸︷︷︸
Alvos Espont.

(1.93)

em que

Γ(X ′) = Γ(x′
1)︸ ︷︷ ︸

Prev. de x′
1

∪ . . . ∪ Γ(x′
n′)︸ ︷︷ ︸

Prev. de x′
n′

(1.94)

B(X ′) = B(x′
1)︸ ︷︷ ︸

Gerado por x′
1

∪ . . . ∪ B(x′
n′)︸ ︷︷ ︸

Gerado por x′
n′

(1.95)

sendo que Γ(x′
1), . . . ,Γ(x

′
n′), B(x′

1), . . . , B(x′
n′), B são estatisticamente independentes.

1.3.2 Modelo Dinâmico via CAF

O modelo dinâmico a ser apresentado leva em consideração todos os fatores já citados an-

teriormente, principalmente os casos de trajetórias que surgem espontaneamente e que surgem

via spawning, tornando-se um modelo bastante completo. Este modelo via CAF é descrito pela

seguinte união:

Ξk+1|k = Γ(X ′) ∪ B(X ′) ∪ B (1.96)

A função densidade markoviana do modelo descrito na equação (1.96) pode ser determinada

através de analogias feitas em relação à função de verossimilhança obtida para o modelo de

medidas, dada na equação (1.64). Assumindo, a partir das hipóteses consideradas nas Seções

1.2.1 e 1.3.1, que os conjuntos B(X ′) e B são análogos ao conjunto C de detecções falsas, que

a probabilidade de detecção pD é análoga à probabilidade de sobrevivência pS e que a função

s(xθ(i)|X ′) pode ser considerada análoga à função c(zθ(i)), então a função densidade markoviana

é dada por:

fk+1|k(X|X ′) = eµ(X
′)fk+1|k(∅|X ′)fB(X′)(X)

∑

θ

∏

i:θ(i)>0

pS(x
′
i)fk+1|k(xθ(i)|x′

i)

(1− pS(x′
i))µ(X

′)s(xθ(i)|X ′)
(1.97)
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em que

fk+1|k(∅|X ′) = e−µ(X′)
∏

x′∈X′

(1− pS(x
′)) (1.98)

µ(X ′) = µ0 + µ(x′
1) + . . .+ µ(x′

n′) (1.99)

s(x|X ′) =
µ0s0 + µ(x′

1)s(x|x′
1) + . . .+ µ(x′

n′)s(x|x′
n′)

µ(X ′)
, (1.100)

e µ0 é o número esperado de indiv́ıduos nascidos espontaneamente, s0(x) é sua respectiva distri-

buição espacial, µ(x′
i) é o número esperado de indiv́ıduos que surgem via spawning a partir de

um vetor de estado x′
i e s(x|x′

i) é sua respectiva distribuição espacial. A soma em θ é tomada

sobre todas as posśıveis combinações do tipo θ : {1, . . . , n′} → {1, . . . , n}. Note ainda que a

analogia feita inicialmente também pode ser feita em relação à µ(X ′), que se assemelha ao λ da

distribuição de Poisson feita nas hipóteses sobre o modelo de medidas via CAF.

A demonstração da obtenção desta função densidade markoviana é bastante semelhante

àquela vista para o modelo de medidas, devido às analogias feitas anteriormente. Desta forma,

optou-se por não repetir os passos da prova, os quais podem ser vistos em (Mahler 2007).

1.4 Śıntese de Caṕıtulo

Neste caṕıtulo, foram introduzidos conceitos referentes à teoria de cálculo multi-alvo, tais

como a integral de conjunto e as derivadas funcional e de conjunto. Estes operadores matemá-

ticos são essenciais para a obtenção dos três descritores estat́ısticos apresentados, estes por sua

vez são de extrema importância para a formulação das equações dos filtros estocásticos multi-

alvo, principalmente o descritor função densidade de probabilidade multi-alvo fΨ(Y ), como será

visto no próximo caṕıtulo.

Para que os filtros multi-alvos sejam aplicados no problema de rastreamento, os quais são

necessários para a realização das estimativas de estado de cada um dos indiv́ıduos que estiverem

dentro da região de vigilância, foram apresentados os modelos matemáticos formulados via

CAFs. Ambos os modelos aqui apresentados englobam uma série de fatores importantes, fazendo

com que tais modelos sejam apropriados à realidade de múltiplas trajetórias.

No próximo caṕıtulo, serão feitas discussões sobre os filtros multi-alvos, com um foco maior

sobre os filtros PHD e GM-PHD (Gaussian Mixture Probability Hypothesis Density), os quais

são os filtros mais utilizados na literatura.



Capı́tulo 2
Estimativa de Estados via Filtragem Estocástica

Multi-Alvos

No caṕıtulo anterior, afirmou-se que, em problemas que envolvam rastreamento de alvos (no

caso, indiv́ıduos), duas etapas são fundamentais para realizar, da melhor e mais precisa maneira

posśıvel, o acompanhamento de trajetórias destes indiv́ıduos. A primeira delas é a construção

de modelos matemáticos adequados, assunto coberto no Caṕıtulo 1, utilizando a teoria de CAFs

para definir os modelos dinâmico e de medidas.

Neste caṕıtulo, será apresentada a segunda etapa, aquela responsável pela estimativa de es-

tados de cada um dos indiv́ıduos rastreados, que é a filtragem estocástica multi-alvo. Este tipo

de filtragem estocástica é baseado nos conceitos do cálculo multi-alvo, principalmente nos descri-

tores estat́ısticos apresentados no caṕıtulo anterior, como a função densidade de probabilidade

multi-alvo. Uma das grandes vantagens dos filtros multi-alvo é a possibilidade da eliminação

da etapa de associação de dados, já que os filtros multi-alvo realizam naturalmente todas as

possibilidades de combinação entre trajetória-medida.

Na filtragem estocástica multi-alvo, o principal filtro é aquele que serve de base a todos

outros filtros: filtro bayesiano multi-alvo (Vo, Vo & Cantoni 2008). Este filtro possui as mesmas

caracteŕısticas do filtro bayesiano clássico, porém o filtro bayesiano multi-alvo tem suas equações

de filtragem baseadas na teoria dos CAFs. Este filtro, por ser bastante complexo sob o ponto de

vista matemático e computacional, impossibilitando sua implementação em softwares, ele serve

apenas para formular os conceitos básicos de filtragem multi-alvo, além de dar origem a um

outro filtro estocástico multi-alvo, que nada mais é do que uma espécie de aproximação do filtro

bayesiano multi-alvo; trata-se do filtro PHD (Probability Hypothesis Density) (Mahler 2003),

(Mahler 2007).

O filtro PHD, assim como todo filtro estocástico, é estruturado com base nas equações de

predição e de correção. No entanto, seu principal objetivo esta na propagação temporal da

função intensidade ou função PHD, cuja integral sobre o espaço fornece o número esperado de

indiv́ıduos na região de vigilância. Mesmo sendo uma aproximação do filtro bayesiano multi-alvo,

suas equações ainda envolvem expressões complexas envolvendo integrais de conjunto, o que por

sua vez acaba inviabilizando uma posśıvel implementação computacional. Por conta deste fato,

métodos de implementação—ou de aproximação—são comumente aplicados na literatura. Um

27
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dos mais utilizados é o filtro GM-PHD (Gaussian Mixture Probability Hypothesis Density) (Vo

& Ma 2006).

Nesta aproximação do filtro PHD, através de algumas hipóteses, a função intensidade ou

PHD pode ser aproximada por uma soma de distribuições gaussianas, além de exigir que os mo-

delos matemáticos sejam lineares ou linearizados. Estas hipóteses deixam o filtro mais simples,

tanto do ponto de vista matemático, quanto do ponto de vista computacional e de implementa-

ções, pois as equações passam a ter caracteŕısticas de filtros lineares, como o filtro de Kalman

e o filtro de Kalman estendido, onde os modelos matemáticos são linearizados. Outras aproxi-

mações são encontradas na literatura, como a implementação do filtro PHD via Monte Carlo, o

filtro SMC-PHD (Sequential Monte Carlo Probability Hypothesis Density) ou PF-PHD (Particle

Filter Probability Hypothesis Density) (Vihola 2007), porém esta abordagem faz com que o filtro

fique “pesado” computacionalmente.

Existe também uma variação do filtro PHD, o chamado filtro CPHD (Cardinalized Probability

Hypothesis Density), cuja função é, além de propagar a função PHD no tempo, propagar a

distribuição de cardinalidade, vista no Caṕıtulo 1, tornando o filtro CPHD um filtro de segunda

ordem, lembrando que o filtro PHD é considerado um filtro de primeira ordem. Pelo fato

ser um filtro de segunda ordem, ele possui mais informações que auxiliam a obter resultados

de estimativas mais precisas, porém a carga computacional fica muito elevada. Encontram-se

poucas referências na literatura que aplicam o filtro CPHD computacionalmente, como em (Vo,

Vo & Cantoni 2007), onde é feita uma estudo anaĺıtico do filtro CPHD.

Este caṕıtulo apresentará as equações do filtro bayesiano multi-alvo, PHD e GM-PHD, com

um destaque maior para este último, pois tal filtro servirá de base para o rastreamento de

trajetórias de indiv́ıduos geradas pelo simulador proposto para esta tese.

2.1 Filtro Bayesiano Multi-Alvo

O principal filtro que serve de base para os demais filtros estocásticos multi-alvos é o filtro

bayesiano multi-alvo. A proposta aqui é detalhar adequadamente as equações que compõem tal

filtro, de forma a permitir a sua aplicação, principalmente para as aproximações e implementa-

ções do mesmo.

Assim, como todo filtro estocástico, o filtro bayesiano multi-alvos possui as etapas de predição

e correção.

2.1.1 Preditor

A etapa de predição do filtro bayesiano é definida pela seguinte integral de conjunto:

fk+1|k(X|Z(k)) =

∫
fk+1|k(X|X ′)fk|k(X

′|Z(k))δX ′ (2.1)

em que fk+1|k(X|Z(k)) é a distribuição multi-alvo a posteriori predita, fk|k(X
′|Z(k)) é a distribui-

ção multi-alvo a posteriori atual e Z(k) : Z1, . . . , Zk é uma sequência de conjuntos de medidas.

As distribuições fk+1|k(X|Z(k)) e fk|k(X
′|Z(k)) também podem ser vistas como funções densidade
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de probabilidade multi-alvo de um CAF Ψ.

Observação: A obtenção da equação de predição do filtro bayesiano multi-alvo considera a lei

da probabilidade total clássica, sob o ponto de vista do cálculo multi-alvo. Em (Mahler 2007),

a obtenção da lei da probabilidade total é feita através de uma analogia direta em relação à lei

de probabilidade total clássica. Esta analogia resulta em:

fk+1|k(X|Z(k)) =

∫
fk+1|k(X|X ′, Z(k))fk|k(X

′|Z(k))δX ′ (2.2)

A seguir, com a hipótese de que o conjunto de estados atual X é independente do conjunto

do histórico de observações Z(k), tem-se que:

fk+1|k(X|X ′, Z(k)) = fk+1|k(X|X ′) (2.3)

A hipótese dada pela equação (2.3) é denominada propriedade markoviana da função, em

que o conjunto X depende apenas do conjunto X ′, que é composto por vetores de estado do

instante de tempo anterior. Trata-se de uma hipótese razoável, pois o conjunto X independe de

medidas anteriores ao instante atual para ser determinado, apenas de medidas atuais.

Substituindo (2.3) em (2.2), tem-se que:

fk+1|k(X|Z(k)) =

∫
fk+1|k(X|X ′)fk|k(X

′|Z(k))δX ′ (2.4)

ou, sob o ponto de vista da filtragem, o preditor do filtro bayesiano.

2.1.2 Corretor

O segundo passo de filtragem para o filtro bayesiano multi-alvo consiste na etapa de correção

ou atualização. Este procedimento utiliza o corretor do filtro bayesiano, dado por:

fk+1|k+1(X|Z(k+1)) =
fk+1(Zk+1|X)fk+1|k(X|Z(k))∫
fk+1(Zk+1|X)fk+1|k(X|Z(k))δX

(2.5)

Observação: A distribuição a posteriori no instante de tempo k+1 pode ser obtida diretamente

através da fórmula de Bayes para o cálculo multi-alvo (Mahler 2007):

fk+1|k+1(X|Z(k+1)) =
fk+1(Zk+1|X,Z(k))fk+1|k(X|Z(k))∫
fk+1(Zk+1|X,Z(k))fk+1|k(X|Z(k))δX

(2.6)

Assim como para o caso do preditor bayesiano, foram utilizadas analogias diretas em relação

às fórmulas encontradas na teoria de probabilidade clássica. Neste caso, a fórmula de Bayes

clássica foi utilizada.

Em seguida, considera-se que, para qualquer k, a geração do conjunto de medidas Zk é

dependente de forma exclusiva do conjunto de estados atual X ′, isto é, o conjunto de medidas

atual Zk+1 independe de todo o histórico de conjuntos de medidas Z(k).

fk+1(Zk+1|X,Z(k)) = fk+1(Zk+1|X) (2.7)
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Esta hipótese é razoável e intuitiva, já que as medidas obtidas no instante de tempo atual

de fato não dependem das medidas geradas anteriormente.

Substituindo (2.7) em (2.6), obtém-se a equação de correção do filtro Bayesiano multi-alvo:

fk+1|k+1(X|Z(k+1)) =
fk+1(Zk+1|X)fk+1|k(X|Z(k))∫
fk+1(Zk+1|X)fk+1|k(X|Z(k))δX

(2.8)

2.2 Aproximação Via Momentos para Múltiplos Alvos

Observando as equações de predição e de correção para o filtro bayesiano multi-alvo, apre-

sentadas na Seção 2.1, nota-se uma complexidade matemática bastante elevada, já que tais

equações de filtragem são baseadas em integrais de conjunto (Caṕıtulo 1), que por sua vez são

baseadas em somas de diversas integrais clássicas. Isso acaba dificultando bastante o intuito de

se implementar computacionalmente um filtro bayesiano multi-alvo.

Desta maneira, é necessário encontrar métodos que façam com que o filtro bayesiano multi-

alvo se torne tratável do ponto de vista matemático e computacional. Com isso, em (Mahler

2003), é proposto um filtro estocástico multi-alvo que tem como objetivo diminuir a intratabi-

lidade computacional do filtro bayesiano multi-alvo: o filtro PHD. A estratégia realizada pelo

filtro PHD vai na direção oposta às abordagens convencionais, pois, primeiramente, o filtro

rastreia o comportamento geral do grupo e depois detecta e rastreia alvos individuais somente

quando a quantidade e a qualidade estat́ıstica dos dados permitir.

O filtro PHD, diferentemente dos filtros estocásticos clássicos, tem suas equações de predição

e de atualização baseadas em uma função denominada intensidade ou PHD. Essa função possui

uma caracteŕıstica única: ao integrá-la sobre o espaço de rastreamento em questão, o resultado

fornece o número esperado de alvos naquela região. As estimativas dos vetores de estado, que

são os resultados de interesse do problema de rastreamento, são indiretamente obtidas, pois tais

valores compõem esta função de intensidade. A seguir, a função de intensidade será introduzida.

2.2.1 Densidade de Probabilidade por Hipótese – PHD

A determinação das equações de filtragem do filtro PHD deve passar primeiramente pelo

conceito de função intensidade ou função PHD. Esta função pode ser caracterizada pela Definição

2.1, complementada pelo Corolário 2.1:

Definição 2.1 Seja Ξ um CAF e fΞ(X|Z(k)) sua função densidade de probabilidade multi-alvo.

A sua respectiva função PHD é definida como

DΞ(X|Z(k)) =

∫
fΞ(X ∪W |Z(k))δW (2.9)

Corolário 2.1 Seja Ξ um CAF. A sua respectiva função PHD pode ser reescrita como o cálculo

do momento de primeira ordem de uma soma de impulsos:

DΞ(x|Z(k)) , E
[
δΞ(x)|Z(k)

]
=

∫
δX(x)fΞ(X|Z(k))δX (2.10)
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em que:

δX(x) ,

{
0 , X = ∅∑

w∈X δw(x) , caso contrário
(2.11)

sendo δw(x) é a densidade do delta de Dirac concentrado em w.

A integral dada em (2.10) é uma espécie de analogia feita a partir conceito de valor esperado

condicional da teoria de probabilidade clássica, só que estendido para o caso de múltiplos alvos.

A Definição 2.1 ainda pode ser complementada por outros dois corolários, a seguir:

Corolário 2.2 Seja um região S ⊆ R
n qualquer do espaço de estados para alvos individuais.

Então, a integral: ∫

S

DΞ(x|Z(k))dx (2.12)

é o número esperado de alvos em S e Dk|k é definida como função intensidade ou função PHD.

Corolário 2.3 Se S = R
n é o espaço total, então:

Nk|k ,

∫
DΞ(x|Z(k))dx (2.13)

é o número esperado total de alvos em cena.

Um exemplo bem simples, encontrado em (Mahler 2007) que utiliza a ideia da PHD encontra-

se no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1 Considere dois alvos localizados sobre uma reta real, cujas posições são x1 = a

e x2 = b. A densidade de probabilidade multi-alvo é dada por:

f({x1, x2}) = NX1(a, σ
2) · NX2(b, σ

2) +NX1(b, σ
2) · NX2(a, σ

2) (2.14)

A PHD para a densidade acima é dada por:

D(x) = NX(a, σ
2) +NX(b, σ

2) (2.15)

=
1√
2πσ2

[
exp

(
−(x− a)2

2σ2

)
+ exp

(
−(x− b)2

2σ2

)]
(2.16)

Ao plotar o resultado obtido em (2.16), surge o que se vê na Figura 2.1, para σ = 1, a = 1

e b = 4. Note que os picos do gráfico ocorrem exatamente nas posições x1 = a e x2 = b.

Para obter o número de alvos, basta aplicar a Definição 2.1, ou seja, integrar sobre o conjunto

dos reais a função dada em (2.16)

N =

∫
D(x)dx =

∫
NX(a, σ

2)dx+

∫
NX(b, σ

2)dx (2.17)

= 1 + 1 = 2 (2.18)
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Figura 2.1: Gráfico da função PHD unidimensional.

2.2.2 Filtro PHD

O filtro PHD nada mais é do que uma aproximação desenvolvida para diminuir a intratabi-

lidade computacional no filtro bayesiano multi-alvos. Este é um filtro considerado de primeira

ordem, pois a determinação das equações de predição e de correção necessitam apenas da função

PHD DΞ(x|Z(k)), descrita na Definição 2.1.

Agora, serão definidas as duas etapas básicas para a construção do filtro PHD, o preditor

e o corretor, além de algumas discussões pertinentes sobre tais passos. As demonstrações das

equações de predição e de correção do filtro PHD não serão abordadas aqui neste texto, pois se

tratam de cálculos extremamente longos e exaustivos. Desta forma, optou-se por não apresentá-

las aqui. Caso o leitor tenha interesse nas provas das equações em questão, estas se encontram

em (Mahler 2003).

2.2.3 Preditor

Para definir o preditor do filtro PHD, é necessário, primeiramente, listar as hipóteses neces-

sárias para a determinação das equações do filtro, que são:

(i) Os movimentos dos indiv́ıduos são estatisticamente independentes;

(ii) Os indiv́ıduos podem sumir do cenário em que estão ou do campo de visão do radar;

(iii) Novos indiv́ıduos podem surgir tanto a partir de pessoas que já estão em cena (spawning),

quanto surgir independentemente daqueles que já estão em cena;

(iv) Movimento de indiv́ıduos é regido pela função densidade markoviana fk+1|k(x|x′);
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(v) Os indiv́ıduos se mantém em cena do instante k para o instante k + 1 com probabilidade

pS(x
′);

(vi) Os indiv́ıduos que surgem a partir de pessoas que já estão em cena (spawning) são carac-

terizados pela função sk+1|k(X|x′), cuja função PHD é dada por:

sk+1|k(x|x′) ,

∫
sk+1|k({x} ∪W |x′)δW ; (2.19)

em que W é o conjunto de vetores de estado dos novos indiv́ıduos que surgiram por

spawning.

(vii) Os indiv́ıduos que surgem independentemente das pessoas que já estão em cena são carac-

terizados pela função bk+1|k(X), cuja função PHD é dada por:

bk+1|k(x) ,

∫
bk+1|k({x} ∪W )δW. (2.20)

em que W é o conjunto de vetores de estado dos novos indiv́ıduos que surgiram de forma

espontânea.

Note que seguindo as hipóteses mencionadas acima, é posśıvel apresentar a fórmula de pre-

dição para a PHD, dada por:

Dk+1|k(x|Z(k)) = bk+1|k(x) +

∫ (
pS(x

′) · fk+1|k(x|x′) + sk+1|k(x|x′)
)
·Dk|k(x

′|Z(k))dx′ (2.21)

e o número esperado de alvos é dado por:

Nk+1|k =

∫
Dk+1|k(x|Z(k))dx (2.22)

=

∫
bk+1|k(x)dx+

∫
p
k+1|k
S (x) ·Dk|k(x|Z(k))dx+

+

∫∫
sk+1|k(x|x′) ·Dk|k(x

′|Z(k))dxdx′ (2.23)

2.2.4 Corretor

De forma semelhante àquela feita para a equação de predição do filtro PHD, é necessário

listar algumas hipóteses, que são:

(i) Nenhum indiv́ıduo gera mais do que uma medida e cada medida é gerada por um único

indiv́ıduo;

(ii) Todas as medidas são condicionalmente independentes do estado de indiv́ıduo, das detec-

ções perdidas e do processo de Poisson para alarmes falsos;

(iii) Lz(x) = fk+1(z|x) é a função de verossimilhança do sensor;
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(iv) pD(x) = pk+1
D (x) é a probabilidade de uma observação ser coletada de um indiv́ıduo com

estado x no instante de tempo k + 1;

(v) No instante de tempo k + 1, o sensor coleta um número médio por unidade de tempo λ

de alarmes falsos distribúıdos de acordo com uma distribuição de Poisson e a distribuição

espacial é governada pela densidade de probabilidade ck+1(z);

(vi) A distribuição espacial de alvos é dada por fk+1|k(x|Z(k)) e a densidade multi-alvo prevista

é aproximadamente Poisson, dada por:

fk+1|k(X|Z(k)) ≃ e−µ ·
∏

x∈X

µfk+1|k(x|Z(k)) (2.24)

em que µ é o número médio de alvos.

A última hipótese sobre a aproximação da densidade multi-alvo por Poisson surge da necessi-

dade de serem obtidas equações fechadas, bem definidas para a etapa de correção do filtro PHD.

Com as hipóteses mencionadas acima, a fórmula de correção para a PHD pode ser determinada.

Do passo de previsão, obteve-se Dk+1|k(x|Z(k)) como em (2.21). No instante de tempo k + 1, é

coletado mais um conjunto de medidas Z = {z1, . . . , zm} com m elementos; portanto, o objetivo

é encontrar uma fórmula para Dk+1|k+1(x|Z(k+1)).

Considere o funcional gerador de probabilidade de Dk+1|k(x|Z(k)) dado por:

Dk+1|k[h] =

∫
h(x)Dk+1|k(x|Z(k))dx (2.25)

em que h(x) é uma função teste. A fórmula para o passo de correção é dada por:

Dk+1|k+1(x|Z(k+1)) ≃ LZk+1
(x)Dk+1|k(x|Z(k)) (2.26)

em que, para um dado conjunto de medidas Z qualquer:

LZ(x) = 1− pD(x) + pD(x) ·
∑

z∈Z

Lz(x)

λck+1(z) +Dk+1|k[pDLz]
(2.27)

em que Dk+1|k[pDLz] é o funcional gerador de probabilidade de Dk+1|k(x|Z(k)) calculado para o

produto pD(x)Lz(x).

Note que há uma aproximação na equação de correção (2.26), vinda da sexta hipótese para o

corretor do filtro PHD, em que há uma aproximação da densidade multi-alvo prevista por uma

distribuição de Poisson. Além disso, o número esperado de alvos corrigidos é dado por:

Nk+1|k+1 =

∫
Dk+1|k+1(x|Z(k+1))dx (2.28)

= Nk+1|k −Dk+1|k[pD] +
∑

z∈Zk+1

Dk+1|k[pDLz]

λck+1(z) +Dk+1|k[pDLz]
(2.29)
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2.2.5 Vantagens – Filtro PHD

A seguir, encontra-se uma lista de algumas das vantagens trazidas ao se utilizar o filtro PHD

como um estimador de estados:

• Complexidade computacional: a qualquer momento, a ordem de complexidade é deO(mn),

em que m é o número de observações no conjuntos de medidas atual Z e n é o número de

alvos.

• Admissão de modelos estat́ısticos expĺıcitos para perdas de detecção, campo de visão do

sensor e alarmes falsos.

• Admissão de modelos estat́ısticos expĺıcitos para a dinâmica existente em um cenário

multi-alvo (p. ex., “nascimento” e “morte” de indiv́ıduos).

• Implementação via Monte Carlo e/ou Mistura Gaussiana (a seguir).

• Não necessita de procedimentos de associação medida-trajetória.

• Propriedades de rejeição de clutter (a estimativa Nk|k do número de indiv́ıduos é obtido

de forma direta dos dados).

Observando a lista acima, nota-se que o filtro PHD possui vantagens significativas em relação

aos filtros estocásticos clássicos, sob o ponto de vista do problema de rastreamento. Uma das

vantagens que chama a atenção é justamente a não necessidade de uma técnica espećıfica para

associação de dados, já que o próprio filtro executa o procedimento de associação entre todas as

medidas e todas as trajetórias no instante de tempo k. De certa forma, isso interfere no custo

computacional, pois quanto maior o número de alvos e de medidas, maior será o número de

associações medida-trajetória a serem realizadas.

2.2.6 Implementação

Observando as equações de predição (2.21) e de correção (2.26), pode-se observar que a

estrutura baseia-se principalmente em cálculos de integrais, sendo que estas integrais muitas

vezes são multi-dimensionais, já que tais integrais são tomadas em relação a vetores, como o

vetor de estados x. Basta tomar como exemplo um vetor de estados x que possua quatro

elementos: posição e velocidade nas direções x e y. Neste caso, a cada instante de tempo,

as integrais de dimensão quatro—(2.21) (integrais na própria equação) e (2.26) (integrais no

funcional gerador de probabilidade)—serão calculadas a cada instante de tempo, gerando um

alto custo computacional.

Para evitar este tipo de custo, diversas maneiras de implementação para o filtro PHD são

propostas na literatura especializada. Uma dessas maneiras é a implementação via técnicas

sequenciais de Monte Carlo, dando um novo nome para o filtro PHD: filtro SMC-PHD (Sequen-

tial Monte Carlo Probability Hypothesis Density). Assim como o filtro de part́ıculas clássico

desenvolvido em (Ristic et al. 2004), o método baseia-se na geração das chamadas part́ıculas,

que evoluem no tempo através da sobrevivência das mesmas e esta sobrevivência é ligada aos
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pesos dados a cada uma destas part́ıculas. Além disso, os modelos matemáticos podem ser

não-lineares, sem a necessidade de linearização. Em (Sidenbladh & Wirkander 2003), (Clark,

Ruiz, Petillot & Bell 2007), (Vihola 2005) podem ser encontrados estudos feitos utilizando a

implementação via filtro SMC-PHD em situações de rastreamento de alvos manobrantes.

Apesar de ter a vantagem de ser um filtro que lida com modelos matemáticos não-lineares,

o filtro SMC-PHD acaba tendo um custo computacional bastante elevado por levar em conta

um número Np de part́ıculas para cada um dos objetos que estão sendo rastreados, ou seja,

a ordem de complexidade passa a ser O(mnNp), o que eleva consideravelmente a carga de

processamento. Com o intuito de contornar esse problema, foi proposto em (Vo & Ma 2006) um

filtro que, baseado em algumas hipóteses de linearidade (ou linearização) e rúıdos gaussianos,

torna o filtro PHDmais simples e rápido, sem perda de performance: o filtro GM-PHD (Gaussian

Mixture Probability Hypothesis Density).

O filtro GM-PHD aproxima as funções PHD por misturas gaussianas, que são somas de

funções densidade de probabilidade gaussianas ponderadas por pesos. Ao realizar este tipo de

aproximação, acabam surgindo as equações de filtragem caracteŕısticas de um filtro de Kalman

linear (KF), de um filtro de Kalman estendido (EKF) ou unscented (UKF), sendo estes dois

últimos referentes ao caso de linearização dos modelos matemáticos. Apesar das hipóteses

tomadas para a formulação deste filtro, o que o torna um filtro mais restritivo, ele possui uma

vantagem de ser computacionalmente mais rápido e de ter uma estrutura baseada em filtros

estocásticos clássicos, o que facilita o estudo e o desenvolvimento deste filtro com o foco sobre

o problema de rastreamento de indiv́ıduos.

Pelos motivos apresentados nos parágrafos anteriores, daqui para frente, o filtro que será

estruturado, desenvolvido e discutido será o filtro GM-PHD.

2.3 Filtro GM-PHD

O filtro GM-PHD nada mais é do que um método que simplifica a implementação do filtro

PHD, baseando-se em hipóteses de linearidade e de distribuição gaussiana nos rúıdos de dinâmica

e de medida. Inicialmente, a lista de hipóteses sobre o filtro GM-PHD contém os seguintes itens:

(i) A função densidade markoviana é gaussiana:

fk+1|k(x|x′) = NX(Fkx
′, Qk) (2.30)

em que Fk é a matriz da dinâmica do estado e Qk é a matriz de covariância do rúıdo do

estado;

(ii) A probabilidade de sobrevivência pS do indiv́ıduo e de detecção pD são constantes;

(iii) A função de verossimilhança referente ao radar é gaussiana:

Lz(x) = fk+1(z|x) = NZ(Hk+1x, Rk+1) (2.31)

em que Hk+1 é a matriz de observação das medidas e Rk+1 é a matriz de covariância do

rúıdo das medidas;
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(iv) As funções PHD referentes ao surgimento de novos indiv́ıduos e ao efeito de spawning são

misturas gaussianas:

bk+1|k(x) =

ak∑

i=1

βi
k · NX(x

i
b, B

i
k) (2.32)

sk+1|k(x|x′) =

bk∑

i=1

γi
k · NX(E

i
kx

′ + di
k, G

i
k) (2.33)

em que xi
b é o vetor de estados do indiv́ıduo que surgiu espontaneamente, Bi

k é a matriz

de covariância do estado referente aos indiv́ıduos nascidos, Gi
k é a matriz de covariância

do estado referente aos indiv́ıduos que surgiram via spawning, Ei
k é a matriz dinâmica

dos indiv́ıduos gerados via spawn, di
k é a distância entre aqueles que geraram os novos

indiv́ıduos via spawning e aqueles que foram gerados, ak, bk, βi
k e γi

k são valores pré-

determinados pelo usuário para definir o formato das respectivas funções de intensidade;

(v) As funções PHD Dk|k(x|Z(k)) e Dk+1|k(x|Z(k)) são misturas gaussianas:

Dk|k(x|Z(k)) =

nk|k∑

i=1

wi
k|k · NX(x

i
k|k, P

i
k|k) (2.34)

Dk+1|k(x|Z(k)) =

nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k · NX(x

i
k+1|k, P

i
k+1|k) (2.35)

em que nk|k e nk+1|k é o número de componentes gaussianas atualizado e previsto, respec-

tivamente.

(vi) Os números esperado e previsto de alvos são computados como:

Nk|k =

nk|k∑

i=1

wi
k|k (2.36)

Nk+1|k =

nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k (2.37)

A partir das hipóteses mencionadas acima, pode-se verificar três grandezas importantes

sob o ponto de vista da recursão do filtro estocástico: wi
k|k (pesos dos termos de distribuição

gaussiana), xi
k|k (vetores de estado estimado/atualizado), P i

k|k (matriz de covariância do erro do

estado estimada/atualizada). Note que, para que sejam obtidos os vetores de estado estimados,

basta que sejam calculados os parâmetros das gaussianas, isto é, suas respectivas médias e

covariâncias. Mais adiante, será verificado que a obtenção de xi
k|k e P i

k|k tem como base as

equações de filtragem do KF.

Algo a ser destacado também é o que foi verificado em (Clark & Vo 2007) que o erro de

estimativa do filtro PHD tenderá a zero quando o número de componentes gaussianas tender ao

infinito, o que não é adequado sob o ponto de vista computacional. Devido a este fenômeno, uma
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etapa extra, logo após o processo de filtragem, deverá ser introduzida. Esta etapa é chamada

de corte (pruning) e fusão (merging).

Apesar da aproximação via mistura gaussiana ser mais restritiva devido às hipóteses feitas,

o filtro GM-PHD possui algumas vantagens potenciais em relação a outros filtros multi-alvos,

que são:

• Tal método proporciona uma solução algébrica fechada para as equações de filtragem para

o filtro PHD;

• O preditor e o corretor possuem uma demanda computacional muito baixa em relação a

outros filtros, como o filtro SMC-PHD;

• É mais simples para ser implementado computacionalmente;

• Resolve o problema de filtragem e associação de alvos-medidas de maneira sistemática.

2.3.1 Preditor

A equação do preditor da função PHD para o filtro GM-PHD baseia-se diretamente na

equação de preditor do filtro PHD (2.21), ou seja, a estrutura da equação é formada por três

parcelas referentes aos indiv́ıduos nascidos, mortos e gerados via spawn. A predição da função

PHD do filtro GM-PHD é dada por:

Dk+1|k(x|Z(k)) =

ak∑

i=1

vik+1|k · NX(b
i
k+1|k, B

i
k+1|k) +

+

nk|k∑

i=1

wi
k+1|k · NX(x

i
k+1|k, P

i
k+1|k) +

+

bk∑

j=1

nk|k∑

i=1

wi,j

k+1|k · NX(x
i,j

k+1|k, P
i,j

k+1|k) (2.38)

em que os termos e argumentos que compõem a equação (2.38) vêm das hipóteses do filtro

GM-PHD1 e são denotados por:

vik+1|k = βi
k (2.39)

bi
k+1|k = xi

b (2.40)

Bi
k+1|k = Bi

k (2.41)

wi
k+1|k = pSw

i
k|k (2.42)

wi,j

k+1|k = γj
kw

i
k|k (2.43)

xi
k+1|k = Fkx

i
k|k (2.44)

P i
k+1|k = Qk + FkP

i
k|kF

T
k (2.45)

xi,j

k+1|k = Ej
kx

i
k|k + di

k (2.46)

P i,j

k+1|k = Gj
k + Ei

kP
i
k|kE

i T
k (2.47)

1Vide hipóteses do filtro GM-PHD para descrições dos termos e argumentos.
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Note que as equações (2.44), (2.45) e (2.47) são as mesmas equações de predição de um KF

linear, como já havia sido observado anteriormente, sendo que as equações mencionadas são

para os indiv́ıduos que sobreviveram no instante de tempo anterior k para o instante de tempo

atual k + 1.

Prova: Seja a PHD Dk+1|k(x) = Dk+1|k(x|Z(k))2 dada pela equação (2.21), já considerando a

hipótese de probabilidade de sobrevivência pS constante:

Dk+1|k(x) =

∫ (
pSfk+1|k(x|x′) + sk+1|k(x|x′)

)
·Dk|k(x

′)dx′ + bk+1|k(x) (2.48)

Substituindo bk+1|k(x) por (2.32), fk+1|k(x|x′) por (2.30), sk+1|k(x|x′) por (2.33) e Dk|k(x
′)

por (2.34), temos:

Dk+1|k(x) = pS ·
∫ [

NX(Fkx
′, Qk) ·

nk|k∑

i=1

wi
k|kNX′(xi

k|k, P
i
k|k)

]
dx′ +

+

∫ [ bk∑

j=1

γj
k · NX(E

j
kx

′ + dj
k, G

j
k) ·

nk|k∑

i=1

wi
k|kNX′(xi

k|k, P
i
k|k)

]
dx′ +

+

ak∑

l=1

βl
k · NX(x

l
b, B

l
k) (2.49)

Rearranjando as duas primeiras parcelas da equação (2.49), obtém-se:

Dk+1|k(x) = pS ·
nk|k∑

i=1

wi
k|k

∫
NX(Fkx

′, Qk) · NX′(xi
k|k, P

i
k|k)dx

′

︸ ︷︷ ︸
1

+

+

bk∑

j=1

nk|k∑

i=1

γj
kw

i
k|k

∫
NX(E

j
kx

′ + dj
k, G

j
k) · NX′(xi

k|k, P
i
k|k)dx

′

︸ ︷︷ ︸
2

+

+

ak∑

l=1

βl
k · NX(x

l
b, B

l
k) (2.50)

Para resolver as integrais acima, é necessário recorrer a um resultado padrão para funções

gaussianas, apresentado em (Vo & Ma 2006), uma derivação do apresentado em (Ristic et al.

2004, Seção 3.8):

Lema 2.1 Para F , d, Q > 0, P > 0 e m conhecidos e com dimensões apropriadas, a seguinte

igualdade é válida:

∫
NX(Fζ + d, Q) · Nζ(m, P )dζ = NX(Fm+ d, Q+ FPF T ) (2.51)

2Notação suprimida apenas para facilitar a demonstração.
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Desta forma, as integrais assinaladas pelos números 1 e 2 ficam da seguinte forma:

1 →
∫

NX(Fkx
′, Qk) · NX′(xi

k|k, P
i
k|k)dx

′ = NX(Fkx
i
k|k, Qk + FkP

i
k|kF

T
k ) (2.52)

2 →
∫

NX(E
j
kx

′ + dj
k, G

j
k) · NX′(xi

k|k, P
i
k|k)dx

′ =

= NX(E
j
kx

i
k|k + dj

k, G
j
k + Ej

kP
i
k|k(E

j
k)

T ) (2.53)

Finalmente, substituindo os resultados das integrais acima em (2.50) e associando as notações

com as equações (2.39)–(2.47), chegamos ao resultado apresentado em (2.38).

Em (Mahler 2007), observa-se que o número de componentes gaussianas no preditor do filtro

GM-PHD é dado por

nk+1|k = ak + (1 + bk)nk|k (2.54)

em que ak, bk, nk|k e nk+1|k são os limites das somas em (2.32)–(2.35). Este número cresce de

forma geométrica, fazendo-se necessário os passos de corte e fusão, mencionados anteriormente.

2.3.2 Corretor

No instante de tempo k+1, é coletado um novo conjunto de medidas Zk+1 = {z1, . . . , zmk+1
}.

Com este novo conjunto de medidas, é posśıvel construir a equação de correção da PHD, dada

por:

Dk+1|k+1(x|Z(k+1)) =

nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k+1 · NX(x

i
k+1|k+1, P

i
k+1|k+1) +

+

nk+1|k∑

i=1

mk+1∑

j=1

wi,j

k+1|k+1 · NX(x
i,j

k+1|k+1, P
i,j

k+1|k+1) (2.55)

em que:

wi
k+1|k+1 = (1− pD)w

i
k+1|k (2.56)

xi,j

k+1|k+1 = xi
k+1|k +Ki

k+1(zj −Hk+1x
i
k+1|k) (2.57)

P i,j

k+1|k+1 = (I −Ki
k+1Hk+1)P

i
k+1|k (2.58)

Ki
k+1 = P i

k+1|kH
T
k+1(Hk+1P

i
k+1|kH

T
k+1 +Rk+1)

−1 (2.59)

wi,j

k+1|k+1 =
wi

k+1|kpDNZ(Hk+1x
i
k+1|k, Rk +Hk+1P

i
k+1|kH

T
k+1)

κk+1(zj) + pD
∑nk+1|k

ℓ=1 wℓ
k+1|kNZ(Hk+1xℓ

k+1|k, Rk +Hk+1P ℓ
k+1|kH

T
k+1)

(2.60)

κk+1(z) = λck+1(z) (2.61)

em que κk+1(z) é a função PHD do CAF referente ao clutter e/ou alarme falso.

Prova: Seja a PHD Dk+1|k+1(x) = Dk+1|k+1(x|Z(k+1))3 dada pela equação (2.26), já levando

em conta a hipótese da probabilidade de detecção ser constante. Tem-se que:

Dk+1|k+1(x) = (1− pD)Dk+1|k(x) +
∑

z∈Z(k+1)

pDfk+1(z|x)Dk+1|k(x)

κk+1(z) +
∫
pDfk+1(z|ξ)Dk+1|k(ξ)dξ

(2.62)

3Notação suprimida apenas para facilitar a demonstração.
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em que κk+1(z) = λck+1(z) é a função PHD do CAF referente ao clutter e/ou alarme falso

e a integral no denominador do argumento da somatória é nada mais do que o funcional de

Dk+1|k(ξ) calculado em h(ξ) = pDfk+1(z|ξ), isto é, Dk+1|k[pDfk+1(z|ξ)] (vide eq. (2.25)).

Substituindo Dk+1|k(x) por (2.35), fk+1(z|x) por (2.31), temos:

Dk+1|k+1(x) = (1− pD)

(nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k · NX(x

i
k+1|k, P

i
k+1|k)

)
+

+
∑

z∈Z(k+1)

g(x)

κk+1(z) +
∫
g(ξ)dξ

(2.63)

em que

g(x) = pD (NZ(Hk+1x, Rk+1))

(nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k · NX(x

i
k+1|k, P

i
k+1|k)

)
(2.64)

Para resolver a integral que aparece no denominador da segunda parcela de (2.63), deve-

se inverter o operador soma com o operador integral, juntamente com os pesos wi
k+1|k. Desta

forma, é posśıvel aplicar o Lema 2.1:

∫
g(ξ)dξ =

∫
pD (NZ(Hk+1ξ, Rk+1))

(nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k · Nξ(x

i
k+1|k, P

i
k+1|k)

)
dξ (2.65)

= pD

nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k

∫
NZ(Hk+1ξ, Rk+1)Nξ(x

i
k+1|k, P

i
k+1|k)dξ (2.66)

= pD

nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|kNZ(Hk+1x

i
k+1|k, Rk+1 +Hk+1P

i
k+1|kH

T
k+1) (2.67)

Agora, resta apenas determinar g(x), dado em (2.64). Para tal, é necessário aplicar um lema

encontrado em (Vo & Ma 2006) e deduzido em (Ristic et al. 2004, Seção 3.8). Este lema trata

a seguinte relação:

Lema 2.2 Dados H, R > 0, P > 0 e m com dimensões apropriadas, então a seguinte igual-

dade é válida:

NZ(Hx, R)NX(m, P ) = q(z)NX(m̃, P̃ ) (2.68)

em que

q(z) = NZ(Hm, R +HPHT ) (2.69)

m̃ = m+K(z−Hm) (2.70)

P̃ = (I −KH)P (2.71)

K = PHT (HPHT +R)−1 (2.72)



42 Caṕıtulo 2. Estimativa de Estados via Filtragem Estocástica Multi-Alvos

Desta forma, g(x) pode ser descrito como:

g(x) = pDNZ(Hk+1x, Rk+1)

(nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k · NX(x

i
k+1|k, P

i
k+1|k)

)
(2.73)

= pD

nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|k

[
NZ(Hk+1x, Rk+1)NX(x

i
k+1|k, P

i
k+1|k)

]
(2.74)

= pD

nk+1|k∑

i=1

wi
k+1|kNZ(Hk+1x

i
k+1|k, Rk+1 +Hk+1P

i
k+1|kH

T
k+1)NX(x̃, P̃ ) (2.75)

em que:

x̃ = xi
k+1|k +Ki

k+1(z−Hk+1x
i
k+1|k) (2.76)

P̃ = (I −Ki
k+1Hk+1)P

i
k+1|k (2.77)

Ki
k+1 = P i

k+1|kH
T
k+1(Hk+1P

i
k+1|kH

T
k+1 + Rk+1)

−1 (2.78)

Finalmente, substituindo g(x) pelo obtido nas equações acima e trocando a soma
∑

z∈Z(k+1)

pelo soma equivalente
∑mk+1

i=1 , pois ambos tratam de todos vetores de medidas pertencentes ao

novo conjunto de medidas do instante de tempo k + 1, chega-se ao resultado final, dado em

(2.55).

Assim, como para o caso do preditor, em (Mahler 2007) observa-se que o número de com-

ponentes gaussianas no corretor do filtro GM-PHD é dado por:

nk+1|k+1 = nk+1|k(1 +mk+1) (2.79)

e este número também cresce de forma geométrica. As técnicas de corte e fusão, mencionadas

anteriormente, podem ser aplicadas aqui, eliminando as componentes de menor peso e fundindo

componentes similares e, portanto, trazendo o problema para um patamar tratável.

2.3.3 Corte e fusão

Um dos problemas do filtro GM-PHD está no fato do número de componentes gaussianas,

que aparecem nos somatórios, aumentar a cada passo do algoritmo do filtro. Desta forma,

algoritmos de corte e fusão são comumente aplicados para assegurar que a complexidade do

algoritmo seja mantida em um ńıvel aceitável.

Basicamente, a etapa de corte baseia-se na introdução de um limitante para os pesos wi
k|k, eli-

minando os termos com pesos despreźıveis e a etapa de fusão agrega as componentes gaussianas

restantes do corte que possuem médias aproximadamente iguais.

Para o processo de corte, em que os termos com pesos muito pequenos são eliminados, utiliza-

se a PHD dada em (2.34). Assume-se, sem qualquer perda de generalidade, que as componentes

com os ı́ndices i = 1, . . . , NP são aquelas cujos pesos wi
k|k são menores do que um certo limitante

T . Estas componentes são descartadas e a PHD é substitúıda por:

DP
k|k(x|Z(k)) =

( ∑nk|k

i=1 wi
k|k∑nk|k

i=NP+1w
i
k|k

) nk|k∑

i=NP+1

wi
k|kNX(x

i
k|k, P

i
k|k) (2.80)
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em que as componentes i = NP + 1, . . . , nk|k são as componentes sobreviventes. O termo que

aparece entre parênteses é um ajuste de escala para os pesos remanescentes.

Agora, para o procedimento de fusão de componentes, (Clark & Vo 2007) cita alguns métodos

para realizar tal tarefa, mas o mais adequado para ser aplicado ao filtro GM-PHD é o algoritmo

de agrupamento (Clustering Algorithm), pois a função PHD é multimodal, em que as principais

componentes representam os estados estimados dos alvos.

No algoritmo de agrupamento, as componentes gaussianas que possuem os maiores pesos

são escolhidas como as componentes principais para definirem os centros dos agrupamentos.

Para definir aquelas componentes que serão unidas, calculamos primeiramente uma distância

estat́ıstica δ entre duas componentes i ∈ I =
{
1, . . . , nk|k

}
e j (́ındice referente à componente

de maior peso, isto é, j = argmaxiw
i
k|k), dada por:

δ =
(
xi
k|k − xj

k|k

)T (
P i
k|k

)−1
(
xi
k|k − xj

k|k

)
(2.81)

Se esta distância δ for menor ou igual a um limitante U , então o ı́ndice i referente a tal

componente é inclúıda em um conjunto L, ou seja, L = {i ∈ I|δ ≤ U}. Este procedimento é

realizado para cada componente i. Definido o conjunto L, as componentes que fazem parte de

tal conjunto são fundidas em uma única, cujos novos parâmetros serão:

w̃l
k|k =

∑

i∈L

wi
k|k (2.82)

x̃l
k|k =

1

w̃l
k|k

∑

i∈L

wi
k|kx

i
k|k (2.83)

P̃ l
k|k =

1

w̃l
k|k

∑

i∈L

wi
k|k

[
P i
k|k +

(
x̃l
k|k − xi

k|k

) (
x̃l
k|k − xi

k|k

)T]
(2.84)

Ao final destes procedimentos, haverá i = 1, . . . , l novas componentes gaussianas, em que

|L| ≤ |I|. Caso ainda haja muitas componentes após esta agregação, isto é, um número de

componentes maior do que um número Jmax, um corte é aplicado ao final do processo fazendo

com que o número total de componentes gaussianas seja, no máximo, Jmax.

2.3.4 Extensão para Modelos Matemáticos Não-Lineares

Observando a lista de hipóteses feita no ińıcio da Seção 2.3, verifica-se que as funções den-

sidade markoviana e de verossimilhança, que representam os indiv́ıduos e o radar, respectiva-

mente, são consideradas gaussianas e, de forma impĺıcita, com modelos matemáticos lineares,

representados pelas matrizes Fk e Hk+1.

Nos casos em que os modelos matemáticos são não-lineares, isto é,

x = ϕk(x
′) + ν (2.85)

z = ηk(x) +w, (2.86)

as hipóteses mencionadas podem ser enfraquecidas, adaptando o filtro GM-PHD para acomodar

estes modelos não-lineares “gaussianos”, como no EKF, por exemplo. Desta forma, é posśıvel

aplicar o filtro GM-PHD de forma aproximada por algumas modificações.
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Para lidar com estes modelos matemáticos não-lineares, recomenda-se a linearização do sis-

tema de equações ou a criação de vetores e seus respectivos pesos. O primeiro caso remete ao

filtro de Kalman estendido (EKF) em (Bar-Shalom et al. 2001), em que os modelos matemá-

ticos sofrem uma linearização sobre as funções ϕk(x
′) e ηk(x); o segundo caso remete ao filtro

de Kalman unscented (UKF) em (Julier & Uhlmann 2004), em que são gerados os chamados

pontos sigma, os quais são responsáveis pela predição e correção do vetor de estados, através

de somas ponderadas envolvendo os pontos sigma.

Filtro EK-PHD

No caso que o procedimento escolhido para tratar a não-linearidade dos modelos matemáticos

é a linearização dos modelos, a técnica do EKF é a mais adequada. Para tal, basta calcular

as matrizes jacobianas das funções ϕk(x
′) e ηk(x), calculadas sobre a estimativa anterior e a

previsão atual. Desta maneira, as matrizes Fk e Hk+1 passam a ser determinadas a partir das

seguintes fórmulas:

JFk
=

∂ϕk(x
′)

∂x′

∣∣∣∣∣
x′=xk|k

(2.87)

JHk+1
=

∂ηk(x)

∂x

∣∣∣∣∣
x=xk+1|k

(2.88)

Como se pode notar, o tratamento de modelos não-lineares via EKF no GM-PHD é bastante

simples e rápido, já que bastam o cálculo das duas matrizes jacobianas do EKF para cada alvo

que esteja no cenário. Se o número de indiv́ıduos sendo rastreados for elevado, os modelos

passam a ter dimensões muito elevadas, gerando um custo computacional elevado por conta dos

cálculos das derivadas parciais das jacobianas.

Os detalhes de como serão introduzidas as equações (2.87) e (2.88) poderão ser encontrados

nos algoritmos apresentados na Seção 2.4.

Filtro UK-PHD

Quando o método escolhido para lidar com os modelos dinâmicos e de medidas não-lineares

é através dos pontos sigma, as técnicas do UKF se encaixar perfeitamente. Diferentemente do

caso EK-PHD, o UK-PHD exige modificações mais elaboradas no filtro GM-PHD original.

O procedimento envolve uma etapa essencial para o filtro UK-PHD que é a transformação

unscented, cujo objetivo é gerar os pontos sigma e seus respectivos pesos, denotados pelo con-

junto {X i,W i}2Li=0, em que X i são os pontos sigma e W i são os pesos. Para determinar estes

pontos e pesos, basta seguir uma recursão simples para os pontos sigma:

X 0 = µ (2.89)

X i = µ+
(√

(L+ λ)C
)

i
, i = 1, . . . , L (2.90)

X i = µ−
(√

(L+ λ)C
)
i−L

, i = L+ 1, . . . , 2L (2.91)
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em que (
√·)i é a i-ésima linha do resultado da raiz quadrada, µ é a média, C é a matriz de

covariância, λ, e para os seus respectivos pesos:

W 0 =
λ

L+ λ
(2.92)

W i =
1

2(L+ λ)
(2.93)

λ = α2(L+ κ)− L (2.94)

em que κ são fatores de escala, α determina o espalhamento dos pontos sigma no entorno de µ.

Os valores de µ e C são pré-determinados em função das previsões e das estimativas anteriores

dos vetores de estados e das suas respectivas matrizes de covariância.

A partir da determinação dos pontos sigma, que são calculados tanto para a etapa de predição

e de correção, é posśıvel realizar o restante dos cálculos relativos ao filtro UK-PHD. Os detalhes

de todas as equações que estruturam o filtro UK-PHD serão apresentados na Seção 2.4.

2.4 Algoritmos

Nas seções a seguir, serão apresentados os algoritmos para cada um dos casos de modelos

matemáticos, lineares e não-lineares. Antes disso, é necessário compreender a sequência estru-

tural dos algoritmos. Para tal, um diagrama de blocos foi constrúıdo na Figura 2.2 para facilitar

o entendimento geral dos algoritmos.

Filtro

Corte/Fusão

Extr. Estado

Figura 2.2: Sequência estrutural dos algoritmos.

Os dois primeiros blocos já foram apresentados nas seções anteriores, inclusive o bloco refe-

rente à técnica de corte e fusão, que foi detalhada na Seção 2.3.3. Já o terceiro bloco refere-se à

técnica denominada Extração de Estado, cuja função é bastante simples: eliminar componentes

que possuam um peso abaixo de um limitante ∆, ou seja, trata-se de um método de corte mais

fino, pois o resultado mantém apenas componentes que tenham pesos mais elevados.

Com a sequência descrita pela Figura 2.2, os algoritmos relativos aos filtros GM-PHD (mo-

delos matemáticos lineares), EK-PHD e UK-PHD (modelos matemáticos não-lineares) serão

detalhados a seguir.
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2.4.1 Filtro GM-PHD

O algoritmo referente ao filtro GM-PHD é composto por quatro etapas principais:

1. Predição para indiv́ıduos nascidos espontaneamente e via spawn;

2. Predição para indiv́ıduos sobreviventes;

3. Correção das componentes da função PHD;

4. Correção para todos os indiv́ıduos.

sendo que estas quatro etapas estão descritas no Algoritmo 1. Para um maior detalhe, outro

diagrama de blocos foi constrúıdo na Figura 2.3, detalhando as quatro etapas existentes dentro

do processo de filtragem.

Pred.: Nascidos/Spawn

Pred.: Sobreviventes

Correção: PHD

Correção: Geral

Figura 2.3: Etapas do processo de filtragem.

2.4.2 Filtro EK-PHD

O algoritmo referente ao filtro GM-PHD é composto pelas mesmas quatro etapas principais

do filtro GM-PHD, no entanto, existem alguns pequenos detalhes que diferem do algoritmo

apresentado anteriormente. Estes detalhes incluem o cálculo das matrizes jacobianas dadas nas

equações (2.87) e (2.88). A seguir, encontra-se o Algoritmo 2, que detalha o filtro EK-PHD.
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2.4.3 Filtro UK-PHD

Por último, tem-se o algoritmo do filtro UK-PHD. Este algoritmo baseia-se nos pontos

sigma e seus respectivos pesos, descritos nos conjuntos de equações (2.89)—(2.91) e (2.92)—

(2.93), respectivamente. Diferentemente do Algoritmo 2, o algoritmo para o filtro UK-PHD

possui poucos passos idênticos ao do filtro GM-PHD. As etapas são estruturadas basicamente

em cálculos de somas ponderadas, como se pode ver no Algoritmo 3, a seguir.

2.5 Śıntese de Caṕıtulo

Neste caṕıtulo, foram apresentados os filtros estocásticos multi-alvo, formulados com base

na teoria de CAF. O primeiro deles, o filtro bayesiano multi-alvo, tem como base as equações

de filtragem do filtro bayesiano clássico, porém sua formulação é feita a partir das integrais

de conjunto. Para evitar a complexidade das integrais de conjunto, existem aproximações—

baseadas em algumas hipóteses—que fazem com que o filtro bayesiano multi-alvo seja mais

simples de ser tratado matematicamente e computacionalmente.

Introduziu-se o filtro PHD que, baseado em algumas hipóteses sobre o cenário, simplifica as

integrais de conjunto para as integrais clássicas multi-dimensionais. Ainda assim, sob o ponto

de vista computacional, são necessárias outras aproximações com o intuito de diminuir a carga

computacional de uma eventual implementação. Com isso, o filtro GM-PHD foi proposto como

uma alternativa de simplificar o problema de estimativa de estados através de hipóteses de

linearidade e de rúıdos gaussianos de média nula.

Nos casos em que os modelos matemáticos são não-lineares, é posśıvel relaxar algumas das

hipóteses feitas em relação ao filtro GM-PHD e lidar adequadamente com este tipo de situação.

O enfraquecimento das hipóteses de linearidade sobre os modelos matemáticos permite utilizar

as técnicas de filtros clássicos da literatura, como o filtro de Kalman estendido e o filtro de

Kalman unscented na forma de filtros lineares variantes no tempo, com a hipótese gaussiana

mantida. Cada um deles possui uma técnica própria para tratar as não-linearidades. Ao final

do caṕıtulo, os algoritmos de cada um dos filtros foram apresentados.
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Algoritmo 1 Algoritmo para o Filtro GM-PHD.

Dados de entrada: wi
k|k, x

i
k|k, P

i
k|k, i = 1, . . . , nk|k e Zk.

ETAPA 1

i = 0;
Para j = 1, . . . , ak faça
i = i+ 1;
wi

k+1|k = βj
k, x

i
k+1|k = xj

b, P
i
k+1|k = Bj

k;
Fim Para
Para j = 1, . . . , bk faça
Para l = 1, . . . , nk|k faça
i = i+ 1;

wi
k+1|k = wl

k+1|kγ
j
k, x

i
k+1|k = dj

k + Ej
kx

l
k|k, P

i
k+1|k = Gi

k + Ej
kP

l
k|k

(
Ej

k

)T
;

Fim Para
Fim Para
ETAPA 2

Para j = 1, . . . , nk|k faça
i = i+ 1
wi

k+1|k = pSw
j

k|k, x
i
k+1|k = Fkx

j

k|k, P
i
k+1|k = Qk + FkP

j

k+1|k (Fk)
T ;

Fim Para
nk+1|k = i;
ETAPA 3

Para j = 1, . . . , nk+1|k faça

zj
k+1|k = Hk+1x

j

k+1|k;

Sj
k+1 = Rk+1 +Hk+1P

j

k+1|k (Hk+1)
T ;

Kj
k+1 = P j

k+1|k (Hk+1)
T
(
Sj
k+1

)−1
;

P j

k+1|k+1 =
[
I −Kj

k+1Hk+1

]
P j

k+1|k;
Fim Para
ETAPA 4

Para j = 1, . . . , nk+1|k faça

wj

k+1|k+1 = (1− pD)w
j

k+1|k, x
j

k+1|k+1 = xj

k+1|k, P
j

k+1|k+1 = P j

k+1|k;
Fim Para
l = 0;
Para todo z ∈ Zk faça
l = l + 1;
Para j = 1, . . . , nk+1|k faça

w
l.nk+1|k+j

k+1|k+1 = pDw
j

k+1|kNZ

(
zj
k+1|k, S

j
k+1

)
;

x
l.nk+1|k+j

k+1|k+1 = xj

k+1|k +Kj
k+1

(
z− zj

k+1|k

)
;

P
l.nk+1|k+j

k+1|k+1 = P j

k+1|k+1;
Fim Para

w
l.nk+1|k+j

k+1|k+1 :=
w

l.nk+1|k+j

k+1|k+1

κk+1(z) +
∑nk+1|k

i=1 w
lnk+1|k+i

k+1|k+1

, j = 1, . . . , nk+1|k;

Fim Para todo
nk+1|k+1 = (l + 1)nk+1|k;
Dados de sáıda: wi

k+1|k+1, x
i
k+1|k+1, P

i
k+1|k+1, i = 1, . . . , nk+1|k+1.
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Algoritmo 2 Algoritmo para o Filtro EK-PHD.

Dados de entrada: wi
k|k, x

i
k|k, P

i
k|k, i = 1, . . . , nk|k e Zk.

ETAPA 1 → Idêntica à Etapa 1 do filtro GM-PHD.
ETAPA 2

Para j = 1, . . . , nk|k faça
i = i+ 1

wi
k+1|k = pSw

j

k|k, x
i
k+1|k = ϕk

(
xj

k|k

)
, P i

k+1|k = Qk + J j
Fk
P j

k+1|k

(
J j
Fk

)T
;

Fim Para
nk+1|k = i;
ETAPA 3

Para j = 1, . . . , nk+1|k faça

zj
k+1|k = ηk

(
xj

k+1|k

)
;

Sj
k+1 = Rk+1 + J j

Hk+1
P j

k+1|k

(
J j
Hk+1

)T
;

Kj
k+1 = P j

k+1|k

(
J j
Hk+1

)T (
Sj
k+1

)−1
;

P j

k+1|k+1 =
[
I −Kj

k+1J
j
Hk+1

]
P j

k+1|k;

Fim Para
ETAPA 4 → Idêntica à Etapa 4 do filtro GM-PHD.
Dados de sáıda: wi

k+1|k+1, x
i
k+1|k+1, P

i
k+1|k+1, i = 1, . . . , nk+1|k+1.
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Algoritmo 3 Algoritmo para o Filtro UK-PHD.

Dados de entrada: wi
k|k, x

i
k|k, P

i
k|k, i = 1, . . . , nk|k e Zk.

ETAPA 1 → Idêntica à Etapa 1 do filtro GM-PHD.
ETAPA 1.1

Para j = 1, . . . , i faça

µ =

[
xj

k+1|k

0

]
, C =

[
P j

k+1|k 0

0 Rk+1

]

{
X l

k,W
l
}2L
l=0

;

X l
k =

[(
yl
k+1|k

)T
,νT

]T
;

zj
k+1|k =

∑2L
l=0W

lηk

(
yl
k+1|k

)
;

Sj
k+1 =

∑2L
l=0W

l
(
ηk

(
yl
k+1|k

)
− zj

k+1|k

)(
ηk

(
yl
k+1|k

)
− zj

k+1|k

)T
;

Gj
k+1 =

∑2L
l=0W

l
(
yl
k+1|k − xj

k+1|k

)(
ηk

(
yl
k+1|k

)
− zj

k+1|k

)T
;

Kj
k+1 = Gj

k+1

(
Sj
k+1

)−1
;

P j

k+1|k+1 = P j

k+1|k −Gj
k+1

(
Sj
k+1

)−1 (
Gj

k+1

)T
;

Fim Para
ETAPA 2

Para j = 1, . . . , nk+1|k faça
i = i+ 1;
wi

k+1|k = pSw
j

k|k;

µ =

[
xi
k|k

0

]
, C =




P i
k|k 0 0

0 Qk 0
0 0 Rk+1




{
X l

k,W
l
}2L
l=0

;

X l
k =

[(
yl
k|k

)T
,
(
wl
)T

,νT

]T
;

xi
k+1|k =

∑2L
l=0W

lϕk

(
yl
k|k

)
;

P i
k+1|k =

∑2L
l=0W

l
(
ϕk

(
yl
k|k

)
− xj

k+1|k

)(
ϕk

(
yl
k|k

)
− xj

k+1|k

)T
;

zik+1|k =
∑2L

l=0W
lηk

(
ϕk

(
yl
k|k

))
;

Si
k+1 =

∑2L
l=0W

l
(
ηk

(
ϕk

(
yl
k|k

))
− zj

k+1|k

)(
ηk

(
ϕk

(
yl
k|k

))
− zj

k+1|k

)T
;

Gi
k+1 =

∑2L
l=0W

l
(
ϕk

(
yl
k|k

)
− xj

k+1|k

)(
ηk

(
ϕk

(
yl
k|k

))
− zj

k+1|k

)T
;

Ki
k+1 = Gi

k+1

(
Si
k+1

)−1
;

P i
k+1|k+1 = P i

k+1|k −Gi
k+1

(
Si
k+1

)−1 (
Gi

k+1

)T
;

Fim Para
ETAPA 3 → Idêntica à Etapa 4 do filtro GM-PHD.
Dados de sáıda: wi

k+1|k+1, x
i
k+1|k+1, P

i
k+1|k+1, i = 1, . . . , nk+1|k+1.
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Capı́tulo 3

Modelos de Movimentação de Indiv́ıduos

Em problemas de rastreamento de alvos manobrantes como aeronaves e véıculos terrestres,

seus respectivos comportamentos individuais de movimento são bem definidos ou categorizados.

Por exemplo, um avião prestes a executar uma curva, inclina suas asas aos poucos para dentro

da curva, executa o movimento e sai da trajetória curviĺınea para retornar a uma trajetória

retiĺınea, formando uma trajetória cont́ınua e bem definida. Nos casos de véıculos terrestres,

também é posśıvel observar comportamentos próprios de movimentação. Por exemplo, um

véıculo que vai executar uma curva à frente, na maioria das vezes, ele diminui a velocidade ao

entrar na curva, executa-a e sai em uma trajetória retiĺınea, podendo aumentar a velocidade

novamente.

Quando se passa para o ponto de vista de indiv́ıduos caminhando ou correndo, a situação é

completamente diferente, já que o comportamento de movimentação pode ser bem mais errático

do que a de aeronaves e véıculos terrestres. Ao observar pessoas caminhando, diversas situações

podem ocorrer dentro de sua trajetória: paradas instantâneas, pequenas corridas, caminhadas

em trilhas sinuosas, entre outras, pois se tratam de movimentos com menor inércia quando

comparado a aeronaves e véıculos terrestres.

Na literatura, não se encontra modelos de movimentação espećıficos para indiv́ıduos. Desta

forma, neste caṕıtulo, serão apresentadas algumas propostas de modelos que tem como objetivo

reproduzir os movimentos de pessoas da maneira mais verosśımil posśıvel. Estas propostas

envolvem os denominados perfis probabiĺısticos. Estes perfis probabiĺısticos tem o objetivo de

criar movimentações mais realistas aos movimentos de pessoas caminhando, correndo etc. Nesta

tese, foram propostos três tipos de perfis: o perfil “gota”, o perfil “folha” e o perfil “balão”. Os

nomes dos perfis vêm do fato de terem formatos semelhantes à uma gota d’água, à uma folha

de planta e a um balão de ar.

Ao final deste caṕıtulo, um teste de objetividade será aplicado a cada um dos perfis propostos,

com o intuito de analisar o comportamento de cada um dos perfis propostos relacionados aos

seus respectivos parâmetros. A objetividade pode classificar indiv́ıduos mais focados em chegar

a um destino e indiv́ıduos mais dispersos, sem um objetivo definido.
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3.1 Perfis de Distribuição de Probabilidade

Nesta seção, serão tratados os perfis do ângulo α de desvio de direção ou de heading dos

indiv́ıduos. Este ângulo traz a informação da direção na qual o indiv́ıduo está se movimentando.

Estes perfis baseiam-se na definição das distribuições acumuladas e funções densidade de pro-

babilidade da orientação. Os três perfis propostos aqui são os perfis “gota”, “folha” e “balão”,

que serão apresentados a seguir.

3.1.1 Perfil “Gota”

O perfil “gota”pode ser analisado a partir do diagrama de orientação apresentado na Figura

3.1. Os vetores que têm como origem o ponto central (indiv́ıduo), e vão em direção à linha da

“gota”, representam as posśıveis direções e sentidos para os quais ele poderá ir. Cada uma das

magnitudes dos respectivos vetores é diretamente proporcional à probabilidade deste indiv́ıduo

se dirigir àquela direção correspondente, ou seja, quanto maior a magnitude do vetor, maior a

probabilidade do indiv́ıduo seguir para direção correspondente. A posição da gota na Figura

3.1 refere-se a uma movimentação para o norte e corresponde à direção alinhada à orientação

do indiv́ıduo no intervalo de tempo anterior.

Figura 3.1: Perfil da distribuição de probabilidade para mudança de direção – “Gota”.

Além da caracteŕıstica do perfil “gota”, este mesmo perfil pode sofrer deformações, depen-

dendo da objetividade com a qual o indiv́ıduo se desloca: quanto mais objetivo é o indiv́ıduo em

relação a um destino, mais afinado fica o perfil e, consequentemente, as probabilidades de mudar

para uma direção oposta ou muito diferente na qual a pessoa está diminuem significativamente.

As deformações da gota estão bem ilustradas na Figura 3.2: quando a objetividade é nula (p.

ex., indiv́ıduo parado), caso em que o perfil “gota” se degenera, tornando-se uma circunferência,

até a objetividade máxima, caso em que a gota está bastante afinada.

3.1.2 Distribuição de probabilidade – Perfil “Gota”

Para que seja determinada a distribuição de probabilidade do perfil “gota”, serão definidos

três elementos básicos, em ordem de execução:
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P
Sem objetividade

Objetividade baixa

Objetividade média

Objetividade alta

Figura 3.2: Perfis “’gota’ para uma direção com diferentes objetividades.

(i) Escolha da função densidade de probabilidade fA(α)

(ii) Determinação da função distribuição acumulada pA(α)

(iii) Obtenção do ângulo α através da função inversa α = p−1
A (u)

Dos passos listados acima, primeiramente deve-se escolher uma função densidade de proba-

bilidade fA(α) para o ângulo de desvio de heading que tenha um perfil similar ao de uma gota.

A escolha feita é dada pela seguinte densidade:

fA(α) =
a

2(a|α|+ 1) ln(n)
, α ∈ [−π, π] (3.1)

em que a ∈ R.

Escolhida a função densidade de probabilidade, dada em (3.1), a segunda etapa deve ser

executada, ou seja, obter a função distribuição acumulada pA(α) a partir da função densidade

de probabilidade fA(α). Para tal, basta calcular
∫ α

−∞
fA(t)dt levando em conta os intervalos de

α adequados, isto é, α ∈ [−π, 0] e α ∈ [0, π].

• −π ≤ α < 0:

∫ α

−∞

fA(t)dt =

∫ α

−∞

a

2(a|t|+ 1) ln(n)
dt (3.2)

=

∫ α

−π

a

2(−at+ 1) ln(n)
dt (3.3)

=
1

2 ln(n)
ln(1− at)

∣∣∣
−π

α
(3.4)

∴
1

2
logn

(
1 + aπ

1− aα

)
(3.5)
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• 0 ≤ α ≤ π:
∫ α

−∞

fA(t)dt =

∫ α

−∞

a

2(a|t|+ 1) ln(n)
dt (3.6)

=

∫ 0

−π

a

2(−at + 1) ln(n)
dt+

∫ α

0

a

2(at+ 1) ln(n)
dt (3.7)

=
1

2 ln(n)
ln(1− at)

∣∣∣
−π

0
+

1

2 ln(n)
ln(1 + at)

∣∣∣
α

0
(3.8)

∴
1

2
logn ((1 + aπ)(1 + aα)) (3.9)

Portanto:

pA(α) =





1

2
logn

(
1 + aπ

1− aα

)
, α ∈ [−π, 0]

1

2
logn ((1 + aπ)(1 + aα)) , α ∈ [0, π]

(3.10)

Note que ainda resta determinar a constante a em (3.10). Este cálculo é feito obtendo a

distribuição acumulada pA(α) em α = π. Neste ponto, a distribuição deverá valer 1:

pA(α)|α=π = 1 (3.11)
1

2
logn ((1 + aπ)(1 + aπ)) = 1 (3.12)

∴ a =
n− 1

π
(3.13)

Na Figura 3.3, foi traçada a função densidade de probabilidade para quatro valores de

n = 1.5, π, 5, 10.
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Figura 3.3: Função densidade de probabilidade – Perfil “gota”.

Para que se verifique o formato em gota da densidade dada em 3.1, é necessário inserir a

função densidade de probabilidade sob o ponto de vista polar. Na Figura 3.4, encontram-se

quatro perfis do tipo “gota” para os mesmos quatro valores de n anteriores.
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Figura 3.4: Perfis da distribuição “gota”.

Note que, para valores cada vez menores de n, o perfil se aproxima de uma circunferência.

Por outro lado, quanto maior o valor de n mais alongada fica o formato da gota. Isso indica que

o parâmetro n está diretamente ligado à manutenção da direção do movimento do indiv́ıduo,

como foi ilustrado na Figura 3.2.

Para a finalidade de simulação, a terceira e última etapa envolve a obtenção do ângulo α

através da função inversa da função distribuição acumulada p−1
A (u) = α, em que u é uma variável

aleatória do tipo uniforme, isto é, U(0, 1). Desta forma, tem-se que:

• Se 0 ≤ u < 0.5(≡ −π ≤ α < 0):

1

2
logn

(
1 + aπ

1− aα

)
= u (3.14)

1 + aπ

1− aα
= n2u (3.15)

então: α(u) = π
1− n1−2u

n− 1
(3.16)

• Se 0.5 ≤ u ≤ 1.0(≡ 0 ≤ α ≤ π):

1

2
logn ((1 + aπ)(1 + aα)) = u (3.17)

(1 + aπ)(1 + aα) = n2u (3.18)

então: α(u) = π
n2u−1 − 1

n− 1
(3.19)

Portanto:

α(u) =






π
1− n1−2u

n− 1
, u ∈ [0, 0.5)

π
n2u−1 − 1

n− 1
, u ∈ [0.5, 1.0]

(3.20)
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Baseado no sorteio estabelecido na equação (3.20), criou-se um histograma polar, com o

intuito de observar como se comporta a incidência de valores para o ângulo de desvio de heading.

Na Figura 3.5, encontra-se o histograma polar para o perfil “gota” para um valor n = 10 e um

total de 10.000 sorteios.
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Figura 3.5: Perfil “gota”: histograma polar para o ângulo de heading.

Note que a incidência dos valores sorteados dos ângulos α reflete o perfil gota como era de

se esperar. É posśıvel observar também que incidência destes sorteios mostra a aleatoriedade

de movimentação de uma trajetória, permitida pela distribuição do tipo “gota”.

3.1.3 Perfil “Folha”

O perfil “folha” pode ser analisado a partir do diagrama apresentado na Figura 3.6, que

refere-se a uma movimentação para o norte e corresponde à direção alinhada à orientação do

indiv́ıduo no intervalo de tempo anterior. Os vetores que têm como origem o ponto central,

que representa o indiv́ıduo, e vão em direção à linha que dá o formato à folha, assim como no

perfil “gota”, representam as posśıveis direções e sentidos os quais o indiv́ıduo poderá tomar

no instante atual, a partir da referência da direção no instante imediatamente anterior. Cada

uma das magnitudes dos respectivos vetores é diretamente proporcional à probabilidade deste

indiv́ıduo se dirigir àquela direção correspondente, identicamente ao caso do perfil “gota”.

Além da caracteŕıstica do perfil “folha”, este perfil pode sofrer conformações distintas, de-

pendendo da manutenção da direção do movimento do indiv́ıduo (objetividade), de forma se-

melhante ao ilustrado pela Figura 3.2.

3.1.4 Distribuição de probabilidade – Perfil “Folha”

Assim como foi trabalhado para o perfil “gota”, também serão listados três passos necessários

para definir adequadamente o perfil “folha”:
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Figura 3.6: Perfil da distribuição de probabilidade para mudança de direção – “Folha”.

(i) Escolha da função densidade de probabilidade fA(α)

(ii) Determinação da função distribuição acumulada pA(α)

(iii) Obtenção do ângulo α através da função inversa α = p−1
A (u)

Dos passos listados acima, primeiramente deve-se escolher uma função densidade de proba-

bilidade fA(α) para o ângulo de desvio de heading que tenha um perfil similar ao de uma folha.

A escolha feita é dada pela seguinte densidade:

fA(α) = cλe−λ|α|, α ∈ [−π, π] (3.21)

Cumprida a primeira etapa, a obtenção da distribuição acumulada é o próximo passo. Esta

deve ser calculada pela integral
∫ α

−∞
fA(t)dt levando em conta os intervalos de α adequados, isto

é, α ∈ [−π, 0] e α ∈ [0, π].

• −π ≤ α < 0:

pA(α) =

∫ α

−∞

fA(t)dt (3.22)

=

∫ α

−∞

cλe−λ|t|dt =

∫ α

−π

cλeλtdt (3.23)

= ceλt
∣∣∣
α

−π
(3.24)

∴ pA(α) = c(eλα − e−λπ) (3.25)



60 Caṕıtulo 3. Modelos de Movimentação de Indiv́ıduos

• 0 ≤ α ≤ π:

pA(α) =

∫ α

−∞

fA(t)dt =

∫ α

−∞

cλe−λ|t|dt (3.26)

=

∫ 0

−π

cλeλtdt+

∫ α

0

cλe−λtdt (3.27)

= c

(
eλt
∣∣∣
0

−π
+ e−λt

∣∣∣
0

α

)
(3.28)

∴ pA(α) = c
(
2− e−λπ − e−λα

)
(3.29)

Portanto:

pA(α) =

{
c(eλα − e−λπ) , −π ≤ α < 0

c
(
2− e−λπ − e−λα

)
, 0 ≤ α ≤ π

(3.30)

Note que ainda resta determinar a constante c em (3.30). Assim como para o perfil “gota”,

este cálculo é feito determinando a distribuição acumulada pA(α) em α = π. Neste ponto, a

distribuição deverá valer 1:

pA(α)|α=π = 1 (3.31)

c
(
2− e−λπ − e−λπ

)
= 1 (3.32)

∴ c =
1

2 (1− e−λπ)
(3.33)

Na Figura 3.7, foi traçada a função densidade de probabilidade dada em (3.21) para quatro

valores de λ = 0.9, 1, π, 5
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Figura 3.7: Função densidade de probabilidade – Perfil “folha”.

Note que as densidades traçadas na Figura 3.7 são semelhantes àquelas da Figura 3.3 para

o caso do perfil “gota”. Já na Figura 3.8, temos o formato polar da densidade de probabilidade,

para os mesmos quatro valores de λ.
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Figura 3.8: Perfis da distribuição “folha”.

Observe que o formato da função densidade de probabilidade, sob o ponto de vista polar,

remete a um formato de folha. Inclusive é posśıvel perceber que o perfil “folha” possui um

formato mais alongado, o que traz uma objetividade maior ao caminhar do indiv́ıduo. Observe

também que o parâmetro λ tem a mesma função do parâmetro n na questão da objetividade;

quanto maior o valor de λ, mais alongado é o perfil e vice-versa.

Para a finalidade de simulação, a terceira e última etapa envolve a obtenção do ângulo α

através da função inversa da função distribuição acumulada p−1
A (u) = α, em que u é uma variável

aleatória do tipo uniforme, isto é, U(0, 1). Desta forma, considerando c dado pela equação (3.33),

tem-se que:

• Se 0 ≤ u < 0.5(≡ −π ≤ α < 0):

pA(α) = c(eλα − e−λπ) = u (3.34)

então: α(u) =
1

λ
ln

(
u+ ce−λπ

c

)
(3.35)

• Se 0.5 ≤ u ≤ 1.0(≡ 0 ≤ α ≤ π):

pA(α) = c
(
2− e−λπ − e−λα

)
= u (3.36)

e−λα = −u

c
+ 2− e−λπ (3.37)

então: α(u) =
1

λ
ln

(
c

2c− (u+ ce−λπ)

)
(3.38)

sendo que a constante c é dada pela expressão em (3.33). Portanto:

α(u) =





1

λ
ln

(
u+ ce−λπ

c

)
, u ∈ [0, 0.5)

1

λ
ln

(
c

2c− (u+ ce−λπ)

)
, u ∈ [0.5, 1.0]

(3.39)
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Baseado neste sorteio uniforme estabelecido na equação (3.39), criou-se novamente um his-

tograma polar, cujo objetivo é verificar como se dá a incidência de valores para o ângulo de

desvio de heading. Na Figura 3.9, encontra-se o histograma polar para o perfil “folha” para um

valor λ = 3 e um total de 10.000 sorteios.
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Figura 3.9: Perfil “folha”: histograma polar do ângulo de desvio de heading.

Observando o histograma na Figura 3.9, pode-se notar que a incidência é elevada na direção

mais alongada do perfil para o valor de λ = 3, indicando maior objetividade do indiv́ıduo em

seguir em frente e com menos chances de alterar de direção, quando comparado ao perfil “gota”.

3.1.5 Perfil “Balão”

O terceiro e último perfil proposto aqui é o perfil em formato de balão. Tal perfil pode ser

analisado a partir do diagrama apresentado na Figura 3.10, que refere-se a uma movimentação

para o norte e corresponde à direção alinhada à orientação do indiv́ıduo no intervalo de tempo

anterior. Os vetores que têm como origem o ponto central, que representa o indiv́ıduo, e vão

em direção à linha que dá o formato ao balão. Estes vetores representam as posśıveis direções e

sentidos os quais o indiv́ıduo poderá tomar no instante atual, a partir da referência da direção

no instante imediatamente anterior. Cada uma das magnitudes dos respectivos vetores é dire-

tamente proporcional à probabilidade deste indiv́ıduo se dirigir àquela direção correspondente.

Assim como os demais perfis apresentados, este perfil pode sofrer conformações distintas,

dependendo da manutenção da direção do movimento do indiv́ıduo (objetividade), de forma

semelhante ao ilustrado pela Figura 3.2.

3.1.6 Distribuição de probabilidade – Perfil “Balão”

Assim como foi desenvolvido para os perfis anteriores, também serão listados três passos

necessários para definir adequadamente o perfil “balão”:
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Figura 3.10: Perfil da distribuição de probabilidade para mudança de direção – “Balão”.

(i) Escolha da função densidade de probabilidade fA(α)

(ii) Determinação da função distribuição acumulada pA(α)

(iii) Obtenção do ângulo α através da função inversa α = p−1
A (u)

Relativo às duas primeiras etapas, a função densidade de probabilidade escolhida é a densi-

dade gaussiana, dada por:

fA(α) =
1

σ
√
2π

exp

(
−(α− µ)2

2σ2

)
(3.40)

sendo que sua função distribuição acumulada é dada por:

pA(α) =
1

2

[
1 + erf

(
α− µ

σ
√
2

)]
(3.41)

em que

erf(x) =
1√
π

∫ x

−x

e−t2dt (3.42)

Na Figura 3.11, foi traçada a função densidade de probabilidade dada em (3.40) para quatro

valores de variância σ = 0.45, 0.55, 0.65, 0.75, mantendo o valor da média nulo, isto é, µ = 0. Já

na Figura 3.12, temos o formato polar da densidade de probabilidade, para os mesmos quatro

valores de σ.

Note que a distribuição acumulada pA(α) depende de erf(x), uma função que impede a

obtenção da função inversa p−1
A (u) de forma anaĺıtica. Como a terceira etapa tem a finalidade de

simulação, a determinação de p−1
A (u) será feita considerando as funções y = erf(x) e sua inversa,

x = erf−1(y), as quais são comumente encontradas e implementadas em softwares matemáticos,

como o MATLAB, e portanto podem ser calculadas numericamente em simulações. Dessa forma,
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Figura 3.11: Função densidade de probabilidade – Perfil “balão”.
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Figura 3.12: Perfis da distribuição “balão”.

tem-se:

pA(α) =
1

2

[
1 + erf

(
α− µ

σ
√
2

)]
= u ∼ U(0, 1) (3.43)

erf

(
α− µ

σ
√
2

)
= 2u− 1 (3.44)

∴ α(u) = erf−1(2u− 1)
√
2σ + µ (3.45)

Baseado neste sorteio uniforme estabelecido na equação (3.45), um novo histograma polar

foi obtido, verificando como se dá a incidência de valores para o ângulo de desvio de heading.

Na Figura 3.13, encontra-se o histograma polar para o perfil “balão” para um valor σ = 1 e um
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total de 10.000 sorteios.
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Figura 3.13: Perfil “balão”: histograma polar do ângulo de desvio de heading.

Note que a incidência dos ângulos de desvio de heading são bem mais espalhados à frente

do indiv́ıduo, conforme era esperado, devido ao formato do perfil.

3.2 Teste de Objetividade

Apresentadas as três propostas de perfil—“gota”, “folha” e “balão’— será aplicado um teste

sobre tais perfis, com o intuito de verificar o comportamento do perfis quanto à objetividade de

cada um deles, isto é, observar o quão objetivo é o indiv́ıduo para se locomover de um destino

a outro.

A caracteŕıstica de objetividade está diretamente ligada a cada um dos parâmetros espećıficos

de cada um dos perfis: o parâmetro n para o perfil “gota”, o parâmetro λ para o perfil “folha”

e o parâmetro σ para o perfil “balão”. Com base nestes três parâmetros, será verificado o

comportamento de objetividade em uma trajetória simples.

Para realizar o teste de objetividade, será criado um cenário bidimensional bastante simples,

em que apenas um indiv́ıduo é gerado sobre um ponto na cor magenta e caminha em direção

à região em preto, onde termina sua trajetória. Para os três perfis, adotou-se uma velocidade

constante média com magnitude v = 1.5m/s, com um desvio padrão de σ = 0.5m/s em torno

do valor médio.

Mais detalhes e discussões mais aprofundadas sobre os testes realizados a seguir, encontram-

se nos Caṕıtulos 4 e 6, relativo aos testes e simulações.

Perfil “Gota”

O primeiro teste leva em conta o perfil “gota”. As Figuras 3.14 e 3.15 retratam as trajetó-

rias para os valores n = 10 e n = 100, respectivamente, sendo que as pequenas flechas azuis
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representam o vetor velocidade e, consequentemente, contém a informação do ângulo de desvio

de heading, além da magnitude relativa da velocidade.
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Figura 3.14: Trajetória modelada por perfil “gota” (n = 10).
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Figura 3.15: Trajetória modelada por perfil “gota” (n = 100).

Algo interessante a ser observado é que, mesmo alterando o valor do parâmetro n em dez

vezes, a trajetória do indiv́ıduo possui aproximadamente o mesmo comportamento do ponto de

vista de objetividade, não apresentando visualmente grandes diferenças. Alguns testes foram

feitos para n = 1000, conforme pode ser verificado na Figura 3.16, com o intuito de verificar se

realmente a variação do parâmetro n é pouco senśıvel com respeito à objetividade da trajetória.

Ao aumentar o valor de n para 1000, é posśıvel notar trechos em que a trajetória torna-se mais

objetiva, porém ainda nota-se uma falta de objetividade durante a trajetória. Para verificar de
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Figura 3.16: Trajetória modelada por perfil “gota” – n = 1000.

uma maneira sistemática a influência do parâmetro n na variabilidade das trajetórias, analisou-

se a variância da variável aleatória do ângulo de desvio de heading, cuja função densidade de

probabilidade fA(α) é dada na equação (3.1). Esta variância pode ser obtida pela definição

clássica, supondo média nula:

σ2
gota(n) =

∫ π

−π

α2 a

2(a|α|+ 1) ln(n)
dα, a =

n− 1

π
(3.46)

Utilizou-se uma ferramenta encontrada na internet chamada Wolfram Alpha1. Esta fer-

ramenta fornece diversos resultados matemáticos, tanto numéricos quanto anaĺıticos. Utili-

zando tal ferramenta, foram obtidos dez valores de σ2
gota para dez valores de n = 2, 10, 50, 100,

150, 200, 250, 300, 350, 400. Com estes valores, foi traçado o gráfico da variância σ2
gota em função

do parâmetro n, dado na Figura 3.17.

Observando a Figura 3.17, note que a variância praticamente não se altera para valores

elevados do parâmetro n. Portanto, independentemente de aumentos consideráveis no valor do

parâmetro n, a variabilidade da trajetória não se altera de forma significativa, devido à pequena

variação de σ2
gota para valores elevados de n. Isso pôde ser verificado nas Figuras 3.14–3.16.

Perfil “Folha”

O segundo teste leva em conta o perfil “folha”. As Figuras 3.18 e 3.19 retratam as trajetórias

para os valores λ = 2 e λ = 5, respectivamente, sendo que as pequenas flechas azuis representam

o vetor velocidade e, consequentemente, contém a informação do ângulo de desvio de heading,

além da magnitude relativa da velocidade.

Diferentemente do caso do perfil “gota”, a trajetória do indiv́ıduo possui comportamentos

bem distintos. No caso em que λ = 2, a trajetória muda bastante de direção antes de chegar

1https://www.wolframalpha.com/
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Figura 3.17: Variância para o perfil “gota”.
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Figura 3.18: Trajetória modelada por perfil “folha” (λ = 2).

ao seu destino final. Já no caso em que λ = 5, a trajetória apresenta um comportamento mais

objetivo com relação ao movimento em direção ao destino final.

Para verificar a influência do parâmetro λ na variabilidade das trajetórias de um modo

sistemático, analisou-se a variância da variável aleatória do ângulo de desvio de heading, cuja

função densidade de probabilidade fA(α) é dada na equação (3.21). Esta variância pode ser

obtida pela definição clássica, supondo média nula:

σ2
folha(λ) =

∫ π

−π

α2cλe−λ|α|dα, c =
1

2(1− e−λπ)
(3.47)

Utilizando novamente a ferramentaWolfram Alpha, calculou-se a integral em (3.47), obtendo
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Figura 3.19: Trajetória modelada por perfil “folha” (λ = 5).

o seguinte resultado, em função do parâmetro λ:

σ2
folha(λ) = −π2λ2 + 2πλ− 2eλπ + 2

λ2(eλπ − 1)
(3.48)

A partir do resultado na equação (3.48), plotou-se o gráfico da variância σ2
folha em função do

parâmetro λ, dado na Figura 3.20.
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Figura 3.20: Variância para o perfil “folha”.

Observando o gráfico da Figura 3.20, note que, para valores a partir de λ = 4, a variância

começa a se estabilizar em um valor próximo de zero. Este gráfico mostra também que o

aumento do parâmetro λ influencia diretamente no aumento da objetividade das trajetórias,
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ou seja, maior o valor de λ, mais objetivo é o indiv́ıduo, e vice-versa. No entanto, a partir de

λ = 4, o aumento desta objetividade passa a ser impercept́ıvel, devido à estabilização de σ2
folha

em valores baixos.

Perfil “Balão”

O terceiro e último teste leva em conta o perfil “balão”. As Figuras 3.21 e 3.22 retratam as

trajetórias para os valores σ = 0.1 e σ = 1.0, respectivamente, sendo que as pequenas flechas

azuis representam a direção do vetor velocidade e, consequentemente, o ângulo de desvio de

heading.
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Figura 3.21: Trajetória modelada por perfil “balão” (σ = 0.1).
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Figura 3.22: Trajetória modelada por perfil “balão” (σ = 1.0).
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O terceiro caso apresenta o seguinte comportamento: para um valor baixo de σ, a trajetória

é praticamente direta em relação ao destino final, bastante objetiva; para um valor dez vezes

maior, a trajetória se torna mais variante sob o ponto de vista da direção tomada. Nota-se que

a objetividade do indiv́ıduo é inversamente proporcional ao parâmetro σ. Este fenômeno é espe-

rado, pois quanto maior a variância, maior a variabilidade da trajetória (menor objetividade),

e vice-versa.

Dos três casos testados, pode-se dizer que os perfis “folha” e “balão” são aqueles que melhor

podem reproduzir diversos tipos de trajetórias, com mais objetividade ou menos objetividade.

No caso do perfil “gota”, independentemente de variações consideráveis sobre o parâmetro n, as

trajetórias mostraram ter aproximadamente o mesmo comportamento. Isso pôde ser comprovado

pela análise da variância determinada a partir da função densidade de probabilidade fA(α).

O perfil “balão” tem a vantagem de poder ser modelado diretamente por uma gaussiana,

trazendo um apelo especial para o ponto de vista da filtragem, algo que será discutido com mais

detalhes no Caṕıtulo 5.

3.3 Śıntese de Caṕıtulo

Neste caṕıtulo, três tipos de perfis estat́ısticos foram propostos. Estes são perfis do ângulo

α de desvio de direção ou de heading dos indiv́ıduos, que traz a informação da direção na

qual o indiv́ıduo está se movimentando. Estes perfis baseiam-se na definição das distribuições

acumuladas e funções densidade de probabilidade da orientação. O perfil “gota”, este com

uma distribuição angular mais espalhada, o perfil “folha”, com uma distribuição que dá uma

caracteŕıstica mais objetiva para cada um dos indiv́ıduos e o perfil “balão”, que possui um

espalhamento maior dos ângulos em relação à gota. Foi observado também que os parâmetros

n, λ e σ dos perfis “gota”, “folha” e “balão”, respectivamente, são responsáveis pela objetividade

do indiv́ıduo. A objetividade é a caracteŕıstica do indiv́ıduo que define como ele se dirige ao seu

destino, ou de uma forma mais direta (mais objetivo) ou menos direta (menos objetivo).

Para cada um dos perfis propostos, foi realizado um teste para verificar o comportamento da

objetividade de cada perfil, modificando os valores de seus respectivos parâmetros. Observaram-

se caracteŕısticas interessantes como, por exemplo, o perfil “gota” tem uma baixa sensibilidade

a alterações significativas no valor de n, enquanto o perfil “balão”modifica-se consideravelmente

ao ajustar minimamente o desvio-padrão σ. No caso do perfil “folha”, a sensibilidade é razoável,

quando se modifica o valor de λ. A influência dos parâmetros n, λ e σ foi verificada através da

análise das variâncias relativas à variável aleatória do ângulo de desvio de heading, comprovando

os resultados obtidos no teste de objetividade.
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Capı́tulo 4
Simulador de Trajetórias de Indiv́ıduos

Em problemas que envolvam o rastreamento de trajetórias, sejam de alvos manobrantes

como aviões, jatos, helicópteros, etc. ou de véıculos terrestres e indiv́ıduos, é essencial que se

façam os estudos destas trajetórias sob o ponto de vista de simulação computacional para que,

futuramente, esse estudo seja aplicado adequadamente em situações reais.

Em (Frencl 2010), foram feitos testes de filtros estocásticos para estimativa de estados de

alvos manobrantes no espaço, em que tais trajetórias foram baseadas em um simulador cujas

trajetórias resultantes eram bastante verosśımeis em relação aos movimentos executados por

aviões executando manobras no ar. Em (Frencl & do Val 2013), foi proposto um simulador

básico para a geração de trajetórias de indiv́ıduos, com base em cálculos mais simples, porém

com bons resultados.

Nas seções a seguir, o objetivo principal é reformular e aprimorar o simulador apresentado em

(Frencl & do Val 2013), criando modelos de simulação mais complexos para os movimentos dos

indiv́ıduos e, consequentemente, para as suas respectivas trajetórias. O simulador proposto, não

só terá a introdução da influência dos terrenos em que os indiv́ıduos se locomovem, nivelados pela

dificuldade de regiões deste terreno como, por exemplo, obstáculos, edif́ıcios etc., mas também

haverá a adoção dos perfis probabiĺısticos para a velocidade e ângulo de heading, apresentados

no Caṕıtulo 3.

4.1 Tipos de Terrenos

Neste momento serão introduzidos os cenários nos quais serão realizadas as simulações das

trajetórias de indiv́ıduos. Cada um dos cenários será composto por certos tipos de terreno,

os quais são classificados pela dificuldade para o indiv́ıduo se locomover. Os tipos de terreno

podem ser nivelados da seguinte maneira:

• obstáculo intranspońıvel (montanhas, prédios, grades, pedras etc.)

• terreno dif́ıcil (pedregulhos, poças etc.)

• terreno fácil (ruas, calçadas etc.)

• terreno livre (gramados, praças, campo aberto etc.)

73
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Além destes tipos de terreno, existem os geradores e sorvedouros de trajetórias, que podem

ser interpretados da seguinte maneira:

• gerador de trajetórias: portas, estações etc.

• sorvedouro de trajetórias ou destino final: entrada de edif́ıcios etc.

Cada um deles está associado a uma cor espećıfica, além de geradores e sorvedouros de

trajetórias, também definidos por cores próprias. A associação entre cores e terrenos é dada

pela seguinte tabela:

Tabela 4.1: Tipo de Terreno & Cor Associada.

Tipo de Terreno Cor Associada

Obstáculo Intranspońıvel Vermelho
Terreno Dif́ıcil Amarelo
Terreno Fácil Azul
Terreno Livre Verde

Gerador Magenta
Sorvedouro Preto

A dificuldade de movimentação em cada um dos terrenos pode ser traduzida por uma carac-

teŕıstica numérica denominada “facilidade do terreno”, ou ft ∈ [0, 1]. Esta caracteŕıstica, que é

fixa para cada um dos tipos de terreno, determina a tendência do indiv́ıduo em parar (e mudar

de direção) ou continuar seu movimento, dependendo do terreno onde está sendo realizada a

trajetória. O terreno verde possui ft = 1, ou seja, neste terreno, a tendência é o indiv́ıduo

realizar sua trajetória normalmente. Nos casos de terrenos azuis e amarelos, 0 < ft < 1, isto

é, as chances do indiv́ıduo parar e trocar de direção aumentam, pelo fato do terreno ser mais

dificultoso. No caso do terreno vermelho, ft = 0; neste caso, se o indiv́ıduo atinge um terreno

vermelho, imediatamente ele para e troca sua direção de movimentação para evitar o obstáculo

intranspońıvel.

Na Figura 4.1, é apresentado um tipo de cenário, envolvendo todos os tipos de terrenos

listados acima, inclusive um gerador e alguns sorvedouros de trajetórias.

Observando a Figura 4.1, pode-se notar que o terreno em vermelho com sorvedouros de

trajetórias em torno deste tipo de terreno tem o intuito de representar um local que serve

como uma espécie de destino final para os indiv́ıduos, isto é, as trajetórias que chegam a este

sorvedouro são eliminadas do cenário.

4.2 Simulador

O simulador de trajetórias, que será proposto nesta seção, engloba os dois principais assuntos

abordados no Caṕıtulo 3 e na Seção 4.1, ou seja, os perfis “gota”, “folha” e “balão” e os terrenos

por onde os indiv́ıduos se movimentam, gerando trajetórias diversas. Algo a ser destacado é
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Figura 4.1: Tipos de terreno.

o fato destas trajetórias, por enquanto, não terem rúıdos adicionados à medidas, nem medidas

espúrias como clutter e alarme falso. Estes detalhes serão introduzidos no caṕıtulo seguinte, em

que serão discutidos os modelos dinâmicos individuais para cada pessoa e os modelos de medida

para o radar, ambos sob o ponto de vista da filtragem estocástica multi-alvo.

Este simulador em questão tem como objetivo gerar trajetórias que sejam bastante verosśı-

meis ao movimento de pessoas reais caminhando ou correndo. Estas trajetórias geradas seguem

os três tipos de fenômenos citados anteriormente, os quais motivaram a formulação dos mo-

delos matemáticos via CAF apresentados no Caṕıtulo 1: trajetórias que se mantiveram ativas

em relação ao instante anterior, novas trajetórias nascidas espontaneamente e novas trajetórias

geradas via spawn.

Nas seções a seguir, serão apresentadas as etapas principais que fazem parte da estrutura do

simulador de trajetórias de indiv́ıduos: caracteŕısticas dos indiv́ıduos, o papel dos sub-destinos

e a evolução das trajetórias para cada indiv́ıduo.

4.2.1 Caracteŕısticas de Indiv́ıduos

Cada um dos indiv́ıduos possui caracteŕısticas próprias como, por exemplo, velocidade média,

oscilações de velocidade em torno de um valor médio e continuidade, sendo que este último dá

informações da frequência com que o indiv́ıduo para de caminhar ou correr.

Estas três caracteŕısticas citadas compõem o vetor de parâmetros ai = [v̄i σvi ci] do i-ésimo

indiv́ıduo, em que v̄i é a velocidade média do indiv́ıduo, σvi é o desvio de velocidade em torno de

v̄i e ci ∈ [0, 1] é o parâmetro de continuidade do indiv́ıduo, sendo que 0 equivale um indiv́ıduo

parado e 1 equivale a um indiv́ıduo que não tem paradas durante sua trajetória.

Para cada indiv́ıduo, são pré-definidos alguns vetores de parâmetros que caracterizam certos

indiv́ıduos e estes vetores são agrupados em um conjunto A = {a1, . . . , an}. A cada indiv́ıduo

gerado, um vetor de parâmetros do conjunto A é sorteado para aquele indiv́ıduo espećıfico.

Além destas caracteŕısticas, os indiv́ıduos, no momento em que surgem no cenário, recebem
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a informação de posição do seu destino final. Essa informação é fornecida para o indiv́ıduo

através de uma escolha aleatória dentre os posśıveis destinos finais dispońıveis no cenário.

4.2.2 Sub-destinos

Para definir como as trajetórias percorrem os caminhos até o destino final, é necessário

introduzir um novo tipo de terreno, que possui as mesmas caracteŕısticas do terreno verde,

porém tem uma função importante para direcionar as trajetórias geradas aos seus respectivos

destinos finais, representados pela cor preta:

• ciano: sub-destino

O terreno “sub-destino” são pequenos pontos em ciano inseridos no cenário cuja função é

auxiliar nas direções das trajetórias no cenário de tal forma a levá-las ao destino final. Cada

sub-destino possui um raio de cobertura, previamente determinado pelo usuário, que serve para

“alertar” à trajetória que um sub-destino foi atingido, fazendo com que um novo sub-destino seja

atribúıdo àquela trajetória. A Figura 4.2 apresenta um exemplo de cenário que possui alguns

sub-destinos entre os quadriláteros vermelhos.
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Figura 4.2: Cenário com sub-destinos (pontos em ciano).

Note que os indicadores em ciano também aparecem imersos nos terrenos em preto; o intuito

dessa inserção é o mesmo dos outros sub-destinos, com a única diferença de que, ao atingir esta

região, a trajetória é eliminada. Além disso, estes sub-destinos não possuem raio de cobertura,

pois, por fazerem parte do destino final, não possuem sub-destinos acesśıveis. Observe também

que o gerador de trajetórias (magenta) também deve possuir sub-destinos acesśıveis para que

as trajetórias tenham uma direção inicial para percorrer.

Para que sejam determinadas as escolhas dos sub-destinos, primeiramente, com o conhe-

cimento do mapa do cenário, são definidos previamente pelo usuário, para cada um dos sub-

destinos, os sub-destinos chamados de acesśıveis. Estes sub-destinos acesśıveis nada mais são do
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que os sub-destinos ao quais se pode alcançar a partir do sub-destino atual. Os sub-destinos, na

maioria das vezes, estão posicionados em cruzamentos e encruzilhadas em que o indiv́ıduo deve

optar por uma das posśıveis alternativas de caminho. Na Figura 4.3, apresenta-se um exemplo

de sub-destinos acesśıveis, a partir de um sub-destino espećıfico.
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Figura 4.3: Exemplo de sub-destinos acesśıveis, indicados pelas setas.

Definidas a lógica nas relações entre os sub-destinos, será apresentada uma técnica simples

que realiza as interações entre as trajetórias e os sub-destinos. Definidos as posições e os raios

de convergência de cada um dos sub-destinos, considere que uma trajetória foi iniciada pelo

gerador. As trajetórias ao serem iniciadas, elas recebem a informação da posição, de forma

aleatória, do seu destino final. A partir do momento em que o destino final foi atribúıdo a

uma trajetória, realiza-se uma comparação vetorial entre nv vetores, que são os formados pela

posição do indiv́ıduo e sub-destinos acesśıveis e o formado pela posição do indiv́ıduo e o destino

final, exemplificada no caso de dois sub-destinos pela Figura 4.4.

Com os vetores de sub-destinos e destino final relativos à posição do indiv́ıduo constrúıdos

(Figura 4.4), calcula-se o produto escalar entre o vetor relativo ao destino final e cada um dos

vetores formados pelos sub-destinos e a posição atual. O sub-destino, cujo vetor for aquele

responsável pelo maior valor dentre os produtos escalares calculados com o vetor relativo ao

destino final, é o escolhido para ser o próximo sub-destino. Nos instantes de tempo seguintes,

este procedimento é repetido todas as vezes em que a trajetória do indiv́ıduo atingir o raio de

cobertura do sub-destino ao qual ele está se dirigindo. Dessa forma, o indiv́ıduo escolhe uma

sequência de sub-destinos que o leva ao destino final.

4.2.3 Evolução das Trajetórias para um Indiv́ıduo

Nas simulações para gerar a evolução das trajetórias dos indiv́ıduos, a cada novo indiv́ıduo

gerado dentro do cenário (em k = 0, em k > 0 ou spawning), são definidas suas caracteŕısticas

próprias, dadas pelo vetor ai (Seção 4.2.1), além das respectivas posições dos seus destinos finais.
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Figura 4.4: Exemplo – Comparação vetorial para tomada de decisão.

Para cada instante de tempo da simulação, é feito um teste, para cada indiv́ıduo, relativo à

caracteŕıstica de continuidade do indiv́ıduo ci. Realiza-se um sorteio de uma variável aleatória

uniforme U(0, 1) e compara-se o resultado deste sorteio com o valor de continuidade associado

àquele indiv́ıduo. Se a continuidade for menor do que o valor resultante do sorteio, o indiv́ıduo

é considerado parado; caso contrário, o indiv́ıduo está em movimento e os cálculos de evolução

são executados normalmente. No caso do indiv́ıduo parar, no momento em que ele retornar à

movimentação, ele inicia sua trajetória com uma nova direção.

Ao chegar a um sub-destino, um novo sub-destino é determinado através do produto escalar

(Seção 4.2.2). Calculada a posição do novo sub-destino, um vetor unitário u é determinado com

base em uma soma ponderada de outros dois vetores unitários, o vetor velocidade atual unitário

v′
u e o vetor unitário da posição atual do indiv́ıduo em relação ao próximo sub-destino du. Essa

soma ponderada é dada por:

u = θv′
u + (1− θ)du (4.1)

θ ∼ U(0, 1) (4.2)

A partir do vetor resultante em (4.1), é posśıvel determinar o valor do ângulo de heading

atual α′, relativo a sua direção em relação ao próximo sub-destino. Este ângulo é simplesmente

obtido pelo ângulo formado entre este vetor e o eixo das abscissas.

Em seguida, determina-se o valor do passo, que nada mais é o espaço percorrido pelo in-

div́ıduo entre dois instantes de tempo. Para realizar tal cálculo, é necessário primeiramente

determinar o módulo da velocidade caracteŕıstica s, que é baseada no parâmetros v̄i e σvi e é

dado por:

s = v̄i ± σviu1 (4.3)

em que u1 é uma variável aleatória que possua qualquer distribuição com média nula. Em

seguida, a magnitude do deslocamento é facilmente calculado pelo produto s.dT , em que dT é
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o tempo de amostragem.

Com o valor do deslocamento determinado, o passo seguinte é obter o valor de α para o

instante seguinte utilizando um dos sorteios dos perfis apresentados na Seção 3.1, “gota”, “folha”

ou “balão”. Desta forma, o ângulo de heading α′ é atualizado na forma:

α = α′ +










π
1− n1−2u2

n− 1
, u2 ∈ [0, 0.5)

π
n2u2−1 − 1

n− 1
, u2 ∈ [0.5, 1.0]

, Perfil “gota”






1

λ
ln

(
u2 + ce−λπ

c

)
, u2 ∈ [0, 0.5)

1

λ
ln

(
c

2c− (u2 + ce−λπ)

)
, u2 ∈ [0.5, 1.0]

, Perfil “folha”

erf−1(2u2 − 1)
√
2σ , Perfil “balão”

(4.4)

lembrando que u2 ∼ U(0, 1) e que c é dada pela expressão em (3.33).

Por fim, os vetores posição p ∈ R
2 e velocidade v ∈ R

2 são atualizados pelas seguintes

expressões:

p = p′ + s′dT

[
cos(α′)
sen(α′)

]
(4.5)

v =
p− p′

dT
= s′

[
cos(α′)
sen(α′)

]
(4.6)

Os cálculos realizados aqui são considerados para um intervalo de tempo de k (α′, p′) para

k + 1 (α, p). Note que o vetor velocidade do indiv́ıduo depende da posição, que por sua vez

depende do ângulo de direção. Esta dependência entre vetor velocidade e o ângulo de heading

pode ser observada na equação (4.6), em que há uma relação direta entre estas duas grandezas.

Resumindo, pode-se reescrever as equações (4.3)–(4.6), considerando p = [x y]T e v =

[vx vy]
T na seguinte forma matricial:




x
y
vx
vy
s
α



=




1 0 0 0 cos(α′)dT 0
0 1 0 0 sen(α′)dT 0
0 0 0 0 cos(α′) 0
0 0 0 0 sen(α′) 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1







x′

y′

v′x
v′y
s′

α′



+




0
0
0
0

v̄i ± σviu1

α(u2)




(4.7)

4.3 Exemplo de Simulação

Para exemplificar os conceitos apresentados aqui sobre o simulador, um cenário com traje-

tórias será apresentado aqui, de tal forma a exibir o funcionamento do simulador. Aqui será
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adotado apenas um único vetor ai = [1.5 0.5 1.0]. Quanto ao perfil probabiĺıstico escolhido,

optou-se por utilizar o perfil “balão” com σ = 0.5.

A Figura 4.5 mostra uma simulação de duas trajetórias geradas no topo do cenário, composto

por diversos obstáculos intranspońıveis, e tais trajetórias tem como destino final uma das regiões

em preto na base do cenário. As setas em azul indicam a direção em que o indiv́ıduo está se

locomovendo.
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Mapa do Cenário – σ = 0.5

Figura 4.5: Exemplo do Simulador de Trajetórias de Indiv́ıduos – Realização 1.

O simulador pode comportar quantas trajetórias forem necessárias, porém visualmente não

se pode explorar adequadamente, já que o cenário ficaria saturado de trajetórias em um único

gráfico. Para verificar o comportamento do simulador com outro valor para σ, foi gerada a

simulação ilustrada na Figura 4.6. O valor de σ utilizado foi de 0.1, trazendo uma maior

objetividade no movimento dos indiv́ıduos em relação às suas tomadas de decisão quanto aos

sub-destinos e destino final.

4.4 Śıntese de Caṕıtulo

Neste caṕıtulo, foram discutidos os aspectos que formam o simulador de trajetórias de indiv́ı-

duos proposto. Uma das principais ideias apresentadas foi relacionada aos perfis de distribuição

de probabilidade que pudessem modelar o ângulo de direção ou heading do indiv́ıduo.

Em seguida, foram introduzidos os tipos de terreno nos quais serão definidas as trajetórias

dos indiv́ıduos. Estes terrenos são distintos pela dificuldade de se atravessá-los, sendo que as

dificuldades são definidas pelas cores atribúıdas a cada um dos terrenos que fazem parte do

mapa. Além dos diversos terrenos, definiu-se também os geradores e sorvedouros de trajetórias,

além dos pontos indicadores dos sub-destinos.

Os indiv́ıduos se deslocam no cenário evitando os obstáculos que impossibilitam a caminhada

(terreno vermelho) ou dificultam a caminhada (terrenos amarelos e azuis). Cada um dos tipos

de terreno tem a sua objetividade própria na caminhada do indiv́ıduo em direção a um destino
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Mapa do Cenário – σ = 0.1

Figura 4.6: Exemplo do Simulador de Trajetórias de Indiv́ıduos – Realização 2.

no cenário pré-determinado. Dependendo da estrutura dos obstáculos, é preciso definir os sub-

destinos, escolhidos de forma a levar o indiv́ıduo ao seu destino, sempre produzindo um caminho

próprio e aleatório.

Também foram detalhadas as etapas necessárias para que os valores de posição e de veloci-

dade para a evolução da trajetória fossem determinados. Tais passos envolvem os cálculos da

determinação do ângulo de heading, que dá a direção de movimento do indiv́ıduo. Este ângulo

é determinado a partir do sorteio baseado nas distribuições dos perfis “gota”, “folha” ou “balão”.
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Capı́tulo 5
Modelos Dinâmicos e de Medidas para Filtragem

Estocástica

Em todo problema de rastreamento, seja de um único alvo ou de múltiplos alvos, é primordial

obter o modelo matemático individual para cada objeto e para o radar com o intuito de utilizá-

los no processo de filtragem estocástica ou estimativa de estados. No caso do rastreamento de

indiv́ıduos, não é diferente.

No caso de modelos dinâmicos para alvos manobrantes (aviões, helicópteros etc.), é posśıvel

encontrar diversos tipos de modelos dinâmicos na literatura, como os apresentados em (Li &

Jilkov 2003). Os modelos dinâmicos mais comuns para reproduzir matematicamente os mo-

vimentos das manobras realizadas por aviões são os modelos de velocidade constante (CV –

Constant Velocity) e o de giro constante (CT – Constant Turn). O primeiro é o mais simples de

todos, pois é a reprodução matemática de um movimento em linha reta, em que o alvo se move

com uma velocidade aproximadamente1 constante. O segundo modelo descreve as trajetórias

curvas, em arcos de circunferências. Neste caso, além dos estados cinemáticos comuns (posição,

velocidade, aceleração), o modelo também leva em consideração a velocidade angular ou taxa

de giro ω com a qual o alvo executa a curva.

Para o modelo do radar, é preciso adotar um modelo de medidas. Em (Li & Jilkov 2001), são

discutidos os diversos tipos de modelos de medidas que são mais utilizados. Dentre tais modelos,

os mais comuns são os modelos de medida em coordenadas cartesianas e coordenadas esféricas.

O primeiro modelo leva em conta diretamente as posições nos eixos coordenados do alvo em

questão. O segundo modelo—em coordenadas esféricas—é bastante comum, pois é como os

radares obtêm as suas medidas, como o Radar SABER M60 da empresa Bradar. No entanto,

na maioria das vezes, é preciso fazer a conversão de coordenadas esféricas para cartesianas,

pois grande parte dos filtros estocásticos encontrados na literatura utiliza as suas equações nos

modelos cartesianos.

Como se pode notar, é comum encontrar na literatura especializada modelos matemáticos

para alvos manobrantes e para radares. Entretanto, modelos dinâmicos espećıficos para movi-

mentos de indiv́ıduos não foram encontrados. Desta forma, propõem-se neste caṕıtulo alguns

1O termo“aproximadamente”surge do fato do rúıdo introduzido no modelo, que faz o papel de uma aceleração
fict́ıcia.
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modelos matemáticos individuais para o problema de rastreamento de indiv́ıduos, para descre-

ver a dinâmica de seus movimentos do ponto de vista do radar. Note que este modelo deverá

ser mais simples e grosseiro do que o modelo de movimentação estudado nos Caṕıtulos 3 e 4,

pois deve ser baseado em um número menor de informações.

Para definir o modelo dinâmico individual, serão tomados como base o modelo de velocidade

constante e curvatura constante de aeronaves, estudado em (Blackman & Popoli 1999), e o

modelo de véıculos terrestres, apresentado em (Cui, Hong & Layne 2005). Baseados nestes

dois modelos, um novo modelo será proposto. O modelo de medidas que será tratado aqui será

baseado naqueles apresentados em (Li & Jilkov 2001). Os mais comuns são os modelos baseados

em coordenadas cartesianas e em coordenadas esféricas.

5.1 Modelo Dinâmico – Indiv́ıduos

Quando os objetos que estão sendo rastreados são aeronaves, as trajetórias realizadas por

estes véıculos são bem determinadas, com retas e curvas bem definidas. Alguns exemplos de

trajetórias podem ser encontradas em (Frencl 2010), onde foram estudadas trajetórias retiĺıneas,

em curva (com diversas intensidades de g’s2) e em loop.

Quando o objeto a ser rastreado passa a ser uma pessoa, estas trajetórias já não são tão

bem definidas quanto a de aeronaves. Os movimentos de indiv́ıduos não seguem um padrão

dinâmico tão regular, pois existem possibilidades de paradas instantâneas e mudanças bruscas

de direção e sentido, por exemplo. Desta forma, não é posśıvel obter um modelo definitivo para

o movimento de um indiv́ıduo que descreva perfeitamente a famı́lia de suas trajetórias. Com

isso, para que se tenha um modelo dinâmico adequado ao movimento de indiv́ıduos, observou-se

e analisou-se certos modelos dinâmicos e, a partir destes, foi proposto um novo modelo mais

apropriado.

O primeiro modelo estudado é utilizado para alvos manobrantes e, de certa forma, pode

ser considerado como um modelo h́ıbrido, pois há uma espécie de mistura entre os modelos

CV e CT. Este modelo é denominado de modelo de velocidade aproximadamente constante

com curvas horizontais (NCSHT – Nearly Constant Speed Horizontal Turn) e foi proposto em

(Blackman & Popoli 1999).

O segundo modelo encontrado na literatura é o modelo dinâmico para véıculos terrestres não

manobrantes, proposto em (Cui et al. 2005). Tal modelo baseia-se em funções de velocidade e

direção preferenciais, dependendo da posição em que se encontra tal véıculo. Estas preferências

são definidas através de um mapa do cenário chamado Mapa de Hospitalidade para Manobras

ou Mapa HM (Kastella & Kreucher 2005).

A partir destes dois modelos citados, uma proposta apropriada ao movimento de pessoas

será feita.

2Trajetórias em curvas são comumente medidas com base no valor da aceleração da gravidade, g = 9.8m/s2.
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5.1.1 Modelo NCSHT

O modelo dinâmico NCSHT (Nearly Constant Speed Horizontal Turn) é um modelo planar

que se baseia no seguinte vetor de estados:

x = [x y v α ω]T (5.1)

em que x e y são as posições do alvo no eixo das abscissas e das ordenadas, respectivamente, v

é o módulo do vetor velocidade, α é o ângulo de heading e ω = α̇ é a taxa de giro ou velocidade

angular. O modelo dinâmico para este modelo é fortemente não-linear e é dado pelas seguintes

equações:

x = x′ + v′
[
cos(α′)

sen(ω′dT )

ω′
− sen(α′)

1− cos(ω′dT )

ω′

]
+ νx (5.2)

y = y′ + v′
[
cos(α′)

1− cos(ω′dT )

ω′
+ sen(α′)

sen(ω′dT )

ω′

]
+ νy (5.3)

v = v′ + νv (5.4)

α = α′ + ω′dT + να (5.5)

ω = ω′ + νω (5.6)

em que νx, νy, νv, να e νω são os rúıdos de cada um dos estados, geralmente modelados por uma

distribuição gaussiana.

As não-linearidades do modelo NCSHT ficam por conta das equações envolvendo as posições

x e y. Sob o ponto de vista de movimentos para indiv́ıduos, este modelo possui informações

como a velocidade angular ω que não é relevante como parte do estado de um indiv́ıduo, já que

os movimentos de pessoas não envolvem curvas com ńıveis consideráveis de “g” assim como as

aeronaves. Desta forma, é proposto um novo modelo, baseado em alterações sobre o modelo

NCSHT, mostrado na Seção 5.1.2.

5.1.2 Modelo para Véıculos Terrestres

Um segundo modelo que é relevante para este estudo é o proposto em (Kastella & Kreucher

2005). Em (Cui et al. 2005), é realizado um estudo comparativo entre diversos tipos de filtros

estocásticos e um estudo de alguns modelos dinâmicos para véıculos terrestres não-manobrantes

e manobrantes. Estes modelos, principalmente os não-manobrantes, são caracterizados pela

preferência de movimentação dentro de um terreno, caracterizado pelo mapa HM, que representa

de forma qualitativa as preferências de velocidade e de ângulo de heading dos véıculos, no cenário

em questão. Estas preferências tentam refletir situações nas quais os motoristas tentam controlar

e manter os véıculos nas trilhas ou pistas sobre diferentes condições.

Com o intuito de adaptar modelos dinâmicos para os casos de movimentação de indiv́ıduos,

o foco será concentrado no modelo de véıculos terrestres não-manobrantes, pois o modelo de véı-

culos terrestres manobrantes não se adapta tão bem por levar em consideração grandezas como

aceleração centŕıpeta na sua estrutura. O modelo dinâmico para véıculos não-manobrantes,

considerando o vetor de estados x = [x y v α]T (sem a componente de velocidade angular ω), é
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dado por:

x = F (x′)x′ + g(v0, α0) + ν ′ (5.7)

F (x′) =




1 0 cos(α′)dT 0
0 1 sen(α′)dT 0

0 0 1− dT

τv(x′, y′)
0

0 0 0 1− dT

τα(x′, y′)




(5.8)

g(v0, α0) = dT

[
0 0

v0(x
′, y′)

τv(x′, y′)

α0(x
′, y′)

τα(x′, y′)

]T
(5.9)

em que v0(x, y) e α0(x, y) são a velocidade e ângulo de heading preferenciais, dependentes da

posição, e τv(x, y) e τα(x, y) são as constante de tempo de sistema de 1a ordem que modelam a

correção da velocidade e ângulo de heading para os valores preferenciais, também dependentes

de posição.

Em uma primeira análise, é posśıvel notar que o conceito do mapa HM se assemelha razoavel-

mente aos tipos de terreno, apresentados na Seção 4.1. Em uma comparação rápida, observa-se

que as trajetórias dos indiv́ıduos poderiam ter uma espécie de preferência por terrenos indicados

pela cor verde, pois são os terrenos livres, de fácil locomoção. Desta forma, pode-se dizer que o

modelo dinâmico para véıculos terrestre é naturalmente adaptável para o caso de trajetórias de

indiv́ıduos que percorram os terrenos descritos anteriormente.

5.1.3 Modelo Proposto

Com base nos modelos dinâmicos descritos nas Seções 5.1.1 e 5.1.2, o objetivo é propor um

modelo dinâmico que seja uma composição destes dois modelos, acrescentando modificações

e adaptações necessárias para o caso de modelos dinâmicos que reproduzam movimentos de

indiv́ıduos.

Primeiramente, o modelo NCSHT será analisado. Como se pode notar, o modelo NCSHT

possui cinco estados que compõem o vetor x, sendo um deles a velocidade angular ω. Obvia-

mente, movimentos de indiv́ıduos não produzem curvas que necessitem ser modeladas por ω.

Portanto, a variável de velocidade angular pode ser descartada aqui.

Desta maneira, o modelo dinâmico adaptado do modelo NCSHT passa a utilizar o seguinte

vetor de estados:

x = [x y v α]T (5.10)

e o respectivo modelo dinâmico passa a ser:

x = F (α′)x′ + ν ′ (5.11)

F (α′) =




1 0 cos(α′)dT 0
0 1 sen(α′)dT 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 (5.12)
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Note que o modelo representado pela equação (5.11) é mais simples do que o modelo NCSHT,

porém permanece não-linear. As funções trigonométricas cujo argumento é um dos estados, o

ângulo de heading α, permanecem, porém trata-se de uma não-linearidade não tão complexa

quanto àquelas vistas nas equações (5.2)–(5.3).

Sob o ponto de vista de filtragem, por se tratar de um modelo dinâmico não-linear, os filtros

adequados para este tipo de modelo são aqueles apresentados na Seção 2.3.4: os filtros EK-PHD

e UK-PHD. No caso espećıfico do filtro EK-PHD, é necessário obter a matriz jacobiana dada

em (2.87). A matriz jacobiana referente ao modelo proposto aqui é dada por:

JF =
∂F (α′)x′

∂x′

∣∣∣∣∣
x′=xk|k

(5.13)

=
∂

∂x′




x′ + cos(α′)v′dT
y′ + sen(α′)v′dT

v′

α′




x′=xk|k

(5.14)

=




1 0 cos(α′)dT −v′ sen(α′)dT
0 1 sen(α′)dT v′ cos(α′)dT
0 0 1 0
0 0 0 1




x′=xk|k

(5.15)

Observando o modelo dinâmico e sua matriz jacobiana, nota-se a diminuição considerável

da complexidade da sua estrutura apenas pelo fato da variável de velocidade angular ω ter sido

retirada do vetor de estados.

Em seguida, o modelo para véıculos terrestres apresentado em (5.7) é analisado. Este modelo

difere do modelo anterior pelo fato de possuir quatro funções da posição (τv, τα, v0 e α0), além

da função g(v0, α0), referente às preferências de velocidade e de ângulo de heading do indiv́ıduo.

Note que cada uma destas funções depende de informações vindas de um mapa HM, para que

se possam calcular a velocidade e ângulo de heading preferenciais.

A modificação do modelo de véıculos terrestres para um modelo de movimento de indiv́ıduos

é bastante simples, já que o modelo apresentado em (5.7) possui o mesmo vetor de estados do

modelo NCSHT.

Apenas algumas simplificações serão aplicadas como, por exemplo, tornar as funções τv(x, y)

e v0(x, y) independentes da posição, isto é, τv(x, y) = τv e v0(x, y) = v0. Com relação às funções

de preferência do ângulo de heading α, estas serão determinadas a partir de um mapa HM,

adaptado aos tipos de terreno apresentados na Seção 4.1.

Com estas primeiras adaptações e as seguintes parametrizações:

ρ =
dT

τv
(5.16)

ξ(x, y) =
dT

τα(x, y)
(5.17)

o modelo modificado para indiv́ıduos fica da seguinte forma:
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x = F (x′)x′ + g(v0, α0) + ν ′ (5.18)

F (x) =




1 0 cos(α′)dT 0
0 1 sen(α′)dT 0
0 0 1− ρ 0
0 0 0 1− ξ(x′, y′)


 (5.19)

g(v0, α0) =
[
0 0 v0ρ α0(x

′, y′)ξ(x′, y′)
]T

(5.20)

Sob o ponto de vista de filtragem, por se tratar de um modelo dinâmico não-linear, os filtros

adequados para este tipo de modelo são aqueles apresentados na Seção 2.3.4: os filtros EK-PHD

e UK-PHD. No caso espećıfico do filtro EK-PHD, é necessário obter a matriz jacobiana dada

em (2.87). A matriz jacobiana referente ao modelo proposto aqui é dada por:

JF =
∂F (x′)x′

∂x′

∣∣∣∣∣
x′=xk|k

(5.21)

=
∂

∂x′




x′ + cos(α′)v′dT
y′ + sen(α′)v′dT

(1− ρ)v′

(1− ξ(x′, y′))α′




x′=xk|k

(5.22)

=




1 0 cos(α′)dT −v′ sen(α′)dT
0 1 sen(α′)dT v′ cos(α′)dT
0 0 1− ρ 0

−α′ ∂

∂x′
ξ(x′, y′) −α′ ∂

∂y′
ξ(x′, y′) 0 1− ξ(x′, y′)




x′=xk|k

(5.23)

Os valores de v0 e ρ são pré-determinados pelo usuário, sendo que τv < dT . As funções

α0(x, y) e ξ(x, y) dependem do mapa HM adaptado aos tipos de terreno do simulador apresen-

tado na Seção 4.2. A função α0(x, y) tem como objetivo retornar o valor do ângulo de heading

preferencial referente à posição x e y. Já a função ξ(x, y) representa matematicamente o mapa

HM adaptado e tem o seguinte significado: quando o tempo de ajuste do ângulo de heading para

o ângulo preferencial é muito alto, isto é, τα(x, y) → +∞, então ξ(x, y) → 0 e o indiv́ıduo passa

a não ter um ângulo preferencial; quando ξ(x, y) passa a aumentar, então τα(x, y) diminui, o que

significa que o indiv́ıduo tende a corrigir seu ângulo de heading mais rapidamente e, portanto,

corrigindo a sua trajetória original, em direção a um destino.

Com os dois modelos nas equações (5.11)–(5.12) e (5.18)–(5.20) em mãos, é posśıvel realizar

uma composição entre estas dinâmicas de tal forma a criar um novo modelo que possa reproduzir,

de uma forma mais ampla, a dinâmica de um indiv́ıduo.

Primeiramente, deve-se distinguir duas situações: casos em que é posśıvel ter/criar um mapa

HM e casos em que não é posśıvel ter/criar.

• Sem mapa HM: existem casos em que não se tem a informação do mapa HM, seja

pela dificuldade/complexidade em construir um mapa HM, seja pelo fato de não ter tal
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mapa, seja por causa do terreno. Por exemplo, em cenários em campo aberto não é

necessário obter tal mapa, já que não haveria obstáculos. Os casos sem mapa HM acabam

impossibilitando a utilização do modelo para véıculos terrestres adaptado para indiv́ıduos,

em (5.18)–(5.20). Dessa maneira, o mais adequado a se fazer é utilizar o modelo na

expressão (5.11)–(5.12).

• Com mapa HM (modelo proposto): o modelo em (5.18)–(5.20) é o mais recomendado.

No entanto, mesmo com mapas HM, nada impede que existam regiões em que não há

direções e velocidades preferenciais. Neste caso, o modelo passa a ser o modelo dado na

equação (5.11)–(5.12). Portanto, o modelo geral aqui proposto passa a ser uma composição

entre as equações (5.11)–(5.12) e (5.18)–(5.20).

Para os casos em que é preciso obter o mapa HM, é necessário conhecer previamente o local

em que será feito o rastreamento e construir tal mapa, com base nos tipos de terreno utilizados.

Este mapa é constrúıdo basicamente em função da razão expressa por ξ(x, y) e os respectivos

ângulos de heading preferenciais α0(x, y), como é detalhado na seção a seguir.

5.1.4 Mapa de Hospitalidade para Manobras (HM)

Para se construir o mapa de hospitalidade para manobras (HM), que é equivalente a de-

terminar a função ξ(x, y) e os respectivos ângulos de heading preferenciais α0(x, y) sobre um

terreno pré-determinado. Deve-se analisar os caminhos nos quais serão realizadas as trajetórias

dos indiv́ıduos e, para cada ponto do mapa, deve-se calcular o valor de ξ(x, y). Para facilitar

os cálculos, optou-se por dividir o mapa em um gradeamento quadrado de 1m de lado, sendo

que cada vértice associa-se a um valor de ξ(x, y). Como o número de valores de ξ(x, y) é finito,

armazena-se esta função facilmente numa matriz. Por exemplo, para um mapa de nx m x ny

m, tem-se uma matriz nx × ny, em que cada elemento desta matriz contém um valor de ξ(x, y).

Para ilustrar o que foi explicado até o momento, criou-se um mapa simples de 48m × 48m

com quatro regiões vermelhas (obstáculos intranspońıveis), cinco regiões verdes (denotadas pelos

números 0–4) um gerador de trajetórias, um sub-destino e três destinos finais, como ilustrada

pela Figura 5.1.

A partir do mapa apresentado na Figura 5.1, pode-se determinar a função ξ(x, y). Esta

função é definida para cada uma das regiões do cenário. No caso da Figura 5.1, são cinco regiões

com terreno verde, quatro com regiões com terreno vermelho, três sorvedores de trajetórias, um

gerador de trajetórias e um sub-destino. Todas as regiões do cenário podem ser interpretadas

como regiões definidas por intervalos de x e y. Por exemplo, a região 0 é definida pela região

Ix × Iy, em que Ix ∈ [18, 31] é o intervalo em x e Iy ∈ [18, 31] é o intervalo em y.

Primeiramente, para os terrenos em vermelho, nos quais nenhum indiv́ıduo irá atravessar,

e nos terrenos em preto, em que se situa o destino final da trajetória, ξ(x, y) foi ajustado para

um valor padrão ξ(x, y) = 0. Nas regiões de terreno verde, ciano e magenta, a função ξ(x, y)
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Figura 5.1: Cenário simples para determinação de ξ(x, y).

adotada é definida da seguinte forma:

ξ(x, y) =





1

36
(x− 24)2 , Regiões 1 e 3

1

36
(y − 24)2 , Regiões 2 e 4

(5.24)

A função ξ(x, y) dada pela equação (5.24) possui o seguinte significado (levando em conta as

explicações dadas logo após a equação (5.23)): quanto mais próximo o indiv́ıduo estiver de um

terreno vermelho, maior será o valor de ξ(x, y) e, portanto, mais rapidamente o indiv́ıduo retoma

a sua direção preferencial; quanto mais distante o indiv́ıduo vai ficando do terreno vermelho,

menor será o valor de ξ(x, y) e, portanto, diminui a tendência pela direção preferencial.

A única exceção fica na região central do mapa (região 0), onde o terreno também é verde.

Nesta região, ξ(x, y) = 0, ou seja, o indiv́ıduo não tem uma direção preferencial. Esta escolha foi

feita para que, toda vez que um indiv́ıduo atingir esta região, ele pode escolher qualquer direção

para prosseguir. Para este caso, o modelo recai naquele definido pelas equações (5.11)–(5.12),

isto é, o modelo NCSHT modificado.

Para as regiões com terrenos em azul e amarelo, também podem ser representados por uma

superf́ıcie expressa na equação (5.24), porém, alguns valores de ξ(x, y) são adotados, arbitra-

riamente, como sendo nulos. Isso pode ser interpretado como a dificuldade de locomoção do

indiv́ıduo nestes tipos de terreno.

Como a função ξ(x, y) é definida ponto a ponto, isto é, ξ(xi, yj) com i = 1, . . . , m e j =

1, . . . , ℓ, é posśıvel construir uma matriz Mξ(i, j) = [ξ(xi, yj)] que defina o valor de ξ em cada

ponto do mapa. A Figura 5.2 mostra o resultado da função ξ(x, y) para o mapa apresentado na

Figura 5.1.

Definida a função ξ(x, y), resta definir o ângulo de direção preferencial α0(x, y). Esta função,

assim como a função ξ(x, y), depende do mapa e de seus diversos tipos de terrenos. Recuperando
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Figura 5.2: Função ξ(x, y) – Superf́ıcie em parábola.

o cenário da Figura 5.1, atribui-se números identificadores de regiões. Para entender melhor, o

cenário em questão é dividido em nove regiões: 0, 1, 2, 3, 4 e quatro regiões “∞”. As regiões “∞”

são representadas pelas regiões em vermelho, enquanto as demais regiões são partes dos terrenos

em verde. Esta divisão de regiões pode ser interpretada com uma matriz Mnslo ∈ R
48×48 da

seguinte forma3:

Mnslo =




∞ . . . ∞ 1 . . . 1 ∞ . . . ∞
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

∞ . . . ∞ 1 . . . 1 ∞ . . . ∞
4 . . . 4 0 . . . 0 2 . . . 2
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

4 . . . 4 0 . . . 0 2 . . . 2
∞ . . . ∞ 3 . . . 3 ∞ . . . ∞
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

∞ . . . ∞ 3 . . . 3 ∞ . . . ∞




48×48

(5.25)

Quando o indiv́ıduo está dentro de uma mesma região, o ângulo de heading preferencial se

mantém o mesmo. Quando este passa de uma região para outra, então um novo α0 é calculado,

exceto para o caso em que o individuo passa para a região 0, onde não há direção preferencial

e, consequentemente, o modelo NCSHT modificado é adotado (eqs. (5.11)–(5.12)). Para o caso

do cenário na Figura 5.1, as direções preferenciais ficam da seguinte forma:

• 0 → 1 : α0 = π/2

• 0 → 2 : α0 = 0

3O sub-́ındice significa “Norte-Sul-Leste-Oeste”.
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• 0 → 3 : α0 = −π/2

• 0 → 4 : α0 = π

• 1 → 0 : sem direção preferencial (modelo NSCHT modificado)

• 2 → 0 : sem direção preferencial (modelo NSCHT modificado)

• 3 → 0 : sem direção preferencial (modelo NSCHT modificado)

• 4 → 0 : sem direção preferencial (modelo NSCHT modificado)

5.2 Modelo de Medidas – Radar

Com o modelo dinâmico definido na Seção 5.1.3, resta definir o modelo de medidas para o

radar. Como já foi dito anteriormente, os modelos de medida mais utilizados para radar são os

baseados em coordenadas cartesianas e em coordenadas polares.

O modelo de medidas mais simples é aquele baseado em coordenadas cartesianas, isto é, as

medidas são simplesmente as posições x e y (Li & Jilkov 2001). Considerando o vetor de estados

x = [x y v α]T , tal modelo é definido como:

z = Hx+w (5.26)

H =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
(5.27)

Já o modelo de medidas utilizado em sistemas que envolvam radares é aquele baseado em

coordenadas polares, ou seja, as medidas fornecidas pelo sensor são o alcance r e o ângulo de

azimute θ. Este modelo também pode ser encontrado em (Li & Jilkov 2001) e é dado por:

z =

[
rm
θm

]
=

[ √
x2 + y2

arctan
(y
x

)
]
+w (5.28)

No entanto, é muito comum que as equações de filtragem sejam baseadas em coordenadas

cartesianas. Dessa forma, tais medidas devem ser convertidas de coordenadas polares para

coordenadas cartesianas, e o modelo de medidas fica da seguinte forma:

z =

[
xm

ym

]
=

[
(r + r̃) cos(θ + θ̃)

(r + r̃) sen(θ + θ̃)

]
(5.29)

em que r̃ e θ̃ são os rúıdos das medidas de alcance e de azimute. Devido à contaminação do

rúıdo na conversão de coordenadas polares para cartesianas, técnicas de despolarização devem

ser aplicadas de tal forma a evitar polarizações nas estimativas. Estas técnicas foram exploradas

e utilizadas em (Frencl 2010) para os filtros EKF e BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)

(Zhao, Li & Jilkov 2004).
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5.3 Escolha do Modelo dos Rúıdos

Uma breve discussão a ser feita é sobre qual distribuição de probabilidade deve ser adotado

para os rúıdos da dinâmica ν e de medida w nos modelos apresentados nas seções acima.

O modelo de rúıdo mais utilizado na literatura, tanto para modelos dinâmicos quanto para

modelos de medidas, é o modelo de rúıdo gaussiano. A utilização deste tipo de modelagem se

justifica pelo fato de filtros estocásticos como o KF, EKF, entre outros, serem formulados com

base em hipóteses de rúıdos gaussianos. No entanto, pode-se questionar se a hipótese da escolha

de uma distribuição gaussiana faz sentido para os modelos apresentados nas Seções 5.1 e 5.2.

Considerando os estados de posição x e y e de velocidade v, é bastante razoável assumir um

modelo gaussiano para os seus respectivos rúıdos, tanto na dinâmica quanto nas medidas (no

caso de x e y). Já para o ângulo de heading α já é preciso algumas considerações. A escolha de

um modelo com distribuição gaussiana para o rúıdo é validada pelas discussões no Caṕıtulo 3

acerca dos perfis de movimento propostos.

O perfil “balão”, que é formado a partir de uma função densidade de probabilidade gaussiana,

é razoável e foi adotado nos sorteios de α, com resultados plauśıveis, vide Figuras 3.21 e 3.22.

Note que, neste caso, a equação da dinâmica do ângulo de heading, dada por:

α = α′ + erf−1(2u− 1)
√
2σ, u ∼ U(0, 1) (5.30)

Dessa maneira, o rúıdo da dinâmica ν passa a ter uma distribuição gaussiana, ou seja,

ν ∼ NV (0, Q), em que Q é a matriz de covariância. Já o rúıdo da medida passa a ter uma

distribuição gaussiana, ou seja, w ∼ NW (0, R), em que R é a matriz de covariância.

Como foi apresentado aqui e verificado no Caṕıtulo 3, pode-se assumir a distribuição gaus-

siana para o rúıdo da dinâmica, tendo como justificativa a modelagem do perfil “balão”. Esta

hipótese de distribuição gaussiana no rúıdo da dinâmica pode se estender aos outros perfis,

“gota” e “folha”, de forma aproximada, já que se tratam de perfis baseados em outros tipos de

distribuições de probabilidade que não seriam tratados por filtros do tipo KF. Pode-se concluir

que o perfil “balão” permite a utilização dos perfis “gota” ou “folha” no simulador apresentado

no Caṕıtulo 3, por terem caracteŕısticas mais realistas.

Outro motivo importante para que se possa assumir a distribuição gaussiana para o rúıdo

da dinâmica—aqui dizendo respeito também ao rúıdo das medidas—é o fato do filtro escolhido

para utilização é o filtro GM-PHD, o qual é definido através da hipótese de rúıdos de dinâmica

e de medidas serem modelados por distribuições gaussianas.

5.4 Śıntese de Caṕıtulo

Neste caṕıtulo, foram tratados os modelos matemáticos utilizados na etapa de filtragem.

Como na literatura não se encontra quaisquer modelos dinâmicos espećıficos para o movimento

de indiv́ıduos, a proposta apresentada foi de combinar dois tipos de modelos dinâmicos, um

para trajetórias de aeronaves em reta e curva e outro para véıculos terrestres com preferências

de movimentação, sendo que destes modelos obtém-se o de movimentação de indiv́ıduos.

O primeiro modelo dinâmico, o modelo NCSHT, leva em conta trajetórias em linha reta e em

curvas, estas representadas pela velocidade angular ω. Como em trajetórias de indiv́ıduos não
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ocorrem curvas que necessitem ser descritas por velocidades angulares, este estado é eliminado na

adaptação para um modelo dinâmico para indiv́ıduos. O segundo modelo baseia-se em véıculos

terrestres não-manobrantes, que executam trajetórias tomando como base um mapa que indica

os caminhos preferenciais para movimentação. A proposta é combinar estes dois modelos para

casos em que há ou não a informação do mapa HM pela variação de parâmetros caracteŕısticos

do modelo.

Os modelos de medida apresentados são os modelos padrões para um problema de rastre-

amento: baseado em coordenadas cartesianas e baseado em coordenadas polares. O primeiro

é o mais simples, pois se trata de um modelo linear. Já o modelo polar é o mais utilizado

em sistemas de radares, porém, para este tipo de modelo, o problema de polarização deve ser

tratado para evitar posśıveis erros nas estimativas.

Finalmente, uma discussão é feita em torno da escolha dos rúıdos aditivos para os modelos

matemáticos. O rúıdo gaussiano é a escolha feita, sendo que esta escolha é plauśıvel, dado o

perfil probabiĺıstico para movimentação do tipo “balão”, estudada no Caṕıtulo 3, cuja estrutura

baseia-se em uma distribuição gaussiana.



Capı́tulo 6
Simulações e Testes

Com o objetivo de testar as propostas desenvolvidas na Parte II desta tese, foram elaboradas

algumas simulações. As simulações propostas foram divididas em quatro testes. O primeiro

deles leva em consideração o comportamento dos perfis probabiĺısticos para movimentação de

indiv́ıduos (“gota”, “folha” e “balão”).

O segundo teste prevê uma comparação de desempenhos entre três dos filtros multi-alvo

abordados: GM-PHD, EK-PHD e UK-PHD. Este teste de desempenho consiste em três métodos

de avaliação:

1. Erro RMS entre posição real e estimada como função do tempo & valor médio;

2. Tempo de execução;

3. Estimativa do número de alvos.

O primeiro método de avaliação é aplicado a uma única trajetória de um indiv́ıduo (avaliada

sobre um número de realizações). O motivo é que, para avaliar o desempenho dos filtros, como

no primeiro teste, não é necessário avaliar n trajetórias separadas, basta uma trajetória de um

indiv́ıduo. A avaliação do erro RMS é feita baseado na diferença entre o valor verdadeiro e o

valor estimado do vetor de estados, isto é:

RMSk =

√∑Nk

i=1 (xi − x̂i)
2

Nk

(6.1)

No entanto, mesmo aplicando os algoritmos de corte e fusão e extração de estado (Seção

2.4), podem existir instantes de tempo em que o filtro produza mais de uma estimativa para um

único ponto da trajetória. Dessa forma, com o intuito de “punir” o filtro, o valor RMS naquele

instante de tempo passa a ter mais parcelas na soma do numerador, ou seja:

RMSk =

√∑Nk+N ′

i=1 (xi − x̂i)
2

Nk

(6.2)

em que N ′ ≥ 1 é o número de vetores de estado estimados a mais relativos a um ponto verdadeiro

da trajetória. Por exemplo, no instante de tempo k, o filtro forneceu três estimativas do vetor

95



96 Caṕıtulo 6. Simulações e Testes

de estados relativos a um ponto da trajetória. Então, além das Nk parcelas anteriores, tem-se

que N ′ = 2, isto é, a soma no numerador receberá duas parcelas a mais devido às estimativas

extras resultantes do filtro.

O segundo e terceiro métodos são aplicados em cenários com diversas trajetórias simultâneas,

com o intuito de verificar o comportamento dos filtros quando estes são explorados com um

grande número de trajetórias, levando a um processamento elevado. Para a estimativa do

número de indiv́ıduos, que é obtida através da soma dos pesos (vide hipótese (vi) do filtro

GM-PHD), utilizou-se a sugestão dada em (Mahler 2001) por obter o menor valor inteiro mais

próximo desta soma, isto é, ⌈Nk|k⌉, com o intuito de realizar comparativos com os valores reais

do número de indiv́ıduos, os quais são valores inteiros.

O terceiro teste baseia-se em uma comparação entre os modelos dinâmicos apresentados no

Caṕıtulo 5 e o modelo de velocidade constante (CV) padrão. Esta comparação será feita levando

em conta os três métodos de avaliação listados acima para um mesmo tipo de filtro, justamente

para avaliar diretamente o impacto do modelo.

O quarto teste tem como objetivo verificar a influência do mapa HM sobre as estimativas

de um filtro estocástico. Neste teste, gráficos de espalhamento dos pontos estimados de posição

(x, y) serão analisados com o intuito de verificar a variação das estimativas em torno da trajetória

real.

Para informação, todas as simulações e testes foram executados em notebook Sony Vaio

modelo VPCEA33FB, SOWindows 7 Home Premium, processador Intelr CoreTMi3 (1a geração)

2.4 GHz, 4 GB de memória RAM.

6.1 Teste 1 – Objetividade dos perfis probabiĺısticos

O teste de objetividade dos três perfis probabiĺısticos propostos no Caṕıtulo 3 foi realizado

naquele mesmo caṕıtulo. Neste teste, foi comparado, para uma mesma situação—trajetória

retiĺınea horizontal simples—o comportamento de objetividade de cada um dos perfis, para

diferentes valores de seus respectivos parâmetros: n, λ e σ.

Os resultados obtidos nas Figuras 3.14—3.22 foram bastante esclarecedores. Para o per-

fil “gota”, o parâmetro n influencia muito pouco na objetividade de uma trajetória, mesmo

alterando em cem vezes o valor inicial de n. Apesar de ter um histograma polar com um es-

palhamento angular adequado (vide Figura 3.5), os resultados apresentaram trajetórias com

baixas objetividades.

No caso do perfil “folha”, os resultados obtidos mostraram que este perfil é razoavelmente

senśıvel ao parâmetro λ, pois com um aumento de 2.5×, a trajetória do indiv́ıduo passou a ser

mais objetiva em relação ao destino final. Além disso, este perfil dá um aspecto mais realista a

trajetória realizada. Pelos resultados apresentados e pelo aspecto verosśımil a trajetórias reais,

este perfil será o escolhido para executar os testes 2, 3 e 4 nas seções seguintes.

Por fim, no caso do perfil “balão”, os resultados foram semelhantes aos do perfil “folha”, com

a diferença na influência do seu respectivo parâmetro: para valores pequenos de σ, as trajetórias

tornam-se bastante objetivas; para valores maiores de σ, ocorre o contrário. Mesmo tendo um

perfil interessante para ser utilizado no simulador, o ponto mais importante deste perfil é a
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validação que ele oferece para que se possa escolher os rúıdos de dinâmica e de medidas dos

modelos matemáticos para filtragem com distribuições gaussianas. As discussões feitas na Seção

5.3 detalham esta discussão através da análise da variância de cada um dos perfis.

6.2 Teste 2 – Desempenho dos filtros multi-alvos

O teste de desempenho dos filtros multi-alvo será realizado usando os filtros apresentados

no Caṕıtulo 2: o GM-PHD, o EK-PHD e o UK-PHD. Cada filtro terá o seu modelo dinâmico

espećıfico. Para o filtro GM-PHD, por se tratar de um filtro baseado em hipóteses de linearidade

nos modelos, o modelo dinâmico utilizado é o de velocidade constante padrão ou modelo CV,

dado por:

F =




1 0 dT 0
0 1 0 dT
0 0 1 0
0 0 0 1


 (6.3)

sendo que o vetor de estados é dado por:

x = [x y vx vy]
T (6.4)

Já os filtros EK-PHD e UK-PHD utilizam o modelo NCSHT modificado, dado nas equações

(5.11)–(5.12). Note que, no caso do filtro EK-PHD, a matriz jacobiana é dada pela equação

(5.15).

O modelo de medidas utilizado é o modelo baseado em coordenadas cartesianas. A escolha do

modelo de medidas passa pela hipótese de que as medidas capturadas pelo radar em coordenadas

polares já foram convertidas para cartesianas, além de já terem passado pelo procedimento de

despolarização destas medidas. O intuito aqui não é focar sobre o fenômeno de polarização das

medidas, o qual já foi bastante estudado anteriormente em (Frencl 2010).

Os valores dos parâmetros utilizados para as simulações foram os seguintes:

• Parâmetro para perfil “folha”: λ = 7 (Seção 3.1.3)

• Extração de Estados: ∆ = 0.25 (Seção 2.4)

• Corte e Fusão: T = 10−5, U = 4, Jmax = 15 (Seção 2.3.3)

• Probabilidades (detecção e sobrevivência): pD = pS = 0.99

• Tempo de amostragem: dT = 1s

• Tempo de Simulação: Tsim = 45s

• Vetor caracteŕıstico: a = [1.5 0.5 1.0] (Seção 4.2.1)

• Área do terreno: A = 50× 50m2

• Função PHD referente ao clutter : κk+1(z) = λcA = 2.10−3A
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• Peso central para transformação unscented : W 0 = 2/3

• Função PHD de nascimento: bk+1|k(x) =
∑ak

i=1 0.1 · NX(x
i
b, B

i
k), em que ak é o número de

trajetórias iniciadas em k = 0, xi
b é o vetor de estados do individuo que acabou de surgir

e:

Bi
k =




22 0 0 0
0 22 0 0
0 0 1.52 0
0 0 0 1.362


 (6.5)

• Função PHD de spawn: bk+1|k(x|x′) =
∑bk

i=1 0.05 · NX(E
i
kx

′, Gi
k), em que Ei

k é a matriz

dinâmica do modelo CV (6.3) e Gi
k = Qk.

• Matrizes de covariância:

Qk =




(1/3)2 0 0 0
0 (1/3)2 0 0
0 0 σ2

v 0
0 0 0 (0.18)2


 (6.6)

Rk+1 =

[
(0.25)2 0

0 (0.25)2

]
(6.7)

em que σ2
v = (0.18)2 para o modelo CV e σ2

v = (
√

1/12)2 para os outros modelos.

Para o primeiro método do teste de desempenho, isto é, a avaliação do erro RMS entre

posição estimada e verdadeira, basta criar uma trajetória padrão de um indiv́ıduo para avaliar

tal erro. Desta forma, criou-se uma trajetória sobre o cenário dado na Figura 6.1 e, a partir

desta trajetória, foram simuladas 300 realizações desta mesma trajetória1 de tal forma a obter

gráficos da evolução do erro RMS em relação ao tempo e do valor médio de erro RMS relativos

às 300 realizações.

A partir do cenário na Figura 6.1, para cada uma das realizações, foram criadas medidas

imersas sob alarmes falsos e clutter, como pode-se observar na Figura 6.2. Um exemplo de esti-

mativas relativas a esta realização pode ser visto na Figura 6.3. Este gráfico contém estimativas

resultantes do filtro GM-PHD2.

Para o filtro GM-PHD, o gráfico de erro RMS em relação ao tempo para as posições x e y

com seus respectivos valores médios é ilustrado na Figura 6.4.

Observando os resultados obtidos nos gráficos da Figura 6.4, verificam-se primeiramente as

“punições” sofridas no desempenho do filtro, representadas pelos saltos sofridos nos gráficos de

erro RMS. Como já foi explicado anteriormente, estes saltos indicam o surgimento de estimativas

extras no respectivo instante de tempo.

Para o filtro EK-PHD, o gráfico de erro RMS em relação ao tempo para as posições x e y

com seus respectivos valores médios é ilustrado na Figura 6.5.

Observando os resultados nos gráficos da Figura 6.5, nota-se um resultado interessante. Em

relação às “punições” no desempenho, a quantidade é praticamente a mesma, bastando olhar

1A trajetória é sempre a mesma, porém a cada realização mudam os rúıdos das medidas e os alarmes falsos.
2Como os gráficos com estimativas são muito semelhantes, optou-se em mostrar apenas um deles.
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Figura 6.1: Cenário para avaliação do erro RMS de posição.
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Figura 6.2: Uma realização – Medidas, clutter e trajetória verdadeira.

os saltos sofridos pelo gráfico de erro RMS. No entanto, os valores de erro RMS, inclusive os

valores de RMS médios, são inferiores aos apresentados pelo filtro GM-PHD. Isso evidencia o

melhor desempenho do filtro EK-PHD em relação ao filtro GM-PHD.

Finalmente, para o filtro UK-PHD, o gráfico de erro RMS em relação ao tempo para as

posições x e y com seus respectivos valores médios é ilustrado na Figura 6.6.

Observando os gráficos da figura 6.6, é posśıvel perceber uma queda de desempenho em

relação os dois filtros testados anteriormente, tanto na evolução do erro RMS no tempo, quanto

os valores de erros RMS médios. Portanto, dos três filtros testados, o filtro EK-PHD foi o que
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Figura 6.3: Uma realização – Estimativas e trajetória verdadeira.
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Figura 6.4: Erro RMS de posição – Filtro GM-PHD.

obteve os melhores resultados de desempenho para o método de avaliação de erro RMS.

Para confirmar o bom desempenho do filtro EK-PHD, foi calculado o erro RMS médio,

relativo às estimativas de posição resultantes de cada um dos filtros, de uma maneira diferente

que desconsidera a “punição” sobre o desempenho. Para isso, calculou-se a menor distância

entre o ponto real da trajetória e cada ponto estimado através da equação a seguir:

d =

√
(x− x̂i)

2 + (y − ŷi)
2 (6.8)

A partir dos valores de distância obtidos, verifica-se o valor mı́nimo de distância para cada
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Figura 6.5: Erro RMS de posição – Filtro EK-PHD.
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Figura 6.6: Erro RMS de posição – Filtro UK-PHD.

um dos pontos reais da trajetória, isto é, dmin = min(d), mantendo apenas uma estimativa por

ponto da trajetória verdadeira. Dessa forma, os erros RMS médios (RMS) foram calculados,

resultando na Tabela 6.1.

Note que os valores obtidos na Tabela 6.1 são menores em relação aos obtidos com a poĺıtica

de “punição” no desempenho. Mesmo assim, verifica-se novamente um bom desempenho do

filtro EK-PHD, em relação aos outros dois filtros testados.

Feitos estes testes, o segundo e terceiro métodos de avaliação serão aplicados para completar

essa seção. Resumidamente, o segundo método avalia o tempo de execução de cada um dos
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Tabela 6.1: Tabela comparativa entre erros RMS médios – Teste 2.

Filtro RMSx RMSy

GM-PHD 0.29991 0.22041
EK-PHD 0.24273 0.23515
UK-PHD 0.58314 0.39079

filtros e o terceiro método avalia o desempenho quanto às estimativas do número de indiv́ıduos.

Estes dois métodos são executados em conjunto de tal forma a verificar o comportamento de

cada um dos filtros quando estes são colocados em situações computacionais “estressantes”, isto

é, com diversos indiv́ıduos locomovendo-se simultaneamente.

Para estes dois métodos de avaliação, foram consideradas 10 trajetórias iniciais, com seis

trajetórias que surgem por spawn, além das trajetórias que surgem espontaneamente. O tempo

de simulação foi aumentado para Tsim = 100s. Além disso, mais um vetor caracteŕıstico foi

levado em conta, formando o conjunto A = {a1, a2} = {[1.5 0.5 1.0] , [2.0 1.0 0.75]}. A adição

de um novo vetor caracteŕıstico possibilita o surgimento de indiv́ıduos com velocidade média

mais elevada, porém com uma continuidade do movimento mais baixa. Na Figura 6.7, aparece

o cenário empregado com todas as trajetórias que foram levadas em conta para as avaliações

pertinentes.
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Figura 6.7: Cenário para avaliação – “Estresse” computacional.

Na Tabela 6.2, encontram-se os tempos de execução de cada um dos filtros para uma reali-

zação.

Os resultados obtidos na Tabela 6.2 deixam evidente a superioridade do filtro GM-PHD, em

relação ao tempo de execução. Este resultado já era esperado pelas hipóteses de linearidade do
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Tabela 6.2: Tabela comparativa entre tempos de execução – Teste 2.

Filtro Tempo de execução

GM-PHD 28.47s
EK-PHD 53.24s
UK-PHD 71.66s

filtro já citado anteriormente. O filtro EK-PHD obteve um desempenho médio entre os três,

enquanto o filtro UK-PHD foi aquele que teve o maior dos tempos de execução. A justificativa

de tal resultado está na própria estrutura do filtro, como pode ser visto no Algoritmo 3. Além

do tempo extra necessário para a construção dos pontos sigma, as equações necessárias para

a obtenção das estimativas envolvem diversos somatórios que exigem um tempo adicional na

definição das estimativas.

Por fim, o terceiro e último método de avaliação: a estimativa do número de indiv́ıduos. Os

gráficos obtidos, que se referem aos resultados relativos a 25 realizações, podem ser encontrados

nas Figuras 6.8(a)–6.8(c).

O número escolhido para as realizações, 25, permite observar um comportamento persis-

tente e não é mais elevado devido à alta carga computacional demandada para obter diversas

realizações de um cenário com um número elevado de trajetórias presentes. Observando as

Figuras 6.8(a)–6.8(c), verificam-se poucas diferenças entre as estimativas realizadas. Todas as

estimativas, em geral, superestimam o número de indiv́ıduos no cenário, comportando-se como

um estimador polarizado. As estimativas feitas pelo filtro GM-PHD não são tão boas no ińıcio

e ficam razoáveis depois da queda acentuada de indiv́ıduos. Já o filtro EK-PHD parece inici-

almente seguir o valor verdadeiro com uma polarização, porém há uma melhora significativa

nas estimativas após a queda no número de indiv́ıduos. Por fim, o filtro UK-PHD é aquele que

aparenta ter o melhor dentre os resultados obtidos, porém no final, existem alguns picos fora

dos valores reais.

Com todos os métodos de avaliação aplicados em cada um dos filtros, pode-se concluir

que o filtro EK-PHD obteve bons resultados. Quando se têm em mãos modelos matemáticos

lineares com rúıdos gaussianos aditivos, a melhor escolha é, sem dúvida, o filtro GM-PHD. No

entanto, quando há não-linearidades nos modelos matemáticos, o filtro EK-PHD cumpre muito

bem seu papel, gerando resultados muito bons. Já o filtro UK-PHD, apesar de ter mostrado

resultados razoáveis nas estimativas do número de indiv́ıduos, seu desempenho se mostrou abaixo

do esperado quando se observa os erros RMS e o tempo de execução computacional. Dessa

maneira, o filtro EK-PHD será o escolhido para realizar os testes 3 e 4.

6.3 Teste 3 – Comparação entre modelos dinâmicos

O terceiro e último teste tem como objetivo verificar a influência dos modelos dinâmicos da

literatura—em espećıfico o modelo CV—e os propostos e discutidos no Caṕıtulo 5 no desem-

penho da estimação de estados—os modelos NCSHT e a composição proposta entre NCSHT
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Figura 6.8: Estimativa do número de indiv́ıduos

modificado e o de véıculo terrestre modificado.

Para realizar este teste de tal forma a focar apenas nos modelos, o filtro estocástico será

fixo. Com base nos resultados de desempenho obtidos na Seção 6.2, o filtro escolhido para as

comparações entre os modelos dinâmicos foi o filtro EK-PHD.

Os modelos CV padrão, NCSHT modificado e de véıculo terrestre modificado serão testados

da seguinte forma: primeiramente, o modelo CV será testado; em seguida, o primeiro modelo

proposto, NCSHT modificado, será testado; por fim, o segundo modelo proposto, NCSHT +

Véıculo Terrestre modificado, será testado (com mapa HM). Note que só é posśıvel introduzir a

informação do mapa HM quando se tem o modelo de véıculos terrestres modificado. O modelo

de medidas será novamente o modelo baseado em coordenadas cartesianas pelo mesmo motivo

descrito no teste anterior.

Os parâmetros utilizados aqui são os mesmos da Seção 6.2, porém existem parâmetros ex-

tras devido ao segundo modelo proposto, além de alguns poucos parâmetros redefinidos. Tais

parâmetros estão listados a seguir:

• Área do terreno: 48× 48m2
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• ρ = 0.01

• v0 = 1.5m/s

• Matriz Mnslo ∈ R
48×48: apresentada no Caṕıtulo 5, equação (5.25)

• Matriz Mξ(i, j) ∈ R
48×48: utilizada para construção da superf́ıcie na Figura 5.2

• Direções preferenciais α0: listadas no final da Seção 5.1.4

Para a avaliação do erro RMS entre posição estimada e verdadeira, criou-se uma trajetória

padrão de um indiv́ıduo, como realizado na Seção 6.2, sobre o cenário dado na Figura 6.9.

Novamente, foram simuladas 300 realizações desta mesma trajetória de tal forma a obter gráficos

da evolução do erro RMS em relação ao tempo e do valor médio de erro RMS relativos às 300

realizações.
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Figura 6.9: Cenário para avaliação do erro RMS de posição.

Para cada uma das realizações, foram criadas medidas imersas em alarmes falsos e clutter,

como pode-se observar na Figura 6.10. Um exemplo de estimativas relativas a esta realização

pode ser visto na Figura 6.11.

Para o filtro EK-PHD com o modelo CV, o gráfico de erro RMS em relação ao tempo para

as posições x e y com seus respectivos valores médios é ilustrado na Figura 6.12.

Para o filtro EK-PHD com o modelo NCSHT modificado, o gráfico de erro RMS em relação

ao tempo para as posições x e y com seus respectivos valores médios é ilustrado na Figura 6.13.

Por fim, para o filtro EK-PHD com o modelo proposto NSCHT + Véıculo Terrestre modifi-

cados, o gráfico de erro RMS em relação ao tempo para as posições x e y com seus respectivos

valores médios é ilustrado na Figura 6.14.

Comparando os gráficos obtidos nas Figuras 6.12–6.14, é posśıvel notar que o desempenho

obtido pelo filtro EK-PHD utilizando o modelo combinado foi o melhor dentre os resultantes.
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Figura 6.10: Uma realização – Medidas, clutter e trajetória verdadeira.
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Figura 6.11: Uma realização – Estimativas e trajetória verdadeira.

Isso mostra a importância da informação do mapa HM, que acaba trazendo estimativas mais

precisas por incluir informações sobre o cenário no filtro.

Assim como realizado no Teste 2, aqui também foi constrúıda uma tabela com os valores

de erro RMS médio para cada posição (Tabela 6.3), utilizando o método de distância mı́nima

entre posição verdadeira e estimada. Note que os valores obtidos na Tabela 6.3 confirmam o

bom desempenho do filtro EK-PHD utilizando o modelo proposto, que possui a informação do

mapa HM.

Feitos os testes de avaliação do erro RMS, o segundo e terceiro métodos de avaliação serão
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0 5 10 15 20 25 30 35
1

2

3

4

5

 

 

0 5 10 15 20 25 30 35
0.5

1

1.5

2

2.5

 

 

Erro RMS x Tempo (300 realizações)

Erro RMS

Erro RMS
RMS médio = 3.0388

RMS médio = 1.4376
E
rr
o
R
M
S
-
x
[m

]
E
rr
o
R
M
S
-
y
[m

]

t[s]

t[s]

Figura 6.12: Erro RMS de posição – Modelo CV.
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Figura 6.13: Erro RMS de posição – Modelo NCSHT modificado.

Tabela 6.3: Tabela comparativa entre erros RMS médios – Teste 3.

Modelo Dinâmico RMSx RMSy

CV padrão 0.58896 0.49007
NCSHT modificado 0.54997 0.51017

NCSHT + V. Terr. modificado 0.56209 0.44522
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Figura 6.14: Erro RMS de posição – Modelo Proposto com mapa HM.

aplicados, de forma semelhante à realizada na seção anterior. Estes dois métodos de avaliação

são feitos em conjunto de tal forma a verificar o comportamento de cada um dos filtros quando

estes são colocados em situações computacionais “estressantes”.

Foram criadas 10 trajetórias iniciais, com 6 trajetórias que surgem por spawn, além das tra-

jetórias que surgem espontaneamente durante a simulação. O tempo total de simulação foi de

Tsim = 100s e o conjunto de vetores caracteŕısticos é dado por A = {[1.5 0.5 1.0] , [2.0 1.0 0.75]}.
A Figura 6.15 mostra todas as trajetórias que foram levadas em conta para as avaliações perti-

nentes.
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Figura 6.15: Cenário para avaliação – “Estresse” computacional.
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Na Tabela 6.4, encontram-se os tempos de execução de cada um dos casos testados, lem-

brando que o filtro utilizado foi sempre o EK-PHD.

Tabela 6.4: Tabela comparativa entre tempos de execução – Teste 3.

Modelo Dinâmico Tempo de execução

CV padrão 20.41s
NCSHT modificado 19.36s

NCSHT + V. Terr. modificado 21.42s

Os resultados obtidos na Tabela 6.4 indicam que o desempenho computacional do filtro são

praticamente idênticas. Este resultado é bastante interessante, pois, independente de se ter ou

não a informação trazida pelo mapa HM, o desempenho computacional é praticamente o mesmo.

Por fim, o terceiro e último método de avaliação: a estimativa do número de indiv́ıduos.

Os gráficos, que se referem aos resultados relativos a 25 realizações, podem ser encontrados nas

Figuras 6.16(a)–6.16(c).

Observando as Figuras 6.16(a)–6.16(c), verificou-se que, dentre os casos testados, aquele com

o modelo combinado (NCSHT + Véıculo Terrestre modificados) foi o que apresentou resultados

de estimativas melhores em relação aos outros dois modelos. Isso é notável no momento em que

o número de indiv́ıduos estabiliza-se em 1, em que as estimativas poucas vezes se distanciam do

valor verdadeiro.

Com todos os métodos aplicados para cada um dos modelos apresentados, pode-se concluir

que o modelo combinado proposto trouxe resultados mais satisfatórios em relação aos outros

dois modelos, principalmente pelos resultados de erro RMS apresentados. Neste caso, existe a

informação do mapa HM. Nos casos em que não há tal informação, o modelo NCSHT ainda

pode ser uma boa escolha, pois também produziu bons resultados de desempenho.

6.4 Teste 4 – Influência do Mapa HM

Neste último teste, o objetivo é verificar como a informação do mapa HM pode influenciar na

precisão das estimativas resultantes de um filtro estocástico multi-alvo. Para isso, criou-se um

cenário, de área A = 100× 50m2, composto por um longo corredor estreito de largura 9m, por

onde é realizada uma trajetória simples com tempo total de Tsim = 60s. Esta trajetória, assim

como todas as outras deste caṕıtulo, foram geradas com base no perfil probabiĺıstico “folha”

com parâmetro λ = 7. Neste teste, o parâmetro λ será diminúıdo com o intuito de criar uma

trajetória que seja menos objetiva em relação ao seu destino final. Com isso, o valor escolhido

foi de λ = 3. Esta situação é ilustrada na Figura 6.17.

Para o cenário da Figura 6.17, foi constrúıda uma função ξ(x, y) muito semelhante àquela

descrita na Figura 5.2, utilizada para a realização do teste 3. Esta função, dada por:

ξ(x, y) =
1

25
(y − 25)2 (6.9)
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Figura 6.16: Estimativa do número de indiv́ıduos

encontra-se descrita pela superf́ıcie em parábola da Figura 6.18.

Além da função ξ(x, y), que define a matriz Mξ(i, j), é necessário construir a matriz Mnslo ∈
R

50×100, que determina a divisão de regiões do cenário e dada por:

Mnslo =




∞ . . . ∞
...

. . .
...

∞ . . . ∞
1 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 1
∞ . . . ∞
...

. . .
...

∞ . . . ∞




50×100

(6.10)

Por fim, é necessário definir o ângulo de direção preferencial α0(x, y). Observando o cenário

em questão (Figura 6.17), note que as trajetórias caminham apenas da esquerda para a direita,

ou seja, o valor de α0(x, y) é 0. Os outros parâmetros são os mesmos utilizados para os testes
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Figura 6.17: Cenário para verificação da influência do mapa HM.
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Figura 6.18: Função ξ(x, y).

anteriores.

Desta forma, o método utilizado para verificar a influência do mapa HM sobre a precisão das

estimativas é o seguinte: a partir da trajetória dada na Figura 6.17, foram criadas 600 realizações.

Estas 600 realizações aplicadas ao filtro EK-PHD forneceram 600 conjuntos de estimativas de

posição. Com estas estimativas, criou-se os gráficos em que se verifica o espalhamento destas

estimativas através de ńıveis de cores. Quanto mais largos são estes ńıveis, mais espalhados estão

os pontos estimados e vice-versa. E quanto mais avermelhada a região, maior a concentração

de pontos naquela região.
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Com o método definido, obteve-se os gráficos das Figuras 6.19(a) e 6.19(b).

Espalhamento de pontos (600 realizações)
29.54

22.32
1.38 86.47

(a) Sem mapa HM.

Espalhamento de pontos (600 realizações)
30.12

21.21
1.13 83.56

(b) Com mapa HM.

Figura 6.19: Espalhamento de pontos de posição – 600 realizações.

Note que o espalhamento de pontos na situação com mapa HM (Figura 6.19(b)) é levemente

menor do que a do caso sem o mapa HM (Figura 6.19(a)). Isso mostra que o mapa HM traz uma

influência positiva de tal forma a manter a trajetória dentro do caminho (ângulo de heading)

preferencial, no caso, α0 = 0. No entanto, pode-se notar que há uma concentração de pontos

maior no caso sem mapa HM do que no caso com mapa HM, o que pode conduzir a uma

interpretação de que o caso sem mapa HM estaria trazendo estimativas melhores por ter um

número de estimativas a mais em relação ao número de pontos da trajetória.

Para esclarecer este ponto, verificou-se o número de estimativas em excesso para os dois

casos, com e sem mapa HM, para 600 realizações, com um total de 36000 pontos de trajetória

verdadeiros, isto é, 60s × 600 realizações. Com isso, a Tabela 6.5 foi obtida.

A Tabela 6.5 mostra que para o caso com o mapa HM, há um número menor de estimativas

em excesso em relação ao caso sem mapa HM. Com este resultado, somado aos gráficos resul-

tantes na Figura 6.19, pode-se concluir que, de fato, a maior concentração de pontos no caso

sem mapa HM se dá pelo fato de existirem mais estimativas por ponto do que o caso com mapa

HM e que, portanto, o espalhamento dos pontos para o caso com mapa HM é, de fato, menor

do que o caso sem mapa HM. Há, assim, uma indicação que o uso do mapa HM tem o feito de

manter a trajetória dentro do caminho preferencial, representado pelo corredor na figura.
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Tabela 6.5: Tabela comparativa de números de estimativas em excesso.

Estimativas em Excesso Sem Mapa HM Com Mapa HM

2 19800 14400
3 1200 0

acima de 3 0 0

Com isso, conclui-se que em situações nas quais é posśıvel incluir informações vindas de um

mapa HM, acabam resultando em estimativas mais precisas.

6.5 Śıntese de Caṕıtulo

Neste caṕıtulo foram apresentados diversos simulações e testes com o intuito de validar as

propostas apresentadas nos Caṕıtulos 3–5, isto é, os modelos de movimentação para indiv́ıduos,

o simulador de trajetórias de indiv́ıduos e os modelos dinâmicos para filtragem estocástica.

Foram aplicados quatro tipos de testes de tal forma a analisar e discutir as propostas feitas

nesta tese. O primeiro deles foi apresentado inicialmente no Caṕıtulo 3 e discutido mais deta-

lhadamente na Seção 6.1. Este teste teve o objetivo de verificar a influência dos parâmetros de

cada um dos perfis probabiĺısticos na caracteŕıstica de objetividade de um indiv́ıduo em relação

ao seu destino final. Pôde-se verificar que o perfil “folha”apresentou resultados mais próximos à

movimentação de um indiv́ıduo. O perfil “balão”, baseado em uma distribuição gaussiana, tam-

bém apresentou resultados satisfatórios, porém seu papel mais importante foi a possibilidade

de justificar a escolha dos rúıdos aditivos gaussianos para os modelos matemáticos da filtragem

estocástica.

O segundo teste teve o papel de avaliar o desempenho de três dos filtros apresentados no

Caṕıtulo 2: GM-PHD, EK-PHD e UK-PHD. Pelos resultados de desempenho obtidos, o filtro

EK-PHD foi aquele que obteve os resultados mais satisfatórios nos experimentos. Foi, por essa

razão, o filtro escolhido para a aplicação do terceiro teste.

No teste de no 3, os modelos propostos no Caṕıtulo 5 foram postos à prova, através dos

mesmos métodos de avaliação aplicados no teste no 2. Dentre os modelos testados, o modelo

dinâmico composto NCSHT + Véıculo Terrestre modificados teve uma vantagem sobre os outros

dois modelos. Isso mostra a importância das informações trazidas pelo mapa HM para obtenção

de estimativas mais precisas.

Por fim, o quarto teste comprovou mais uma vez a influência positiva de se ter informações

sobre o mapa HM. Através de gráficos que analisam o espalhamento e densidade de pontos em

uma região, foi posśıvel notar um espalhamento menor de pontos em torno da trajetória do

indiv́ıduo, mostrando que ter uma direção de preferência dentro de um mapa HM traz uma

precisão melhor das estimativas.

Note que, nos testes 3 e 4, foram utilizadas apenas funções ξ(x, y) do tipo quadrática para

a representação do mapa HM. No entanto, funções do tipo ξ(x, y) = c(x− x0)
n, n ≥ 2 também

podem ser utilizadas para definir o mapa HM.
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Capı́tulo 7
Conclusões e Perspectivas

O trabalho realizado para esta tese de doutorado foi bastante extenso, com diversos resul-

tados obtidos em relação aos estudos teóricos realizados e às propostas colocadas. No ińıcio

do doutorado, houve dificuldade em criar uma base teórica relativa à teoria dos conjuntos ale-

atórios finitos, pois se trata de uma teoria bastante recente e complexa, envolvendo conceitos

matemáticos próprios. No entanto, como foi visto na tese, esta teoria possui uma aplicação

muito importante no problema de rastreamento de alvos, o que acabou motivando o aprofun-

damento teórico sobre os conjuntos aleatórios finitos. Formou-se assim uma base sólida para

seguir adiante com os estudos e propostas, principalmente nos pontos de interesse da teoria de

CAFs: os modelos matemáticos via CAF e os filtros estocásticos multi-alvos.

Os modelos matemáticos formulados via CAFs foram de suma importância para o tipo de

problema tratado. No rastreamento de indiv́ıduos, é muito comum encontrar cenários com diver-

sas trajetórias, cuja quantidade varia com o tempo, além de também existirem medidas falsas.

Este tipo de situação faz com que os modelos matemáticos via CAFs se ajustem perfeitamente

no problema em questão.

Para realizar as estimativas de estados através de técnicas de filtragem estocástica, foram

utilizados os filtros multi-alvo, formulados com base nos descritores estat́ısticos dos CAFs re-

lativos aos modelos matemáticos. Mais especificamente, foram utilizados os filtros GM-PHD e

seus variantes para modelos matemáticos não-lineares, EK-PHD e UK-PHD. A escolha do filtro

GM-PHD para estudo e implementações computacionais foi baseada pela simplicidade (indu-

zida pela hipótese gaussiana), tanto sob o ponto de vista teórico, quanto sob o ponto de vista

computacional.

Nesta tese, foram desenvolvidas três propostas, listadas abaixo:

1. Perfis probabiĺısticos para movimentação de indiv́ıduos;

2. Simulador de trajetórias de indiv́ıduos;

3. Modelo dinâmico de indiv́ıduos para filtragem.

Os perfis probabiĺısticos foram criados para trazer as caracteŕısticas de movimentações de

indiv́ıduos para o ponto de vista de simulações computacionais. Estes perfis tentam, da maneira
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mais verosśımil posśıvel, recriar caracteŕısticas das trajetórias de pessoas como mudanças re-

pentinas de direção, objetividade em relação aos destinos, interrupção nas trajetórias (posśıveis

paradas), velocidade de movimentação, entre outros.

Os três perfis propostos foram nomeados pelo formato de cada um deles: perfis “gota”, “fo-

lha” e“balão”. Cada um destes perfis tem como base distribuições e densidades de probabilidade

que dão, além do formato, as informações sobre chances de posśıveis mudanças de direção na

trajetória. Dentre os perfis propostos, o perfil “folha”, baseado em uma densidade de probabili-

dade exponencial, foi o que mostrou os resultados mais satisfatórios. O perfil “balão”, baseado

em uma densidade de probabilidade gaussiana, também apresentou resultados bons, mas sua

importância ficou no fato de formar uma justificativa para utilização de rúıdos aditivos com

distribuição gaussiana nos filtros estocásticos multi-alvos, combinando assim o modelo com a

hipótese gaussiana, essencial para os filtros do tipo KF.

Para aplicar os perfis probabiĺısticos e verificar seus comportamentos na movimentação de

indiv́ıduos, foi desenvolvido um simulador de trajetórias que reproduz situações em que há

diversos indiv́ıduos se locomovendo. Este simulador leva em conta informações sobre o tipo de

terreno em que os indiv́ıduos estão realizando as suas trajetórias. Estes terrenos são agrupados

pela dificuldade, variando de “terreno livre” (dificuldade baixa) até “obstáculo intranspońıvel”

(dificuldade elevada). Este simulador reproduz trajetórias que surgem espontaneamente e que

surgem via spawn, além de prever trajetórias já inicializadas no instante inicial.

A última das propostas teve o objetivo de propor um modelo dinâmico que conseguisse, da

melhor maneira posśıvel, representar as trajetórias do ponto de vista do filtro e fazer parte da

estrutura dos filtros estocásticos multi-alvos. Para obter o modelo dinâmico, foi proposto criar

um modelo combinado a partir de modelos encontrados na literatura, porém adaptados para

o problema de rastreamento de indiv́ıduos. O modelo proposto combinou o modelo NCSHT,

um h́ıbrido de velocidade constante com curvas horizontais para aeronaves, com o modelo para

véıculos terrestres, que possui a informação do mapa de hospitalidade de manobras (mapa HM).

Para avaliar e validar as propostas feitas nesta tese, diversas simulações e testes foram de-

senvolvidos. Estes testes envolveram a análise de desempenho dos perfis probabiĺısticos, filtros

estocásticos multi-alvo e modelos dinâmicos sobre diversos aspectos. Foram avaliados a objetivi-

dade dos perfis probabiĺısticos e erros RMS de posição, tempo de processamento computacional

e as estimativas, oferecidas pelo filtro, do número de indiv́ıduos.

Pelos resultados obtidos no Caṕıtulo 6, foi posśıvel verificar o bom desempenho geral do

filtro EK-PHD, além de bons resultados obtidos com a aplicação do modelo combinado proposto

(NCSHT + Véıculo Terrestre modificados), que possui a informação do mapa HM.

De um modo geral, o estudo feito, discutido e apresentado nos Caṕıtulos 1 e 2, formando

a base teórica da tese, as propostas definidas nos Caṕıtulos 3–5, com conceitos e ideias não

encontrados na literatura, e os resultados obtidos no Caṕıtulo 6, relativos às propostas feitas

nesta tese, forneceram um panorama adequado ao rastreamento de indiv́ıduos. Obviamente,

como o problema de rastreamento de indiv́ıduos é um assunto muito vasto, existem diversas

outras aplicações que podem ser estudadas futuramente. Algumas destas perspectivas futuras

de aplicações encontram-se a seguir.
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Perspectivas

Nesta tese de doutorado foram tratados diversos assuntos, que abre um leque de novas

posśıveis abordagens, a serem feitas futuramente. Estas abordagens são baseadas nos estudos

feitos e nos resultados obtidos na tese de doutorado.

Uma destas abordagens consiste em posśıveis comparações/combinações entre os filtros esto-

cásticos utilizados na dissertação de mestrado em (Frencl 2010)—filtro IMM (Interactive Mul-

tiple Models), composto por filtros BLUE, e o filtro de part́ıculas—e os filtros SMC-PHD e

GM-PHD. A possibilidade de combinações surge do fato da estrutura do filtro GM-PHD ser

baseada em equações de filtragem de Kalman. As etapas de predição e correção poderiam ser

substitúıdas por equações do filtro BLUE, do filtro IMM ou até mesmo do filtro de part́ıculas.

Esta abordagem requer um estudo mais detalhado e profundo sobre tais combinações.

Como nesta tese um dos filtros estudados foi o filtro EK-PHD com modelo de medidas

cartesianas, uma perspectiva de estudo interessante é a influência do modelo de medidas polar

(alcance r e ângulo de azimute θ), que é um modelo não-linear, no desempenho do filtro. Como

já foi visto no Caṕıtulo 2, o filtro EK-PHD depende do cálculo de jacobianas, sendo uma delas

relativa ao modelo de medidas Hk. O cálculo desta jacobiana depende do estado previsto, o

que pode trazer erros para os cálculos seguintes. Uma das possibilidades é utilizar a medida ao

invés do estado previsto no cálculo da jacobiana.

Uma outra perspectiva de estudo relativo aos temas tratados na tese é o problema de po-

larização de termos gaussianos no filtro GM-PHD. Depois de um certo número de iterações do

filtro GM-PHD, é posśıvel que haja uma concentração de termos gaussianos em torno das tra-

jetórias, o que pode acarretar em uma polarização indesejada. Existem algoritmos que evitam

este tipo de problema, como a reamostragem, muito comum em filtro de part́ıculas. Uma das

possibilidades é integrar a etapa de reamostragem, existente no filtro de part́ıculas, com o filtro

GM-PHD.

Outras perspectivas que podem ser tratadas futuramente estão listadas a seguir:

• Simulador aplicado à situações de pânico (crowd simulation);

• Integração entre rastreamento via simulador e rastreamento via técnicas de imagens (visual

tracking);

• Expansão do simulador para véıculos terrestres;

• Inclusão de rótulos associados às trajetórias;

• Explorar o modelo com mapa HM em situações com perfis de velocidade que dependam

do terreno (p. ex., subidas, descidas etc.).

Além das perspectivas listadas acima, mais artigos para revistas especializadas serão escritos

a partir dos resultados obtidos nesta tese de doutorado.
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Apêndice A
Regras Básicas de Diferenciação para CAFs

A.1 Regras Básicas de Diferenciação

No cálculo diferencial tradicional, existem diversas regras de diferenciação que são frequente-

mente utilizadas, não havendo a necessidade de utilizar os conceitos formais baseados em limite.

No cálculo multi-alvo acontece o mesmo, existindo uma série de regras básicas para diferenci-

ação. Ao todo, são onze regras com versões para derivadas funcionais e/ou para derivadas de

conjunto, listadas a seguir:

(i) Regra da constante;

(ii) Regra da linearidade;

(iii) Regra do monômio;

(iv) Regra da potência;

(v) Regra da soma;

(vi) Regra do produto (3 versões);

(vii) Regra da cadeia (3 versões);

Para facilitar a distinção entre as versões das derivadas, utilizaremos a seguinte notação:

“DC” indica a versão para derivada de conjunto e “DF” indica a versão para derivada funcional.

A.1.1 Regra da Constante

(DC) Seja φ(S) = K uma constante real. Então:

δφ

δY
(S) =

δ

δY
K = 0 (A.1)

(DF) Seja F [h] = K uma constante real. Então:

δF

δY
[h] =

δ

δY
K = 0 (A.2)
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A.1.2 Regra da Linearidade

(DC) Seja g(y) uma função real de y e defina a função aditiva de conjunto como sendo φg(S) =∫
S
g(y)dy. Então:

δφg

δY
(S) =





φg(S) , Y = ∅
g(y) , Y = {y}
0 , |Y | ≥ 2

(A.3)

(DF) Defina o funcional linear de g(y) como sendo F [h] =
∫
h(y)g(y)dy. Então:

δF

δY
[h] =





F [h] , Y = ∅
g(y) , Y = {y}
0 , |Y | ≥ 2

(A.4)

A.1.3 Regra do Monômio

(DC) Seja φg(S) definido como na regra de linearidade. Então, se |Y | = n e N ≥ 0:

δ

δY
φg(S)

N =






φg(S)
N , Y = ∅

n!CN,nφg(S)
N−ng(y1) . . . g(yn) , Y = {y1, . . . ,yn}, |Y | = n ≤ N

0 , |Y | > N
(A.5)

(DF) Seja F [h] definido como na regra de linearidade. Então, se |Y | = n e N ≥ 0:

δ

δY
F [h]N =





F [h]N , Y = ∅
n!CN,nF [h]N−ng(y1) . . . g(yn) , Y = {y1, . . . ,yn}, |Y | = n ≤ N

0 , |Y | > N
(A.6)

A.1.4 Regra da Potência

(DC) Seja φ(S) uma função de conjunto e N ≥ 1. Então:

δ

δy
φ(S)N = Nφ(S)N−1 δφ

δy
(S) (A.7)

(DF) Seja F [h] um funcional e N ≥ 1. Então:

δ

δy
F [h]N = NF [h]N−1 δF

δy
[h] (A.8)

A.1.5 Regra da Soma

(DC) Sejam φ1(S) e φ2(S) funções de conjunto e a1, a2 ∈ R. Então:

δ

δY
(a1φ1(S) + a2φ2(S)) = a1

δφ1

δY
(S) + a2

δφ2

δY
(S) (A.9)

(DF) Sejam F1[h] e F2[h] funcionais e a1, a2 ∈ R. Então:

δ

δY
(a1F1[h] + a2F2[h]) = a1

δF1

δY
[h] + a2

δF2

δY
[h] (A.10)
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A.1.6 Regra do Produto

(DC) Sejam φ1(S) e φ2(S) funções de conjunto. Então:

δ

δy
(φ1(S)φ2(S)) =

δφ1

δy
(S)φ2(S) + φ1(S)

δφ2

δy
(S) (A.11)

(DF) Sejam F1[h] e F2[h] funcionais. Então:

δ

δy
(F1[h]F2[h]) =

δF1

δy
[h]F2[h] + F1[h]

δF2

δy
[h] (A.12)

A.1.7 Regra do Geral do Produto – 2 fatores

(DC) Sejam φ1(S) e φ2(S) funções de conjunto. Então:

δ

δY
(φ1(S)φ2(S)) =

∑

W⊆Y

δφ1

δW
(S)

δφ2

δ(Y −W )
(S) (A.13)

(DF) Sejam F1[h] e F2[h] funcionais. Então:

δ

δY
(F1[h]F2[h]) =

∑

W⊆Y

δF1

δW
[h]

δF2

δ(Y −W )
[h] (A.14)

A.1.8 Regra do Geral do Produto – n fatores

(DC) Sejam φ1(S), . . . , φn(S) funções de conjunto. Então:

δ

δY
(φ1(S) . . . φn(S)) =

∑

W1⊎...⊎Wn=Y

δφ1

δW1
(S) . . .

δφn

δWn

(S) (A.15)

(DF) Sejam F1[h], . . . , Fn[h] funcionais. Então:

δ

δY
(F1[h] . . . Fn[h]) =

∑

W1⊎...⊎Wn=Y

δF1

δW1

[h] . . .
δFn

δWn

[h] (A.16)

Note que as somas indicadas em (A.15) e (A.16) são calculadas sobre todos os subconjuntos

mutuamente disjuntos W1, . . . ,Wn de Z, cuja união é Z.

A.1.9 Regra do Cadeia – Versão 1

(DC) Sejam f(y1, . . . , yn) e f(y) funções reais de variáveis y1, . . . , yn e y reais. Seja também

φ1(S), . . . , φn(S) e φ(S) funções de conjunto. Então:

δ

δy
f(φ1(S), . . . , φn(S)) =

n∑

j=1

∂f

∂yj
(φ1(S), . . . , φn(S))

δφj

δy
(S) (A.17)

δ

δy
f(φ(S)) =

df

dy
(φ(S))

δφ

δy
(S) (A.18)
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(DF) Sejam f(y1, . . . , yn) e f(y) funções reais de variáveis y1, . . . , yn e y reais. Seja também

F1[h], . . . , Fn[h] e F [h] funcionais. Então:

δ

δy
f(F1[h], . . . , Fn[h]) =

n∑

j=1

∂f

∂yj
(F1[h], . . . , Fn[h])

δFj

δy
[h] (A.19)

δ

δy
f(F [h]) =

df

dy
(F [h])

δF

δy
[h] (A.20)

A.1.10 Regra do Cadeia – Versão 2

Para esta versão da regra da cadeia, temos apenas a versão para os funcionais. Seja s(y)

uma função real da variável real y e F [h] um funcional. Defina sh(y) , s(h(y)), ∀y. Então:

δ

δy
F [sh] =

δF

δy
[sh]

ds

dy
(h(y)) (A.21)

A.1.11 Regra do Cadeia – Versão 3

A última versão da regra da cadeia também é apenas definida para os funcionais. Seja F [h]

um funcional, T [h] um funcional de transformação e defina:

δT

δy
[h](w) = lim

εց0

T [h+ εδy](w)− T [h](w)

ε
(A.22)

Desta forma, a quarta regra da cadeia é dada por:

δ

δy
F [T [h]] =

∫
δT

δy
[h](w)

δF

δw
[T [h]]dw (A.23)
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