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Somos livres.

Cada instante, escolhemos
pensamentos, decidimos caminhos,
revelando o volume das nossas
conguistas e necessidades.
Distraidos, alimentamos fantasias,
acariciamos ilusées, brigamos por
elas, acreditando que representem
nossa felicidade.

A visita da verdade, oportuna, nos
faz reciclar valores, modificar
idéias, aprender licbes novas,
caminhar para frente,
desenvolvendo nosse mundo interior.

Essas sdo as voltas que a vida dd.

Zinia M. Gasparetto
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RESUMO

O "Just in Time" é uma filosofia que visa um
programa de producdo consistente, estimulando a
produtividade, eliminando estoques ociosos e
melhorando a qualidade do produto. Um dos
elementos desta filosofia ¢ o sistema "Kanban" que
¢ um sistema de informacio que tem como objetivo
programar a produgdoc e controlar o estoque. O
objetivo deste trabalho ¢ estudar um modelo
mateméatico de otimizagio para um sisterna "Kanban”
deterministico em um ambiente multi-estdgio e ¢ do

algoritmo "Branch and Bound" para a sua resolugéo.
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CAPITULO 1

INTRODUGCAD

A filosofia "Just in Time" ( JIT ) iniciou-se no Japdo apos
a Segunda Guerra Mundial. Neste periodo o Japdc era um pais dque para
se reerguer no &ambito mundial necessitava uma economia forte, que
oferecesse produtos de alta gualidade e com pregos iguails ou menores
gue o de seus concorrentes.

Foli nesse ambiente competitivo gue a Toyota <criou a
filosofia JIT e junto com ela o sistema YKanban' de produgédo.

Até 1976, no ocidente n&oc se tinha conhecimento do emprego
do JIT/"Kanban". Mas a partir de 1977, com o agravamento da crise do
petrdleo e o crescimento da industria japonesa, iniciou-se o interesse
e a aplicacéo desta filosofia e deste sistena.

O JIT & uma filosofia sem nenhuma técnica ou metodologla
especifica que visa um programa de produgdo consistente, eliminando o
desperdicio dentro de gqualguer induistria e assegurando assim, a
competividade, pois o desperdicioc n&c acrescenta nenhum valor ao
preduto.

0 desperdicio existente n&o & identificado prontamente no
balanco da empresa. Ele se manifesta em: estogue alto, qualidade
baixa, tempo de fabricacdo de pecas (¥lead time") longo e movimentacgédo

de material freguente e em demasia.



A filosofia em si tem por objetivo usar os meios mais
simples e baratos para planejar, programar e controilar o fluxo de
material no processo de manufatura, para produzir no momento correto e

com gualidade perfeita a quantidade requerida pelos consumidores. A

filosofia enveolve também eliminar desperdicio de tempo, méo de obra,

energia ou equipamento, evitando assim estoques ociosos

Dentro desta filosofia existe o sistema "Kanban", gque visa
agilizar a produgdo a fim de atingir os objetivos do JIT. Basicamente,
é um sistema gque procura determinar em cada estagio, guanto e gquando
produzir para gque o componente/pega/material seja utilizado no préximo
estagio, ou seja, produzir somente guando o estagio posterior "pedir",
evitando assim a existéncia de estogues intermedidrios ociosos.

E muito grande o interesse mundial por essa nova visfo de
produgdo, incluindo o Brasil onde j& existem empresas operando sob a
filosofia JIT. O objetivo deste trabalho é estudar esta filosofia e
principalmente o sistema "Kanban" para um ambiente de produgao
multi-estidgios com estrutura de montagem e restrigdes de capacidade.
Este sistema serad modelado como um problema de programagdc inteira que
serd resclvido por técnicas de "Branch-and-Bound®.

No capitulo 2, explica-se com maior clareza o© dque é a
filosofia JIT, guais sdc seus objetivos e seus elementos. Define~se e
esclarece-se  tambénm, o sistema YEanban", nmostrandc como € seu
funciocnamento, quais oS tipos de “kanbans® existentes, etC.
Finalmente, apdés uma breve definicdo sobre MRP ( planejamento das
necessidades de materiais ) e MRPII ( planeiamentc de recursos de

manufatura ) faz-se uma comparacac entre eles e o JIT.



No capitulo 3, ha uma revisdo bibliografica sobre técnicas
de analise/sintese do sistema "Kanban". Apresenta~se também um modelo
matematico de otimizagdo que sera estudado neste trabalho bem como
suas propriedades.

Ja no capitulo 4, ha uma introdugdc scbre as técnicas

"Branch~and-Bound" para resolugdo de problemas de programagdo inteira
e o uso das mesmas para a resolugadao do problema proposto.

0 capitulo 5 €& composto de tabelas com os resultados
computacionais das estratégias adotadas e andlise destas tabelas.

Finalmente o capitulo 6 é constituido pela conclusdo obtida,
como também propestas para trabalhos futuros.

Vale ainda ressaltar, gue ao escrever este trabalho
deparcu~se com um problema: como este tema é muito recente, nao existe
ainda em nossa lingua uma terminologia fixa, podendo-se encontrar em
textos diferentes termos completamente diferentes e que se referem ao
mesmo conceito. Para evitar o uso de termos inadeguados ou até mesno
erréneos optou-se pelc usc das palavras como foram encontradas nos

artigos, usando aspas para identifica-las.



CAPITULO 2

A FILOSOFIA “JUST~IN-TIMEY E O SISTEMA MKANBANY

2.1-) "Just-in-Time" (JIT)

A filosofia JIT surgiu no Japado apdés a segunda grande
guerra.

A industria criadora desta filoscofia foli a Toyota, e segundo
o criador do Sistema Toyota de Produgdo, Taiichi Ohno (137, a idéia é
simples: "“total eliminagdc de desperdicio", onde entende-se como
desperdicic tudo aguilo gue n&o acrescenta nenhum valor ao produto,
como por exemplo: filas de materiais, pois ocupam espago e aumentam o
tempe de cicleo de manufatura, produzir além do programado, etc.

E uma filosofia que se destina a estimular a produtividade,
eliminar estogues ocioscs e melhorar a gualidade do produto. Sua idéila
basica consiste na determinacgdo dos momentos exatos de fabricagao e
entrega de produtos, montagem e submontagem e finalmente aquisigdo de
materiais. Enfim €& colocar todos os materiais em uso ativo, integrando
o material em processamento e nunca deixando-o ccioso. Portanto tem-se
como ideal, alcangar uma alta flexibilidade com condigdes de atender
gualguer encomenda a qualgquer momento em pequencs lotes.

Comc se produz sonmente quando necessiric, opera-se com



estogues de matéria-prima, material em processamento, produto acabado
e naoc negociado bastante reduzidos, consequentemente diminuindo o
custo associado com a estocagem. Este custo enveolve desvalorizagao do

capital, despesas com manutengdc de almoxarifado, seguro, aluguel,

2.1.1 - ) OBJETIVOS DA FILOSOFIA JIT

O JIT, é uma filosofia que sugere que se produza apenas o
que o mercado exige, tendo como principais objetivos:

- reducgdoc continua dos niveis de estoque;

- redugdc ao minimo dos tempos de ajuste e troca de
ferramentas ("setup"}:;

- reducdo do tamanho dos lotes de produgdao, dque tem como
vantagem a redugdo dos estogues intermedidrios e dos produtos finais,
a diminuicac dos custos caso ocorra algum problema de gqualidade.

- processar o material através do sistema baseadc nas
necessidades reais, ao invés de empurréa-lo em antecipacdo a elas;

- flexibilidade de manufatura: com a redugdo do tamanho dos
lotes de producdo, do tempo de preparagldo das maguinas, pretende-se

que a fébrica esteja apta a rapidas mudancas na produgac;

2.1.2 - ) ELEMENTGS DO JIT

Segundo Smith i32;, 0s elementos desta filosofia s&oc:

- Controle Total de Qualidade (C.T.Q.): com o JIT os



estoques sdo reduzidos a um minimo, onde os problemas de gqualidade néo
sdo mais encobertos e se nao forem totalmente eliminados, podenm
resultar em parada na produgdo:;

- Manufatura Celular: é um meio de organizar a produgao

baseado na subdivisio dos itens a serem produzidos em grupos/familias

com processos de fabricagao similares;

- Envelvimento dos Empregados: estes séo estimulados a
participar dos problemas na produgdo e auxiliar em sua resolugdo. Além
disso, sdoc treinados para a operacdc de direfentes tipos de maquinas
possibilitando sua utilizagdc com maior eficiéncia, pois quando néo
necessarios em suas proprias fungdes sdo designados para outras, néo
ficando assim ociosos;

- Manutencao Preventiva: o objetivo €& evitar paradas
desnecessarias na produgiaoc;

- Carregamento Uniforme: com o objetivo de manter um fluxo
continuo de producdo, o plano de produgdc dos iten finais (plano
mestre de produgdo) é fixado para produzir diariamente o mesmo nudmero
de itens, dentro de um periodc de tempo determinadc, normalmente um
més, o que permite uma regularidade e estabilidade na capacidade do
equipanento;

-~ Fluxo Balanceadce de Trabalho: nas empresas gque produzem
produtos finais com diferentes modelos, € importante distribuir
uniformemente a carga nos centros de trabalho para evitar sobrecarga
em uns e ociosidade em outres. Por este motivo adota-se um programa
misto de produgdc de modelos. Neste produz-se diariamente a mesma

proporgdc de cada modelo durante o horizonte fixado pelo carregamento



uniforme. Além disso, a cada dia os modelos séo produzidos na mesma
sequéncia;
- JIT no fornecsdor: € uma extensdo dos conceitos de JIT na

produgdo para "fora da fabrica", tendo como objetivo obter um

frequente numero de peguenas remessas de itens/matéria prima com alta
gualidade, apenas quando a fabrica necessita;
-Sistema "Kanban"

Portanto, uma das marcas distintas desta filosofia é a
simplicidade e a pouca necessidade de investimento de capital e
recursos humanos. Ela encoraja a geréncia a resolver os problemas, ao
invés de encobri-los com excesso de estogques.

vVale também ressaltar que dentro da literatura, encontra-se
a filosofia JIT com outros nomes, como por exemplo: Estogque Zero,

C.F.M. ("Continous Flow Manufacturing®”) gue significa fluxo continuo

de producdc e esta implantado na IBM, fabrica de Sumaré, Sao Paulo,

2.2 - ) 0 Sistema YKanban®

Um dos elementos desta filosofia € o sistema "Kanban", due
pode ser definido como um sistema de informagdo para programar e
controlar harmoniosamente a quantidade de produgidc em todo processo
E um sistema que tem trés pré-requisitos bésicos:
simplificagdo das operagdes, producdc estavel e planejamento do
processo de producdc.Se estes requisitos ndo forem perfeitamente

implantados serad dificil a obtengdo dos objetivos do JIT, ainda gque o



sistena "Kanban' seja intrcoduzido.
Literalmente traduzido "kanban" significa "anotagdo visivel"”
e de modo mais geral "“cartdo" (zo.

O usc de cartdes na industria de manufatura, ndo se iniciou

com a idéia do sistema "Kanban". Eles tém sido usados de uma formauppm””mw;

de outra, ligados ao trabalho em processamento (emissfes de ordens de
trabalho, folhas de anotagdo, etc). Os cartdes tradicionais sdo usados
em sistemas de "empurrar", onde um item € empurrado para a proéxima
estacdo de trabalho logoc que a atual tenha finalizado as suas
operacdes. Ja o "kanban" & usado como um sistema de "puxar", no qual o
item €& mantido na atual estagdo de trabalho até que se torne
necessaric na proxima.

Um "kanban" leva consigo as seguintes informagdes:

- nome e numero do item;

~ gquantidade de itens (geralmente igual a capacidade do
"oontainer™) ;

- estégio anterior;

- @estagio posterior;

Pode conter outras informagdes comc o tipo de embalagen,
numerc de "kanbans" idénticos emitidos, etc.

A proéxima figura 2.2} mostra um formato tipico de unm

Pkanban®.
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FIGURA 2.1~ ESTRUTURA DE UM "KANBAN'

2.2.1 - } O USO DO "KANBAN"

Segundo Nahamias(::; o uso do sistema "Kanban" pode ser
resumido através do esguema: o©s itens s&o produzidos neo estéagio
anterior, armazenados imediatamente em um ponto de estogue e
subsequentemente transportados para o estagioc posterior. Estes itens
s&c transportados em Ycontainers" representados pelos losangos na
figura 2.2). 0s passos do processo sdo indicados nos locais
apropriados na figura (z.z;.

1 - Quando © numerc de Ykanbans' de requisigdo alcanga um
nivel pré-determinado no guadro de ‘"kanban" de requisigdo, um
trabalhador leva esses "kanbans® para ¢ estogue.

2= O trabalhadeor, no ponto de estogue, compara © numerce do
item do "kanban" de reguisicéo com o de produgio.

3- Se estes numeros sdo iguais, ele remove do "container®
c "kanban" de producgdo, gue & colocade no quadro de "kanban" de

roducidc no estaglioc anterior e associa agc "container® o Ykankan® de
b ¢
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requisigio, deixando-o no estoque.
4—- A produgdoc, no estdgio antericr € executada segundo uma
prioridade estabelecida no quadro de "kanban" de produgdo.

5~ Um trabalhador transportara os "containers" do estoque

para o estadgio posterior, e os deixarad na &rea de espera onde ficaréo K

até que sejam regquisitados.

6~ Quando os itens comegam a participar da produgdo no
estagio posterior, o "kanban" de requisicdo é removido e colocado no
guadro de "kanban" de requisigéo.

Assim no sistema "Kanban" o maximo de estoque entre
dois estagios €& determinado pelo numero de M"kanbans" requisigéao.
Geralmente €& um suprimento para algumas horas, mas as guantidades
podem ser ajustadas conforme a necessidade, acrescentando ou retirando
"kanbans".

0 numero de "kanbans" no sistema promove o controle do
estogque intermediario através do ‘"kanban" de requisigiao e a

programacido e controle da produgdo pelo Ykanban® de produgéao.

2.2.2 - ) 08 TIPCS DE KANBAN

Existem dois principais tipos de "kanban": o© de produgac
usado para reposicédo do estogue intermedidrio e o de reguisicgdo usado
para retirada de itens do estogue a serem utilizados no proxime
estagio.

Exemplos destes tipos de Hkanban" saoc mostrados

respectivamente nas figuras 2.3 e 2.4

11
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HAa wvarios outros tipos de “kanban', gue possuem outras
caracteristicas, como por exemplo:

- "Kanban" de Emergéncia: gque é emitido temporariamente,
gquando o estogque requer a reposigdc de unidades defeituosas.

= #Ranban" Expresso, que ¢ emitido quando existe falta de

-

peca. Este tipo de ‘"kanban" ¢é emitido somente em situacgdes

extraordinarias e deve ser retirado apdés o seu uso.

2.2.3 - ) REGRAS DO SISTEMA "KANBAN"

No sentido de atingir o "Just-in-Time" através do sistena
"Kanban", as seguintes regras devem ser usadas (zé):

- regra 1: o estdgio subsequente deve retirar o item
necessario e na quantidade necessaria do estagio precedente no
momento exato;

- regra_2: o estégio precedente deve produzir seus itens nas

guantidades reguisitadas pelo subseguente;
~ regra_3: itens com defeitos nunca devem ser enviados para

o estagio subsedquente;

- regra_ 4: © numerc de "kanbans" deve ser minimizado, pois
exprime o estogue maximo de itens;

- Iregra 5: o sistema "Kanban" deve ser usado enm
ambientes de produgdoc onde ocorrem pequenas flutuagdes na demanda,
caso contrario naoc haverd um fluxo de material continuo.

Finalizando, deve-se deixar bem claro gue o sistema "Kanban"®
nic deve ser cconfundido com a filosofia *Just-in-Time™, pois esta é

uma filosofia de producidc gue tem no sistema "Kanban® uma ferramenta

i3



de auxilio para a sua execug&o. E um sistema usado para dar suporte em
termos de controle de estogue e programagidoc de produgdo ao JIT.
O JIT pode ou ndo conter o sistema "Kanbé%", mas este nao

pode existir sem uma estrutura JIT.

informagdo manual que apresentam como desvantagem o tempo necessario
para transmitir a informagdo através do sistema. Considere, por

exemplo, o sistema de produgdo em série com seus estagios, mostrados

na figura 2.5.

= BISTEMA “KANBANY -

FLUXO DE INFORMACAO

1 2 3 4 5 6

¥

FLUXC DE PRODUGCAC

-~ SISTEMA CENTRALIZADO -

SISTEMA CENTRAL
DE INFORMACAO

| J i

1 2 3 4 5 6
FLUXOC DE PRODUCAD
FIGURA 2.5 - SISTEME ‘"KAMBAN® > SISTEMA CENTRALIZADC DE INFORMATRD
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No sistema "Kanban", a direcdo do fluxo de informagao é
contraria ao do fluxo de producdo. Considerando, por exemplo, dque uma
rapida mudanga de demanda ocorra no sexto estagio. Esta mudanga €
transmitida para © gquinto estégio, depois para o guarto, etc. Pode

ocorrer um consideravel atraso desde o instante em ¢ue a mnmudanga

Um sistema centralizado de informagdo ajudard a minimizar
este problema, pois a informagdo chegarda em todos os estagios
simultaneamente.

Existe no entanto, "kanban" eletrénico principalmente entre
a empresa e seu fornecedor. E um meio para dque o "kanban" de
requisicdo chegue mais répido ao fornecedor. Ele minimizara os
problemas de informagdo em relagdo ao "kanban" comum, mas nao sera

melhor gque o sistema centralizado de informacédo.

2.3 - ) QO uso da _filosofia JIT em inddstrias

Finch e Cox (23], mostram gue o sucesso da filosofia JIT tem
regquisitos adicionais para uma carga de trabalho estavel, gque €
frequentemente encontrada em um ambiente repetitivo de manufatura (um
ambiente onde a produgac € continua, com nivelamento da carga de
trabalho, fluxo repetitiveo de material, demanda regular e sem grandes
diversificac¢des nos produtos finais).

S&0 esses requisitos:

1- Anadlise da fabrica: este conceito visa que o sistema de

producdoc seja especialmente planejado para um numero limitado de

15



linhas de produto, eliminando portanto conflitos entre a necessidade
de produgdo de diferentes produtos. Isto leva a uma eficiéncia na
producdc e a uma otimizagdo dos objetivos da prdépria fabrica.

2—- Reducéo do tempo de preparagdoc das madguinas;

2 Manufatura Celular;

.4;.Manutengéo Total Preventiva;
5— Treinamento de Empregados;
6— Carga de Trabalho Uniforme;
7- JIT no fornecedor;

8— "Kanban".

Muitos acreditam que, para se obter sucesso com a filosofia
JIT & necessario implementa-la totalmente, e gqualquer implementagao
parcial nédo tera efeito algum.

Fazendo um estudo detalhado destes requistos citados,
nota-se que estes podem ser divididos em dois grupos (:3: :0 primeiro
é composto daqueles que sdo independentes do tamanho da industria, os
quais alguma peguena empresa pode até ja ter Iimplementado sem
necessariamente ter conhecimento de JIT; o segundo sao adqueles dque
estiao relacionados com o tamanho da indudstria.

Os c¢inco primeiros reguisitos s&o considerados como do
primeiro grupo. Estes estdo relacionados com as mudangas basicas de
uma empresa, podendo assim, serem utilizados pela maioria das
industrias, independente do tamanho. Os requisitos restantes ( segundo
grupo ) apresentam mailores dificuldades para serem implementados em
peguenas empresas.

Por exemplo, a implementagdo do JIT na entrega de
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componentes e matéria-prima ( item sete ) em uma pegquena empresa, pode
ser extremamente dificil, pois o pequenc volume de seus pedidos pode
nio ser economicamente viavel ao fornecedor.

Inmam e Mehra (24, usando estes conceitos, pesquisaram ©

uso do JIT em cento e guatorze empresas e destas cincoenta e duas

foram uéiéééificadas como peguenas. Foram entregues a elas um
gquestionario, onde perguntava-se sobre a aplicabilidade desses
requisitos na féabrica e no fornecedor e os beneficios obtidos depois
de sua implementacgio.

O0s resultados desta pesquisa, mostram que todos esses
requisitos sdo iguais tanto para peguena como para a grande empresa,
com excec&o do uso de consultores externos e a redugao do tamanho dos
lotes no fornecedor.

Os beneficios obtidos pelas pequenas empresas foram pelo
menos tao bons quanto os das grandes. Portanto elas podem aplicar a
filosofia JIT obtendo beneficios tanto operacionais como financeiros
que em muitas vezes serdo mais vantajosos do gque se fossem
implementados em uma grande empresa.

Percebe-se entdo, gue a implementagdo individual de alguns
desses requisitos traz muitos beneficios e que estes podem ser
benéficos em gqualquer ambiente de manufatura, nao apenas em um
repetitivo.

Um “tudo ou nada® ndo ¢ o melhor planc de atague para as
pequenas empresas quanto ao JIT. Os componentes individuais trazen
beneficios gque ndo podem ser desprezades porgue o total nem sempre é

viavel.
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2.4 =) O MRP e o JIT

No ocidente, com o aparecimento da filosofia JIT, vinda do

oriente, onde obteve um grande sucesso, surgiram duvidas entre o seu

uso e a relacdo dela com o sistema usado até o momento ( MRP e

MRPIT ). Seria JIT melhor ou pior que o MRP, ou ainda, poderia uma
fabrica possuir esses dois sistemas e utiliza-los simultaneamente?

Esta secdo visa esclarecer estas duvidas.

2.4.1 - ) MRP E MRPII

O M.R.P ("material requeriments planning"), gque significa
planejamento das necessidades de materiais, ¢ um sistema que tem como
proposta basica determinar em cada periodo as necessidades em termos
de componentes/matéria-prima a fim de gque o sistema de produgao
principal possa Cumprir seu programa sem atraso. E um sistema central
para o planejamento e controle de materiais.

Pode ser considerado como um sistema de empurrar, pois a
produgdo em cada estagio segue um planejamento pré-determinado.

Este sistema tem como principails objetivos:

- rotatividade do estogue, ou seja, baixo nivel do estoque:

- atendimento a cliente, onde a maior preocupagac €& a
capacidade de cumprir os prazos prometidos;

- produtividade, que pode ser afetada por adversidades como

falta de materiais, tempo de preparacgdo, guebra de maguina, hora extra
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e variacdo na equipe de trabalho;
- planejamentc de capacidade, gque visa adegquar 0s recursos
a necessidade do processo de produgdo.

- custo de material, gue ¢é afetado por decisdes tais como:

precos, etcy

- custo de transporte: muitas vezes, uma forma de conseguir
entregas no prazo com baixo nivel de estoque é aumentar a frequéncia
de entregas, O que acarreta um aumento no custo de transporte;

- custos indiretos.

A grande dificuldade deste sistema, era o seu isolamento, ou
seja, a nao integragdo entre os diversos departamentos da empresa,
principalmente "marketing™ e finangas.

Criou-se entdo o MRPII ("manufacturing resources planning")
que é um sistema de planejamento de recursos de manufatura. Nele os
sistemas operacionals e financeiro formam um unico sistema, usando as
mesmas transagdes e numeros. E ele o responsavel por todas as fases da
administragdo sendo ©0 MRP o médulo do MRPII responsavel pelo

planejamento de necessidade de materiais.

2.4.2 - )} MRPITI X JIT

O MRPII é¢ Dbasicamente um sistema de planejamento

(replanejamento) tendo pouca associagido com execugdo de planos a nivel

de chao de fébrica. 0 sistema "Kanban"V, por outro lado, e

exclusivamente um sistema de execugdo gue nédoc estd relacionado com ©
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planeijanmento.
Portanto MRPII, "Kanban" e JIT, sa&o bastante diferentes. O
MRPIT fornece informacdes aos gerentes sobre o planejamento da

manufatura. O sistema "Kanban" €& uma técnica de controle de estoque,

Segundo Fulmann et allizej, o JIT se aplica com ou sen

MRPII e o MRPII se aplica com ou sem JIT. A manufatura exige tanto o
JIT como o MRPII.

Uma das deficiéncias do sistema MRPII é a falta de
sencibilidade ao nivel de chdoc de fabrica, processo de manufatura,
gualidade e mdo de obra. A teoria declara gue é necessario desenvolver
um grande sistema MRP para planejar a complexa desordem chamada
fabrica. Mas, apenas impondo um sistema complexo de planejamento e
controle de estogque sobre antigos processos de manufatura e tecnicas
de produg¢do, nem sempre traz resultados.

JIT &€ muito mais gue uma filosofia aperfeigoada de controle.
E um caminho melhor para executar a programacgdo e o controle detalhado
da produgé&o.

O MRPII aceita os valores atuais dos parametros de
planejamento tais como, tamanho de lote, tempo de preparacao das
mégquinas, etc. Ele gera informagdes sobre prioridades e planejamento
de capacidade, guaisguer gue sejam os pardmetros de planejamento.

Ja o JIT tem como interesse basico melhorar esses parametros
de planejamento. Ele gquer reduzir os tempos de preparagao das
maguinas, o tamanho de lote para simplificar a

determinacdoc de prioridades e o© planejamento da capacidade.
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O MRPII e o JIT enfocam de maneira diferente as fronteiras
ou limites gue separam os departamentos de uma empresa, ©0s centros de
trabalho em uma fabrica e até os niveis de material de um produto. O
MRP { e MRPII ) aceita a existéncia de uma fronteira, e Iinsiste em

controla-la de maneira apropriada.

completamente Jjuntando os estagios de transformagao do produto, desde
a matéria prima, até o produto acabado, em um roteiro longo, continuo
e ininterrupto.

Portanto o MRP ( e MRPII ) sdo excelentes sistemas de
planejamento, mas dao pouco apoio as operagdes, ja o JIT & uma

excelente filosofia de operacéao.

2.4.3 = ) MRPIII = JIT + MRPII

No sentido de melhorar a produtividade e qualidade, as
empresas estdo seguindo um enfoque no sentide da integragdo do MRPII
com o JIT, o MRPIII.

MRPIII, ¢é baseado em uma diferente linha de raciocinio,
tendo como objetivo principal apoiar as necessidades de alto giro do
estoque e direcionar a produgdo aoc consumo real.

Tem-se um sistema qgue pretende atender as necessidades reais
do mercado e no momento certo. O planejamento & feito através do
consumo anterior, possibilitando assim uma visdoc mals realista das

necessidades do mercado.
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CAPITULO 3

A FORMULAQ@O DO PROBLEMA

O sistema "Kanban" surgiu no final da década de 70 e
despertou a atengdo do mundo inteiro. Muitos trabalhos em termos de
comparagdo entre este sistema de produgdoc e o sistema de produgéo
ocidental foram publicados, como por exemplo o de Schoenbergerizo] gue
mostra que com nove ligbdes sobre técnicas de manufatura Jjaponesa as
companhias ocidentais podem aprender a detectar e diminuir seus
problemas de produgao.

Rees et allis2:, analisam guanto eficientemente e
economicamente pode-~se adaptar um sistema "“Kanban" para uma tipica
operacic de produgdo americana, sem se empregar as caracteristicas de
vlay-out" de tecnoclogia de grupo e sem o uso de trabalhadores
multidisciplinares, como no sistema japones, e o compara com O sistema
MRP. Esta analise comparativa € feita através de simulag¢gdes usando um
modelo de produgdo hipotético.

Sarker e Fitzsimmons (49 também comparam esses dois
sistemas através de um modelo de simulacgfo, porém considerando os
efeitos da variagdc do processo (desempenho do operador, etc) e a
inabilidade para se alocar igualmente tarefas nos diferentes estagios
criando-se assim problemas de desbalanceamento na produgao.

Dellersnyder et all (s1] estudam o problema de contrele

22



operacional guando se tenta implementar um sistema "Kanban" em un
sistema de produgdc em série, o gual € modelado como um processo
markoviano de tempo discreto e analisado através de simulagbes.

Porém muito pouca pesqguisa foi feita no sentido de

desenvolver modelos matemdticos para o sistema "Kanban”. Kimura e

Terada 3217 , foram os primeiros a formularem eguag¢bes bdsicas para

este sistema. Baseando-se em um ambiente multi-estagio em série,
considerando o tempo de producdo entre um processo e outro,
ncontainers" pegquenos e capacidade de produgdo limitada, formularam as
equagdes e mostraram como a flutuagdo da demanda final influencia a
producdoc e o volume de estoque nos estdgios superiores.

Bitran e Chang [34;, basearam-se no artigo de Kimura e
Terada e desenvolveram um modelo matemdtico para um sistema "Kanban®
deterministico em um ambiente multi-estégio com estrutura de
montagem. Este modelo ajuda a geréncia a determinar o numero de
"kanbans" em circulacdo e portanto o nivel de estogue em cada estagio.
sao feitas consideragfes sobre o tamanho relativo dos Ycontainers®,
assume~se gque a capacidade de produgdo é limitada, podendo assim ser
aplicado em situagbes mais gerais de manufatura.

0 modelo nido considera aleatoriedades tais como, incertezas
na demanda e guebra de maguinas. Assim, o© numero de Mkanbans®
determinadec por ele deve ser ajustado para considerar estas
incertezas. Além dissc © modelo deve ser resolvido periodicamente para
incorporar novas previsdées de demanda. Apesar de ser um modelo
deterministico, considerocu-se gue o mesmo descreve com fidelidade a
dindmica imposta pelo sistema “Kanban™ no ambiente de produgao

proposto.
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Sendo um assunto recente, é rara a existéncia de trabalhos
que se disponham & elaboragdo de algoritmos para a resolugédo do
problema envolvido. A maioria dos trabalhos discutem o JIT e o sistema
"Kanban" filosoficamente, ou seja, onde e como aplicd-los, ou utilizam

simulacdes para compara-los com os sistemas ja& existentes. Assim

sistema "Kanban" deterministico wusando técnicas de programagéo

inteira.

3.1~-) Descricgdo do Modelo

Antes de se iniciar a descricadoc do modelo prépriamente dito,
& necessario uma breve explicagdo sobre as operacdes de unm sistema
HKanban".

Uma vez gque um "container" é cheio um '"kanban" & anexado a
ele, levando todas as informa¢des necessarias sobre o item n e o©
estagio n de produgaoc.

A figura abaixo ilustra o funcionamentoc de um sistema
“Kanban" unico (o "kanban" de producdc e o de requisicdo € o mesmo,
ou seja, o "kanban" gque requer do estoque mails "containers" para o
estiagio posterior € o mesmo que iniciard a produgdo no estagio
anterior para reposig¢aoc no estogue).

Este serd o sistema considerado para a elaboragido do

modelo.
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estiagio de produgdo
estogque
fluxo do item

ez g
e *h .

+
4t fluxo do "Kanban"

P
¥ estagio n  predecessor do estagio n
o
In—l
¥ ettt 1

estagio n sucessor do estagio n

Pi’}
¥ 3 } estagio n

O estagio n representa um estdgio intermediario na produgéao.
Ele é conmposto por P" (processo de producgdo) e um local de estoque
subseguente I". O tipo do processo de produgdc pode ser fabricagao,
submontagem, entrega ou compra.

Usando  ©S itens armazenados no estogue do estagio
imediatamente predecessor, o estagic de produgao P® produzira seus
itens no sentido de reabastecer o estogque I~ através de “containers"
cheios com "kanbans" anexados a eles. Quando a primeira pega/item do
toontainer? cheio em I" é usado no estagio imediatamente sucessor, o
"kanban", originalmente anexado ao "“container", € destacado e "posto
de lado'., No fim de cada periodc {por exemplo um turno) todos os
"kanbans" destacados em I° durante este periodo sdo coletados e
enviados para P .

Geralmente P° usa a regra "o primeiro gque entra € o
primeiro que sai", para processar as ordens de fabricagdo. Quando P"

produz um "container" cheio, o "kanban" associado com © pedidec de
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fabricacdo é anexado a este gue entdo € enviado para 1",
As principais caracteristicas deste sistema "Kanban" sdo:
1- © numero de "kanbans" circulando entre P° e I" é

invariante no tempo;

2- 0O estogue maximo acumuladeo em 1" é limitado pelo

ntmero de "kanbans" circulando entre " e P":
3~ O movimento de "kanbans" entre I e P’ é disparado pela

" pelo sucessor imediato. Em outras palavras, P’

retirada de I
produzira para reabastecer o dque foi retirado de I" pelo sucessor
imediato;

4~ Através da circulacido de "kanbans" em cada estégio, todos
os estagios da producdo s&do encadeados. Assim o programa de produgao
do estagio final é transmitido para todos os estagios predecessores.

As caracteristicas apresentadas acima serdo retratadas no
modelo descrito a seguir,

0 modelo apresentado por Bitran e Chang (34 trata de um
sistema mnulti-estagio com estrutura de montagem e capacidade de
producdo finita. Cada estdgio produz um tipo de item e o numero total
de estdagios é (N+1). Seja n ¢ { 0,1,..,N } o indice dos estagios e
respectivos itens. O estagio final, estagio (0), inclue somente a
operacdo de montagem final P’ Seja t e {0,1,..,T )}, o indice dos
periodos de tempo, onde o horizonte de planejamento comega no inicio
do periodo 1 e termina no fim do periodo T. A demanda do estagio final
é determinada externamente e deve ser atendida. A guota de produgdo ou
demanda ao longo do horizonte de planejamento de um estagio

intermediario é determinada pela demanda do estagio sucessor. Uma vez

gque um estagio anterior P® tenha atingido a sua gquota de produgdo,
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todos os "kanbans" destacados restantes em I" e P sdo retirados do
sistema pela geréncia no fim de horizonte de planejamento.

A seguinte notagao seréd usada:

[ 2 13 menor inteiro gue é maior ou igual a Z;

A : P . . s
L A JE maior inteiro gue é menor ou igual a Z.

Serdaoc agora apresentados os parametros e as variaveis
modelo matematico:

Pardnetros

- «': numero de unidades do item n em um "container" cheio,
ou seja, & a capacidade do "container"; e { 1,2,..} (n = 0,1,..N);

- BS: capacidade de produgdoc em termos do numero de
"containers" cheios do item n em P° no periodo t; B? e { 0,1,..) (n
1,..,N; t = 1,..,T);

-~ s{n): estagio sucessor imediato do estagio n:(n = 1,..N};

- Vi : numero de "containers" cheios do item n em I" no fim
do periodo 0. Cada um destes "containers" cheios tem um "kanban"
anexado a ele; Vi e { 0,1,2,...) (n =1,..,N);

- Wi: nimero de unidades do item n remanescentes em um
"container" parcialmente cheio, cujo "kanban" fol destacado em In, no

fim do periodo zero; ﬁﬂ e { 0,1,...,0"=1} (n =1,..,N);

- P(n): conjunto de estdgios predecessores imediatos ao

estagion; (n = 1,..,N);
- """ namero de unidades do item n necessarias para
. . . : n, &)
fazer uma unidade do item sucessor imediato s(n); e °" € (1,2,...}

0 ~ , .
- Xt é a produgdc reguerida, em termos do numero de

neontainers" cheios do item zero, isto é do produto final, no estagio
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0 no periodo t: Xf € { 0,1,2,...) (£ =1,...,T):
em termos do

- Q": quota de produgdo ou demanda efetiva,

nimero de "containers" cheios do item n,
e { 0,1,2,...} (n=1,...,N);:

imposta ao estagio a durante

todo o horizonte de planejamento, Q

n max { O, !— (en,s{n}asm)/ an)Qsin)_ V’; _ (WZ /an)-l )

que o tempo de produgdo ("lead time") é

no periodo t estao

Assume-se tambén,

zero, e gue os Ykanbans" destacados enm 1"

disponiveis para servir como pedido de produgdo em P” no periodo t+l.

No inicio do horizonte de planejamento, o estogue inicial no

estagio n é composto de:

{ V? — "containers" cheios

~ unidades do item (n)

X? e ﬁ? podem variar de periodo para periodo para permitir

maior flexibilidade na programacdo da montagem final e nc deslocamento

de recursocs.

Varidveils

X: numero de "kanbans" destacados do item n, que disparanm

respectivamente a produgdc de um "container" cheio em P’ no periodo t

(n=1,..,N; t=1,...,T);:

- Yg numerc de "kanbans" do item n que sdo destacados de
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seus correspondentes "containers" em I" no periocdo t (n = 1,..,N; t
1,...,T);

- Urg nimero de "kanbans" destacados do item n que estao
disponiveis em P° no fim do periodo t e que ainda ndo dispararam

qualgquer produgdo (n = 1,..,N; t = 1,...,T);

- Vi numero de "containers" cheios do item n gue estao
disponiveis em I" no fim do periodo t (n =1,..,N; t =1,...,T);

- W: nimero de unidades do item n remanescentes em um
neontainer" parcialmente cheio, do qual o '"kanban" foi destacado em
I", no fim do periodo t (n = 1,..,N; t =1,...,T);

- U’z numero de f‘kanbans" destacados do item n que sao
injetados em P" pela geréncia no inicio do horizonte de planejamento
(n=1,..,N};

As seguintes abreviagdes serdo utilizadas:

- < U, V, X, W, Y »>: representa todas as variaveils
envolvidas, isto é N{T+1) U-variaveis, NT V-variaveis, NT W-variaveis,
NT X-variaveis e NT Y-varidveis;

- < UO, X >: representa N U-variaveis em t=0 e NT
X-variaveis;

- < U, >: representa < U, U ,...,U? >3
1]

[miR S

L

2
0
n
2

- < X' >: representa < X, X“,--‘:Xz >

s

Apresenta-se agora a descricidg matematica do sistema

"Yanban™:

{ 1 ) Conservagdo do Fluxo em P" em termos de "kanban®

¥' - U” =0

-1 L1 T r



( 2 ) Conservagdo do Fluxo em 1" em termos de "kanban”

vi o+ X - Y - v =0
t-1 r i

{v“=v“ + X —Y“)

T t-1 r t

( 3 ) O numero de "containers" cheios a serem produzidos em

P’ no periodo t é limitado pelos seguintes fatores:
a-)disponibilidade de "kanbans" destacados;
b-)capacidade de producgdo;

c-)estoques disponiveis nos estagios predecessores

imediatos;

d-)qguota de produgdoc remanescente, ou seja:

( Ii n
{a) Ut_1 + Ya~1

(b) 8]
X

'y . K, H
X* = min {(¢) | («"V'_ + Wt}f o X o

y/(e" ey |para

erom

todo k € P(n)

-

t-1
(@) " - T %I

!

( 4 ) Deve-se assegurar ¢ue o programa de produgac no
estagio final possa ser executado;
VW _ 4+ % 2 e’ ¥ ke P(O)

( 5 ) ©0 numero de "kanbans" gque sao destacados de seus

respectivos "containers" em I” no periodo t é dado por:
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Yn l—- (en,s(n}as(n}xs(n)_ W:_l) / an -I

o T

it

Y =0

( 6 ) A conservagéo do fluxo em I" do nimero de unidades do

por:
wn + anYn — en,s(n)as(n}xs(n) - Wn .0
t-1 £ T t
( 7 ) Integralidade e né&o negatividade;
Uz é nido negativo e inteiro
A figura 3.1, ilustra um sistema de montagem que &

representado por uma arvore.

PIGURA 3.1 - SISTEMA DE MONTAGHEM BEM ELRVORE, ONDE © ESTAGIC FINAL
DE PRODUCAS B O ESTAGIC ZERO

0 préximo teorema apresenta propriedades derivadas das
restricdes (1} a (7).

Teorema 1- Se < U, V, W, X, Y > satisfazem as restricdes de

(1) & (7) entao:
(ay u", Y-, V:, X: e W s&o nao negativos e
inteireos, n= 1,..,N; t=1,..,7T

(b) Y: v+ X:‘ , n=1,..,N; t=1,..,7T

IA

(c) W

1A

R
i

-t

n= 1,..,N; t= 1,..,T
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item (n) remanescentes em um "container" parcialmente cheio ¢ dada =



(d) U: + v*‘; ~_—U§ + VvV +Y , n=1,..,N; t=1,..,T

A demonstragédo deste teorema encontra-se no Apéndice A.
O Teorema 1 mostra gue as restrigbes de (1) a (7), implicam na

seguintes propriedades:

(a) Além de Ug, todas as variaveis envolvidas sado néo
negativas e inteiras;

(b) O numero de "kanbans" destacados dos "containers"
em I" no periodo t € menor ou igual aco numero de "containers" cheios
disponiveis no fim do periodo (t-1) mais o numero de containers cheios
recebidos por I' no periodo t;

(c) O nimero de unidades do item (n) remanescentes em
um "container" parcialmente cheio enm 1" no fim do periodo t é menor
que o tamanho do "container" o';

(d) O numero de "kanbans" circulando em cada estagio do
fluxe € invariante e igual a {ﬁ?ﬂi) durante o© horizonte de
planejamento;

(e) A demanda efetiva em cada estagio ¢é igual a

producdo durante o horizonte de planejamento.

Apresenta~se a segulr um modelo de otimizacdo para o sistema
t¥anban®, que sera denotado por modelo (1):

N
Min}jc“{U“0+v“O+1- (1/a™y ¥ ( 8 )

=1

s.a. (1} = (7))

modelo

(i)

c" representa o valor acumulado de um "container" cheio, ou

seja, representa a soma de material, trabalho e todos cs outros custos
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de produgao que sa&o considerados pelo sistema em termos de
tcontainers" cheios.

A funcido objetivo (8) admite duas interpretagdes:

(1) Pode ser vista como um limite superior ligado ao valor

do estoque no sistema em gualgquer periodo, (pois © numero total de

"kanbans“m circulando no processo e determinado por ela é imutavel
através do tempo);

(2) Pode ser interpretada como sendo uma minimizagéo
ponderada do numero de "kanbans'" em circulacdoc. Um numero menor de
wkanbans" circulando em um estagio reflete uma maior eficiéncia da

operagdo nagquele estagio e portanto é¢ uma meta desejavel por

trabalhadores e dgerentes.

0 termo C"(1-1/a"), que é igual a C° {an - 1}
T
o

representa o valor de um “container" com «'~1 itens.
O modelo (1) & um problema complexo de programacgdo inteira,
com restricdes ndco-lineares (3) e restrigbes lineares.

surge entdo a necessidade de transforma-lo em um preoblema

mais simples e facil de se resolver.
3.2) Transformacdo do modelo

0 objetivo desta segdc e transformar © modele (1) em um
cutro modelo mals simples que tera o mesmo conjunto de solugdbes
factiveis e étimas em termos de <UO>, e © mesmo valor détimo

A transformagdo ocorre pela observagac gue se <U,V,¥,W,¥> e
<{§,{?,§§,§J,§*> sao duas solugdes factiveis para (1) - (7) e <U0>m<fle>

entic <U,V,X,W,¥>=<U,V,X,W,¥>, ou seja, uma vez gque Ui assume valores
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especificos todas as variaveis em (1) - (7) sdo unicamente
determinadas. Esta observagao ¢ ilustrada no Apéndice A e corresponde
4 caracteristica de que o sistema "Kanban® é auto-operado guando os
wkanbans" sao distribuidos entre os estagios. As varidveis chaves de

decisdc a serem controladas pela geréncia sao UZ (n =1,..,N).

seja E =Wt g% para n = 1,..,N. Este parametro
representa o numero de "containers" cheios do item n necessarios para
produzir um ncontainer" cheio do item s(n). Dependendo dos valores de
™o o™ e & o valor de E"*"pode ou ndo ser inteiro. Seja
também 0 < £< min { (1/a™)= 1 / n=1,..,N}.

Cconsidere o seguinte modelo de otimizacgdo:

(Min ( 8 )

ue g
b

wn

-
[
o
)
S

s.a (Wn/an) + vn +E Xn - En,s(n}
G G r

r=1 r=1 n= l,eo;N; = l;ctpT

modeld

o t-1
f2) ul- § XM BT g xI - wl/a 4 (1-e)=0  (10)
r=1 =

re1 n=1,..,8; t= 1,..,T

Il

X

T

e 0,1,..,3: } (11) n=1,..,N; t= 1,..,T

UZ € { 0,1,...} (12) n= 1,..,N

Para a discussio do modelo apresentado a seguir é necessario
a seguinte nomenclatura. Uma solucdo parcial & factivel (6tima) num
modelo se existe um complemento para a mesma tal que a solugdo total é
factivel (¢tima) no modelo. Por exenplo, a solucgdo parcial < X,¥ > €
factivel (otima) no modelo (1) se existe < U,V,W > tal que a solugao
total < U, V, W, X, ¥ > satisfaz (1) a (7) e (é 6tima). Doils modelos
de otimizacdc tem a mesma solugdo parcial factivel (6tima) se existem

dois complementos, gue podem ou nao ser distintos, tal gque as duas
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solucgdes totais resultantes sdo factiveis (6timas) nos dois modelos,
respectivamente

A relacdo entre o modelo (1} e © moedelo (2) € descrita no
préximo teorema.

Teorema 2 =~ 0O modelec (1) & factivel se e somente se 0 modelo

¢2) & factivel. 0Os dois. modelos .tem .o .mesmo. conjunto de solugoes
parciais factiveis < U >, o mesmo conjunto de solugdes parciais dtimas
< U > e o mesmo valor étimo.

A prova deste teorema encontra-se no Apéndice A.

E importante ressaltar gque as restrigdes 4o modelo (2) nao
descrevem o procedimento de operagdo do sistema "Kanban", enquanto que
o modelo (i) o faz. A ligacdo entre esses dois modelos é feita através
de < U0> como mostra o teorema 2. Além disso, a restrigbes do modelo
(2), (9) - (12), ndo envolvem especificamente a gquota de producgédo Q.

n

il
Serd mostrado no ApIndice A que ZXI: z Q se < X > satisfaz (9) e

(11). Para gualguer <UO,§{> que satisfagca (9)-(12) a primeira parte da

demonstracgic do teorema 2 leva & construgdo de < X > tal que foﬁ ol
=l

e <U_,X> satisfaz (9)-(12). Portanto o novo < X > satisfaz a restrigéo

t

T X}Q‘rl para gualguer n.

=i

3.3) Teste de Factibilidade

Antes de resolver o© modelo (2) € necessario determinar se
ele & factivel ou nao.
Seja 2 = { < X > / < X > satisfaz (9) e (11) }. Portanto Qza

se e somente se O modelc (2) €& factivel. A seguir apresenta-se un
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teste de factibilidade gue tenta encontrar uma seclugdo factivel para Q
tal que cada estagio satisfaga a demanda efetiva de seu sucessor,
produzindo o mais tarde possivel.

0 algoritmo de factibilidade é:

Passo 1: Para t = 1,..,T faca:

{x e x

t T

Pagso 2@

Qf « max { Oir En,s(n)i
v
Qz «max { o,[ E"*'""'y Xi“}“ v - (Wg/an) 1 1 “E:Q:

para t

i
3%
L=

t « T

T:

it . n
Passo 23 Xt « min { Qt, Bt

}i

se t = 1, entéoc va para o passo 4

T

senao Qtwl « Qiﬁ+ max { 0,Q° - B }
t«t-1;

volte para o inicio do passo 3

Passo_4: Se 82 < QT ,
entdo O = ¢ e pare;

sendo, se n = N, {entdo Q = @ e pare;
sendo jn « ntl
volte para © passo?d

Se @ # ¢ o problema é factivel
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FIM
Através dos passos 2 e 3 o algoritmo calcula:
— — t
< X" e Q(n; X*) = { < X">/ (W/o") + VI + LX -
r=1

t .
_ En,S(ﬂ)z Xi(n) z 0, X: € { c,1,. ':Bt } para
r=1

t t
t=1,..,T }, tal gque y X = } X (t=1,..,T) para
r=] : r=1 t
todo < X" > € Q(n: xX°™). se B} < Qino passo 4

entdo tal < X° > nio existe e portanto Q(n; X*™) = 0 = o.
Fste teste de factibilidade é necessario e suficiente no

sentido que o vetor < X > é gerado se e somente se O modelo (2}

é
factivel.
No passo 2, calcula-se a demanda do estagio em cada periodo.
No passo 3, 3?; = min { Q?, B: }. Caso a demanda Q’; seja
maior gque a capacidade B:‘entéo O excesso Q‘S - B: é adicionado a

*

demanda do periodo t-1, isto &, adicionado a Q:_l

Se Bj > Qz‘ entdo a producgao 5(-2 atendera todo o excesso de

demanda gue nao fol possivel ser atendido pelas produc¢des X7, e, X0
P 2

ta

E facil ver por este argumento gque o algoritmo de

factibilidade produz uma sequéncia { ??,322,...,55?} tal que

rt

T T o
z"j."{*”m ZQ:EQ
= L=l

t=l

3.4) - Adaptacgdo d¢ Medelco

Estudou~se ainda a possibilidade de adaptac¢do deste modelo,
atraves da escolha do tamanho relativo dos "containers".

Serda analisado o caso em gque um humero inteirc de
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"containers®™ <cheios do item n é necessaric para produzir um
ncontainer" cheioc do item sucessor para s(n}) parane { 1,...,N}. Este
caso esta de acordo com a filosofia de produgdo JIT, peois tenta
reduzir o tamanho dos "containers" e tende a evitar a criagao de

"containers® parcialmente cheios.

seja M’=1 e M=E"*"'M*'") para n = { 1,..,N }. O pardmetro
M" representa o numero de "containers" cheios do item n que sé&o
requeridos para fazer um "“container" cheio do produto final, no
estagio 0. Seja também [ x '|k o0 menor inteirc gue €& maior igual a x
gue é um miltiplo inteiro de k.

O préximo modelo assume as seguintes hipdteses:

n,sin:

(1) E ¢é ndo negativo e inteiro parane { 1,..,N };

( 2 ) V;‘ é inteiro e multiplo de M parane { 1,..,N };

( 3 ) ﬁ? é inteiro e miltiplo de M para todo ne { 1,..,N } e
( t=1,..,T )-

Seja o novo modelo:

Min ( 8 )
s.a V. +Lpx - EVSTVExI=o0 (13)
r=1 r=1 n= 1,..,N; t= 3,..,T
modelo . o
[3) U;“A__ ¥ Xf—i— En,s{nsz er{n)a 0 (14)
=1 r=1 n=1,..,N; t=1,..,T
0 = X’;sfs‘f (15} n=1,..,N; t=1,..,T

U =20 (16) n=1,..,N
A ligacdo do modelc (3), que € um modelo de programagao
linear, com © modelo (2; & feita pelo teorema 3:
Teorema 3 - Assuma as hipdteses (1), {2} e (3). © modelo (I}

& factivel se e somente se © modele (2) € factivel. Se < U X > €
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factivel no modele (2) entdo €& também factivel no modeloc (3). Be
<U ,X> é factivel no modelo (3) entéo <['t{})1{e,..,fﬂ;'idn> é uma solugdo
parcial factivel para o modelo (2).

A demonstracgido deste teorema encontra-se nc Apéndice A.

seja 23 a .solucdo. oOtima obtida pelo medelo (3) € % ....................... a. ... _'_;;
solucdo 6tima obtida pelo modelo (2).

O teocrema 4 tem a finalidade de demonstrar que o erro
relativo, (stzz) /Z2 causado pela aproximagdo da programagdo linear ¢
assimtopticamente Zzero.

Teorema 4 - Assuma gue as hipdteses (1),(2) e (3) Assuma

também gque ©  modelo (3) e © modelo (2) sdc factiveis. Entéo
(z,-2)/2,» O quando QYT » w.

A demonstracao deste teorema encontra~se no Apéndice A.

3.5) Un Modelo com tempo de Produg¢do ndo zero

O modele (2) fol escolhido para ser estudado na aplicagéoc
das técnicas de programacgio inteira por ser um problema de programagao
linear inteira-

O  modelo (3), por 3j& fornecer resultados inteiros, serd
usado para a comparacdo dos resultados obtidos do modelo (2).

Foi construide também, para estudos futurcs, um modelo do
sistema "Y"Kanban" baseado no modelc (1), onde o tempoc de produgac a
partir do momento gue ¢ "kanban" foi destacado € diferente de zero.

Seja L{n) o tempc de produgdoc do item n. Assim guando un
nkanban" dispara a producédo do item n no periodo t, este item tera seu
processamento terminado em t + L(nj.

Assim, o© modelo gque incorpora L{n) pode ser formulado da
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seguinte maneira.

N
MinTC {UJ + V, +1- (/") } (8)

o
s.4
n el
't'+L\Him UL'?Lin;ml * Yt«rL{ug-l = x: n= 1'."N' t= 1"."}?
n —
t+L (n) X: Yt+L{n}+ V:+L{n:-1 n=1,..,N; t=1,..,T
f n n
(a) U + Y
t-1+L{n) t-1+L(n)
t+L(n%
(b) T 87
r=t
. k k Kok k, )
XZ&“ = min {(c) [(« V§~i+ W+ oX )/ (e "a™)] ¥ k € P(n)
n . n
L(ci)Q‘- LX n=1,..,N; t=1,..,T
r=1
SV + W+ % z 9% "%" . v kepP(O) t=1,..,T
] t=1 THL (k) r
v o= [T - W )/ ] = 1,00 N;
o = 1,..,T
Yo =
W?l—%— &Y - eﬁ'simasimxim} - W-0n=1,..,N; t=1,..,T

U° néo negative inteiro n= 1,..,N
8]
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CAPITULO 4

PARA RESOLUGAO DO PROBLEMA

4.1-) INTRODUCAC

Neste capitulo apresenta-se um algoritmo do tipo "Branch and
Bound" para a resclugdoc do modelo do sistema "kanban" (M2). Séo
discutidas também varias estratégias de selegdo de nés e das variaveis
a serem ramificadas.

Maiores detalhes scbre o algoritme "Branch and Bound" para a
solucdo de problemas de programagdo linear inteira encontram-se no

Apéndice B.

4.1.1- ) ELEMENTOS DE UM ALGORITMO "BRANCH-AND~BOUND"

Na resolugdc do problema do sistema "Kanban", o tipo de
relaxacaoc usado foi o de ignorar a integralidade reguerida pelas
variaveis.

G algoritmo ¥Branch-and-Bound" é um algoritmo
enumerativeo, cuja estrutura de resolugdoc € conhecida como estrutura de
arvore, onde cada né da arvore representa um problema candidato.

Como ressaltado no Apéndice B a eficiéncia de um algoritmo

wRranch and Bound" depende fortemente de dois fatores:
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~ escolha do problema candidato (ou do né ativo)
-~ decis8o da variavel inteira a ser dicotomizada: escolher
uma variavel dentre as varias variaveis inteiras que assumem valores

fracionarios na solugdo 6tima do problema candidato relaxado, de modo

A seguir sao descritos critérios para as decisdes acima

mencionadas.

P

-~ Escolha do né: Dado uma lista de problemas candidatos
(lista de nos ativos) existem duas opgbSes basicas para a escolha: (1)
regras & priori que determinam a ordem na qual a A&rvore sera
desenvolvida: (2) regras adaptativas, que escolhem um né usando
informagdes (limites, etc.) sobre os nés ativos.

A principal regra a priori usada é a busca em profundidade
1457. Esta regra determina gque o problema candidato selecionado é
sempre o ultimo adicionado & lista de problemas candidates, ou seja,
se o né atual nido é sondadeo o préximo a ser considerado é um dos seus
dois sucessores na arvore. Esta regra € também conhecida como "Last
in, First out”™ (LIFO).

As principais vantagens da regra LIFO sao:

1- A& soclugdo do udltimo problema da lista por programacgdc
linear € muito simples: basta adicicnar uma restrigdc de limite
inferior ou superior & uma varidvel ndc inteira e rectimizar usando o
duzl simplex.

2- A experiéncia mostra gque solugdes factiveis sdc mais
provaveis de serem encontradas em niveis mais profundos da arvore.

A principal desvantagem da regra LIFC €& a sua rigidez para

controlar o processo enumerativo: ha ocasides em gque um problema mais
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antigo na lista de candidatos é mais promissor.
Cutra regra & priori é a busca em largura gue consiste em
considerar todos os nés de um mesmo nivel, onde o nivel de um né é

determinado pelo numeroc de arcos no caminho unico entre este né e o no

Como regras adaptativas, Nenhauser e Wolsey (47) propdem:

a-) dentre os nés ativos escolher o de menor limitante
inferior {( o limitante inferior de um né é o valor étimo do problema
relaxado};

b-} regra da rapida melhoria: o objetivo desta regra é
encontrar rapidamente uma solugdo factivel melhor gque a solugéo

incumbente (melhor que a solugdo factivel atual ).

Seja: .
z - solugdo incumbente;
k s ‘ . .
Zz - limitante inferior no né k;
~k : : z - . ~% S
z~ - estimativa do valor da solugao otima no né k, z' z 2
. — conjunto de nés atives.
* K
(z -27)
¢ critério Max = ” é uma tentativa de atingir
kK€L 2 - =z

este objetivo.
~ = A *

Nota-se gue o né k com z"< z & preferido ac né j com z' 2z .
Além disso a preferéncia sera dada para os nds nos gquais a diferenga
~k X
2z - z €& peguena.

Existe ainda a regra pela escolha da melhor estimativa, ou
seja, estima-se o valor da scolugdo no né através de uma determinada

formula & escolhe-se aguele gue tiver o melhor valor. Estas férmulas

ser&o apresentadas abaixo, na escolha da variavel.
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Nenhauser e Wolsey (471 propdem como estratégia para a
escolha do né a ser pesquisado o uso de varias regras ao mesme tempo:
se o né que estad sendo pesquisado ndo foi sondado, continua-se no

mesmo ramo, <¢aso contrario, verifica-se o irmdo. Se este nao fol

uma solugdo inteira. Em caso afirmativo sim usa-se a regra da rapida
melhoria, se n&oc a regra da melhor estimativa

Neste problema parte-se de uma solugdo inicial inteira,
entido a escolha do né segue as sugestdes acima, s6 gque ao invés de
usar tanto a regra da rapida melhoria como a da melhor estimativa na
mesma estratégia, elas serdo usadas em diferentes estratégias.

Uma wvez gue um nd pesquisado tenha sido dividido em dois
problemas candidatos existe ainda a questdo da decisdo de qual sera
o primeiro problema examinado. Isto sera discutido posteriormente.

Escolha_da_variavel: uma vez escolhido o problema candidato
(né )} a ser pesqguisado, relaxa-se a integralidade nas variaveis e
resolve-se um problema de programacdo linear. Dentre as variaveis
6timas que assumem valores nao inteiros € necessadrio escolher uma
delas para ser dicotomizada. Esta escolha € muitc importante para o
tempo computacional de execugdo do algoritmo, pois geralmente ha
muitas variadvels que precisam ser fixadas em seus valores inteiros
para gue as outras tornem-se inteiras na resolugido do problema de
programacdoc linear.

A regra mais comum para a escolha das variadveis é pelo
uso das prioridades, isto €, um ordenamento das variaveis é
especificado como parte da entrada de dados e elas s&o escolhidas

segundo esta ordem.
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outras possibilidades envolvem: penalidades e pseudo-custos.
Penalidades:; é uma estimativa do acréscimo no valor étimo do
problema relaxado ao se forgar uma das varidveis a assumir um valor

inteiro particular iisi.

linear em um daddo né (k), e seja X uma variavel basica 6tima com o©

valor fracionario Y, Entdo temos:

X = - X
$ Y., ,E Y%
j&r
onde y,. sfo os coeficientes das variaveis néao basicas resultantes da
i3
solugdo do problema relaxado (PCR) e N é o conjunto das variaveis néo
basicas.
Seja:
= +
Yo ryio-l fiﬂ ! fie>0
onde [y, ] ¢ a parte inteira de y e f  sua parte fracionaria.
Para forgar a variavel x assumir um valor inteiro entéo
impbe-se x = [y 7] ou x= [y 7+1.

Seja D, a penalidade para separar a variavel x para baixo,

isto &, impor x = i’yig'}. Entéo:
*
fi{‘} yﬁ}
D = min — Y > 0
* jen yij *

D, € apenas um limitante infericr para o acréscimo de gk
pois podem ser necessarias varias iteragdes de dual simplex para
restaurar a factibilidade. E importante ressaltar que caso nac exista
y, >0 entdc a variavel x néo pode assumir o valor [y ] e o valor D,

é por definigdo infinito.

Seja U, a penalidade para separar a variavel para cima, isto
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s

¢, impor x = [ v, ]+1 . Entéo:

Ui = Win
JEN

(fie_ 1)* yej
. yij< 0

b g

- A--penalidade U, —tem—o-mesmo- significado gque Dy e-caso -néo-
exista yij< O o valor de U sera infinito.
Portanto um limitante inferior para o acréscimo de gk ao se
forgar a variavel x a ser inteira é
Pi'-= min {Ui,Di)
Consequentemente um limitante inferior para o acréscimo de
k

z° ao se forgar todas as variaveis fracionarias a serem inteiras é

PEN = max Pi

i
Esta analise permite tornar mais forte o critério de
sondagem (csz) de um dado né (passo 7 do algoritmo de "Branch and
Bound" no Apéndice B). Seja v(Pck} o valor 6timo do problema candidato
(PCR). Como
k

v(PC®) = 2z + PEN

entaoc se

conclui-se que
v(pC®) = 2
e o problema candidato (PC") esta sondado.
Usando penalidade pode-se estimar 2" (477 { melhor soclugao
inteira } em um ndé sucsessor do no k.

Ea
z" = gk + U‘i{ + ¥ min {U’f, D
4 E

ieM/ )

¥ : x
.}, se a wvariavel escolhida

X

estd em seu limite superior.
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~k k k . k K - :
z = 2z + D + }min (Ui, Di) , Se a varidvel escolhida
iem/ (43

estda em seu limite inferior.
(M)} significa o conjunto de variavels inteiras com valores

fracionarios.

come usa-lia, ou seja, Beale [(43] por exemplo propde gque a escolha da
variavel via penalidade seja feita através da férmula max(min(Ui, Di),
j& Geoffrion (45 defende a formula max(max(Ui, Di).

A escolha através da regra min(min(Ui, {Ji) ndo é
aconselhavel, pois o problema de degenerecéncia dual pode levar a
escolha arbitraria dentre varias varidveis com custo relativo zero.

Analisa-se abaixo as caracteristicas das férmulas utilizadas
neste trabalho.

- max(min(Ui, Di}: esta regra evita o problema de
degenerecéncia dual, determinando assim a variavel a ser ramificada. ©
primeiro subproblema a ser examinade sera aguele onde a variavel
possui a menor penalidade. Uma justificativa para esta escolha €& que 2
lista conterd provavelmente, problemas com solugdes inteiras pobres e
que poderdo ser sondados com maior rapidez.

- max(max(Ui, Di}: esta regra procura determinar a variavel
gue produz a malcor degradagio. Existem duas opgdes para a escolha do
primeiro subproblema a ser examinado. A primeira consiste em tomar o
subproblema c¢om a maior penalidade deixando assim 2 lista com
problemas menos pobres. o cbjetivo e tentar sondar rapidamente este
subproblema. A outra alternativa consiste em escolher o© subproblema
com a menor penalidade deixando assim a lista com problemas mails

pobres. O objetivo é semelhante ac explicado para a regra max(min(U, D)
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Pseudo-Custo: Segundo Benichou 1421, este pode ser
interpretado como uma medida guantitativa da deterioragio do valor
funcional guando se forga uma variavel inteira com valor

fracionario para seu valor inteiro.

6tima ndo inteira (com valor yio) de {PC)I:) a ser dicotomizada. 0O né K
gera dois problemas candidatos (N+1) e (N+2) com as restricées

tradicionais sobre a variavel X .

AN

* = ryio-l *,® ryio-! +1.

FIGURA 4.1- ESQUEMA DO PSEUDO-CUSTC

Os pseudo-custos de uma variavel inteira x, s&o definidos

como:

EWa 1} x ({R+2)

Z -z Z - Z
PCU =
£* : 1 - £

X

Os pseudo-custos sugerem uma degradagdc do valor &timo do
problema relaxado no noé K por unidade de variagédo de x para baixo e
para cima.

No inicio da resolugadc do problema geralmente os
pseudo-custos nic sioc conhecidos. Quando ¢ problema inicial relaxado €
executado (ndé zero)} obtém-se varias variaveis inteiras com valores
fracionarics. Com o intuito de caicular os pseudo-custos destas

variaveis roda-se para cada uma destas variéveis dois subproblemas
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de programagdoc linear com o maximo de 10 iteragdes (vide figura 4.1).
Assim pode-se determinar a primeira varidvel a ser ramificada. Os
pseudo-custos destas varidveis sdc atualizados a medida que estas sdo
novanente escolhidas como variadveis de ramificagdo durante o
problema relaxado no né 0 possuem pseudo-custos indeterminados.

~ ysando pseudo-custos pode-se estimar Qk, (melhor solugéo

inteira) em um né sucessor do nod K:

M
z° = 2" + gmingpcnjf’;,zvcuj(l - f;())
=1

onde M é o numero de variaveis fracionarias.
Analogamente a penalidades sdo propostas duas maneiras de se
calcular a wvariavel a ser ramificada: Max(Min(PCBifi,PCUi(l—fi))) e

Max (Max (PCU_, PCL ) )

4.2-) Um algoritmo "RBranch and Bound" para g
modelo Mkanban®

Dado © modelo (2] apresentade no capitulo anterior,
resoclveu~se aplicar tanto penalidade como pseudo-custo e analisar gual
destes conceitos se aplica melhor dentro do modelo de otimizagdo do
sistema ¥YXKanban" deterministico.

Foram construidos sete programas de programacdo inteira
usando o algoritmo de "Branch-and-Bound"”, apresentade no Apéndice B.
Basicamente ¢ gue muda em cada uma destas estratégias é o modo como se

escolhe o né a ser pesguisado, e a variavel a ser dicotomizada.
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4.2.1 - ) ESTRATEGIAS 1a, 1B E 1C

Em todas, a escolha da variavel a ser dicotomizada & feita
por penalidade e o que muda €& a foérmula como esta variavel é

escolhidaw -

Na estratégia 1A a variavel a ser ramificada serd aquela que
méximiza min(Ui,Di) enquanto que nas estratégias 1B e 1C escolher-se-a
aquela que maximiza max{Ui,Di). A estratégia 1B escolhe como primeiro
subproblema a ser pesguisado aguele conm maior penalidade e a
estratégia 1C escolhe aguela com menor penalidade.

A escolha do néd ¢é feita usando a sugestdo de

Nenhauser e Wolsey (471, usando a regra da rapida melhoria
4.2.2 - ) ESTRATEGIAS 2A E 2B

agqui a escolha da variavel serd por pseudo-custo. Na
estratégia 2& a variadvel a ser ramificada sera aquela gque maximiza
Max(PCLi,PCUi) e o primeiro subproblema a ser pesguisado sera aguele
com maior degradacdo. Ja estratégia na 2B, escolhe-se aquela variavel
gue maximiza MIN(PCLifi,PCUi(l-fi)}. A escolha do né & feita come nas

estratégias anteriocres.
4,2.3 - ) ESTRATEGIA 3
2 estratégia 3 visa uma anadlise do valor da regra da rapida
melhoria em termos da escolha do ndé a ser pesguisado.

& variavel a ser dicotomizada é escolhida como na estratégia
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2B.
A escolha do nd é feita pela regra da melhor estimativa.
Assim os resultados obtidos poderio ser comparados com os da

estratégia 2B, e as diferengas na escolha do nd analisadas.

Durante o estudo do sistema "Kanban" deterministico,
observou-se certas caracteristicas deste, e com elas construjiu-se

regras & priori que foram aplicadas na estratégia a seguir

4.2.4 - ) ESTRATEGIA 4

A escolha da variavel a ser dicotomizada € realizada no
conjunto das varidveis inteiras com valores fracionarios usando a
seguinte regra de prioridade. Seleciona-se as variaveis U‘é do maior
para o menor estagio. As variaveis ch sdo ordenadas do menor para o
maior estagio e em cada estagioc do periodo 1 ao periodo T.

Da restrigcio (10) do modelc (2) nota-se gue as variaveis Ig‘
dependem da produgao do estégic sucessor. Portanto, optou-se por um
ordenamento das variaveis Uz‘ do estagio mais alto para o mais baixo e
das variaveis }fj no sentideo inverso.

Na tentativa de se obter solugdes factiveis melhores
adaptou-se o teste de factibilidade para ser usado em cada nd da
Arvore de "Branch and Bound®.

A escolha do né é como na estratégia 1A.

0Os resultados obtidos através destas estratégias, bem como

analise dos mesmos encontra-se no préximc capitulo.
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CAPITULO 5

APRESENTACAO DOS RESULTADOS, ANALISES

5.1-)GERACAQO DOS TESTES COMPUTACIONAIS

Todos os programas utilizados neste trabalho foram criados
em linguagem pascal e o eguipamento utilizado foi o computador VAX.

Antes da aplicacdo do algoritmo "Branch and Bound", foi
necessario criar um programa a fim de gerar o sistema de montagem de
producac, onde os pardmetros sdo fornecidos via teclado ou gerados
aleatdériamente.

E necessario esclarecer dgue este algoritmo utiliza um
programa para resolugdo dos problemas de programagdc linear.

A criagadoc de tal programa para sistemas de grande porte néo
era de nossc interesse. Pesquisou-se ent&o dquais os disponiveis,
encontrou-se © N.A.G, o LINDO e o MINOS. Optou-se pelo MINOS pois,
além de ser mais facil de ser utilizado & o gue melhor lida com
problemas de instabilidade numérica, com matrizes esparsas

O MINOS €& um sistema onde os dados e resultados sao
fornecidos via arguivo, ndoc podendo ser adaptado ao programa Como um
procedimento. Estes arquivos de entrada, inicialmente seridc os mesmos
para todas as estratégias e criados pelo programa gue gera o sistema
de produgac.

As &arvores de producdc utilizadas na dgeracgdo dos testes
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computacionais foram criadas a partir de arvores apresentadas por
Afentakisiso;. J& os parémetros foram obtidos conforme descrito a
seqguir:

- Estagio/Periodoc - valor fornecido via teclado

.= Capacidade do "container" (&”) = no inicio dos testes

este valor era fornecido via teclado, mas para facilitar estipulou-se
gque seu valor seria 100.

- Capacidade de produgao (3:) - calculada aleatdériamente
através de um gerador randdmico normal com nédia 650,

- Numero de unidades do item n necessarias para fazer uma

unidade do sucessor imediato (e"'*") - wvalor fornecido via
teclado.

- Numero de "containers" cheios do item n em I" no fim do
periodo O (Vi} - calculado aleatdériamente com média 25.

- HNumero de unidades do item n remanescentes em um
ncontainer” parcialmente cheio, no fim do pericdo O {Wﬁ) -~ calculado
aleatériamente com meédia o' -1.

- £ - seu valor ¢ introduzido via teclado e pode variar de 0O
a min{(i/«") .

£ necessario esclarecer gque os parémetros calculados
aleatoriamente, tem a semente de geragdo obtida via teclado.

Os parémetros necessarios para obtengao do modelo (3; foram
obtidos de maneira analoga ao modelo (2), seguindo porém, as hipdteses
relativas a este modelo.

Com estes valores & possivel montar as restrigbes do modelo
e atraves das estratégias propostas obter-se os resultados e as

analises destes.
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5.2-)}TABELAS _E_RESULTADOS

Arvore de Producdo 1:

Estagios (N): 7

L6 |
N // Periodos (T): 5
Nuimero de Variaveis: 42 (NT + N)
AN Numero de Restricgbes: 70 (2NT)
2]
\ //
SOL . SOL. TOT. DE TOT. DE NO TEMPOQ N& s NAC
ESTR K }

INI. FIN. ITER. NG s STIMO RODAGEM SO NDAD.
iAa 186 193 1847 236 o4 £0:35:03.94 -
iB 196 193 4263 650 614 01:37:42.55 -
ic 196 193 1368 182 86 00:29:54.53 -
2A 196 193 2692 704 82 01:26:20.47 7
2B 196 196 5762 700 4] 01:22:17.68 33

3 186 1986 4918 704 0 01:24:50.4%9 28
4 196 194 2711 700 144 0l:27:42.66 33
SOLU¢§G TOT . DE TEMPC
FINAL ITER. RODAGEM
MODELG 3 igs ig 00:00:10.632

Arvore de Producdo 2:

O esguema € o mesmo da arvore de producgdc 1, o gue mudou foi
a semente de gerag¢do randémica do parametros.

Estagios (H}: 7

Periodo {(T}: 5
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Numero de Variaveis: 42 (NT + Nj

Nuamero de Restrigdes: 70 (2NT)

S0L . S0L. TOT. DE TGT . DE NGO TENMFO NG S NAC
ES TR . .
INI . FIN. ITER. wES 6T IMO RODAGEM SONDAD.
WZ_L_A 212 209 1351 364 272 01:00:04.91 -
1B 212 209 1717 542 506 01:37:31.05 -
1C 212 209 1437 462 422 01:18:31.13 -
Z2A 212 212 2449 736 81 01:26:13.12 16
2B 212 212 2501 700 260 0l:27:21.92 g2
3 212 212 2501 700 186 01:18:02.96 o2
4 212 209 1890 370 282 00:48:19.14 -
SOLUGAD TOT. DE TEMPO
FINAL ITER. RODAGEM
MODELG 3 244 5 00:00:10.43

Arvore de Producdoc 3:

Estagios (N}: 4

\ e Periocdos (T): ©
(2] Numero de Variaveis: 40 (NT + N)
AN e
Numero de Restricdes: 72 (2NT)
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- SOL . SO0L TOT. DE ToT . DE NO TEMPEO NG S NED
ESTK INI. Fin ITER., NS ST I Mo RODAGEH S0 NDAD.
12 143 143 328 108 88 00:21:19.57 -
1B 143 143 390 120 160 00:26:23.30 -
1c 143 143 383 118 85 00:24:53.62
2A 143 1473 424 184 115 00:31:08.98 -
2B 143 143 1144 740 78 01:32:20.06 52
3 143 143 1017 724 78 01:30:01.59 43
4 143 143 453 190 94 00:30:02.42 -
SOLUCED TOT . DE TEMPO
FINAL ITER.' RODAGEM
MODELC 3 148 3 00:00:10.53
Arvore de Producdo 4:
Estagios (N): 5
Periodos {(T}: 9
/,E Numerc de Varidaveis: 50 (NT + N}
r _ ; Humero de Restricdes: 20 (2HT
¢ (28T
\ /
SOL . o) TOT . DR TCT . DE NGO TEMPO né s NAO
ESTE . .

INT . IX ITER NGs ST INC RCDAGEHM SO RDBD.
1A 169 167 582 218 160 80:83:16.73 -
1B 169 167 754 322 98 01:11:45.52 -

___“IL“C 169 i67 £89 236 ag £1:03:03.61 -
24 169 167 886 598 181 01:34:53.76 -
2B 169 167 1519 714 98 01:45:18.21 58

3 169 167 1355 740 = 02:02:14.55 39
169 167 G785 508 242 01:49:06.38 -
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SOLUGAD TOT. DE TEMPO
FINAL ITER . RODAGEHM

MODELO 3 169 3 00:00:11.88

Lel L7 e N Estagios (N): 13
o’ Periodos (T): 12
. N 7 Numero de Varidveis: 168 (NT + N)
Namero de Restricdes: 312 (2NT)
- SoL. TOT. DE TOT . DE KO TEMPO NG s NAC
INI. ?F;N. ETER.. Nés ST I MO RODAGEM SO NDAD.
382 382 i30 8 O 00:06:31.04 -
382 382 379 24 0 00:29:24.31 -
382 382 379 24 O £0:31:09.26 -
382 382 4550 274 0 03:20:01.96 -
382 382 F060 604 0 06:18:46.36 -
382 382 7077 606 O 06:129:44.36 -
382 382 364 22 8 00:13:25.72 -
SQLGC@O ToT . DE TEMPO
FINAL ITER.. RODAGEYM
MODELD 3 385 19 00:00:27.63
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Arvore de Produgio 6:

Estagios (N): 13

pd Periodos {T}): 12
Numere de Variaveis: 169 (NT + N)
RN pd Numero de Restrigdes: 312 (2NT)
[35]
S A
=]
AN s
&1
N s
L2 ]
_!' soL . oL, TOT . DE TOT . DE MO TEMFPO nNGs NEO
ESTR INT. FIN ITER. Nd g GTIMO RODAGEM SONDAD.
1A 428 157 8 O 00:11:35.98 -
iB 428 157 8 0 00:10:57.46 -
ic 428 428 289 12 g 00:21:40.81 -
2A 428 428 885 4 o 01:11:34.58 -
2B 428 428 885 4 0 01:04:10.01 -
3 428 428 885 4 0 00:50:01.19 -
428 428 429 24 0 00:32:15.24 -
SOLUCAD TOT . DE TEMEREGC
FIKAL ITER RCDAGEH
MODFLS 3 428 22 00:00:27.65
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Arvore de Producdo 7:

Estagios (N): 7
/ Periodos (T): 12
Nimero de Variaveis: 91 (NT + N)
Nuimero de Restrigdes: 168 (2NT
5] (2
. yd
AN 7
(1] L2 ]
sl . SCOL. TO0T . DE TOT ., DE NO TEMPO KOS NAD
ES8TR . .

INI. FIN,. ITER nNés ST IMO RCDAGEM SO NDAD.
1A 241 237 2576 1060 510 02:30:16.21 -
1B 2471 237 621 312 184 01:43:09.15 -
ic 241 237 581 294 132 01:10:34.98 -
Z2A 241 237 1260 820 545 05:16:38.88 -
2B 241 237 2436 2022 878 08:44:47.76 33

3 241 237 5716 5276 704 10:50:04.16 -
4 241 237 1184 510 1c4 01:34:47.70 -
SOLUCAD T0T . DE TEME
FINAL ITER. RODAGEW
MODELO 3 240 14 006:00:17.80

a senmente

Arvore de Producéo 8:

O esquema & o mesmo da arvore de produgdc 7, o que mudou foi

Estagios (N)}: 7

Pericdos (T):
Numero de Variiveis:

Numerc de Restrigdes:

12

5%

51 (NT + N)

168 (2NT)

de geracdo randomica dos parametroes.




SCL - sCL. TOT. DE TOT . DE NO TEMFPO Né s NBo
ESTR INTI. FiIn, ITER. Nb s ST IMG RODARGEM SONDAD.
1A 302 302 1593 400 0 03:32:27.35 22
1B 302 299 1371 400 356 03:09:18.61 26
ic 302 298 1244 _§00 280 03:29:25.40 ;_____%_
23 302 297 1144 4843 341 02128r14 .30 17
2B 302 298 2543 406 380 02:20:47.72 87
3 302 298 2543 406 380 02:08:35,24 87
302 226 11%8 400 280 02:42:22.91 18
S0LU CEo TOT. DE TEMPO
FINAL ITER. RODAGEM
MODELC 3 305 14 00:00:17.80
Arvore de Produgdo 9:
[:?:l Estagios (N): 6
~ Pericdos (T): 8
N AN / Numerc de Variaveis: 54 (NT + N}
N yd Numero de Restrigdes: 96 (2NT)
. ST L. S0L. TOT. DE ®3T . DE MO TEMPO K& 8 NEO
B= IR . FIN. ITER. NGs &7 T MO RCDAGEM 5 O NDAD.
1A 161 157 F22 306 212 01:08:20.11%1 -
ik 161 i57 1666 556 508 02:00:33.40 -
ic i61 157 651 284 206 01:05:52.22 -
2A 161 157 1427 704 403 01:56:29.76 71
2B 161 157 5076 736 494 01:50:29.33] 258
3 i61l 157 4862 700 204 01:51:16.16] 181
4 161 i57 678 700 108 £02:16:52.49 14
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30LUGEC TOT. DE TEMPO
FINAL ITER, RODAGEM
MODELO 3 167 6 00:00:16.70
Arvore de Preoducéo 10:
EN
\ 33 I /6 | Estdgios (N): 13
Periodos (T): 12
_ (M 22
\ \ / Numero de Variavels:
Numero de Restricgées:
e S0 sCL. TOT . DE TOT. DE NO TEMPO KGOS NAC
ESTR NI FIN. ITER. NE S STING RODAGEM SONDAD.
1A 382 382 148 g 0 00:10:44.69 -
1B 382 382 413 24 0 00:34:28.36 -
ic 382 382 349 20 o 00:30:02.48 -
2A 382 382 845 4 0 00:46:42.48 -
2B 382 282 845 4 0 00:46:18.85 -
382 382 845 4 0 00:43:47.91 -
4 382 382 442 24 0 00:14:09.62 -
SOLUCED TOT . DE TEMFO
FINAL ITER ROCDAGEHM
MODELC 3 380 24 00:00:31.42

&1

169 (NT +
312 (2NT)



Arvore de Producdo 11:

Estagios (N): 5
N yd periodos (T): 9
Numero de Variaveis: 50 (NT + N)
Numero de Restrigbes: 90 (2NT)
//

s0L . S0L., TOT . DE TOT. DE RO TEMPO NG s NACQ
ESTR IR . FIN. ITER. NGsS 4T IMC RODAGEM SCKDAD.
1A 168 163 554 380 312 01:41:21.46 -
1B 168 163 433 350 288 01:37:04.66 -
1C 168 163 431 262 191 01:16:03.72 -
2A 168 163 914 612 521 01:46:07.32 -
2B 168 163 753 552 552 01:38:54.91 -
3 168 163 753 552 432 01:31:18.33 -
4 168 163 616 380 380 01:17:32.23 -
SOLUCAD T, DE TEMEO
FINAL ITER, RODAGEM
MODELOD 3 168 4 00:00:12.00

5.3-)ANALISE

Em termos de penalidade as trés estratégias de escolha da
varidvel: {1A) Max{Min(U@,Dj)) a {(1B) e 1{C) Max(ﬁax(UE,Di))
chbtiveram resultados interessantes:

- No numerc total de ndés a estratégia 1A obteve resultados

semelhantes ac da estratégia 1C. A gue cbteve os piores foi a 1B;

62



~ Em relacdoc a diferenga entre o numero de nés totais e o
étimo, a estratégia que apresentou os melhores resultados foi a 1B,
mas a estratégia 1C obteve também resultados razodveis. Os piores

valores foram obtidos pela 1A;

- O _tempo de rodagem ¢é comparado agui relativamente, devido =

ac fato do MINOS nfo utilizar reotimizagdo. Os resultados aqui
‘repetiram-se da mesnma maneira como foram observados em relagdo ao
numero total de noés;

-~ Quanto a obtencdo do né étimo, a melhor estratégia foi a
iCc, mas a 1A também obteve bons valores.

Comparando estas estratégias em relagdo a penalidade,
observa-se gque as melhores foram a 1A e 1C, dque tem em comum a deciséao
do né a ser pesquisado primeiro, dado que a variavel a ser ramificada
foi determinada.

Com os pseudo~custos, observa-se que:

- A estratégia 2A Max{Max(PCLi,PCUi)) chteve melhores
resultados em todos os itens comparados com a estratégia 2B
Max (Min(PCL f ,PCU (1-f )):

- Estas estratégias de pseudo-custo sao muitc razoaveis em
termos de obtencdo do né étimo, porém s&o vagarosas para sondar o
restante dos nés ativos.

guantc a escolha da melhor regra para a escolha do no,
comparandc as estratégias 2B ( rapida melhoria ) e 3 (melhor
estimativa), observou-se:

- Nas &arvores de producdoc 6, 8 e 10 as duas estratégias
obtiveram os mesmos resultados, com excecgdc do tempo de rodagem onde,

a estratégia 3 fol bem melhor;
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-~ Na arvore de produgdoc 11, ambas obtiveram © mesmo numero
+total de nés e de iteragdes, porém a estratégia 3 obteve o né otimo
mais rapido e com um tempo de rodagem menor;

- Nas outras arvores de produg@o os resultados entre as duas

estratégias foram semelhantes ou a 3 foi melhor.

A estratégia 4 ( escolha da varidvel por prioridades ),
apesar de ndo ter sido uma das melhores apresentou resultados bastante
razoaveis. Sendo que na arvore de produgdc 8, foi ela gue apresentou
os melhores resultados.

0 modelo relaxado 3 forneceu solugdes boas. No
entanto, somente na arvore de produgido 7, o valor da solugdo € melhor

que a obtida através do teste de factibilidade (solugado inicial).
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CAPITULO 8

CONCLUSAO

Como na pratica existe a necessidade de respostas rapidas
para programar a produgdo, dado gue as decisdes sdo tomadas a cada
turno, uma boa opgac seria decidir entre os valores obtidos pelo
modelo (3) e a solucdo inicial do modeloc (2)

O obijetivo deste trabalho foil aplicar e comparar diversas
estratégias, bem como avaliar o grau de sub-otimalidade da solugéo
fornecida pelo modelo (2).

Deve-se notar que a solugdo inicial é uma solucgdo muito boa
em relagdo a otima. A razdo disto é que o teste de factibilidade

T
calcula 7§
r=1

_ t
Xiﬁ Ijxj (t=1,...,T) {(vide pagina 38), para gualquer < X >

factivel. Como o custo (C'} foi considerado 1, a funcéo objetivo ficou

N
reduzida a min Eii. Assim com < X > obtido pelo teste de
n=1

factibilidade e a restrigdo (10) do modelc (Z) cbtém-se o valor de

ol

O use de penalidades apresentou resultados Dbastante
razoavels. Embora a regra de ﬁax{ﬁax{Ui,Di})g onde © n¢ a ser
pesquisado primeiro serd aquele com mencor degradacgéc (estratégia 1Cj,
tenha se comportado um pouco melhor gue a estrategia 1A,
Max(Min{Ui,Di}), esta também foi aceitavel.

Percebeu-se gue as regras de pseudo-custo possuen
facilidades para chegar ac né otimo, porém possuer problemas no

sentido de sondar os nds restantes do algoritme.
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Os tempos de rodagem podem ser considerados altos, mas isso
foi devido ao MINCS. Apesar deste ser um programa mnuitc bom para
resolugio de problemas de programagdo linear, € ruim para resolugdo de

algoritmos de "Branch and Bound" por néc executar reotimizacglo. Assim

a cada né pesguisado um novo problema de programacdoc linear tem que -

ser resolvido.

Trabalhos futuros seriam realizados no sentido de:

- wutilizar uma nova regra para escolha do né, a do menor
limitante inferior, combinada com a melhor estratégia de escolha de
variaveis em penalidades, em pseudo-custo e prioridades.

- desenvolver um modelo matematicc para o sistema "Kanban"
gque inclua demanda externa para um item intermediarioc e tratamento de

incertezas no modelo.
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APENDICE A

- DEMONSTRACOES -

Este Apéndice tem comoc objetive apresentar a demonstracgio de
todos os teoremas e afirmagdes citadas no capitule 3. Deve-se

ressaltar gue o artigo de Bitran e Chang (31 contém somente a

demonstragdo do teorema 2.

Descricic pmatematica do sistema "Kanban":

(1)Uj_i+yn_ -X -Uu' =0

( 3)

(a)y UT _ + ¥

{(by B

T

() | («"Vi_+ W _+ &% )/(e"

- o) |para

A,

X = min
T
tode kK € P{n)

-1

(@ Q" - I X7
r= i

&7



(4) V_ +W_ + X = e" "%’ v k € P(0)

T

IYn = [— (en,s{n}as(n}xs(n}_ w:_l) / an —I
(5 1)
O

( 6) W _+ o'y - ™"t - W .0

( 7 ) U, é ndo negativo e inteiro

Modelo (1)

N
MinZCn{U“O+Vno+l-(1/am)} ( 8)

n=l

s.a. (1) = {7}

modelo
{i}

Teorema 1-Se < U, V, W, X, Y > satisfazem as restricgdes

de e (1) & (7) entédo:

(a)y U, Y, VvV, X e W; s30 ndo negativos e inteiros;

PROVA:

Suponha que todas as varidveis foram determinadas até o

periodo t-1 e gue s&o inteiras e = 0.

i

X' =0 e inteiro (restrig¢do 3}

Fo B I

U” esta determinado € inteirc e =20 e inteiro, pois

Como Xim;a 0 e 0= w” s g'-1 (ver equagdc (c)) entdo Y = O

I

inteiro (restricdo(5)). Da restricdo (2) conclui-se gue V_ ¢
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inteiro. De (3) tem-se gque:

X:(n}en'sm}as{ms a“v‘; Lt wi‘ o ocnxi'

(Xs{n}en,s{n)asin}“ wn )/ans Vn . X:

£ t-1 [

.pgr.t,a.n.tg.. e

n_ s{n) _n,si{n} s(n)_ T n < i
Y [ (xt. e o W)/« 7= vi_; x‘; e
assin Vi z 0

Pa restrigdo (5) oY+ w243 e Wg*™  portanto de

(7) K@ esta determinado e é =2 0. Sera mostrado em (c) gque Wﬁ é inteiro

(b) v' o= v + X0
T L1 T
PROVA:
YVi=v + X -V = VvV  +X
£ -1 t ¢ £-1 &

(c)y W =a -1
PROVA:
Da restriglo (35) tem-se gque:
Yi = l— ( eﬂ.s(n}asin}xsin; - Wn 1 /an)-l
suponha gue

n,sin!  s{ni . sin
' o X

el - ‘ x
o7~ w_ /o é inteiro

entéc
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wn + anYn - en,s{n}as(n)xsin) = 0
-1 T T

ou seja W, = 0 (restrigdo 6)

se {en’sm’as(m}{:m - wf_l)/a“, néo & inteiro entdo

ST IR LGy ~1) ¥ R

onde R é inteiro e 0< R = o'~1.

Definindo W: 2 4" - R, obtém-se

wn - Wn—l + anYn - en,s(n)xs{n}’ 0= W: =< an_l

T o o £

(@) U+ V=0V

£

PROVA:

Somando as restrigdes (1) e (2) tem-se:

o n 2
Uy « ¥ + Vv
t T

L

= U’ +Y 4V
-1 L-1 £-1
cone (ngﬁ}

r Y
1 1 1

e portantc por indugéo

I

§f+Y‘“‘+\i‘ Ul .V

(e) TX =0

o

PROVA: Primeira Parte: Provar gue 7 X

be {3) obtém-se que
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portanto

T
TXI=Q (n=1,..,N)
r=31
T
Segunda Parte: Provar que: [ X = Q"
pefine-se En,s(n) = (en,s{n)as(n})/an

£ provado no Lema A.1 a seguir que as restrigdes

(6) implicam

com X € inteiro ndo negativo tem-se que:

T
ZXI}ZQE

fu s

I

T
portanto Y} X =Q , ¥ n e P(0)

(3c),

{(2) e

Usando indugdo na Arvore gque representa a estrutura de

T .
montagem, suponha gue 7 X = g'®/

r=1

gin}

2

Entao de (%)

v

an EnsiﬂQ

portanto ¥ X = @
r=i

, v N ¢ P(0)

{

by

Byt

~
14

¢

Wn/an

=

s Variaveis de Decisfo U : Sera ilustrado através de unm

]

.

exemplo gue uma vez due Ui assume valcores especificos entdc todas as

variaveis em (1)-~(7) s&c unicamente determinadas.
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Dada a arvore de produgdo:

\
m\/

N

(e]

O simbolo ! significa que o valor da variavel & conhecido.

3, t=1
1) U+ Y] -x -U=o0
L R WS 3 1
+ T
3 3 3
2) V. + X Y -V,
4 + 2
3) X) = min U + Y’
i@;]’l}i
B
I |

K:65=>[_(av + W o+« Xy /e ]
TR T T ST I ] |

L a\? + w + o’
L N T T T O

o’ g
25 B |
5) Y m}'(eB‘az X —!wi>/a33
= H
’?.
6) W o a3Y3 _ eB’EaEXf‘ - W =0
+ + ~

Portanto para determinar as variavels para n=3 e t=le

o . & 5 :
necessaric determinar X , X e X
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1) t} + Y - X =-U =0
LY 9 1 1
+ ~
6 & €
2) V. + X Y V. - o
2 2 2~
_________________________ 3).%x% = min . U° + ¥°
L N |
£
61
iy

¢ estados precedentes

6
Q
L L

. & 2 5
Assim obtem-«se © valor de X1 e de modo andalego Xl. Com esses
3 = +
valores veolta~se para n=3 e calcula-se o valor de X1 nao precisando
necessariamente calcular as outras variaveis para n=6 e n=5. Mas como

esses valores serdoc necessarios para t=2 e n=3 eles serdc calculados.
6,3 1.3,
5y Y¥ =T (e a;x;—W)/cx‘;
i i 11 !

Ol S acabou de ser calculadeo

& 6,6 $,3 3
6) W + 'Y - e a’X
L% 211

[RO

g i

:f\
Portanto para t=1 e n=6 obtém-se o valor de todas as

variaveis e de modo idéntico para t=1 e n=5.

Porém, para se obter todos os valores das variaveis de n=3 é
necesaric, ainda, o valor de X%
n=1i, t=1

Aqui, como para n=6, poder-se-ia calcular sd¢ o valor de Xi,

mas comoe os outros valores serdo necessiarios para o préximo periodo,

eles serdo calculados.

Bt

i) U‘ + Y
Lt

- X -U =0
!; i +

Lo

o +
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1 i 1 1
2)1V91+ Xz Ya V1 = 0
* + +
1 . 1 1
3) X =min U, + ¥
i ! OE i GE
3
81
St |
K="3,4 3] VT F W F X 4 gl iy S
L 0 B D L i
{L ( O+ W o+ oY Y / 4lgt |
| 0) (0 g1
1 4+
Q
Y -
i i,0 0,0 1 1
5 ¥ = e oX — W a
) 1 r(; 1y iﬁa) /L___J.l
6) W + o'y’ - e %’x® - W = 0
S 11 1 i
l!\

i - s
Portanto para se obter o valer de x; é necessario o valor de

X,
n=4, t=1
no+v-x*-v=o0
L i 1
~ N
2y vV o+ xt - ¥t - v
| Oy 1 1 1= 0D
2 < A
3) X = min UL + ¥°
1 1‘»;;@;-
B
I

Qt’i
L L
5) Y= [ (elalixt - W) s«
i i i,‘.....: i :5
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4 4,4 4,1 1,1 4
6 W 4+ ¥ — e  agX -W =0
)IGIE 1y by 1

2
Portantoe, agora com todos os valores de n=4, volta-se para

n=1 e termina-se © calculo das varidveis neste estdgic e finalmente

voltando para n=3 calcula-se os valores restantes.

n=3, t=2
1) U+ Y] -x-u=0
ETI Y 2 2
~ Y
3 3 3 3
2}1V1‘+ X2-Y2 V2=(‘3
+ + +
3) X’ = min U’ + ¥’
2 illiil
3
Pz
K~—65=>{_(av + W+ a® Xy /e’ ]
OV B NS B TS O S
I_(o:V + W o+ o« XS)/e5’3a3j
S B S B I - e}
o’- ¥’ N
N

/1\
6) W + &Y - ela'xl - W =0
i i] L “ t § 2 2

N T 2
n=6, t=2 {fdem para n=5, t=2}

. 3 & _
1, U+ Y - X2 Ué = {0

[ B
4 +
2‘V(}-&-Xe~-«3{6—6
)§1§ 2 z 2 = 0
~~ ~ A



3) Xi = min ¢ +

U o+ ¥°
S R B
&
B2,

¢ estados precedentes

g° - x°

Y - L

Com Xz e Xz volta-se para n=3 e calcula-se Xz e volta-se

para n=6 e 5 para calcular os valores restantes destes estagios.

6 6,3 1.3, & 6
= i - W o
5) ¥, = [ (e a iX}! L) /e

|

..)
> |

acabouy de ser calculado

6) W' + oy’ - e¥%’X - W =0
i 2 2

<+
n=l1, t=2
1}U+Y - X -U=o0
R Y 2 2
~ +
1 i 1 i
2)V1+X2-Y2 VEEG
S N
3) X- = min - U_ + Y.
2 <

K= 3,4 #(L ( &V + W +a'X )/ eta’ ]
I | Lo 2 { ] 1 i

[ ¢ aﬁf + Wf-& aéxf Y/ efiyt ]
§ - i g S E--——} &
4\

S
Q" - X
b .
1 1,0 0,0 1 1
5y ¥ = e aX - W ) o
) 2 f (; 23 L1 /EWJ]




1 lepl 1.0 0.0 1
6y W + a¥Y — e o'X =-W =20
}; iy 23 § 29 2
n=4, t=2
4 4 4 4 =
13 Ul + Yl X2 U2 3]
4+ 4
................... xrd T ol
2} Vl e ¥ VO T
+ - +
4 . 4 4
= o +
3) X2 min U Y1
4
82
I

¢ estados precedentes

! - x°
L ety

5) ¥P = [ (e lalix)i =W ) / ']
2 L1 .2 L1t L

T L acabou de ser calculado

: £,,4 4,1 1.1 4
6) W + ¥ - e o X - W =190
S 23 1 23 2

4\
Com todas as varidveis de n=4 calculadas volta-se para n=1 e

depois para n=3.

n=3, t=3
N +yY -x -U =0
;21!21 2 3
T~ 4'“
2y VO + X =¥, -V _
12! K} 3 3 =
ey o 2
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H

3) X, = min

6,5 [ ( &’V + W' + a®|x’|) s "7’ ]
2 2 b l j

4’
5 5 5 5.3 3
t[(av§+&+&x§}/eajj

Q- (xI+x)) ~
k] = 3,1 1 1 —W3 3
5) Y| [('e agx3 iz)/cz:']
1+
6) W + o’Y - ea'x - W =0
g 2! Ll 3 i § 3 3
2} 4 2

n=6, t=2 (fdem para n=5, t=3)

[ & 6_6#
1) U, + Y - X -U =20

L2 2
+ BN
s £ b
2) Vi + X - ¥, -V _ g
e “+ o
3) X* = min [ U + ¥©
izl

¢ estados precedentes

5 6, yf
] o - (X1+X2}
Com Xz e Xi volta-se para n=3 e calcula-se Xf e volta-se

para n=6 e 5 para calcular os valores restantes destes estagios.

& £,2 1., s " &
5y Yo = (ea Xl -W )/ a]
4 d 2 L2t L
L scabou de ser caiculado

78



6) W + &Y. - e"a’X, - W, =0
SRS T N
4\

n=1, t=3
1 3 1 1
1) U, + ¥, X, U, =0
~ ~
2) VP o+ Xt -yl vl
1 'df Fo & 4
2 + 2
3) X! = min - Ul o+ ¥l
3 L3
1
Fs,

K= 3,4 » oV + W o+ X Pl
! i'(z 23 1 25 4 3s) /le a; 'J

L(ocv +W +a4X)/e4’1a'§_|
Lo 21 2y g T
. +
o' - (X'+xD)
i i i 1 2 ]

5) v, = [ (le"ax —W;I) /51

6) W + 'Y, - e a’X] -W =0
T 3

.?
n=4, t=3
1) UL+ Y- X - U =0
TS I 3
A 5
2y vio+ ¥t - ¥ -V
W 3 3 O
+ 1 4
3) X = min -ut o+ ¥’
2 I R
4
B.
NN

g estados precedentes

ot - (xt+xh
Ly Loy 2
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P 4,1 1,41, 4 4
5) Yo =] (e a (X -W ) /a]
3 e 2 L2 L
L acabou de ser calculade
4 4,,.4 4,1 1,,1 4
6y W + a¥Y — e aX -W =20
)* 2; H 3; H 3; 3
+

depois para n=3.

Para os outros estigios, agui ndo mencionados o calculo €

analogo

modelo

Modelo (2)

Min ( 8 )
n n t : {(n} .
s.a (Wy/a") + V) +T X" - gty x* 2 0 (9)
r=1 r=1 n= 1,-.,N; t= 1,..,T

|l ul- L X+ BT g xS awli/a)+ (1-e)=0  (10)
r=1 r=1 n= 1,..,N; t=1,..,T

xj e { 0,1,..,3‘2} (11) n= 1,..,N; t=1,..,T

e { 0,1,...} (12) n= 1,..,N

Teorema 22— O modelic (1) € factivel se e somente se o©

(2) & factivel. Os dois modelos ten o mesmo conjuntc de solugdes

parciais factiveis < U >, o mesmo conjunto de soclugdes parciais

&timas < U > e © mesme valor Stimo,
83

PROVA: Segue diretamente do Lema A.1 e A.2Z

Seda 3’ e 7' respectivamente para n=l,..,N e t=1;,..,T o

conjunto de expressdes derivadas da restrigdo (3) com ineguagdo e pela

extensioc da condicgdo de integralidade para Xf

lLema A.1 - Se < U, V, X, W, ¥ > satisfaz (1}, (2}, (3%},

20



(4), (5), (6), (7’), entdo < U, X > satisfaz (9)-(12). Se < U, X >
satisfaz de (9)-(12}, entdc <« UG > ¢ uma solugdo parcial factivel
para (1), (2), (3'), (4), (5)., (6), (7').

PROVA:

 Seja < U, V, X, W, Y > satisfaz (1), (2), (3'), (4), (5), |

(6), (7’). De (2), (3') e (6) obtém-se:

WI:_;L + daY: - en,s(n)as(n)xién)_ Wl; = 0

en,s(n)as(n}xs(ﬁ) = W - W + oY
t . t-1 C t

=W  -W + (V' + X - V)
£-1 | -1 T T

= W o+ cxnvz_:l + a“xjj

t-1
Pela recursividade da restricdo (2) e (3}, obtém-se gue:

t t
n
Vi=V, +LX -LY
1

[
r= r=1

i t
W:' = w: + oy YU - e Mty ij}

3 r=1

entéc
T t-1
L, 8 {5 {nly,8 kst i gin] 1
rs{}asXﬂwsw_*’azy_es(ﬁ}as(nz}(c }+ar(v
T
r= 1 r=1 -
-1 t-1
N 1 T
+2XV~ZY?)+aX;
=1 N r=1 -

[T
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L1

T
Ve L X+ (W/a”) = (e x0T 2 0
r=1 r=1

o twl
(wg/an) + V1;+ z X? - En,s(n) z xj(n) 2 0
r=l

r=1

'?Qrtant0”< gafmxm;.satisﬁaz {9}'

De (5) e (6) obtém-se gue:

thi = l— {en,s(n)as{n)/an)xi{n) - W:

t-1
= f- En,sm)xs{n) - W:/an + Em,s(n) T Xsin)

r

t £-1
_ n, s{n} s{n) _ n - n
=TE L X Wosa' 1 - LY
r=1 r=1
assim
: T (n} - {n} )
Z Y_: - r En,s I z Xf,ﬁ - W‘i/an —!
r=1 r=1 -
De (1) por recursividade e (3’) obtém-se que:
_ £ oe-l
U'=U0 -IxX+TY¥ =0
N r=l Tal *
entéo
£ U R
,{}2 - z XF +Eﬂ,:in.’ z xixr&} Wﬁ/a? + 1 -
=i N r=1 N
: n ot =in} n
I 4] I, B in} T H
= U] - LX + [E £ X" - wsa
r=1 r=l
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pPortano < U, X > satisfaz (9). A primeira metade do Lema

Al esta provada.

Seja < v, X > tal que satisfaz (9)-(12). Define-se < X >

CoOmo:

t £-1
X =min ( X, @) e X =min (L X, @} -min ([ X, Q"
1

e r=1

Da definicdo de < X > segue que:
£ €

¥ x’; = min { zij, Q") , para t=1,...,T
= r=1

r=1

t
e em particular [ X = Q".
r=1

Mostra-se agora que < U, X > também satisfaz (9)-(12).
Da definicédo de Q° obtém-se que:

Q* =max {0, [ BV - vl - (W/a" ) [z 0

!- En,s{n)Qs{ﬂ} _ vr‘ _ ( Wx:/an ) -i > En,s(n}Qs»{m - Vr - ( Wi/dp ) > 0
iy o o 4

Desde que < U, X > satisfaca (9)

t t
{Wi/a“} + V: - EXr - Eﬁ;sm}z Xs{n} = 0

3]

(WZ/J} + v’; + min{ z

‘}'{'11’-:’ Qﬁ} _ En,s{n)min{ Efgsf_n}lgsén}} = 0
r=1 " =

portante, < U, X } satisfaz (9)
Segue também da definigéo de Q" e £ gue:

0 <e <min { 1/a¢" } = 1 para n=1,...,N
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Qn - 5- En,s(n)Qsin) - Y - (WZ/QQ)'] - En'S(szm) -V - (Wz/‘xn)

G G

4]

Q" -1+ ¢ < EV?QNY - v - (W/a")

1

- Q" 4 EVS®IgSR L Vzg - (W:/an) +1->0

-0+ En,s{n)Qs(n) - (Wz/dn) + 1 «-&>0

Desde gue < U, X > satisfacga (9) (12)
| ( t-1
Ul - px +EE T X W/t 1 -k
r=1 r=1

t t-1
U7 -min{ L X, Q") +E"*"min( T XI™, 0*'") -w/a” + 1 - €20
r=31 r=1
portanto < Ué, X > satisfaz (10). Pela propria construgao de < X >,
satisfaz (9)-(12). Falta demonstrar que < U, X > é uma solucgao
parcialmente factivel para (1)~(2},(3"),(4)-(6),(7'). para construir
um complemento para < Us, X >, seja U, V., Y: para n=1,...,N e

t=1,...,T definidos de acordec com (1)-(5) e (5)-(6).

Se

entéo
+ ¥ - X' = -1
£-1 -1 d
desde gue todas as variadveis envolvidas sejam inteiras.
Como resultado, obtém-se gue:
Ut = U+ ¥ - X
T -1 £-1 T

e pela recursividade,

- C
Ul = Ul + LY -1 X

£r

g4



t-1 1
n n,si{n} s{n} el
TY. =[E L X w/a® ]
r=1 r=1
entéo
t
ul =0 4+ B g X - w/e” ] -LX < -1
r=1 r=1
in) £-1 -1 y
r En,s n E xs{n) - W:/dn -! = En,s{n} Z Xs(n - WZ/dn
r=1 * r=1 -
entéo

£

£-1 t-1 d
,8(n) s{n} 1 n n, 8{n} sin} n
U+ E" zlxr -W /o -rzle = U+[ E I xM-ws/a® ] - L X
T = = =

t-1 T
Ur; + En,s(n} E Xi{n} - wg;/an - }: Xn + 1 - ¢

r=1 r=1
- t-1 t
=U + [E"" % X" - W] - X 41 -k
’.’:lr r=1
T -3 T -
=0 +7Y - X +1-e=U +1-¢
¢ r r T
r=1 r=1
= U _+Y¥ ~-X +1l-g=-1+1-€=-¢€<0
A contradicdo leva gque U?J + Yjﬁ z X:

Nota-se que < X > construido satisfaz as restrigdes (3.b) e
(3.4). As restricgbes (3.c) e (4) s&c inmplicadas por (9) (ver primeira
parte da prova), assim < U, V, X, W, Y > satisfaz (3') e (4}.

Portanto, a segunda parte do Lema esta provada

ema A.2:8Se < U, VvV, X, W, Y > satisfaz (1), (2}, (37},

{4y, (53, (6}, (77}, entédo < ﬁz > é uma solucdo parcial factivel para

(13-(7) .
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PROVA: A prova deste lema é imediata e decorre do fato que
Ug determina todas as variaveis.

Mogdelo 3

_'_H_i_nKS)

ol £
s.a V. +F X - E“'S{“zxj*n’ao (13)

1 n1,..,N; t=1,..,T

r=1 iy
modelo ll . c-1
r=1 r=1 n= 1,.1’N; t= 1,ot,T

= Xiﬁﬁ? (15) n=1,..,N; t=1,..,T

0
i Uzao (16) n= 1,..,N

Teorema 3: Assuma gue as restrigdes:
(1) E**"™ ¢é inteiro = 0, para n=1,...,N
(2) Vz é um inteiro miltiplo de M°, para n=1,...,N

n

(3) B, (t=1,...,T) séo inteircs multiplos de M ,para
n=1,...,N
sdo asseguradas. O medele (3) € factivel se e somente se © modelo (2]
é¢ factivel. Se < UO,X > & factivel no modelc (2) entdc € tambén
factivel noc modele (3). Se < {(}) ;X > & factivel no modelic (3; entéo
< rUi.EMg, oo Uﬂﬁ é uma solugio factivel para o modelo (2).

PRCVA: Suponha gue < U, X > satisfaz (9}-{12). Como as

n,sin;

variaveis envolvidas sao inteiras, E é inteiro 0= W/« < 1,, Os
-W /o '+1-e< 1, conclue-se que < U.,X > satisfaz (13)}-(16).
Suponha agora dque < ‘ég,f{ > satisfaz (13)-(16). Defina:

U=TU s, X=X 0,

Q—Z__ri
- TIX
= i
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Note dgue

>,

t
L X
r=1
e X" é inteiro e ndc negativo
T

Suponha que

isto &,

Como VZ - AMn = AEn,s{n}Msm) AEn.s(n}Ms(n) + BMn - En,s(n}CMS(n} < 0,

s{n}

onde A,B e C s&o inteiros e n&o negativos. Assim E™" (& + B ~
s{n} . .
)M < 0 o que implica
T t
vn + }: Xn - En s(n}z Xs{n} En s {(n}
r =
r=1 r=1
assim,
9] < - “\t -
VG + z X; - En s{n z Xsén
re1 r=1
t v _ Lo —
g} n,s{n} sinj} n,si{n} s{n} sin)
SVZ-&-[EX;]MH—E [L X "], +E (rcx 'jpr-ZX )
r=1 r=1 r=1 Tl
{1} n {n ) Lo—s toss
5“}31’“ 51 +E g in ({-in."lfwyr_z}{i:?)<e
r=1 =1
o gue contradiz (13).
Portanto
t i ,::{ \t y
VI:”}ZX; _.EI'l,.‘ I'izz Xj(n: ?--O
r=l . r=1i

e < U ,X > satisfaz (13).

Agora, mostra-se gue < ﬁé,x > gatisfaz (14). Supcnha gue
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izgto é,

como UI; S EMn, tem~-se que: ﬂMn ................. — BMn ............... + En s 8 (11 gy {n}< O ¥ nde D,. .

B, F sao inteiros néo negativos, assim, (D - B + F)M < 0, o que

implica:
: (n} tot (n)
vwo X +EVS gt s -
r=3 * r=1 o
e portanto,
n i n,si{n) t_l“s(a)
U - L x:j + E7° ¥ X
r=1 r=1

o £-1_ .
s (U e -TEX] + BT EXTY  HTIX] - IX=-M
= = 4 1 T=l

< 0, o gue contradiz (14). Portanto < Uh,x > satisfaz (14)

Da construcao de < X > tem-se gue:

[ E

K= [LX-TIX 1]~ [%-(I% e -

tA
o

s 3
AEAREE

pois B & multiplo inteiro de M.

como as variaveis em < U ,X > séo inteiras, 0= W@kﬁ< 1 e
0 < ,.Wz/a“ + 1 - & < 1, conclue-se gue < U ,X > também satisfaz
(9)-(12)

Tecorema 4: Assuma gue as hipoteses (1},{(2} e (3} .Assuna
também gue © modele (3) @ © modelo (2) B8&0 factiveis. Entdoc ({(Z -

2.)/2.> 0 guando Q" /T 5 .

g8



PROVA: Sejam < UG,X > e < ‘59,5( > solugdes otimas para os

modelos (2) e (3), respectivamente. Desde gue

H _ N
P d eIy
=1 =1

n

< %Cn([ o T, < S:cn( i}: + M)
=1 n=1
obtemos
N
(2,- 2)< L mc”
n=1

Como < sg,x > satisfaz (9) e (10), obtém-se ao somar as duas

desigualdades
VV+ 0 —xT+1-6g20
0 ¢ t
Ccomo Vg‘, ng' XI: sdo todos inteiros e 0< 1-e< 1, entéo
Vg + Uz z Xl: para todo t= 1,..,T

N N N
Entdo Z = [ cQ/T e (2~ 2)/2< [ oM /(¢ YciQ'/T) pela
n=1

n=l n=1

definicdo de @, Q'/T » » quando Q%Y/T w

portanto (2.~ 2)/2- 0 guando Q° /T » w
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APENDICE B

_MAMERQGRAKAQQO INTEIRA E O ALGORITMO MBRANCH-AND-BOUND®

Em principio, programagdo linear inteira significa a
formulacdo e solugdo de problemas gque podem ser representados como
problemas de programagdc linear em que algumas ou todas as variaveis
necessitam ser inteiras.

Apresenta-se a seguir uma estrutura algoritmica geral no
qual se engquadram algoritmos de varios tipos: "Branch and Bound",
planos de corte, relaxagédo Lagrangeana e decomposigdo de Benders.

A estrutura geral contém trés elementos fundamentais:
separagédo, relaxagdo e sondagem. Cada um destes elementos e discutido
a seguir e uma particularizagdo é feita para algoritmes do tipo
*Rranch and Bound".

Seja o problema de programagdc linear inteira mista:
Min cx + dy

(P} s.a Cx + Dy <= b
%,y inteiros

Oonde C e D s8p matrizes e ¢, d e b sio vetores com as
apropriadas dimensoes.

1) Separacdo: para qualgquer problema de otimizagéoc (P), seja
F(P) o conjunto de solugdes factiveis. O problema (P} & separado em
problemas (Pi}; {Pz),..., (PC} guando as seguintes condigdes sSaoc
asseguradas:

{81} =~ Toda sclugdoc factivel de (P) & uma solugido de
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somente um dos subproblemas (P.), (P),..., (P) ;

(s2) -~ Uma solugdo factivel de gqualguer um dos
subproblemas {Pl} , (Pz) ooy (Pq) é uma solugdo
factivel de (P):

 Essas condigbes asseguram que F(P )}, F(P),..., F(P) €

uma partigdo de F(P). Os subproblemas (P}, (P)reeny (Pq) séo
chamados de descendentes de (P).

O interesse na separacido, € usar a estratégia de dividir
para conguistar para resolver o problema (P).

Um esquema rudimentar para a resoclugdoc de (P) baseado em
separagdo pode ser descrito da seguinte maneira: tenta-~se resolver
(P); se isto nédo & possivel, separa-se (P) em dois ou mais
subproblemas iniciando assim uma 1lista de problemas candidatos.
Extrai-se um subproblema (PC) desta lista e tenta-se resolvé-lo. Se
houver sucesso na resoluglo retorna-se & lista e extrai-se um novo
problema candidato a ser resolvido; caso contrario separa-se (PC) e
adiciona-se seus descententes & lista. Prossegue-se desta maneira ate
que a lista esteja vazia. A melher solucdc encontrada en gualguer
problema candidato serad chamada de solugdo incumbente.

A maneira popular de se separar um problema de programacgac
inteira €& através de restricdes contraditérias numa unica variavel
inteira (variavel de separagac ou ramificagdo).

Por exemplo, se a variavel X, € inteira e 0= X = 4 uma
possivel separagao consiste em se fazer O= X, = 3 e 3= ¥ = 4,

2-) Relaxacio: gualguer problema de otimizagdo (P) pode ser
relaxado ao se torna-lc menos restrito e portanto de mais facil
solugdo.Este problema relaxado € denotado (P ). A relaxagdo mais

popular consiste em eliminar as restrigdes de integralidade nas
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variaveis. Outra relaxagdo comum consiste em dualizar algumas
restrigdes ncomplicantes® e utilizar a técnica de relaxagao
Lagrangeana. Para uma relaxagéo ser valida é necessario que F(P) <

F(P). Esta propriedade implica nas seguintes relagbes em (P) e

ey

(R1) - Se (E%) nic tem solugdo factivel, entdc o mesmo é

verdadeiro para (P);

(R2) - O valor minimo de (P) nao € menor que o valor minimo

de (r;):

(R3) - Se uma solugdo 6tima de (2;) é factivel em (P),

entdo ela ¢ uma solucdoc ¢6tima de (P);

3-) Critéric de Sondagem: uma sequéncia de problemas
candidatos precisa ser examinada, e gquando um deles ndo pode ser
resolvido sem uma grande quantidade de esforgo, entao precisa ser
separado e seus descendentes examinados. © sucessc da estratégia
depende de uma escolha criteriosa sobre como e quao dificil é resolver
cada problema candidato. Nesse sentido o conceito de relaxagédo
desempenha um papel importante: ao invés de tentar lidar com o
problema candidato trabalha-se com uma relaxacdo do mesmo. O critério
de sondagem apresentado a seguir formaliza o papel do problema
relaxado.

Existem trés tipos gerais de sondagem, todos baseados enm
relaxacdo. Para apresenta-lo € necessario introduzir a seguinte
notacdoc: se (-} € um problema de minimizacdo, v{-}) €& o valor otimo de
(-) e z & o valor da solugdo incumbente (inicialmente z'= = se
nenhuma solucgdo factivel de (P) foil encontrada).

Os trés critérios de sondagem podem ser definidos como:

(1) - Se (PC)) ndo tem solucdo factivel, entdc por (R1) ©
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mesmo € verdadeiro para (PC). Entdo F(PC) € vazia néo
podendo pois conter uma solugdo otima para (P). Portanto
({PC) { e seus descendentes)é sondado.

(2} - V(PC)z Z

Como
V(PC) = V(PC)

entdo (2) implica que F(PC) ndo contém uma solugdo factivel
melhor gue a solugdac incumbente e (PC) é sondado

(3) - Suponha gue uma solugdoc 6tima de (pC)) € factivel em
(PC), entdc por (R3) ela é otima em (PC) e este esta
sondado. Por (S82) ela também €& factivel em (P) e torna«-se ©
novo valor da incumbente se o seu valor for menor gue z".

A selecdo do subproblema serd discutida quando for abordado

o assunto da escolha do né da arvore enumerativa a ser pesquisado.

1 - ) PROCEDIMENTO GERAL PARA A SOLUCAO DE UM

PROBLEMA DE PROGRAMACAC INTEIRA

Passo 1 | = Inicializar a lista de candidatos ( L ) com o

*

problema original (P) e seia (2 ) um numero

arbitrariamente grande;

Passo 2 | - Se a lista de candidatos estd vazia entdo va para o
passo_13;
Passo 3 | - Selecionar um dos problemas da lista de candidatos

para se tornar o problema candidato atual (PC);

Passo 4 | — Escolha uma relaxagao (PC?) de (PC);

Passo & | = Resolva (PC) por um algoritmo apropriado:

Passoc 6 | - Critério de Sondagem 1 (C81l}) - Se © {?C;} infactivel
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VA& para © passo 2;

| Passo 7 | = Critério de Sondagem 2 (CS2) - Se o valor da

solugao de (PC) é maior ou igual ao da incumbente

entdo vad para o passo_2;

-

de (Pcr) €& factivel em (PC) vA para o passo _12;

Decide-se se vai persistir na tentativa de sondar

[ Passo 9 I

(PC). Em caso afirmativo, ir para o passo 10, se

ndo ir para o passo 11

| Passo 10| ~ Modificar a relaxacgdo e ir para o passo 5:

[Passo 11| - Separar (PC) e adicionar seus descendentes na lista

de candidatos. Voltar para o passo_2;

[ Passo 12] - SE V(PCR) <= 2z entdco atualize a solugdo

incumbente. Volte para o passo_2;

[ Passo 13} - 8Se existe soclucgdo incumbente, entdoc esta é a

solugdoc otima, caso contrario ¢ problema é
infactivel, FIM.
Um fluxograma deste procedimento é apresentado na proxima

pagina

2 = )} ALGORITMOS ENUMERATIVOS

Algoritmos enumerativos conmpreenden algoritmos do tipo
enumeracdo implicita ou "Branch and Bound". Estes algoritmos buscam de
forma metddica o conjunto de possivels solugdes inteiras de modo a néo
considerar cada solugado intelra individual. Por exemplo se um problema
candidato é sondado pela condicidc (2), entioc todas as sguas sclugdes

inteiras s&oc implicitamente consideradas e descartadas.
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Fluxograma do Algoritmo Geral de Programacdo Inteira

EXISTE NA O

RO BLEMA
(Fm) A/TNCUMBENTEYN ——3 SRTEEEEE
» INFACTIVEL
in fcio ;
( ) T SIM
INICIALIZAR A LISTA NAC SELECIO NAR
RELAXAR | €y
LISTA DE VAZIA £ UM PROB LEMA
CANDIDATOS ? CANDIDATO
-~ RESCLVER|
& SIM ’
nio ¥
SIM

AN
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Algoritmos enumerativos podem ser classificados em duas
categorias: agqueles gque baseiam seus testes de sondagem em implicagdes
légicas das restrigdes do problema Balas(ss) e agueles cujos testes de

sondagem s&oc baseados em relaxagdo Lagrangeana Geoffrion (s3; ou

I‘el axagéO das restri¢5e3 ............... d - integral iﬁade nas Variéve i$ mng . eBO iq [ETTROT

155 e Dakin [56)
Apresenta-se a seguir o algoritmo de "Branch and Bound"
desenvolvido neste trabalho, seguindo a estrutura algoritmica

apresentada anteriormente.

- ALGORITMC "BRANCH AND BOUND" -

[ Passo 1 | - Idéntico

[ Passo 2 | - Idéntico

[ Passo 3 | - Escolha do problema candidato

[ Passo 4 | - Relaxe as condigbes de integralidade

[Passo 5 | - Resolva por um algoritmo de programagdo linear

[ Passo 6 | - Idéntico

[Passo 7 | - 1Idéntico com a inclusdo de penalidade ou
pseudo custo.

[MPassoc 8 | - Idéntico

[ Passo 9 | - Ir sempre para © passoc 11

i Passo 10| - Omitir

[Passo 11| - Dicotomize o problema candidato atual (isto é,

gere dois subproblemas descendentes) atraveés

das restrigdes alternativas x = [ X ] e x

z [x ] + 1, onde X, ¢ uma solugdo nio inteira

3

encontrada no passo 5. A escolha da varidvel €
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feita por penalidade ou pseudo-custo. A
separagdo, passo 11 do fluxograma, & feita
através da dicotomizacdo de uma variavel, ou

seja, dada uma variadvel inteira X, cujo o

ol
5

adiciona~se a restrigéo X, <= [ v Je no outro
x > [ y ] + 1. Um destes candidatos sera

pesquisado e o outro ira para a lista.

[ Passo 12] - Idéntico

[ Passo 13} - Idéntico

E comum representar o esquema de separagdo em subproblemas
através de uma Aarvore e associar cada subproblema a um né da arvore.

Diz-se gue um nd é ativo se o subproblema associado ainda naoc foi

sondado.
- Ao lado encontra~se um esquema de uma estrutura de

e N arvore de um algoritmo "Branch and Bound"
0 U8

5 - i—! = Sondado

b
SN
0l .

A eficiéncia do algoritme "Branch and Bound" depende
fortemente das escolhas feitas nos passcos 3 e 11, isto €, da escolha
dc né ative e da variavel de ramificag8o. No capitule 4 € mostrado
como usar penalidades e pseudo-custos para auxiliar nestas decisdes e

para fornecer unm teste mais forte de sondagem no passc 7.
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