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Resumo

Neste trabalho, o problema de otimizacio H, restrita a controladores estdveis
serve inicialmente de motivagio para um estudo sobre propriedades geométri-
cas das condigoes de Routh-Hurwitz. A partir da desigualdade aritmética-geo-
métrica e de conceitos e resultados de programacio geométrica, demonstra-se
que sempre & possivel obter uma representagio interna convexa das condigdes
de Routh-Hurwitz e que para sistemas de pequena dimensdo a representacio
¢ exata. Este resultado viabiliza o tratamento de problemas de projeto com
restrigoes de estabilidade através de técnicas de programacio linear, gerando
solugdes Gtimas ou sub-Gtimas com baixo custo computacional. O problema de
otimizagdo H; restrita a controladores estdveis é entio resolvido pelo método
proposto e as principais conclusdes do trabalho sio apresentadas.

Abstract

In this work, the f, optimization problem constrained to stable controllers
motivates a study on the geometric properties of the Routh-Hurwitz condi-
tions. Through the arithmetic-geometric inequality and concepts and results
of geometric programming, it is shown that is always possible to obtain an
inner convex representation of the Routh-Hurwitz conditions and that for low
order systems the representation is exact. This result allows the treatment of
design problems with stability constraints through linear programming tech-
niques and provides optimal or sub-optimal solutions with reduced computa-
tional costs. The H; optimization problem constrained to stable controllers
is then solved by the method proposed and the main conclusions of the work
are presented.
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Notacao

Eixo real.
Espago vetorial dos vetores reais com n componentes.
Conjunto dos ntmeros naturais.
Conjunto dos ndmeros naturais positivos.
Plano complexo.
Semi-plano direito aberto, Re {s) > 0.
Semi-plano direito fechado, Re (s} > 0.
Semi-plano direito estendido, €t U {e0}.
Espaco de Hardy das fungdes analiticas em € e limitadas em CT,
£(3) € Hoo o sup | flor 4 )] < .
o

Subconjunto das fun¢des em H,, racionais e reais.
Espacgo de Hilbert das fun¢des quadraticamente integraveis sobre jR,

€Ly [ Flw)iie)ds < o

1o 3
1@l = |52 [ o))
Espag¢o de Hardy das funcies analiticas em C* e
guadraticamente integraveis em Ct,

f(s) € Hy es sup ]OQ fHo+ jw)flo+ jwidw < 0.
a>»0J—oo

Subconjunto das fung¢des em Ho racionais e reais.
Complemento ortogonal de Hy em Lo,



Capitulo 1

Introducao Geral

1.1 Motivacao

Existe um natural interesse pelo projeto de sistemas de controle que utilizam controla-
dores estaveis (estabilizagdo forte), especialmente quando a planta a ser controlada ¢ estével.
O motivo é a integridade do sistema. Se, por exemplo, um sensor ou atuador falha ou é
deliberadamente desligado e, em consequéncia, a malha de realimentagdo é interrompida, a
estabilidade global é mantida se a planta e o controlador séo individualmente estdveis. Um
outro mofivo de interesse pelo projeto de controladores estdveis decorre do fato do problema
de estabilizacido simultinea de duas plantas com um dnico compensador ser equivalente ao

problema da estabilizacao forte de uma tnica planta (Vidyasagar e Viswanadham, 1982).

Evidencia-se assim a necessidade da concepciio de métodos de projeto de controladores
que, além das especificagbes usuais de desempenho do sistema de controle, comportem

também a restri¢do de estabilidade do compensador.

Considerando sistemas lineares e invariantes no tempo (SLIT), uma das abordagens
existentes para o projeto de controladores é fundamentada na determinacio de um controla-
dor 6timo segundo algum critério bem definido, por exemplo, em termos de uma funcao de
custo quadratica como acontece no método de projeto LQG (Athans, 1971) ou no método
de otimizagio Hy (Youla et al., 1976). As duas metodologias mencionadas permitem obter
um controlador étimo analiticamente (via solugdo de um problema de otimizagdo irrestri-

to) e sempre fornecem controladores estabilizantes. Porém, nfo incorporam a restri¢io de



estabilidade sobre o controlador. Sob um outro paradigma, Boyd et al. (1988) implemen-
tam o projeto via solugio de um problema de otimizac¢do conveza resirito, que representa
um avanco em relagio aos métodos anteriores, entre outras coisas porque o projetista nio
precisa traduzir as especificacdes de desempenho em matrizes-ponderagio, embora também
nio assegure a estabilidade do controlador pelo fato da restricio correspondente nao ser

convexa na parametrizagio utilizada.

De maneira a projetar um controlador estavel, Ganesh e Pearson (1989) modificam a
técnica de otimizacao H,, gerando um problema de otimizacio restrito. A abordagem tem
duas caracteristicas bdsicas. Primeiro, envoive fun¢des ndo convexas e portante um minimo
global nio ¢ assegurado. A metodologia permite a obtengdo de controladores sub-étimos,
racionais e estaveis para casos em que o controlador Hy 6timo drrestrito resulta ser instdvel.
Segundo, exige solucdo numérica iterativa, diferentemente do problema de otimizacio Hs,
que na formulacdo basica de Youla possui solugio analitica. Esta segunda caracteristica
da abordagem de Ganesh e Pearson envolve a obtencio de uma solugao inicial factivel e

a utilizacdo de um algoritmo geral de programacio nao linear visando a obtenc¢do de um

minimo local.

1.2 Proposicao da tese

Na presente tese, o problema de otimizacio H, através de controladores estdveis serve
inicialmente de motivagio para um estudo sobre propriedades geométricas das condigdes de
Routh-Hurwitz. A partir da desigualdade aritmética-geométrica e de conceitos e resultados
de programacdo geométrica, demonstra-se que sempre é possivel obter uma representacio
interna convexa das condigbes de Routh-Hurwitz e que para sistemas de pequena dimensio
essa representacio € exata. Iiste resultado permite a formulacio de problemas de projeto
com restrigdes de estabilidade como problemas de Programacgdo Geométrica Generalizada,
cujas solugbes otimas ou sub-étimas podem ser obtidas com baixo custo computacional
através de métodos de planos de corte (Cabafas e Ferreira, 1996). Em seguida, o problema
de otimizagao H, com controladores estdveis é resolvido pelo método proposto e as principais

conclusdes do trabalho sio apresentadas.



1.3 Organizacao da tese

A tese estd organizada em 6 capitulos como segue:

Capitulo 1 O problema de otimizag&o- H, com restri¢des de estabilidade é abordado co-
mo motivagio do trabalho e propde-se sua solucdo utilizando programacioc geométrica

generalizada, GGP.

Capitulo 2 Descreve-se a arquitetura de controle gque sera considerada em exposicdes
tedricas e exemplos de aplicacfo subsequentes. Introduzem-se conceitos relativos
3 formulacao do problema de projeto, como a parametrizacio Q ou de Youla dos
controladores que estabilizam uma planta e as condigGes necessdrias e suficientes
para estabilizacdo de nma planta através de coniroladores estdveis (estabilizagao
forte).

Capitulo 3 A metodologia de projeto Hj, na concepgao devida a Youla et al. (1976), é
revista, assim como a formulacdo de Ganesh e Pearson (1989) do problema Hy com

estabilizacdo forte. Apresenta-se o método LQG como caso particular de projeto Ho.

Capitulo 4 Oferece-se uma visdo geral da programacao geométrica, comecando com a
definicao do problema GGP padrdo e seguindo com o necessdrio para uma imple-

mentagdo numérica da metodologia.

Capitulo 5 Discute-se genericamente a natureza posinomial das condicbes de Routh-
Hurwitz, mostrando a factibilidade de inclui-las em aplicacdes do tipo GGP. Propde-
se entdo uma formulagio GGP para o problema H; com estabilizacio forte. Exemplos
de projeto demonstrando a viabilidade da abordagem via programacio geoméirica

fecham o capitulo.

Capitulo 6 S3o apresentadas as conclusdes gerais resultantes do desenvolvimento desta

tese e sugeridos assuntos para pesquisa futura.



Capitulo 2

Estabilizacao e Estabilizacao Forte

2.1 Imtroducgao

Este capitulo inicia-se com a apresentagio da arquitetura de controle considerada no
restante da tese. Fsta configuracio permite o tratamento de ampla variedade de problemas
de controle, em relacdo a modelagem e especificagdes de desempenho. Para mais detalhes,
ver Boyd e Barratt (1991). Nas duas secdes seguintes expdem-se os conceitos e defini¢des
pertinentes a descricdo do conjunto dos controladores que estabilizam uma planta. Esta
parametrizacdo é devida a Youla et al. (1976) e o tratamento aqui dado foi baseado em
Boyd et al. (1988). A seguir, sio revistas as condigdes necessarias e suficientes de existéncia
de um controlador estabilizante estdvel, que, como serd visto, dependem execlusivamente da
planta {Youla et al., 1974}. Este tépico também é tratado em Vidyasagar {1985), onde, sob a
otica das fatoragoes coprimas, chega-se a uma parametrizacio dos controladores fortemente
estabilizantes incluindo controladores irracionais. Um exemplo simples de projeto utilizando

a parametrizagio de Youla associada as condigbes de estabilizagio forte fecha o capitulo.

2.2 Sistema de controle padrao

A planta genérica considerada é mostrada na Figura 2.1. Decompde-se suas entradas

em dois sinais, w, o vetor de enlradas excgenas, e u, o vetor de entradas controladas. As



Entradas exdgenas Varidveis reguladas
Planta
w z
P P
P — 2 I
U FPyo Py Y ,
Entradas de controle Varidgveis medidas
Controlador
-K

Figura 2.1: Planta genérica e controlador.

safdas sdo separadas em vy, o velor de saidas medidas, e z, o vetor de satdas reguladas. Por
defini¢do, o controlador somente possui entrada y e saida « e o sistema como um todo possui
entrada w e salda z. O vetor y representa os sinais realmente acessiveis ao controlador K,
inclujindo comandos de entrada que possam também ser considerados entradas exdgenas (ou
seja, componentes de w). Similarmente, o sinal u representa aquelas entradas da planta que

o controlador pode manipular.

A entrada exégena w inclui perturbagbes fisicas reais ou ruidos (torques, forgas)
atuando sobre a planta, algum atuador ou sensor e, como ji mencionado, gqualquer co-

mando de entrada. O vetor w também pode conter entradas ficticias injetadas na planta.

O vetor z contém qualquer sinal do sistema sobre o qual deseja-se expressar uma
especificagdo, desconsiderando sua acessibilidade ao controlador. Exemplos sdo posicao,
forcas, temperaturas, etc. que devam ser controladas ou reguladas. O vetor z pode incluir
estados internos ou varidveis que se deseje limitar. Algumas componentes de z podem

ser ficticias, por exemplo, combinagdes lineares de varidveis de estado, sinais filtrados e

componentes de u ou y.

Assim, H, a matriz de transferéncia de malha fechada das entradas exdgenas w para as

varidveis reguladas z, contém, por definigio, cada funcio de transferéncia de malha fechada
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de interesse para o projetista.

2.3 Parametrizacao dos controladores estabilizantes

O controlador deve ser tal que estabilize a planta. Assim, a descricio do conjunto
de matrizes H's correspondente aos controladores que estabilizam o sistema é essencial nas
metodologias de projeto a serem tratadas. Este conjunto é uma veriedade linear, isto é,
uma, traslagdo de um subespaco linear. Uma variedade linear £ em um espago vetorial V é
frequentemente descrita como o espac¢o nulo ou range de um mapeamento afim de, ou para
V., Entao,

L= {veV|Adv = b} (2.1)

onde A é um mapeamento linear de V para W, b € W, ¢ W é um espaco vetorial. Esta
¢ uma descricao de £ em termos de uma restricdo linear de igualdade; se W = R"™ entio
pode-se interpretar cada linha de Av = b como uma restrigio funcional linear de ignaldade
em V. Seja

H = { H | o sistema ¢ estivel em malha fechada} (2.2)

o conjunto factivel de H’s. Note que H define uma variedade linear pois combinag¢des de
mairizes estaveis geram sempre matrizes estiveis. Alternativamente, pode-se descrever uma

variedade linear, £, como o range de um mapeamento afim
L=A{Cu+d|uecll} (2.3)

onde ¢ é um mapeamento linear de algum espaco vetorial If para V e d € V. Tal repre-
sentacdo pode ser considerada como uma representacdo paramétrica livre de £; u é um

parametro Hvre.

Uma representagao paramétrica livre de H pode ser derivada utilizando a teoria das
fatoracOes coprimas estdveis (Vidyasagar, 1985). De acordo com esta teoria, a representacio

de H seria

H={T1 - 12QT5 | Q é estdvel} (2.4)

chamada parametrizacao Q, onde T3, T3 e T3 530 mapeamentos estaveis. Observe que

H= T - T,QT; (2.5)
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é afim em (). Enfatize-se que () é chamado de pardmetro no sentido de que {2.4) é uma
parametrizacdo de todos os mapeamentos de malha fechada, e ndo no sentido de ser um

niimero real, como o ganho do integrador em am controlador PID.

A derivacao da parametrizacido @ inicia-se com um controlador qualquer, K., que
estabiliza a planta e que serd chamado de controlador nominal. Seja Ko = X{ Y] uma
fatoragio coprima estivel & esquerda do controlador nominal e Py, = A;' By uma fatoracio

coprima estavel a esquerda de F,,. Entdo cada controlador da forma
K= (X - QB) ™ MY1 + QAg), @ estdvel (2.6)

estabiliza P. Reciprocamente, cada controlador que estabiliza P tem a forma (2.6) para
algum @ estdavel (Figura 2.2). Hi uma caracterizagio similar dos controladores estabilizantes

em termos de fatoractes coprimas & direita.

Desde que K,y estabiliza P, hd uma fatoragdo coprima a direita Py, = B1 A7 1
com Y1 By + X14; = I (I sendo o mapeamento identidade). Uma pequena manipulacio

leva a parametrizacao Q, equagio (2.5), com

Tl = Pzw - quAlyipyw
Tz _ quAl (2?)
Ty = AP,

Considere os sinais v e € como definidos na Figura 2.2 e na Figura 2.3. Ty é simples-
mente a matriz H devida ao controlador nominal K,,,,,; 75 é o mapeamentode v a z, e T3 é
o mapeamento de w a e { Figura 2.3 ). A chave da parametriza¢io Q é que o mapeamento

de malha fechada de v a e é zero.

Doyle {1984) fornece uma interpretagio da parametrizacao ) quando o controlador
nominal é baseado na realimentacdo do estado estimado. Neste caso, e é simplesmente a
safda de predi¢io de erro § — y do observador, e v é adicionado & saida do controlador
como mostrado na Figura 2.4. Na Figura 2.4, K g é o vetor ganho de realimentagio e
y = Cyz onde z é o vetor de estados da planta. O controlador da Figura 2.4 é chamado
controlador baseado no observador (OBC, observer-based controller). O ponto fundamental
é que qualquer controlador que estabilize P pode ser realizado como um controlador baseado

emn observador. A parametrizacao Q) pode ser considerada como um OBC generalizado.
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w Z
P
[ Y
; —X{”l Yi E
v H
e E
' —-Bg Ag ;
—Ki

Figura 2.2: Diagrama de blocos da parametrizagao Q.

w z
P
U i
_E’nom
modificado
v €
Entrada auxiliar 0 Safda auxiliar

Figura 2.3: Parametrizagdo Q como modificagio do controlador nominal.
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w z
—— i
P
U ¥
; Observador :
L K C - 3
N o7t v * —Knom :
0 Q e
Entrada Erro na predigio
auxiliar da safda

Figura 2.4: Interpretacio de Doyle para a Parametrizacio Q.

O desenvolvimento matemaitico que leva 4 obtencio de 'H através de controladores
baseados no observador de estados é apresentado formalmente a seguir. Seja a realizagio
de estado de P dada por

T = Apx -+ Byw -+ Byu
Cyz + Dyw + Dyu (2.8)
C.e + Dopw + Duu

fl

[

Entio existe um controlador préprio K que estabiliza internamente P se e somente se
(Ap, By) for estabilizdvel e (Cy, Ay} for detectdvel. Além disso sabe-se que K estabiliza o

sistemna em malha fechada se e somente se estabiliza P, (I'rancis, 1987, secdo 4.3). Seja
Pyu = BgAl_l = A;le

nma fatoragdo racional coprima estavel, e sejam Xy, Y7, Xa, ¥5 matrizes satisfazendo a

identidade de Bezout
I
= 2.9
{0 1} (2.9)

Veja Gu et al. (1993) para detalhes de um algoritmo para obtenc¢io destas matrizes.

X1 h
-By Ay

4 ~Y
B X
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A parametrizagio () de todos os controladores estdveis é

K ¥y + A1Q][X2 — B1Q]
= [X1 - QB ' [Y1 + Q4]

onde € RH.,. Istoleva a uma caracterizacdo afim da matriz de transferéncia entrada-

il

(2.10)

saida
z = [(Pzw - quAliquw) i (quAl)Q(A2wa)] w
= [T - TQT5]w (2.11)
= Hw

onde T1,T2,T3 € RHGO.

2.4 Parametrizagao em espago de estados

Os algoritmos baseados na parametrizacio  normalmente sio implementados através
da representacao do sistema em espaco de estados. Tal representagio é necessdria devido
a problemas numéricos inerentes & representacio por matrizes de transferéncia, como a
geracdo de matrizes mal-condicionadas. Par isso, neste trabalho, serido revistas as represen-

tagoes de estado da planta P, do controlador K e do sistema em malha fechada H.

Com z(0) == 0, obtém-se a matriz de transferéncia

Poy(s) Pou(s)
P(s) = =Cp(sl — A) B, + D, 2.12
(s) {wa(s) Pon(s) o p) T B+ Dy (2.12)
onde
C -DZ?L' 'DZ'U.
B,=| B, B.]| Cpm{ |, D=
C, Dyw Dy

As férmulas em espago de estados para plantas estritamente préprias (D, = 0) sdo
bastante simplificadas. Na explanacio a seguir serdo consideradas somente plantas desta

natureza. Esta hipbtese ndo compromete a utilizagdo da técnica aqui discutida.

Suponha que o controlador possua a realizacio em espaco de estados

tr = Axzg -+ Bry (2.13)
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—-u=Cgrax+ Dy (2.14)
de tal forma que

K(s)= Cg(sl — Ax) 1Bk + Dk (2.15)

Uma realizagdo em espaco de estados do sistema em malha fechada pode ser encon-

trada eliminando-se u e y em (2.8) e (2.13) a (2.15):

T = (Ap - B.DkCy)z ~ B,Crex + (By — BHDKD@@U)T.U
T = BKCy.’E + Axrr + BKDyww
z == (Cz - -DzuDKcy)m - D Creg + (Dzw - DzuDKDyw}w

de tal forma que
H(S) = CH(Sf - AH)WIBH + Dy (216)

A seguir serd obtida a representacio do controlador.

Um método geral para se aplicar o paradigma do controlador modificado comega por
um controlador nominal que é uma realimentagio de estado estimado. O controlador por

realimentagao de estado estimado é dado por
U = -—ﬁvs‘fbi‘, (217}

onde K,y € uma matriz apropriada (o ganho de realimenta¢do do estado estimado) e & é

uma estimativa de o devida apenas a u, que é governada pela equacdo do observador
b= Ap® + Byu+ Leg(y — Cy2), (2.18)
onde Lcg € 0 ganho do estimador. A matriz de transferéncia deste controlador é
Kpom(8) = —Kspp{s] ~ Ap + By Kspy + LesiCy) gy (2.19)
Note que K,y ird estabilizar P se K f e Ly forem tais que Ap — B, K 5 e Ap —
Les1Cy sejam estavéis, o que serad assumido a partir daqui. Para aumentar este controlador

nominal de realimentacdo de estado estimado, incorpora-se v em u, na saida do observador,

significando que (2.17) é substituida por

u=~K;pi+ v, (2.20)
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e por isto o sinal vndo induz qualquer erro de observacdo. Para o sinal e, toma-se a predigao

do erro da saida:

e =y —Cyf. (2.21)
P Dy :
W E z
: DZM :
E DZU E
3 ] Bw & CZ E
1 _apy a
) : B, (s~ Ap) C, L Y
| Enom .
E B, s Cy T
I~ An)1 , :
! Le| CT-APT g, :
v ; Q wQ E €
: Co Bq ;
; (Sf — AQ)_E E
| Dq !

Figura 2.5: Paradigma do controlador modificado

O processo de obtengao do controlador é ilustrado na Figura (2.5).
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A imposicio de que a matriz de transferéncia em malha fechada de v para e deva ser
zero & satisfeita, pois a diferenca 2z — # ndo é influenciada por v, isto é, o erro 2 — & nio é

controldvel a partir de v. De fato, manipulagbes simples levam a
i &= (Ap — LenCy)(z — £)

gue ndao depende de v. Portanto, a matriz de transferéncia de v para @ — Z é zero. A matriz

de transferéncia de v para e é (), vezes esta iltima, isto é, zero.

A aplicacdo do paradigma do controlador madificado ao controlador por realimen-
tagio de estado estimado leva ao controlador baseado no observador mostrado na Figura
(2.5). O controlador baseado no observador é apenas um controlador por realimentacao de
estado estimado com a predigio do erro da safda processada através de uma matriz estdavel
@ e adicionada ao sinal do atuador na saida do observador. De fato, esta adi¢do é tal
que o paradigma do controlador modificado gera todos os controladores que estabilizam a
planta. Todo controlador estabilizante pode ser realizado como um controlador baseado no

observador, para alguma escolha de matriz estavel ).

A partir do controlador baseado no observador pode-se obter as equacdes em espago de
estados para a parametrizacdo de todos os controladores que estabilizam a planta, e todas as
matrizes de transferéncia em malha fechada realiziveis pelos controladores que estabilizam
a planta. As equagdes em espaco de estados para o controlador nominal aumentado szo, a

partir da equagdo {2.18),

B3s -
H

(AP - Bu}fsfb . Lestcy)iﬁ 4 Lesty + Bu'v
U = wfi'sfbi‘ + v (2.22)
e = y—Cyui

As equacgdes em espaco de estado para o sistema em malha fechada com o controlador

aumentado s@o encontradas eliminando-se u e y de (2.22) e das equagdes da planta (2.8):

z = Apz— B,K;nt+ B,w+ Byv

& = LeaCyr + (Ap ~ BuKspp — LestCy) + Lest Dy + Buv
z = Coo— D Kond + Doyw + Dyyv

e = Cyz—Cud+ Dyw



As matrizes de transferéncia Ty, T3 e T3 podem ser realizadas como:

onde:

At =

Br

i Lestcy AP - BuKsjb - Lestcy

L LestDyw Bu

[ Ti(s) Ta(s) = Cp(sl — Ar) 1By + Dy,

Tg(s) 0

Ap —Buﬁvsfb

2

By By
Cy —Cy

Cz ”Dzu-[,s
, CT: l Lsfb

Se ¢} possui a realizagio em espago de estado

fQZ AQ.’L‘Q ot BQE

v o= CQSEQ + DQE
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(2.23)
DZ’U
0
(2.24)
(2.25)

entao a realizacio em espaco de estados do controlador baseado no observador pode ser

encontrada eliminando-se e e v das equacoes do controlador aumentado {2.22):

(AP - BuI{.sfb + Lestc'y - Igul)é,;)cly)j + BuCQzaQ + (Lest + BuDQ)y

—-BoCyz + Agzg + Bgy
—(Kspp + DoCy)i + Couzg + Doy

K(s) = CK(.SI - AK)—IBK + Dg

| [ Ap — BuKosy — LesiCy — BuDoCy BuCo
KX =
i ~BoC, Ag
BK _ Lest + BuDQ
Bq
Cr = Ko+ DoCy —Cog ]

Dk = -Dg

(2.26)
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Com um pouco de algebra pode-se verificar que a matriz de transferéncia de malha
fechada H dada por (2.16) é igual a 1% — T5QT5.

2.5 Condigoes para estabilizacao forte

r + u Y
C(s) Py(s)

F(s)

Figura 2.6: Sistema realimentado cldssico.

Considere a configuracdo cldssica de controle por realimenta¢io mostrada na Figura

2.6, e as seguintes condicdes (Youla et al., 1974):

(a) A planta Fy, o controlador ' e o sensor F sio sistemas dindmicos lineares invariantes

no tempo;
(b) Quaisquer modos escondidos da planta sao assintéticamente estdveis;

(c) O controlador e o sensor sdo completamente observaveis e controldveis;

(d) A malha fechada é dindmica.

Observe que sem a condi¢do (b) é impossivel estabilizar a planta a partir somente dos
terminais de entrada e saida. F possivel mostrar que a condigdo (d) equivale a exigir que
1 +4 Py {o0)C(oc)F{oe) # 0 (Chen, 1984). O principal resultado relativo & estabilizacdo
forte, isto é, estabilizag@o através de um controlador estavel, é enunciado a seguir para
o caso de sistemas SISO. A demostragio do resultado e sua extensao ao caso MIMO sao
abordadas em Youla et al. (1974).

Teorema 1 Seja uma planta dindmica satisfazendo (b) e possuindo a funcdo de trans-
feréncia Po. Sejam os zeros reais distintos de Py em Ct denotadoes por 01,04, -, 07 € seja

v; o nidmero lotal de polos reais de Py @ direita de o; (i = 1,2,---,1), contados levando
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em consideracdo o multiplicidade. FEntdo, a planta ¢ fortemente estabilizavel, isto €,
existern controladores estabilizantes estdvels, se e somente se 0s inleiros vy, Ve, - -+, 840

todos pares ou todos impares.

Na maioria das aplicagdes praticas Fa(oo) = 0, e como o namero de pdlos reais de Fy

3 direita de +oo é zero, um inteiro par, obtém-se 0 seguinte importante Corolario.

Corolario 1 Uma planta dindmica satisfazendo (b) e Py(co) = 0 € fortemente estabilizdvel
se e somente se cada zero real de Py em TV fica & esquerda de um nuimero par de pélos

reais de Pp, estes contados considerando suas multiplicidades.

A propriedade descrita no Teorema 1 e Corolario 1 é chamada de pip - propriedade do

entrelacamento de polos - (do inglés, parity interlacing property). Uma planta é fortemente

estabilizavel se e somente se apresenta esta propriedade.

Observe que, ao se fratar o problema de controle de acordo com a representagdo da

Figura 2.1, as condigdes para estabilizacdo forte devem ser impostas & submatriz B, de P.

2.6 Projeto via parametrizacao Q: exemplo

Nesta se¢ao mostra-se como obter um controlador estavel para uma planta fortemente
estabilizavel. Trata-se de gerar win controlador que estabilize fortemente a planta, mas sem
estabelecer qualquer outra restricio ou critéric de otimalidade. O procedimento é baseado
na parametrizacao de Youla e no método de construcio de unidades descrito em Vidyasagar
(1985).

O exemplo a seguir foi extraido de Doyle et al. {1992). Considere a planta

s—1
F = — 2.27
U(S) (3 — 2)2 ( )
e sua fatoracio coprima
szwﬁ, NX + MY =1, (2.28)

O controlador estabilizante serd, a partir de (2.10)
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X+ MQ

¢= Y —-NQ’

Q € RH.. (2.29)

Observe que I}; tem dois polos em s = 2, entre os dois zeros em s = 1 e oo. Portanto
Py, é Tortemente estabilizavel. De maneira a obter um controlador C estabilizante e estdvel,
precisa-se achar um @ em RH,, tal que a inversa de U = Y - N@Q pertenga a RH...
Equivalentemente, precisa-se achar U € RH, tal que U™ € RH ., e U = Y nos dois zeros

de N,em s =1e s =occ. Para a planta P obtém-se

s—1 (s —2)2

N T R .
Agora, considerando a segunda equagdo em (2.28) para N =0
V()= e =4, V{o0)= —— =1 (2.31)
MO ¢ V= M) T '

Assim sendo, o problema se reduz 4 construgio de numa unidade U € RH. tal que

U'eRHy, U(l)=4, Ufco)=1 (2.32)

Esse problema pode ser resolvido em duas etapas. Primeiro, obtém-se uma Uy tal que

U7' € RH., Ui(l)=4. (2.33)

A escolha mais facil é a constante U1(s) = 4. A seguir procura-se I/ da forma
U= (1+aF) ', (2.34)

onde o é uma constante, [ um inteiro e F' € RH,,. Para garantir que U(1) = U1(1) deve-se

forcar I'(1) = 0, por exemplo,
§—1

F(S)$8+1.

(2.35)

Entdo, para U{cc) = 1, precisa-se que (1 + a)'4 = 1, isto &,

o= (D7 - (236)
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e para U~} € RH,, ésuficiente garantir que {|aF||. < 1 (ie., |a] < 1/[[Filee = 1 ). Assim,
a e [ podern ser convenientemente obtidos primeiramente escolhendo I grande o suficiente

de tal forma que

AL 1i<1 2.37
(Z) -1 < (2.37)
e entdo calculando a de (2.36). A escolha de [ = 1 fornece ¢ = —3/4. Neste caso
3s5~1 s+ 7
U(.s)w<1-~4~5+1)4 e (2.38)

Finalmente, I/, M, N determinam unicamente €, como segue abaixo:

Y - U X+ M i—-MU
UEY—NQéQ“——*—N—“Z’?CzYWNgi N

Para este exemplo obtém-se o controlador C'(s) = 27/(s+ 7). Note que néo é neces-

sario utilizar X e Y.

2.7 Conclusao

Neste capitulo, mostrou-se que o conjunto de todos os controladores que estabilizam
uma planta linear invariante no tempo pode ser expresso através da Parametrizacao Q. Esta
representagdo é afim, e estd baseada em fatoragdes coprimas da planta. Obteve-se ainda
uma parametrizacdo correspondendo &s matrizes de transferéncia de malha fechada estaveis

do sistema.

A existéncia de controladores estdveis, capazes de estabilizar a malha fechada, depende

exclusivamente do arranjo geométrico dos pélos e zeros, reais e positivos, da planta.

Com fundamento nestas propriedades mostra-se no préximo capitulo que é possivel
projetar sistemas fortemente estaveis, em que o controlador é obtido de forma a minimizar

a perda de desempenho do sistema medida através da norma H,.



Capitulo 3

Otimizacao H-

3.1 Introducao

A metodologia da otimizacio Hsy ocupa-se do projeto de controladores para sistemas
lineares invariantes no tempo (SLIT) multivaridveis. E fundamentada na minimizagio de
um custo quadratico apropriadamente escolhido, sendo analitico o processo de obtencao da

solucio correspondente. Algumas caracteristicas do método come proposto originalmente
en Youla et al. (1976) sdo:

¢ Nizo hi restricoes sobre a matriz de transferéncia da planta. Fsta pode ser retangular,

instdavel, imprdpria, de fase ndo-minima;

o O projeto considera ruidos nos sinais de entrada, perturbacdes de carga, ruidos nas
medicbes e compensagio feedforward;
s O controlador étimo é préprio e garante uma malha fechada assintdticamente estavel,

possuindo matrizes de sensibilidade tendendo a matriz identidade para s — oo;

¢ A malha fechada consegue rastrear entradas do tipo rampa e se recuperar de pertur-

bagdes degrau com erro de estado estaciondrio nulo.

E possivel mostrar que a estrutura da configuragio de controle no método LQG é
um caso especial de otimizaco Hs, na gual a compensagio feedforward estd ausente, as

inicas entradas consideradas sio os ruidos no processo e nos sensores, a malha é composta

23
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simplesmente pela planta e o controlador, com densidades espectrais de poténcia conhecidas
Gproc(8) = W e Gaens(s) = V; W ¢ real, constante, simétrica e semidefinida positiva e
V é real, constante e definida positiva. Neste caso, as solucoes fornecidas por ambas as
metodologias sao idénticas. Os exemplos de projeto Ho mostrados nos proximos capitulos

sao do tipo LQG, devido a facilidade de implementacio.

Na préxima secdo deste capitulo trata-se a metodologia da otimizacao Hs conside-
rando-se a arquitetura de controle genérica descrita na Secdo 2.2, com a profundidade

estritamente necessaria a reformula¢io do problema visando a estabilizacio forte do sistema.

3.2 O problema de otimizacao H,

Nesta segdo, o problema de otimizagio H, é tratado a partir de resultados sobre
fatoragao de matrizes de transferéncia. Uma discussao acessivel sobre teoria de fatoracoes

pode ser encontrada em Irancis {1987), Capitulo 7.

Sejam as matrizes Ty e T3 da expressdo (2.11) fatoradas na forma interna ("inner”) e
externa (Touter”): Ty = U;U, e T3 = V,V;. Assume-se que T2 e T3 tém podsto constante no
eixo imaginario estendido. Para completa generalidade, considera-se o problema dos quatro
blocos (Chu e Doyle, 1985) onde Ty tem posto igual ao seu ntimero de colunas e Ty tem

posto igual ao seu nimero de linhas.

Acham-se fatores complementares U,; e V,; tais que

Vi
{Ui Uc*i} €
Vci
sejam guadradas e internas e, de (2.11}
Us Vi
H=T -[U U] [ 0 QV, 0] (3.1)

Pré-multiplicando por 1 e pos-multiplicando por [V V], e calculando a norma
ot
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4 resultante, obtém-se

2
1941

Ry Ry

{ Ri1~@Q Rz

2 (3.2)

= ||R11 — G2 + | Rialig + || B1)i3 + || B22ll3

onde @ = U,QV,. Note que o produto de uma matriz por matrizes internas (unitdrias) ndo

altera o valor da norma da matriz.

Considere entio o problema de otimizagio

i H
min (] o)
@€ RH,,
Pelo Teorema da Projecdo (Luenberger, 1969), a solugdo é
Qo(s) = Prr,(Rui) + Q. (3.4)

onde Pp,(Ri11) é a projecio de Ry em Hy, e _Q—C = Ry11(o0). No entanto, o controlador

assim obtido pode ser instavel.

3.3 Abordagem H; do problema LQG

Como ja foi mencionado, o projeto de reguladores do tipo LQG pode ser visto como
um caso especial de projeto H,. A facilidade de implementagio do LQG justifica sua

utilizacio em exemplos ilustrativos apresentados nesta tese.
Considere o sisterna

&= Az + Bu+ Wyroe
¥ = Ca+ Usens
onde o ruido no Processo wy,o. € 0 ruido nas medigdes vyq,5 540 independentes e tém matrizes

de densidade espectral de poténcia W e V respectivamente. A funcdo-custo no LQG é a

soma dos valores médios quadraticos ponderados do estado 2 e e do sinal u, em regime;

Ty = Jim E{a()7 La(t) + u(t)T Ru(1)},
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onde I e R sdo matrizes de ponderacio semi-definidas positivas. O primeiro termo penaliza
desvios de z de zero, e 0 segundo termo representa o custo da utiliza¢io do sinal do atuador.
O problema LQG pode ser enquadrado de acordo com a arquitetura de controle descrita na
Secdo 2.2 como segue. Define-se o estado (ponderado) da planta z e o sinal do atuador u

como saidas reguladas, isto &,

1
Riu

& = 1
Lax

A entrada exdgena consiste dos ruidos no processo e de medida, que sdo representados

1
Wy oe Wz
- : w,
Usens v 2

com w sendo um sinal tipo ruido branco, ou seja, sua densidade espectral de poténcia ¢

como

Gu(w) = I. A descrigio em espago de estados da planta para o problema LQG fica sendo

0
Ap = A, wa[W% o], Bu=B, C=| |, G=¢,
[ 7
0 0 R
1
Dzw:{o 0 s Do = 0 Dyw:[o Vz]’ Dyﬂ—o

Observe que com estas defini¢des, a submatriz P, é igual a Fy, onde
Py(s)=C(sI — A)"'B.
A Figura 3.1 representa a planta na forma padriao da Figura 2.1. Desde que w é um
ruido branco, o custo LQG é simplesmente a variancia de z, que é dada por
Jigg = l!Hlig
Assume-se que a planta é controlavel a partir de u e w, observdvel a partir de z e

y. Uma ponderacio positiva é usada para o sinal do atuador (£ > 0) e o ruido no sensor

satisfaz V' > 0. Desta forma, existe um dnico controlador Kj,, que minimiza a fungio
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P ,
{ 5 W}‘/Z rufdas ap processe R1/2 X }
1w : ! z
; B (sl - A)” LY
i c i
[7) é ol V1/2 tuidos nas medigdes J + i y
- K

Figura 3.1: Realizacdo considerada no problema LQG.

objetivo LQG. Este controlador tem a forma de um controlador de realimentacio de estado
estimado (Figuras 2.5 e 2.4 sem o pardmetro Q); os ganhos de realimenta¢io do controlador
e do estimador, K,y e L.y, podem ser determinados resolvendo-se duas equacdes de Riccati

como segue. O ganho de realimentacao de estado é dado por
K= R1BTX,,
onde Xp,, é a tinica solugdo definida positiva da equagdo de Riccati
AT X5 + X1ggA — X1y BR™VBY X0y + L = 0.
O ganho do estimador é
Lest = Y:!q_qCTle':
onde Yy, € 2 tinica solugio definida positiva de

A}flqg + Y}QQAT - -“flngTV_lc’}/}qg 'i' W proes 0

O controlador LQG d6timo Ky, é entdo
1{15}9(5) - I(sfb(gf - A+ -BI{sfb + Lestc)—iLest’
e o custo LQG otimo é

Jrqg = Tr(XiggW + LYigq -+ 2X19A¥1gg )
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3.4 Otimizacao Hy com controladores estaveis

A discussdo a seguir baseia-se na abordagem de Ganesh e Pearson (1989). A restricdo
de estabilidade do controlador é incorporada a (3.3) como uma restricio adicional. O

problema de otimizacio resultante sobre a classe restrita de controladores estdveis é

i H
i Il )
s.a. K estavel
Desde que K = {Y;+ 41Q)( X2~ B1Q)~! é uma fatoragio coprima estdvel, (3.5) pode

ser formulado como

min |Hz s.a. |Xa— Bi1Q|#0, VseCt

Q€ RH, (3.:6)

Como discutido na Secdo 2.5, existe um controlador estivel C' que estabiliza a planta
Py se e somente se os polos e zeros reais de Py em CF satisfazem a p.i.p. Esta condigio é
assumida verdadeira no exposto a seguir. Também assume-se que o problema foi escalonado
e fatorado como na formulac¢io em espaco de estados de Doyle (1984). Assim U, e V, sao

matrizes identidades e @, = Q..

Teorema 2 (Ganesh e Pearson, 1989) O problema de achar o controlador estdvel que

minimiza a norma-Hq da funcdo de transferéncia estdvel, ||H ||z, € equivalente «

min ISllz s.a. |Xz— ByS|#0, VseCt

3.7
S5¢RH, (37

onde X3 = Xo - B1Q,, e (), € a solucio Hy-6tima dentro do conjunto de todos os

controladores possiveis.

Prova. Seja §J € RH,,. Entéo, ) = Q.+ onde 1 € RH,,. Isto definido, e considerando
(3.4) tem-se que
|R1i1 — Q2

H{(Ri1 — Qo) — @1l

3.8
[ Pe,, (Ba1) — @12 (35

I
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Mas, (31 = S+ konde S € RHy e k = (J1{c0)} é uma constante. Como || H |jz deve ser
finita, entdo k£ = 0. Em consequéncia, desde que Py, (R11) e 5 estio em espagos ortogonais,
(3.8) indica que

1233 ~ QI3 = [ Pr, (BRI + 11513 (3.9)

Das equagdes (3.2), o valor do fndice de desempenho é

VNS = NPy (Ran)l3 + (1513 + (| Ba2ll3 + | B2l + (| R22]13)

= ol + (S (310

onde || Ho|l2 é o indice de desempenho étimo sobre todos os controladores que estabilizam a
planta. Assim, a questdo de achar o sistema Hy-6timo com um controlador estdvel reduz-se

ao problema (3.7). .

3.5 Formulacao nao-convexa do problema

Formulou-se o seguinte problema de otimizacdo considerando um sistema SISO.

Seja
< T1i8 + To;
Se(s) = E (3.11)

o waist o ags + s

onde z3; > 0, 24i, 25 > 0 e seja

f
r = [mliv"'7$1Ny"'3$5i)'"7$5Af]

um vetor de pardmetros de dimensdo SA. Seja o contorno semi-circular £ definido no eixo
imagindrio com raio r — oo contendo Ct. Integrando ao longo de £ e aplicando o Teorema

do Residno de Cauchy, obtém-se

[EAE

i

T L .
éﬂ';jmoo Sh(Jw)Se(jw)dw

1
= 37 /Q So(~5)Sa(s)ds (3.12)

N
_ i Z ZT1i%1;08 + T2iT2;82P2 F Pipa flz)
FEa e Paps _E_ pﬁ
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P1 == T1iToj — 21y, P2 = T3iTay T T4iT3y (3.13)
p3 = Tails; + T5i%aj, P4 = T3iTs; — Ts5 — L5iTa4.

De maneira a assegurar a estabilidade do conirolador, o denominador da fatoragio

coprima de K'(s) deve ser uma unidade de BH,,

X3(s) = Bi(s)S(s) = Xa(s) ~ Bi(s)Qo — Bi{s)5:(s)

(3.14)
_ Cp(@)s™ + Cppei(z)s™ 1 4 4+ Cu)
- Aals)
Portanto os coeficientes [C j(a:)]?_fme devem satisfazer
Ci(z)>0 j=0,1,---,M
i(7) 7 ¢ (3.15)
g lCol2), (), . Cm(z)] >0 k=1,2,--- . M=1
onde gx{.) > 0, k = 1,2,-+-, M — 1 representam restricbes sobre os parametros C;(z),

4 =0,1,---, M obtidas através da regra de Routh-Hurwitz (Chen, 1984).

Lembrando de (3.10) que [|H |2 = || H,{|2+{5:]|2, um problema de otimizagao restrita

minimizando o indice de desempenho pode ser formulado como

min  f(z)
z € RO
&3g 20:$4i1$5‘§ >0 ‘2m 1:21"'5-/\/' {316)
Ci{z) >0 j=0,1,2,---. M

ge[Colz), Ci{z), -, Cm2)} >0 k=1,2,---, M ~—1;

onde f(z) é uma funcdo objetivo ndo-linear, suave e escalar dada por (3.11); as restrigoes

sdo também nio-lineares.

Sendo a soluc¢io do problema (3.16) de natureza iterativa, um ponto factivel inicial
zY deve ser gerado. Em outras palavras, é requerida uma fungio S pertencente a RH,.
A fungdo 5,0 pode ser obtida utilizando-se um método de interpola¢io de unidades como
descrito em Ganesh e Pearson (1989). Este procedimento é similar ao mostrado na na Secéo
2.6.
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3.6 Conclusao

A otimizagdo 3 é uma metodologia de projeto de controladores baseada na minimi-
zagao da norma H, da matriz de transferéncia de malha fechada do sistema considerado. A
metodologia assume a forma de um problema de otimizacio irrestrito, cuja funcio objetivo
é derivada a partir da parametrizacio . A solucio de tal problema é analitica. O método

LQG é um caso especial de otimizacio H,.

A exigéncia de estabilidade do controlador pode ser adicionada ao problema Ho, resul-
tando em um problema de otimizagio restrito, ndo-linear e nao-convexo. A fung¢io objetivo
deste novo problema pode ser interpretada como a distincia de um controlador instavel
gqunalquer ao conjunto dos controladores estaveis. Um método iterativo deve ser empregado
para sua solugdo, o que em geral leva A necessidade de obtengdo de um ponto, na regido
factivel, que sirva para iniciar a busca iterativa do 6timo. Na bibliografia utilizada como
base do presente capitulo (Ganesh e Pearson, 1989) foi sugerido um método de interpolagdo
de unidades como meio de geragio do ponto inicial. Tal método tem como desvantagem
uma elevada susceptibilidade a erros numéricos. Na Se¢do 4.7 desta tese propbe-se um
procedimento alternativo para se obter o ponto factivel inicial, que nao apresenta mau-

condicionamento numérico.



Capitulo 4

Programacao Geomeétrica

4.1 Introducao

Neste capitulo é apresentada a teoria de Programacio Geométrica Generalizada ne-
cessaria a compreensdo da abordagem ao projeto H, proposta neste trabalho. Um algoritmo
de plano de cortes para a solugdo de problemas de programagio geométrica é descrito. A

principal fonte bibliogrdfica do capitulo é Avriel et al., 1975.

4.2 Definicoes e propriedades basicas

Define-se um problema de Programacdo Geométrica Generalizada, GGP, como o se-

guinte problema de programacao nao-linear

min Py(z) — Q,(x)
s, Prlzy— Qp(z) <1 k=1,---,K (4.1}
O<$§’B§mjm<w$§]5 =1, N

32
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onde Pr(z)e Qr(z), £k =0,1,--+,K s8o posinémios da forma geral

Iz I
Pr(z) = Z’Mm = ankxil%gm Y S
71 =1

(4.2}
L L
- = _ . bk ok Btk
Qp(z) = szk = Zdzk«”ﬁl e Y,
=1 I==1
Os termos
AN
Uik = Cik H m;}'k (4.3)
J=1
e
N .
vk = dy [[ 27 (4.4)
=1

sao chamados fermos posinomiais, ou mondémios. Os expoentes aj e by sdo constantes
reais arbitrarias, enquanto que os coeficientes ¢;1 e dj; sdo nimeros positivos. Note que as
varidaveis z; sdo consideradas limitadas. E assumido também que o valor minimo da fungdo

objetivo é positivo.

Um problema de Programacdo Geométrica Regular ou GP é definido como em (4.1)
com a diferenca de que posindmios @ nio estao presentes. Um GP pode ser transformado
em um programa convexo utilizando uma transformacio logaritmica simples (Duffin et al.,
1967).

Um GGP sempre pode ser transformado em um problema eguivalente, com uma
funcdo objetivo linear, através da adicio de uma varidvel e de uma restricdo ao problema
original. Entéo pode-se considerar o seguinte problema como tendo a forma mais geral para
um GGP:

min T,
saa. Prlz)— Qp{z) <1 k=01, - K (4.5)
0<abf <oy <alB j=0,1, N ’

T = (307$13"'}$N)

onde

Po(m) - Qo(m) < Zoy (46)
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ou

Po(s) _ Qle)

Lo Lo

(4.7)

que leva a

,’DO(:E)_QO(‘T)ES 17 m:(xoaxla"'ax.}\f)

4.3 A desigualdade aritmética-geométrica

Esta desigualdade cldssica estabelece que a média aritmética ponderada dos niimeros
positivos A1, Az, - -+, Ay € maior ou igual que a média geométrica destes, e pode ser escrita

como
N N A £
A2 (—) (4.8)
onde
N
Yoei=1 (4.9)
gl

>0 i=1,--- A (4.10)

A igualdade se verifica em (4.8) se e somente se

AL A2 Ay
61_&"2— _E_N’

e a seguir uma aplicagido da desigualdade é desenvolvida.

(4.11)

4.3.1 Condensagao de posinémios

Dado um conjunto de reais nao-negativos g;, tais que Z g; = 1, e um posindémio

N
g(z) = 3" Ni(a) =30 [« (4.12)
z 3 320
define-se um posindmio condensado, formado no ponto # > (f como
. Aé(z)f@
s =T1(25

N @)
= 0(5) ] =

=0

(4.13)
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onde

o7) =] (Efm })si(a (4.14)

i

65(&) = Y el &) (4.15)

7
Uma implicagdo importante da definicio acima é que g{z,%) é um mondmio. Para
um dado # > 0 escolhe-se o conjunto de pesos
Ai(Z)
9(%)

£i(3) = (4.16)

Estes pesos satisfazem as condigdes (4.9), (4.10} e portanto como consequéncia direta

da designaldade (4.8) tem-se
6(2,7) < 6(a) (4.17)

para quaisquer positivos x e Z.

Substituindo {4.16) em {4.13) obtém-se

. ei(7)
ste.2) = [T (3389 (418)

Agora, para ¢ = I fem-se

) D @)
9(2.8) = [[9(@)* P =g(2) = g(8) (4.19)

Portanto, o posinomio condensado iguala o posindmio original no ponto de conden-
sacdo . Uma série de algoritmos para a solugio de GGP’s e GP’s tém sido desenvolvidos
utilizando condensagdo. Um destes, devido a Avriel e Williams (1970), é apresentado na

proxima se¢ao.

4.4 Um algoritmo para solucao de GGP’s

O algoritmo descrito aqui é devido a Avriel e Williams (1970). Referéncias posteriores

a este algoritmo serdo feitas com o nome de Fase 2.
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Seja a k-ésima restrigio de um GGP

Pr(z} - Qu(z) < 1 (4.20)
que sempre pode ser reescrita como
Pr(z)
— <. 4.21
14 Qplz) — (4.21)

Seja o mondmio obtido condensando o posindmio 1+ Qx(z) no ponto ) denotado
por Qilz, x(p))- O seguinte problema, obtido substituindo 1 4 Qi(z) por Qk(m,x{?’)) no
GGP, serd denotado por G P®);

min .

'Pk Zz _ .
Qk($,$(ﬁ?‘)) S 1 k= 071:' : ’7’IC (422)

G<mf’3§xj§£?8 J=0,1, N

S..

Este problema tem as seguintes propriedades

e GPW® & ym GP regular uma vez que as funcdes Pk(x)/Qk(x,;r{f’)) sfio posindmios,
isto é, um posinémio divido por um monémio é um posindomio;
e Qualquer ponto =¥ satisfazendo as restricdes de G PP) satisfaz as restricdes de GGP.

Isto pode ser notado utilizando (4.17), que leva a

Prlat) < Pr(z) .
1+ Qp(z") = Qp(af,aleh)y =

(4.23)

e A inequacdo (4.23) implica em que o conjunto factivel de GP{) estd inteiramente
contido no conjunto factivel de GGP e portanto que a solucio Stima de PP serd

um ponto factivel - mas ndo necessariamente 6timo - de GGP.

Considera-se finalmente a sequéncia de problemas GP®)’s onde G'PO é construido
utilizando um ponto factivel de GGP, e G P} é montado usando a solucio dtima de GPF=1),
Avriel e Williams (1970) demonstram que a sequéncia de solucdes étimas de GPW), p =
0,1,2,---, converge para um ponto satisfazendo as condicoes necessirias de Kuhn-Tucker
para otimalidade do GGP, desde que as usuais condigtes de regularidade (Luenberger, 1984)
sejam satisfeitas, como, por exemplo, que o quociente das restri¢des ativas sejam linearmente

independentes, ot gue o conjunto factivel tenha um ponto interior.



4.5 Linearizacao via transformacoes logaritmicas

Nesta secao mostra-se como um GP pode ser aproximado por um programa linear
LP utilizando condensagdo (Duffin, 1970). As restricdes e a fung¢do objetivo do GP séo
condensadas formando mondmios e, apds feita uma transformacio logarftmica, o problema

transforma-se em um LP, passivel de solugio através de alguma variante do método simplex.
Seja o GP

min  2gp
s.4a.
(4.24)
gr(z) <1 k=0,1,--,K

0<ahP <zy <2V j=0,1,- N

onde

I N
gelz) =3 0 [ 22 (4.25)
i=] F=0
Na subsegao (4.3.1) foi mostrado que os posinémios gx(z) podem ser aproximados em

torno de um ponto & por menomios da forma

N )
gi(z,8) = (5 [ | wfj"(m) (4.26)
F=0

onde
gk(:z:,i) < gk(:l:), Yo >0 (4.27)

com a igualdade valendo se e somente se z = &.
Seja o programa condensado G P

min  zg
5.4,
i (4.28)
gz, %) <1 k=10,1,---,K

LB . -
0< ey §$j<:c§-}B j=0,1,--- A

Da inequagdo (4.27), um ponto z¥ satisfazendo as restrigdes do GP dado por (1.24)

também satisfaz as restri¢des do G'P mostrado em (4.28), isto é

a(ef B <gq(zf) <1 k=0,1,--,K. (4.29)
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A reciproca serd verdadeira somente quando 2" = &. Isto implica em que o conjunto factivel
do GP estd contido no do GP e consequentemente a solu¢io do GP nao serd, em geral,

factivel para o GP. Na continuagio serd mostrado que G P equivale a um programa linear.

A funcéo logaritmica In y é monotonicamente crescente e definida para y > 0. Por-

tanto, o seguinte programa serd equivalente a GP

min In z,

S.d.

_ B . . (4.30)
In gi(z,8) = In 0(F) + Tio @ir(@Mn z; <0 k=0,1,---,K
lna:f’Bglnxjginxng i=0,1,---,A.

Este problema & linear nas varidveis in z;, j = 0,1,---, NV, porém nio estd em uma

forma conveniente para aplicagio do método simplex desde que as varidveis In z; podem

assumir valores negativos. Assim, definem-se novas varidveis v;

vy=Ing; —Inzl®  j=0,1,- N (4.31)
e
v“?B = (n a:g-jB—in :ch :ln(m?B/me) i=0,1,---,N. (4.32)
Substituindo em (4.30) obtém-se o problema
min v + In ok
5.0,
) (4.33)
7u(v,8) <0 k=10,1,---,K
0< vy SIU?YB j= 0117"'7N
onde
N N
Te(v,8) = In 0,(8) + Y ¢i(®)in 2B + > diu(E)v;. (4.34)
=0 =0

Notando que

N
In 6x(8) + Y $ir()n o5P = In gp(a"P, 7) (4.35)
J=0
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pode-se reescrever o problema anterior como

min v,

S.e.
4.36
Z?[_—O Si{Z)v; < —ln g}c(ml’B, z) k=0,1,---,K ( )

0<v; <P F=0,1, N
onde In 2Z® uma constante, é omitida da fungio objetivo. Este problema serd referenciado
como L P(&) desde que é um LP regular, com varidveis limitadas superiormente, construidas

usando o ponto I.

4.6 Solugao numérica via planos de corte

Seja o GP

min  x,
s.0. (4.37)
gi(z) < 1 k= 0,1,--- K

0 < mj:-‘B < @z < m.?B Fe=0,1,--- AL

O algoritmo de Avriel et al. (1975) para a solugdo de GP’s & apresentado a seguir.
Sua combinacio com o procedimento descrito na Se¢io (4.4) constitui-se no método adotado

neste trabalho na solu¢io dos GGP’s objeto de estudos.

Passo 1. Usando um ponto arbitririo inicial zY, lineariza-se o GP como descrito na

secio precedente, formando-se LP(z?). Faz-se m = 1;

Passo 2. Resolve-se LP(z™7!). Chama-se a solu¢io de z™ e computa-se 2™ através

da expressio (4.31);
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Passo 3. Avaliam-se as restricoes do GP (4.37) em 2™. Se
gr{e™) < 14¢ kE=0,1,---,K (4.38)

onde ¢ é algum numero positivo pré-determinado, entdo 2™ é 6timo. Caso contrario

encontra-se

—_— . Vi)
I = arg Ogikagx,c{gk(m )l ge{z™) > 1}

Passo 4. Condensa-se g/(z) em 2™ de maneira a obter-se g;(z,2™), o qual, por sua vez,

é transformado na restrigdo linear
_g—l(zf $'m) < 0.

Adiciona-se esta restri¢gio as do LP(2™ ') e chama-se o novo problema LP de

LP(z™). Incrementa-se m e retorna-se ao Passo 2.

No Passo 1, o GP é aproximado por am problema linear LP(z"), para o qual algorit-
mos de solugdo altamente eficientes tém sido desenvolvidos. Se o ponto ™ obtido como a
solucdo de LP(z™ ') localiza-se fora da regido descrita por g < 1,k =10,1,---,K, entdo
o Passo 4 gera um problema L P modificado que exclui #™ = In 2™ de sua regiao factivel.
Entdo, uma série de LP’s com regides factiveis cada vez menores é resolvida, até que um
ponto z™, obtido de um destes problemas, satisfaca (4.38), estdgio no qual o algoritmo

termina.

Este tipo de algoritmo é conhecido como algoritmo de planos de corte (Kelley, 1960)
e as restricdes geradas no Passo 4 sdo conhecidas como cortes, visto que descartam, a cada

iteracao, parte da regido factivel de uma aproximacdo linear do problema.

De forma a ver que estes cortes ndo eliminam qualquer regido factivel do GP, observa-

se, com base em (4.29), que para qualquer ponto z¥° factivel do GP tem-se
gl(va zm) 5 gl‘(xF) S 11
isto &, 2% também é factivel no problema aproximado.

Em cada iteracdo m do algoritmo acima é necessédrio resolver o problema de progra-

macio linear LP{z™!). No entanto, o problema L P(z™), solucionado na iteracdo m + 1,
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difere de LP{z™~') somente em uma restricio adicional. A utilizacio do método simplex
dual (Luenberger, 1984) permite que a transformagio de LP{(z™ 1) em LP(z™) seja feita
utilizando a solugdo étima de LP(2™~!) como ponto de partida para LP(2™). Assim, o
esforgo computacional requerido na passagem entre iteragoes é pequeno. Contudo, o pro-
blema pode ficar grande se muitas itera¢des forem necessdrias para atingir a solugdo, uma
vez que todos os corfes sdo armazenados no tableau simplex. Para contornar este problema,
procedimentos de eliminacio de cortes podem ser empregados para obter problemas em que

o nimero de restrigdes seja igual ao nimero de variaveis { Luenberger, 1984).

4.7 Obtencao de um ponto inicial factivel

O algoritmo referenciado como Fuse 2 na Segdo 4.4 requer, como ponto de partida,
uma soluc¢ao factivel do seguninte conjunto genérico de restri¢bes posinomiais:

Pr(z)

0.1 . 4.
¥ On(a) = 0,1,---,K (4.39)

Em muitos casos, a resolucéo das inequagbes acima, isto é, a determinac¢io de um

valor para z que satisfaz (4.39), pode ser tao dificil quanto a solu¢do do préprio problema
GGP.

Um ponto factivel para um problema do tipo GGP pode ser obtido através da solucdo
de um GGP auxiliar, cuja montagem é mostrada a seguir. Devido a similaridade deste pro-
cedimento com o método utilizado em programac3o linear para achar uma solug&o inicial
factivel, seus autores (Avriel et al., 1975) o referenciam com o nome Fase 1.

Seja o seguinte problema de programacao geométrica generalizada, chamado GG P{A), ba-
seado no GGP definido em (4.2):

min TTheo A

S5.4.
Prilx
ﬁk—(gg,\k E=0,1,---,K
Ap > 1 k=0,1,---.K

0 < :ch < z; < 2VB j=0,1, N
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A razao por trés da introducdo de GG P{A) é esclarecida com o Teorema abaixo.

Teorema 3 O ponto x = x* satisfaz as inequacdes (4.39) se e somente se a solugdo dtima
KX
de GGP(X) € (27, 27) onde ] \f = 1.

k=0

Se cada étimo local de GG P({A) é global, entio a solugio de GG P{A) usando o algorit-
mo descrito na Secio (4.4) garante um ponto factivel para (4.39). No caso em que GG P(A)
tem 4timos locais ndo globais sabe-se que a solugdo de {4.39) é um deles. Entretanto, a
convergéncia a essa solucio particular ndo é garantida. Os passos do algoritmo Fase I sdo

descritos na continuacdo.

Passo 1

Seja 2% qualquer ponto satisfazendo
3:? < z¥B Fe=0,1, N

Define-se
?k(:co) 1
14 Qp(a9)’

AY = max{

k=0,1,---,K

O ponto (2% A%) onde A% = (A3, A2,- - A2) ¢ entdo uma solugio factivel de GG P(X);

Passo 2

(a) Se AY = 1 para todo k, entdo a Fase I termina, e z¥ é uma solugio factivel
de (4.39);

(b) Se para pelo menos um valor de &, A? > 1, entdo GGP(A) é resolvido

utilizando o algoritmo Fase 2 com o ponto inicial (2%, \%).
Passo 3

Examina-se a solucio otima (2%, A*) obtida para GGP(A).

(a) Se A} = 1 para todo & entdo z* constitui uma solucdo de {4.39);
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(b) Se para algum k tem-se A} > 1, entdo o algoritmo falhou na convergéncia.

H4 ainda uma outra aplicacdo do algoritmo Fase 1. Suponha que no curso da solugéo
de um GGP o algoritmo Fuase 2 tenha convergido a um minimo local e ndo global do
problema. Pode-se tentar uma methora nesta solugio limitando-se o valor da fung¢io objetivo
a valores menores que o obtido previamente, e entdo resolvendo o problema resultante,
usando Fase 1. Se Fase 1 converge a uma solugio factivel do problema restrito, esta solucgio
pode ser usada como partida para o algoritmo Fase 2, que entao convergiria a um minimo

local melhor.

4.8 Conclusao

Neste capitulo abordou-se a técnica de otimizacio utilizada para obter controladores
fortemente estabilizantes. Um problema de programacio geométrica regular, ou GP, tem
um equivalente convexo. Um GGP - problema de programacio geoméirica generalizada -
nao apresenta tal vantagem, mas sua solu¢io pode ser obtida através da resolucio de uma
sequéncia de GP’s, gerada por condensagdo do GGP original em certos pontos. Cada GP
desta sequéncia pode ser resolvido, por sua vez, através de um método de plano de cortes,

baseado na solugio de uma série de problemas de programacdo linear.

Além disso, pode-se definir sem muito custo, um GGP auxiliar, cuja sclucao fornece

um ponto inicial factivel para o GGP original.



Capitulo 5

Otimizacao Hs com Controladores
Estaveis: Solugao via Programacao

Geométrica

5.1 Introdugao

O problema de estabilizagao forte de uma planta SISO foi formulado em (3.16) como
um problema de minimizac¢do restrita. A fun¢do objetivo (3.12) deste problema de otimi-
zacao é claramente signomial pois pode ser expressa em fungdo de diferengas de posinémios,
seun conjunto factivel é caracterizado através das condigdes de Routh-Hurwitz em termos
de func¢bes signomiais, e em consequéncia pode ser reestruturado como um problema de
programacio geométrica generalizado (Se¢io 4.2) ou GGP . Desta forma a simplicidade
das técnicas discutidas no capftulo precedente pode ser utilizada na solugio numérica do

problema em questio.

44
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5.2 Propriedades posinomiais das condicoes de Routh-Hur-

witz

Considere um polindmio genérico D(s) de grau m - por simplicidade um nimero par

- representado na. forma
D(s) = Dals) + Dafs)

onde

Dl (8) o C({)B)sm + cg‘@}sm—2 4.4 c%’)—lgg + C{§), cg@) ~ 0
/DZ(S) = Cél)smwi + Cgl)SmMB R c%}—l‘g

Os sucessivos elementos da chamada Tabela de Routh (Chen, 1984) podem ser obtidos

através da recorréncia
{k+1) (k) (k) (k+1)
GAet2) o TG T €0 i
: - (k+1)
2

para k= 0,1,+--,m — 2. Diz-se entdo que o polindmio D(s) é Hurwitz se e somente se os
m termos ¢h, t = 1,2,---,m da primeira coluna da tabela sio todos positivos ou, de forma
equivalente, se e somente se todos os termos & da tabela sdo positivos. Exemplo: considere

o polinémio de grau m =4

D(s) = cas® + 38" + co8? + eyt + o
e os coeficientes de D1(s) e Dy(s) definidos na forma indicada. Entao D(s) é Hurwitz se e
somente se €g, €1, €2, C3 € €4 580 nlmeros positivos e, apds algumas simplificagdes,

oty — 104 > 0 (51)

C1Coly — 6%64 — CgC% >0 (52)

Entretanto, como ¢; > 0, i = 0,1,---,m, verifica-se que as designaldades (5.1)-(5.2)

sdo redundantes e que as restricoes de estabilidade se reduzem a ¢; > 0, i =0,1,---,m e
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g(e) = clcglcé"la; + cocl—lcz"lc;g <1 (5.3)

sendo esta tltima equivalente a {5.2). Uma transformacio logaritmica simples leva a uma
representacdo convexa desta restri¢ao. Definindo v; =1ne;, 7 =0,1,---,m e lembrando da

monotonicidade da func¢io logaritmica e da positividade da restricio, obtém-se,

In[g{v)] <0 (5.4)

onde g{(v) = exp(v) —va —v3+v4)+exp{vg—v; —v2+v3) e as varidveis vy, § = 0,1,---, mnio
possuem sinais pré-estabelecidos. £ possivel mostrar (Bazaraa et al., 1993) que a fungéo

In[g(v)] é convexa e que portanto a desigualdade (5.4} define um conjunto convexo.

Observe que a condi¢do (5.3) se enquadra na forma geral

m
g@)= Y ar [ <1, i=1,2,---,m (5.5)

ked; =0
onde J; é o conjunto de indices que identifica os termos de g;, ap > 0, Vk € J; e B4
s&o numeros reais. As fungdes presentes nas expressdes {5.5) sdo posindmios (Secio 4.2).
Como discutido no capitulo anterior, problemas nfo-convexos que envolvam apenas funcoes
posinomiais admitem uma formula¢ido convexa equivalente e d&o origem a um ramo da

programagao matemadtica conhecido como Programacio Geométrica.

Para polinémios de ordem superior é sempre possivel expressar as condigoes de Routh-

Hurwitz como a diferenca de dois posinémios, isto é,

gie) = g (e)—gi(e) (5.6)

m k¢
= S of[[e - 3 i [[efr<t, i=1,2,-,m (5.7)
=0

keJ;t keJ,™ F=0

Entretanto, expressdes deste tipo ndo possuem equivalentes convexas. Para contornar

a situacdo, reescreve-se as desigualdades como



gl (o)
1457 {c} <

gf- (<)
g; {e:f) 1

Figura 5.1: Represenfacdo interna convexa.

+
___Q_z__{f__)__<1’ é:l,Z,---,m (58)
14 g; {c)

e faz-se uso da técnica de condensagdo (Secao 4.3.1).
A partir dos resultados discutidos no Capitulo 4 e da condensacio em ¢ > 0 de

1 + g7 (¢) no monémio g; (¢, €}, obtém-se

gHe) gt
L+gi7(c) ™ gi(e,2)

<1, i=1,2,---,m (5.9)

As desigualdades de (5.9) expressam o fato de que qualquer ponto que satisfaca as
condigdes de Routh-Hurwitz condensadas também satisfard as condigbes originais (Figura
5.1}. Além disso, as condiges condensadas sdo posinomiais - um peosinémio dividido por

um monodmio resulta num posindmio - e portanto admitem uma representacio convexa.
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5.3 Otimizacao H; como um GGP

5.3.1 Formulagdo GGP da fungao objetivo
Seja a expressio (3.12)

1521503 + Eae;225P2 + P1pa
S “2 J Jed — f($
2 ; pap3 + pi )

Definindo as varidveis zg;, 27, &g, Tg; tals que

Tg > 0 z7; >0
zg; > 0 Tg; > 0 (5 1@)

Tii = Tg; — X7

Loy = Ty — Tgi

e eliminando 2y; e 22; em (3.12) pode-se expressar ||5;]|% em funcio de varidveis positivas:

Pr(z) — Qu(z)

152113 = ()= Oule)

(5.11)

Pu(z) = Zka H ik (5.12)

=1 m=3
9
Qn(z) = ZdzH I =i (5.13)
i=1 m=3
ZfﬁH H zimin (5.14)
i=1m=3
Qq(z) = Zh H H i (5.15)
i=1 m=3
L= (5531':5541,'7 L5is 3765;3'?1'73381';:391') i=1,2,- '7N (5£6)
z >0 {(5.17)

onde os expoentes Gmik, Cmil, €min © Gmi; 540 constantes inteiras e os coeficientes by, d;, fn,

h; sdo nlimeros positivos.
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5.3.2 Formulacao GGP das restrigoes

Seja o polindmio definido na expressio (3.14)
Cpr(2)sM 4+ Cara(2)s™M™ 1+ - 4 Ci2)s + Col2), (5.18)

com z definida como na Secao 5.3.1.

Os coeficientes Cy(z), i = 0,1, -+, M podem ser colocados na forma
N 9 Bt N 9 P_—
C() = Lowt I IT o0y ~Sea IT T o0
k =1 m=3 i 7=1m=3 (519)
= Qiz) —Pilz)
ande
aipt,an” € R
Bimik T Bim” € Z
Assim, é possivel reescrever as condigdes de Routh-Hurwitz correspondentes
Ci{z) >0 i=0,1,---,M ¢ (5.20)
gelColz), C1{z), -, Cma(&}] >0 k=1,2,---,{M -1} (5.21)
como
7).
Jgﬁ(l i=0,-,2M-1) {(5.22)

Q;j(z)
onde P;(z) e @;(z) sdo posindmios.

As (M +1) primeiras restrigbes representadas em (5.22) sdo obtidas de (5.20). As res-
tantes (M — 1) restri¢des vém do seguinte raciocinio. O membro & esquerda nas inequagdes

(5.21) é nm somatorio de parcelas do tipo

Hct(x)é‘ Z”ﬂ{).l,’M; gbzez

Portanto, considerando (5.19), verifica-se que {5.21) pode ser expressa como

Q{M“l“k}(""") - p(M+k)($) >0 k=1,2,---,M=1
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equivalente a

P
Porite) h=1,2,0 M~ 1 (5.23)
Qm+k)(7)

onde Par+1)(7), Quaary(zl B =1,2,---, M — 1 s&o posinémios.

5.4 Formulagao geral do problema

Dos resultados das Secdes 5.3.1 e 5.3.2 conclui-se que o problema de otimizacao-H,
com controladores estdveis para o caso SISO como formulado no problema (3.16), pode ser

reescrito como

Pplz) = Qn(z)

min
Palz) — Qulz)
s.a.
Pr(z) o
< 1, k:(}’l,..._zM_17 {O‘ )
Qilz) +{ )
© = (i, Taiy -, Loi), 1= 1,2, N
z >0

Criando-se uma varidvel auxiliar zg € R™ e adicionando-se a restrigio

v 5 Pul) = ()
Ps(e) - Oulz)’

equivalente a

Pn(i") - Qn(x) . ‘PZM(;E)

- ’ = AER Laiy tty Lady i=1,2,-, N,
2oPu() — 200a(z) . Qam(e)? © T (Wsidan T do),

1 >

a0 conjunto de restricdes do problema (5.24) obtém-se finalmente sua formulagio GGP:

min g
5.,
Pi(x)
<1, E=0,1,---,2M, 5.95
Qx(2) (5.25)
3‘5’:(2732',.%4,",.4-739?:}330)1 2.21)2’-..,';\/‘

x> 0.



Os processos de condensagao e linearizagdo realizados implicitamente durante a so-
lucio numérica do GGP tém interpretacio geométrica analoga & feita na Secdo 5.2 para as

condicoes de Routh-Hurwitz.

5.5 Exemplos ilustrativos

5.5.1 Planta estabilizdvel em RH

A metodologia proposta para a solugio do problema de otimizacio Hs restrita a
controladores estdveis serd inicialmente ilustrada com base no exemplo introduzido por
Doyle e Stein (1979) e utilizado por Ganesh e Pearson (1989). Embora a discussao se
mantenha em torno do exemplo considerado, as manipulagdes realizadas sdo possiveis em

geral.

A planta linear invariante no tempo

(s+2)

PO = ey

tem a realizagdo

0 1 0
T = x U+ 35 d:Ax—i—Bu-{-W%d
-3 —4 1 —61

y:{Q 1 }m—kn:Cz-}-V%n

onde d{t), n{t) so respectivamente a perturbacdo de estados e o ruido de entrada, de

intensidades unitarias., O controlador inicial é obtido a partir da resolucio do problema
LQG

T Oo T

min Jigy, = lim - E { /0 ST @)L (LA )e(t) + T (O(RET(RY Yu(t)dt

onde, como em Doyle e Stein (1979), considera-se L = 4/E[/(35) 1] e RF = 1. 0
controlador 6timo Hq resultante

1000(s + 2.6)

K =
o(#) (82 4 248 — 797)
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& instavel, com um pélo em 18.68. O valor 6timo do fndice de desempenho é j|Hyl|s = 493.76
e como Qp = 0, na restrigio Xa -~ B.5 # 0, Vs € Ct, o membro & esquerda é reduzido a

Xo ~ B8, Uma fatoragdo duplamente coprima da planta fornece

s + 245 — 797
Xl8) = 5T
e
s+ 2
Byls) = — %
)= Z 9775

(Ganesh e Pearson obtém, através de um método de interpolagio de unidades (Vidya-

sagar, 1985), o ponto factivel inicial
(2% ={-950 -3930 1 6 8] (5.26)

para o problema de otimiza¢ao na forma derivada na Secéo 3.5.

2 2
. r{Ts + T3
min ) = s

co(z), e1(z), ea(z), ea(z), calz) > 0
ex(@)ez(z)ea(x) — e (z)eq(z) — colz)ci(z) > 0

ry > 0, 24,25 > 0

onde

co(z) = =229 — 7972y

cr(2) = =221 — 2q — 79724 + 2425
colx) = ~z1 — 79723 + 2424 + 25
ea() = 24x3 + 24

eq(x) = 23

O valor da fun¢do objetivo no ponto inicial mencionado é f(z%) = 2.360927¢ -+ 05. O
problema é entao colocado na forma padrio de um problema de programacio geométrica
generalizada, seguindo o procedimento descrito nas Secbes 5.3 e 5.4, O problema assim
obtido é estruturade de tal maneira a ter como varidvel de decisio um vetor z € B% e o

ponto inicial (5.26) é transformado em

(Y =[1 6 8 50 1000 70 4000 f(zo)]. (5.27)
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Figura 5.2: Convergéncia de Fase 2, primeiro exemplo.

O problema GGP pode ser condensado e resolvido através de iniimeros métodos de
programacio geométrica (Bazaraa et al., 1993). Em particular, adotou-se o algoritmo Fase
2 (Secao 4.4) de Avriel et al. (1975). Basicamente, este método consiste em obter um pro-
blema linear equivalente ao problema condensado através de uma transformacio logaritmica
e resolver o problema resultante através de um método do tipo Simplex. A solucio encon-
irada é utilizada como novo ponto de condensaciio e os ciclos se repetem até gue nenhuina
melhora no valor da funcio objetivo seja observada. O método pode ser interpretado como
um método de planos de corte e o algoritmo converge para um ponto satisfazendo as con-
di¢oes de Kuhn-Tucker do problema original {Avriel et @l., 1975). Utilizando este método,

apos 18 iteracdes obteve-se o vetor solugio
(*) = [ 0.000100e — 11 0.000761e — 11  0.001150¢ — 11  0.012055e - 11

0.072308¢ — 11 0.01135%¢ — 11 0.469612¢ — 11 1.438476e + 05 |,

resultando no valor 1.438476e+05 para a funcdo objetivo. A Figura 5.2 mostra a con-

vergéncia do método.
A fungao 5 correspondente a * &

28 — &7]s + [#5 — 35
F58% + Ths + 7

S(s) =

?
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o que implica em [[S(E*)||2 = 3.792721e + 02 e no controlador

4 0.0397935% + 0.3222065% + 1.116768s + 1.617765

K(s) =10
(s) 1 1316507159

O controlador K possui indice de desempenho ||H|jy = 622.61 (26,1% acima do va-
lor irrestrito) e um pdlo em —31.65071, além de trés pdlos arbitrariamente préximos da
origem. Pd&los na origem sdo uma caracteristica da solugio restrita do problema de otimi-
zaciao Hy, dado que a fronteira da regido de factibilidade {estabilidade) passa a ser o eixo
jw. Entretanto, pode-se melhorar as caracteristicas de estabilidade transladando-se o eixo
imagindrio para s = —0.5, por exemplo. Fazendo-se isso, o controlador obtido passa a ter
indice || H ||z = 624.56, menos de 1% acima da solucio anterior. Os pdlos de malha fechada

situam-se em —12.68180 £ 7.739539¢, —3.084562 :+ 3.258065:, —3.587243, e ~2.030729.

(s valores encontrados para a norma H; coincidem com os encontrades por Ganesh
e Pearson (1989), que, a partir de simulaches exaustivas, sugerem tratarem-se de valores
minimos globais. Entretanto, a abordagem de Ganesh e Pearson (1989) envolve a solugéo
sequencial de um problema com funcfo objetivo e restrigbes nao-lineares, enquanto que a

abordagem GGP proposta viabiliza a utilizacio de métodos lineares.

Com a finalidade de se ter uma referéncia para a avaliagdo do desempenho computaci-
onal do método proposto, tentou-se solucionar o problema exemplo acima discutido através
da fungido constr do Optimization Toolbox, MATLARB versdo 4.0. O método utilizado pela
rotina consir é do tipo quasi-Newton, isto é, baseado em aproximagoes sucessivas da inversa
da matriz Hessiana. O método usa uma recorréncia especifica para a aproximagio, conhe-
cida como BFGS (Broyden-Fletcher-Golfarb-Shanno) (Gill et el., 1981). A rotina constr

exige estruturar o problema como

min  g(z)
$.4. (5.28)
h{z) <0, >0

Partindo da formulacdo (5.24) do problema em estudo, quando colocado na forma
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(5.28), fica
min Prx) -~ Q.(z)
Pa(z) — Qalw)
x>0
5.4. (5.29)

Pk(ﬂ})— Qk(a:) <0, k= 011:"'3(2MM 1)7

r = (3731374}' - '7339)-
O problema (5.29) foi resolvido por constr, para o ponto inicial equivalente a {5.27)

(#"Y=[1 6 8 50 1000 70 4000],

correspondendo-lhe o valor da fungdo objetivo 2.360927¢e + 05. O grafico de convergéncia,
neste caso, é mostrado na Figura 5.3, sendo o ponto de &timo obtido caracterizado pelo

valor 1.438476e 4+ 05 para a fungio objetivo, pelo vetor solugio

(:a*)’=103[0.0008?8 0.006686 0.010108 0.294425 0.823438 0.014736 4.04268?1,

pela fungao

F5 - #3]e 4 [8% — ax
S(S)E [ 6.. 27] A*[ 8 — 9]’
£38 ~i—x43—§~x5

com norma de valor 3.792725¢ 4+ 02, e por um controlador

108 0.039807s% 4 0.3223635% + 1.117535s + 1.619223

K - ,
“(s) 1 1 31.65586553

que leva ao valor ||H||; = 622.61. Observa-se que K tem um pélo em —31.655865 e 3 pélos

em zZero.

Foram gerados varios pontos iniciais 70 utilizando o algoritmo Fase I (Secio 4.7).
Para estes pontos, o algoritmo Fase 2 convergiu a solucio acima descrita, enquanto que a
rotina constr divergiu, A aparente falha de constr é explicada pelo fato de que, embora
Fase 1 convirja assintéticamente a um ponto factivel, sua solucdo em qualquer iteragdo
finita é, estritamente, infactivel. Utilizando o algoritmo Fase 1 de tal maneira que as
restrigoes exijam um limite inferior positivo, ndo nulo, para as condicdes de Routh-Hurwitz,

0

foram obtidos outros dois pontos iniciais &, interiores & regido de factibilidade original. O

algoritmo Fuase 2 convergiu nas duas experiéncias, mas a rotina constr falhou em uma.
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Figura 5.3: Convergéncia de constr, primeiro exemplo.

5.5.2 Planta estabilizavel em RH.., segundo exemplo

O exemplo de projeto LQG a seguir foi considerado em Halevi ef al. (1991), onde o
problema de sintese de controladores com restrigdes de estabilidade e redugao de ordem &

abordado no caso da metodologia LQG, através da manipulacio das matrizes de ponderaciio.

Dada a realizaciio definida pelas matrizes de estado

~1 0 0 0 1
0 -2 0 1
Ap = , Bp= s Cp=11 11 1|, Dp=0,
P o 0 -3 0 b 1 P P
0O 06 0 —4 1

e as matrizes relacionadas ac funcional e aos rufdos

1000 100 0
0100 100

Wi = /1000 =100l ., Vi=1, Ri=l,
0010 00 10
0060 1 00 0 1

o controlador étimo LQG é

0.324312s° + 2.617769s% + 6.676470s + 5.329006

K. = 104 )
ols) = 10 st 4 268.8651s% + 1156.72452% — 42.41670s — 2934.729
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Este controlador possui um pdlo instdvel em 1.396931, e corresponde a ||Hgllz =
2686.195. A formulacio GGP do problema H restrito, associada ao ponto factivel inicial
{gerado por Fase 1)

(zo) ={0.0le— 13 0.013960e — 13 0.010265¢— 13 0.0le — 13

0.154412¢ — 13 0.01e — 13 0.612501e — 13 1342.793 |,

quando abordada via algoritmo Fase 2 tem a solu¢io
(z*Y = [ 0.023206e — 13 0.023573e ~ 13 0.0le — 13 0.035627¢ ~ 13

0.606003e — 13 0.012195¢ — 13 0.599135¢ — 13  1028.074 ],

que leva a {|S]]2 = 32.063304, || H |l2 = 2686.386, ¢

0.0321858° + 0.292011s* + 0.9364135% + 1.302787s% + 0.810503s + 0.223572

Ir* — 105
(s) 56 + 269.8810s° + 1528.5075% + 2087.04555

O controlador K™ tem pdlos em -264.1234, -2.257898, -3.499616, além de 3 pdlos na
origem. Substituindo estes dltimos por -0.5, obtém-se || H |2 = 2686.386. O deslocamento
de pélos requereu uma variagio no funcional || H || ndo observivel na precisdo de trabalho.
Estes resultados concordam com os obtidos em Halevi et al. (1991). A convergéncia de

Fase 2 para este exemplo é mostrada na Figura 5.4.

A rotina constrnio admite 2° como ponto inicial, pelo fato deste niio ser estritamente
factivel {detalhe j& discutido no exemplo anterior). Assim, gerou-se um ponto interior as
restricoes utilizando-se o algoritmo Fase 1, substituindo as restrigdes de Routh-Hurwitz

g(z) > 0 por g(z) > 0.01. Obteve-se entdo o ponto estritamente factivel
(Zo) = [0.000511  0.000930  0.001379 0  0.009067 0 0.081164  2653.237],

caracterizado por {|S)} = 51.308879 e {|H|| = 2686.688. A rotina consir nio converge
quando inicializada com #°, apesar deste ponto ser factivel; enquanto que Fase 2 converge

para o ponto

(%) =[0.0280614e— 12 0.02983% — 12 0.014046e— 12 0.006214e — 12



58

T T T T T T ¥ T
12501 S E i e ST Lo
g o 1200} R PP AP o . .
s .
1100k . L . e g
N B : :
1080k o x \ T T NSR A [ i
% X X X ¥ X X X X X X X X X X X X
10004 ; i : ; ; ; : : ;
0 2 4 k] B 190 12 14 18 18 20

teracoes

Figura 5.4: Convergéncia de Fase 2, segundo exemplo.

0.615263e — 12 0.001000e — 12 0.825429¢ — 12 1032.387]

com funcionais dados por ||§|] = 32.130002 e ||H||2 = 2686.386. Trés polos do controlador
correspondente situam-se em zero, os restantes sio —264.1669, —2.261048, e —3.500594.
Isto é, a solugdo pode ser considerada igual & anteriormente obtida. A convergéncia de Fase

2 neste caso € mostrada na Figura 5.5.

5.5.3 Controlador inicial estavel

Dando sequancia aos exemplos, considera-se nesta secio o caso em que o controlador
Ho-6timo, solucio do problema Hy irrestrito, ji é estdvel. A solucdo do problema de
otimizacio restrito, neste caso, é o proprio controlador Hy-6timo, e deve corresponder a
um valor nulo para o funcional minimizado, ||5]|z, pois tal funcional (3.2) mede a distancia
do controlador Hy-Gtimo ao conjunto de controladores estdveis. Seja entdo a planta

-1

Po(S} oo m

A solucio do problema LQG associado a Fy e 4s matrizes

=
b fis
{l
Wi
u@
Exy
(R
I
JM

356
Li =[100 11], W%:{ ?
1




2800
X : . : : : :
BT K R SO SOOOOUOONE POUS DU NPPRRORS OORORPOS SRR RPN
2400
D AUV OO PO SOTUUUUIE SOTURUOO SUTOOUOPE SOOUOTY: SO
15113
2 2000p
T IO o
1800}
v R ; FORTS S ERNSU R SO P
$200b K
XK*XXxxkxX : : :
" KUK K 3 3¢ : :
1000 ; ; s T
o 5 10 45 20 25 30 45 40 45 50
Iteragoes

Figura 5.5: Convergéncia de Fase 2, segundo exemplo com ponto inicial interior.

& o controlador
—{},7542085 -+ 8.934466

Hol®) = 5 7501000%7 + 01144663 + 2.262169

que tem pdlos em —89.06794 e ~25.39824, e fornece || H|; = 6.281826¢ + 04.

A seguir os detalhes da solugio numérica. O vetor z° € ® de inicializagio para Fase

2, fornecido pelo algoritmo Fase 1, é

Fy=25000001 1 1 1 111 1].

O algoritmo Fase 2 converge para o valor 6timo do problema restrito em duas ite-
racdes, como mostrado na Figura 5.6. O valor obtido foi ||}y = 0, como esperado; o vetor

solucdo correspondente é

() =107 | 0.000008 0.620931 0.000008 0 0 0 0 0 |.

O controlador 6timo GGP portanto é o préprio controlador inicial, K.

Nota-se que o controlador estavel obtido para Fs na Secdo 2.6, sem pretensdes de
otimalidade, quando colocado no contexto das matrizes L, W,V e R definidas nesta secao,

corresponde a [[H ||z = 7.093278¢ + 04, valor 13% superior ao 6timo LQG.



60

* 10
T T T T
DBh R :
2k, 4
S 2 156 -
1513
1 -
; P . )
G4 H 15 2 2.5 3 3.5

Iteragoes

Figura 5.6: Convergéncia de Fase 2, terceiro exemplo.
5.5.4 Planta nao estabilizavel em RH

Neste caso, o algoritmo Fase 2 gera uma sequéncia de problemas condensados indefi-

nidamente, sem convergir.

5.5.5 Comparagoes e comentarios

O algoritmo utilizado para a solugdo do problema de projeto na formulagio GGP foi
o algoritmo Fase 2 (Avriel e Williams, 1970). Comparado & rotina constr do Optimizati-
on Toolbox, MATLAB versdo 4.0, a implementagio de Fase 2 mostrou-se menos eficiente
porquanto requereu um maior esforco computacional. Este desempenho inferior pode ser
amenizado através da utilizacdo de métodos duais na resolugao dos PL’s gerados nos pas-
sos intermediarios do algoritmo de Avriel e Williams. Por outro lado, uma maior taxa
de sucesso na convergéncia de Fase 2, nos diversos casos-exemplo estudados, aponta a u-
ma menor sensibilidade do algoritmo Fase 2 em relagio ao ponto inicial. A facilidade de

implementacio é outra caracteristica favoravel ao método proposto neste trabalho.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, o problema de se projetar um controlador estdvel, 6timo no sentido
da norma Ho, foi enfocado dentro de uma discussdo geral sobre a incorporagao de restrigoes
de estabilidade através do critério de Routh-Hurwitz. Demonstron-se que as condigdes de
Routh-Hurwitz podem ser representadas através de desigualdades envolvendo posinémios,
que, uma vez condensadas, admitem uma representacio interna convexa. Este resultado
foi utilizado na solugdo do problema de otimizacio H, restrito a controladores estdveis.
O problema de programagio geométrica generalizado resultante pdde entdo ser resolvido
por técnicas de programacao linear. Uma vantagem é que a busca de um ponto factivel
inicial pode ser feita através da solugdo de um problema geométrico auxiliar, de facil cons-
trucao. Isto elimina a necessidade da utilizacdo de métodos de interpolacio de unidades,

de implementagdo complexa e elevada sensibilidade a erros numéricos.

A eficiéncia das rotinas que geraram os exemplos numéricos deste trabalho pode ser
incrementada, através da utilizagdo de métodos duais na resolugio dos PL’s gerados nos pas-
sos intermedidrios dos algoritmos Fase 1 e Fase 2. Isto permitiria a concorréncia com outros
métodos em termos de esforgo computacional. Na totalidade das experiéncias numéricas

baseadas na metodologia proposta, atingiu-se convergéncia.

Em termos de aplicabilidade, a metodologia proposta pode ser incorporada a ob-
tengdo de controladores através de anilise convexa (parametrizacio de Youla ou Q). e o
problema da estabilizacdo forte aqui formulado e resolvido é equivalente ao problema de

estabilizacdo simultinea de védrias plantas (Vidyasagar, 1985, Doyle et al., 1992). Visando
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essas aplicacoes, um estudo mais detalhado da convergéneia e propriedades gerais do GGP

formulado daria continuidade natural a este trabalho.
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