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RESUMO.

Este trabalho apresenta um estudo de uma generalizagio de um problema de sele¢éo de
vértices em digrafos e prop0Oe a resolugio deste problema através de métodos iterativos, em que
em cada iteracdo, um problema de sele¢lo € resolvido. A importancia deste problema € devida
a0 seu relacionamento com alguns problemas classicos de otimizagao (designagao, b-
emparelhamento bipartido de custo méximo, fluxo de custo minimo).

E também, apresentado um estudo para um problema de selegio de vértices de um digrafo,
estabelecendo relagdbes entre este problema e o de b-emparelhamento méximo bipartido.
Algoritmos para os problemas de b-emparethamento méximo bipartido, sele¢ao de vértices e
sele¢ao de vértices generalizada sdo desenvolvidos. Os algoritmos apresentados para um mesmo
problema sao comparados entre si.

ABSTRACT.

A generalization of a vertex selection problem is presented and a resolution of this problem
using an iterative method is proposed. A vertex selection problem is solved in each iteration of
this method. The importance of this problem lies on its relationship 1o some classical
optimization problems (assignment, maximum cost bipartite b-matching, minimum cost flow).

A study of a vertex selection problem in a digraph is also presented. A relationship between this
problem and the maximum bipartite b-matching problem is established.

Algorithms to solve the maximum bipartite b-matching, the vertex selection and the generalized
vertex selection problems are developed and the algorithms for each of the problems are
compared.
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CAPITULO 1.

INTRODUCAO.

Neste trabalho é apresentado um estudo de um problema de selegio de vértices em um digrafo
(capitulo 2) e de uma generalizagio deste problema (capitulos 3 e 4).

Os problemas de selecio estudados, sao problemas de programagao inteira, onde as técnicas de
programagao combinatéria sao bastante utilizadas. Os modelos utilizados t€ém por finalidade
auxiliar no processo de tomada de decisdo em problemas com recursos limitados.

Nas secgOes 1.1 e 1.2 deste capitulo sao apresentadas defini¢bes e propriedades bésicas
necessarias ao desenvolvimento deste trabalho,

Na seccdo 1.3 € feita uma apresentacao preliminar do problema de selecdo estudado, com
algumas aplicacOes préaticas do problema, e uma breve exposi¢io historica do desenvolvimento
do problema € realizada.

Na seccao 1.4 o mesmo € feito para a generahizacdo do problema de selecao estudada.

Nas seccbes 1.5 e 1.6 sao tratados, respectivamente os problemas de b-emparelhamento
bipartido e os problemas de fluxo, sendo apresentadas breves exposigbes histéricas do
desenvolvimento de algonitmos para cada um dos problemas abordados.

Nas secgbes 1.5.1 e 1.6.1 sdo apresentados, respectivamente o problema de b-emparelhamento
méaximo e o problema fluxo méximo, devido aos algoritmos desenvolvidos para a resolugdo do
problema de sele¢io estudado, utilizarem-se de algoritmos de resolugao destes problemas.

Nas secgbes 1.5.2 e 1.6.2 sdo apresentados, respectivamente o probiema de b-emparelhamento
de custo méximo e o problema fluxo de custo minimo, que foram aqui, também, incluidos,
devido ao forte relacionamento existente entre estes problemas e a generalizagdo do problema
de selecao estudada (mostrado no capitulo 3).

Na sec¢io 1.6.3 é apresentado o problema de caminho minimo, devido aos algoritmos 1T e I
desenvolvidos para a resolu¢do do problema de selecho generalizada estudado utilizarem
algoritmos de resolucho do problema de caminho minimo para efetuar uma modificagio no
digrafo do problema.
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1.1- Defini¢bes fundamentais.

Nesta seccho sdo encontradas as defini¢bes bésicas utilizadas e nao colocadas nos demais
capitulos deste trabalho. Estas defini¢des foram retiradas dos livros de Bondy e Murty [BAM76],
Harary {Hrr72}, Berge [Bge76], Hu[Hu-70}, Murty [Mrt83], Lawler [Lwl76] e Brassard ¢
Bratley [BsB&§].

Ao leitor familiarizado com a literatura basica de programagao linear, de complexidade de
algoritmos, e da teoria de grafos € desnecesséaria a leitura desta seccao.

1.1.1- Defini¢hes basicas da teoria de programacio linear.

- Um problema P de programacao linear pode sempre ser escrito na forma:
P: max f(x) = c'.x
s.a. A.x 2 b
x, 20 para i = 1,2,...0
onde x = (¥,,%,,.--%_) .
A éumamatfyiz m por n € b e ¢ sdomatrizes n por 1.
Afungdo f£(x) € chamada funcio objetivode P. O conjunto de inequagdes € chamado

de conjunto das restricbes de P.
- Solugio vidvel de P € qualquer vetor xU que satisfaz o conjunto das restricbes de P

- Solucdo 6tima do problema P € qualquer solugho vidavel x” de P, tal que
£(x") = £(x%), paratodasolugio vidvel x° de P.

- Uma matriz A € unimodular quando o determinante de toda submatriz guadrada de
ordem k €iguala 0, +1, ou -1; onde k €opostodamatriz A,

- Uma matriz A ¢ totalmente unimodular quando todo subdeterminante de A € igual a
0, +1 ou -1.

{Como conseqiiéncia, todo elemento de uma matriz totalmente unimodular € portanto 0,
+1 ou ~1).



1.1.2- Nogdes bdsicas de teoria de algoritmos.

Complexidade de um algoritmo € um processo analitico de medir a eficiéncia do algoritmo.

De inicio, até meados da década de 60, os critérios de avaliagio de um algoritmo eram em geral
empiricos, principalmente no que se refere a sua eficiéncia com relagao a tempo. O algoritmo
era descrito, um programa era implementado e executado em um computador para alguns
conjuntos de dados de entrada diferentes, o tempo de execugdo para cada conjunto de dados
era medido e através das curvas obtidas com os tempos de execugio a avaliagéo era feita.

Embora, as informagdes obtidas por este critério sejam dteis, ndo permitem aferir o
comportamento do algoritmo, sao dependentes do ambiente computacional utilizado. Os
tempos obtidos dependem dos dados particulares testados, da qualidade do programa, do
compilador e do computador utilizados. E desejavel fazer comparagdes entre algoritmos, para
determinar qual o melhor para um certo conjunto de dados, independentemente do ambiente
computacional utilizado.

Uma medida de um algoritmo de otimizago combinatéria € fornecida pela anélise do pior caso,
onde sio contados o namero de passos {(operagdes) do algoritmo, em funcdo dos dados da
entrada de maneira a estabelecer um limite superior. Esta medida indica o nimero maximo de

operacdes necessarias e € denominada complexidade do pior caso ou simplesmente
complexidade.

Notagao O € uma notagho para indicar a complexidade de um algoritmo, com énfase no seu
comportamente assintdtico e onde os termos nao predominantes sao desprezados. Desta forma,
esta notacao indica como cresce 0 numero de passos, quando o conjunto de dados cresce para
infinito {problemas grandes).

Dadas duas fungbes £{n) e g(n) do conjunic dos inteiros no conjunto dos reais positivos
define-se que :
f(n) = O(g{n)), quando existe uma constante positiva ¢, tal que para n
suficientemente grande £(n) < c.g(n).

Por exemplo, se um algoritmo executa 100.1n241000.n+10000 passos, sendo n um
dado da entrada do problema, é dito que a complexidade deste algoritmo €  O(n®). Um
outro algoritmo, que execute n? + n.log,n  passos, também possui complexidade
o(n?); indicando que ambos apresentam um comportamento semelhante, quando n tende
para infinito.
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1.1.3- Defini¢hes bdsicas de teoria de grafos.

-Um grafo G = (V,E) ¢ um conjunto finitc de vértices Vv juntamente com um
conjunto finito E de arestas (pares nao ordenados de vértices distintos de V) .

- Grafo bipartido G = (V,E) ¢ um grafo em que o conjunto de vértices pode ser
subdividido em dois conjuntos vV, eV,, com V=V UV, & V, nV,=¢;
tais que toda aresta de E € formada por um vértice de vV, eumvérticede V,

- Um grafo bipartido € completo, quando todo par {v,,v,} com v,eV, ¢ v, €V, ¢
uma aresta do grafo.

- Grau de um vértice v em um grafo ¢ = (V,E) € o nimero de arestas de E que
contém v.
-Um digrafo G = (V,E), também chamado de grafo dirigido, € um conjunto fimto de

vértices Vv, juntamente com um conjunto finito E de arcos {pares ordenados de vértices
distintos de V).

- Um digrafo (grafo) ¢ com n vérticese m arcos (arestas) € chamado digrafo denso
(grafo denso) quando m = O(n®) e n = O(m”); e ¢&chamado digrafo esparso (grafo
esparso) gquando m = O(n).

- Multigrafo € um conjunto finito de vértices V juntamente com uma colecao finita E de
arcos {pares ordenados de vértices distintos de V).

(Em uvm multigrafc € possivel haver dois ou mais pares iguais de vértices. )

-Um grafo (digrafo) 6, = (v,,E,) € um subgrafo de um grafe (digrafo)
G = (V,E}, quando V, estd contidoem V e E, estd contidoem E.

-Um subgrafo maximal de um grafo G com relagdo a uma propriedade p € um
subgrafc de G que satisfaz p e nfo estd contido propriamente em nenhum subgrafo de
G que satisfaz p.

- Caminho entre dois vértices v e v, de um grafo (digrafo) ¢ = (V,E) ¢ uma

seqiiéncia finita nao vazia v, ,e,,v,,e,,v,,...V, ,,e,,V, CUos termos sao

k! Tk
alternadamente vértices e arestas {arcos) de G, com todos os elementos da seqiéncia
diferentes entre si; ¢ tais que Vv .€V para 1=0,1,...XK, e.=(v, ,,v,} € E

(e,={(v,_,,v;) € E) para i=1,2,...K.

14



1.5

Um caminho &, em geral indicado pela seqiiéncia de seus vértices.

-Ciclo em um grafo (digrafo) 6 = (V,E) € uma segiéncia finita nfio vazia
Vor€, V€, V,, ..V, ,e, Vv, cujos termos sao alternadamente vértices e
arestas (arcos) de G, com todos os vértices da seqliéncia diferentes entre si, com excegao
do primeiro € Gltimo vértices que sio iguais; e tais que v, € V para i=0,1,...k-1,
e.={v, ,,V;} €E (e,=(v,_,,Vv,) € E) para i=1,2,...k-1, e
e ={V, .1V} €EE (e =(v, ,,V,) € E}.

- Comprimento de um caminho é o nimero de arestas (arcos) do caminho.

- Peso de uma aresta (arco) é um nimero real associado a cada aresta (arco) de G.
A definigdo de comprimento de um caminho pode, eventvalmente ser estendida para a
soma dos pesos de suas arestas (arcos).

-Um vértice v, € dito sncessor de um vértice v, em G, quando existe em G um
caminho de v, para v,.

-Um vértice v, € dito antecessor de um vértice v, em G, quando existe em G um
caminhode v, para Vi

- Busca em um grafo (digrafo) € um processo de determinacdo de um subgrafo deste, a
partir de um vértice denominado raiz.

- A busca € chamada busca em profundidade (“depth-first search”) quando o subgrafo €
determinado da seguinte maneira :

I) A raiz € colocada no subgrafo.

iI)Seja P, wuma pilha (Gltimo a entrar € o primeiro a sair) de vértices contendo,
inicialmente, s6 a raiz.

IIT) Enquanto P, n&o estd vazia executar : se existe uma aresta (arco) entre o vértice
v {(topo de P,} e um vértice v, nio pertencente ao subgrafo, entdo esta aresta
(arco) e este vértice v, s&o introduzidos no subgrafo, além disto, o vértice v, €
introduzido no topo de P, : caso contrério, se ndo existe uma aresta (arco) entre o
vértice v (topo de P,) e um vértice v

{topode P,) €retiradode P,.

, na@o pertencente ao subgrafo, entdo v

IV} Parar, a busca estd completa.

- A busca € chamada busca em largura ("breadth-first search”) quando o subgrafo ¢
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determinado da seguinte maneira :
1) A raiz € colocada no subgrafo.

II)Seja 1, uma fila (primeiro a entrar € o primeiro a sair) de vértices contendo,
inicialmente, s6 a raiz.

HI) Enquanto L, nao esta vazia executar : retirar de L, o primeiro vértice v; se
existermn arestas (arcos) entre o vértice v e vértices nao pertencentes ao subgrafo (seja
V, © conjunto destes vértices), entao estas arestas (arcos) e o conjunto v, de vértices
sao introduzidos no subgrafo, além disto, o conjunte vV, de vértices é introduzido no
fimde L..

1V) Parar, a busca estd completa.

1.2- Propriedades basicas utilizadas neste trabalho.

Nesta secgao sao encontradas cinco propriedades bésicas utilizadas e ndo colocadas nos demais
capitulos deste trabalho. Estas propriedades foram retiradas dos livros de Lawler [Lwl76],
Lovasz e Plummer [LvP86], Hu [Hu-70] e Murty [Mri83].

Ao leitor familiarizado com as propriedades béasicas de programac¢do linear, programagao
inteira e de teoria de otimizacao € desnecesséria a leitura desta secgio.

1.2.1- Propriedades fundamentais de programacao linear.

As trés propriedades colocadas a seguir encontram-se demonstradas, por exemplo em Lawler
[Lwl76]. Sejam P e P, , um par de problemas duais, apenas para facilitar a notagéo, com a
forma :

< C

- Dualidade fraca: Se x° ¢ uma solugho vidvel de um problema linear primal P e y® €

uma solugio vidvel do problema dual P, entao c’.x® 2 y°7.b,
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- Dualidade forte:Se um de um par de problemas duais tem vma solu¢do Gtima finita
entao o outro problema também tem e as fungbes objetivos t€m o mesmo o valor &timo. Se
um destes problemas tem um 6timo nao limitado, o ovtro nao tem solugao vidvel.

- Ortogonalidade de solugbes de problemas duais:Se x é uma solugho vidvel de um
problema linear primal P e y° € uma solugho vidvel do problema dual P, entdo x°
e y? sdosolugdes Gtimasde P e P, seesomentese (y°'.A - ¢c)T.x" = 0 e
veT.(a.x% - b) = o.

Condicio suficiente para a eqiiivaléncia do conjunto de solugdes 6timas de dois problemas de

programacio linear P e P, com mesma fungio objetivo:

- Uma condigéo suficiente para que dois problemas de programagao linear P ¢ P, com
mesma funcgao objetivo tenham mesmo conjunto de solugdes dtimas é

se x° ¢ésolugaovidvelde P entdo x” ésolugiovidvelde P, e

se x* ésolugdo Gtimade P, entdo x” € solugao vidvelde P.

Com a primeira das afirmactes € demonstrado que o conjunto das solugbes vidveis de P
esta contido no conjunto das solugdes vidveis de P, . Com a segunda, que o copjunto de
solugbes Otimas de P, estd contido no conjunto de solugdes vidveis de P.

Logo, qualquer x~  solugdo Otima de P, € solugio vidvel de P e como os dois
problemas t€m mesma funcao objetivo e toda solugio vidvel de P € solugio vidvel de P,
conclue-se que x" ésolugho Gtima de P.

Portanto, qualquer x” solugdo étima de P ¢ solugio vidvel de P e, portanto solugdo
viavel de P, como os dois problemas t€m mesma fungao objetivo e toda solugéo otima
de P, € solughovidvelde P conclue-se que x~ € sclugiio 6timade P .

1.2.2- Propriedades bdsicas de programacéo linear inteira.

Relacdo entre a matriz dos coeficientes das restriches de um problema de programacio linear

ser totalmente unimodular e a sua solugho G6tima ser inteira :

A primeira das duas propriedades colocadas a seguir, estabelece uma condigao suficiente para
que uma matriz seja totalmente unimodular. A segunda estabelece uma condigho suficiente para
que as solughes basicas de um problema de programacdo linear sejam inteiras. Estas
propriedades sA0 encontradas, por exemplo em Lovész e Plummer [LvP86].

- Se a matriz dos coeficientes das restrigbes sé contém elementos pertencentes ao conjunto



de nimeros {0, +1, -1} , em nenhuma linha da matriz existem mais que dois elementos
diferentes de zero € as colunas da matriz podem ser divididas em duas componentes, tais
que elementos diferentes de zero de uma mesma componente sdo diferentes e de
componentes diferentes sao iguais entdo a matriz de restrigbes € totalmente unimodular
(Teorema de Heller, Tompkins e Gale).

- Se a matriz dos coeficientes das restri¢bes de um problema de programacéao linear P ¢é
totalmente unimodular e os dados constantes de P s30 inteiros, entao qualquer solugdo
basicade P ¢inteira (Teorema de Hoffman e Kruskal).

1.3- Problema de sele¢io.

O problema de sele¢do de vértices estudado € um problema de otimizagdo combinatdria
{programacéao 0,1). Dado um digrafo em que a cada vértice esta associado um valor inteiro, 0
problema consiste em determinar um subconjunto do conjunto de vértices do digrafo de valor
méximo, com a propriedade que se um vértice pertence ao subconjunto selecionado todos o0s
seus sucessores no digrafo também pertencem.

O problema de selegao de vértices foi inicialmente discutido por Lerchs e Grossmann [LeG65]
em seu trabatho sobre exploragio de minas a céu aberto. O planejamento de um programa de
mineragdo envolve o projeto da forma final da escavagao a ser feita. As reservas de minério e
sua distribuigdo espacial sho consideradas estimadas através de interpretagbes geoldgicas do
terreno. Neste trabalho foram considerados conhecidos, para cada ponto do solo: o tipe do
material, seu valor mineral, e o custo de extracic daquele tipo de minério. Foram também,
consideradas restrigdes quanto a inclinagdo méxima das paredes do buraco. A forma final do
buraco a ser escavado € determinada de maneira que o lucro (valor do material - custo da
extragfo) seja maximo.

1.8



Exemplo de um corte vertical de um terreno discretizado com indicagao do valor liquido de cada
ponto.
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Foi considerado que cada ponto do solo s6 pode ser extraido se todos os pontos diretamente
acima dele, na vertical ou nas diagonais, também o s&0. Os pontos com valor iguala -« servem
para delimitar a drea que pode ser retirada e para forgar uma dada inclinagao das paredes do
buraco a ser excavado.

Este problema foi representado em uma série de digrafos, um para cada corte vertical do
terreno. Foi apresentado um algoritmo que resolvia, separadamente cada corte vertical do
terreno, e a seguir combinava estas solugdes, de maneira a suavizar as curvas entre dois cortes.
Esta tltima etapa apresentava diversas dificuldades.

Rhys [Rhy70] discutiu o problema para o caso de custos fixos compartilthadoes e como motivagéo
apresentou ¢ problema de constru¢do de terminais (bancérios ou de transporte de carga ou
passageiros): O custo para operagac de cada terminal € fixo e conhecido, sendo que a existéncia
de um par de terminais permite o estabelecimento de um servigo entre eles e este servi¢o da um
lucro conhecido. O problema € determinar uma sele¢do Otima de terminais a construir de forma
a maximizar o lucro liquido. Este problema foi formulado e resolvido como um problema de
fluxo méximo em um digrafo bipartido {de um lado da biparticho de vértices 0s servigos
disponiveis e do outro lado da biparticao os terminais necessarios).

Balinski [BIk70] fez uma generalizagio tedrica do problema apresentado por Rhys,
considerando o mesmo problema, mas com a condicdo, que para a existéncia de um servigo, €
necessaria a construgio de um nimero finito de terminais. Balinsky estabeleceu também, para
problemas de selegio em digrafos bipartidos, a relagio entre a selegdo de valor méximo e o
probiema de corte minimo.

1.9
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Picard {Pic76] generalizou o conceito de problema de selegao, definindo o problema de fecho
Gtimo em um digrafo qualquer. O problema de selecio foi apresentado, entdo como o problema
do fecho 6timo em um digrafo bipartido. Apresentou o problema do contorno 6timo de uma
mina a céu aberto formulado, como um problema de fecho 6timo. Demonstrou ainda, que o
problema pode ser resolvido, através do problema de corte minimo (fluxo méximo)} em um
digrafo. O digrafo utilizado por Picard € descrito no capitulo 2 secgéo 2.1.

No capitulo 2, deste trabalho, sao propostos dois novos algoritmos para determinar uma selegéo
6tima de vértices. A base destes algoritmos € uma transformac@o do problema de sele¢do de
vértices de um digrafo qualquer em um problema de selecdo de vértices de um digrafo
bipartido.

O primeiro, ap6s a transformagdo do digrafo em um digrafo bipartido, utiliza o resultado de
Picard, resolvendo o problema de selecao bipartido, através de um problema de fluxo méaximo
em um digrafo bipartido.

O segundo algoritmo, ap@s a transformacgio do digrafo em um digrafo bipartido, resolve o
problema de selegao bipartido através da resolugéo do problema de b-emparethamento maximo
em um grafo bipartido. Este problema € também chamado problema de determinagéo do
subgrafo maximo restrito em grau de um multigrafo.

Ainda no capitulo 2, é apresentado um estudo da complexidade dos dois algoritmos de
resolucao do problema de selecho. No calculo da complexidade do primeiro algoritmo €
utilizado o resultado do trabalho de Gushfield, Martel e Fernandez-Bacca {GMF87] sobre a
complexidade do algoritmo de Karzanov [Kzn74] para o caso particular do problema de fluxo
méaximo em digrafo bipartido.

No capitulo 5, € realizada uma comparacao tedrica dos algoritmos apresentados no capitulo 2,
através de comparacbes entre suas complexidades. E também, feita uma comparacao pratica
dos tempos de execugdo destes algoritmos, para problemas gerados aleatoriamente.

1.4- Problema de selecio generalizada.

E uma generalizagdo do problema de selecdo de vértices estudado no capitulo 2. Neste caso, em
vez de programacgado 0.1, para determinar se um vértice deve ou nao ser selecionado, foi
considerada a programacao inteira, para determinar em que quantidade cada vértice deve ser
selecionado, para que o valor da selecao seja méximo; sendo que a cada vértice esta associado
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vm valor inteiro e a cada arco esté associado um valor inteiro nao negativo, e que a selecio de
uma certa quantidade de um vértice implica em wum limitante superior (valor do
arco + quantidade selecionada deste vértice), para a quantidade, em que cada um de seus
antecessores pode ser selecionado.

No capitulo 3 sao apresentadas, além da defini¢ho do problema de sele¢do generalizada,
relagdes entre as solugbes Gtimas deste problema e as do problema de b-emparelhamento de
custo méximo ou as do problema de fluxo de custo minimo. Para o estabelecimento destas
relagoes € utilizado o Teorema de Hoffman e Kruskal e a teoria de dualidade de programacgéao
linear.

Uma aplicagho pratica do problema de selecao generalizada, também, colocada no capitulo 3, €
o problema de determinacao de um cronograma 6timo de execugho de um projeto composto de

tarefas, quando entre estas tarefas existe uma relagio de dependéncia.

No capitulo 4 sdo propostos trés novos algoritmos para a resolugo do problema de selegao
generalizada. Um estudo da complexidade destes algoritmos € realizado.

Os trés algoritmos apresentados sao algoritmos iterativos, em que a cada iteragao um problema
de selegio € resolvido.

O primeiro algoritmo utiliza o digrafo do problema, ¢ por 1sto, € teoricamente mais simples.

O segundo algoritmo, modifica ¢ problema, transformando-o em um problema de selecdo
generalizada em um digrafo bipartido completo, para a seguir resolvé-lo através do primeiro
algoriimo.

O terceiro algoritmo, além da transformagao do digrafo utlizada pelo segundo algoritmo,
utiliza, o conceito de escalonamento de um dos parameiros do probiema introduzido por
Edmonds e Karp [EdK72] {para o problema de fluxo de custo minimo).

Os trés algoritmos, resolvendo em cada iteracdo um problema de selegdo, t€m suas
complexidades dependentes do algoritmo utilizado na resolugdo dos problemas de selecdo em
um digrafo (capitulo 2).

Os trés algoritmos s&o algoritmos do tipo primal-dual. No primeiro a solugdo 6tima de P €
aproximada por solugdes vidveis do primal, isto €, a viabilidade do primal € mantida em todas as
iteragbes. No segundo e no terceiro, a viabilidade do primal nado € mantida em todas as
iteracbes, porém € mantida a viabilidade do dual.
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No capitulo 5, € realizada vma comparagio tedrica dos algoritmos apresentados no capitulo 4,
através de comparagdes entre suas complexidades. E também, feita uma comparagio pratica
dos tempos de execugio destes algoritmos, para problemas gerados aleatoriamente.

1.8- Problema de b-emparelhamento bipartido.

Esta secg@o € composta pelos problemas de b-emparelhamento méximo e pelo problema de b-
emparelhamento de custo méaximo. O primeiro problema € um caso particular do segundo
(custos dos arcos iguais a um), e estd relacionado com o problema de selegdo de vértices
estudado, enguanto o segundo problema esta relacionado com a generalizagio do problema de
selecao de vértices estudada.

1.5.1- Problema de b-emparelhamento maximo.

E um problema de programagio inteira (estudado no capitulo 2, sec¢ao 2.5), sendo as vezes
denominado de problema de determinacao de um subgrafo méaximo restrito em grau de um

multigrafo, e € uma generalizagdo do problema de emparelhamento maximo (problema de
programacgéao 0,1).

O trabalho de Edmonds [Edm65] foi o primeiro a ser publicado com um estudo do problema de
emparelhamento maximo em grafos. Este trabalho apresentava um algoritmo para a resolugao
do problema em um grafo qualquer, e introduzia o conceito de contragao (“shrink™) de
subgrafos do grafo dado em um pseudo-vértice, em alguns passos do algoritmo.

Berge [Bge76] estudou o problema de b-emparelhamento maximo como um problema de
programacio 0,1 em grafos ou multigrafos. F de sua autoria um resultado, citado em [Bge76),
mas publicado inicialmente em um trabalho de 1957, que caracteriza o b-emparelhamento
méximo. Este resultado € o corolario 2.1 do capitulo 2 de nosso trabalho. Para resolugéo do
problema, Berge propds uma transformagéo do multigrafo em um grafo, aumentando
consideravelmente, o nGmero de vértices e 0 ndmero de arcos envolvidos no problema.

Edmonds e Johnson [EdJ73] estudaram a relacio entre este problema e o problema do carteiro
chinés {caminho minimo para percorrer as ruas de uma cidade), que € mais simples que ¢
problema do caixeiro viajante.
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Lovasze Plummer [LvP86] apresentaram o caso particular do 2-emparethamento,
estabelecendo uma relagdo entre este problema e o problema do carteiro chinés; este trabalho
foi inicialmente publicado por Lovasz em 1975 e a transformagio utilizada difere da
apresentada por Edmonds e Johnson. Em seu estudo sobre o caso geral, consideraram o
problema de b-emparelhamento definido em um grafo e apresentaram uma modificagio do
grafo, diferente da apresentada por Berge, para estabelecer uma correspondéncia entre o
problema de b-emparethamento perfeito € o problema de emparethamento perfeito. Esta
modificagao tamb€m aumenta muito o nGmero de vértices e o nmero de arestas do problema.

Pulleybank [PIb80] caracterizou para que tipos de grafos a solugao do duval do problema do b-
emparelhamento € garantida ser inteira. Seu estudo inclui, também o problema de b-
emparethamento de custo minimo.

O trabalho de Hoffman e Kruskal (citado, por exemplo em Lovisz e Plummer [LvP86))
estabeleceu em que condigbes da matriz dos coeficientes do conjunto de restrigdes de um
problema de programacao linear é garantido que suas solugdes bésicas sao inteiras.

Gabow [Gbw85] apresentou um algoritmo para o problema de b-emparelhamento méximo em
um multigrafo bipartido (apresentado como o problema de determinagio do subgrafo méximo
restrito em grau). Em seu algoritmo o problema foi primeiro transformado em um problema de
emparelthamento € a técnica de escalonamento do maior pardmetro (nimero de vértices,
nimero de arestas) do problema foi utilizada.

Gabow e Tarjan [GbT88] apresentaram um algoritmo para o problema de b-emparelhamento
méximo em urn multigrafo, com escalonamento do maior pardmetro do problema. Foi feito um
estudo da complexidade deste algoritmo utilizando processamento paralelo,

Hoperoft e Karp [HpK73] apresentaramm um estudo muito completo do problema de
emparelhamento bipartido, com um algoritmo de resolugio, que utiliza o conceito de referente
introduzido por Dinic [Dnc70] em seu algoritme para o problema de fluxo maximo. A
complexidade do algoritmo de Hoperoft e Karp € considerada a melhor até 0 momento.

Even e Tarjan [EvT75] discutiram a complexidade do algoritmo de fluxo méaximo de
Dinic [Dnc70] para um tipo especial de rede (redes com vértices com capacidade um ou redes
com arcos com capacidade um) e o resultado por eles obtido tem sido amplamente utilizado
para o calculo da complexidade de algoritmos para o problema do emparelhamento bipartido.
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No capitulo 2, sao estabelecidas relagbes entre o problema de selecio em um digrafo qualquere
o problema de selegdo em um digrafo bipartido ¢ entre o problema de sele¢ao em um digrafo
bipartido e o problema de b-emparelhamento méximo bipartido. Para o estabelecimento desta
Gltima relaggdo € utilizado o Teorema de Hoffman e Kruskal ¢ a teoria de dualidade de
programagao linear. Devido a esta relag@o entre os dois problemas, € realizado um estudo sobre
o problema de b-emparelhamento méximo bipartido, e s&o propostos dois novos algoritmos
para a resolugac deste problema.

O primeiro algoritmo apresentado € uma generalizagdo do algoritmo de Hoperoft e Karp para o
problema de emparelhamento méximo bipartido, e utiliza, também a nog¢ho de referente
introduzida por Dinic [Dnc70]. Na prova da complexidade deste algoritmo € feita uma
generalizacdo de resultados obtidos por Hopceroft e Karp e também de resultados obtidos por
Even e Tarjan.

O segundo algoritmo apresentado utiliza o conceito de escalonamento de um dos parametros do
problema, que foi introduzido por Edmonds e Karp [EdK72] para o problema de fluxo de custo
minimo. O pardmetro utilizado para o escalonamento foi 0 méaximo dos valores de b.

Alguns autores, Lawler [Lwl76] entre eles, consideram que a técnica de escalonamento, embora
de facil implementagdo, € provavelmente, de importdncia limitada. Sua relevincia, ainda
segundo estes autores, situa-se na area de Teoria de Computagao, area em que fornece
resultados muito satisfatérios.

1.5.2- Problema de b-emparelhamento de custo miximo.

E um problema de programacéo inteira (formulado no capitulo 3, sec¢ho 3.2), sendo as vezes
denominado de problema de determinacio de um subgrafo de custo maximo restrito em grau de
um muitigrafo, e € uma generalizagdo do problema de emparelhamento de custo méximo,
também conhecido como problema de designacao (problema de programacao 0,1}.

Berge [Bge76] estudou o problema de b-emparelhamentoe de custo maximo ¢como um problema
de programacio 0,1 em grafos ou multigrafos. Para resoclugho do problema foi proposta a
transformacéo do multigrafo em um grafo, aumentando consideravelmente, o ndmero de
vértices € o numero de de arcos envolvidos no problema, € a resolugaoc do problema de
designac@o de custo méximo resultante,

Gabow [Gbw85] apresentou um ailgoritmo para o problema de b-emnparethamento de custo
maximo em um multigrafo bipartido (apresentado como o problema de determinagho do
subgrafo de custo méaximo restrito em grau). Em seun algoritmo, o problema foi primeiro



transformado em um problema de designacido e, a seguir, foi utilizada a técnica de
escalonamento do maior pardmetro (nimero de vértices, nimero de arestas) do problema.

Gabow e Tarjan [GbT88] apresentaram um algoritmo para o problema de b-emparelhamento
de custo maximo em um multigrafo, com escalonamento do major parametro do problema. Foi
feito um estudo da complexidade deste algoritmo utilizando processamento paralelo.

1.6- Problemas de fluxo em um digrafo.

Nesta sec¢do estao colocados os problemas de fluxo méximo, de caminho minimo e de fluxo de
custo minimo. O problema de fluxo méximo estd relacionado com o problema de selecio
estudado, enquanto 0s cutros dois problemas estdo relacionados com a generalizagao do
problema de selecéo estudada.

1.6.1- Problema de fluxo méximo.

E um problema de programacao linear e seu dual € conhecido como o problema de
determinagdo do corte mimimo em um digrafo. O problema de fluxo maximo ¢ um dos
problemas mais conhecidos, mais fundamentais ¢ mais estudados da teoria de redes. Sua
resolucdo € fundamental para a resolugao de diversos problemas de dreas diferentes,
notadamente os, de otimizacdo combinatdria, uma vez que, alguns destes problemas podem ser
resolvidos, através de sua transformacao em um problema de fluxo maximo em redes.

Diversos algoritmos cada vez mais répidos {(com menor complexidade) para a sua resolugao tém
sido apresentados; a seguir, s&o apresentados os trabalhos mais importantes ou mais recentes
sobre este problema.

Ford e Fulkerson [FdF56] apresentaram o primeiro algoritmo para a resolugdo do probiema de
fluxc méximo. Este algoritmo determinava no digrafo, enquanto possivel, caminhos
aumentantes (sequéncia de arcos que admitemn um aumento do fluxo) do vértice s para ©
vértice L.

Edmonds e Karp [EdK68] demonstraram que se fosse utilizado o caminho aumentante de
menor comprimento para aumento do fluxo, a complexidade do algoritmo diminuiria, tornando-
se polinomial; isto €, poderia ser escrita como uma fungéo polinomial dos dados de entrada do
problema.



1.16

Dinic [Dnc70] propds, utilizando o processo de busca em largura em um digrafo, um método
para determinagéao do conjunto maximal dos menores caminhos aumentantes (definido como
referente).

Karzanov [Kzn74] apresentou um algoritmo que utilizava o conceito de referente introduzido
por Dinic e introduzia o conceito de pré-fluxo (para cada vértice, a quantidade de “fluxo”, que
chega é maior ou igual & quantidade que sai, exceto no vértice de fonte do fluxo). Este algoritmo
€, no momento, um dos de menor complexidade para digrafos densos.

Malhotra, Kumar € Maheshwari [MKM78] apresentaram um algoritmo, ainda utilizando o
conceito de referente, com a mesma complexidade, que era mais simples que o de Karzanov.

Sleator e Tarjan [SIT83] apresentaram um algoritmo que utilizava para manipulagéo dos dados
do digrafo, o conceito de arvores dinAmicas da teoria de estrutura de dados. Este algoritmo €, no
momento, um dos de menor complexidade para digrafos esparsos.

Galil [GlI80] apresentou um algoritmo que € uma pequena modificacdo do de Karzanov, mas
que € o de menor complexidade para alguns poucos tipos de digrafos.

Goldberg e Tarjan [GdT86] utilizando a estrutura de dados de arvores dinimicas e o conceito de
pré-fluxo, escreveram um novo algoritmo, com complexidade para grafos esparsos, igual a dos
methores. Neste trabalho foi, também, demonstrado que o algoritmo permite uma eficiente
implementagfo paralela e distribuida.

Existem alguns trabalhos recentes utilizando, também o conceito de escalonamento do méximo
da capacidade dos arcos do digrafo.

Gushfield, Martel ¢ Fernandez-Bacca [GMF87] calcularam a complexidade do algoritmo de
Karzanov e a do algoritmo de Malhotra, Kumar e Maheshwari, para ¢ caso particular de
digrafos bipartidos. Foi demonstrado, que para digrafos bipartidos, com biparticdo v, ,V, do
conjunto de vérticese vV, = O (n'" ¢} para algum €>0, acomplexidade destes algoritmos é

menor do gue a demonstrada para digrafos quaisquer.

No capitulo 2 é apresentado um algoritmo (I) para a resolugéo do problema de selecéo, gue
calcula o fluxo méximo em um digrafo bipartido, e no célculo da complexidade deste algoritmo,
os resultados deste ultimo trabatho, sdo utilizados. No mesmo capitulo, no algoritmo A de b-

emparelhamento, foi utilizada a busca em largura no grafo, para determinacgao do conjunto
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maximal de caminhos aumentantes de comprimento minimo (referente introduzido no
algoritmo de Dinic).

1.6.2. Problema de caminho minimo.

¥ um problema de programagao inteira, definido em um grafo (digrafo) em que a cada aresta
(arco) estd associado um inteiro nlo negativo (peso) e consiste em dados dois vértices,
determinar o caminho de menor comprimento {soma dos pesos das arestas ou arcos do
caminho) entre estes dois vértices.

Algoritmos para a resolugdo deste problema sdo de grande interesse prético, além de serem
muito utilizados, na resolu¢do de outros problemas de otimizagho combinatdria como, por
exemplo, em grande parte dos algoritmos de fluxo de custo minimo. Os algoritmos para
determinag@o do caminho minimo entre dois vértices v, e v, na verdade determinam o

caminho minimo de v, para todos os outros vértices.

O algoritmo de Dijkstra [Djk39] € o mais antigo e, praticamente, a base de todos os algoritmos
atualmente utilizados.

Gabow [Gbw85] apresentou um algoritmo utilizando o algoritmo de Dijkstra e a técnica de
escalonamento de Edmonds e Karp, melhorando a complexidade do algoritmo.

Fredman e Tarjan [FmT8&7] apresentaram uma nova versao do algoritmo de Dijkstra com a

utilizacBo de uma estrutura de dados especial (“Fibonacci heaps”™), conseguindo diminuir a
complexidade do algoritmo.

Ahuja, Mehlhorn, Orlin e Tarjan [AMO90] implementaram o algoritmo de Dijkstra utilizando
uma nova estrutura de dados (“radix heaps”) e também o implementaram utilizando uma
combinagao desta nova estrutura com a utilizada por Fredman e Tarjan (“Fibonacci heaps”™). O
resultado obtido para a complexidade deste Gitimo € o melhor até o momento.

No capitulo 4, s&o apresentados dois algoritmos (Il e III} para o problema de selegao
generalizada estudado, que modificam o problema, utilizando o célculo de caminhos minimos
entre vértices do digrafo. No célculo das complexidades destes dois algoritmos, este Gltimo
resultado € utilizado.
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1.6.3- Problema de fluxo de custo minimo.

E um dos problemas mais fundamentais e mais estudados da teoria de redes (formulado no
capitulo 3, seccdo 3.5). Este problema €, tambem apresentado na literatura como problema de
transbordo. Este problema pode ser transformado em tempo polinomial, em outros problemas
tais como : o problema de transporte (definido em um digrafo bipartido), o problema de
circulagao (definido em um digrafo com suprimento ou demanda nos vértices iguais a zero), o
mesmo se verificando para as transformacgdes inversas.

Diversos algoritmos para a resolugao deste problema tém sido apresentados recentemente,
Estes algoritmos est&o sempre relacionados a técnica de escalonamento de um dos parimetros
do problema introduzida por Edmoends e Karp [EdK72). Esta técnica é utilizada nos
capitulos 2 e 4 deste trabalho.

Os algoritmos com escalonamento de um dos pardmetros sdo iterativos e podem ser divididos
em dois grandes grupos, de acordo com o problema que é resolvido em cada iteragio. O
primeiro grupo utiliza em cada iteragéo o algoritmo de Dijkstra (contido por exemplo em Bondy
e Murty [BAM76]) de resolu¢do do problema de caminhos minimos e é composto pelos
trabalhos de Orhn [Ori88], Galil e Tardos [GIT86], Fujishige [Fjs85], e Edmonds e
Karp [EdK72]. O segundo grupo utiliza em cada iteracio um dos algoritmo de fluxo méximo e
fazem parte deste grupo os trabalhos de Goldberg e Tarjan [GAT88], Goldberg e
Tarjan [GdT87], Tardos [Trd84] e Rock [Roc80]. O algoritmo apresentado por Goldberg e
Tarjan [GdT88] utiliza o problema de fluxo méximo de uma maneira diferente, uma vez que o
utiliza para o cancelamento de ciclos com custo negativo.

Os algoritmos com escalonamento de um dos pardmetros podem, também, ser classificados em
trés grupos quanto ao parametro que estd sendo escalonado. O primeiro grupo utiliza como
parametro de escalonamento o méximo da capacidade dos arcos do digrafo; neste grupo estao
os trabalhos de Galil e Tardos [GIT86], Fujishige [Fis&5], Rock [Roc80] ¢ Edmonds e
Karp [EdK72]. O segundo grupo utiliza como parmetro de escalonamento ¢ maximo custo dos
arcos do digrafo; neste grupc estio os trabalhos de Gabow e Tarjan [GbT89], Goldberg e
Tarjan [GdT88], Goldberg e Tarjan [GAT87], Tardos [Trd84], e Rock [Roc80]. O terceiro grupo
€ formado pelo algoritmo de Orlin [Orl88], que inicialmente transforma ¢ problema de fluxo de
custo minimo em um problema de fluxo de custo minimo ndo capacitado, e utiliza como
pardmetro de escalonamento o maximo da demanda ou suprimento de seus vértices.

Uma terceira subdivisdo destes algoritmos pode, ainda ser feita, se considerarmos qual o
problema, que € considerado para introduco tedrica do algoritmo. Apresentam o problema sob
a forma de circulagio os trabalhos de Gabow e Tarjan [GbT89], Goldberg e Tarjan [GdT88],
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Goldberg e Tarjan [GdT87], Galil e Tardos [GIT86], Fujishige [Fjs85), e Tardos [Trd84].
Apresentam O problema como problema em uma rede balanceada (soma das ofertas € igual &

soma das demandas) com vérias entradas e vérias sajdas os trabalhos de Rock [Roc80],
Orlin [Or188], e Edmonds e Karp [EdK72].



2.1
CAPITULO 2.

UM PROBLEMA DE SELECAO EM UM DIGRAFO.

2.1- Problema de sele¢io.

Seja G = (V,E) um digrafo com um conjunto de vértices Vv = {(Vi)Vy,ee.v, } € um
conjunto de arcos E = {e,,e,,..e }, onde cada arco € um par ordenado de vértices

distintos e a cada vértice v, & associado um valor inteiro b..

Definicdes :

- Um subconjunto V*  do conjunto de vértices V é um fecho (“closure™) se para todo arco
(v;,v,) de E, v, € v" implica v, e v,

-Valordeumfecho V' é ¥ (b, : i=1,2,...n e v.€ V)

- O problema do fecho 6timo consiste em determinar um fecho de valor maximo.

O problema do fecho 6timo € um problema de selecio de vértices e foi estudado por
Rhys [Rhy70] e Balinski [BIk70] (ambos considerando apenas digrafos bipartidos) e por
Picard [Pic76].

O problema do fecho 6timo pode ser formulado como o problema de determinar um vetor
binaric X = (X,:%,,...%_) solugéo otima de :

i
P: max £{x} = X b..x,

n
£
bt
A
¥

para todo arco (vi,vj} € E

X, = 0,1 para todo vértice v, € V
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Assim, ¥, = 1 (x, = 0) indica que o vértice v, deve (nio deve) ser selecionado. Desta
forma, x, = 1 e (Vi/Vv,) € E implicam em x; = 1.

O interesse por este problema de sele¢do se deve ao estudo dos modelos para
planejamento de exploragio de minas do tipo céu aberto. Deseja-se determinar a forma
final da geometria do burace a ser aberto, a fim de maximizar o lucre, dado o corpo do
minério decomposto em blocos de diferentes tipos de minérios e conhecendo, para cada
bloco, o valor do minério € o custo de extragio daquele tipo de minério, além das
limitaches geométricas quanto & inclinagdo das paredes do buraco. O problema de
determinacao do contorno 6timo do buraco a ser feito € modelado como um problema de
determinago do fecho Otimo em um digrafo, onde cada vértice v, com valor b,
corresponde a um bloco i com valor liquido (valor do minério - custo de extragio) b ;€
onde existe uvmarco (v, Vi) do vértice V. parao vértice v ;> sea remocao do bloco
j € necessaria para a remocao do bloco i. Este problema foi descrito e modelado em um
digrafo por Lerchs e Grossman [Lc¢G65].

Outros exemplos de problemas que podem ser formulados como um problema de fecho étimo

SaG:

- Planejamento da localizacdo Gtimna de terminais, de modo a maximizar o lucro, sendo
dados o custo fixo de instalagdo de cada terminal e o lucro associado a cada servico, que se
torna disponivel; a existéncia de um par de terminais permite o estabelecimento de um
servigo entre eles. Este problema foi modelado por Rhys [Rhy70], em um digrafo
bipartido, com os vértices de um lado da bipartigio, representando as possiveis
localizagOes de terminais, com valores iguais ac custo de cada terminal, e os vértices do
outro lado da bipartigio representando os possiveis servigos com valores iguais ao lucro de
cada servigo. Os arcos (v, .V ;) indicam que o terminal correspondente ao vértice v, €
necessario para a existéncia do servigo correspondente ao vértice v

- Determinagao dos projetos a serem executados para maximizar o lucro, quando existe
um lucro liquido (receita - custo) associado a cada projeto e existe uma relagio de
dependéncia entre os projetos. Este problema pode ser modelado em um grafo misto; com
cada projeto sendo representado por um vértice e as relagbes de dependéncia entre
projetos, por arcos ou arestas entre os vértices correspondentes a estes projetos,
dependendo da relagio de dependéncia existente entre estes.

O conceito de fecho pode ser estendido para um grafo misto G definido por um conjunto de
vértices Vo= (VvV}, um conjunto de arcos E = {e,;, e,. 08 L} € um

conjunto de arestas E'= {g! T TR LS cada aresta € um par nao ordenado de
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vértices distintos. Um subconjunto v©  do conjunto de vértices é um fecho de G', se para

todo arco (Vv

{(v,,v,}) € E' , v, € V' se € somente se v, € v". Este problema pode ser

;) €E , v, €V implica v, € V' e se para toda aresta

transformado no problema de fecho 6timo em um digrafo, substituindo-se cada aresta
{(viiv;) do grafo misto G' pelo par de arcos (vi,vj) e (V;’Vi)- Uma outra
transformagao mais eficiente consiste em reduzir (“shrink”™) cada aresta {v v} e os vértices

v., v. a um pseudo-vértice. Isto €, cada ocorréncia de x; na formulagdo do problema €

i’ j
substituida por x. earestrigho x, = X ¢ eliminada.

Através de transformactes algébricas, Picard {Pic76] mostrou que o problema de fecho 6timo
no digrafo G pode ser transformado em um problema de corte minimo, separando s de t, no

digrafo G, = (V,,E,), onde v, = VU {s,t}, V' = (v, 1 b.20},
V= (v, : b.<0} e E,=EU {(s,v,) : V,€EV'} U {({v,,t) : V.E V }
aos arcos dos tipos (s,v,.) e (t,v.) saoassociadas capacidades [bi[ e a cada arco de

E é associada capacidade infinita. Utilizando os mais eficientes algoritmos de fluxo méximo, o
problema de selecao pode ser resolvido em O(n, *} pelos métodos de Karzanov [Kzn74] e de
Malhotra, Kumar e Maheshwari [MKM78], ouem 0O(m,.n,.log, (n, 2/m1 )) pelo método
de Goldberg e Tarjan [GdT88], ouaindaem o(n,*/*.m,?/?) pelo método de Galil [G1i80],

onde m,=(m+n) € o nhmero de arcos de G, e n,=n+2 éonimerodevérticesde G, .

Neste capitulo, é proposta a resolucdo do problema de feche Otimo através de sua
transformac@o em um problema de fecho 6timo em um digrafo bipartido. A resolugio do fecho
Otimo bipartido € proposta através do problema de fluxo méximo em um digrafo bipartido ou
através de sua transformacio em um problema de b-emparelhamento bipartido. Dois
algoritmos sao apresentados para a determinagao do b-emparelhamento étimo em um grafo
bipartido.

O problema de selegio resolvido através do céleulo do fluxo méximo, nao tira proveito, no
calculo do fluxo dos arcos do digrafo G nio terem limitante superior. Na realidade nenhum
corte minimo pode apresentar um arco de E {com capacidade infinita) direcionado de S para T,
onde (S,T) € a bipartigio de vértices determinado pelo corte minimo ¢com s € 8§ €
t € T. No problema de b-emparelhamento méaximo os arcos ndo tém limitante superior, logo
o problema de selecio se enguadra melhor neste problema, isto €, o célculo da complexidade do
algoritmo que utiliza o problema de b-emparelhamento fica mais préxime do esforgo
computacional real.
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2.2« Transformacioc em um problema de selec¢io bipartido.

Sejam P o problema do fecho 6timo no digrafo ¢ = (V,E) e P, o problema do fecho 6timo
no digrafo G, = (V,E;), onde E, = { (v, Vi) PV, € v, v, € V' e existe
caminho orientado de v, para v, emG }. Ouseja, G, € um subgrafo bipartido maximal
do fecho transitivo de G, com parti¢ao de vértices (V' ,V7).

8" i 1 i 1
s-a. ¥; £ X, para todo arco (vi/v;) €& Eq
X, = 0,1 para todo vértice v, € V
Exemplo:
ba-4{ 1 2 Jp=-3
b:9<3 4}5:%
p=2{ 5 {3\%:1
G = (V,E)

Teorema 2.1 : »~ & solucdo Otima de Pse e somente se x° € solucdo dtima de P .
8

Demonstracho: P e P, possuem a mesma fungio objetivo; desta forma, € suficiente provar
que:

I:- se x" ésolugdovidvel de Pentdo x* ¢ solugho vidvel de P..
II:- se x  ésolugio Gtima de P, entdox” é solugho vidvel de P.
I:- Seja x" uma solugho vidvel de P. Se (v,,s,v, ) € E, entdo existe uma cadeia

L -
< < <
Vi, Vigse.-v,  em G e x satisfaz x.. £ x., < ... < x., de forma que
* 3 * - a °»
x,, < %, .Ouseja, x ¢&umasoluglo viavelde P .



I:- Seja x~ uma solugio Otima de P,. Devemos verificar que a resiriggo x. < X,
correspondente a cada arco (v, V) € E ¢ satisfeita por x” . Assim, devemos considerar

tTés casos:

1:- (Vir";) € Eg

Neste caso, x” satisfaz & restricio x. < x orque é uma solucio 6timade P .
i ; B

i

2:- (v, ,v;) naopertencea E; com v, € V' e v, € V.

Se xj.* = 1 €entdo a restrigdo x. < X, ¢ satisfeita; assim, suponha que xj* = 0.
Caso nao exista (v;,v;.) € E; com x, r* = 0 , entdo € possivel construir uma
solugao melhor do que x* fazendo x, =1 . Desta forma, existe (Vv,,v,.) € Eg
com X, " = 0; ou seja, existe uma cadeia Vi Viysee., v, em G que define a
restrigdo X, £ x, em P, da mesma forma, que existt a cadeia
ViV Vige.., v, em G, que define a restricdo X, £ %, em P . Portanto,
x,” < x; 7 =0 e x satisfazarestrigho x; < x, .

3= (v, yVi) nao pertencea E,com v, € V.

Se xi* = 0 entdo a restricao x. < X, ¢ satisfeita; assim, suponha que xi* = 1.
Caso nao exista (vi,,V;) € E; com > * = 1, entho é possivel construir uma
solugo melhor do que x” fazendo x, = 0 . Desta forma, existe (v.,,v.) € E,

com xH* = 1 ; ou seja, existe uma cadeia VioiiVissees, v, ,v.em G que define

a restricho x., < x., em P, da mesma forma, que existe a cadeia

s ViV VLV em G, que se v, € V" define a restrigdo X.4 S X,
*

emPg. Portanto, 1 = X., S xjir e x satisfaz a restrigao x, < xj.SevJ.EV"

w . .
e X =0 existe a cadeia VigresaV, V.,V

V., ,-2.V._¢Oom v_,eV’e v. v’
i i1 is if is

j ¥
- .- < ( , * -
que define as restrigdes %, , <%, XS, e x,,Sx, emP, logo X, ndo pode ser

igual & zero e se x| "=lentdo x satisfazx <x .
=

2.3- Algoritmo I de resolucio do problema de selecéo.

P, ¢ um problema de sele¢ao definido no digrafo bipartido G, entao, aplicando Picard [Pic76],
pode ser reselvido através do problema de fluxo méximo em um digrafo bipartido. Logo P pode,
também, ser resolvido pelo mesmo problema de fluxo maximo.

2.5



2.3.1- Algoritmo I de resolucio do problema de sele¢ioem G = (V,E).
I) Construir Gg=(V,E,), subgrafo bipartido do fecho transitivo de G com
n=|V*"|+|V | vérticese noméximo |V*]|.]|v | arestas.

i) Construir G,=(V,,E), onde V,=V U {(s,t) e
E;= E; U {(s,vy) : v, €V} U {(v,,t) : v. € V'}; osarcos dos
tipos (s,v,) e (t,v.) tém capacidades |bi! ¢ os arcos de E, tém
capacidade infinita.

III} Resolver o problema de fluxo maximoem G .

IV) Transformar a solugao Otima do problema de fluxo maximo obtida na solugio Stima
do problema de corte minimo em G, (= solugdo 6tima do problema de seleg¢ao P).

2.3.2- Exemplo de resolugio do problema de selecio utilizando o Algoritmo 1.

P: max f{x) = - 4.x, - 3.%X, + 9.%X, = A4.%X, + 2.¥%, + %

1 4 3 4 5 &

S.a. Xy < X,

X, £ ¥,

Xy = X,

X, < X,

Xg = Xy

X, S X4

xs < X,

X, = %,

¥, = 0,1 i€ {1,2,3,4,5,6)

Este problema de selegao € representado no digrafo G e, como demonstrado, uma solugio 6tima
de P pode ser determinada a partir de uma solucdo 6tima do problema representado pelo
digrafo G ; os dois digrafos sao indicados a seguir.
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I}
LR ] 2 Jb=-3
b:Q@ @b:wé
bp=2{ 5 6 Y=t
G = (V,E)
1I) T11)
‘!gcorLe
P minima
G, = (V,,E ) G, = (V,,E,)

I
com a indicagao da

capacidade de seus arcos.

com a indica¢ao do corte mimnmo

e de um fluxo méaximo de G, .

IV) Os vértices v,, v, € v, estdo do mesmo lado do vértice s no corte minimo de G, isto
é& v,, Vv, e Vo tm x, = x, = X; = 1. Os vértices vV, Vg e v, €slao do mesmo
lado do vértice t no corte minimo de G,,ouseja, v, v, e v, tém %X, = ¥, = x, = 0.

Indicando que os vértices v,, v, e Vv, 580 0s vértices a serem selecionados, para maximizar

o valor da seiecao.



x=i{ 1 2 Ja=1

xrl'(:B 4):::9

x=0{ 5 6 Jx=0
G = (V,E)

com a indicacao da selecdo Gtima.

2.3.3- Complexidade do Algoritmo I do problema de selecio.

Complexidade do Algoritmo I do problema de selecao em um digrafo qualquer é dada pela

soma de :

nimero de arestas examinadas na determinacio de G, = o(|vri®.|v )

nimero de operagdes no clculo do fluxo méximo de G, = o(|V'[%. |V |)

namero de operagdes para transformar a solucdo

do fluxo méximo na solug¢éo do fecho 6timo = OV | +|V [+|VT .V ])
Complexidade do Algoritmo I : o(jvVHIZVT ).

Para 0 ntmero de operagbes no calculo do fluxe maximo de G, fol considerada a complexidade
para o algoritmo de fluxo méaximo em um digrafo bipartido calculada por Gusfield, Martel e
Fernandez-Bacca [GMF87].

2.4- Transformacio em um problema de b-emparelhamento bipartido,

Seja D o problema de b-emparelhamento maxme no grafo ¢° = (V,E’), onde

*

E° = { {v,,Vv,}: i, =1,2,...n e (Vz’vg) € E; e a cada vértice v, €
associado o inteiro positivo | b |, isto &

28



D: max g(z) =2 [z, : {vi,vj}eﬁ*}

s.a. 2 (z;; + {v,,v,}JeE"] < b | paratodo v ev’
iz, {Vi'vj}EE*] < b, paratodo v, ev’
z2;;, 20 para todo {Vv,,V,}€E
z,,; inteiro para todo {vi,vj}eE*

Seja D", definidoem G”, 0 problema D sem a restrigio  z, ; inteiro; como 67 é um grafo
bipartido, a matriz dos coeficientes das restricbes de D" € totalmente unimodular, entio
qualquer solucao bésica do programa linear D” é inteira e satisfaz D.

Seja P* o dual do problema D, isto é:

P min h{y) = g}

v
—

s.a. y;+y, para toda aresta {v,,v,} € E
Y

z 0 para todo vértice v. € Vv

Teorema 2.2: x~ € solugdo Gtima de P, se e somente se y* é solugio 6tima inteira de P*,
onde

1-x . se viEV+ e

® . S vie‘v".

Demonstracao : Como G~ ¢ um grafo bipartido, a matriz dos coeficientes das restricdes de p”
€ totalmente unimodular, entdo qualquer solugao basica do programa linear P” é inteira. p” é
um problema de minimizacdo com func@o objetivo linear com coeficientes de custo nido
negativos, entao quaiquer solugio basica satisfaz 0 < y. < 1 ; ou seja € solugao de P,
onde :

Sty 21 paratoda aresta (v, ,v )} € E”
]

b4
v, = ;1 para todo vértice v, € V
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Para verificar que os problemas P, e P, sdo equivalentes, basta fazer a mudanga de

B
variaveis :

* -

I=-x e v, € V €

* -

X se v, e vV,

multiplicar a fungio objetivo por (-1), transformando o problema de minimiza¢io em um
problema de maximizacio ¢ desprezar, na fun¢do objetivo obtida, a constante:

- 2 [b, s v, € V']. =

2.5- O problema de b-emparethamento méximo bipartido.

Seja ¢* = (V,E") um grafo bipartido com |V| = n vérticese |[E"| = m arestas, onde
acadavértice v. € V estd associado um niimero inteiro nao negativo b. .

Definicoes :

- R=(r, ,r.,...r € um b-emparelhamento de G, quando cada r. € um inteiro
k| 2 m k

nao negativo, associado a aresta e, satisfazendo :

2 [r, ¢ k=1,2,...m e Vi€ e ] £ b, paratodo v e V.

{Como conseqiiéncia, R= (ry,r,, ... ) representa uma solugdo vidvel do problema
D (seccdo 2.4) de b-emparelhamento maximo bipartido; bastando considerar

Z2;; =1, para toda aresta e, = {vi,vj}.}

- Um b-emparelhamento de G" € perfeito, gquando satisfaz :
2 [r, : k=1,2,...m e v, € e,] = Db, paratodo v.e V.

- Valor de um b-emparelhamentoRé R} = 3 [r, : i=1,2,...m].

- O problema de b-emparelthamento méximo consiste em determinar 0
b-emparelhamento de valor méximo.
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- Se R ¢ um b-emparelhamento de G entdo o vértice v, € dito R-saturado,
quando > (r; : j=1,2,...m e V. € e ] = b; ,caso contrario € dito néo R-

saturado.

- Se R € um b-emparelhamento de G~ entdo um caminho é R-alternante, quando é
um caminho entre dois vértices de v, com arestas e, satisfazendo alternadamente uma
das duas rejagdes: r, > 0 ou r, < nin{b; : v;€e, e j=1,2,...n}.

- Seja R um b-emparelhamento de ¢*. Um caminho R-aumentante P € um caminho
R-alternante entre dois vértices ndo R-saturados, com os demais vértices do caminho P
R-saturados, com um namero impar de arestas e toda aresta par e, docaminho P tem
r.>0. Indicamos P por (p, Py, e...p, ), onde:

0 se e. paopertencea P,
p., = 1 se e, éarestaimparde P ,e

-1  se e ¢€arestaparde P.

- O comprimento de vm caminho P € o nimero de arestas do caminho € € indicado por
|P| (= 2 [|p,] ¢ i=1,2,...m]).

- Seja R um b-emparethamento de 6" . O peso de um caminho R-aumentante P é 0
méaximo que R pode ser aumentado comousode P :

a = min({r, : pi=—l},{b%—-2{rj : J=1,2,...m e v,€e ;] : vy &€ vértice
extrerno de Pyy .

- Seja R um b-emparelhamento de G”. Referente de G relativoa R € o conjunto
de todos os caminhos R-aumentantes de comprimento minimo.

O conceito de referente é uma adaptagdo daquele introduzido por Dinic [Dnc70] em seu
algoritmo para o problema de fluxo méaximo.

Quando b, = b, =...= b_ = 1, o problema de b-emparelhamento maximo € chamado
de emparelthamento maximo. O algoritmo para a solucdo do problema de emparelhamento
méaximo em um grafo bipartido de menor complexidade (O(n®*.m)) € o de Hopcroft e

Karp [HpK73]. O algoritmo para o problema de b-emparelhamento maximo bipartido,
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apresentado a seguir, € uma generalizacgdo do de Hoperoft e Karp para o problema de

emparelhamento maximo bipartido.

2.6- Algoritmo A de b-emparelhamento méxino bipartido.

2.6.1- Algoritmo A de b-emparelhamento maxime bipartido.

I) Inicializar R com (0,0... .0y T
IT) Repetir os passos (1,2) até o passo (1) ordenar parada,

1) Pesquisa : Construir o referente, fazendo uma pesquisa em largura ("breadth-first
search") no grafo, partindo das raizes, que sao os vértices nio saturados de V*,
Se o referente f6r vazio, entio parar : o b-emparethamento é méaximo.

2) Ampliacéo : Para cada caminho p do referente, determinar o seu peso a |, fazer
2 ampliagio do b-emparelhamento e atualizar o referente.

A validade do algoritmo e sua complexidade sdo demonstradas nos teoremas da seccao 2.7, que
$30 uma generalizacio dos de Hoperoft e Karp [HpK73] para emparelhamento bipartido ou
uma generalizacao dos de Even e Tarjan [EvT75] para fluxo méximo em um tipo particular de
grafo. Hopcroft e Karp demonstram que o namero de referentes utilizados por seu algoritmo é
no maximo igual a n*. O ndmero de referentes utilizados no algoritmo acima & demonstrado,
no Teorema 2.8, ser no maximo 2., b*

onde b < min{X[b,. : v.EV'], 3 !bj | v.EVT ).
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2.6.2- Exemplo de resclugio do b-emparethamento méximo bipartido utilizando o Algoritmo A.

D: max g(z) = Z,g v 2, ozt 2, v 2, tZ, o 0* Z,,
s.a. z,, tz,, +2z,, <4
Zas T 25 T 2y 53
Z,5 * Z,, < 4
Zyy T 2,5 59
Zy5 * 25 * 2,5 S 2
Zyg t 2, v 2., 51
z,; 20 paratodo (v ,v )} € E
z,, inteiro paratodo {v ,v } € E

Este problema pode ser representado no grafo abaixo.

1) 243 T 245 T 2y, = Z,3 T Z,5 T 2, = 2,572, =0
I1I) Asrajzessdo: v,, v, & v,. O referente €, portanto, o grafo dado a seguir
Zyzg T 4 4 Zp3 T3, 2,5 2, 2, =1 @25 =2, = 2,0 =2,, =0
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11) O conjunto das raizes € : {v, ). Na tentativa de construgao do referente € formado o
grafo dado a seguir, que ndo contem nenhum caminho aumentante; isto €, o referente € vazio,
logo o b-emparelhamento obtido no passo anterior € 6timo.

Zyy =4 4, Z,5 73, 2, =2, 2 =1lez = z = z =z = 0

€ uma solucio Otima do problema D de b-emparethamento maximo bipartido.

2.6.3- Validade e complexidade do Algoritmo A de b-emparelhamento maximo bipartido.

Seja 6 = (V,E) um grafo simples e bipartidocom |V| = n vérticese |[E| = m arestas.

Teorema 2.3 :S5e R € um b-emparelthamento de 6, P € um caminho R-aumentante em G
com peso a € R 1= R + «
'l = Irl + a.

. P, entaic R' € um b-emparcthamento e

Demonstrac&o : Do algoritmo temos:

r, 20, € p;, = 0

f o = = =
T, r, + a.p, r. +a 2290, s€ p. 1
r, —a =220, se p, = -1

logo, r . '2 0

2 [r, : i=1,2...m e v €e.] se v. nao ¢
vérticd extierno de P

2 [r,': i=1,2...m e v €e ]= )

2 [r.4a : i=1,2...m ¢ v.ce ] se v, ¢
vértice extremo de P
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eptdo X [r,': i=1,2...m ¢ v.,€e;] s bj para todo v, € V.

P tem comprimento impar, portanto :

n kil
Sr*'=3r +a, ou Ir'[|=]R]|+e
i=y } i=t !
2
Teorema 2.4 : Se R € uIn b-emparelhamento de G, entiao :
0 £r, £ min {b;, : v,ee, ¢ j=1,2,...n}, paratodo e, € E.
Conseqiiéncia imediata da definigdo de peso de caminho aumentante «.
=

Teorema 2.5 : Sejam R e S dois b-emparelhamentos de G com [R| > |S|| eseja R @ s
o b-emparelthamentode G representadopor (jr,-s,|,|r,-s,|,...

r -s_|), entdoo

grafo Gp,g =(Vi{e, : e €k ¢ iriwsi |>0)) contém caminhos S-aumentantes com

pesos tais que a soma destes pesos € maijor ou iguala [|R||~]|s].

Demonstragio: Seja G6'_, . o multigrafo em que a cada aresta e €E correspondem

|r,-s,| arestas com os mesmos vértices extremos que e,. Em G'  as arestas

correspondentes a e, €E podem ser consideradas como arestas de R (S) quando r, . >s,

(r,<s.). Ografo ¢' tem |R]|-|s| arestasde R amaisquede S.

Em &', qualquer ciclo formado alternadamente com arestas de R e de s contém um

nimero igual de arestas de R ede S (G € bipartidoj. Retirando de &', . todosos

ciclos alternantes, o grafo resultante continua com |R||-||sl] arestasde R a mais que de S.

O grafo G? ode, entao ser considerado sem ciclos alternantes.
g P

R+3

Seja P um caminho S-alternante maximal em G', se P nidp € S-aumentante € as

+ 57

arestas de P sdo retiradas de G¢ o multigrafo continuard com pelc menos R -|s]]

R+8°?
arestas de R a mais quede S. Entretanto,se P ¢é S-aumentante, a diferenga no numero de
arestas diminui de exatamente um. O processo de determinacfo e retirada de caminhos S-
alternantes maximais de G'_ , . pode ser repetido até terminarem as arestas; pelo menos
irl|-lisll destes caminhos S-alternantes sdo caminhos S-aumentantes com peso um.

@

A soma dos pesos destes caminhos S-aumentantes € maior ou iguala ||R]-|s|
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Os caminhos S-aumentantes com uma mesma seqii€éncia de vértices de ¢',, . podem ser
considerados como um Gnico caminho S-aumentante, tendo como peso o nimero destes
- - ?
caminhos em G°_ ..
S-aumentantes com soma dos pesos maior ouiguala ||Rf~|s].

Como conseqiiéncia tem-se determinados em G'_, . caminhos

Coroldrio 2.1: R € um b-emparelhamento maximo de ¢, se e s6 se ndo existe caminho
R-aumentante em G (Berge-58).

Demonstragio : Se  existe wvm caminho R-aumentante P com peso « entio
R'=R+a , P e |rR'] > Ir], logo R ndoé maximo.

Se R ndo € maximo, entdo existe S que € méximo e em G, . (G,,  contido em G)

existe um caminho R-aumentante P, logo P é caminho R-aumentanteem G.

Teorema 2.6 : Se S € um b-emparelhamento ¢ R € um b-emparelhamento méximo de G,
entdo existe em G um caminho S-aumentante com comprimento menor ou igual a

2.0 Irl 7 (Rl - dslh J -1

Demonstracio : Em G*'_, exdstem pelo menos [|R||-[|s]| caminhos S-aumentantes com
peso um.

Gl.,stem 2 [|r, - s,| : e, €E e s, <r.] arestas de R, e

i
Zilry-s;| : e, €E e s, <r;]<¥r, =[R|

Se todos os caminhos S-aumentantes tiverem mesmo comprimento, existem no maximo
U IRE /7 (Irli=lslly | arestas de R por caminho S-aumentante de G' .
caminho tiver um nimero maior destas arestas, outro terd um niimero menor, logo existe pelo
. comnomiximo 2. R/ (IR]|-Itslly ) - 1
arestas. Da existéncia deste caminho com pesc um em G’

Se algum

menos um caminho S-aumentante em G

n+g s [EMOS a existéncia de um

camipho em G com igual comprimento € peso maior ou igual a um.
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Coroldrio 2.2: Sejam ¢ = (V,E) um grafo finito, simples e bipartido, R um
b-emparelhamento méximo e S um b-emparelhamento ndo méximo de G, entio o
comprimento do menor caminho S-aumentante é no maximo:  (2.b/ (IR -|sl)) - 1,
onde b = min { X (b, : v, € V'], Z [ib,] : v, € V' 1}.

Demonstracdo : [s] < |r] < b

Como, demonstrado no Teorema 2.6, existe em ¢ um caminho S-aumentante com
comprimento no méximo igual a:

2. LIRlZclIRE-Isly ) - 1 < (2.n/(0R) - Jshy) - 1.

Teorema 2.7 : Sejam R um b-emparelhamento de G, P um menor caminho R-aumentante
com pess o em G € P' um caminho R'-aumentante, sendo R'= R + a
(P 2 |P

. P, entdo

Demonstragio : Trivial se P e P' nio t&m arestas comuns ou as arestas comuns t6m mesma
paridade.

Se pelo menos uma das arostas comuns tem paridade diferente em P e em P', seja
PnP'=C UC, U...U ¢, onde os C.'s sao caminhos R-alternantes e
R ¢-ajternantes maximais. A demonstragao € feita por indugfo finita sobre k.

Se k=1 , P=P UC UP, e P'= P'1UC1UP*2,entéo P, UP', e
P, U P',  sao caminhos R-aumentantes, entio [P*,] 2 |c, U P, e
iP',| 2z |c, uP | logo: lP* 2 Pl + 2.]c,].

Hipétese de indugdo: se P n P tem no méximo k-1 caminhos R-alternantes e
R-alternantes maximais entdo |p'| = |P|

A seguir, a demonstragao € dividida em duas partes : na primeira é verificada a validade do
teorema quando €, possul um nimero par de arestas, na segunda, quando C, Dpossui um
nimero impar de arestas.

- Se C, Ppossui um nimero par de arestas, seja G” = (V™ ,E") uma contragdo de G
tal que C, se torna apenas um vértice e sdo retiradas de G, todas as arestas que
contém um vértice internc de ¢, . Contraindo ¢, em P eem P' temos P* e P71,
que s&o caminhos respectivamente, (R-C, ) -aumentante ¢ (R'-C, )-aumentante em
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*®

¢ e P nP'=cC UC,...C,_, UcC, ,, logo pela hipitese de indugio

{p"'| > |P"], portanto: |P"' U C | = ip* U ¢, ou |P'| 2z |P

°

-Se ¢, temum nimero impar de arestas, e seus vértices extremos sio v L e v .

SePECk '

adjacente a v_ (oua v,) eem P', também existe um vértice v, adjacente ao

€ trivial, consideremos entao P = C, , Bstoéem P existe um vértice v

mesmo vértice (P € um menor caminho R-aumentante de G) .

Seja ¢’ = (v,E") uma contragio de G tal que

C=0C U({v ,v} U {v_,v } torna-se um Unico vértice e sdo retiradas todas as

arestas que contém um vértice interno de ¢. Contraindo C, U (v ,v,} em P ¢

C, U {v_,v,} em P' obtemos P* e P"'. P" €éo menor caminho R-aumentante
M * . *

em G, P e um caminho R '-aumentante em G e
..U C, _, UC,

* "

P n P '= C% U C2
"] 2 [P"}, logo

,» entdo, pela hipStese de indugao,

PPt U Cc U v v 2 [PTUC U (v ,v.)|, istoé: |p'| > |P]
=

Teorema 2.8:85ejam R um b-emparelhamento méaximo de ¢ e P,,P,,-..P, uma
seqliéncia de menores caminhos aumentantes que determinam R, entdc o nGmero de inteiros

distintos na seqiiéncia [Py |, |P,|,...|P.| énomaximo 2.] (Jr)*] - 1.

Demonstragdo: Seja s o Gltimo b-emparelhamento que satisfaz [s|| < | [r] - [r}*],
obtido na construgdo de R, utilizando a seqiiéncia P, P,...P, de menores caminhos
aumentantes. Existe um caminho S-aumentante com comprimento menor ou igual a

2. RE 7 dirl-lislhy ) -1 < 2 LRI 7 (IRI-LIRE - (IR * D) | -1 <
2.LRE 7 YRy -2 =2 0 LR - 1

Entdo [P,|,[Py|,.... [P,

sdo todos inteiros e impares, formando uma seqiiéncia de no maximo | (R[]} %] inteiros

[, 1P, ,,| s@o menores ouiguaisa 2.[(IR[H*] -~ 1 e

distintos entre si,

Se p.
jr27f
IRE - IRl - IR]®] - 1 caminhos aumentantes, e se estes caminhos tém

P,,3:.--P, 830 caminhos aumentantes com pesc um  temos

comprimentos todos diferentes, temos o mesmo ntmero de inteiros distintos na seqiiéncia
P N S R L

-
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Aseqiiéncia |Py|,{P,|,...|P,] tem um nimero de inteiros distintos menor ou igual a

cirl® )y + BrE - LERE - IrE® ) - 2 < 2. (IRD*) - 1

Teorema 2.9 : Sejam R um b-emparethamento méximo de G e S§ um b-emparelhamento
de G e P,,P,,...P, uma seqiiéncia de caminhos avmentantes, com pesos
respectivamente @, ,@,,...a,, que podem ser utilizados para determinar R a partirde S
entdo: Irff = lIsl + 2 (e, : i=1,2,...%]

Demonstracfo : Por indugfo finita em Xk ( nimero de caminhos ).
Para k = 1 foi demonstrado no Teorema 3.

Hipdtese de indugho : Se R € um b-emparelhamento méximo obtido a partir de um b-
emparelthamento S' comousode (k-1) camunhos aumentantes com pesos, respectivamente,

a?',aa',...ak_1',entéo:

k- 1
Irll = st + Z «°

P=1
s" =8 + a, , P, €éumb-emparelhamentoe [s”| = [is| + «a,.
R pode ser obtido a partirde $™ com o uso dos caminhos aumentantes P,,P;,...P,  com
pesos, respectivamente, o, ,a,, ..., , entdo, pela hipétese de indugho :

k k
Irl = lIs™ +i§2a}. ) logo IRl = lIsl +i§£1 a. .

2

Teorema 2.10:A soma dos comprimentos de todos os caminhos aumentantes minimais
utilizados na determinagao do b-emparethamento maximo € no méximo b + 2.b.leog,b,
onde b = min (X [b; : v, € V'], X [|b,| ¢ v, € V' ]}.

Demonstragéo : Se R € 0 b-emparethamento maximo de G, ¢ P,yPyyse:Py € uma
seqliéncia de menores caminhos aumentantes que podem ser utilizados para a determinagido de
R e S, € o b-emparelhamento obtido apss a utilizaggo de P, ,P,,...P.
Corolério 2.2 temse : [P.| < (2.b / (IR} - s 1)) - 2.

, » entao pelo
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De ¥k < IRl £ b, tem-se:

|P.] £ 2.b/b -1+2.b/(b-1) -1+...+2.b/2 -1+ 2.b/1 -1 =

I
b

= -b + 2.b.[1/1 +1/2 +1/3...+1/b] € -b + 2.b.( 1 + J dx/x ) =
1

b + 2.b.log,b

Teorema 2.11 : O Algoritmo A proposto para o problema de b-emparethamento méximo em vm
grafo bipartido tem complexidade: 0 ((min (|Vv*|, |V |,b") .m+b. log,b) ,
onde b = min {2 [b, : v, € V'], X [Ib;| + v, € VT I}.

Demonstragido :

- O nimero méximo de referentes calculados pelo algoritmo esta limitado pelo nimero méximo
de caminhos aumentantes de comprimentos diferentes. Este nlimero € certamente no maximo
iguala |V ({v"|), uma vez que um caminho aumentante pode ter 1,2, ... ou |V"]|
(1,2,.... ou |V |)vérticesde V' (V7).

Sendo R um  b-emparethamento  méximo,  entdo Il < , onde
b =min (¥ [b, : v. € V'], X {iji : v, € V'] , pelo Teorema 28, o

i
ntimero de caminhos aumentantes com comprimentos diferentes no algoritmo é no méaximo

"

iguala 2.b"* - 1.

O npamero de vezes que o referente €  calculado €  limitado  por

min ({¥7], v ],2.p% - 1).

- O calculo de cada referente € feito examinando, para cada vértice v, € V, todas as arestas
gue contém v .. Toda aresta € examinada no méximo duas vezes, uma devido a cada um de
seus vértices. O nimero de arestas examinadas na construcdo de um referente €, portanto, no
maximo iguala  2.m.

- Na determinacao de um caminho aumentante P no referente e seu peso, toda aresta do
referente examinada como candidata a entrar no caminho ou entra no caminho ou sai do
referente. O nGmero de arestas examinadas na construgdo dos caminhos de um referente € que
nao entram nos caminhos é limitado superiormente por m.

- A soma dos comprimentos de todos os caminhos aumentantes minimais determinados €, como

demonstrado no Teorema 2.10, no méximo iguala b + 2.b. iog,b. Este ntimero é entao,
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um limite superior do numero total de vezes, que arestas ac serem examinadas entram em
caminhos aumentantes e, também, do nimero total de aumentos no b-emparelhamento de
arestas.

A complexidade do Algoritmo A de b-emparethamento méximo em um grafo bipartido é dada
por:

Nimero de referentes calculados , [nGmero de arestas examinadas na construgio de cada
referente + nimero de arestas examinadas e nao utilizadas na construgio dos caminhos de um
referente] + namero de arestas examinadas e utilizadas na construgio dos caminhos
aumentantes + nimero de atualizacdes de b-emparethamento das arestas

< min (|V*],|Vv],2.p* +1).3.m + 2.(b+2.b.log,b) =

© ((min (|[V'],|V']|,b*).m + b.log,b) .

Complexidade do Algoritmo A : O((min(|V'], |V |,b") .m+b. log,b)

Onde b = min (I (b, ¢ v. € v'], ¥ {fbjl v, € V).

A titulo de comparacio, Gabow e Tarjan [GbT88] apresentam um algoritmo para o céleulo do
subgrafo com resirigdo dos graus dos vértices de um multigrafo bipartido, a partir do gual pode-
se, também obter o b-emparelhamento méximo, mas a complexidade do algoritmo seria:

O(b'*.m' + b'.log,b') ,

onde b'= X[b,: i=1,2,..n] e n'= E{min{bj: v, € e;}: i=1,2..m].

2.7- Algoritmo B de b-emparelhamento maximo bipartido.

2.7.1- Introducéo.

A base do algoritmo a ser apresentado sdo as propriedades de problemas de programacio
linear. (Como visto na sec¢do 2.4, G~ € um grafo bipartido, logo a matriz dos coeficientes de
D” & totalmente unimodular, entdo gualquer solucio basicade D™ & inteira e satisfaz D.)

E um algoritmo iterativo em que um problema de b-emparelhamento méximo bipartido €
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resolvido em cada iteragdo. O problema de b-emparelhamento bipartido a ser resolvido em
cada iteracao € obtido a partir de escalonamento do valor de B,=max {| b.| + v. € V}.

Métodos iterativos para solugio de problemas de redes, utilizando escalonamento de um dos
parametros do problema, foram inicialmente apresentados por Edmonds e Karp [EdK72].
Recentemente foram apresentados alguns trabalhos wtilizando este tipo de procedimento para,
principalmente, o problema de fluxo de custo minimo.

A validade dos algoritmos, com escalonamento de um dos par@metros do problema, é

fortemente baseada no Teorema de ortogonalidade de solugbes 6timas de problemas duais e na
linearidade da funcéo objetivo e do conjunto de restrigoes.

A condi¢ao de folgas complementares, para o problema de b-emparelhamento definido em

G, como conseqiiéncia do Teorema de ortogonalidade de solucbes Gtimas de problemas
duais, é :

“Se 2% ¢ um b-emparelhmentovidvelde ¢”, entio z° ésolucio Gtimade D se e somente
se existe x°? soluglo vidvel de P tal que:

(b, - ZJEZOH 2 (vy,v;) € E']).(1 - x°.)=0, paratodo v, € v,

(b, | - Zi[z‘}i}. PV, v,) € E*]).xf’jmo, paratodo v, € V7, e

0
Z ij.(:a{

0
i

_ xsj):o ,paratodo (v,,v.) € E".”
Uma relaxagao da condigo de folgas complementares, dita condigio de B-otimalidade, para o
problema de b-emparelhamento bipartido € :

Defini¢io : Dado 20 , um b-emparelhamento vidvel z? de " ¢ dito B-6timo, se e
somente se existe uma solugéo vidvel x° de P, talque:

(b, - ZJ[ZUU: (vi.,v,) € E"]).(1 - x° )=0, paratodo v,€ V' com b 2

7
(o] - Ei{zoij: {Vi,VJ)EE*]).XGJEO, para todo v, € V' com |[b |28, e

o
i

g
i

z S(xY, - xaj)moﬁparatodc (vi.v;)E ET.

Dado um ntmero inteiro positivo g, seja D’ (8) o seguinte problema de programacio
linear, que € associado com o problema de b-emparelhamento bipartido definido no grafo 6™ :
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D (B): max g(z) =2 {z,; + {(v,.,V,)€ E]

s.a. X, [z, {(v,,v,1€E715 | |b,|/B] paratodo v ev’
Z, lzg,: {vi,vj}eE*]S LIb;1/8] paratodo v &V’
z,; 20 para todo {Vi'V;}EE*

2.7.2- Algoritmo B de b-emparelthamento maximo bipartido.

Algoritmo B para determinacfio da solugdo 6tima do problema de b-emparelhamento bipartido

com escalonamento de B =max{|b.| : v eV}.
inar R . . . ! B .
I) Determinar : B,:= max{ib,| : v, € V} ; Bi= 2| "°%,% .1
z%:=(0,0,...007;
il Enquanto g > 1 fazer:

1) Determinar D" (B) e utilizando z%/8 como solucio inicial determinar z",

solugdo Otima de D™ (8) :
2} z%:= pg.z" :

3y B:=B/2 .

2.7.3- Exemplo de resolucéo do problema de b-emparelhamento mdximo bipartido utilizando o

Algoritmo B.
D:  max g(z) = 2,5 + 2,5 + Byt Z,5 F Zy5 F Zy T 2,5 F 2,

S.a. 2,5 t 2,, +t 2, < 4
Zaz t By v 2y, %3
Z,s ot Z,s < 4
Zyg T 25 29
Zys T 25 f 2,5 52
Zog T By T2, 51
z,;, 20 paratodo {v,,v € E’

z . . inteiro paratodo {v,,v,}€ E




Este problema pode ser representado no grafo abaixo.

I) B, =9 , 8 =28 ¢
0 — 0 - 0 = 50 _ 0 - 50 = 50 - 0 -
2793 T 295 T 244 T Z a3 T B s T B, T 2,55 2,,=0
1T)
1) B = 8 eografo 2) B = 4 eografo
correspondente a D™ (8) . correspondente a D™ (4) .

b=l b

A solugdo 6tima de D™ (8) é:

* * * * %* = * %*

2 43T2 5372 [ sTZ [ 4TZ 5L 1 ,Te 5572 5, =0

27 3TE 53 TE L sTE LT 1 5TL T T2 572 50

Asolugdo dtimade D7 (4) €

® % * « * @ * %

Z 3=l e Z 572 =2, ,FZ ., =2 T2 ,,=2 ,,=0, logo
2% =4 e 2z°,,=2° _=2° =20 0 0 ¢ =0

13 4572 46 1572 1672 2552 547
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3) g = 2 e grafo 4y 8 =1 e grafo

correspondentea D (2) . correspondentea D~ (1) .

A solugdo Otima de D™ (2) é:

& * * k * - w

Z 4352, B 5371, 2,571 € 2, =2 =T 4 T2 =2 ,,70, logo
0o _ o _ 0 - 0 _.,0 _.8 _,0 _,0 _
27 374, 275372, 27,572 € 20, BT 5TL(FL 0,572 ,,50
A solugio 6tima de D™ (1) é:
* * * * * * a* *
27,34, 2 5373, Z 572, 2 =l €2 =2 .2 =2 ,,70,¢€
* ot 0 _ o _ o _ o .
D (1) =D logo 27,5 = 4, 27,5 = 3, 2,5 = 2, 27, =1 e
0 . ,0 R S R ; o g )
Z . T 2 o4, T Z 5 2, , 0 ¢ uma solucdo Otima do problema D de b

emparelhamento méximo bipartido.

2.7.4- Validade e complexidade do Algoritmo B de b-emparelhamento méaximo bipartido.

A validade do algoritmo é demonstrada no Teorema 2.14. O Teorema 2.13 demonstra que 0
algoritmo apresentado preserva a S-otimalidade.

Lema 2.1 : A solugio viavel z° de D” obtida no final de uma iteracac tem componentes

0 <145 A 5 *
z° multiplos do g destaiteragdo, paratodo (v,,v;) € E .

Conseqiiéncia imediata do algoritmo.
Teorema 2.12 : Sejam § um ntmero inteiro positivoe g.2° uma solugdo vidvel de D”. Se

utilizando z® como solugdo inicial, uma solugho Otima (z”) de D (B) ¢ obtida entdo
g.z" ésolucaoviavelde D" e g(g.z"%) < g(B8.27).
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Demonstracio : A viabilidade de g.z” € conseqiiéncia imediata de 2z~ ser viavel de
D" (B), ouseja:

DI (v, V,}€E"] < | |b, |/B] para todo v_ev', implica em
S0B.27; ¢ (v, V)EE] < .| |b;|/B]JS |b;| paratodo v,ev’ e

Filz'y; ¢ {v,,veET] £ | |b;|/8] para todo v,ev’, implica em
2. B-27 {v,,v,}€E"] < B.[|-b.|/B] < |b,| paratodo v eV’

e z'. 2 0 com B > 0 implicamem B.z".. > 0.

i} LI I

0

O acréscimo do valor da func@o objetivo g € conseqliéncia de z° ser solugdo vidvel de

D* (B) edalinearidade de g, ouseja:

g(B.z2") = B.g(z") 2 B.g(z®) = g(B.2")

G

Teorema 2.13 : Sejam z° uma solucho vidvel de D, B um nGmero inteiro positivoe z* a

solugio 6tima obtida de D" (8). Se x~ € uma solugio Gtima do problema P"(8),
problema de sele¢do bipartida associado ao dual de D" (B), determinada a partir de z~
entdio B.z € B-Gtimocomrelagioa x .

Demonstragio : z~ ésolucio 6tima obtidade D™ (@) e x* ¢ asolugfo Gtima do problema
P* (8) dualde D" (8), portanto:

(Lo, l/B] - 2,127, ¢+ (v,,v,)€E"}).(1-x ;)= 0, paratodo v €V",

(LI, l/B) = 2,127, = (v,,v,)€E"}).x", =0, paratodo v &V,
e z",,.(x", - x",)=0, paratodo (v,,v )€ E

logo v, V© e ([|b,|/B|-Z, (27, (v;,v;}€E"])>0 implicamem %", = 1,

i

masse v.ev’ e B S(Ibii—Zj[ﬁ,z’ (Vi,vj)eE*j)w

i
B.(Llb,1/BJ-Z 127, + (v,,v,)€E"]) + restodadivisao(|b,|/B)
com 0 < restodadivisao (|b.[/8) < B , entdo

(Llp;1/81 = Z;127;; = (v;,v,)€E"]) > 0, oqueimplicaque x , =1

1
Da mesma forma, demonstra-se que se v, €V° ¢

B £ (b, |-Z; (B.2" . (Vi;vj)eE*}}, entio x*}.=0.

i
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A terceira condigdo B.z*”.{x*i - x*j}=0, paratodo (v,,v ;)€ E") para 8.z~

ser B-6timo com relagioa x° € obviamente satisfeita,

Teorema 2.14 : Se z° ¢ o b-emparethamento 6timo de D™ (1) determinado pelo algoritmo
entdo, z® & um b-emparelhamento maximode D”.

Demonstracio : Por definigdo D" (1) = D™.

Definicbes :

- A iteragéo do algoritmo em que a solugio Gtimade D™ (B) ¢ determinada, € chamada

iteragao B.
-Sendo  z% a solugio Otima de DT (2.8), um vériice v.eV’ com
|b. 1-23 {zﬁi ;o vy, yeE" ] 2 2.8 ¢é chamado vértice velho da iteragio 8,

caso contrario v, € chamado vértice novo da iteragéo 8.

-Sendo  2z° a solugho Otima de D7 (2.8), um vértice v €V’ com
b, -2, (2%, (v,,v, JEE™] = 2.8 ¢ chamado vértice velho da iteracao g,
caso contréario v, ¢ chamado vértice novo da iteracao .

Teorema2.15:Se g = 2['°¢,% ] s 29%° " com 1< 20 T 2pf08 % | e
B,:= max{|b,| : v. € V} , ¢ R, (R _,) é a aproximagao do b-emparelhamento de
G obtido ap6s o célculo do b-emparelhamento méximo de D*(’Gk) (D*(ﬁk~§))’ entiao
Ir, | < Ir, I + 0.8,

Demonsiragac : A ampliagdo do b-emparelhamento R, _, / B, utilizado como inicial na
iteragdo g, pode ser feita através de caminhos aumentantes entre :

-um vértice velho e um vértice novo da iteragao g, :
-dois vértices novos da iteracdo B :

-dois vértices velhos da iterag@o g, .
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Nos dois primeiros tipos de caminho foram utilizados vértices novos € a ampliagho do b-
emparelhamentode D™ (8,) édel.

Entre dois vértices velhos da iteragdo g,, nao havia no final da iteragdo B, , um caminho
aumentante; se existe um caminho aumentante antes do final da iteragio g, € devido a uma
aresta par deste caminho ter seu b-emparelthamento aumentado durante esta iteragdo. Este
aumento pode ter sido obtido apds a utilizagéio da aresta como aresta impar em um caminho
aumentante de um dos dois primeiros tipos acima descritos. Mas, se 0 caminho que alterou o b-
emparelhamento da aresta € do primeiro tipo, existe a necessidade de outro caminho
aumentante antes destes, ainda na iteracdo B, pois uma de suas arestas pares tinha b-
emparelhamento nulec ao fim da iteraggdo g, ,. Esta necessidade de outro caminho
aumentante ser utilizado antes pode eventualmente formar uma cadeia de exigéncias, que sO
termina apds a utilizagdo de um caminho do segundo tipo (entre dois vértices novos).

O namero de caminhos utilizados é portanto menor ou igual ao nitmero de vértices novos que €
menor que o nimero de vértices. O aumento do b-emparelhamento de D" (8 , ), durante a
iteragao B, € no total menor que o nimero de vértices. Ao sair da iteragao g, o valor do b-
emparelhamento obtido € multiplicado por g,, e portanto

I, I = (r, 0 78, +n).p,, ouseja IR | < (R, ;| + n.8,.

. Qe - t g k-1 K- 1 ! 8
Lema 2.2:Sejam g, = 2| °%.,°,] / 5 ) com 1 < 2f Y < o2 °s B | e
B,:= max{|b.| : v, € V}, e R, & aaproximagio do b-emparelhamento de ¢ obtido
apGs o calculo do b-emparelhamento maximo de D" (B ) - Seob-emparelhamento imicial Ry

do método € ignalazeroentdo R || < n.log,B,.

Demonstragdo : Pelo teorema 2.15, segue-se gue:

IRl < Ir,. ) + n.g, para i=1,2,...k, logo
k 2 Kk
§§1("R3“ " ”qugli} = n‘(ig‘iﬁi)’ mas
4
2 iR =R = AR - R = IR e
3 K .
n.( 2 8= n.20 00, (2 27 s n.2{'°9, % j.2'°% %< n.[log,B, |



2.29

logo [r, < n.log,B,

. Sei = l 8 (-1 (k-1) L B
Teorema 2.16: Sejam g, = 2| "°%,°%, |/2 >’ com 1< 2 < 2] °%9,%,] e
B,:= max{|b;| : v, € V}, e R, (R,_,) ¢ aaproximagio do b-emparethamento de
G obtido apds o calculo do b-emparelhamento maximo de D*(ﬁk) (D" (B,.,)) e
Py,P,,...P;, uma seqiiéncia de menores caminhos aumentantes que determinam
R, / B, apartirde R, , / B,, entdo o namero de inteiros distintos na seqiiéncia

|Pel, P, 1, ... |P;| €nomaximo Lin*].(log,B, + 1)] .

Demenstragdo : Pelo Lema 2.2, tem-se  |R, [ n.log,B,

Seja S o tltimo b-emparethamento que satisfaz s < |[R /8, - [n*], na seqiiéncia
de b-emparelhamentos obtidos na constru¢do de R, / B, a partir de R __, / B,

utilizando a seqiiéncia Py, P.... P, de menores caminhos aumentantes.

1

Pelo Teorema 2.6 existe em G (f) um caminho S-aumentante com coOmprimento menor ou

iguala:
< 2. 0r, 7 B8 7 dr, /80 - dslh] - 15
<z2.0(r, 7 80/ dr, 78 - IR, /7 BN + [n*D ] ~ 1 =

il

2. LI, I/ (B -ln" ) -1 <

< 2.|ln.log,B, / B, .ln"])] - 1=

i

2.{n.(log,B,) .2 1) s oo tes B o nt|] - 1<

IA

2.{n.(log,B,)-(loyg,B,) / 109‘25@*{5%3J - 1=

2.1ln*].109,B, | - 1.

Entéo (Pl iPyl e [PLIP SAO MEenores ou iguais a

i }**?!

2.1|n"].10g,B, ] - 1 e sao todos inteiros e impares, formando uma seqiiéncia de no

méaximo | |n*].log,B, | inteiros distintos entre si.

Se Pi,,e Piiz...-Py sao caminhos aumentantes com  pesc  um  temos

Ir(gy /8l - IR(B)/Bl + [n®] - 1 = |n*] - 1 caminhos aumentantes, € se estes
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caminhos tém comprimentos todos diferentes, temos o mesmo nimero de inteiros distintos na

seqiigncia | P, |, P, 5l e P ]

Aseqiiéncia [P |, {P, ], ...

P. | tem um nimero de inteiros distintos menor ou igual a:

||n*].log,B, + [n*]| = |In"].(log,B, + 1)].

Teorema 2.17 : O Algoritmo B para o problema de b-emparelhamento méaximo em um grafo
bipartido (que utiliza escalonamentode B, = max{|b,| : v;EV}) tem complexidade :
O((logZB1).((10g283}.n%.m + n?)).

Demonstracao :

-O ntmero de iteracdes do algoritmo (nfimero de b-emparelhamentos calculados) €
(log,B, + 1).

-Naijteracdo g, o valor do b-emparethamento calculado € limitado superiormente por n. g,
entdo o numero de caminhos aumentantes, utilizados nesta iteraggo, € limitado por n. Como
cada caminho é formado por no méximo n-1 arestas temos no maximo n. (n-1) ajustes no
b-emparelhamento de arestas por iteracao.

-Pelo Teorema 2.16, o namero méaximo de referentes a calcular na itera¢do g é
|in*|.(log,B, + 1) |. Como o calculo de cada referente € feito através do exame de
todas as arestas incidentes em cada vértice, no méximo 2.m arestas sao examinadas na
construgao de um referente. O total de arestas examinadas na construgao dos referentes da
iteracao g € limitado superiormente por

2.0in"].(1og,B, + 1)].m.

A complexidade do algoritmo € portanto :

0((1og281}.((10@251).n%.m + n%)).

Complexidade do Algoritmo B 0((log,B,).((log,B,).n".m + n?))

onde B, = max {|{b,| : v, € V].
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2.8- Algoritmo 11 de resocluciio do problema de selecéo.

Seja ¢ = (V,E) umdigrafo qualquer com |[V| = n vérticese |E| = m arcos,emquea

cada vértice v, é associado um valor inteiro b..

2.8.1- Algoritmo Il para determinar uma solucio 6tima do problema de selecio.
I) Construir G~, subgrafo bipartido do fecho tranmsitivo de G com n=|Vv*|+|v"|
vértices e no méximo V' |.|Vv"| arestas.
1) Calcular um b-emparelhamento maximo de G~ .

IIT) Determinar uma solucgao Otima do problema de sele¢cdo P a partir da solugao 6tima
de D" .

2.8.2. Exemplo de resolucio do problema de selecdo utilizando o Algoritmo I1.

P: max £(x) = - 4.x, - 3,}{’2 + 9.x3 - 4.x, + 2,x5 + X,
s.a. X, $ X,
X, S X,
X; S X,
X, X%,
Xy S Xg
X, < Xy
Xy S 0%,
X, S X,

X, = 0,1 ie {1,2,3,4,5,6}



Este problema de seleg@o €
representado no digrafo abaixo. I e II)

b=-4{ 1 2 Jb=-3

b:g@ 4) b=—4

p=2{ 5 6 )b=1
G = (V,E)
com indicagdo de um
b-emparelhamento méximo.

111) Nao estdo saturados os vértices v, e v, , entdo x, =1 € x, = 0. De
x, = 1 tem-se que x, = x, =1 ede x, = 0 tem-se que x; = X, = 0. Uma
solugdo 6tima do problema de selecao P e, portanto, x = (1,1,1,0,0,0) T, ou seja os
vértices a selecionarsao v, v, e Vi,

x=1{ 1 2 Jx=l

x=1 @xﬁﬂ

x:G\\f}J £ 1x=0

G = (V,E)

com indicagao da selegao Gtima.
2.8.3- Complexidade do Algoritmo II do problema de selec¢io.

A complexidade do Algoritmo II de selegio em um digrafo qualquer depende do algoriimo
utilizado na resolucdo do problema de b-emparelhamento méximo bipartido, e € dada por:

nimero de arestas examinadas na determinagdo de ¢~ + nGmero de operagdes no calculo

do b-emparelhamento maximo de ¢° + némero de operagdes para transformar a solucéo
do b-emparelbamento na solugéo do problema de selecao=
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1) (utilizando o Algoritmo A para célculo do b-emparelhamente maximo de G”)

o(min(| V'], [V {).m)+ o(min(|V*], |V |,b*).|{V*|.|V |+b.log,b)+ O(n+m)=

o(min(|V*{, |V |).m + min(|V*|, |V |,b").

V'|.]V | + b.log,b)

II) (utilizando o Algoritmo B para calculo do b-emparelhamento méximo de G7)

o(min(|V*|, |V ]).m)+ 0((log,B,}.((1og,B.).n".|V*'|.|V |[+n?))+ O(n+m)=

= o(min(|V*|, |V [).m + (log,B,)2.(n*.|Vv'|.|V'|) + (log,B,).n?)

A complexidade do Algoritmo II para ¢ problema de selecao € :

Algoritmo II de selecdo com Algoritmo A de b-emparethamento

o(min( V'],V [).m + min(|V*], |V |, 0*). |V |.|Vv'| + b.log,b)

Algoritmo II de selecio com Algoritmo B de b-emparethamento

o(min(|V*],|V ]).m + (log,B.)?.(n".|V*[.|V'|) + (log,B,).n?)

onde b=min{X[b. : viav‘},2[§bi| : v,V ]} e B,=max{|b,| : v, EV]

De acordo com o método proposto por Picard [Pic76], e aplicando o algoritmo de fluxo maximo

mais  apropriado  para o  grafo  do  problema, a  complexidade  €:
o( min{n3, n.m.log,(n?/m), n®/*.n?/3) },.
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CAPITULO 3.

PROBLEMA DE SELECAO GENERALIZADA EM UM DIGRAFO.

3.1- Uma generalizacio do problema de selecio.

Seja G = (V,E), um digrafo com um conjunto de vértices V = {v,,v,,...v_} € um
conjunto de arcos E = {e,,e,,..e_}, onde cada arco é um par ordenado de vértices
distintos. A cada arco e =(v,, Vi) ¢ associado um valor inteiro néo negativo c;;, ca cada
vértice v, sdo associados um valor inteiro b, e dois limitantes inteiros 1, (limitante
inferior) e u. (limitante superior).

Neste digrafo G, as definicoes de fecho de um digrafo, dadas no capitulo 2, admitem a
generalizagho apresentada a seguir.

Definighes ;

- Um vetor de inteiros n2o negativos X = (x,,X,,...%_ ), onde cada componente
x . estd associada a um vértice v, do digrafo G, representa um fecho generalizado de
G se para todo arco (vi:v;) de E : x, - X; S ¢y e para todo vértice v, de
vV o: 1% < X, S u,.

H

- Yalor de um fecho generalizado ¢: 3 [b,.x, @ i=1,2,...n].

- C problema do fecho generalizado 6timo consiste em determinar um fecho generalizado
de valor méaximo.

Associando a cada vértice v, umavaridvel x. , o problema de fecho generalizado 6timo pode
ser formulado como o problema de determinar um vetor de ndmeros inteiros ndo negativos

Xo= (X, Xy, 00e%X) solucgéo otima de :

2



n
P: max f(x) w_):? b, .X,
1=
- <
s.a. X, X, S ¢y para todo arco (Vs"’;) € E
1, €%, £u, para todo vértice v, € V
X, inteiro paratodo vértice v, € V

Assim, x; € igual a um nimero inteiro e indica que o vértice v, deve ser selecionado este
ntmero inteiro de vézes. Sendo que X, igual a um nUmero inteiro a, e (v{,v;) €E

s <
imphcamem x, < ¢c;;, + a,.

O problema P, quando u.,= 1 ¢ 1.,= 0 paratedovertice v, € V e c, ;= O para
todoarco (v, ,v;) € E ¢ chamado problema de seleco e € apresentado no capitulo 2.
O problema de selegao consiste na determinagao de um subconjunto de vértices v" de soma

E{bi : viev*] maxima, tal que se vi&EV* entao todos os antecessores de v, também
pertencema V' .

O problema P €, portanto, uma generalizagao do problema de selecao, e € chamado, neste
trabatho, de problema de sele¢do generalizada.

Se o problema P admite uma solugio vidvel x°, € possivel transformé-lo em um problema de
seledo generalizada com ¢, 2 0, 1, €0, € u, 20, através da substituicdo da
varidvel x por x + x°.

O problema P pode, também, ser transformado no problema Pp,, dado abaixo, apds a

mudanga de variaveis y, = x, - 1., a substituigdo da constante u,. - 1. por a,

(a, 2 0) e odesprezo,nafungéo objetivo daconstante 2 (b,.1, : i=1,2,...n].

43
P, méx £,(y) =i§1 b..y.
s.a. y;, - y; 2 ¢, para todo arco {Vi‘,v}) € E
02y, £ &, paratodo vértice v, € V

y, inteiro para todo vértice v, € V
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Nas restrigches de P, podem acontecer os seguintes trés casos :

>
1} C;; 2 A

Neste caso, uma vez que  y, -y, < G, , y; <a, € 0<y, a2
restriggo y,; - y; s ¢,; ¢€redundante,

2) Ci < o7&y
Neste caso, uma vez que  y, = y; € ¢, , y,; £a, e 0s5y, o©

problema P € inviavel, mas este caso ndo ocorre, porque se P € vidvel, podemos
considerar ¢;; 2 0 e a, 2 O.

3) Cy ; + a; < a;
Neste caso, uma vez que, y, -y, <¢;;, Yy, €a; ¢ y, <a, 4
restricho y, £ a, é€redundante.
Sejam vt = (v, t b 2 0} e Vi={v, : b, <0}). Se em P,,
lv*| > |v°| entdo, através da mudanga de varidveis y, = a, - z., oproblema P,

é transformado em um problema do mesmo tipocom {V'| < [V™].

Como conseqgiiéncia, o estudo do problema P, sem perda de generalidade, pode ser restrito a:

1.=0 para i=1,2,...n ,

0 ¢,y Su; £c; + u, para todo arco (vi,V,JEE e

V'] < v onde V'={v, : b .20} e V'=(v, : b.<0}
E com estas restricdes, P tem x? = (0,0,...0)7 como solugio vidvel.

Um dos motivos da importancia deste problema de selecdo generalizada € a relaco existente
entre este problema e o dual dos seguintes problemas cldssicos: fluxo de custo minimo em um
digrafo, b-emparelhamento méximo de custo méximo em um grafo bipartido (subgrafo maximo
restrito em grau de custo méximo de um multigrafo bipartido} e como caso particular deste
Gitimo problema, o emparethamento de custo méximo bipartido (designacao de custo maximo).

O problema de determinagao do cronograma de execuglo de um projeto composto de diversas
tarefas, de maneira a minimizar o custo total do projeto pode ser formulado como um problema
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de selecido generalizada, onde cada tarefa € representada por dois vértices, um para o horério
de inicio e outro para o horario de término da tarefa.

Neste capitulo, sao demonstradas relagbes existentes, entre as solugbes Otimas de um problema
de selecao generalizada e as dos seguintes problemas classicos de programagao inteira :

- problema de b-emparethamento méximo de custo méximo em um grafo bipartido
(subgrafo maximo restrito em grau de custo maxime de um multigrafo bipartido);

- problema de emparelhamento bipartido de custo maximo (designagao de custo maximo);

- problema de fluxo de custo minimo em um digrafo.

Neste capitulo sdo também formulados, como problema de sele¢do generalizada o problema de
determinagao de cronograma de execugdo de um projeto composto de diversas tarefas, de
maneira a minimizar o custo total do projeto.

3.2- O problema de b-emparelhamento bipartido de custo méaximo.

Esta sec¢ao estd@ subdividida em trés partes. Na primeira parte, seccho 3.2.1, é apresentada a
defini¢do e formulacao do problema. Na secgio 3.2.2 € mostrado como determinar uma solugio
6tima do problema de b-emparelhamento de custo méximo bipartido através da resolugao de
um problema de selegao generalizada bipartido. Na sec¢ao 3.2.3 é mostrado como determinar
uma solugao Gtima do problema de selecao generalizada bipartido através da resolugio de um
problema de b-emparelhamento de custo maximo bipartido.

3.2.1- Definicio e formulacio do problema.

Seja ¢" = (V,E") um grafo bipartido, onde v=(V*,v'); (v,,v,) € E™ implica
(v, e V7 e v, €EV) ou (v, eV e v, € V7),; acada vértice v, € vV €
H

associado um inteiro néo negative |b. |, € a cada aresta {(vi,v,} € E” € associado um
inteiro ndo negativo h., .
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Definicdes :
- R=(r,,T,,-..0 ) é um b-emparethamento de 6", quando cada r, € um inteiro
néo negativo, associado a aresta e ;, satisfazendo:
Z[r; : 3=1,2,...m € V.€ e;]s b, | paratodo v.€ V

~ Valor de um b-emparelhamento R €: R = ¥ [r, : i=1,2,...m].

- O problema de b-emparelhamento mdximo consiste em determinar um
b-emparelhamento de valor méximo.

—~ Custo de um b-emparelhamento R € :

IR] = = (hy,.ry + e;={v,, v} € i=1,2,...m}.

- O problema de b-emparelhamento de custo méximo consiste em determinar um
b-emparelhamento de custo maximo.

Associando a cada aresta {(viiv} de E° uma varidvel z;;, © problema de b-
emparelhamento de custo méximo no grafo 6”, tem a seguinte formulagéao:

D: max g(z) =X (h,;.2,, ¢+ v,ev’, vev e {vi,vj}EE*]
s.a. X [z;,: V,EV e (v,,v }€E'] £ |b | paratodo v ,ev’
2 lzy: vEV e {vi,vj}EE*] < |b;| paratodo v, ev’
z,, 20 para todo {v}.,vj}eE’
z,, inteiro para todo {v%,vj}ﬁE*

3.2.2- Obtencao de um b-emparelhamento bipartido de custo mdximo a partir de uma selecao
generalizada de custo maximo.

Seja D", definido em €7, um programa linear igual ao problema D sem a restrigdo
z inteiro.

Como ¢" é um grafo bipartido, a matriz dos coeficientes das restrigdes de D™ € totalmente
unimodular, e como as constantes do problema D sdo inteiras, entdo qualquer solugho basica
do programa linear D" ¢ inteira ¢ € uma soluglo vidvel de D.

.



Seja P* odual doproblema D7, istoé:

4]
2" min £,(y) —i§1ibi Y
s.a. y, +y, 2h, para toda aresta {vi'V;}EE*
y, 20 para todo vértice v €V

As restrigbes do tipo y +y; 2 h, ;
varidvel (y,) correspondaaumvértice (v.) de V' easegunda (y;), aum vértice de

podem ser escritas sempre de tal forma, que a primeira

V- ; isto é sempre possivel uma vez que, G* € bipartido com biparti¢do V*, V',

. . . . . B _
Seja u;= max {(h;; : v, € V') paratodo v, €V’ e c,;; = u, h

é por definicdo, inteiro no negativo.

logo ¢,

Através da mudanga de varidvels :

u.-x. se v, e v' e

X, SEViEV

multiplicacdo da funcéo objetivo por (-1), transformando o problema de minimizagio em
um problema de maximizagdo, e desprezo, na funcio objetivo obtida, da constante

- ¥ (ib,}.u;, = v. € V']; P pode serreescrito como o problema P .
P, max f£(x) = 2{|b,|.%x, : v.ev'}] - Z[|b.|.x, 1 v €V’]
s.a. X, - %X, L c.. para toda {(v,,v;} € E
X, 20 paratodo v, € VvV’
1
X, £ u, paratodo v, € V7
i 1 3

Como G~ € um grafo bipartido, a matriz dos coeficientes das restriges de p, ¢ totalmente
unimodular. Além disto, as constantes do problema P, s&o inteiras entdo qualguer solugao
basica do programa linear P, € inteira.

Seja u, = max {u, : {vi,vj.}EE*} paratodo v ev’.

O problema P, € um problema de maximizagio com fungio objetivo linear com coeficientes
7 ‘} * ! 3 a ey

|b,| nao negativos, para v, € V7, entdo, as condigbes x,-x; € ¢,  para toda

v.,v.}€ E', ¢..2 0 e x.2 0 paratodo v € V', implicam que x.< x. + c_.

v j i ’ = j i

L]
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- - AN +
paratodo v,€ V° eomalor possivel, logo x.2 0 paratodo v, € V'.

Da mesma forma, a fungdo objetivo € linear com coeficientes -|b | ndo positivos, para

v,€ V', entdo, as condigbes x,-x, < ¢, paratodaaresta {v,,v,}€ E" e x.Su

i i

para todo v, € V' implicam que x;, 2 x; - ¢, para todo v, € V' ¢ o menor

possivel, logo x; £ u,; para todo v,E V.

Seja P o problema de selegdo generalizada definido no digrafo 6, = (V' U V7 ,E;),
onde : a todo arco (v, ,v}.) € Eg ¢ associado um inteiro positivo ¢ s u; - h, i @
cada vértice v ,ev’ sdo associados um inteiro positivo |b,| € o limitante superior
ui“mé}{{hij : vjev' }; a cada vértice vV.EV @0 associados um inteiro negativo
-1b, ] e 0 limitante superior u =max{u; : {V,,V, JEE" }; e

E, = ((V{,V;)

. {vi,vj}EE*, V,EV' e v, EV).

Portanto, uma soluggo étima de P € uma solugdo Otima basica do problema P,, obtido a
partir do problema dualde D”.

Ou seja, a partir da determinagho de uma solugao Gtima de P € possive] determinar uma
solugdo 6tima de D.

3.2.3. Obtencao de uma selecio generalizada bipartida de custo mdximo a partir de um b-
emparelhamento bipartido de custo maximo.

Sejam v'= (v, : biz0} , V'= (v, : b;<0} , Gy= (VE;) um digrafo bipartido,
onde (v, ,vj.) € E, implica v, € vt e v, € V", a cada vértice v, S0 associados
um inteiro n&o negativo u, ¢ uminteiro b,, e acada arco (v, ,v;) ¢ associado um

inteiro ndo negativo ¢, ; .

Seja P o problema de sele¢do generalizada no digrefo G, istoe:

n
P: max 2 b..x
i=1 ! B
- <
s.a. X, X, £ ¢y para todo arco (vi/v;) € Eg
0 £ x, £ u, para todo vértice v. € V

% . Inteiro para todo vértice v, € V
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Seja P,, ©O problema obdtido,a partirde P, com a mudanga de vanaveis:

X, se v, € V' €
Y; = .
u, - X, se v, € V7,
isto € :
- n . +
P,: min ‘gifbil.yi - 2 [ib,}.u, : viev']
s.a. y, +Y; 2u; - ¢y para todo (v,»Vv;) € E,
0 £y, £u, paratodo v, € V
y, inteiro paratodo v, € V

Na secgho 3.1, para evitar inviabilidade e redundéncia, o estudo do problema de selegao

generalizada foirestritoa 0 < Ci; S uy, portanto, u, - ¢, 2 0, 15t0 € P, ¢ viavel.

A matriz dos coeficientes das restrigbes de P, € totalmente unimodular e as constantes de P,
sao inteiras, entdo qualguer solugio bésica do problema P°  de programaco linear, dado a

seguir, € inteira e satisfaz P, .

s.a. y, t Yy, zu; - C.y para todo (ViV} € Ey
- Y. z - u, para todo v, € V
y, 20 paratedo v, € V

Seja D* odualdoproblema P", istoé:

D" max T [(u;, = ¢,;).2;; ¢ (V,,v,) € E;] -

] i

s.a. X[z;; : V€V e (v,,V;)€E,] - t.<|b,| paratodo v, eV’
E{z” 1 v,eVT e (v,,v,)EE. ] - tjslbég para todo v eV’

z,;, 20 para todo (v.,Vv;}EE,

t. 20 para todo v, €V



A matriz dos coeficientes das restricbes de D° € uma matriz totalmente unimodular. Os dados

constantes de D sdo inteiros, entdo qualquer solugdo bésica de D" ¢ inteira, e satisfaz o
problema linear D,, onde:

n
Dyt max X [(u, = ¢;;)-25; ¢ (V{,V;) € Eg] -—i;ni‘ti
: " - +
s.a. Z[z;; ¢ V,EV e (V,,V )€E,] t.< |b,| paratodo v ev
+ -
Z{Zij : V,EVT e (vi,vé}GEB} - ;s ijE para todo v, EV
z,, 20 paratodo (v,,v,)€E,
t., 20 paratodo v €V
1 1
z,; Inteiro para todo (Vi/V;)€E,
t, inteiro para todo v €V
Uma solugao vidavel de b, ¢€ z,;= 0 para todo (v,,v;) € E; € t,= 0 para todo

ViEV.

Dada uma solugao vidvel de D, , um aumento de uma unidade no valor de um ¢, permite
um aumento igual em z,, (ouem z;.), podendo haver ou ndo necessidade de igual
aumentoem t ., paramanter viabilidade da solugo. A fungao objetivo tem seu valor alterado

de U;=C,;~U;, U -C,-uy, ou ainda, U, =Cp Uy

Na secgdo 3.1, para evitar inviabilidade e redundancia, o estudo do problema de selegao

generalizada foi restrito & u ~-c, . -u. < 0 entdo as variagdes nos valores das varidveis,

P
acima mencionados, correspondem a uma diminuigdo no valor da fungdo objetivo. Com esta
condigao, a solugao otima de D" tem entao: t,=0 paratodo v, € V, Ou seja o problema

D, fica equivalente ao problema D de b-emparelhamento bipartido de custo maximo :

D: Max 2 [c"i}..:z,%.j PV, V) € Eg]
s.a. X [z;; : V,EV e (Vv ,V;)€E;] < b, | paratodo v, ev’
Tz, : V,EV e (v,,V[}EE,] i, | paratodo v €V’
z, =0 para todo (Vi,vj)EEB
z,,; inteiro paratodo (v, ,Vv;)€E,

onde ¢ .. = u, - c,.

3.9
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O problema D de b-emparelhamento de custo méaximo esté definido no grafo bipartido
G' = (V' U VT ,E"), onde acada vértice v_ ¢ associado o inteiro positivo |b, |, a cada
aresta (v,,v;) éassociado o inteiro positivo c”, ;€

E* = {({v,,v;} : 1 £i,3sn e (v,,v;) € Ej}.

Portanto, a partir da determinagio de uma solugio Otima de D ¢€ possivel determinar uma
solugho 6tima de P.

Quando b, = b, =...=b_ = 1, o problema de b-emparclhamento bipartido D €o
problema de emparethamento bipartido de custo maximo (designacéo de custo maximo) e pode
ser transformado {caso particular da secgho 3.2.2) em um problema de sele¢do generalizada

bipartidocom |b,}| = |b,| =...= |b_| = 1.

O problema de selegio generalizada bipartido com |b,| = |b,| =...= |b | =1
pode, também ser transformado (caso particular da seccdo 3.2.3) em um problema de
emparethamento bipartide de custo maximo.

3.3- O problema de fluxo de custo minimo em um digrafo.

Esta seccdo estéd subdividida em trés partes. Na primeira parte, sec¢do 3.3.1, € apresentada a
defini¢ho e formulagio do problema, além de outros problemas relacionados, constantemente a
este, na literatura. Na sec¢do 3.3.2 é mostrado como determinar uma solugao Otima do
problema de fluxo de custo minimo através da resolugao de um problema de sele¢do
generalizada. Na secgdo 3.2.3 € mostrado como determinar uma solugdo 6tima do problema de
selecao generalizada através da determinagdo de uma solugdo basica Gtima do problema de
fluxo de custo minimo.

3.3.1- Definic¢éo e formulacio do problema.

O problema de fluxo de custo minimo € um dos problemas mais fundamentais da teoria de fluxo
em rede e tem sido exaustivamente estudado.

Dado um digrafo G = (V,E), onde a cada vértice v, ¢€ associado um nimero real b,
(demanda ou suprimento}; a cada arco (v, V) sao associados um nimero real ndo negativo
c. . {custo) e dois limitantes reais nfdo negativos 1. . (inferior}e u_ . (superior).

i} 1) 1
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Definigbes:

- £ = (£,,f,, ...fm)‘ é um fluxe de G, quando £, € um nimero real ndo
negativo associado a cada arco e =(v . V) de E esatifaz:

Z}[fk : eg(vi,vj}eﬁ}miéifk : e =(v;,v,)€E] < Db, paratodo v €V

- £ = (£f,,f,,.. .£ )7 € um fluxo canalizado de G, quando € um fluxo que
satisfaz a condigao:

1, = £, S uy, para todo arco e =(v,,v,) € E

- Os vértices v, com b; > 0 sdo ditos vértices de suprimento; os vértices com
b, < 0 sao ditos vértices de demanda e os vértices com b, = 0 sa0 ditos vértices de
transbordo ou intermedidrios. Sejam V* 0o conjunto dos vértices de suprimento e vertices
iransbordo, e V" o conjunto dos vértices de demanda.

1
z, (£, : ekﬂ(vj,vi)em ) : viéverticedesupzimento]

- Valor de um fluxo £ € X2 [f, e =(v,,V,)€E] -

~ Castodeum fluxe £¢: E[c”.fk 1 k=1,2,...m¢e (v,,v )=e].

- O problema de fluxo médximo é o problema de determinar vm fluxo com valor maximo.

- O problema de fluxo de custo minimo € o problema de determinar um fluxo com custo
minimo.

- Problema de fluxo de custo minimo ndo capacitade € o problema de {luxo de custo
minimo com lmitante inferior (1, ;) igual a zero e limitante superior (u, ;) iguala
infinito para todoarco (v, ,v ).

Associando a cada arco (v, V) de E uma variavel z, j» O problema de fluxo de custo
minimo tem a seguinte formulagao :

D,: min F(z) =2 [¢;;.2,; ¢ (V,,V;) € E]

s.a. Zj[z”: (v,,V,)€E] - Ej[zji: (v,,v,}€EE]<b; paratodo v €V

1, $2;; £uy, para todo (v,,V,}€E

A formulagho acima € encontrada, por exemplo, em Ford e Fulkerson [FdF6Z].
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O problema de fluxo de custo minimo € definido para parametros reais (¢, [WI-FID PRV
entretanto, o tipo de expressdes utilizadas em sua formulagao permite que se estes parametros
forem racionais, sejam transformados em inteiros.

Muitos autores apresentam D', dada a seguir, como a formulago do problema de fluxo de
custo minimo.

D': wmin F(z) = X [c;;.2,; ¢ (V,,V,) € E]

s.a. 2}{2;32 (VUVJ')EE]"E}{ZJQ: (v;,v{)€E] = b, paratodo v eV

lij <z £ uygy para todo (vi,vi)e}”ﬁ

O problema de fluxo de custc minimo na formulagio D" exige para viabilidade que :
- (b, :i=0,1,2,...n] = 0.

- Exista um caminho de todo vértice de v* para todo vértice de v~ .

O problema D, pode ser transformado em um problema D definido no digrafo

G, = (V,,E,), onde V,= VU {v,) com b= - 2[b, :i=1,2,...n];
E,= EU {(Vg,V;) : VEV ) U {((v,;,Vvg) : VEEV‘}; aos arcos (vg,v,) com
v, EVS ¢ associado um custo ¢, = n.méx{cjk : (vj,vk}eB} e capacidade ilimitada;

eaosarcos (v;,vy) com v, eV’ ¢& associado um custo zero e capacidade ilimitada.

O problema D" definido sobre o digrafo G, satisfaz, pela forma como G, foi construido, as
duas condigbes necessarias para viabilidade de D", E facil determinar a solugio Gtima de D,
a partir de qualquer solugao dtima de D™ definido sobre o digrafo G, .

Outro problema fortemente relacionado na literatura com o problema de fluxo de custo minimo
¢ o problema de circulagio de custo minimo. O problema de circulagio € o problema de fluxo

de custo minimo D*, com b, _ b, _ _ b_= 0.

O problema D" pode ser facilmente transformado em um problema de circulagfo de custo
minimo D, definidoc no digrafo  G_= (V_,E ), onde V.=V U {v
E,=E U {({v,,V ,,} : V;EV} U ((v_,,,V;) : v}.ev*} ; 80s arcos (v __ .,

com vjev* € associado um custo zero € capacidade b, ; € aos arcos (v,,v  ,) com

n+’x};
Vé.)

v.eV™ € associado um custo zero e capacidade -b. .



O problema de circulagao de custo minimo D, definidoem G, pode ser €8CTito ¢omo ;

D.: min F,(z} = 2 (cy;-2y; ¢ (V)V} € E.]

S.a. E}_{zi}: (V,.v,)€E] - Ej{zji: (v, ,V,)EE_]=0 paratodo v €V,

< <
1,;, £2z;; £u,y para todo (vy,v,)EE,

Fxiste uma transformacgio bem conhecida, citada por exemplo em Orlin [Orl88], para converter
um problema de fluxo de custo minimo em um problema de fluxo de custo minimo nao
capacitado. Esta transformacio consiste, como indicado na figura abaixo, em introduzir um
vértice v, para cada arco (v, g } com capacidade (u, i) finita; em substituir cada arco
(vy,v;) com capacidade finita por dois arcos: (v.,v,) com custo c, i€ vV
com custo zero, ambos com capacidade infinita; e em associar ao vértice v, , 0 numero b, ;a0
vértice v,;»0 numero bj+ui ;s €ao vértice v, , 0 nGmero -u.

by

b b

custo o, -
{ : U
capacidade wj

Bj+uy

Nas sec¢des 3.3.2 e 3.3.3, € considerado o problema de fluxo de custo minimo néo capacitado,
com parAmetros inteiros e utilizada a formulagao D”.

33.2- Obtencdo de um fluxo de custo minimo 2 partir de uma sele¢io generalizada de custo
maximeo.

Sejam G, = (V,.E,) umdigrafoe D" o problema de fluxo de custo minimo n3o capacitado
definidoem G, com parémetros inteirose I [b, : i=0,1,2,...n] = 0.
D': min F(z) = X [c;,.2;;, t (v,,V,) € E,]

P

s.a. Eg[z“: (Vi’vj}EEEE—EE{Zéi: (v,,v;)€E,]=b, paratodo v €V,

z,; 20 para todo (vi,vj}ﬁﬁE

A3
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Seja P* odual do problema p” :

v

max f({x) =§Z b..x.

s.a. x. - %X, £ cC, . para todoarco (v, ,v.) € E

} 1

A matriz das restri¢bes é totalmente unimodular € os dados constantes de P™ sdo inteiros,
entao qualquer solugdo bisica do problema P" , de programagio linear, ¢ inteira.

Se x* é uma solugio Gtima de P° e h é um numero real qualquer entao
x* + (h,h,h...h)7 & solucio Gtima de P"; conseqiiéncia imediata de
¥ [b, : i=0,1,2,..n] = 0.

Retirando o vértice v, de G, ;isto €, fazendo x, = 0 1emoOs O$ vértices véev" com
limitante superior igual 2 u = n.max{c,, : (v,,V,)EE,}; €08 vértices v, €V’ com

limitante inferior zero.

O problema P” € um problema de maximizagao com fungéo objetivo linear com coeficientes
- . ) . - -
|p,| néo negativos, para v &€ V', entdo, as condigbes x,-x;< ¢, para todo

(v, V)€ E,;, ¢;;20 ¢ x,2 0 para todo v;& V7, implicam que x.< x, + €,

b
paratodo v, € V' e o maior possivel, logo x.2 0 paratodo v, € V',

Da mesma forma, a fungio objetivo ¢ linear com coeficientes -|b, | néo positivos, para
v, € V™, entao, as condigbes X, =X, < ¢, para todo (Vv;/Vv,}€ E, € X, u para todo

;
v,€ V', implicam que X,z X, - ¢, ; para todo v.€ V' e o menor possivel, Jogo

L
%,;< u para todo v, € V.

O problema P°, problema dual de D", &, porianto, equivalente ao problema P de selecio
generalizada, definido no digrafo G, = (V' U V' ,E,), onde:a cada vértice v ev’ sao
associados um inteiro POSitivo b, | e 0 limitante superior
u»-——n.ma‘x{cj 2 (v (V,JEE,}; a cada vértice v €V~ s&0 associados um inteiro néao
positivo -|b. | e o limitante superior u; e atodo arco (v, ,v;) € E, ¢ associado um

inteiro positivo ¢, ..
v

s.a. X, - %X, £ cC.. para todoarco (v, ,v,} € E,
0 < x, s u para todo vértice v, € V,

X, inteiro para todo vértice v, € V
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Portanto, a partir da determinagéo de uma solugao 6tima de P € possivel determinar uma

solugéo Gtima de D .

3.3.3- Obtengao de uma sele¢do generalizada de custo méximo a partir de um fluxo de custo

minimo.
Seja P o problema de selegao generalizada no digrafo 6 = (V,E), istoé:

n
P: max f(x) =3 b,.x,

s.a. X; - X, £ ¢y paratodoarco (v,,v,) € E
0 <%, su, para todo vértice v, € V
x, inteiro para todo vértice v, € V
Seia P. o problema obtido a partir de P através da mudanca de variavels x, = y. =
] y OP P ¢ i Y Yo
para i = 1,2,...,n,onde y, é uma variavel com valor inteiro nio negativo.
n 1
P,: max  £,(y) =i§} b..y, - (igi b.}.Y,
s.a. Y; T Y; TS para todo arco {vi,,v_;} € E
Y = ¥, $ 4 paratodoveértice v, € V
Yo - Y; £ 0 paratodo vértice v, € V
Ve 20
y. Iinteiro para todo vértice v, € V oupara 1 = 0
1 H

i

Qualquer solugao vidvel de P, satisfaz a restrigao y, 2 0 para i 1,2,...,n de P,

visto que satisfaz asrestrigdes y, - y; < 0 e y, 2 0.

Seja ¢, = (V.E. ), onde E,= E U {({v,,V,) } V,EV] U {(vy, V)  V,EV]
v, =V U (vl a cada vértice v, ¢ associade um wvalor Db, (com
b, = - T [b, : i=1,2,..n] ) €2 cada arco (v,v;) ¢ associado um inteiro nao

negativo  h,, com
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< para todo (Vi:"’;) € E
h; = u, para v, = v,
0 para v. = v,

O problema P
G

,» € entdo transformado no problema P, de selegao generalizada, definido em

1

n
P, max f£,(y) =i§0 b..y,
s.a. ¥; - Y; S hg para todo arco (vi)v,) € E,
y. 20 para todo vértice v, € V,
y, inteiro para todo vértice v, € V,

A matriz das restrigdes de P, ¢& totalmente umimodular e os dados constantes de P, s&o
inteiros, entdo qualquer solugio bésica do problema P*, de programacéo linear, dado a seguir,

¢ inteira ¢ satisfaz o problema P, € como conseqiiéncia P, .

max £,(y) =§

av)

s.a. y, -y, £ h,. para todo arco (vi,vj) € E,
Yy, 20 para todo vértice v, € V,

Seja D, o dualdo problema P”,istoé:

D,: min g(z) = > thy .z, + (V,,v,}) € E}]

s.a. 23{2{5.: (vi,v,)€E,] - }:j[zji: (v,,v;)EE, ]2b; paratodo v.€V,

z,;, 20 para todo (v;:,V,)€E,

No problema D, , O primeiro conjunto de restrigdes somado termo a termo exceto por uma das

desigualdades, resulta em :
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2{2;”%5‘ (v;.v;)€E,] - }Zj[z}i: (v,.v,)€E,]: i=1,2,...k-1,k+1,...n)2

2 2{b, ¢ i=0,1,...k-1,k+1,...n] , mas 2[b, : i=0,1,...n]=0 iogo:

Ej{zkj: (Vi -V;)EE.] - Ej[zjk: (v,.v,)EE,] £ b, paratodo v €V, , ¢

portanto, E; {z,;: (v, -V )EE, }—Ej_ [z;,: (v,.V,JEE,}=b, para todo v, €v,.
O problema D, ¢ entdo equivalente ao problema D", escrito abaixo.

D*: min g(z) = % (hy;.2z;; : (V,.V;) € E,]

s.a. Zj[zij: (Vi.v,)€E,] - Ej{z”: (v;.v,)EE,]=b, paratodo v €V,

Z;; 2 0 para todo (vi,vj)eE1

O problema D , satisfaza condiggo: T (b, : i=0,1,...n] = O.

Com esta condigao, o problema D~ fica equivalente ao problema de fluxo de de custo minimo
nao capacitado no digrafo G,= (V,,E,), onde
E,=E U {(vy,v;) : v, €V} U {(v,,v,) ¢+ v, € V}; aos arcos do iipo
(Vg ,vy) com v, €V € associado custo u,, aosarcosdo tipp (v,,v, ) com v, € V

¢ associado custo zero e aos arcos dotipo (v, v:) € E ¢ associado custo ;|

Portanto, a partir da determinagio de uma solugéo basica 6tima de D™ € possivel determinar
uma solugao Otima de P.

3.4- Problema de determinacio do cronograma de execucdo de um projeto composto de diversas
tarefas.

O problema de determinagao de cronograma de execucdo de um projeto composto de diversas
tarefas, de maneira a minimizar o custo total do projeto estd relacionado com o problema
denominado problema de curva de custo de projetos,

Este @ltimo problema foi formulado por Kelley e Walker (citado por exemplo em [Fks61]}, e €

um problema de programacao linear para calcular a curva de custo para um projeto composto
de algumas tarefas individuais.
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Este problema foi estudado por Fulkerson [Fks61], e considera um projeto como um conjunto
parcialmente ordenado de tarefas, sendo a ordenagéo conseqiiéncia de restrigbes técnicas, que
determinam que certas tarefas devem ser terminadas antes de outras comegarem a ser
executadas. Para cada tarefa sdo conhecidos o tempo minimo necessario para sua execugdoe o
tempo normal (ou méaximo) para sua execugho. O custo de execugdo € suposto variar
linearmente entre estes dois extremos. Dado que o projeto precisa ser terminado em um prazo
pré-estabelecido, deseja-se determinar o tempo de execugho de cada tarefa de modo que o
custo total (soma dos custos de execugao das tarefas) seja 0 menor possivel.

Fulkerson utilizando uma formulagé@o diferente da apresentada a seguir, propbe um algoritmo
paramétrico que constroi a curva de custos do projeto; isto €, 0 custo minimo para cada prazo
vidvel de execugho do projeto. Pode-se provar que esta curva € ndo decrescente, linear por
partes sempre que 0s custos de execugao de cada tarefa forem nado decrescentes.

3.4.1- Formulac¢éo do Problema.

Seja ¢ = (V,E) um digrafo. Cada tarefa i do projeto € representada em G por dois
vértices, um indicando a data de inicio (v .} e outro a data de término (v, ') de execugdo
da tarefa, e pelo arco (v, ,v.'). A estes arcos sao associados dois limitantes inteiros néo
negativos 1. (inferior}e u, (superior), que sdo os tempos minimo e normal para execugao
de i,eum custo b, ,que € 0 custo para reduzir de uma unidade o tempo de execugho de i.
Para cada relagao de ordem indicando que uma tarefa i deve ser executada antes de uma

tarefa j, existe umarco (v, ' (V) em E, tendo o nGimero zero como limitante inferior.

Se a cada vértice v, de vV & asspciada g variavel s, . que indica a data de inicio de i, a
cada vértice v.' de V £ associada a variavel t. . que indica a data de término de i,ea
constante T representa a duracao desejada para execugdo do projeto, entao o problema pode
ter a seguinte formulagao:

n
P,: min f(t,s) = 2 b..{u, - (t. - s5.))
=1 3 1 1 1

s.a. 1, £t. - s, £ u, paratodo (v.,v.') € E
G s, -t para todo (vi*,vi) € E
t -5, 57

n 1
t, 20 paratodo v, 'e V
1

s. 2z 0

paratodo v, € V
H
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H
o mais proximo possivel de T,

A solugdo Otima de P, deveter t. - s. omais proximo possivel de u, e s, - t, 0
menor possivel, ou seja © mais proximo de zeroe t_ - s,

Para a viabilidade  de P €  necessario  que  qualquer  caminho

%

= 1 t § 3 P TA #
V=V Y N T A AT YA LT TA AR LRI A A AL A em G entre v, €V

i F Eed

satisfaga a condicio: ¥ [1;; : j=1,2...r] £t -s, £°7T

3.4.2. Transformacio em um problema de selecdo generalizada.

Sejam s° e % uma solugho qualquer viavel de P,; a, uma constante néo negativa,
definidapor a, = (t° - s%) e P, oproblema P,,apdsa mudanga de varidveis :
s= x+s? e t= y+t?; istoé:

P,: max f(t,s) w—iib%.y‘ —~i§1bi.xi +‘§:1bi.(u1 - a;)
s.a. Yy, - ¥, <u - a. paratodo (v,,v.') € E
X, -~ y; £a;, - 1, para todo (v,,v.,') € E
Y - % < sgj - 't:‘ji para todo (Vi',v,) € E
y, = %, = T - (tan - 531)
y, 2 - t% paratodo v ' € V
x, 2 = s?. paratodo v, € V

Teorema 3.1 : Uma solucao Otima de P, pode ser determinada a partir da solugado de um

problema de selegao generalizada.

® e t? temseque: 1. < t%. - s < u.; logo

1 3 kH H

u, -~a, 20 € a, -1 2 0; para todo (v.,v.') € E; s° - t°% =0
¥ 1 1 1 ¥ 3

para{OdO (Viitvé) = Er € T - (t{}n - SG.]) 2z 0.

Demonstracio : Da viabilidade de s

G

Por construgio, P, tem x° = {0,0,...,0)7 e y° = (0,0,...,0)" como

2
solugdo viavel.

Se x" e y ¢ uma solugao Gtima de P, ¢ « € uma constante qualquer positiva, entdo
x" 4+ (a,a,...a)] e vy 4 (a,a,...a)’ étambém solugio Gtima de P, ; uma vez
gue, o conjunto de restrigbes continua satisfeito e o valor da fungdo objetivo permanece o
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mesmo. Portanto, uma solugao Otima de P, pode ser determinada substituindo em suas duas

altimas restrigdes - t%, e - s%_ porzero.

Na fungio objetivo o termo X {b.. (u, - a,) : i=1,2,...n] ¢ constante & pode
ser retirado sem alterar a solugfo Otima.

Seja G,=(V,E,) um digrafo, com E,=E U {(v,",v,) ¢ i=1,2,...n}, ondea cada
arco {(v.,v,')€E estd associado um inteiro nio negativo u,-a,, a cada arco

(v,',v,)€E, estd associado um ipnteiro néo negativo a, - 1., ¢ a cada arco

(v;',Vv;)€E estdassociado um inteiro ndo negativo %, - £°,.

Existe, entdo um problema de selegio generalizada P, , definido em G, , €m que nao existe
limitante superior para as varidveis, e qualquer solugio 6tima deste problema € uma solugio

Otima de P,.
"

Corolério 3.1 : Dada uma soluc¢do vidvel de P, € possivel determinar uma solugfo 6tima de

P, resolvendo um problema de sele¢io generalizada,

1

Demonstracio : Consegliéncia imediata da construcio de P, € do Teorema 3.1. Dada a
linearidade do problema, sem perda de generalidade, s, pode ser feito igual a zero; neste caso,
todas as variaveis do problema passam a ter como limitante superior T e a solugdo étima de P

pode ser obtida a partir da solug@o 6tima de um problema de sele¢io generalizada.
=

3.4.3- Exemplo de determinagio do cronograma de execngho de um projeto através do problema
de selecdo generalizada.

Seja o problema de determinagéo do cronograma de execugio de um projeto composto de um
conjunto bem defimido de tarefas {1,2,3,4,5), comlimitede 13 unidades de tempo para
a sua completa execugdo, de modo a minimizar o custo total de execugio.

Sao dadas as seguintes relagbes de dependéncia entre as tarefas
- tarefas 3 e 4 s6 podem iniciar ap6s o término da tarefa 1;
- tarefa 5 sG pode iniciar apds o término das tarefas 2 e 3.

S&o dados, também, para cada tarefa o tempo minimo, o tempo normal e o custo para diminuir
de uma unidade o tempo de execugdo de cada tarefa:



- tarefa 1 tem tempo minimo = 3, tempo normal = 6, custo = 3;
- tarefa 2 tem tempo minimo = 4, tempo normal = 7, custo = 7,
- tarefa 3 tem tempo minimo = 2, tempo normal = 5, custo = 4
- tarefa 4 tem tempo minimo = 4, tempo normal = 7, custo = 3;

- tarefa S tem tempo minimo = 3, tempo normal = 6, custo = 8.

A representac@o em um digrafo 6 = (V,E) e aformulagao deste problema sao apresentados

a seguir.

=2 u=d b=d¢

i=¢ u=id =g

G = (V,E)

B.: min 3. (6-t,+8 )+7.{7-t,+s, ) +4. (5=t +5)+3. (7=t +5 )+8. (6=t +5)

: 3
1 s.a. 3 £t, -8, =6
4 = t2 - 5, = 7
2 £ty -8, = 5
4 2£t, -8, =7
3£, -s55 56
s, - %, 20
S, ~ t, 20
Sg - t, 20
S5 - t, 2 0
t, = s, <13
s, 20 para i=1,3,4,5
t, 20 para i1=1,2,3,4
s.,t, inteiros

s
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Uma solug@o vibdvel deste problema pode ser determinada da seguinte maneira :

sﬁ1 = 0

t?. = s% + 1, para i = 1,2,3

t%, = min (s°,+1,, s%. +1,)

s®.,., = max{tgj : (tej,sgiH) € E}
Uma solugdo viavel de P, €, portanto: 501 = 0; t°1 =3; t% = 4; 593 = 3;
s?, =3; t°% =5; s° =5; t° =38

G

Apbs a mudanga de variaveis: s= x+s e t= y+t?, oproblema P, setransforma num

i
problema (P,) de sclegho generalizada. Este problema P, e sua representagio em um

digrafo G, (V,E,) saodadosaseguir.

min 3y, + 7y,

2 4 1 1 3 4 5
s.a. Y, - %, £3
y2~x3_<.3
Y; - %3 <3
Y, = %, £2
Y, - % $3
X, ~y, £0
X, - Y, =0
X3 = ¥, =0
xl’-yéSl
X -y, S0
Y, = %, $0
Yy, - %X; £0
y, = X5 £ 1
yS—XSSO
Y, = %, <5
X, 20 para i=1,3,4,5
y, 2 0 para i=1,2,3,4

X, ¥ inteiros
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b=-3i0

G, = (V,E,)

Este problema resolvido, por vm dos métodos apresentados no capitulo 4, tem como uma de

suas solugbes Otimas: x, = 0; X, = 0; x, = 3: X, = 2; y, = 0;

Y, = 3i Y3 = 2i ¥, = 3.

Logo, o problema P tem como uma de suas solugbes Otimas: s, = 0; S, = 3;

s, =6; s =7; t,=23; t,=79; t;=7; t, =13.

A seguir, o digrafo que representa o problema P, com indicagho de um cronograma 6timo para
sua execucdo. O custo associado com este cronograma € iguala 13.



i=2 u=# b=4

G

= (V,E)
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CAPITULO 4.

RESOLUCAO DO PROBLEMA DE SELECAO GENERALIZADA.

4.1- Problema de selegfio generalizada,

Seja ¢ = (V,E}, um digrafo com um conjunto de vértices Vv = {V,iVy,.v ) B um
conjunto de arcos E = {e,,e,,..e_}, onde cada arco é um par ordenado de vértices
distintos, a cada arco e, =(v, 'V ) € associado um valor inteire nao negativo c;j.ca cada
vértice v, sao associados um valor inteiro b, e dois limitantes inteiros 1. (limitante
inferior) e u . (limitante superior).

Associando a cada vértice v, uma varidvel x,, deseja-se determinar um vetor de ndmeros

inteiros n&o negatives X = (X, ,%X,, ... %) solugao Gtima de

2’

A
P: max f(x) =3 b..x.

s.a. X; - X; £ ¢y para todo arco (vi,vj) € E
1, £ %, 5 u, paratodo vértice v, € V
¥, inteiro para todo vértice v, € ¥

O estudo do problema acima pode, sem perda de generalidade, como visto no capitulo 3, ser
restrito & :
1.=0 para i=1,2,...n ,

0 <c¢c.. f£u, £c.. +u, paratodoarco (v, ,v.

} EE e
1 i T i ]

vl g {v7] onde V'={v. : b.20} e V'={v, : b <0}
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A importéncia deste problema € baseada, como apresentado no capitulo 3, entre outros, na
relagho existente entre ele e o dual dos seguintes problemas cldssicos : fluxo de custo minimo em
um digrafo, b-emparelhamento de custo méximo em um grafo bipartido (subgrafo restrito em
grau de custo méximo de um multigrafo bipartido), emparethamento de custo méximo bipartido
(designagdo de custo maximo).

Problema de selegao, apresentado no capitulo 2, € o problema P, quando c, ; = 0 para

todo arco (vi»v;) € Ee 1, =0, u, =1 paratodo vértice v, € V. O problema

de selegio consiste na determinagio de um subconjunto de vértices v* de soma

1
também pertencema V©.

Sib. v, € v’ méxima, tal que se v, € V" entdo todos os antecessores de v
1 H ¥

Algoritmos para determinagéo da solugio 6tima do problema de selegdo em um digrafo a partir
da solugao Otima de um problema de sele¢2o em um digrafo bipartido e deste a partir da
solugao 6tima de um problema de fluxo méximo em um grafo bipartido ou a partir da solugéo
6tima de um problema de b-emparelhamento méximo bipartido (subgrafo méximo restrito em
grau de um multigrafo bipartido) séo apresentados no capftulo 2,

Neste capitulo, sdo propostos trés algoritmos iterativos diferentes para a determinacio da
solugac Otima de P (generalizagdo do problema de selecdo), em que a cada itera¢io, um
problema de selecgao € resolvido.

O primeiro algoritmo € teoricamente o mais simples.

O segundo algoritmo, modifica o problema, transformando-o em um problema de selegio
generalizada em um digrafo bipartido completo com X{bi : i=1,2,...n]=0. Este
problema de selecdo generalizada em um digrafo bipartido é, entdc resolvido através do
primeiro algoritmo.

O terceiro algoritmo, além da transformacgho do problema em um problema de selegio
generalizada em um digrafo bipartido completo com ¥[bi : i=1,2,...n]=0, utiliza o
conceito de escalonamento de um dos pardmetros do problema.

Os trés algoritmos t€m sua complexidade dependente do algoritmo utilizado na resolugéo dos
problemas de sele¢do em um digrafo (capitulo 2).

Os trés algoritmos sio algoritmos do tipo primal-dual. No primeiro a solugdo étima de P ¢
aproximada por solugdes vidveis do primal, isto €, a viabilidade do primal ¢ mantida em todas as
iteragbes. Nos dois Gitimos a viabilidade do primal nao € mantida em todas as iteracbes, €
mantida a viabilidade do dual; e no terceiro € utilizada a técnica de escalonamento introduzida
por Edmonds e Karp [EAK72].



4.2- Validade do procedimento iterativo.

Dados um problema P de sele¢do generalizada, e uma solugao viavel x® do problema P,

sejam os problemas P(x°) (selegho generalizada)e P (x%) ({selegdo), definidos a seguir.

n
P(xY): max  f(x) = X b;.%,
i=
- — 0 0
s.a. X, %X, £ ¢y x4+ %7 para todo arco (v;/,V,)€E
0 <x, su, -x° para todo vértice v, €v
X, Inteiro para todo vértice v, €V

- u0 40 o
s.a. Y. y; £0 para todo (v, V,}EE com C, ;=%" +x, 0
y, = 0 , 1  paratodovértice v,ev com u,;-x°,21
y, =0 para todo vértice v €V com u,-x°,=0

Os problemas P(x°%) e P (x?) tém asseguintes caracteristicas ;
-(0,0,...0)" ésolughovidvelde P(x°?) ede P, (x7).
- Qualquer solugho Otima y° de P, (x%) ésoluchovidvelde P(x?).

- Qualquer scluggo Gtima y° de P (x°) tem f£(y°) 2 0, como conseqliéncia

imediata da defini¢gdode P (x°) ede (0,0,...0)7 sersoluggoviavelde Py (x%.

- A fungao objetivo f£(x) de P(x®) ede P, (x") é linear e as restrigGes dos dois
problemas, também sao lineares.

-p(x°) pode ser obtido a partir de P, através de mudanga da variavel x por x-x°,
desprezo, na fun¢io objetivo, do termo constante e substituigo no conjunto de restrigdes
de -x%. < x, € u. -x" por 05 x, s u,-x% . Estasubstitvi¢do no conjunto
de restrighes corresponde a uma diminui¢do do conjunto de solugdes vifveis; isto €,

(x+x® : x évidvelde P(x")) estdcontidoem {x : x évidvelde P}.

4.3
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.Se y© é uma solugio Stima de P, (x?) e
a= min({u, - x°, + y®;=1) U {c,; - x? .+ xoj : y"i-yﬂjml}) ,
entio ay?® & solugho vidvel de P(x°), x%+ay? & solugio vidvel de P e

fixO+ay®) = £(x%)+ef(y®) = £(x%).

Estas caracteristicas de P(x°) e Py (x%), estabelecem uma maneira de obter, a partir de
uma solugdo wviavel x% de P, uma outra solugdo vidvel x' de P, tal que
£(x'y = f£(x%). Esteprocesso pode ser utilizado de maneira iterativa para determinar uma
seqiiéncia %%, %', x?%,...x* de solughes vidveis de P  satisfazendo

f(x') < £(x'*") para i=0,1,...k~1.

Este processo iterativo, quando iniciado com (0,0, ...0) T, é provado pelos Teoremas 4.1 e
4.2, terminar com a determinagio de uma solugdo 6tima de P. O Teorema 4.1 prova a
existéncia de uma solugdo 6tima de P do tipo x® + x', onde x' é uma solugho vidvel de

P(x%). O Teorema 4.2 prova que x° ¢€ solugdo Gtima de P, quando (0,0...0)7 €
solugio Otima de P (%%), estabelecendo um critério de parada do processo iterativo.

Seja P, o problema P, (x%), quando x°=(0,0,...0)7;istoé:

n
Pyt max f(y) m‘; b..y,
s.a. y; -y; £0 para todo (v,yV,)€E com c, ;=0
y, =0, 1 para todo vértice v. €V com u,21
y, =0 para todo vértice v €V com u,=0

Teorema 4.1 : Se y° € uma solugéo 6tima de P entdo existe uma solugdo 6tima x  de P
com x*, 2 e.y®, para i=1,2,...n,

onde e= min ({u, : y°, =1} U (e, : yt. - y”j. = 1}).

Demonstracio : Seja x® uma solugdo 6tima de P. Osvetores x' e y', definidos abaixo,
sao solugbes vidveis de P e P respectivamente.
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A verificacgo das viabilidades de x' e y' é feita, a seguir, através de exame de todas as
alternativas.
- x! ésoluchovidvelde P, istoé:

X‘EiZO s

< 0 0
o a < u, se x°. < e.y?. e
i 0 0 o
X", = u 5¢ X z a.y oy
x' . éinteiro e
=0 < 0 0 0 0
a sd O_.c:ij s¢ X' < oy ; e X' < a.y
0 0 0 0 0 0
a - x. <¢c. - < se < a. > a.
S o ; c %" < x? < a.y® e x% 2 a.y®,
i j 0 _ o0 < 0 0 o s 0
xY. x°, £ e, se x%.2 a.y® e x% 2 a.y?,
0 0 0 0 0 0 0
-a < - < >
%0 a £ x? -x°, c,; sex’ zay’ e x° <oy’
paratodo i = 1,2,...n e todo arco (Vi:v;} € E.
- y' ésolucdovidvelde P, istoé€:
yi. = 0,1 €
i H
0 -0<090 se %% < a.y?. e ng< a.ygj
vy, -y% g2 =0 se x%.2 a.y?, e %2 a.y?,
1 1 .
Y Y =
j
0 - y‘}} <0 se x%. <.y’ e x°Jw cz.yoj
yo,- OSxGi/a-yﬁ}-1S(x0i~»xe})/cx$cij./a=0 se x% 2a.y°,
e x° <a.y%.
] j i
paratodo 1 = 1,2,...n e todo arco (v;,v;) € E comc, = 0.

De yP sersolugdc dtimade P, e y' sersolughovidvelde P, tem-se:
0 1
f(yYy - £(y') 2z 0, logo

3 {bi,yﬂ. : xeé< a.yai} = 3 [b, xc‘it: a.ysi} 2 0 (1)

i
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De x° sersoluciodtimade P e x' sersolugiovidvelde P, tem-se:
£(x%) - £(x') 2 0, logo
Sb..x? ¢ x%<ey® ] - F (b xP <.y’ ] 20, mas

S (b,.(-1) : 2%, < e.y® )] 22 (b,.(x"~ a) : %, <.y}, logo

=X (b, : x% < a.y® 120 (2)

De (1) e (2) temse : X (b, : x° < a.y?, J= 0 e £(x%) = £(x"), logo
x' ésolugho Otima de P esatisfaz x'. 2 a.y®. para i=1,2,...n. Averificagioda
validade destas desigualdades € feita através do exame das duas alternativas :

a = a.y", se x%. < a.y?,

i 0 0 0 0
>
XU,z oy, se x°, 2 a.y , ,

portanto, x' éo x  doenunciado do teorema.

Teoremad.2:S¢  y% = (0,0,...0)7 é soluggo Otima de P

*

X* = (0,0,...0)" ésolugho Gtima de P.

0 entao

Demonstracdo : Seja, por absurdo, x° uma solugdo Gtimade P com £(x%)> f(x }= 0.

1 1

Osvetores x' e y', definidos abaixo, 5ao solugbes vidveisde P e P, respectivamente,

1 1 se inZI 1 . ,
y', = . x' =x" -y
o se x°. =0

A verificagido das viabilidades de x! e y! é feita, a seguir, através de exame de todas as
alternativas :
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y'! ésolughovidvelde P, istoé:

y‘i = 0,1 e
0 -0%0 se x0. = xejzo
1 1-1<0 se x%z1e x 21
y', -y = .
0 -1%<0 se x°,=0e x% 21
1 -0< %% -x% gc¢. . =0 se xP. >21e x%.=0
i i b 1) 1 i
paratodo i = 1,2,...n ¢ todoarco (v;,v;) € E com c,;,; = C.
%! ésoluciovidvelde P, istoé:
><;1i > 0 €
1 — G - ] ¢
x', = X7y y', £ X, = Uu;,
x!. éinteiro e
0-0-0-0< ©, se x°,=x°% =0
o-x% -0-1< 05 ¢, se x¥ =0 e x° 21
%1 -x'. =x0 —5 0 wy’i -y1 = J v ! 4
i J i j i j 0 0 0 "
®Y.-x" . -i-1< ¢, . se x° .21 e x° .21
1 J 1 i i
x? -0-1-0=x" -x° -1gc se x%.21 e
%% . =0
paratodo 1 = 1,2,...n e todoarco (v,,v;) € E .
De y© sersolugaoOtimade P, € y' sersolucho vidvelde P, tem-se:
fiyh) < £(y%) =0 (3)
De %9 sersolucdodtimade P e x' sersolughovidvelde P, tem-se:
£(x%) 2 £(x') = £(x%) - £(y"), logo £(y') 20 (4)
De (3} e (&) tem-se: f{y'} =0 e s(x'y = £(x%,
entho  x' ésolugiodtimade P e x°. > x'. 20 ou x°, =x', = 0 para

i = 1,2,...0.
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A construgBo acima pode ser repetida para a solugdo 6tima x ', em lugar de x%, até obter
um vetor bindrio x', o que ocorre apGs um nimero finito de repetigbes. A fungdo objetivo
permanece com © mesmo valor positivo, para os vetores x' obtidos. Logo, o vetor binario
obtido x' € solugdo vibvelde P ede P, e f(x') > 0, entdo y® ndo & solugao

Otima de Py s absurdo.

4.3- Algoritmo I de resolucgiio do problema de selecdo generalizada.

Os Teoremas 4.1 e 4.2 garantem que € possivel determinar uma solugfo 6tima de P, através
de transformagOes lineares em P e como conseqiéncia em P, , e resolugéo de uma seqli€ncia
de problemas de selecao.

4.3.1- Algoritmo 1 de resolucdo do problema de selecAo generalizada em um digrafo
G = (V,E}.

1) %% = (0,0....0)7.
11) Repetir passos 1, Z, 3, 4 até o passo 1 mandar parar.

1) Determinar P, e sua solugho Gtima y°.

Se y%= (0,0,...0)7 entdoparar, x° ¢ésolugdo Gtima de P.

2}y « := min({u, : yoizl} U {cij : {vi,vj}eE e yoi«f-y{’jxi})

1

3) Determinar nova solugho vidvelde P : x° 1= x% + o , y°

4} Atualizar P : u, (= u, -a . y° i=1,2,...n

C,, :=¢C,, - . (yei—yﬁj) {vi,vj)eE

Este algoritmo consiste, em determinar, em cada iteracao, uma melhora do valor da fungao
objetivo. A solugio 6tima y? de P,, corresponde a uma dire¢do vidvel de subida da fungéo.
{Deslocamentos na dire¢ac do gradiente ou de uma sua projecao, no conjunto de solugdes
vidveis, ndo garantem alcancar a fronteira em um ponto com componentes inteiras). O valor de
a corresponde ao méaximo, que pode ser alterada a solugho vidvel x°, na direcao y?, de
maneira a manter a viabilidade.
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O processo envolve no méximo a resolugdo de X [u; : v, € V'] problemas de

selegho, visto que para todo vértice v, , os valores de x° . a0 longo do processo iterativo,
formam uma seqiéncia nao decrescente de inteiros ndo negativos, que quando
y®=(0,0...0) 7 ésolugao btima de P

,» O processo iterativo termina e que quando y° =1

para v, €V~ existe v eV’ com yﬁjzle

4.3.2- Exemplo de resolucdo do problema de selegfo generalizada pelo Algoritmo I:

P: max f(x) = - 4.x, - 3.x%x, + 9.%x, - 4.%x, + 6.X%

A

S. 4 X -

"
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1° passo:

b=9® b=—§

®b=6

solugdo 6tima y? = (0,0,1,0,1)
a = min({5,6)}U({1,3,1}) = 1
Xo = (01011:011)

2° passo:

b=-—4 @b:—S

b= 3 4 tr=-4

5 jp=8§
solugdo Otima y° = (1,0,1,1,1)
o = min({4,5,3,410{(2,2}) =
x® = (2,0,3,2,3)

3¢ passo:

b=-4

5 1b=6

solugdo 6tima y% = (1,1,1,1,1)
o = min({4,4,2,1,2}) = 1
x% = (3,1,4,3,4)

G apds a atualizagao.

G apss a atualizacgio.

G ap0s a atualizagao.
(vértice v, saiecom este

4.10
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4opasso:

WO @
solugdo 6tima y0 = (1,1,1,0,0) G ap0s a atualizacho.
a = min{{3,3,1})) = 1 (vértice v, sai)

Xg = (4;2f5!3l4)

5° passo:

@ @
solugio étima y% = (0,0,0,0,0) G com indicagao de uma
x® = (4,2,5,3,4) é06timade P. selecao generalizada Gtima.

Observaciao: O método acima pode nio convergir se como solugao inicial, ao invés da solugho
vidvel xP=(0,0...0) 7, for utilizada uma solugéo vidvel qualquer.

Se no exemplo acima, for utilizada como solugao inicial a solugio vidvel x%=(4,3,5,3,4)7,
o digrafo fica restrito ao vértice v, , e dofatode b,=-3 tem-se que y°=(0,0,0,0,0)7,
mas x%=(4,3,5,3,4)7 nacédtimade P.

4.3.3- Complexidade do Algoritmo L

O nimero de iteragbes € limitado, como conseqliéncia imediata de y° =1 para v, ev’
implicar na existéncia de VjEEV+ com y°5.=1, do Teorema 4.2 e das restrigdes
0 £ x, £ u, e X, inteiro para  i=1,2,...n, a um nimero maximo de

z [ u, v.ev'],
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Em cada iteragao € calculada a solugio 6tima de um problema de selegao. A complexidade do
Algoritmo 1 depende, portanto, da complexidade do algoritmo utilizado para a resolugao do
problema de selegéo.

A complexidade do Algoritmo [ €, entéo, limitada por :

U, . (Complexidade do algoritmo de selegio utilizado) ,
onde U, = X [ u; : v.ev'].

Quando o algoritmo utilizado na solugéo do problema de selegio € o Algoritmo II-A (Algoritmo
II do problema de selecdo, utilizando o Algoritmo A para a resolugdo do problema de b-
emparethamento méaximo bipartido, apresentados no capitulo 2), é possivel estabelecer outro
hmitante para a complexidade do Algoritmo I do problema de selegao generalizada. A seguir,
sao feitas as consideragbes necessarias para o estabelecimento deste outro limitante.

O grafo utilizado para o problema de b-emparelhamento maximo em uma iteragao é
modificado para a iteragao seguinte : seja pela introdugfo de vértices, seja pela introdugao ou
retirada de arestas.

k
(r, > 0), tém y°, =y’ nasolugdo Gtimade P, nesta iteragio e, portanto c,; nao

Arestas e, = {V, »V )}, que periencem ao b-emparethamento maximo em uma iteragdo

¢ alterado; isto €, a aresta e, continua no grafo na préxima iteragéo e o b-emparelhamento
r, pode ser utilizado como valor inicial de b-emparelhamento do grafo da préxima iteragio.

A retirada de um vertice v, (u, = 0) ao {im de uma iteracho implica na retirada, também,
de todos os arcos incidentes a este vértice, neste caso o valor do b-emparelhamento maximo
calculado decresce de no maximo |b. |, € no pior caso este b-emparethamento terd que ser
refeito. Isto corresponde a calcular no total, no méaximo um b-emparelhamento de valor 2.b,
supondo que cada referente calculado possui apenas um caminho aumentante e que cada
caminho aumentante permite uma ampliagio do b-emparelhamento de apenas 1, tem-se no
méximo 2.b referentes ¢ 2.b caminhos aumentantes calculados. Na construgdo de um
referente, para um grafo com m, arestas, no méximo 2 .m, arestas sio examinadas € na

determinagdo de um caminho aumentante no referente m, arestas sdo examinadas. No célculo

1
de todos os b-emparelhamentos necessdrios, no méximo 6.b.m, exames de arestas sao

executados.

O b-emparelhamento maximo obtido em uma iteragio é utilizado como b-emparethamento
inicial na proxima iteragéo, quando ao fim da primeira n&o hé retirada de vértice. Para o calculo
do ndmero méximo de vezes que o b-emparelhamento das arestas é alterado, ao longo de
iteragbes consecutivas, entre duas iteragdes com retirada de vértices, o resultado do Teorema
2.6 € necessario:
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“Se s € um b-emparelhamento ¢ R € um b-emparelhamento méximo de um grafo bipartido
G entdo existe em G, um caminho aumentante em relagioa S com comprimento menor ou
igual a 2. LIRI/CIRI-Isly) - 1, onde |R] = % (r, : i=1,2,..m] e
sl = 2 [s, & i=1,2,..m].”

Teorema 4.3 : O ntumero de alteragdes no b-emparelhamento das arestas de G, , € noméiximo
0(b?) entre duas itera¢des em que ha retirada de vértice e durante a execugao do algoritmo
proposto, é no maximo O(b2.n).

Demonstragho : Para calcular a solugho Otima da generalizagfio do problema de selegao €
necessario calcular o b-emparelamento méaximo de G, . Este b-emparelhamento € calculado
através do célculo de uma seqiiéncia de b-emparelbamentos méiximos R,yR,,...R,_ de

;- Enquanto n3c hd retirada de vértices de G,, tem-se
IR, < IR, I = ...< [R,||. Para determinar o b-emparelhamento R, a partir do b-

emparelhamento R, , , obtido na iteragdo anterior, supondo caminhos aumentantes que

subgrafos de G

aumentem de apenas 1 o b-emparelhamento, tem-se que a soma dos comprimentos de todos
os caminhos aumentantes necessarios € menor ou igual a:

2.l IrAM/7AdR-3)] -2

LX)

o= AR, IR, 2l LR -1 )

Para o calculo da seqiiéncia dos b-emparelhamentos méaximos acima, nas mesmas hipGteses, a
soma dos comprimentos de todos os caminhos aumentantes necessérios € menor ou igual a :

igﬂ Zorz.L IRAZAR- 0 -1 2 3 = R IR, 2l R, -2
“g§1 Zorz.Ldrd-3+ /AR M=y - 1 s 5=lr, IR, +2llL . L BR -1 s
sié 2 lizdr -5 + 2 o3 =R IR il R -2 s

k
sg Sr 2.3 +1 : 3 = R,

b
< > { 2.k + 1) =b%+ 2.bp
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portanto, o ntmero de alteragdes entre duas retiradas de vértices € o(b?). Em G, existem
n vértices, no maximo n-1 operagdes de retirada de vértices podem ser efetuadas, logo no
total tem-se um maximo de 0(b?.n) alteragOes de b-emparelhamento de arestas.

O fecho transitivo de G € calculado em ©O(n.m) operagdes. O algoritmo calcula em cada
iteragio o fecho transitivo de um subgrafc de G. O fecho transitivo de um subgrafo de 6 de
uma iteracdo ao fim da qual nenhum arco ou vértice € retirado do subgrafo, pode ser utilizado
para o célculo do fecho transitivo do novo subgrafo; e os dois fechos transitivos sao calculados
emum total de O (n.m) operagdes. O nimero de iteragoes em que pelo menos um vértice €
retirado do digrafo € limitado por n-1 . O n@mero de iteragdbes em que pelo menos um arco
€ retirado do subgrafo, sem a retirada de nenhum de seus vértices do digrafo, é limitada pelo
valor do b-emparelhamento maximo € este {ltimo € limitado por b. O ndmero de operagbes
necessérias para o célculo do fecho transitivo de todos os subgrafos é limitado superiormente
por (b + n).n.m . Se G ébipartido com biparti¢gdo (V*,V”) nao é necessario calcular
o fecho transitivo de seus subgrafos.

Quando o algoritmo utilizado na solugdo dos problemas de selecho é o Algoritmo II-A do
capitulo 2, a complexidade do Algoritmo I do problema de selegio generalizada € limitada por :

O(b.m, + n.b® + b.n.mz)

H

Ondese G € qualquer: m, lEl = m e m, < |V'].|V]

se G € bipartido: m, =0 € m

A complexidade do algoritmo apresentado tem trés limitantes superiores, dependendo da forma
que o problema de selecho € resolvido

- Quando o Algoritmo I (fluxo méximo) do capitulo 2 € utilizado para determinar as
solugdes Gtimas dos problemas de selegédo, a complexidade é

O(U, - (V% VT

- Quando o Algoritmo II-A do capitulo 2, € utilizado para determinar as solugdes Gtimas
dos problemas de selecdo, a complexidade € :

O(min (U,.(min (|V'|,b*).{V"|.|V'| + b.log,b + n.m,),
(b.m, + n.b?® + b.n.m,)}).
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- Quando o Algoritmo II-B do capitulo 2, (que utiliza o Algoritmo B, com escalonamento,
para a resolugdo do problema de b-emparethamento bipartido) € utilizado para
determinar a solugio 6tima dos problemas de selegdo, a complexidade é :

O(U,.(}V'].m,+ (log,B,)%.n*.[V'|.|V |+ n?.log,B,)).

A complexidade do Algoritmo I para o problema de selegio generalizada depende do algoritmo

utilizado na solugdo dos problemas de selecao. Na tabela, a seguir, um resumo destas
complexidades.

Complexidade do Algoritmo I, de acordo com o algoritmo utilizado na resolugido dos
problemas de selecao:

Algoritmo I : o(U,.{v 2. v )
Algoritmo II-A : O(min (U,.A,, (b.m,+n.b’+b.n.m,)))
Algoritmo II-B : O( U,.(|{V'{.m,+A;))

Onde se G € qualquer: m, = |[E| =m e m, £ |[V'|.][V]

se G € bipartido: m, = 0 e m, £m.

b = min(Z(b, : v,eV'], 2Z{b, : v.eV’] ).

w
It

; max{|b,| : v.,ev).
U, = X[u, : v.ev'].
iviios [Tl
A, = (min (Jvii,p®) . [vT .V | + b.log,b + n.m,).
A, = (log,B,)%.n*.|Vv"|.|V | + (log,B,).n’.
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4.4- Transformacao em um problema de seleciio generalizada bipartido.

Seja Pp,, o problema obtido a partir de P através da mudanga de variaveis
X, =2z, - 2, para i=1,2,...,n, onde zZ, € inteiro nao negativo.
. n N
P,: Imax £, (z) =i§1 b..z. - (igi b.).z,
- <
s.a. z, z; S cy, para todo arco (VirV;)EE

z, = 2, < u para todo vértice v, €V

2y — 2, £ 0 para todo vértice v €V

z . inteiro paratodo v,eV oupara i=0

2z, =0

Qualquer solugao vidvel de P, satisfaz a restrigdo z, 2 0 para i = 1,2,...,n de P,
visto que satisfaz as restrigbes z, - z. £ 0 e z, 2z O.

O problema P, ¢ equivalente ao problema P, de selecdo generalizada, definido em

G, = (Vg,E,) @
R "
P,: max f,(z) -—}_};,0 b..z,
s.a. z; - %; £ h,, para todo arco (Vvi,v;) € E,
z, 20 paratodoveértice v, € V,
z, inteiro para todo vértice v, € V,_

onde V= V U {v,}, E,= EU {(v,,Vy) t V,€V} U {(v,,V;) : V,EV], a cada
vértice v, € associadoumvalor b, (com b = - Z{b,: 1=1,2,..n]} ¢ acadaarco

(viev,) € associado um inteiro n&o negativo h, ; com

€ para todo (stvj) € E

i

h,. = u. para v, Vi

Vo

i

0 para v,
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O digrafo G, , por construglo, tem as seguintes caracteristicas:
- Entre dois vértices v, e v, de V_ existe sempre um caminhoem G, .

-Sendo h, i considerado como © comprimente do arco (v, V), para todo
(vi:Vv;) € E; © comprimento do menor caminho entre dois vértices v_ € V' ¢
v, € V~ quaisquer ¢ menor ouiguala u, para r = 1,2,...,n ¢ igual a zero para

r = 0.

- Todo vértice v, € V' temum vértice de v* queoantecedeem G, e todo vértice
v, € V' temumvérticede V' queo sucedeem G, .

Seja P, © problema de selecio generalizada definidoem G, = (V,,E;):
. n
P,: max f,(2) =i§:(} b..z,
s.a. z; - z; =d,; para todo arco (v,:)V,;)€E,
z. 20 para todo vértice v €V
i 1 8
z, Inteiro para todo vértice v eV,

onde V_=(V',v7), V'=s{v, : v.€V e b 20}, Vi={v, : V.€V, e b,<0},
Eﬁ{(vi,v}) : viev*, vjeV‘} e a cada arco (vifvj)eEs ¢ associado um namero

inteiro ndo negativo 4, igual ao comprimento do menor caminhode v, para v, em G,.
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Exemplo:

Como conseqiiéncia das defini¢des de G, ede G,, tem-se que:

-G, €um grafo bipartido e completo com |v*

.| V7| arcos.

-Entre dois vértices quaisquer v, € V' e v, € V' sempre existe em G, um

caminho, que contém v, com comprimento u, ,portanto d,. < u, .

0 i i
Na seccdo 4.5, € proposta a resolugéo de P através da resolugio de P, e deste através da
resolugio de P, . O problema P, ¢ um caso particular de P, € este um ¢aso particular de
P. As solugbes Otimas de P e P, sdo relacionadas através dos Teoremas 44 ¢ 4.5. As
solugdes 6timas de P, ede P, sdo relacionadas através do Teorema 4.6. Os Lemas 4.1 e 4.2
sao utilizados na demonstracio do Tecrema 4.6.

& * *

Teoremad44:8¢ z" = (z°,,z",,...,2 )" € solugho Otima de P entio

2
*" — o - k-3 x - & * - * E - -~ P
X = {(z ;-2 4,2 Z greciZ 72 4) é solugéo Gtima de P.
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Conseqiiéncia imediata da construggode P, .

=
Teoremad4.5:Se x" = (x ,,x ,,...,x )' & solugio Otima de P entdo
z" = (0,x",,% ,,...,%x )7 ésolugao étimade P,.
Demenstragio : 2z~ ésolugiovidvelde P, , istoé:
* +* * * » .
- < - <
X . X ;S Cyy logo %~ . x ; £ hy, se i#0 e j=0
* * = * . *
X , = u logo x - 0su, oux, ~x ,<h;, s¢ j=0 e x =0
x* 20 logoo-x" <0 oux", -x". <h se i=0 e x"_=0
i i a i 0] o
Seja z? = (xi}e,xc‘“...,.xon)T uma  solugdo  Otima  de P, logo
x® = (x® -x% %%, -x% ... %% -x® )7 ¢ também solugho Gtima de P, isto é:

f(x") = £(x%), portanto:

logo z° €solucdodtimade P,

Lemadl:Se z" = (27 ,,2",,...,2" )7 ésolugio Gtima de P, e v, € um vértice
qualquer de V° entd3o existe pelo menos um vértice v, pertencente a V', tal que

* *
ziuzj——d“.

Demonstracéo : Seja v um vértice qualquerde v*; de 2" sersolugho Gtimade P, tem-

k

* *
. - <
s€: Z K Z p = dk]'

*

3 *
Se, DOT absurdo, z ., 27, < d, para todo v

2% = (2%,,2°%,,...,2° )7, definido por:

, € VT, seja
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_— z" . parav, = v,

z . + 1 paratodo v, € V-{Vv,}

logo z® ésolucaoviavelde P, e £,(2%)= £,(2") + £ [b, : v, € V={Vv,}],

portanto  £.(z°%) > £,(z") e 2z  nfoésoluglodtimade Pg.

Lemad2:Se z" = (2" ,,z",,...,2" )7 ésolugdo 6timade P, e v, €& um vértice
qualquer de V', entdo existe pelo menos um vértice v, pertencente a V', tal que

%* *

zi—zjmdij.

Demonstracdo : Seja v, um vériice qualquerde v~ ; de z" sersolugio 6tima de P, tem-

* L3

se: 2, =z . % d., -
* ® - -
Se, por absurdo, z . -z <d;, para todo v, € V', seja
o _ 0 o 0 T i .
27 = (27 2 e T ) , definido por:
w
_— z . paratodo v_ € V-{Vv_ }
s F - * + 1 "
z parav_ = v,

looo z? ésolucdovidvelde P_ edalinearidadede £, (z) tem-se:
g & B 1

£,.(2%= £,(z") + b,, portanto £.(z°% > £,(z") e 2z  mndo € soluglo Otima
de P..
=
Teorema d.6: z~ = (z°_ ,z".,...,2° )7 ésolugdo 6tima de P, seesomentese z €
G 1 n & 2

solugho Gtima de P, .

Demonstragho: P, e P_ possuem a mesma fungo objetivo; desta forma, € suficiente provar
que :

I--se z* ésolucaoviavelde P, entdo z" ésoluchovidvelde P, €
Z B

Il:-se z* ésolugho Gtimade P, entdo z~ €solughovidvelde P,.



I:- Se
"

1

entao

d. €
i

z” € solugdo viavel de P, e (v,,V;) € um arco qualquer de E_, seja
—_ 5 + -
1tV eV SV, um caminho qualquerde v, € V' para v, € V' em G,,

z™ satisfaz as desigualdades:

* *

* *
- << - -
2 o= higi,r 20, A R I T Y E AR Z i S Ry g
* »* kot « . k-1
- . < - < .
Z 44 2 5 S 2 B0 ou 27y m 2 S Ry
K- 1 ) . .
121 h. ;.. ©¢ocomprimentode um caminho qualquerde v, para v, em G,, e
o comprimento de um destes caminhos, logo 27, - z*j < d,,, isto g: z7 €

vidvel de P, .

I1:- Se

z" € solugho Otima de P, e (V. (V) ¢ um arco qualquer de E,, tem-se quatro

possibilidades :

1) v, € V' e v, € V',

Neste caso, (v.,v.) € E

i . zi-—szdij e diéﬁhij logo,

Es

z¥ - =z . £ h...

i i 1]

Z)Vséw e v}.@V*,

Existe em G,, pelo menosum vérticede V© quesucede v, € pelo Lema 4.2, existe em

G

*

- . - E
pelo menos um vértice v, € V', tal que =z ; T2 = d;, , mas

*

2'

*

a4, <h  +d, e z, -2z sd, lgo z". -2z . <h, ..

ik ™ ij i K ik H i i]

33 vie*ii" £ vjeV",

Existe em G,, pelo menos um vértice de V¥ que antecede v, e pelo Lema 4.1, existe

em G,, pelo menos um vértice v
d ., <h,  +4d,, e 2z, -2, <4d

e v, talque z°, - 2z°, =4d,, , mas

logo, 2z". -2z . s h. ..

k

*

kj i] k i T Tk

4y v, € V' ¢ v}.ev‘*,
Existe em G,, pelo menos um vérticede v* que antecede v, e pelo menos um vértice

de v~ que sucede V. Pelos Lema 4.1 e Lema 4.2, existem em G,, pelo menos dois

P + - : * * .
vertices v, €V e v, € V', tais que z z = d,, €
L] * * &
. - < -— <
z z d“?mas d.“,,,h%j.+dk,;+djg € z zimﬁ“
# *=
- <
logo, z z ;< h;, .
logo, para qualquer arco (v, ,v;} € E,, z" satisfaz z. - z, £h;;, de z~ ser um

vetor de inteiros nfo negativos, tem-se que 2z~ € solugho viavelde P, .
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4.5- Algoritmo I de resolugiio do problema de selegiio generalizada.

A transformacao de um problema de selegiio generalizada em um digrafo qualquer em um
problema de selegio generalizada bipartido, apresentada na secgdo 4.4, ¢ a validade do
Algoritmo I, apresentado em 4.5, garantem a validade do Algoritmo II, apresentado a seguir.

4.5.1- Algoritmo II de resolugio do problema de selegdo generalizada.

I) Determinar P .
I z% := (0,0....0)"%.
1II) Repetir passos 1, 2, 3, 4 até o passo 1 mandar ir para IV.

1) Determinar P, g
0.

yv%= (0,0,...0)7 entaoirparalV, z% ésolugho dtimade P,.

relativo a P e sua solugio Otima y°. Se

2) @ = wmin({d;; : (v;,v;) € B; ¢ yc’i--yf}j = 1}}.

3) 2% ;= 2% + a . 2°
4) Atualizar Pz d,, =&, ~ & . {yci-yei) (v,,v,) € E

1] 1)

IV) Determinar x” solugdo 6timade P : x*, := z°;, - 2% i=1,2,..n.
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4.5.2- Exemplo de resolugio do problema de selegiio generalizada pelo Algoritmo IL

P: max f£(x) = - 4.x, - 3.x, + 9.%; - 4.x, + 6.%;
s.a Xy = Xy £ 1
X, - %, < 2
Xy X, £ 3
X, = %X, 2
Xg — X3 S 4
Xg ™ X, < 1
0 = X, < 4
Oﬁxz < 4
0 = Xz < 6
0 < X, < 3
0 =< X < 5
X, inteiro i=1,2,...5

Este problema pode ser representado no digrafo G e, como demonstrado, uma solugao Gtima
pode ser determinada a partir de uma solugio 6tima do problema representado pelo digrafo

G indicados abaixo.

g

b=-4 b=-3 b=-4 b4




1° passo: z® = (0,0,0,0,0,0)

b=-4 b=~3 b=—4 b=-4

®
O

=8 b=h
solugo 6tima y% = (0,0,0,1,0,1)
g = min({1,1}) = 1

z% = (0,0,0,1,0,1)
2° passo: z% = (0,0,0,1,0,1)

bB=—4 b3 bh==-4 be—4q

@ ©

®)

Te et
solugdo 6tima y° = (0,1,0,1,1,1)
a = nin({2,2,3;4}) = 2

z® = (0,2,0,3,2,3)

3°passo: z% = (0,2,0,3,2,3)

h=-4 b=-3 b= b= —§

solugdo 6tima y° = (0,1,1,1,1,1)
e = min{{2,1}) =1
z® = (0,3,1,4,3,4)

G, apodsaatualizagao.

G, apos a atualizacgio.

G, ap0s a atualizagao.

424



4°passo: z% = (0,3,1,4,3,4)

b=-4 b=—3 b4 bz-—q4 b=—4 b=~3 b=-4 b=-4

b=

4] b=6
solugho 6tima yv°® = (0,1,1,1,0,0) G, apssa atualizagio,
a = min{{4,1}) = 1
z% = (0,4,2,5,3,4)

S5°passo: z% = (0,4,2,5,3,4)

b=-4 b=-3 b=—4 bx—4

solugéio Otima v® = (0,0,0,0,0,0) G com indicacio de uma
x% = (4,2,5,3,4) éGtimade P. selecdo generalizada Gtima.

4.5.3- Complexidade do Algoritmo L.

A determinag@o de P € feita através do calculo dos caminhos minimos de todos os vértices de
v* para todos os vértices de vV em G,. Os melhores algoritmos, para o célculo de todos
estes caminhos minimos, séo, atualmente, o de Fredmann e Tarjan [FmT87], com complexidade
O({Vv']|.(m+n.log,n)), e o de Ahuja, Mehlhorn, Orlin e Tagan [AMO90] com
complexidade O(|V*]. (m+n.(log,C) ")), onde C = max{c, ;¢ (v, vV )EE).

Teorema 4.7 : O nimero de iteragbes (problemas de selegio resolvidos) pelo Algoritmo 11 €

limitadopor U + 1, onde U = max{d, : (v,,v;)€E;} < max{u, : A ARE

Demonstracio: z 9, ara i = 1,2,...n nio tem limitante superior; e como
i F 7

consegiiéncia, em nenhuma iteragho existe retirada de vértices do digrafo G, ou retirada de
arcos, que correspondem as arestas com b-emparelhamento diferente de zero. Portanto, existe
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pelo menos um vértice v, €V que termina todas as iteragdes a menos da Gltima néo saturado,
ouseja y? =1 emtodas as iteragOes exceto a Gltima.

Todos os arcos do digrafo G, tém d, ;SU. No final de uma iteragdo ao atvalizar P, o valor
de 4, i1 de todos os arcos de vértices v.€vV® nao saturados para vértices v,€V’ ndo
saturados, diminui de pelo menos uma unidade.

Portanto, apOs no maximo U iteragdes todos os arcos de vértices v . €V" nfo saturados para
vértices v ;€V" nao saturados tém d, ;=0, logo na préxima iteragao, o b-emparelhamento €
perfeitoe y° = (0,0,...0)".

=

A determinagdo de P, para cada P, € imediata. No célculo da solugdo Otima de P

(problema de selegdc) nao € necessario calcular o fecho transitivo do subgrafo de G, (G, €
bipartido).

Em cada iteragdo € calculada a solugho Otima de um problema de selegdo bipartido. A
complexidade do Algoritmo II depende, portanto, da complexidade do algoritmo utilizado para
a resolucao do problema de selecho.

A complexidade do Algoritmo I €, entao, limitada por:

o(jv”

. (m+n.min(log,n, (log,c)*))) +

+ U. (Complexidade do algoritmo de selecéo bipartida) )

Quando o algoritmo utilizado na solugio do problema de selecdo € o Algoritmo 1I-A, do
capitulo 2, as seguintes consideragbes sao vélidas para o estabelecimento da complexidade do
Algoritmo II do problema de sele¢io generalizada.

Nao é realizada retirada de vértices no final de nenhuma iteragdo, uma vez que as varidveis
associadas aos vértices de P, nao tém limitante superior.

Os arcos retirados no final de uma iteragdo nlo pertencem ao b-emparelhamento. O b-
emparelhamento maximo calculado em um subgrafo de G_, em uma iteragéo, € utilizado
como b-emparelhamento inicial do subgrafo de G, da iteragho seguinte. Tem-se, portanto o
calculo do b-emparelhamento maximo de G, , que € um b-emparelhamento perfeito de valor
B=max{2[b, : v.ev'], Z[|b.] : v.&v' ).

Na determinagfo do b-emparelhamento méximo, pelo Teorema 4.3 tem-se, no total : ¢ (B?)
alteragcbes no b-mparelhamento das arestas. Supondo que cada referente calculado possui
apenas um caminho aumentante e que cada caminho aumentante permite uma ampliacio do b-
emparelhamento de apenas 1, tem-se no méaximo B referentes ¢ B caminhos aumentantes
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calculados. Na construcio de um referente, no méximo 2. |V*]. |V’ | arcos sio examinados
e na determinagio de um caminho aumentante no referente |[V*|.|V™] arcos s@o
examinados. No calculo de todos os b-emparelhamentos necessirios, no maximo
3.B.
de arestas na construcio dos referentes e dos caminhos aumentantes.

v*|.|V™| exames de arestas sdo executados; portanto, O (B.|V"|.[V™|) exames

Complexidade do Algoritmo II utilizando o Algoritmo [I-A € :

o(]v*]. (m+n.min(log,n, (1og,C)*))+B. |V |)+B?)

onde B= max(X[b, : v.ev'], X[|b,| : v,;€V']) ¢

C= méx{hi}. : (vi,vj)EE2}= méx({c” : (vi,vé)eE} U {u; : v,€V})

A complexidade do Algoritmo II para o problema de selecio generalizada depende do
algoritmo utilizado na solugiio dos problemas de sele¢io. Na tabela, a seguir, um resumo destas
complexidades.

Complexidade do Algoritmo 11, de acordo com o algoritmo utilizado na resolugao dos
problemas de selegao:

Algoritmo I : O( D+ U. |V 2. |V |)

Algoritmo II-A : O( D + min(B.|V']|[V [+B?, U.3,))

Algoritmo II-B : O( D + U.A,)

Onde B= max {X[b, : v,eV'], 2iip.| &+ v,EV’ 1)

B,= méx {|bi| : v,eV)
C= max {hi§ : (vi,vj)éE2}=max{{c§j : (vi,vé)EE} U {u, : v,EV}}
jvii = v

, = min{|v*|,(B)*).|V'|.|V | + B.log,B

5 (n*.|v*|.|v |.10og,B, + n?).log,B,

= max{d;; : (vi,V,)EE} < méx{u, : v.ev')

o B R
It

= {V*[,(n.min{logzn,{10g20)%) + m)
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4.6- Técnica de escalonamento de um dos parimetros do problema.

A base do azlgoritmo a ser apresentado sdo a transformacgio do problema de selegao
generalizada P em um problema de sele¢io generalizada bipartido, apresentado na secgio 4.4,
e as propriedades de problemas de programagéo linear. (G, € um grafo bipartido, logo a
matriz dos coeficientes de P, ¢ totalmente unimodular, entéo qualquer solugéo basica de P,

sem a restricgo z, inteiro € inteira e satisfaz P g )

E um algoritmo iterativo em que um problema de sele¢io € resolvido em cada iteracao. O
problema de selecéo a ser resolvido em cada iteragio ¢ determinado a partir do escalonamento
dovalorde U = max {dij 2 (v, V)€E ).

4.6.1- Introducéio.

Meétodos iterativos para solugio de problemas de redes, utilizando escalonamento de um dos
parmetros do problema, foram inicialmente apresentados por Edmonds e Karp [EdK7Z].
Recentemente, tém sido apresentados alguns trabalhos utilizando este tipo de procedimento
para, principalmente, o problema de fluxo de custo minimo.

A validade dos algoritmos, com escalonamento de um dos pardmetros do problema, €
fortemente baseada no Teorema de ortogonalidade de solucdes étimas de problemas duais € na

linearidade da funcfo objetivo € do conjunto de restrigbes.

A condicdo de folgas complementares, para a generalizagdo do problema de selegho definido
em G, , como conseqiiéncia do Teorema de ortogonalidade de solugdes Gtimas de problemas
duais, €:

“ Um b-emparelhamento perfeito r™ de G, € soluggdo Otima do problema de b-

emparelhamento de custo mdximo de G, se e somente se existe uma solugao viavel z? de
8 _ 0 anli *

P,, talque z°,- z°, <d,, implicaem r

e z° & neste caso, uma solugho Otimade P_ .7

=0, para todo ekz(vi,vj) € Eg:

Uma relaxacao da condicfo de folgas complementares, dita condigao de B-otimalidade, para o

problema de sele¢ao generalizadaem G, , € dada a seguir.

B H

Defini¢do : Dado 8 > 0, um b-emparelhamento perfeito r™ de G, ¢é dito B-6timo, se e

8
somente se existe uma solugao viavel z% de P, , taj que, se dij - zgé + zejz B entao
o

r = 0, para todo ekm{vi,vj}e E..
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Dados uma solugdo vidvel 2% de P, eum nlmero inteiro positivo §, sejam G,y (2 °,8) o

subgrafo de G, restrito aos arcos (vi,vj) € E, com d‘.j - z{’i + zﬂj < B e
P, (2°,8) O problema de selecio definido neste subgrafo de G, ; istoé:
G i n
Py (27, 8) max f,(y) =X b;.y,
- -0 0
s.a. Yy, y; £ 0 (vi;V;)EE; com dij z" . +z j<f1
y, = 0,1 para todo vértice v eV,

4.6.2- Algoritmo III para resolucio do problema P de sele¢io generalizada.

I) Determinar P ;
IHu:= max{d,; : (v,,V,)€E_ }; B:= 2.1'°e2V; 2%:= (0,0....0)T;
III) Enquanto 8 = 1 fazer:

1) Determinar P_(z°%,8) e suasolugio étima y’;
L

Dz =2+ f, ¥

*

3) Atualizar Py: 4, :=d,, - B . (y" -y ;) (Vi/v;) € Eg;
4)Se y*=(0,0...0)" entao B := B / 2 ;

IV) Determinar x” solugdo Gtima de P

x" 1= 2% - 2% i=1,2,..n. ( 2% ésolugao btimade P, .)
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4.6.3- Exemplo de resolugio do problema de selecdo generalizada pelo Algoritmo III.

P: max f(x}) = - 4.x, - 3.%x, + 9.%x, - 4.%X,  + 6.X%,
s.a %x; - %, <1
X, = %, £ 2
Xy = %, <3
x4~x252
xs—x3s4
X, - x, £ 1
O$x1£4
OSX2S4
0 = b g £ 6
0 < x, £3
OSXSSS
X . inteiro i=1,2,...5

Este problema pode ser representado no digrafo ¢ e, como demonstrado, uma solugio Otima
pode ser determinada a partir de uma solugéo 6tima do problema representado pelo digrafo

G indicados abaixo.

Bi

U=5 g = 4 z® = (0,0,0,0,0,0)



b= b=8
solugdo 6tima y~ = (0,1,1,1,1,1) G, apos a atualizagdo.
z% = (0,4,4,4,4,4)
2° passo: B = 4 2% = (0,4,4,4,4,4)
brm—d b3 bz -4 b=-4

solugio Otima y* = (0,0,0,0,0,0)
z% = (0,4,4,4,4,4)

3°passo: B = 2 z% = (0,4,4,4,4,4)

b=-4 b=-3 bz-4 b=~4

b=9 b=8 b=8 b=8
*

solucdo Otima vy~ = (1,1,0,1,1,1) G. apds a atualizagao.
z? = (2,6,4,6,6,6)

4° passo: g = 2 z% = (2,6,4,6,6,6)

solugho 6tima y° = (0,0,06,0,0,0)
z® = (2,6,4,6,6,6)
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5¢passo: B = 1 z% = (2,6,4,6,6,6)

b=—4 b=-3

®

®

bL=g b=6 =8 b=8
solugho 6tima y* = (1,0,0,1,0,1) G. apos a atualizagao.
ZO = (3,6,4,7,6,7)

6°passo: B = 1 zb =

L=—4

bxg
solugdo 6tima y~ = (0,1,1,1,0,0) G, apos a atualizagao.
2% = (3,7,5,8,6,7)

7°passo: B = 1 z% = (3,7,5,8,6,7)

b=-4 b=-3 hz—4 bx-4

solugao Gtima v? = (0,0,0,0,0,0) G com indicagio de uma
z% = (3,7,5,8,6,7) é€dtimade P_. solugao 6tima de P.
x" = (4,2,5,3,4) édGtimade P.

4.6.4. Validade do Algoritmo 1IL

432

O Algoritmo 111 (com escalonamento) é um algoritmo iterativo do tipo primal-dual. A validade
do Algoritmo I é demonstrada no Teorema 4.8. Os Lemas 4.3 e 4.4, 2 seguir , sao utilizados na
demonstraciao do Teorema 4.8. O Lema 4.4 demonstra que o algoritmo apresentado preserva a

B-otimalidade.
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Lema4.3:Se z° € uma solugho vidvel de P, e y" € uma solugéo Gtima de P, (z°,B),
entao 2% + B.y" ésolughovidvelde P, e £,(2%) < £,(2° + B.y")

Demonstragiio : A viabilidade € verificada, a seguir, através de exame das duas alternativas
e ot & 0
possivels para todo arco (v, ,vj) € Eg, isto €1 (v, ,vj) pertence a Gy {(z”,B8) e
5 0
(Ver;) nao pertencea G, (z BY.

-Para  todo  (v,,v;) € E, e (Vi,Vv;) € G (2z%,8) , temse
y', -y, 0 e 2%, - 2% <a;;, logo

0 « 0 £ . _ _0 _,0 o 0 _,0

z" tB.Y (z j+ﬁ.y j) =z .-z j—+~;§.(y (Y j} S z'-e < ciiJ

-Para todo (v,,v,) € E; e (v,,Vv;) ndo periencente a GS(Z‘},,G) , tem-se

* a* 0 U
- < —
v, y ; $1 e d; zi+zj2,8,i0go
20 +B.y", - (2% 4B.y" ) = 2% =20 4B (yT -yT ) £ 20, -2 4B < 4y
De z. ser um inteiro nao negativo, y", = 0,1 e g serum inteiro ndo negativo, tem-se

que: z°, + B. y ", €um inteiro ndo negativo.

Portanto, z% + B.y  ésolugiovidvelde P .

De y* ser solugio Gtima de P_(z°,8) e {(0,0,...0)7 ser solugho viavel de
P, (2%,8) temse: £,(y") 2 £,((0,0,..0)") = 0, logo,como £, ¢ linear e g8
é um nimero inteiro positivo,

£.(2% + p.yTy = £,(2°) + B.E£,(y") 2z £,(2% .

Lemad.4:Se r” é uma extensio de um b-emparelhamento O6timo de G, (z%,8), com
r’ =0 para todo arco nao pertencente ao subgrafo, ¢ y~ € a solugao Otima correspondente
de P (2z°,6), entdo r" € B-Gtimo comrelagiod z° + g.y" (solugiovidvelde P_).

Demonstracio : Por construgio r” €& um b-emparelhamento perfeito de G, . Os arcos nao
pertencentes 2o subgrafo satisfazem trivialmente a condig@o de g-6timo.

Os arcos do subgrafo 6, (z°,8) t&m 4, - z%, + zgj< B e se
a;; - (2%, + B.y ) + {z*’j + B.y )z B entdo y©,
condic¢io de folgas complementares, para estes arcos 0 b-emparelhamento ¢ igual a zero.

- y*§< 0, logo pela
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Teorema 4.8: x” determinado pelo Algoritmo Il € uma solugao 6tima de P,

Demonstragao : Pelo Teorema 4.4 é suficiente provar que z° € solucAo Gtima de p,. Pelo
Teorema 4.6 a condigio necesséria e suficiente para que z° sejasolugdo 6tima de p,, €que
z? sejasolugéo 6timade P_.

A Gltima iteragio do algoritmo € para B = 1 e termina quando a solugdo 6tima de
P (z°%,1) € y'=(0,0,...0)7. Asolughodtimade P_(2°,1) € y'=(0,0,...0)7,
quando ao determinar esta solugdo através do célculo do b-emparelhamento tem-se um b-
emparethamento perfeitode G, (z °,1). Seja r", uma extensio deste b-emparelhamento
perfeito de G, (2°%,1), com r” =0 para todo arco ndo pertencente ao subgrafo. Este b-
emparelhamento r” € perfeito de G_ e as tinicas arestas utilizadas em P (z°,1) tém
a. juzo +2z° ; <1, mas pelo Llema 43, z® & solugho vidvel; isto &,

a,-2°%+z ®. 2 0 ouseja, asarestas de G, com b-emparelhamento diferente de zero t&m

a,,-z%,+z%; = 0. Portanto de 2° ser uma solugéo vidvel de P, pela condigio das

folgas complementares z° € solugao 6tima de P, .

4.6.5- Complexidade do Algoritmo II1.

A determinacao de P, é, novamente, feita através do caleulo dos caminhos minimos de todos
os vértices de V" para todos os vértices de V© em G,. Os melhores algoritmos, para o
calculo de todos estes caminhos minimos séo, atualmente, o de Fredmann e Tarjan [FmT&7],
com complexidade O(|{V'{.(m + n.log,n})) e o de Ahuja, Mehlhorn, Orlin ¢ Tarjan
[AMO90] com complexidade 0(|V"|. (m+n. (log,C)"}),

onde C=max{h, i ¢ ViV I€E,}.

O ntmero de operagbes necessarias para o calculo de P, €, novamente, limitado por:
o(|V*'| (m+n.min(log,n, (1og,C)"))).

Teorema 4.9 : O nimero de iteracSes (problemas de selegéo resolvidos) pelo Algoritmo I € no
méximo n. (| 1og,U|+1), onde U=max{d, , : (v,,v )€E }S max{u; : v.EVT).

Demonstragio: z° .

para i = 1,2,...n nfo tem limitante superior; e na seqiéncia de
iteragdes com um mesmo valor de g nAo € feita retirada de vértices do subgrafo G, (z ©, 8y,

ou retirada de arestas com b-emparefhamento diferente de zero. Como conseqiiéncia, 0 nlmero
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de b-emparelhamentos de um vértice, no final das iteragbes com um mesmo valor de g,
formam uma seqliéncia de inteiros nao decrescente.

Todos os arcos (v, ,v,) dodigrafo 6, t€m d,, < 2['°9,Y]"". Na primeira iteracao
participam todos os arcos (v (V) de Gy com d;; < B = 2! °92"J e no final desta
iteragao ao atualizar P, o valor de 4., de todos os arcos de vértices v.€V' ndo
saturados para vértices v €V’ néo saturados, diminuide §; logo como Gy € completo os
demais arcos, que podem ser necessarios para a obtengio de um b-emparelhamento perfeito de
G, (z%,8) passam a ter d. j<B- Neste caso, estes vértices participam da segunda iteracio
em B, quetambém € a Gitimacom B = 2| '°9,Y |. Logo, sdo realizadas no méximo duas

iteragdescom B = 2| '°9,Y .

Na Gltima iteracdo com um valor qualquer 2.8, obtem-se y°=(0,0,...0)T e um
b-emparethamento perfeito de Gy (2 0,2.8) e osarcos utilizados tém d i <2 B.

Na iteracho seguinte, a primeira em Gy (z%,8), participam os arcos de Gy (2 0. 2.8) que
tm d, ;<8 eno final desta iteracdo ao atualizar P, ovalorde d, i de todos os arcos de
vértices viev* com y? ;=1 para vértices VJ.EV' com y° ;=0 diminui de g; logo os
arcos de G, (z%,B), que estdo nestas condi¢bes passam a ter d, j<B ¢ participam da
segunda iteragdo em g. Qualquer caminho alternante presente em G, (2 v,2.8), no final da
iteragdo 2.8, tem no méximo n-1 arcos € em cada iterago um novo arco de cada um destes
caminhos de vértices nao saturados de V* para vértices nao saturados de V™ entram em
G, (z°,B). Logo, ao fim de no méximo n (ndmero de vértices) iteragbes, o b-
emparelhamento perfeitode G, (2°,8) ¢ obtido.

Logo, sd0 necessdrias no méximo n iteragOes para cada valor de 8, portanto o Algoritmo I
realiza ao todo no maximon. (| log,U |+1) iteragdes.

O processo iterativo € realizado no méximo n. (| log,U|+1) vezes. Em cada iteracdc um
problema de sele¢do em um digrafo bipartido € resolvido.

A complexidade do Algoritmo Il €, entdo, limitada por:
o(|v"| (m+n.min(log,n, (1og,C)*)) +

+ n.logU. (complexidade do algoritimo de selecio bipartida} )

Nao é realizada retirada de vértices no final de nenhuma iteracio, uma vez que as variaveis
associadas aos vértices de P, nlo tém limite superior. Os arcos retirados no final de uma
iteragdo em que y € diferente de (0,0,...0)7; isto é, em que ndo houve alteracdo no
valorde B, néo pertencem ao b-emparethamento (ou tém fluxo igual a zero).
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No céleulo da solugho 6tima do problema de sele¢do se ndo houve mudanca de valor de £,
entdo a solugio Otima do dual (problema de fluxo ou b-emparelhamento maximo) da iteragio
anterior € utilizada como solugio vidvel inicial do novo problema de selecéo.

Quando o algoritmo utilizado na solugao do problema de selegao € o Algoritmo II-A do capitulo
2 (utilizando a resolugéo do problema de b-emparelhamento bipartido sem escalonamento), 0s
seguintes resultados sao vahidos para o estabelecimento da complexidade do Algoritmo I do
problema de selec¢io generalizada.

Na determinacéo dos b-emparelhamentos maximos no conjunto de itera¢des com um mesmo S
tem-se, 0 célculo de um b-emparelhamento perfeito de valor B e, pelo Teorema 4.3 um total
de 0(B?) alteracbes no b-emparelhamento das arestas. Supondo que cada referente
calculado possul apenas um caminho aumentante e que cada caminho aumentante permite uma
ampliacdo do b-empareihamento de apenas 1, tem-se no maximo B referentes e B caminhos
aumentantes calculados. Na construcéo de um referente, no méximo 2.{v*}.|v™| arcossio
examinados e na determinacdo de um caminho aumentante no referente |v*|.|V"| arcos
sao examinados. No célculo de todos os b-emparethamentos necessdrios, no maximo
3.B.|V"|.]V"| exames de arcos sao executados; portanto, O (B.|V'|.|V™|) exames
de arestas na construgao dos referentes e dos caminhos aumentantes.

O numero de operagOes necessarias para resolver os problemas de b-emparelhamentos
méximos no  conjunto  de  iteragdes com um mesmo B € dado por:
O(B. (B + [Vv'|.Iv'])).

A complexidade do Algoritmo Il para o problema de sele¢do generalizada utilizando o
algoritmo II-A, para determinar a solughdo dos problemas de selecdo (b-emparelhamento
méximo sem escalonamento) é:

O(B.(B + [V'|.|V'{).log,U + |V'|(m+n.min(log,n, (1og,C)%)))
onde B= max(x[b;, : v,ev'], Z[|b,| : v.€V']) e
C= max{hU : (v}.,v}.)eEz}: méx({c” : (vi,vj}EE} U {u, : v.€V})

U = méx{dié : (Vi;Vj)EEB} s max{u, : v €V}
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A complexidade dos algoritmos para a resolugio do problema de sele¢éo generalizada depende

do algoritmo utilizado na resolugdo dos problemas de selecio. Na tabela, a seguir, estdo estas

complexidades :

problemas de selecao:

Algoritmo I : O(D + n.log,U.|Vv*|2.|V"|)
Algoritmo II-A : O(D + min(n.A,, B.(|V'|.|V'| + B)).log,U)

Algoritmo II-B : O(D + n.A;.log,U)

Complexidade do Algoritmo Ill, de acordo com o algoritmo utilizado na resolugio dos

Onde

B= max (X[b, : v.ev'], E[{|b.| : v,V ]}

f

b min(Z{b, : v,ev'}, X[b, : v.€V' ] )

B,= max {|bi| : v.ev)

RAREESN A

C= max {h” : (vi,vj.}eEz}:méx{{cij : (vi,vj}GE} U {u,
D = |V'|.(n.min(log,n, (1og,C) ") + m)

, = min(|V"]|,B*).{v'].|V"| + B.loy,B

(n*.]V"|.]|V |.1l0g,B, + n?).log,B,

o
o

U= méx{di} : (vi,vj)eEs} < max{u, : v.€V}

v_EV}}
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CAPITULO 5.

COMPARACOES ENTRE OS ALGORITMOS E CONCLUSOES.

5.1- Introdugao.

Neste capitulo sfo feitas comparagdes entre os algoritmos apresentados nos capitulos 2 e 4, para
resolugao dos problemas: b-emparelhamento méximo bipartido, sele¢ao de vértices e selecao de
vértices generalizada. Na sec¢ho 5.2 é apresentado um estudo comparativo das complexidades
destes algoritmos. Na seccio 5.3, € apresentado um estudo comparativo dos tempos de execugao
destes algoritmos, para diversos problemas gerados aleatoriamente. Na sec¢do 5.4 sao
apresentadas conclusdes e algumas sugestOes para novos trabathos.

£.2. Algumas comparag0es entre as complexidades dos algoritmos.

Nesta secgdo séo feitos estudos comparativos do comportamento assintético dos algoritmos
apresentados neste trabalho, ou seja, as complexidades dos algoritmos em notagao O sdo
comparadas. Na secgo 5.2.1 sdo comparados os algoritmos para a resolugao do problema de b-
emparelhamento méximo bipartido. Na secgo 5.2.2, os algoritmos de resolugéo do problema de
selecac sao comparados. Na secgio 5.2.3, os algoritmos de resoluglio do problema de selegao
generalizada sao comparados

£.2.1- Problema de b-emparelhamento maximo bipartido,

As complexidades dos algoritmos de resolugao do problema de b-emparelthamento maximo sao
encontradas na tabela a seguir. Conforme descrito no capitulo 2, o Algoritmo A € uma
generalizagho do algoritmo de Hoperoft e Karp [HpK-72], para o problema de emparelhamento
méximo bipartido, enquanto o Algoritmo B utiliza a técnica de escalonamento de b, .



Complexidade dos algoritmos de b-emparelhamento méximo bipartido.

Algoritmo A o(min(|V*], (b)*).m+b.log,b)
Algoritmo B (escalonamento) 0((log,B,).(log,B, .n*.m + n?))
Algoritmo Gabow ¢ Tarjan [GbT88] o(b"*.m* + b'.log,b")

onde b = min{X [b, : v.ev'}, Z (b, | : v,€V 1},
B, = max{|b,| : v, eV},
V* = {v. : bi»0}, V -= (v, : b,<0} e |V [g|V],

g} m
b'=X b, e m'=Y min{b, : j=1,2,...n e V;€e,}.
i=1 i=1 J J

Uma comparagio tedrica entre os Algoritmos A e B acima, € apresentada, a seguir. Esta
comparagio, entretanto devido a forma como sao feitos os célculos das complexidades, s6 €
valida para problemas de grandes dimensdes. Para esta comparagio € razodvel supor que

o(b)=n®¢"? e 0(B)=n"{1) o que ¢ bastante comum na literatura (vide por exemplo
(GAT87], [GbTS9)).

O Algoritmo A tem maior complexidade que o Algoritmo B, quando 0 (b) >n*.m.log,n e
O(b)>n? e o Algoritmo B tem maior complexidade que o Algoritmo A quando
o(n*.m.log,n)>b e O(n*.m.log,n)>b*.m.

8.2.2- Problema de selegio.

As complexidades dos algoritmos de resolugio do problema de selecio sdo encontradas na
tabela a seguir. Conforme descrito no capitulo 2, o Algoritmo I utiliza o problema de fluxo
méximo bipartido, enquanto os algoritmos {I-A e II-B utilizam o b-emparelhamento méaximo
bipartido, sendo que o Algoritmo II-A através do Algoritmo A e o Algoritmo II-B através do
Algoritmo B.
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Complexidade dos algoritmos de selegdo,

Algoritmo 1 : o(jv*r|Z. v )

Algoritmo II-A : o({Vv'|.m + min(|[Vv'|,(b)*).|V"]|.|[V | + b.log,b)
Algoritmo 1I-B : o(|v'|.m + log,B,.(n® + n*.|Vv*|.|V |.log,B,))
Algoritmo de : o(min (n®, n.m.log,(n?/m),n°’/3.m?/3))

Piccard [Pic76] {com Karzanov, Gabow e Tarjan, e Galil)

Oonde V' = (v, : bi20)}, V'-= (v, : b,<0} e |[V'|g|V|
b = min{X [b, : v,ev'], ¥ [|b. ]| : v, €V 1},
BE

= max{|b,| : v.ev}.

Uma comparagéo tedrica entre os algoritmos acima, subdividida em dois casos € apresentada, a
seguir. Esta comparagio, entretanto devido a forma como sdo feitos os célculos das
complexidades, s6 € valida para problemas de grandes dimensOes. Para esta comparagio é
razodvel supor que 0(b)=n®‘"’ e 0(B,)=n°‘" (vide por exemplo [GdT87], [GbT8Y}).

- Se G € denso, entdo o Algoritmo 1 tem menor complexidade, sendo que o Algoritmo [I-A tem
igual complexidade quando o(|V*{?.|Vv" |/log,n) > b e o Algoritmo de Picard tem
também a mesma complexidade, quando O (V*)=n.

-Se G € esparso, o Algoritmo I tem menor complexidade quando 0((n.log,n)*)>|v*],
sendo que neste caso o Algoritmo I-A tem complexidade igual & do Algoritmo I se
o(|v*tiZ.
o(|v*])>{n.log,n)".

V' |/log,n)>b. O Algoritmo de Picard tem menor complexidade quando

5.2.3- Problema de selecao generalizada.

A complexidade dos algoritmos para a resolucdo do problema de selegfo generalizada séo
apresentados na tabela, a seguir. Os algoritmos para o problema de sele¢dio generalizada sio
iterativos, resolvendo em cada iteragio um problema de sele¢io. A complexidade destes
algoritmos para a resolucdo do problema de selecio generalizada depende do algoritmo
utilizado na resolugao dos problemas de selecdo. No método T (Algoritmos -1, I-II-A, I-II-B) o
processo iterativo € aplicado diretamente sobre o digrafo dado; enguanto gue nos métodos [l e
I (Algoritmos -1, II-I1-A, IL-IEB, III1, HI-IRA e HII-11-B) o digrafo dado € inicialmente
transformado através do cdleulo de caminhos minimos, em um digrafo bipartido. Além desta



transformagao, o método 11l utiliza a técnica de escalonamento de d ;e

Algoritmo I-1:
Algoritmo II-1:
Algoritmo III-1:

Algoritmo I-II-A:
Algoritmo II-II-A :
Algoritmo HI-II-A :

Algoritmo I-1I-B :
Algoritmo II-1I-B :
Algoritmo I-II-B :

Complexidade dos Algoritmos I, II e I, de acordo com o algoritmo utilizado na resolugfio

dos problemas de seleciio:
o(U,.|[VTIE. V]
o(D + U. V|2, |v |}

O(D + n.log,U.|V"|2.|V"])

O(min (U,.a,, b.mﬁn.bzwhb.n.mz))

O(D + min(U.A,, B.|V'||V |+B?))

O(D + min(n.a,, B.(|V'].{v | + B)).log,U)
O(U, . (|V"].m,+A;))

O(D + U.A;)

O(D + n.A, ,loqu)

onde se Géqualquerr m, = |E| =m e m, < |V'|.]V]

se G ébipartido: m, = 0 e m. < m

;= 2[u,

U

A, = min (|V'[,b").[V"'].|V| + b.log,b + n.m
A, = min(|V"],8%).|V"|.|V"| + B.1log,B
A
D
b

= (n%.

il

B= max{2[b,

1
U= max{dij

C= méx{hij

. T

- + -
2 v,EVT] e (V'] < |V

2

v'i.|v'|.log,B, + n?).log,B,
[v*].(m+n.min(log,n, (10g,C) "))

min(X[b, : v.ev'}, (b, : v.€V'] )

v.ev'y, Zilb.| : v, ev ]}

B, = max(|b.| : v.&V)

: {vi,vj)EEg} s max{u, : V. €V}

: (vi,vj)aﬁ’z}mméx{{cu : {Vi,vg}EE}U{ui : V,EV}H)

O Algoritmo 1l tem maior complexidade que o Algoritmo III, que utilize 0 mesmo algoritmo
para resolver os problemas de sele¢do, quando O(U)>n.log,U ¢ menor complexidade caso

contrario.

54
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Para uma comparagao tedrica entre 0s algoritmos acima, considerando apenas as partes
relativas as complexidades da resolucdo dos problemas de selegio, o Algoritmo I teria maior
complexidade que ¢ Algoritmo ll, visto que o Algoritmo II resolve ndo s6 um nGmero menor de
problemas de sele¢do, mas também estes problemas, para este algoritmo, sdo bipartidos.
Entretanto nos Algoritmos II e IIl, o digrafo € inicialmente transformado em um digrafo
bipartido, através do calculo de caminhos minimos
(0(|V*]. (m+n.min(log,n, (log,C)*)))). Portanto, o Algoritmo II tem menor
complexidade que o Algoritmo I, que utilize o mesmo algoritmo para resolver os problemas de
selecho, sempre que a complexidade do Algoriimo I € maior que
o({v*'|.n.nin(log,n, (log,C)*)). O Algoritmo I tem menor complexidade no caso
contrério. Da mesma forma, o Algoritmo III tem menor complexidade que o Algoritmo I, que
utilize 0o mesmo algoritmo para resolver os problemas de selecdo, sempre que a complexidade
do Algoritmo I € maior que O(|V"|.n.min(log,n, (log,C)*)) e O(U,)>n.log,u. O
Algoritmo I tern menor complexidade que o Algoritmo 111, no caso contrério.

Contudo, devido a forma como séo feitos os cdlculos das complexidades, estas comparagOes sao
validas apenas para problemas de grandes dimensoes.

5.3- Algumas comparacdes praticas entre os algoritmos.

Nesta seccao sao feitos estudos comparativos do comportamento pratico destes algoritmos. Ou
seja, € apresentada uma comparacio dos tempos de execugido de uma implementac@o dos
algoritmos em Turbo Pascal, para alguns problemas gerados aleatoriamente, em um PC-
compativel, que utiliza um microprocessador 8088 e opera a § MHz. Os problemas testados tém
cem vértices e foram considerados grupos de problemas, em que em cada grupo, apenas um dos
pardmetros mencionados tem seu valor alterado. Foram gerados, resolvidos e medidos vinte
problemas de cada tipo. As medidas para cada tipo de problema foram nGmero de jteragbes
{minimo, mé&ximo e médio) e tempo de execugdo (minimo, méaximo, e médio). O namero de
iteragdes representa para estes problemas, também, o nimero de vezes que o referente €
calculado. Sao apresentadas, nesta seccio tabelas contendo os tipos de problemas testados e
para cada um destes tipos ¢ nimero médic de iteragbes e o tempo médio de execugio (em
centésimos de segundo). Os tempos de execugho no microcomputador utilizado podem ter,
entretanto, um erro de 6 centésimos de segundo. Na seccdo 5.3.1, sio apresentados os dados
relativos aos programas dos algoritmos A e B de resolucdo do problema de b-emparelhamento
méximo bipartido. Na secg¢io 5.3.2, sdo apresentados os dados relativos aos programas dos
algoritmos II-A e o de Picard-Dinic de resolugho do problema de selegio. Na secgdo 5.3.3, séo
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apresentados os dados relativos aos programas dos Algoritmos I-I-A, 1L-IL-A, II-II-A de
resolucao do problema de selecho generalizada.

5.3.1- Problema de b-emparelhameto méximo bipartido.

Os ntmeros médios de iteracdes e os tempos médios de execugio dos programas dos dois
algoritmos (A, B, vide capitulo 2) de resolugio do problema de b-emparelhamento maximo,
para alguns problemas gerados aleatoriamente, sdo encontradas na tabela a seguir. Cada linha
da tabela corresponde a um tipo de problema e para cada tipo foram utilizados vinte problemas
gerados aleatoriamente. Néo foram encontradas grandes variagdes entre 0 maximo e o minimo,
nem no ndmero de iteragdes nem no tempo de execucdo, para problemas de um mesmo tipo,
por este motivo a tabela apresenta apenas o nimero médio de iteragbes e o tempo médio de
execugio.

Para problemas de dimenséo semethante aos testados o Algoritmo A mostrou-se superior. Ou
seja, a técnica de escalonamento, embora seja, na teoria para alguns casos, superior, nos testes
realizados (problemas relativamente pequenos) foi consistentemente inferior.

Q parametro com maior influéncia sobre o tempo médio de execugio e sobre o nimero médio
de iteraghes para o Algoritmo A foi o nimero de arestas do grafo. Para o Algoritmo B, o
parAimetro com maior influéncia sébre o tempo médio de execugdo e sobre o numero de
iteragdes foi, também o ndmero de arestas do grafo, mas neste caso notou-se também uma
considerdvel influénecia do valor de B, (=méx{|b,| : i=1,2,..n}) e do valor de
|v*|. Para os problemas testados, verifica-se que os tempos médios de execugao dos
Algoritmos A e B, crescem com o numero de arestas, enquanto os nimeros de iteraghes
decrescem com © numero de arestas,

” Algoritmo A Algoritmo B “

(v v m B, iteragdes  tempo iteragdes  tempo
50 50 200 200 6 27 31 108
50 50 500 200 3 32 23 157
590 50 1000 200 3 54 21 263
50 50 1500 200 2 72 19 339
50 56 2000 200 2 98 17 4312

Tabela 1 com variacio do nimero de arestas,
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ﬂ Algoritmo A

Algoritmo B

vyl (v m B, iteragdes  tempo iteragdes  tempo
50 50 500 10 3 32 iz 82
50 50 500 100 3 32 20 138
50 50 500 200 3 32 23 157
50 50 500 400 3 34 26 184
50 50 500 800 3 34 28 213
50 50 500 1000 3 35 28 206
50 50 500 1500 3 33 31 229
50 50 500 20600 3 35 30 233
Tabela 2 com variacio de B, (=Max{[b, |:i=1,2..n}).
Algoritmo A Algoritmo B
(v} |V m B, iteragdes  tempo iteracées  tempo
10 90 500 200 2 26 15 132
20 80 500 200 2 25 16 130
30 70 500 200 2 31 16 i2s6
40 60 500 200 3 31 19 132
50 50 500 200 3 32 23 157

Tabela 3 com variaco do niimero de vérticesde V™.
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O gréfico, a seguir, ilustra as variagdes dos tempos de execugao e do nimero de iteragbes para
os algoritmos A e B com o ntimero de arestas do grafo.
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£.3.2. Problema de selecio.

Os nimeros médios de iteracdes e os tempos médios de execugio dos programas de resolugéo
do problema de sele¢io em um digrafo qualquer, para alguns problemas gerados
aleatoriamente, através dos algoritmos II-A e Picard s&o encontrados nas tabelas apresentadas a
seguir. O Algoritmo II-B néo estd sendo considerado devido ao seu fraco desempenho (secgao
5.3.1) e o Algoritmo I no esta sendo considerado devido a utilizar o método de Picard sobre o
digrafo transformado. O método de Picard foi implementado utilizando o método de Dinic ,
para o calculo do fluxo méximo, adaptado para digrafos com arcos com capacidade ilimitada. As
tabelas 4, 5 e 6 correspondem a problemas de selecdo em digrafos que néo sio bipartidos com
bipartigdo (V*,V") e as tabelas 7, 8 ¢ 9, a problemas de selegdo em digrafos que sao
bipartidos com bipartigho (v*,v ). Cada linha das tabelas corresponde a um tipo de
problema e para cada tipo foram utilizados vinte problemas gerados aleatoriamente. Nao foram
encontradas grandes variagOes entre o méximo e o minimo, nem no nimero de iteragdes nem no
tempo de execugho, para problemas de um mesmo tipo, por este motivo as tabelas apresentam
apenas o ndmero médio de iteragbes e o tempo médio de executao.
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Para problemas de dimensido semelhante aos testados o Algoritmo de Picard, embora
apresentando um nimero um pouco maior de iteragbes, apresentou um tempo menor de
execugdo. Isto é provocado pelo tempo utilizado no Algoritmo II-A, na transformacao do
problema de selegdio em um problema de selecao em um digrafo bipartido. Este fato justifica a
proximidade dos resultados apresentados nas tabelas para digrafos bipartidos do tipo
((V*,V),E).

O parAmetro com maior influéncia sébre o tempo médio de execugao dos dois algoritmos para
os dois tipos de digrafos testados, foi o ndmero de arcos do digrafo. Para o Algoritmo II-A
aplicado a problemas de sele¢do, definidos em digrafos que ndo sado bipartidos do tipo
((v*,Vv'),E), notouse, também, que o tempo médio de execu¢do apresentou grande
variagdo com relagado ao nimero de vértices em V¥ e em V'; em muito menor escala esta
variacdo, também estd presente para os mesmos problemas, resolvidos pelo Algoritmo de
Picard.

Algoritmo II-A Alg.Picard-Dinic. ”

vl v m B, iteracgdes tempo iteracgdes tempo
50 50 200 200 2 494 10 50
50 50 500 200 2 982 7 66
50 50 1000 200 2 1069 5 91
50 50 1500 200 2 1140 4 134
50 50 2000 200 2 1215 4 201

Tabela 4 com variacao do nlimero de arcos para G qualguer.
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Algoritmo II-A Alg.Picard~Dinic.
vl v m B, iteracgdes tempo iteragdes tenpo
50 50 500 10 2 988 7 64
50 50 500 100 2 288 7 63
50 50 500 200 2 982 7 66
50 50 500 400 2 987 7 65
50 50 500 800 2 988 6 60
50 50 500 1000 2 978 7 68
50 50 500 1500 2 982 7 67
50 50 500 20060 2 283 7 71

Tabela 5 com variagio de B, (=Max{ {bi |1i=1,2..n)) para G qualquer.

Algoritmo II-A Alg.Picard-Dinic. ﬂ
VA B AV A m B, iteragdes tempo iteragdes tempo
10 S0 500 200 2 218 2 24
20 80 500 200 2 413 3 30
30 70 500 200 2 615 4 34
40 60 500 200 2 795 5 42
50 50 500 200 2 982 7 66

Tabela 6 com variacfio do niimero de vértices de v7, para G qualquer.,

Algoritmoc II-A Alg.Picard-Dinic.
lvel v m B, iteragdes  tempo iteragdes  tempo
50 50 200 200 5 53 7 48
50 5C 500 200 3 82 4 67
50 50 16060 200 2 157 3 1238
50 50 1500 200 2 252 3 213
50 50 2000 200 2 364 2 318

Tabela 7 com variacao do nfimero de arcos para ¢=({V",V ) ,E} bipartido.
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ll Algoritmo II-A Alg.Picard-Dinic.

vy (v m B, iteragdes  tempo iteragbes  tempo
50 50 500 10 3 7% 4 65
50 50 500 100 3 82 4 68
50 50 500 200 2 82 4 67
50 50 500 400 3 8z 4 70
50 50 500 800 3 80 4 68
50 50 500 10600 3 82 4 67
50 50 500 1500 3 81 5 69
50 50 500 2000 3 81 4 €7

Tabela 8 com variagio de B, (=M&x{|b.

:i=1,2..n})), para G bipartido.

Algoritmo II-A 2Alg.Picard-Dinic.
vl v m B, iteragdoes  tempo iteragdes  tempo
10 20 500 200 2 83 2 69
20 80 500 200 2 73 2 55
30 70 500 200 2 76 2 55
40 60 500 200 3 78 4 63
50 50 5¢0 260 3 82 4 &7

Tabela 9 com variacao do ntimero de vérticesde V' para G=((V',V },E} bipartido.
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O gréfico a seguir ilustra as variagdes dos tempos de execugdo com o nimero de arcos do
digrafo G, nos dois casos G bipartido € G qualquer, para o Algoritmo e o Algoritmo de
Picard.
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5.3.3- Problema de selecfo generalizada.

Os niimeros médios de iteragdes e os tempos médios de execugio dos programas de resolugdo
do problema de selecdo generalizada em um digrafo qualquer, para alguns problemas gerados
aleatoriamente, através dos Algoritmos I-11-A, II-II-A e III-II-A sdo encontrados nas tabelas
apresentadas a seguir. O Algoritmo II-A foi escolhido para resolver os problemas de selegio
para efeito de comparacio dos métodos 1, II e 11; entretanto o uso de outro algoritmo néo faria
aiteragbes qualitativas na andlise. As tabelas 10 a 14 correspondem aos problemas de selegio
generalizada em digrafos que nao sdo bipartidos com bipartico (V*,V’) e astabelas 15a 19,
aos problemas de selecdo generalizada em digrafos que s@o bipartidos com biparti¢io
(v*,v7}. Cada tabela corresponde a problemas de tipos que diferem pelo valor de um
parAmetro. Cada linha das tabelas corresponde a um tipc de problema e para cada tipo foram
utilizados vinte problemas gerados aleatoriamente. Nao foram encontradas grandes variagdes
entre 0 Maximo e o minimo, nem no namero de iteragbes nem no tempo de execucho, para
problemas de um mesmo tipo, por este motivo as tabelas apresentam apenas © nimero médio
de iteraghes € o tempo médio de execucio.
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Para problemas de dimensao semelhante aos testados o Algoritmo I, embora apresentando, em
geral, um niimero um pouco maijor de iteragbes, apresentou um tempo menor de execucao. Isto
€ provocado pelo tempo utilizado nos Algoritmos II e 111, na transformacao do problema em um
problema de selecao generalizada em um digrafo bipartido. Os trés algoritmos utilizam
transformacbes de digrafos em digrafos bipartidos. Os Algoritmos 11 e 1II, modificam logo no
inicio o digrafo dado através do calculo de caminhos minimos em um digrafo bipartido,
enquanto o Algoritmo | modifica alguns subgrafos do digrafo dado, através do célculo do fecho
transitivo destes subgrafos. O procedimento utilizado nos Algoritmos II e Iil, embora
teoricamente interessante, para os problemas testados demonstrou-se pouco interessante, pelo
tempo utilizado nesta transformacéo. O procedimento utilizado nos Algoritmos |, apesar de ser
realizado mais de uma vez, por ser mais simples e por envolver sempre subgrafos do digrafo
dado, em média digrafos esparsos, mostrou-se mais eficiente para os problemas testados.

Os tempos médios de execugio em fungéo do nidmero de arcos do digrafo para os Algoritmos 11
e Il apresentam comportamentos diferentes dependendo de se G € bipartido ((V*,V7),E)
ou ndo. Se G ¢ bipartido o tempo de execugdo para os dois algoritmos € uma fungao
decrescente do nimero de arcos do digrafo; enquanto se G néo € bipartido € uma fungao
decrescente para a primeira metade do conjunto de nimero de arcos testados e € uma fungao
crescente para a segunda metade do mesmo conjunto. A diferenga de comportamento €
explicada pelo tempo utilizado no calculo de G, que para G qualquer € uma fungao crescente
do namero de arcos. O tempo de execuglo para o calculo de G, n@o € to significativo para
digrafos bipartidos do tipo ((v*,v"),E). Este fato justifica a proximidade dos resultados

apresentados para estes digrafos, pelos trés algoritmos.

Para variagbes dos demais pardmetros ndo foram observadas diferencas significativas de
comportamento do tempo médio de execucio para digrafos quaisquer ou bipartidos.

O pardmetro com menor influéncia sGbre o tempo médio de execucho dos trés algoritmos {oi o
B,
médios de execugio dos Algoritmos I1 e 11l foram bastante préximos, sendo interessante notar,

e o parAmetro com maior influéncia foi o niimero de vértices de V* no digrafo. Os tempos

que o Algoritmo Il apresentou tempo médio de execugido menor que o Algoritmo III para os
menores valores de Umax, Cmax e |V'| e maior, que o Algoritmo Il para os maiores
valores destes parAmetros. Como esperado, para os majores valores de Cmax € Umax
utilizados o Algoritmo I apresentou menor tempo que o Algoritmo II; mas o Algoritmo I foi o
menor tempo, também neste caso.
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Algorit.I Algorit.II Algorit.III
vt v m B, Umax Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
50 5¢ 200 200 200 100 119 1368 111 6042 75 5549
50 50 500 200 200 100 141 1749 115 4493 20 4253
50 50 10600 200 200 160 127 1807 97 3642 86 3814
50 50 1500 200 200 100 112 1863 88 3664 82 4077
50 50 2000 200 200 100 99 1850 77 4103 81 4706

Tabela 10 com variagdo do nidmero de arcos para G qualquer.

Algorit.I Algorit.II Algorit.III
vt oov m B, Umax Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
506 50 500 10 200 100 133 1632 1065 4100 84 3942
50 50 500 100 200 ico l4e 1743 114 4398 89 4301
50 50 500 200 200 100 141 1749 115 4493 90 4253
50 50 500 400 200 100 143 1740 114 4376 87 4159
50 50 500 800 200 160 136 1681 112 4532 85 4172
50 50 500 1000 200 100 152 1802 117 4472 893 4337
50 50 500 1500 200 i60 137 1719 114 4668 88 4412
50 B¢ 500 2000 200 100 146 1686 111 4271 B7 4222

Tabela 11 com variagho de B, (=Max{|b.|:i=1,2..n}) paraG qualquer.

’ Algorit.I Algorit.II Algorit.III
vtoove m B, Umax Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
i1¢ 20 500 200 200 100 29 233 28 695 43 1221
28 80 500 200 200 100 54 - 541 52 1650 57 2024
36 70 500 200 200 100 S0 942 77 2738 77 3118
40 60 EQC 200 200 160 111 1273 94 3755 81 3869
50 50 500 200 200 160 141 1749 115 4493 90 4253

Tabela 12 com variagho do niimero de vérticesde v* para G gualquer.



5.15

n Algorit.I Algorit.II Algorit.III

vroov m B, Umax Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
50 50 500 200 10 1¢ 22 268 23 1346 32 2658
50 50 5G0 200 100 100 105 1225 94 4439 70 4511
50 50 500 200 200 100 141 1749 115 4493 90 4253
50 50 500 200 300 100 168 1872 123 4444 98 4083
Tabela 13 com variacio de Umdx=max { fu.|:i=1,2..n}) para G qualquer.

1 Algorit.I Algorit.II Algorit.IIT
vt v’ m B, Umdx Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
50 50 500 200 300 10 65 800 51 2391 65 3556
50 50 500 200 300 100 168 1972 123 4444 g8 4083
50 50 500 200 300 200 164 1949 129 5434 93 4643
50 50 500 200 300 300 143 1676 120 Bgge 87 5058

Tabela 14 com variacio de Cmiax=max{ jc. ; | ¢ (v,,v,)}EE} para G qualquer.

h Algorit.I Algorit.II Algorit.III
vt v m B, Umax Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
50 50 260 200 200 106 158 1601 125 4063 92 3673
50 50 500 200 200 160 155 1602 109 2782 97 2593
50 b0 106060 200 200 160 126 1519 92 2061 88 2278
50 50 1500 200 200 100 105 1437 78 1735 88 2193
50 50 20600 200 200 100 100 1459 73 1869 87 2172

Tabela 15 com variacfo do niimero de arcos para G=({V',V ) ,E} bipartido,
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” Algorit.I Algorit.II Algorit.III

vtV m B, Umax Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
50 50 500 106 200 i00 142 1502 S8 2698 88 2512
50 5O 500 100 200 100 152 1631 111 2902 97 2574
50 50 560 200 200 100 155 1602 108 2782 97 2593
50 50 500 400 200 100 183 1650 113 2920 97 2680
50 50 500 800 200 i0o0 145 1536 105 2749 96 2641
50 50 500 1500 200 100 159 1687 114 2957 101 2576
50 50 500 2000 200 100 153 1613 108 2779 97 2541
Tabela 16 com variacio de B, (=max{|bi|:i=1,2..n}) para ¢ bipartido.

H Algorit.I Algorit.II Algorit.III H
vtov m B, Umax Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
10 980 500 200 200 100 16 128 15 385 29 676
20 80 560 200 200 100 37 320 33 776 45 1226
30 70 500 200 200 100 66 663 57 1439 63 1857
40 60 500 200 200 100 104 1086 84 2187 81 2366
50 50 500 200 200 100 155 1602 i0e 2782 97 25983

Tabela 17 com variacao do niimero de vérticesde V¥ para 6=({(V*,V ) ,E) bipartido.

“ Algorit.I Algorit.II Algorit.III

vty m B, Umdx Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
50 50 500 200 10 10 23 226 22 713 36 171¢
50 50 5060 200 100 100 117 11is¢0 94 2746 81 3074
50 &Bo 500 200 200 100 i64 1697 115 2901 100 2532
50 5¢ 500 200 300 100G 163 1753 115 2811 103 2660

Tabela 18 com variac¢io de Umédx=max{] u.

:i=1,2..n} para G bipartide.
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“ Algorit.I Algorit.II Algorit.III

vt v m B, Umdx Cmax iter tempo iter tempo iter tempo
50 50 500 200 300 10 76 701 56 879 77 1885
50 50 5060 200 300 100 163 1753 115 2811 163 2660
50 560 500 200 300 200 185 2073 134 3785 106 2922
50 50 500 200 300 300 150 1933 136 4347 ¢ 3390

Tabela 19 com variacho de Cmax=Max{|c, ;

H (vi,vj)e}:} para G bipartido.

O grafico a seguir ilustra as variagbes dos tempos de execugdo com o namero de arcos do

digrafo G, nos dois casos G bipartidoe G qualquer, para os algoritmos I, Il e I1] e, também,

para a transformacéo do digrafo utilizada pelos algoritmos I e II1 .

b Tempo de execucio em segundos
60 -+
55 +
50 -
Alg Hi G gqualguer
43 -+
o Alg TI G gqualquer
40 +
35 +
30 +
25 + alg HI G bipartido
Calcule de Gy
20 A G qualguer
o Alg T G gualquer
Alg II G bipartido
15 -+ . Alg 1 G Bipartide
10 — 6
5 4+ ..... o Céleule de G
° L@ R G ~ G bipartide ©
G} ‘‘‘‘ @ ............ =

o

200 500 1000 1500 2000 Num. de Arcos
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O grafico a seguir ilustra as variagdes dos tempos de execugdo com o valor de
C=max{c, ; : (v,,v,)EE} do digrafo ¢, nos dois casos G bipartido € G qualquer, para os
algoritmos 1, IT e 111

Py
Fi

Tempo de execucéo em segundos

Alg 11 G qualguer

Alg 11l G gualquer

Alg II G bipartide

» Alg III G bipartido

» Alg 1 & bipartido
Alg I G qualguer

i0 166 200 300 Cmiax

5.4- Conclustes.

No estudo do problema de b-emparelhamento méximo bipartido dois novos algoritmos sao
propostos. No primeiro (Algoritmo A) € feita uma generalizagio do Algoritmo de Hoperoft e
Karp [HpK73]. Esta generalizagio consiste em adaptar um algoritmo de um problema 0,1 para
um problema de programagio inteira. A complexidade do Algoritmo A é provada através de
uma série de novos teoremas que generalizam os resultados obtidos por Hopceroft e
Karp [HpK73] e um resultado obtido por Even e Tarjan [EvI7S]. No segundo algoritmo
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(Algoritmo B) € feito um estudo original da utilizagao da técnica de escalonamento de Edmonds

e Karp [EdK72] (apresentada para o problema de fluxo de custo minimo) para o problema de
b-emparethamento méximo bipartido. -

No estudo do problema de selecdo dois novos algoritmos sdo propostos. Os dois algoritmos
utilizam a equivaléncia entre um problema de sele¢io em um digrafo qualquer e um problema
de selecao em um digrafo bipartido, estabelecida no Teorema 2.1 (novo). Este resultado foi
importante para a transformacao do problema, utilizada pelo Algoritmo i, em um problema de
b-emparelhamento maximo bipartido.

A resolugdo do problema de selegho através do problema de fluxo méximo, ndo tira proveito, no
calculo do fluxo dos arcos do digrafo G ndo terem limitante superior. Na realidade nenhum
corte minimo pode apresentar um arco de E (com capacidade infinita) direcionado de S para
T, onde (S,T) € a biparticao de vértices determinada pelo corte minimo com s € S e
t € T. No problema de b-emparelhamento méaximo os arcos nao t&€m limitante superior, logo
o problema de sele¢do se enquadra melhor neste problema, isto € o calculo da complexidade do
algoritmo que utiliza o problema de b-emparelhamento fica mais proximo do esforco
computacional real. Eniretanto, para os problemas testados (problemas relativamente
pequenos) a transformacao do digrafo em um digrafo bipartido, foi relativamente demorada e
na implementac¢do do fluxo maximo utilizada os arcos foram considerados sem limitacdo em sua
capacidade. A implementagao realizada ndo permitiu trabalhar com digrafos com nlmero muito
grande de vértices, devido a restrigdes do Turbo Pascal.

No estudo do problema de sele¢ao generalizada apresentado, a €nfase foi dada na determinagio
das varidveis duais do problema de fluxo de custo minimo. Os métodos, mais recentes, de
resolucao do problema de fluxo de custo minimo utilizam o célculo de um grande nGmero de
caminhos minimos em um digrafo ou o calculo de um certo nimero de fluxos méaximos. Um
processo de resolugdo para o problema de selecdo generalizada, que ndo calculasse um ndmero
muito grande de caminhos minimos e tirasse proveito de ndo haver para este problema
canalizacado nos arcos foi procurado. Um novo algoritmo de resolugdo que ao invés de resolver
em cada iteracdo problemas de fluxo méximo resolvem problemas de b-emparelhamento
méximo bipartido, possibilitando uma melhor avaliagdo do esfor¢o computacional, foi obtido.
Os algoritmos propostos para o problema de selegdo generalizada utilizam um processo de
deslocamento da solugho viavel e de uma reduc@o da regifo vidvel, que ndo € aplicavel a um
programa linear qualquer, mas € valida para o problema de sele¢do generalizada, como
demonstrado no Teorema 4.1 (novo).
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Um dos algoritmos apresentados consiste, em determinar, em cada itera¢do, uma melhora do
valor da fung&o objetivo. A diregdo de deslocamento da solugdo, corresponde a uma diregéo
viavel de subida da fungho, e estd relacionada com o gradiente da fungo objetivo € com os
limites da regiao de viabilidade, mas leva sempre em consideragdo que a solugio 6tima desejada
deve ser inteira. (Deslocamentos na diregio do gradiente ou de uma sua proje¢io no conjunto
de solugbes vidveis, ndo garantein alcangar a fronteira em um ponto com componentes inteiras).

Tendo por base o problema de determinagio de caminhos minimos em um digrafo, foi
desenvolvido algoritmo para modificacdo do problema transformando-o em um problema de
selegho generalizada em um digrafo bipartido, esta transformagio é feita com o céleulo de no
maximo n {(nGmero de vértices) problemas de caminho minimo.

Foram utilizados, para a resolugdo dos problema de sele¢io estudados, transformagdes do
problema em um digrafo qualquer para um problema do mesmo tipo em um digrafo bipartido.
Seria interessante verificar para que outros tipos de problemas, esta transformacio é possivel e
facilita ou possibilita a determinagao de uma solugéo 6tima.

Diversos trabalhos t€m sido apresentados para os problemas de fluxo, utilizando algumas
estruturas de dados especiais para a representagdo dos dados do problema, de maneira a
teoricamente diminuir o nimero de operagdes necessérias para a resolugio do problema. Um
trabalho interessante a ser realizado seria um estudo sobre a melhor estrutura de dados a
utilizar, para melhorar a complexidade dos algoritmos e verificar, se a esta methora tedrica
corresponderia uma melhora, em termos préaticos dos algoritmos. Por exemplo a arvore
dindmica utilizada por Sleator e Tarjan [SIT83] para o problema do fluxo méximo, embora

teoricamente seja melhor do que o método de Dinic apresenta na prética, um comportamento
pior, segunds 0s proprios autores.

Diversos trabalhos tém sido apresentados recentemente com algoritmos paralelos para a
resolu¢io de problemas combinatérios. Um estudo da possiblidade de vma implementacao
paralela para os algoritmos apresentados poderia ser realizado.
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