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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo a realizagao de um estudo sobre o
problema de separagao cega de fontes. Em uma primeira parte, considera-se o caso
classico em que o sistema misturador é de natureza linear. Na seqiiéncia, a extensao
ao caso nao-linear é tratada. Em particular, enfatizamos uma importante classe
de modelos nao-lineares, os modelos com nao-linearidade posterior (PNL). Com
o intuito de contornar uma dificuldade relacionada a convergéncia para minimos
locais no treinamento de sistemas separadores PNL, uma nova técnica é proposta.
Tal solucao se baseia no uso de um algoritmo evolutivo na etapa de treinamento e de
um estimador de entropia baseado em estatisticas de ordem. A eficacia do algoritmo

proposto é verificada através de simulacoes em diferentes cendrios.

Abstract

The aim of this work is to study the problem of blind source separation (BSS).
In a first part, the classical case in which the mixture system is of linear nature is
considered. Afterwards, the nonlinear extension of the BSS problem is addressed. In
special, an important class of nonlinear models, the post-nonlinear (PNL) models,
is emphasized. In order to overcome a problem related to the convergence to local
minima in the training of a PNL separating system, a novel technique is proposed.
The bases of such solution are the application of an evolutionary algorithm in the
training stage and the use of an entropy estimator based on order statistics. The

efficacy of the proposal is attested by simulations conducted in different scenarios.
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Capitulo

Introducao

Um dos principais temas em processamento de sinais diz respeito a recuperagao
de sinais de interesse (fontes) através da observacdo de misturas deles. Nas
estratégias classicas, essa tarefa é realizada levando em conta caracteristicas
relevantes desses sinais fontes, ou, ainda, informacgoes sobre o processo de mistura.
Um exemplo tipico ocorre nas situagoes em que as caracteristicas espectrais dos
sinais, misturados no tempo, sao bem conhecidas. Neste caso, é possivel separéi-los
a partir do emprego de filtros seletivos em freqiiéncia, por exemplo. Evidentemente,
h4, nesta estratégia, uma hipotese tacita relativa a necessidade de que os sinais
tenham espectros distintos.

Este exemplo simples ilustra bem algumas restrigoes presentes nas estratégias
supervisionadas, ou seja, aquelas que pressupoem a existéncia de informacoes
sobre os sinais e sistemas envolvidos no processo de mistura. Primeiramente, a
necessidade deste conhecimento ja é uma consideravel limitacao em si, dado que
existem aplicagoes nas quais tal exigéncia pode ser inatingivel. Um outro ponto, mais
relacionado ao exemplo em questao, é que, por fundamentar a separacao das fontes
em uma qualidade especifica delas, a aplicagao eficiente deste tipo de estratégia passa
a estar condicionada a satisfacao de hipoteses restritivas sobre os sinais e sistemas
envolvidos.

Uma maneira de contornar essas dificuldades seria conceber novas estratégias

tendo em mente a busca por um maior grau de generalidade, no sentido de se
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assumir tao pouca informacao quanto possivel sobre a geracao dos dados a serem
processados. Este paradigma representa o principio essencial do processamento nao-
supervisionado (cego) de sinais, e, conseqiientemente, da separagao cega de fontes
(BSS, Blind Source Separation), um dos principais temas de pesquisa nesta area.

Na separacao cega de fontes, a recuperacao dos sinais de interesse é feita com base
apenas em suas misturas. Desde seu surgimento, na década de 1980, este problema
vem recebendo uma atencao consideravel de pesquisadores das mais diversas areas.
Um dos motivos desse interesse significativo diz respeito a generalidade presente em
sua formulacao, o que, por sua vez, proporciona uma ampla gama de aplicacoes.
Alguns exemplos de problemas de separacao de fontes podem ser encontrados em
processamento de sinais biomédicos, telecomunicacoes e tratamento de sinais de
audio.

Inicialmente, o problema de separacao cega de fontes foi abordado através da
andlise de componentes independentes (ICA - Independent Component Analysis),
uma técnica em representacao de dados que pode ser vista como uma extensao
da classica andlise de componentes principais (PCA). Nao obstante o fato de a
ICA ter origens no problema de separacao, esta técnica possui aplicagoes que
nao necessariamente estao ligadas a este problema. Ainda assim, esta abordagem
¢ geralmente associada a BSS, certamente por prover as bases dos principais

algoritmos desenvolvidos para tal problema.

1.1 Objetivos

Diante da relevancia do problema de BSS, um primeiro objetivo do presente
trabalho é realizar um estudo das principais técnicas existentes para a resolucao
deste problema, em particular daquelas baseadas na ICA. Em um primeiro momento,
nosso estudo abrangeu os casos em que o processo de mistura é modelado por um
sistema linear. Em seguida, abordamos uma importante extensao do problema de
separacao na qual a mistura das fontes possui um carater nao-linear.

Um outro objetivo que acompanhou o desenvolvimento deste trabalho foi a
busca por contribuicoes originais para os casos estudados. Isto ocorreu para

uma importante classe de modelos nao-lineares, denominada modelos com nao-
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linearidade posterior. No caso, um novo algoritmo capaz de superar um dos
principais empecilhos presentes nesta situacao, a convergéncia para minimos locais,
foi proposto. Nossa solucao teve como base o uso de um algoritmo evolutivo
(opt-aiNet) na etapa de treinamento e de um estimador de entropia baseado em
estatisticas de ordem.

Por fim, tendo em vista que a abrangéncia do assunto dificulta por vezes um
estudo preliminar da literatura em BSS, um outro objetivo desta proposta foi a

redacao de um documento que auxilie novos pesquisadores na area.

1.2 Organizagao

O restante da presente dissertacao esta organizada em quatro capitulos, sendo

que o conteido de cada um deles é apresentado a seguir:

e Capitulo 2: Neste capitulo, os aspectos basicos do problema de separacao cega
de fontes e algumas das principais aplicacoes deste assunto sao descritas. Além
disso, tratamos de um outro conceito de fundamental importancia em BSS: a
andlise de componentes independentes. Por fim, mencionamos outros métodos,

alternativos & ICA, que podem ser utilizados na tarefa de separacao.

e Capitulo 3: A separacao de fontes para o caso de misturas lineares é tratada
neste capitulo. Inicialmente, os principais critérios de separacao existentes,
bem com os algoritmos desenvolvidos a partir deles sao apresentados. Um
outro ponto discutido se refere as relacoes existentes entre esses diversos
critérios e a existéncia de minimos espirios nas superficies de otimizacao
associadas. Por fim, uma anéalise comparativa dos principais algoritmos, obtida
através de simulagoes, é apresentada. No caso, consideramos algoritmos com

operacao em batelada e adaptativos.

e Capitulo 4: Neste capitulo, a extensao do problema de separacao de fontes
para o caso em que as misturas sao nao-lineares é abordada. Inicialmente,
discute-se a viabilidade do uso da ICA neste problema. Em seguida, algumas

técnicas destinadas ao caso geral, sem restricoes sobre o sistema misturador,



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

sao brevemente discutidas. Um outro ponto de grande relevancia neste
tema, o modelo com nao-linearidade posterior, também é abordado neste
capitulo. No tocante a esta classe de modelos, expomos algumas das solugoes
existentes e discutimos as principais dificuldades a serem superadas neste caso.
Finalmente, apresentamos uma nova proposta para este caso em particular e
os resultados de alguns experimentos realizados com o intuito de verificar a

eficacia de tal solucao.

e Capitulo 5: Encerra o documento um capitulo contendo as conclusoes gerais

da dissertagao e as perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo

Separacao Cega de Fontes

Este capitulo versa sobre os aspectos basicos referentes a Separacao Cega de
Fontes (BSS, Blind Source Separation). Inicialmente, descrevemos o problema
e apresentamos um breve histérico sobre este tema. Em seguida, discorremos
sobre algumas de suas principais aplicagoes e expomos a caracterizagao matematica
do problema. Por fim, introduzimos os fundamentos de um assunto fortemente
relacionado & BSS, a Andlise de Componentes Independentes (ICA, Independent
Component Analysis), e tecemos alguns comentarios sobre outras abordagens
alternativas a ICA em BSS.

2.1 Descricao do Problema

Consideremos a situacao apresentada na Figura 2.1. No caso, um conjunto de N
sinais fontes ¢ submetido a agao de um sistema misturador, ou seja, um sistema cujas
M saidas correspondem a misturas de tais fontes'. O problema de separacao cega de
fontes esta relacionado a recuperacao desses sinais através de amostras das misturas.
A peculiaridade da BSS perante outros temas em filtragem é que, nesse caso, nao
h4 a necessidade de um conhecimento preciso do sistema misturador e das fontes?,

o que a torna particularmente ttil em problemas de carater nao-supervisionado, ou

I Mais adiante, veremos como N e M podem estar relacionados.
2Por exemplo, veremos mais adiante que, na abordagem da BSS via ICA, é necessario apenas

conhecer a estrutura do sistema misturador e que as fontes sejam estatisticamente independentes
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seja, nas situacoes em que é inviavel, ou mesmo impossivel, utilizar qualquer tipo
de sinal piloto no ajuste do sistema separador. O problema é dito cego justamente

devido a esta falta de informacao sobre as misturas e as fontes.

Estimativas das

Fontes Misturas fontes
s,(n) ( \ xm o \ Y,(n)
%, Sistema % () _,| Sistema ﬂ,
: Misturador . Separador :
sy(n) . X, (n) . yy(n) .
— - —
-/ \

Figura 2.1: Modelo do Problema de Separacao Cega de Fontes

2.2 Breve Historico

O trabalho de Hérault, Jutten e Ans (Hérault, Jutten & Ans, 1985) é considerado
o marco inicial da BSS. A motivacao de tal trabalho proveio de um problema
biolégico relacionado a codificacao empregada pelo sistema nervoso central para
a ativacao muscular. Mais especificamente, levando em conta que um tnico sinal
codifica duas informagoes relevantes (no caso, deslocamento e velocidade angular
do movimento) e que o cérebro consegue realizar esta tarefa com sucesso, tentou-
se obter um método computacional capaz de distinguir essas duas informacoes.
A despeito das limitagoes praticas do algoritmo desenvolvido (trataremos delas
com mais detalhes na Se¢do 3.2.1), esse trabalho foi o primeiro a apontar para a
necessidade da aplicagao de estatisticas de ordem superior ao problema, o que, como
veremos na Se¢ao 2.5, mostrou-se fundamental na concepgao de métodos eficientes de
BSS. Além do mais, um dos alicerces do paradigma BSS /ICA, a modelagem algébrica
dos sistemas misturador e separador, também foi originalmente introduzido por esse
mesmo trabalho.

Apesar da importancia das contribui¢oes presentes em Héraul et al. (1985),

foi somente no inicio da década de 1990 que a BSS passou a atrair uma atencgao

entre si.
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consideravel dos pesquisadores, principalmente na Europa. Um dos principais
responsaveis por esse feito foi Pierre Comon, que, a partir dos resultados obtidos
na década de 1950 por Darmois, formalizou a idéia da ICA e mostrou como a
independéncia estatistica se insere no problema de separagao de fontes (Comon,
1994). Essa contribui¢do teve papel fundamental no desenvolvimento de novos
métodos de BSS e no estudo das relagoes entre as diversas estratégias posteriormente
desenvolvidas.

Um outro pesquisador francés cuja contribuicao foi fundamental para o
desenvolvimento da BSS foi Jean-Francois Cardoso. Além dos estudos sobre
o estimador de méxima verossimilhanca em BSS (Cardoso, 1998a), Cardoso
introduziu métodos tensoriais no problema (Cardoso & Souloumiac, 1993) e também
desenvolveu o chamado gradiente relativo (Cardoso & Laheld, 1996), um método de
otimizacao extremamente conhecido em BSS, que, como sera visto na Secao 3.2.8, foi
obtido independentemente por Amari (Amari, 1998), que o denominou de gradiente
natural.

Podemos dizer que o trabalho de Bell e Sejnowski (Bell & Sejnowski, 1995)
também foi crucial para a popularizacao da BSS, pois, além de estabelecer
importantes ligacoes entre alguns estudos em codificagao neural e a ICA, o
algoritmo proposto por tais pesquisadores causou um certo furor na comunidade
de processamento de sinais devido, sobretudo, a sua capacidade de separar um
consideravel nimero de fontes e a sua simplicidade de implementacao, qualidades
fundamentais em diversas aplicacoes das técnicas de BSS. Assim, essa contribuicao
serviu para mostrar que, apesar da complexidade inerente ao problema de separagao,
seria sim possivel desenvolver técnicas implementaveis em cenérios praticos.

Por fim, ainda no que diz respeito as contribuicoes centrais responsaveis
pelo desenvolvimento do conjunto BSS/ICA, destacamos os trabalhos de trés
pesquisadores finlandeses: Karhunen, Oja e Hyvérinen. Os trabalhos de Karhunen
e Oja (Karhunen, Pajunen & Oja, 1998) permitiram interpretar a ICA como uma
extensao nao-linear da consagrada técnica de Anélise de Componentes Principais
(PCA, Principal Component Analysis). Tal abordagem teve um papel fundamental
no entendimento da ICA como um tema relevante em analise de dados, ou, ainda, em

andlise multivariavel. J& Hyvérinen contribuiu para o desenvolvimento de critérios
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baseados na maximizagao da nao-gaussianidade (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001),
nos quais se baseia uma das técnicas mais utilizadas em separacao de fontes, o
FastICA.

Além das contribui¢oes supracitadas, ha ainda outros trabalhos da década de
1990 que foram importantes para a consolidacao da BSS. Procuraremos nessa
dissertacao, especificamente no Capitulo 3, apresentar os aspectos basicos das
principais abordagens desse periodo. Veremos que a grande maioria desses trabalhos
foi desenvolvida levando em conta modelos simplificados de sistemas misturadores,
essencialmente lineares e instantaneos (adentraremos a descrigdo desses modelos na
Se¢ao 2.4).

J& em um segundo periodo da BSS, cujo inicio se deu no final da década de
1990, as atencoes dos pesquisadores voltaram-se para a extensao dos resultados
previamente obtidos a casos mais complexos de sistemas misturadores, como, por
exemplo, modelos nao-lineares, dinamicos e sub-determinados. Ainda nos dias
atuais, essas vertentes correspondem aos principais temas de estudo em BSS.

Podemos também destacar outros dois assuntos que marcam o estagio atual
dos estudos em BSS. O primeiro deles refere-se a dissociacao entre a BSS e a
ICA, que pode ser constatada pelo crescente nimero de trabalhos na literatura que
abordam a BSS por meio de outras metodologias, alternativas a ICA, e, também,
pelo surgimento de outras aplicacdes para a ICA. A outra tendéncia na area remete
a consolidacao de diversas aplicacoes em BSS, principalmente em processamento de
sinais biomédicos, que pode ser verificada pela expressiva quantidade de artigos
que versam sobre essa questao nas duas ultimas edigoes da conferéncia mais
representativa da area (Puntonet & Prieto, 2004; Rosca, Erdogmus, Principe &
Haykin, 2006).

2.3 Aplicacoes

A generalidade presente na formulagao do problema de BSS possibilita uma vasta
gama de aplicagoes, compreendendo desde problemas envolvendo sinais biomédicos
a problemas relacionados a econometria. Veremos nesta se¢ao algumas aplicacoes

de destaque das técnicas de BSS nessas diferentes éareas.
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2.3.1 Processamento de sinais biomédicos

Em engenharia biomédica, é de grande interesse o desenvolvimento de métodos
de aquisicao de sinais biomédicos de um paciente que sejam nao-invasivos e, ainda
assim, confiaveis. O EEG (Eletroencefalograma) e o ECG (Eletrocardiograma) sao
dois exemplos bem conhecidos de técnicas que operam de acordo com este principio.
Todavia, tal tarefa é de extrema complexidade, tendo em vista a impossibilidade
de captar, por meio de sensores posicionados em uma determinada regiao do corpo
humano, apenas os sinais de interesse para um determinado exame, principalmente
devido & interferéncia de sinais gerados pelos mais diversos tipos de atividade
fisiologica. Em suma, esses procedimentos sao, geralmente, caracterizados por uma
baixa relagao sinal-ruido (SNR, Signal-to-Noise Ratio).

Uma estratégia freqiientemente utilizada para diminuir a intensidade do ruido
nas amostras obtidas fundamenta-se na repeticao de diversas realizagoes do exame,
de modo que seja possivel levantar um comportamento médio dos dados de interesse.
A despeito dos bons resultados atingidos, esse tipo de abordagem exige a execucao
de um elevado nimero de repeti¢oes, o que, em alguns casos, pode nao ser um
procedimento vidvel. Além disso, tal conduta pode causar fadiga nos individuos
examinados, o que, por sua vez, acarreta alteracoes artificiais dos padroes obtidos,
principalmente no monitoramento de sinais cerebrais.

O emprego de técnicas de BSS oferece uma alternativa eficiente a essa abordagem,
posto que, neste caso, a recuperacao dos sinais de interesse se da através de estagios
sofisticados de processamento conduzidos posteriormente a captacao dos dados, o
que requer a realizacdo de apenas um experimento. Além disso, como veremos
mais adiante, a auséncia de modelos capazes de determinar quais sinais fisiologicos
interferentes sao captados, e, ademais, como eles se misturam, posiciona esse tipo
de problema em uma condi¢ao extremamente favoravel & aplicacao dos métodos de
BSS. Uma boa evidéncia dessa aplicabilidade pode ser comprovada pela expressiva
quantidade de trabalhos de separacao de sinais biomédicos, a tal ponto que podemos
dizer que, atualmente, esta area corresponde ao principal dominio de aplicacoes
técnicas de BSS. Na seqiiéncia, apresentamos algumas das aplicagoes relacionadas a

este tema.
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ECG (Eletrocardiograma)

O ECG é um procedimento muito comum que permite o diagnostico de diversas
patologias cardiacas através do monitoramento da atividade elétrica do coragao.
Basicamente, os sinais elétricos captados nesse exame apresentam caracteristicas
temporais particulares como, por exemplo, a chamada onda P e o complexo
QRS (Jung et al., 2000). Assim, a partir da observacao de distor¢oes nesses padroes
caracteristicos, um especialista é capaz de diagnosticar se ha alguma patologia, e,
dependendo de como esta distorcao se dé, de determinar de qual mal se trata.

E de grande complexidade a situacio em que se deseja monitorar a atividade
cardiaca de um feto, dado que, nesta situacao, além da presenca de sinais
interferentes, a atividade cardiaca da mae sobressai nos sinais captados (Jung et
al., 2000; Lathauwer, Moor & Vandewalle, 2000). Apesar de algumas técnicas
serem capazes de obter a freqiiéncia cardiaca fetal, geralmente os procedimentos
praticos executados nestes métodos sao significativamente mais complexos que os
presentes no ECG (Lathauwer, Moor & Vandewalle, 2000). Por outro lado, mesmo
um especialista encontraria dificuldades para analisar a atividade cardiaca do feto
através dos sinais ECG, o que indica a necessidade de um estagio de processamento
capaz de recuperar os sinais de interesse. Uma possibilidade neste caso é langar
mao de técnicas de BSS, que, conforme ja mostrado na literatura (Lathauwer, Moor
& Vandewalle, 2000; Barros, 2002), sao capazes de gerar resultados satisfatorios a
partir de algoritmos simples e eficientes.

As técnicas de BSS também podem ser aplicadas em outras duas questoes
referentes a analise de ECG. A primeira delas relaciona-se a remocao dos mais
diversos tipos de sinais interferentes (usualmente chamados de artefatos), como,
por exemplo, sinais provenientes das atividades respiratéria e muscular (Barros,
Mansour & Ohnishi, 1998). Uma outra possibilidade (Jung et al., 2000) sugere a
utilizacao das ferramentas de BSS na tarefa de distinguir os estagios de repolarizacao

e despolarizagao dos atrios e dos ventriculos.
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EEG/MEG /fMRI

A analise de exames de monitoramento de atividade cerebral exerce uma papel
fundamental no problema de mapear quais regioes do cérebro sao responsaveis
pela execucdo de uma determinada tarefa.  Além do mais, esses exames
auxiliam especialistas na realizacao de diagnoésticos de determinadas patologias.
Naturalmente, diante da complexidade existente em qualquer tipo de procedimento
cirirgico no cérebro, é fundamental que tais exames possam ser feitos de modo nao-
invasivo. O EEG (Eletroencefalograma) e o MEG (Magnetoencefalograma) (Jung
et al., 2000) constituem dois exemplos de técnicas que operam de acordo com
este principio, ou seja, que captam as atividades cerebrais através de sensores
posicionados no escalpo. Ao passo que o EEG é sensivel as correntes elétricas
induzidas em uma determinada regiao cerebral ativada, o MEG capta os campos
magnéticos originados por esta mesma ativagao.

Uma das mais utilizadas técnicas de mapeamento cerebral fundamenta-se na
observacao das atividades cerebrais de um paciente no decorrer de um experimento
no qual um certo tipo de estimulo (auditivo, por exemplo) é apresentado diversas
vezes. Uma dificuldade inerente a essa estratégia provém da existéncia de sinais
interferentes gerados pelas atividades cerebrais de fundo e pelos diversos artefatos
existentes, como por exemplo, os sinais elétricos resultantes do piscar dos olhos.
Deste modo, os sinais EEG e MEG representam um conjunto de misturas, sendo
que, assim como no caso do ECG, pouco se sabe sobre os sinais fontes e sobre
o processo de mistura. E justamente neste contexto que as técnicas de BSS vém
sendo aplicadas com sucesso (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001; Jung et al., 2000),
mesmo em situagoes com baixa SNR.

Um outro método capaz de monitorar as funcoes cerebrais de modo nao-invasivo
é ressonancia magnética funcional (fMRI, Functional Magnetic Resonance Imaging),
cujo modo de operacao esta associado as diferencas entre as propriedades magnéticas
do sangue oxigenado (diamagnético) e o desoxigenado (paramagnético). Quando
uma determinada regiao do cérebro é ativada, ha um aumento local do fluxo de
sangue oxigenado, e, conseqiientemente, uma alteragao das propriedades magnéticas
no entorno de tal regidao. E exatamente esta alteracao que é detectada pela fMRI.

Assim como no caso do EEG e do MEG, a aplicacao das técnicas de BSS também
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pode contribuir para uma melhor interpretacido das imagens adquiridas (Calhoun,
Adali, Hansen, Larsen & Pekar, 2003).

2.3.2 Telecomunicacoes - BSS e equalizacao cega de canais

A aplicacao da BSS em telecomunicacoes esta fortemente relacionada a um tema
de expressiva relevancia em comunicacoes digitais: a equalizacao de canais. A seguir,
faremos uma descricao sucinta deste assunto com o intuito de indicar as principais
relacoes entre ambos os temas.

A idéia essencial de um sistema de comunicagao é fazer com que a informacao
enviada por um transmissor possa ser obtida de maneira tao fiel ao original quanto
possivel por um receptor. Assim sendo, é primordial que o desenvolvimento de
sistemas de comunicacao leve em conta estratégias capazes de mitigar as distorgoes
introduzidas pelo canal, elemento presente entre o transmissor e o receptor, na
informacao transmitida. Em uma das estratégias mais empregadas, a equalizacao
de canal, utiliza-se um filtro (equalizador) no receptor de modo que este seja capaz
de inverter a acao do canal. O esquema basico da equalizacao ¢ apresentado na
Figura 2.2. No caso, os sinais s(n), z(n) e y(n) correspondem, respectivamente, ao

sinal transmitido, ao sinal recebido e a estimativa do sinal transmitido.

y(n)
Equalizador

Figura 2.2: O Esquema de Equalizacao

Em esséncia, o desenvolvimento de técnicas de equalizacao estd intimamente
relacionado a concepcao de critérios que guiem o ajuste dos parametros livres do
equalizador de modo que se obtenha uma boa estimativa do sinal transmitido.
Por exemplo, em um dos paradigmas mais conhecidos, adota-se como critério a
minimizagao do erro quadratico médio entre a saida do equalizador e o sinal desejado,
1no caso, o sinal transmitido (Haykin, 1996).

No caso supracitado, chama a atencao o fato de que o critério adotado se apoia

no conhecimento tanto do sinal recebido quanto de amostras do sinal transmitido.
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Essa necessidade caracteriza o paradigma de equalizagdo supervisionada (Haykin,
1996). Em contrapartida, os critérios presentes na equalizagao nao-supervisionada
(ou cega) utilizam, além dos sinais recebidos, apenas algumas informagoes
estatisticas dos sinais transmitidos. Uma vantagem desta estratégia em relacao
ao paradigma supervisionado ¢ a possibilidade de realizar o ajuste dos parametros
concomitantemente com a transmissao dos dados. Por outro lado, a etapa de ajuste
dos parametros no caso cego é significativamente mais complexa (Haykin, 1994).

ApoOs essa descricao sucinta, sumariemos a esséncia da equalizacao cega:
recuperar o sinal transmitido, através de um filtro no receptor, valendo-se apenas de
amostras da saida do canal. Ora, a luz do que discutimos sobre o problema de BSS
na Secao 2.1, fica patente a semelhanca entre as formulagoes de ambos os casos. A
diferenca basica é que, originalmente, a equalizacao é definida em um cenario SISO
e se baseia em filtragem temporal, ao passo que a BSS aborda sistemas MIMO e
se fundamenta em filtragem espacial. Ainda assim, é possivel formular o problema
de equalizagao cega de canais SISO como um de BSS (Hyvérinen, Karhunen & Oja,
2001).

Motivados por essa formulagdo andloga, alguns trabalhos (H. H. Yang, 1998;
Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001) abordam o problema de equalizacdo a partir
de técnicas consagradas em BSS. Em uma outra linha, um estudo apresentado
em (Attux et al., 2006) indica as relagoes entre algumas idéias originalmente
associadas a equalizagao cega, como, por exemplo, as consagradas abordagens de
Shalvi-Weinstein e de Godard e o teorema de Benveniste-Goursat-Rouget (Haykin,
1994), e paradigmas tipicos em BSS. Nesse estudo, observa-se que, apesar das
relagoes entre a equalizacao cega e a BSS, o estudo de tais temas se deu de maneira
quase que independente, haja visto o reduzido nimero de grupos que atuam em
ambas as linhas. Diante disso, argumenta-se que um melhor aproveitamento das
analogias entre esses problemas poderia acarretar em avancos importantes nessas
duas areas.

No que tange o problema de equalizacao cega de canais MIMO, podemos
afirmar que, em um ambito tedrico, esta situacao praticamente se confunde
com a formulacao da BSS. Neste contexto, merece destaque o trabalho de

Cavalcante (Cavalcante, 2004), que tratou um topico relacionado a equalizagao
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MIMO, a deteccao multiusuario, a partir de uma abordagem fundamentada em
BSS. A particularidade nesta situacao é que se trata de um canal de multiplo acesso,
ou seja, a transmissao das informacoes enviadas por diferentes usuarios se d4 num
mesmo canal. Este compartilhamento de recursos é possivel devido a implantacao

de um esquema de miltiplo acesso como, por exemplo, as conhecidas estratégias
FDMA, TDMA e CDMA.

2.3.3 Separacao de sinais de audio - O cocktail party-problem

Um outro importante dominio de aplicacoes para técnicas de BSS se encontra em
problemas tipicos de tratamento de sinais de d4udio. Nesta linha, merece destaque o
cocktail-party problem, um dos problemas mais ilustrativos em BSS. Na seqiiéncia,
apresentaremos uma descricao sucinta deste assunto.

Imagine a seguinte situagao: uma pessoa se encontra em uma sala onde ha
diversos grupos de pessoas conversando ao mesmo tempo, como, por exemplo, em
uma festa ou em uma reuniao. Além disso, ha no recinto ruido de fundo gerado,
por exemplo, por miisica ambiente e ecos. Apesar de todas essas interferéncias, o
ser humano, através de uma complexa interacao entre os sistemas nervoso central
e auditivo, é capaz de distinguir a voz ou o som de interesse em um determinado
momento. Essa habilidade é conhecida na literatura como cocktail-party effect (B.
Arons, 1992), justamente pela analogia com o cenario descrito.

Essa destacada capacidade do cérebro humano motiva o seguinte
questionamento: serd possivel a um sistema de processamento artificial alimentado
apenas por gravacoes de microfones posicionados pela sala distinguir o sinal de
voz de uma pessoa qualquer? Ao passo que o cérebro humano resolve com certa
facilidade este problema, conhecido como cocktail-party problem (ilustrado na
Figura 2.3), o desenvolvimento de sistemas automdaticos para realizar tal tarefa
ainda corresponde a um complexo desafio. Até o presente momento, as técnicas
baseadas no paradigma BSS via ICA despontam como as mais indicadas para esse
tipo de aplicagao (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001).

Uma outra aplicacao da BSS em processamento de sinais de audio é a transcri¢ao
musical automética (Plumbley et al., 2002), cujo objetivo é determinar em uma

misica quais instrumentos e quais notas sao executadas em um certo momento.



CAPITULO 2. SEPARACAO CEGA DE FONTES 15

Processode —
Mistura

Figura 2.3: O Cocktail-party Problem

Também destacamos a utilizacao da BSS no reconhecimento automatico de sinais
de fala (F. Arons & Schuster, 1997).

2.3.4 Outras Aplicacoes

Além das aplicacoes descritas, ha ainda outros problemas de BSS provenientes

das mais diversas areas. Eis alguns exemplos:

e Separagao de imagens (Hosseini, Guidara, Deville & Jutten, 2006);
e Exploragao geofisica (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001);
e Arranjos de sensores quimicos (Bermejo, Jutten & Cabestany, 2006);

e Cancelamento de reflexoes (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001).

Indicamos ao leitor interessado em outras aplicagbes as referéncias (Hyvérinen,
Karhunen & Oja, 2001; Cichocki & Amari, 2002; Puntonet & Prieto, 2004; Rosca,
Erdogmus, Principe & Haykin, 2006).
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2.4 Descricao Matematica do Problema de BSS

Apobs termos visto as principais aplicagoes da BSS, além de um breve historico
deste assunto, passaremos a descrever como o problema em questao pode ser
resolvido. Um primeiro passo, que serd dado na presente secao, é buscar modelos
matematicos capazes de expressar as agoes dos sistemas misturador e separador, de
acordo com a idéia ilustrada na Figura 2.1.

De modo a obter uma descricao matematica do problema de BSS, considere
que cada elemento do vetor s(n) = [s1(n) s2(n)...sn(n)]T corresponde a um sinal
fonte. Analogamente, representemos os sinais misturados através do vetor x(n) =
[#1(n) xa(n) -+ xp(n)]T. Em sua forma mais geral, o processo de mistura das fontes

pode ser representado pela seguinte expressao:
x(n) = (s(n), s(n—1)...s(n— L),n(n)), (2.1)

onde o mapeamento (-) descreve a agao do sistema misturador, L corresponde ao
nimero de amostras passadas levadas em conta no processo de mistura, ou seja, diz
respeito & memoria associada ao sistema, e o vetor de n(n) denota o ruido associado
as proprias fontes (ruido de fonte) e/ou aos sensores (ruido de sensor).

E importante salientar que a formulacdo apresentada (2.1) possui um carater
eminentemente didatico, haja visto a inexisténcia de técnicas de BSS capazes de
lidar com todos os efeitos representados nessa expressao (ruido, memoria, nao-
linearidade, etc). Em geral, as técnicas desenvolvidas em BSS sao direcionadas
para casos particulares, mais simplificados, da formulacao apresentada. Assim, de
modo a auxiliar o leitor na identificacao dos diversos casos presentes na literatura,

apresentamos na seqiiencia como ¢é a feita a classificacao de um sistema misturador.

Sistemas Lineares e Nao-Lineares Um sistema misturador é dito linear se o
mapeamento J(-) atende ao principio da superposi¢ao, ou seja, nas situacoes em
que:

I(bys1(n) + basa(n)) = b13(s1(n)) + baS(se(n)), (2.2)

para quaisquer constantes by e by, e vetores de sinais s1(n) e sq(n). Caso contrario,

o sistema misturador é dito nao-linear.



CAPITULO 2. SEPARACAO CEGA DE FONTES 17

Sistemas Instantineos e Convolutivos Nas situagoes em que o processo de
mistura depende de amostras passadas, ou seja, L > 0, o sistema misturador é dito
convolutivo, ou com memoria. Por outro lado, nas situacoes em que L = 0, o sistema

é dito instantaneo.

Com Relagao ao Numero de Fontes e de Sensores Quando o nimero
de sensores é maior que o namero de fontes (M > N), tem-se o chamado caso
sobre-determinado. Analogamente, o caso sub-determinado corresponde a situacao
em que (M < N). E interessante notar que os casos em que ha sinais de ruido
podem ser tratados como um caso especifico de modelos sub-determinados, dado

que é possivel considera-los como sendo fontes (Kofidis, 2001).

Ja vimos que uma das caracteristicas marcantes do problema de BSS é a
falta de informacao sobre o processo de mistura e sobre as fontes. Todavia,
¢ fundamental ao menos um certo conhecimento sobre a estrutura do sistema
misturador, pois, com base nessa informacao, torna-se possivel definir um sistema
separador estruturalmente capaz de inverter a a¢do do processo de misturas (por
exemplo, para inversao de misturas nao-lineares, ¢ imperativo o uso de uma estrutura
de mesma natureza). Geralmente, esse tipo de conhecimento é obtido com base na
aplicagao de interesse. Como exemplo, é sabido que, em problemas de separacao de
sinais de audio, o processo de mistura é notadamente convolutivo devido a efeitos
de reverberacgao ou eco.

A maioria dos trabalhos em BSS abordam cenérios com sistemas misturadores
lineares, instantaneos e com o mesmo nimero de fontes e misturas. Nesta situacao,
o processo de mistura é descrito matematicamente (doravante omitiremos o indice

temporal por questoes de simplicidade) do seguinte modo:
x = As, (2.3)

sendo que, nesta situacao, a matriz A de dimensao N x N é chamada de matriz
de mistura. A despeito de sua simplicidade, esta classe de modelos é valida
em uma vasta quantidade de problemas de BSS (Hyvérinen, Karhunen & Oja,
2001). Ademais, é possivel, neste caso, recuperar as fontes através da Analise de

Componentes Independentes, técnica esta que serd o assunto da proxima se¢ao.
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2.5 Analise de Componentes Independentes

Em linhas gerais, a Analise de Componentes Independentes pode ser
compreendida como uma técnica em analise de dados cujo objetivo é obter uma
explicacao alternativa para um determinado conjunto de dados a partir de um
modelo generativo. A origem da ICA esta diretamente ligada ao problema de BSS,
sendo que o mesmo trabalho pioneiro em BSS de Hérault, Jutten e Ans (Hérault,
Jutten & Ans, 1985) também ¢é considerado o marco inicial da ICA.

Nesta secao, apresentaremos os aspectos basicos da ICA, situando-a em
relacdo a alguns métodos semelhantes. Embora a ICA seja definida tanto para
cenérios lineares quanto para nao-lineares, trataremos apenas o primeiro caso nesta
secao, sendo que, no Capitulo 4, discutiremos em mais detalhes o segundo caso.
Recomendamos ao leitor interessado em um estudo aprofundado sobre os aspectos
teoricos da ICA a leitura do trabalho de Comon (Comon, 1994), responséavel pela
formalizacao matematica desse assunto, e as referéncias (Hyvérinen, Karhunen &
Oja, 2001; Eriksson & Koivunen, 2004; Hyvérinen, 1999b).

2.5.1 Definicao

A ICA é um toépico relativamente novo em anéalise de dados se comparada, por
exemplo, com a PCA, que ja é estudada ha cerca de um século. Provavelmente, esse
é o motivo pelo qual encontramos na literatura ao menos duas defini¢oes distintas
para a ICA. De certo modo, essas duas definicoes se complementam, sendo que
cada uma delas pode ser mais ou menos representativa dependendo da aplicacao de

interesse. Comecemos pela definicao mais geral, estabelecida por Comon:

Definigao 2.5.1 (ICA) A ICA de um vetor aleatorio x =[x xo--- x| consiste
na determinac¢ao de uma transformacao linear y = Wx de tal maneira que os
d

elementos do vetor aleatdrio y = [y1 ya---yn]' otimizem uma fungao custo V(y),

denominada funcao contraste, que expresse uma medida de independéncia.

Uma primeiro ponto marcante dessa definicao é a sua relacao com a idéia de
independéncia estatistica entre as variaveis aleatérias, o que nos motiva a relembrar

este conceito fundamental da teoria de probabilidade. As variaveis aleatorias
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x1,Ty ... 2N sao estatisticamente independentes entre si quando a seguinte condicao
é estabelecida

pxl,xz,...xN (xlv Loy ... I’N) - pxl (xl)ng (IZ) .. 'pr (wN)a (24)

onde Py 2y, an(T1,T2,...2x) corresponde a funcdo densidade de probabilidade
conjunta das varidveis envolvidas e p,,(z;) representa a funcdo densidade de
probabilidade marginal de x;.

Um outro conceito importante presente nessa definicao ¢ o de funcao contraste
ou, simplesmente, contraste. Matematicamente, um contraste VU(y) realiza um
mapeamento entre um conjunto de fun¢oes densidades de probabilidade, associadas
aos elementos do vetor aleatorio y, e o conjunto dos niimeros reais®, satisfazendo as

seguintes propriedades
e U(y) deve ser invariante as permutagoes dos elementos de y:
U(y) =P y), (2.5)
para qualquer matriz de permutacao P;
e U(y) deve ser invariante a escala:
(y) = W(A -y), (2.6)
para qualquer matriz diagonal A;
e Quando os elementos y forem independentes entre si, deve valer:
U(y) > U(A-y), (2.7)

para qualquer matriz inversivel A;

3Note o leitor que o contraste ndo é uma simples funcio de uma variavel aleatoria. Ou seja, para
mapear um conjunto de varidveis aleatérios em um ndmero real, o contraste deve estar associado

a um operador tal como a esperanca estatistica.
4Esta condicdo representa a situacio na qual a recuperacdo da independéncia é feita pela

maximizacao do contraste. Alternativamente, é possivel definir esta propriedade do seguinte modo:
U(y) < U(A -y). Este segundo caso corresponde a situagio em que a recuperacio da independéncia

estd associada a um problema de minimizagao.
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Essa tltima restricao ilustra bem o propésito de uma funcao contraste que
¢ justamente quantificar o “nivel de independéncia” entre os elementos de um
vetor aleatorio, dado que a igualdade nessa expressao ocorre, em ambas as
restricoes, apenas quando a matriz A nao combina nenhuma das variaveis aleatorias.
Nesse sentido, as duas primeiras condicoes sao necessarias, tendo em vista que
a independéncia entre varidveis aleatorias é insensivel & ordem entre elas e a
multiplicacao delas por constantes.

Uma segunda definicao estd mais associada ao contexto de estimacao e

representacao de dados.

Definigao 2.5.2 (ICA) A ICA de um vetor aleatorio x =[x zo---xp|T consiste
em determinar o sequinte modelo generativo linear (comumente chamado de modelo
ICA):

x = As, (2.8)

onde 0s elementos de s = [s1 sg- -+ SN]T sao estatisticamente independentes entre si

e A corresponde a uma matriz constante de dimensao M x N .

No caso em que o vetor aleatorio x é gerado por um modelo ICA e N = M,
as definicoes 2.5.1 e 2.5.2 sao equivalentes. Por exemplo, sob a 6tica da segunda
definicdo, temos que x = As e, portanto, s = A~1x, o que esta de acordo com a

definicao 2.5.1, dado que os elementos de s sao estatisticamente independentes.

2.5.2 Aplicagao da ICA ao problema de BSS

Com o objetivo de compreendermos como a ICA se insere no problema de
separacao, recapitulemos o modelo de sistema misturador mais simplificado, dado
por x = As, onde A corresponde a uma matriz de mistura quadrada. Sob a hipotese
de que os sinais fontes sdo estatisticamente independentes entre si (hipotese razoavel
em varias situagoes), fica claro, para uma matriz A que de fato combine as fontes, que
os elementos de x nao sao mais independentes. O ponto fundamental da aplicacao da
ICA diz respeito exatamente a esta constatacao, no sentido de que essa metodologia
se propoe a separar as fontes a partir da recuperacao da independéncia. Assim, no

paradigma BSS/ICA, o sistema separador, no caso a matriz W, é ajustado de modo
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a gerar estimativas das fontes y de tal forma que os elementos deste vetor sejam os
mais independentes possiveis entre si.

Porém, diante da discussao acima, surge a seguinte questao fundamental: tornar
as estimativas das fontes independentes implica necessariamente na recuperacao
das fontes? Essa questao esta relacionada com a separabilidade do modelo TICA.
Foi Pierre Comon (Comon, 1994) quem respondeu esta pergunta, fornecendo,
assim, todo respaldo matematico necessario para o desenvolvimento da ICA e,
conseqiientemente, da BSS. A partir do teorema de Darmois, ele mostrou que,
de fato, é possivel separar as fontes com base na recuperacao da independéncia
estatistica, desde que as fontes e o sistema separador satisfacam algumas condicoes.
Para entendermos melhor essa questao é interessante descrever em mais detalhes o

conceito de separabilidade.

Separabilidade

O modelo de mistura (2.3) é dito separdvel se, para toda matriz W que resulte em
um vetor y cujos elementos sao estatisticamente independentes entre si, tem-se que
y = Wx = APs, onde A e P correspondem a matrizes diagonal e de permutacao,
respectivamente. Deste modo, em um modelo separavel, é possivel recuperar as
fontes através da ICA. Note, no entanto, que ha duas ambigiiidades associadas a
este procedimento, no sentido de que nao é possivel recuperar a ordem das fontes
nem seus ganhos de escalas. De certo modo, essa limitacao ¢ bem intuitiva, pois,
conforme discutido anteriormente, a independéncia estatistica entre os elementos de
um vetor nao é alterada por permutacoes e escalas.

O seguinte teorema, provado por Comon (Comon, 1994), evidencia as condi¢oes

necessarias para que um dado sistema misturador linear seja separavel:

Teorema 2.5.1 (Separabilidade do Modelo ICA) O modelo x = As ¢
separdvel se e somente a matriz A possuir posto completo, e, no mdzximo, um dos

elementos do vetor aleatorio s for gaussiano.

Esse teorema indica uma outra restricdo (ja vimos que as fontes devem ser
estatisticamente independentes entre si) da aplicagdo ICA ao problema de BSS, que

¢ exatamente a incapacidade de recuperar fontes gaussianas. Essa limitacao ficara
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clara na Secao 2.5.3 quando tratarmos da utilizacao de estatisticas de segunda ordem
para realizar a separagao.

Os aspectos teoricos discutidos relativos a separabilidade demonstram que é
possivel resolver o problema de separacao com base na independéncia estatistica,
através da aplicacao da ICA. Na secao seguinte, veremos que, em contrapartida,
o conceito de correlagao, uma medida “mais fraca” que a independéncia, nao é

suficiente para prover a separacao das fontes.

2.5.3 Aplicagao de técnicas baseadas em estatisticas de

segunda ordem a BSS

Até a década de 1980, a grande maioria das técnicas em filtragem estatistica
eram baseadas em estatisticas de segunda ordem, devido, principalmente, ao fato
de que modelos gaussianos de sinais eram praticamente os tnicos utilizados e a
simplicidade matemética inerente a esse tipo de abordagem. Todavia, durante
o desenvolvimento da teoria de filtragem nao-supervisionada, primeiramente no
conceito de identificacao e equalizagao cega, constatou-se que a resolugao dessa classe
de problemas vai além das estatisticas de segunda ordem, exigindo informagoes sobre
as chamadas estatisticas de ordem superior (HOS, Higher-Order Statistics) (Nikias
& Petropulu, 1993). Em BSS, esse conhecimento também ¢é indispensavel.

Ja vimos na Secao 2.5.2 que o problema de BSS pode ser resolvido com base
na independéncia estatistica, ou seja, através de HOS, posto que a independéncia
pressupoe o conhecimento das densidades de probabilidade, e, conseqiientemente,
de todas as estatisticas de uma variavel aleatoria. Nesta secao, por outro lado,
apresentaremos o motivo pelo qual a abordagem da BSS utilizando somente
informacoes de segunda ordem nao é suficiente para a resolu¢ao do problema.

A despeito dessa limitacao, o emprego de técnicas de segunda ordem resultou
em contribuicoes significativas para a BSS, principalmente no desenvolvimento de
estagios de pré-processamento. Motivados por isso, apresentaremos, em um primeiro

momento, os fundamentos de uma consagrada técnica dessa classe: a PCA.
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Analise por componentes principais (PCA)

A PCA (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001), ou transformada discreta
de Karhunen-Loéve, é uma consagrada técnica em andlise de dados usada
principalmente em aplicacoes de compressao de dados e extracao de caracteristicas.
Diferentemente da ICA, que utiliza a independéncia estatistica como medida de
redundancia entre as componentes, a PCA emprega a correlacao para realizar essa
tarefa. Se, por um lado, o uso da correlacao, uma medida “mais fraca” de informacao
se comparada com a independéncia, pode nao ser suficiente para explorar toda a
redundancia entre varidveis aleatorias, pelo outro, permite o desenvolvimento de
algoritmos simplificados e, nao-obstante, eficazes nos casos em que os dados de
interesse sao gaussianos.

Em linhas gerais, a PCA pode ser entendida sob a oOtica do problema de
compressao de um vetor aleatorio x =[xy - - -ZL“M]T, sendo que h& redundancia entre
os elementos desse vetor. Na PCA, a tarefa de compressao é realizada através da
busca de uma transformacao linear que, aplicada ao vetor x, resulte em um vetor
aleatorioy = [y; - - yn|T (com N < M) cujos elementos, denominados componentes
principais, sejam descorrelacionados entre si. Além disso, a busca é conduzida de
modo que as projecoes de x nesse novo espaco de coordenadas, ou seja, os elementos
de y, possuam a méaxima quantidade de informacao, que, no caso, ¢ medida pela
variancia.

Matematicamente, a determinacao das componentes principais pode ser realizada
do seguinte modo: em um primeiro momento, busca-se um vetor w; =
[wyg - -wM1]T, de norma euclidiana unitaria, tal que a seguinte combinacao linear
possua maxima variancia:

Y = Wi X. (2.9)

No caso, diz-se que y; é a primeira componente principal de x. O mesmo processo é
feito para determinar a segunda componente principal y»; porém, tendo em vista o
espirito do processo de compressao, nao deve existir correlacao entre esse novo dado
e y1. E possivel mostrar que a determinacdo de v, (Hyvérinen, Karhunen & Oja,
2001) do seguinte modo:

Ys = Wi X, (2.10)
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sendo que wlwl = 0, garante que a correlacio entre y; e ¥, seja nula. Finalmente,

tal procedimento pode ser generalizado para a determinacao da ¢-ésima componente

principal y;, com ¢ < M. Assim,
yi = W, X, (2.11)

com wi w; = d;;, onde d;; corresponde a fungao delta.

Um outro modo de compreender o problema relativo a determinacao das
componentes principais baseia-se em uma formulacao de erro quadratico médio
minimo (MMSE, Minimum Mean Square Error). Nesta situacao, a determinacao
dos vetores base w; é conduzida a partir da minimizacao do erro quadratico médio

de compressao, descrito por:

N
Jpca = B{|lx =) (wx)wil’}, (2.12)

i=1
com wiw; = 0;;. Diante desta formulagio, nota-se que, quanto maior for o

nimero de componentes principais considerados na compressao, menor serd o erro
de compressao.

Assumindo que os elementos do vetor x possuem média nula, é possivel mostrar
que a solugdo do problema de otimizagdo descrito pela expressdo (2.12) esta
relacionada aos autovetores da matriz de correlagio R, = F{xx’} (considerando
que x é um vetor de média nula). Mais especificamente, qualquer base ortonormal
do sub-espaco gerado por esses autovetores é uma solucao 6tima do problema
em questao. Além disso, os autovalores dessa matriz fornecem informacoes sobre
a ordem das componentes principais, ou seja, o autovetor com maior autovalor
associado corresponde a primeira componente principal e assim sucessivamente.
Infelizmente, esta solucao analitica do problema de PCA baseada em uma
decomposicao de autovalores e autovetores pode nao ser viavel em muitas aplicacoes,
especialmente naquelas em que se exige um processamento em tempo real. Isso
motivou o desenvolvimento de um consideravel nimero de técnicas adaptativas de
PCA, das quais muitas sao fundamentadas em redes neurais artificiais (Diamantaras
& Kung, 1996).
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Recuperacao das fontes via descorrelacao

Ainda no que diz respeito a expressao (2.12), nao ha compressao dos dados na
situacao em que N = M. Todavia, este procedimento permite a determinacao de
uma transformacao sobre x que resulte em um vetor aleatorio descorrelacionado, de
modo semelhante ao que ocorre na ICA. Este processo é comumente chamado de
branqueamento espacial, posto que nenhum tipo de informacao temporal é levada
em conta. Na seqiiéncia, mostraremos que nao é possivel separar as fontes realizando
apenas tal processo.

Considerando o modelo ICA apresentado em (2.3), é possivel obter a matriz de

correlagao entre as misturas, no caso dada por
R, = F{xx"} = AR, AT = AAT, (2.13)

onde Rg corresponde a matriz de correlacao das, fontes, sendo que, diante da hipotese
de independéncia das fontes e da consideracao, sem perda de generalidade, de que
as fontes possuem varidncia unitaria, tal matriz equivale a identidade. Isso justifica
a ultima igualdade desta expressao.
Apos a atuacao do sistema separador, a correlacao entre as estimativas das fontes
¢ dada por
R, = WR,W", (2.14)

de tal forma que, para descorrelacionar (branquear) as saidas do sistema separador,

é necessario determinar W tal que:
R, =1— WR,W” =1, (2.15)

onde I é a matriz identidade.

Uma solucao dessa equacao pode ser obtida através da decomposicao em
autovalores e autovetores da matriz de correlagao das misturas, dada por Ry =
EDE”, onde a matriz E é ortogonal, com colunas que correspondem aos autovetores
de R4, e D é uma matriz diagonal contendo os autovalores de Ry. No caso, ¢é facil

verificar que o seguinte sistema separador satisfaz a condi¢ao expressa em (2.15):

W = ED /?E”. (2.16)
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Agora, consideremos um sistema separador dado por QW, onde Q corresponde a
uma matriz ortogonal. Substituindo esta solu¢ao na expressao (2.15), e lembrando

que QQ" =1 e EE” =1 (matrizes ortogonais), obtém-se:
WR, W' = QEDV?E"EDE’ED ?E"Q" =1. (2.17)

Diante desse resultado, é possivel concluir que a recuperacao das fontes
exclusivamente a partir da correlagao apresenta uma indeterminacao relacionada
com um fator ortogonal (no caso, a matriz Q), de uma maneira analoga ao problema
da indeterminagao da fase em outros casos de filtragem (Kofidis, 2001).

Na Figura 2.4, essa indeterminacao é ilustrada a partir de uma caracterizagao
geométrica. Com este intuito, sdo exibidas nas Figuras 2.4(a), 2.4(b) e 2.4(c) as
distribuicoes conjuntas de duas fontes uniformemente distribuidas, suas misturas
e suas estimativas obtidas pelo branqueamento dessas misturas, respectivamente.
Sendo o efeito do sistema misturador linear modelado por uma matriz, as misturas
sao geradas a partir de escalonamentos e rotacoes das fontes. Apesar da recuperacao
via braqueamento conseguir recuperar as escalas das fontes, ela é incapaz de
recuperar a rotagao pois, como vimos, existe uma indeterminacao referente a uma
matriz ortogonal, cujo efeito é exatamente a rotacao dos dados.

Essa ineficacia das estatisticas de segunda ordem nos auxilia no entendimento, de
um modo mais intuitivo, de uma significativa limitacao da ICA: a impossibilidade
de recuperar fontes gaussianas. E sabido que apenas o conhecimento da média
e da variancia caracterizam uma variavel aleatoria gaussiana, ou seja, a definicao
desta nao vai além das estatisticas de segunda ordem. Por outro lado, a eficicia
da ICA pode ser encarada como um resultado da consideragdao de momentos de
ordem superior. Diante dessas duas constatacoes, é de se esperar que, por nao
“possuir informacoes” desta sorte, as variaveis gaussianas nao sejam discriminadas
no decorrer da aplicagao da ICA.

Por fim, enfatizamos que, a despeito da impossibilidade de recuperacao das fontes
utilizando somente um sistema MIMO branqueador, esta estratégia pode ser ttil
como uma etapa de pré-processamento para a BSS, pois, apos a sua aplicagao, resta
apenas determinar uma matriz de rotacao. Isto implica em uma simplificacao do

espaco de busca, possibilitando uma reducao consideravel do niimero de parametros
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(c) Distribuigao conjunta das estimativas
obtidas a partir do braqueamento das

misturas.

Figura 2.4: Tratamento da BSS considerando estatistica de segunda ordem.
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de problema de otimizacao associado. Além disso, em algumas técnicas de ICA, o

branqueamento prévio das misturas é fundamental para atingir a separacao.

2.5.4 Aplicacoes da ICA

A aplicacao classica da ICA é o problema de BSS. Alias, ¢ habitual na

literatura, principalmente nos trabalhos mais antigos, o tratamento da BSS e da

ICA praticamente como sindénimos, o que corresponde a uma descricao errdnea,
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dado que, rigorasamente, a ICA corresponde a uma metodologia capaz de resolver
o problema de BSS. Isto fica evidente se observarmos o amplo niimero de aplicagoes
da ICA que nao necessariamente estao ligadas ao problema de separacao. Eis alguns

exemplos:

e Extracao de caracteristicas (Bell & Sejnowski, 1997);

e Compressao de dados (Guilhon, Medeiros & Barros, 2005);

Econometria (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001);

Predigao de séries temporais (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001);

Estégio de pré-processamento em sistemas classificadores (Sanchez-Poblador,
Monte-Moreno & Solé-Casal, 2004).

2.6 Outras estratégias em Separacao Cega de

Fontes

A existéncia de cenarios praticos nos quais as hipoteses fundamentais da ICA
(independéncia e nao-gaussianidade) nao sao validas motivou a aplica¢ao de outras
abordagens ao problema de BSS. Nesta secao, faremos uma descricao sucinta de
duas delas: a analise de componente esparsos (SCA, Sparse Component Analysis) e

o tratamento Bayesiano.

2.6.1 Analise de componentes esparsos

A SCA vem se mostrando uma ferramenta eficaz no problema de BSS, sobretudo
nos casos de modelos de mistura sub-determinados. Esta abordagem fundamenta-
se na hipotese da esparsidade das fontes, isto é, assume-se que na maior parte do
tempo as fontes assumem valores proximos a zero (Bofill, 2001) (exemplos de fontes
esparsas sao apresentados na Figura 2.5). Esta situacao é tipica em cenérios com

sinais de vozes e instrumentos musicais.
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Figura 2.5: Exemplo de fontes esparsas

De modo a entendermos a utilidade da hipotese de esparsidade no caso sub-
determinado, analisemos a Figura 2.6, que apresenta a distribuicao conjunta das
saidas de um sistema misturador sub-determinado (3 fontes e 2 sensores) em duas
situacoes: fontes uniformemente distribuidas, logo nao-esparsas (Figura 2.6(a)), e
fontes esparsas apresentadas na Figura 2.5 (Figura 2.6(b)). Ao passo que no primeiro
cendrio nenhuma informacao sobre a matriz de mistura pode ser obtida, na segunda
situacao, as direcoes dos vetores coluna desta matriz sao salientadas, pois, como as
fontes assumem valores quase nulos em boa parte do tempo, é provavel que, em um
determinado periodo, apenas uma das fontes esteja “ativa”, e, conseqiientemente, o
vetor de misturas x = [r; )7 nesse instante possua a mesma direcio da coluna
da matriz de mistura associada a tal fonte. Logo, é possivel determinar todas as
colunas dessa matriz a partir da estimacao das direcoes no espaco definido pelas
misturas que apresentam as maiores concentracoes de amostras. Este processo pode
ser feito através de técnicas de clusterizagao (Bofill, 2001).

Mesmo nos casos em que as fontes nao sao suficientemente esparsas no tempo,
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(a) Distribui¢do das misturas de fontes ndo- (b) Distribuicdo das misturas de fontes

esparsas. esparsas.
Figura 2.6: Saidas de um sistema misturador sub-determinado (3 fontes e 2 sensores).

ainda é possivel utilizar a SCA. Isso pode ser feito aplicando uma transformacao
linear (Fourier, por exemplo) ao conjunto de dados de modo que, neste novo dominio,
as fontes sejam esparsas. Assim, apdés a etapa de separacao, realizada no novo

dominio, aplica-se a transformacao inversa e obtém-se as estimativas das fontes.

2.6.2 Abordagem Bayesiana

Como ja vimos, o bom funcionamento das técnicas baseadas na ICA é garantido
quando as fontes sao estatisticamente independentes entre si, o que pode ser uma,
hipotese pouco realista em diversos problemas. Uma outra desvantagem relacionada
a ICA é a dificuldade de incorporar informacoes a priori do problema em questao.
Uma possivel solucao para ambos os problemas provém da abordagem Bayesiana de
separacao de fontes (Djafari, 1999).

A idéia essencial na abordagem Bayesiana é determinar uma expressao para
a probabilidade a posteriori P(A,s|x) em termos da verossimilhanga do modelo
P(x|A,s) e das probabilidades a priori das fontes e da matriz de mistura, dadas

por P(s) e P(A), respectivamente. No caso, isto ¢ feito utilizando a regra de Bayes,
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o que resulta na seguinte expressao:
P(A,s|x) oc P(x|A,s)P(A)P(s). (2.18)

As fontes e a matriz de mistura podem ser estimadas a partir da maximizacao
conjunta (A e s) desta probabilidade a posteriori. Os dois tltimos termos dessa
expressao representam o conhecimento a priori sobre o problema.

Uma outra vantagem da abordagem Bayesiana é a sua capacidade de operar
em cenarios ruidosos. O procedimento é basicamente o mesmo que o apresentado
na expressao (2.18), sendo acrescentado apenas um modelo probabilistico para o
ruido. Por fim, salientamos o fato que o tratamento Bayesiano também é aplicavel

na separacao de misturas sub-determinadas.

2.7 Sumario

Neste capitulo, o problema de separacao cega de fontes foi apresentado.
Inicialmente, um breve historico, algumas das principais aplicacoes e uma
caracterizagao matemaética desse assunto foram expostas. Em seguida, os aspectos
basicos da ICA e o uso desta técnica no problema BSS foram tratados. Além disso,
discutiu-se o porqué da ineficacia do uso em BSS de métodos baseados em estatisticas
de segunda ordem. Por fim, os aspectos de outras duas técnicas que podem ser

utilizadas no problema de BSS, a SCA e a abordagem Bayesiana, foram descritos.



Capitulo

Separacao de Misturas Lineares

Neste capitulo, descrevemos o funcionamento das principais estratégias
empregadas em BSS na situagao em que o sistema misturador ¢ linear e instantaneo
e o nimero de fontes &€ o mesmo que o de sensores. Primeiramente, apresentamos
as diversas propostas concebidas para este caso. Em seguida, fazemos algumas
consideracoes sobre as relacoes existentes entre os diferentes critérios associados a
tais abordagens. Além disso, tecemos alguns comentarios sobre a eventual presenca
de minimos locais em alguns dos critérios descritos. Finalmente, analisamos o
desempenho dos algoritmos apresentados, considerando suas versoes adaptativas

e com modo de operacao em batelada.

3.1 Etapas no Projeto de uma Técnica de BSS

No capitulo anterior, ja tivemos uma nocao das etapas fundamentais presentes
no projeto de uma técnica de BSS ao vermos, por exemplo, que os algoritmos
baseados na idéia da ICA estao associados a um problema de otimizagao, no qual a
funcao custo em questao esta diretamente relacionada ao conceito de independéncia
estatistica. Também discutimos um outro ponto crucial a ser levado em conta no
projeto, que diz respeito ao conhecimento da estrutura do sistema misturador. E
importante, antes de iniciarmos nossa exposi¢cao sobre as ferramentas existentes em

BSS, que o leitor tenha em mente uma noc¢ao mais sistematizada das etapas presentes
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na concepc¢ao de uma técnica de BSS.
Em esséncia, o desenvolvimento de uma técnica de BSS passa pelos seguintes

estagios:
1. Definicao da estrutura do sistema separador;

2. Estabelecimento de um critério que guie a busca por um bom conjunto de

parametros do sistema separador;

3. Aplicacdo de uma técnica capaz de resolver o problema de otimizacao

resultante.

E importante salientar aqui o carater didatico desta divisio, uma vez que pode
haver, em algumas abordagens, uma sobreposicao entre essas diferentes etapas.
Ainda assim, todas as estratégias discutidas neste capitulo apresentam essa estrutura
claramente definida.

3.2 Principais Abordagens em BSS - Caso Linear

Nesta secao, apresentaremos as diversas estratégias existentes em BSS linear,
comecando pela solugao pioneira de Herdult e outros. Salientamos que a divisao das
sub-secoes estd majoritariamente associada a idéia empregada no desenvolvimento
do critério de separacao, ou seja, ao segundo item de nossa discussao anterior.
No entanto, em cada sub-secao, indicamos quais sao as ferramentas de otimizacao
comumente associadas a cada critério.

De acordo com a notagao adotada no Capitulo 2, os sinais fontes, as misturas
e as estimativas das fontes sao representados, respectivamente, pelos vetores s =
[s1 89...sn]F

misturador e separador sao denotados pelas matrizes A e W, respectivamente.

X =[r1 22...2n]T ey = [y1 yo...yn]T. Além do mais, os sistemas

Finalmente, em todas as técnicas apresentadas a seguir, assume-se que as fontes sao

estatisticamente independentes e nao-gaussianas, em conformidade com as restrigoes

da ICA.
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3.2.1 A proposta de Herault, Jutten e Ans

A solu¢ao de Hérault, Jutten e Ans (Hérault, Jutten & Ans, 1985) utiliza a

seguinte estrutura como sistema separador
y =x — My, (3.1)

sendo que a matriz M possui tamanho N X N, e considera-se que os elementos de
sua diagonal sao iguais a zero, o que significa que nao existe auto-realimentacao.
Equivalentemente, poderiamos representar esta estrutura através de sua relagao
entrada-saida, ou seja, com y = Wx, onde W = (M + 1)L,

Para entendermos a idéia associada a utilizacao dessa estrutura, consideremos a

expressao (3.1) para uma dado elemento y;

JJ#4
Sob a hipotese de que todas as misturas contém informagoes sobre todas as fontes,
argumentou-se que, na situacao em que boas estimativas das fontes y; ja estao
disponiveis, seria possivel recuperar a fonte y; retirando de x; a contribuicao das
estimativas y; que, por hipotese, ja estariam suficientemente préoximas das fontes
originais. Em um primeiro momento, tentou-se implementar esta idéia através da
minimizagao do erro quadratico médio entre os dois termos da expressao (3.2), para
todas as estimativas. Neste caso, aplicando o método do gradiente descendente para

resolver esta tarefa, obtém-se a seguinte regra de atualizagao

m;j < mi; — pE{yy;}, (3.3)

onde p é o passo de adaptacao.
Analisando esta regra de aprendizado notamos que a sua convergéncia em termos

da média estatistica requer que

E{yiy;} =0 Vi j, (3.4)

ou seja, para que este algoritmo convirja, é necessario que as estimativas das fontes

sejam descorrelacionadas entre si (considerando fontes com média nula). Tendo em
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vista a discussao presente na Secao 2.5.3, é de se esperar que esta condi¢ao nao seja
suficiente para prover a separacao das fontes, pois leva em conta somente informagoes
de segunda ordem. Foi justamente nesse ponto que a contribuicao de Hérault et al
foi fundamental para o desenvolvimento da BSS, pois, embora eles nao tivessem
uma idéia plena sobre a importancia da independéncia estatistica no problema em
questao, eles ja sabiam que sua solucgao iria além das estatisticas de segunda ordem.

Deste modo, buscou-se contornar o problema através de uma simples modificagao
na expressao (3.3), que consistiu na introdu¢ao de fun¢oes nao-lineares impares f(-)

e g(+), resultando em uma nova regra de ajuste, descrita por

mij < mi; — wE{ f(yi)g(y;)}- (3.5)

Neste caso, a convergéncia desta regra de atualizagao se da quando

ou seja, quando os sinais sao, digamos, nao-linearmente descorrelacionados entre si.
Os resultados obtidos em (Hérault, Jutten & Ans, 1985) sugeriram que, de fato,
se considerassemos essa versao nao-linear da correlagao, seria possivel recuperar as
fontes. O papel decisivo das nao-linearidades neste caso pode ser entendido a partir
da expansao em séries de Taylor das fungoes f(-) e g(+). Lembrando que a esperanga
estatistica £{-} é¢ um operador linear, a condicao (3.6) pode ser expressa da seguinte
forma
ZkaglE{yz y; Vi, j, (3.7)
k=1 I=1
onde f; e g; correspondem, respectivamente, ao k-ésimo e ao i-ésimo coeficiente da
expansao em série de Taylor das fun¢oes f() e g(+). Assim, uma possivel solugao da

equagao (3.7) ocorre quando
E{yiy;} =0 Vi, kL (3.8)

Devido ao fato das fungoes nao-lineares introduzidas serem impares, k e [ assumem
apenas valores impares, o que torna a condi¢ao (3.8) plausivel para o problema em
questao, pois, se considerassemos momentos pares, esta condicao s6 seria alcancada

para sinais deterministicos.
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A expressao (3.8) mnos permite constatar uma interessante propriedade
relacionada ao uso de funcoes nao-lineares em critérios estatisticos. De modo
implicito, essa estratégia introduz informacoes sobre algumas estatisticas de ordem
superior das variaveis aleatorias envolvidas no problema. Evidentemente, nao ha
garantia alguma de que a convergéncia da regra (3.5) implique na independéncia
estatistica entre as estimativas das fontes. Porém, é importante ressaltar que, ao
considerar as estatisticas de ordem superior, essa estratégia utiliza uma medida
mais solida que a correlacao. Quanto a sua aplicacao pratica, essa técnica
opera satisfatoriamente apenas em cenarios com reduzido ntmero de fontes,

necessariamente subgaussianas.

3.2.2 Minimizacao da informacao mitua

Com base na discussao feita na Secao 2.5, podemos afirmar que a implementacao
pratica da ICA depende de uma escolha apropriada da funcao contraste, que, por
sua vez, pode ser compreendida, de uma maneira intuitiva, como um tipo de medida
de independéncia estatistica entre variaveis aleatorias. Neste contexto, levando em
conta a defini¢do de independéncia, apresentada em (2.4), uma possivel solucao
seria utilizar, como contraste, alguma entidade matematica capaz de expressar uma,
idéia de distancia entre a distribuicao conjunta e as distribuicoes marginais das
variaveis aleatorias em questao. Uma possibilidade é a divergéncia de Kullback-
Leibler (Comon, 1994). Matematicamente, a divergéncia de Kullback-Leibler entre

duas fun¢oes multidimensionais f(r) e g(r) é dada por

D)9 = [ ) 1og%dr. (3.9)

Um importante caso particular dessa medida ocorre quando uma das fungoes
corresponde a densidade de probabilidade conjunta de um vetor aleatorio y e
a outra denota o produto das densidades marginais dos elementos deste vetor.

Matematicamente, este caso é expresso do seguinte modo

py(y)
Py, (yl)pw (y2) - Pyn (?JN

D(py(9): Py (42032 (42) - Py () = / py(y) log iy,

(3.10)
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Apesar desta medida nao ser uma distancia de fato, uma vez que nao é simétrica,
ela sempre assume valores nao-negativos, e é igual a zero somente quando as duas
fungoes em questao forem iguais. Ou seja, somente no caso em que os elementos
de y forem independentes. Nesta situacao, o argumento do logaritmo equivale a
um, e, conseqiientemente, tal expressao se anula, em consonancia com a defini¢ao
de contraste.

A expressao (3.10) é também a defini¢do de uma importante grandeza em teoria
da informacao: a informacdo mitua entre os elementos de um vetor aleatério®, que,

ap6s um simples desenvolvimento, pode ser representada do seguinte modo

D(py(y), Py 1)y (02) - - Pyx (un) = I(y) = > _ H(yi) — H(y), (3.11)

i=1
onde H(-) corresponde a medida de entropia diferencial. Deste modo, o ajuste do
sistema separador W pode ser feito de modo a minimizar a informagao mitua das
estimativas das fontes y = Wx.

A principal dificuldade relacionada a minimizacao da informacao mutua
encontra-se na etapa de otimizagdo. Em Babaie-Zadeh (2002), mostrou-se que a
aplica¢ao do método do gradiente descendente (steepest descent) fornece a seguinte
regra de atualizagao

W« W — pE{¥U(y)x"} — (W)™, (3.12)

onde ¥(y) = [1/1311 (Y1) - - s Yy (yn)], de modo que ¢yi<yi) = (pyi (yi)//pyi (yi)). Diante
dessa expressao, nota-se que o ajuste da matriz W requer, a cada iteragao, o

conhecimento das densidades de probabilidade das estimativas das fontes, o que
acarreta num significativo custo computacional. Uma alternativa a este problema
se da através de uma aproximacgao da informacao mutua por expressoes que levam
em conta apenas um reduzido niimero de estatisticas de ordem superior. Veremos

mais adiante que este tipo de abordagem relaciona-se com outros critérios de BSS.

INo Apéndice A, apresentamos uma breve revisdo dos principais conceitos da teoria da
informacao.
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3.2.3 Estimacao por maxima verossimilhanca

Diferentemente do critério de minimizacao da informacao mutua, que pode ser
visto como uma aplicagao direta da ICA, a maioria dos critérios no caso linear
da BSS, embora também possuam ligagoes com a ICA, foram concebidos a partir
de outras idéias, nao necessariamente ligadas a independéncia estatistica. Neste
contexto, um dos exemplos mais conhecidos provém de uma consagrada técnica
da teoria de estimacao: a estimacao por maxima verossimilhanca. Nesta secao,
descreveremos como a abordagem por méaxima verossimilhan¢a ¢ desenvolvida no
problema de separacao. Porém, antes, revisaremos este importante conceito.

Primeiramente, recapitulemos o problema de estimacgao de parametros, a saber:
determinar um estimador para os parametros 8 = [fy,...,0,] a partir de um
conjunto de amostras e = [e(1),...,e(J)] que contém informagoes sobre eles. Na
estimacao por maxima verossimilhanca, as estimativas de @, denotadas por 5, S0
obtidas através da maximizacao da chamada funcao de méaxima verossimilhanca

L(0). Matematicamente, este procedimento é descrito do seguinte modo

0 = arg mgx L(0) = arg mgxpe(e | 6), (3.13)

ou seja, a abordagem por méaxima verossimilhanca busca o conjunto de parametros
que maximiza a probabilidade condicional de e dado 6.

Normalmente, assume-se que as observacoes e = [e(1),...,e(J)] sdo
estatisticamente independentes entre si, e que, portanto, a funcao de maxima

verossimilhanca é dada por

L(6) = pe(e | 0) = Hpe(e(j)IG)- (3.14)

Hé& alguns aspectos teoricos interessantes no paradigma de méaxima verossimilhanca,
como, por exemplo, o fato desta abordagem ser capaz de atingir assintoticamente o
limitante inferior de Cramer-Rao (Kay, 1993).

Com relacao ao emprego da estimacao por maxima verossimilhan¢a no problema
de BSS, os parametros a serem determinados e os dados disponiveis sao,

respectivamente, os elementos da matriz de mistura A (ou, equivalentemente,
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do sistema separador W) e as amostras das misturas, representadas por X =

[x(1),...,x(J)]. Assim sendo, a fun¢ao de maxima verossimilhanga ¢ dada por

=[xl (3.15)

Lembrando que (Papoulis, 1993)

B ps(A1x)

px(x)<—-T;ﬂ§X;§5T, (3.16)

e considerando a hipotese de independéncia entre as fontes, a expressao (3.15) pode

ser escrita do seguinte modo

J ﬁpsn(ﬁnX(j))
LA =] ":1| A (3.17)

J=1

onde a,, corresponde a m-ésima linha da matriz inversa de A. Equivalentemente,
podemos descrever a funcao de maxima verossimilhanca em termos da matriz W.

Nesta situacao, temos que

J N
LW) = [ [ ] psn(wax(5))| det(W)], (3.18)
j=1n=1
onde w,, denota a n-ésima linha da matriz W.

Normalmente, considera-se o logaritmo da expressao (3.18), a chamada fungio
de méxima verossimilhanca logaritmica. FEvidentemente, sendo o logaritmo uma
funcao monotonica crescente, o maximo desta nova expressao coincide com o maximo
da funcao de maxima verossimilhanca. No contexto da BSS, esta simplificacao,
acrescida de uma normalizacao com respeito ao nimero de amostras, resulta na

seguinte expressao

Sog(L(W)) = 5 37 log(ps, (wax(7))) +log(| det(W)]). (3.19)

=1 n=1

Note que, em vez de basear-se em produtorios, esta expressao é descrita através de

somatorios, o que a torna mais simples em um contexto pratico.
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Através da lei dos grandes numeros (Cardoso, 1998a), é possivel obter uma

variante probabilistica da expressao (3.19), dada por

% log(L(W)) = E{ _ log(ps, (Wux(5)))} + log(| det(W)]). (3.20)

Em (Kofidis, 2001), a partir desta expressao, mostra-se que a abordagem por maxima
verossimilhanca em BSS também pode ser compreendida a luz da divergéncia de
Kullback-Leibler. No caso, demonstrou-se que a estimagao do sistema separador (ou
misturador) pelo critério de maxima verossimilhanga resulta no seguinte problema
de otimizacao

W = arg m‘%X(L(W)) £ arg I%H(D(pwx(r))) | ps(r)). (3.21)

onde D(+|-) corresponde a divergéncia de Kullback-Leibler, descrita em (3.9).

Essa nova representacao da abordagem de méaxima verossimilhanca no problema
de separacao nos permite interpretd-la como uma critério de casamento de
funcoes densidade de probabilidade. Mais especificamente, a idéia presente na
expressao (3.21) baseia-se na determinacdo de uma matriz W de modo que as
densidades das fontes s e de suas estimativas Wx sejam as mais proximas possiveis,
no sentido da divergéncia de Kullback-Leibler?.

Um outro ponto que fica claro a partir de (3.21) é que a fungao de méxima
verossimilhanca em BSS satisfaz os requisitos de um contraste, dado que o
6timo desta expressao ocorre somente quando houver um casamento entre as
distribuicoes das estimativas e das fontes, situacao esta que, assumindo as hipoteses
de separabilidade, implica necessariamente na recuperacao das fontes escalonadas
e/ou permutadas. Todavia, é importante salientar que a estratégia de maxima
verossimilhanga possui uma importante limitacao relacionada a necessidade do
conhecimento das densidades de probabilidades das fontes, o que, por sua vez,
contrasta com o carater cego da separacao.

A despeito dessa significativa limitacdo pratica do estimador de maxima

verossimilhanca, ainda assim é possivel realizar a busca por um sistema separador

2Em (Attux et al., 2006), discute-se as semelhangas entre essa abordagem e o teorema de

Benveniste-Goursat-Rouget, um dos principais resultados em equalizacao cega.
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adequado a partir de (3.21), desde que se empregue estimativas para as densidades
das fontes. Veremos, na proxima secao, que tal conduta possui uma ligacao direta

com uma das principais abordagens em BSS: o critério Infomax.

3.2.4 O critério Infomax

O principio Infomax (Information Maximization), desenvolvido por
Linsker (Linsker, 1988), corresponde a um dos principais paradigmas de treinamento
nao-supervisionado de redes neurais baseados em elementos da teoria da informagao.
Em um primeiro momento, esse conceito foi aplicado a sistemas de processamento
linear. Porém, em 1994, mostrou-se que a extensao nao-linear do Infomax esta
diretamente relacionada ao principio da redugao de redundéancia de Barlow (Nadal
& Parga, 1994), que, por sua vez, possui uma estreita ligacdo com a ICA. No
seminal trabalho de Bell e Sejnowski (Bell & Sejnowski, 1995), no qual constatou-se,
de modo independente, essa mesma relagao, propos-se uma técnica para resolver o
problema de BSS fundamentada no critério Infomax. Na seqiiéncia, apresentaremos

os principais pontos relativos a esta idéia.

\

Figura 3.1: Estrutura do sistema separador no critério Infomax

A proposta de Bell e Sejnowski abordou o treinamento de uma rede neural
constituida por um estagio linear, que representaremos pela matriz W, seguido de
um estagio ndo-linear caracterizado pelas fungoes de ativacdo (monotonicamente
crescentes de 0 a 1) g(-) = [¢g1(-)...gn(-)], de acordo com a Figura 3.1.

Matematicamente, o mapeamento entrada-saida desta estrutura é dado por:

z=g(y) =g(Wx) = gi(wix) ... gn(wyx) ", (3.22)
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No trabalho em questao, define-se um sistema separador com base nesta rede
neural, sendo que as estimativas das fontes, nesta situacao, sao fornecidas pelas
saidas do estagio linear. Apesar de nao participar diretamente no processamento
dos dados, o estdgio nao-linear, como veremos mais adiante, possui fundamental
importancia no ajuste dos parametros da rede. Este tipo de funcao difere da maioria
das aplicagoes de redes neurais em processamento de sinais, nas quais o carater nao-
linear dessas estruturas é responsavel pela capacidade de aproximacao universal,
desejavel em problemas onde existe a necessidade de aproximacao de mapeamentos,
como identificacao e equalizacao.

Na abordagem Infomax, o ajuste dos parametros da rede neural ¢ feito de
modo a mazimizar a transferéncia de informacgao entre as entradas e as saidas de
tal estrutura. Uma maneira de quantificar esse principio provém da definicao da
informacao mutua de Shannon, o que nos permite entender o objetivo do Infomax
como sendo a maximizacao da informacao mutua entre as entradas e as saidas da
rede. Diante disso, e levando em conta somente a adaptagao da matriz W, a
aplicagao do critério Infomax na estrutura descrita em (3.22) resulta no seguinte

problema de otimizacao
IIlV%XI(Z,X) = H(z) — H(z|x), (3.23)

onde I(z,x) corresponde & informagao mutua entre z e x. Devido ao mapeamento
entrada-saida dessa estrutura ser deterministico, a entropia condicional H(z|x) nao
depende de W, e, portanto, nesta situacao, o critério Infomax é equivalente a
maximizagao da entropia conjunta das saidas dessa rede.

Valendo-se da expressao da entropia de uma transformacao (Apéndice A), é
possivel mostrar que a entropia conjunta das saidas pode ser expressa da seguinte

maneira

H(z) = H(x) + E{Z log(g;(w;x))} + log(| det(W)]), (3.24)

onde g;(-) representa a derivada primeira da funcao g;(-). Nesta expressdo, apenas os

dois tltimos termos dependem de W e, portanto, o problema de otimizacao descrito
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em (3.23) possui, equivalentemente, a seguinte formulacao

N
max H(z) & max E{; log(g;(wix))} + log(| det(W)|). (3.25)

Essa nova formulagao do critério Infomax em BSS aponta para uma forte
correspondéncia entre esta abordagem e aquela baseada na estimacao por maxima
verossimilhanca. Este resultado fica claro a luz da expressao (3.20), que difere
de (3.25) apenas nas funcoes nao-lineares empregadas em cada um dos critérios.
Note ainda que, na situacao em que as fungoes de ativacao empregadas correspondem
as distribuigoes cumulativas das fontes, isto é, g;(r) = fjoo Ds;(s)ds, os dois critérios
sao equivalentes.

A equivaléncia entre essas duas abordagens foi demonstrada por
Cardoso (Cardoso, 1997), que também investigou uma outra questdo muito
relevante relacionada a este assunto, a saber: dado que o Infomax, em um contexto
de separacao, pode ser considerado uma aproximacao da solucao de maxima
verossimilhanca, qual seria a influéncia da escolha de uma funcao de ativagao
qualquer? Note que, sob a o6tica do estimador de maxima verossimilhanca, esta
situagao corresponderia a assumir aproximacoes para as densidades de probabilidade
das fontes. Mais adiante, trataremos desta questdo em maiores detalhes. Antes,
apresentaremos dois algoritmos capazes de ajustar o sistema separador de acordo

com o paradigma Infomax/Méaxima Verossimilhanca.

Algoritmos BS e ACY

Uma maneira de se obter uma matriz de separacao W que maximize a
expressao (3.25) é realizar a busca a partir do método do gradiente descendente.
Nesta situacdo, é possivel mostrar (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001) que o
gradiente da entropia conjunta das saidas em relacao a W é dado por

0H (z)

S = ELGWx)x"} 4+ (W), (3.26)

onde G(-) = [Gi(:)...Gn(:)] &€ um vetor de fungoes de modo que G;(z) =
dlog(g;(z))/dz. Diante disso, obtém-se a seguinte regra de atualizacao para o ajuste
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de W
W — W + i { E{G(Wx)x"} + (WT)~1}, (3.27)

onde p corresponde ao passo de adaptacao. Na literatura, esta regra é conhecida
como algoritmo Bell-Sejnowski (BS), e sua versdo estocastica (adaptativa) pode ser
obtida desconsiderando o operador de esperanca presente nesta expressao.

Alternativamente, é possivel tratar o problema de otimizacao dado pela
expressao (3.25) empregando um método que se fundamenta em uma variante
do gradiente, denominada gradiente relativo ou natural (Cardoso & Laheld, 1996;
Amari, 1998). Na Secao 3.2.8, discutiremos os principais conceitos por tras dessa
técnica. Por ora, adiantamos que, neste caso em particular, esta entidade relaciona-
se com o gradiente do seguinte modo

OnH(z) O0H(z)

T
W= aw W W, (3.28)

onde &Va—géz) corresponde ao gradiente natural de H(z) em relagdo a matriz W.

Substituindo esta expressdo em (3.27), obtém-se a seguinte regra de atualizagdo
W — W + u(I+ E{G(y)y' HhW, (3.29)

Esta técnica é conhecida na literatura como algoritmo ACY (Amari, Cichocki
e Yang). Diferentemente do algoritmo BS, essa técnica nao requer inversio de
matrizes, sendo esta uma grande vantagem com relagao ao custo computacional

requerido.

A influéncia da funcao de ativacgao

Tendo discutido os principais algoritmos de BSS baseados no critério Infomax,
e, equivalentemente, no estimador de maxima verossimilhanca, analisemos o
importante ponto que diz respeito a influéncia das func¢des de ativacao no
desempenho das técnicas derivadas a partir desse paradigma. Os trabalhos de
Amari (Amari, Chen & Cichocki, 1997) e Cardoso (Cardoso, 1998b) abordam
essa questao através de uma analise de estabilidade local dos pontos estacionarios
relativos as regras de atualizacao descritas anteriormente. Na seqiiencia,

apresentaremos as idéias basicas presentes nesses dois trabalhos.



CAPITULO 3. SEPARACAO DE MISTURAS LINEARES 45

Primeiramente, de modo a simplificar a anélise, facamos a seguinte modificacao

na regra de atualizacao da matriz de separacao W presente no algoritmo ACY
W W +u(I- E{F(y)y' hW, (330)

onde F(-) = —G().
Analisemos o que ocorre no algoritmo (3.30) quando W de fato corresponde a
inversa da matriz de mistura, porém escalonada®, ou seja, W = AA ™", de modo que

A = diag(\y, ..., \,). As matrizes AA™! tal que A satisfaca a seguinte restricio

sao pontos estacionarios do algoritmo, pois, devido a hipotese de independéncia

entre as fontes (considerando nulas suas médias), a seguinte relacdo é valida
E{Fi(Nisi)Ajsit =0, i # (3.32)

e, assim, temos que (I + E{F(y)y’}) = 0. Chama a atencao nessa constatagao
que este fato independe das fungoes F(-), pois a expressao (3.32) é satisfeita, sob as
hip6teses mencionadas, para qualquer fun¢ao nao-linear inversivel.

Em um primeiro momento tal observacao pode parecer um tanto incoerente, pois,
mesmo nos casos em que as fungoes F;(+) sao lineares, as matrizes de separacao AA™!
sao pontos estacionarios do algoritmo, contradizendo a necessidade de estatisticas
de ordem superior, as quais sao introduzidas justamente pelas nao-linearidades, no
problema de BSS. No entanto, em se tratando de uma dinamica, ¢ necessério verificar
se tais pontos estacionarios sao estaveis, pois, somente assim, estes corresponderiam
a atratores potenciais para o processo de aprendizado.

Uma maneira simples de verificar a estabilidade de um ponto estacionario pode
ser feita através de técnicas de linearizacao. Este procedimento consiste em linearizar
a dinamica nao-linear em torno de um dado ponto estacionario e, posteriormente,
verificar se o sistema linear resultante é estavel. Obviamente, este tipo de analise é
util apenas no estudo de estabilidade local, dado que o comportamento do sistema
linear resultante é capaz de aproximar o sistema nao-linear apenas em uma certa

vizinhanca do ponto estacionéario.

3Sem perda de generalidade, a ambigiiidade relacionada s permutacdes nio é considerada.
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A partir dessa anélise baseada em linearizagao, verificou-se (Cardoso, 1998b) que
as condicoes que garantem a estabilidade local dos pontos estacionarios W = AA™!
sao as seguintes

(14+v)(14+v))>1, 1<i<ji<N,

3.33
(I+v;)>0, 1<i<N ( )

onde

Uma condicao suficiente para a estabilidade é v; > 0 para todas as fontes. No caso
de uma fonte gaussiana, por exemplo, v; é nulo. Assim, em cenérios em que hé mais
de uma fonte deste tipo, nao é possivel separa-las, dado que a primeira condicao
de estabilidade nao é satisfeita para este par, o que confirma as limitacdes da ICA
discutidas previamente.

Analisando as expressoes (3.33) e (3.34), fica claro que a condigao de estabilidade
depende das fungoes Fj(-) e também das distribui¢oes de probabilidade das fontes,
pois devemos lembrar que nos pontos estacionarios sob analise as estimativas das
fontes correspondem as fontes escalonadas, ou seja, y = As.

No tocante a abordagem de méxima verossimilhanca, onde F;(-) = —ig'gi,

argumenta-se que as condigoes (3.33) sao sempre satisfeitas (Cardoso, 1998b). Por
outro lado, ha outras possibilidades de escolha para as funcoes nao-lineares de modo
que a estabilidade ainda seja garantida. Neste sentido, a partir da observacao de
que o sinal de v; estd, para um bom nimero de funcoes nao-lineares, diretamente
relacionado ao fato das fontes serem sub-gaussianas (curtose negativa') ou super-
gaussianas (curtose positiva), é possivel satisfazer esta condigdo de estabilidade
empregando apenas duas classes de funcoes, sendo uma para cada tipo de fonte.
Assim, a utilizacdo de um estimador de méaxima verossimilhanca aproximado (o
critério Infomax), de modo que as fungoes de ativacao sejam definidas com base na
gaussianidade das fontes, nao implica em uma perda de desempenho em relagao ao
caso ideal, ao menos no sentido de que os pontos 6timos relacionados as matrizes de
separacao que estao presentes neste segundo esquema aparecem também no primeiro

caso’.

1A defini¢do da curtose é expressa em (3.38).
SE importante frisar que a analise de estabilidade discutida, embora indique que os pontos
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Geralmente, nas aplicacoes de BSS, as fontes envolvidas pertencem a uma
mesma classe com relacao a gaussianidade. Por exemplo, em separacao de vozes
é comum adotar modelos super-gaussianos para todas as fontes. Todavia, caso
existam fontes de ambas as classes de modo que o nimero exato de cada uma delas
seja desconhecido, ja nao é mais possivel abordar o problema a partir das técnicas
baseadas no critério Infomax, dado que, em sua versao original, a definicao das
funcoes de ativacao, consideradas fixas durante todo o processo, nao leva em conta
as caracteristicas das fontes. Na proxima secao, apresentaremos uma técnica capaz

de superar esta dificuldade: o algoritmo Infomax estendido.

O algoritmo Infomax estendido

O motivo pelo qual o algoritmo Infomax estendido (T. W. Lee, Girolami &
Sejnowski, 1999) é capaz de separar fontes de classes distintas é que, além da matriz
W, as fungoes de ativagao da rede neural apresentada na Figura 3.1 também sao
ajustadas. No caso, esta adaptacao fica restrita somente a duas possibilidades, pois,
diante da discussao apresentada na secao anterior, ¢ possivel separar misturas de
fontes sub-gaussianas e super-gaussianas utilizando somente duas classes de fungoes.

Na proposta original desta técnica, as seguintes funcoes de ativacao sao
utilizadas: g(y) = y—tanh(y), para fontes sub-gaussianas, e g(y) = y+tanh(y), para
fontes super-gaussianas. Deste modo, a atualizagdo da matriz W (considerando um

ajuste baseado no gradiente natural) é expressa do seguinte modo

W «— W + u(I — E{Mtanh(y)y’ — yy} (3.35)
onde M = diag(my,...,m,) é uma matriz diagonal tal que, idealmente, m; = 1
para fontes super-gaussianas e m; = —1 para fontes sub-gaussianas.

Assumindo que nao ha nenhum tipo de informacao sobre as fontes, torna-

se imperativo a adocao de uma estratégia para a determinacao dos parametros

relacionados a matrizes de separacio podem ser localmente estaveis (dependendo das fungdes nao-
lineares), ndo garante que tais pontos sejam os tnicos estaveis. De fato, ndo ha qualquer prova, para
um caso geral, sobre a existéncia, ou inexisténcia, de solucoes espurias. Nao obstante, a idéia de
que é sempre possivel recuperar as fontes com fungoes nao-lineares aproximadas estad amplamente

difundida na comunidade, como pode ser visto em (Liu, Chiu & Xu, 2004).
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m;. Para tal fim, emprega-se a condicao suficiente de estabilidade proveniente da

expressao (3.33), isto é, v; > 0. Neste caso em particular, este momento é dado por
v; = my(E{sech®(y;)} E{y?} — E{tanh(y;)y;}) >0 i=1,...,n. (3.36)

Assim, para garantir a positividade desta expressao é necessario que m; tenha o
mesmo sinal que (E{sech?(y;)}E{y?} — E{tanh(y;)y;}) e, portanto, a adaptacio de
m; pode ser conduzida do seguinte modo

m; = sign(E{sech®(y;) } E{y;} — E{tanh(y)y;}), (3.37)

onde sign(-) representa a funcao sinal.

As expressoes (3.35) e (3.37) caracterizam o algoritmo Infomax estendido.
Em virtude da existéncia do célculo da expressao (3.37), ausente na proposta
original do algoritmo BS, h4, no Infomax estendido, um aumento da complexidade

computacional.

3.2.5 Maximizacao da nao-gaussianidade

Uma classe de critérios em BSS tem como idéia principal o ajuste do sistema
separador de modo que as densidades de probabilidades de cada uma das estimativas
sejam, em algum sentido, as mais distantes possivel de uma variavel gaussiana,
num procedimento usualmente denominado de maximizacao da nao-gaussianidade
misturas. Um dos principais atrativos presentes nessa estratégia é a possibilidade de
recuperar cada uma das fontes individualmente. Além disso, um dos algoritmos mais
conhecidos em BSS, o FastICA, foi inicialmente desenvolvido com base neste critério.
Abordaremos, na seqiiéncia, os principais topicos relacionados a esta estratégia,
assim como o algoritmo FastICA.

A chave para entendermos a idéia presente na abordagem via maximizacao da
nao-gaussianidade estd associada ao teorema central do limite (Papoulis, 1993), que,
em linhas gerais, estabelece que o resultado da soma de um conjunto de variaveis
aleatorias resulta em uma varidvel mais proxima de uma gaussiana do que qualquer
uma pertencente a esse conjunto. Portanto, sob a oOtica deste teorema, ¢ de se

esperar que as misturas sejam mais proximas a gaussianas se comparadas com as



CAPITULO 3. SEPARACAO DE MISTURAS LINEARES 49

fontes. Logo, uma tentativa de ajustar W fundamenta-se justamente na recuperagao
da nao-gaussianidade das estimativas das fontes. Obviamente, essa justificativa
é apenas ilustrativa. No entanto, como veremos mais adiante, alguns resultados
indicam que essa abordagem possui relagoes com a ICA.

Uma das técnicas originadas da abordagem em questao esta diretamente ligada
ao conceito de curtose, ou cumulante de quarta ordem, cuja definicao para uma

variavel aleatoria de média zero, x, é dada por

Ky = B{z"} — 3[E{x*})% (3.38)

2

Uma interessante propriedade da curtose é que esta medida é nao-nula para a
grande maioria das variaveis aleatorias, sendo a gaussiana uma das poucas excegoes
desta regra. Deste modo, um critério de acordo com espirito da maximizacgao
nao-gaussianidade pode ser obtido através da maximizagao do valor absoluto desta
grandeza para cada uma das estimativas individualmente, caso se queira determinar
apenas algumas fontes, ou conjuntamente, na situagao em que todas as fontes sao
desejadas. Essa abordagem foi proposta em (Delfosse & Loubaton, 1995), onde
também se propds um esquema, denominado deflation (mais adiante veremos os
aspectos basicos desta técnica), destinado a extracdo das fontes de uma maneira
serial.

Também é possivel entender o critério de maximizacao da nao-gaussianidade em
um contexto mais associado a teoria da informacao. Um dos principais resultados
desta &rea afirma que, no conjunto de todas as varidveis aleatoérias de mesma
varidncia, a variavel gaussiana é aquela que possui a maior entropia (Cover &
Thomas, 1991). Logo, uma possivel estratégia de maximizagao da nao-gaussianidade
seria buscar a minimizacao das entropias marginais das estimativas das fontes.

Em BSS, essa idéia foi primeiramente introduzida a partir do conceito de
negentropia, um tipo de entropia normalizada em relacao a uma variavel gaussiana.

A negentropia de uma variavel aleatéria x é dada por®:
J(x) = H(z,) — H(z), (3.39)

onde x, corresponde a uma varidvel aleatoria gaussiana com a mesma variancia que

x. Em vista do que ja discutimos sobre a entropia de uma gaussiana, é evidente

6Também é possivel definir este conceito para um vetor aleatorio.
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que a negentropia é uma medida sempre nao-negativa, sendo nula somente quando
x for uma variavel gaussiana. Um ponto favoravel a negentropia, no que diz respeito
ao seu uso como medida de gaussianidade, é que esta entidade é consideravelmente
mais robusta a outliers se comparada a abordagem baseada na curtose.

A despeito desta maior robustez, hd uma significativa dificuldade de ordem
pratica na aplicacao direta da negentropia ao problema de BSS, relacionada a
necessidade de etapas de estimagao de entropia, haja visto que a defini¢ao (3.39) esta
diretamente ligada a este conceito. Felizmente, é possivel obter uma boa estimativa
da negentropia a partir de uma aproximagao baseada nos chamados momentos

polinomiais (Hyvérinen, 1999a), dada por:
J(y) = a(B{G(y)} — E{G(v)})*, (3.40)

onde G(-) é uma fun¢do nao-linear nao-quadratica, o é uma constante e v é uma
variavel aleatoria gaussiana de média e zero e variancia unitaria. Como conseqiiéncia
da utilizacao de uma gaussiana normalizada neste caso, é necessario restringir,
durante a etapa de adaptacao, a poténcia de cada uma das estimativas das fontes,

assumindo, por exemplo, que F{y;} = E{wlx} = 1.

Maximizacao da nao-gaussianidade através do FastICA

Com o intuito de descrever como ¢ feita a maximizagao da nao-gaussianidade

através do FastICA, considere a recuperacao de uma fonte, isto é, o ajuste de uma
T

das linhas da matriz W, denotada por w!, de modo que y; = w!x resulte numa
estimativa satisfatoria de uma certa fonte. Além disso, consideremos a maximizacao
da negentropia aproximada, expressa em (3.40). Tal situagao é descrita pelo seguinte

problema de otimizacao
Wi = argmax(E{G(y;)} — E{G(v)}), (3.41)

com restricao que E{y;} = E{wIx} = 1.
E interessante notar que o maximo da expressio (3.41) é atingido para um certo
otimo de E{G(y;)}, pois o termo E{G(v)} é constante. Assim sendo tal problema

de maximizacao e o de otimizar este primeiro termo sao equivalentes. Através do
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método de Lagrange, é possivel verificar que este tltimo problema de otimizagao é

resolvido quando a seguinte condicao é satisfeita
E{xG'(wix)} + pw; =0, (3.42)

onde 3 é uma constante que depende do valor 6timo w;.

O algoritmo FastICA, em sua versao destinada & otimizacao da negentropia,
foi derivado com base nessa condicao de otimalidade. Levando em conta algumas
aproximacoes resultantes do fato que as misturas ja estao branqueadas, aplicou-se o
método de Newton para a resolucao de (3.42), donde se obteve a seguinte regra de
atualizacao

w; «— E{xG'(wl'x)} — E{G"(wl'x)}w, (3.43)

wi —w; [ wi |- '
Para misturas branqueadas, a normalizacao feita garante a restricao sobre as
variancia da estimativa ;. Com relacao a funcao nao-linear, uma boa escolha é
dada por G'(y) = tanh(y) (Hyvérinen, 1999a).

Para extrair N fontes através da regra de ajuste (3.43), é necessario executa-la
para N vetores w;. Todavia, torna-se necessario lancar mao de algum mecanismo
que evite que essas execucoes convirjam para um mesmo 6timo, o que representaria
sempre recuperar a mesma fonte. J& vimos que, como uma conseqiiéncia do
branqueamento prévio das misturas, o sistema separador corresponde a uma matriz
ortogonal, o que implica que suas linhas sao necessariamente ortogonais. Assim
sendo, uma estratégia vidvel para contornar esta dificuldade seria inserir alguma
etapa no algoritmo que garanta a ortogonalidade dos vetores obtidos.

Uma maneira de fazer isso é aplicar o método de ortogonalizacao de Gram-
Schimdt a cada execucao. Em esséncia, este procedimento funciona do seguinte
modo: feita a extracao da primeira fonte, a recuperacao da segunda é conduzida
aplicando a regra de ajuste do FastICA, porém, a cada iteragao, retira-se do vetor
em processo de estimacao a contribuicao do vetor referente a primeira fonte, de
modo que esses dois vetores sejam ortogonais. Para a extracao de uma terceira
fonte, deve-se, a cada iteracao, retirar a contribuicao dos dois vetores estimados, e
assim sucessivamente. Este procedimento recebe o nome de deflation.

Um problema do procedimento acima descrito é que, caso haja algum erro na

extracao de uma dada fonte, este erro sera acumulado na determinacao das fontes
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Tabela 3.1: Algoritmo FastICA com ortogonalizacao simétrica.

1. Centralizar e branquear dos dados.

2. Definir os valores iniciais de w; (colunas of W). Ortogonalizar W de acordo

com o passo 4.
3. Para todo i, executar a regra de ajuste (3.43).

4. Realizar a ortogonalizacao simétrica de W, que pode ser feita do seguinte

modo
~1/2

W — (WWT) "W.

5. Caso nao convirja, voltar ao passo 3.

seguintes. Uma alternativa a tal empecilho é realizar em paralelo todas as execugoes,
e, a cada iteracao finalizada, ortogonalizar a matriz W formada pelos vetores
obtidos em cada iteracao. Este procedimento é conhecido como ortogonalizacao
simétrica, dado que nenhuma direcao do espaco de busca é privilegiada neste caso.
Uma maneira de realizar este procedimento de ortogonalizagao é apresentada na
Tabela 3.1, mais especificamente no passo 4. Tal tabela apresenta a descricao do

FastICA em conjunto com o procedimento de ortogonalizacao simétrica.

3.2.6 PCA nao-linear

Ja vimos, na Secao 2.5.3, que a recuperacao das fontes nao pode ser conduzida
levando em conta somente as estatisticas de ordem dois, o que inviabiliza a aplicacao
da PCA a tal problema. Por outro lado, vimos também, na Secao 3.2.1, que uma
maneira de introduzir estatisticas de ordem superior no problema de separacao se
da através do emprego de fungoes nao-lineares em critérios de separacao que levam
em conta a correlacao entre as estimativas das fontes. As motivagoes por tras de
uma outra abordagem de grande destaque em BSS, a PCA nao-linear (NPCA,
Nonlinear Principal Component Analysis)) (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001),
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estao relacionadas a essas duas questoes. Ao introduzir elementos nao-lineares na
definicao da PCA, tal estratégia contorna as limitacoes inerentes a aplicagao desta
classica técnica ao problema de BSS. A seguir, discutiremos como isso é feito.
Levando em conta a discussao sobre a formulacao da PCA como um problema
de minimizacao do erro quadratico médio, apresentada na Secao 2.5.3, a aplicacao
desta técnica na estimacgao da matriz W poderia ser expressa pelo seguinte problema

de otimizacgao

N
- S
W = argigin B{ e~ (T wl) (3.44)

sendo que w; corresponde a i-ésima coluna de W, e wl w; = d;; (Note que estamos
considerando w; um vetor coluna). Por outro lado, no caso da NPCA, a busca por

W ¢ conduzida da seguinte maneira

N

W = argmin E{|[x — ;(gi(wzrx))wiHQ}’ (3.45)

onde g;(-) é uma funcao necessariamente nao-linear. Neste caso em especifico, a

nao-linearidade é introduzida na projecao das bases w; no conjunto de misturas

X, todavia, ¢ importante ressaltar que ha outras variantes nao-lineares da
PCA (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001).

Em uma notagao matricial, a fungao custo da expressao (3.45) pode ser reescrita

da seguinte forma
Inpca(W) = E{|x — W' g(Wx)|*}, (3.46)

onde g(-) = [91(:)...gn(-)]. Na abordagem via NPCA, é comum fazer com que
as misturas passem por um estagio de branqueamento, que, como ji vimos, pode
ser conduzido pela aplicacao da PCA. Neste caso, a matriz W a ser determinada é
ortogonal, ou seja, WW7 = I. Aplicando esta condicio na descricdo matricial do

problema, e, ap6s um breve desenvolvimento, obtém-se que

InrealW) = 32 E{ln = 0,01} (3.47)

Esta nova funcao custo apresenta uma similaridade patente com os critérios de

Bussgang (Attux et al., 2006), uma classe de fun¢des custo amplamente utilizadas
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em equalizacao cega. Assim, mais uma vez, notamos uma grande similaridade entre
este problema e o de separacao de fontes.

Na abordagem via NPCA, assim como nas técnicas discutidas anteriormente,
uma maneira de resolver o problema de otimizacao associado se da através da
aplicacao do método do gradiente descendente. Alids, o primeiro algoritmo baseou-se
justamente nessa idéia (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001). Todavia, a formulagao
de minimo erro quadratico motivou a aplicacao do consagrado algoritmo RLS
(Recursive Least Squares) (Karhunen & Pajunen, 1997). De fato, essa estratégia
pode ser considerada uma importante vantagem da NPCA perante as outras técnicas

de separacao. Na seqiiéncia, apresentaremos uma breve descricao de tal abordagem.

Adaptacao do NPCA utilizando o algoritmo RLS

Apesar de existir, no contexto da NPCA, estratégias que adaptam a matriz
W em batelada, essa abordagem estd preponderantemente associada a técnicas
com operacao em tempo real, dado que o atrativo deste paradigma reside em sua
ligagao com o algoritmo RLS, que, por sua vez, esta estreitamente ligado a métodos
adaptativos.

O algoritmo RLS é utilizado na minimizacao de um critério de minimos
quadrados, porém, modificado pela introducao de um fator de esquecimento. No

caso da NPCA, esta formulacao é expressa do seguinte modo
K
Inpea(W (k) =Y 857 | x(k) = W (k)z(k) ||, (3.48)
k=1

onde [ corresponde ao fator de esquecimento, z(k) = g(W(k — 1)x(k)) e k
representa o indice temporal. Note que essa descricao também é adequéavel & PCA
se considerarmos z(k) = W (k — 1)x(k).

Em (B. Yang, 1995), um algoritmo do tipo RLS, denominado PAST, foi
desenvolvido para a minimizacao da expressao (3.48) para o caso da PCA. A sua

extensdo para o caso nao-linear foi feita em (Karhunen & Pajunen, 1997). Neste
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trabalho, a seguinte regra de ajuste foi proposta

h(k) =P(k - 1)z(k)
m(k) = h(k)/(3 + 2" (k)h(k))
P(k) = 57T [P(k — 1) — m(k)h" (k)] (3.49)
e(k) = x(k) = W (k — 1)z(k)
(k) = W(k — 1) + m(k)e’ (

=

k),

sendo que Y[J] gera uma nova matriz cuja parte triangular superior é a mesma
da matriz J, e cuja parte triangular inferior é obtida pela transposicao da parte
superior. Em (Karhunen & Pajunen, 1997), argumenta-se que uma boa opgao para
valores iniciais W(0) e P(0) é atribuir matrizes unitarias.

Na NPCA, assim como no caso do critério de maximizagao da nao-gaussianidade,
é possivel extrair as fontes de maneira seqiiencial. Essa é uma conseqiiéncia direta
do modo de operacao da PCA, que é baseada na extracao individual de cada uma
das componentes principais. Nesse caso, a recuperacao de fontes distintas pode
feita através da aplicacao do algoritmo RLS em conjunto como uma técnica do tipo

deflation (Karhunen & Pajunen, 1997), por exemplo.

3.2.7 Meétodos algébricos - JADE

Na Secao 2.5.3, vimos que as informacoes de segunda ordem podem ser levadas
em conta no problema de separagao por meio de uma diagonalizagao da matriz de
correlagao (ou covariancia) relativa ao vetor de misturas x. Nesta mesma linha, uma
outra abordagem em BSS incorpora as informacgoes de ordem superior ao problema a
partir de processos de diagonalizacao de entidades que contenham tais informagoes,
como, por exemplo, o tensor de cumulantes e a matriz de cumulantes associada a
um vetor aleatorio. Esse procedimento é a esséncia de uma pioneira técnica em BSS
denominada JADE (Joint Approzimate Diagonalization of Eigenmatrices) (Cardoso
& Souloumiac, 1993). Antes de discutirmos as idéias centrais desta técnica,
relembraremos a definicdo de um cumulante e também de um importante conceito
relacionado a esta entidade.

Dado o conjunto de variavies aleatorias 2, 2, . .., 2p, um cumulante cruzado de
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ordem 7 deste conjunto é definido como (Nikias & Petropulu, 1993)

SO (W wy)

ki k k -
cum(z1, 252, ..., 27) & (—)) o k ; (3.50)
owy' ... 0wy’ -
w1=...=wp=0
onde U(ws....,w,) representa o logaritmo da funcao caracteristica conjunta e ki +

ko + ...+ k, =7r. No JADE, explora-se um cumulante de quarta ordem, dado por:

cum(zy, 22, ..., 2p) = E{z1202324} — E{z120} E{ 2324}

— E{z123}F{2024} — E{z124} E{2223}. (3.51)

Note que esta medida, diferentemente da cléssica medida de correlacao de segunda
ordem, apresenta quatro argumentos. Deste modo, a definicao de uma estrutura
semelhante a matriz de correlacao necessita do conceito de tensor, que, em linhas
gerais, pode ser entendido como uma extrapolacao do conceito de matriz, no sentido
de que um tensor pode apresentar um numero de entradas maior do que dois. Neste
contexto, define-se o tensor de cumulante como um conjunto de elementos, sendo
que o elemento ijkl é dado por cum(z;, 2, 2, 21), € com i, §, k, [ variando de 1 a p.
Um outro conceito que utilizaremos é o de matriz de cumulante associada a um
vetor aleatorio x = [z1,...,2y] e a uma matriz M de dimensdao N x N. No caso, o

elemento 75 da matriz de cumulante é dado por

N
[Q*(M)]; = Z Cum(z;, xj, Ty, 1) M, (3.52)

k=1

sendo que os indices i e j variam de 1 a N. A matriz de cumulante @*(M) pode
ser entendida como o resultado da aplicagao do tensor de cumulante de x & matriz
M, ou seja, Q*(M) = I'(M), onde I'(+) representa a transformacao efetuada por um
tensor.

Vejamos agora como essas medidas sao consideradas no problema de separacao.
No caso em que o vetor X representa os sinais misturados apds um etapa de
branqueamento, ou seja, x = Us, sendo U uma matriz ortogonal, é possivel

mostrar (Cardoso, 1999) que a matriz de cumulantes associada a x é dada por

Q*(M) =UAM)U7, (3.53)
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onde A(M) é uma matriz diagonal cujos parametros dependem de M e das curtoses
das fontes.
Multiplicando ambos os lados da expressao (3.53) por UT a esquerda e por U a

direita, e lembrando que U” = U~! (devido a ortogonalidade de U), temos que:
UrQ*(M)U = UTUAM)UTU = A(M), (3.54)

donde podemos concluir que a matriz U diagonaliza Q*(M). Logo, uma estratégia
plausivel para a recuperagao das fontes se daria a partir da diagonalizagao de Q*(M).

Em (Cardoso & Souloumiac, 1993), argumenta-se que a diagonalizagdo da matriz
de cumulante (3.53), para uma matriz M arbitraria, garante a identificacao de U
desde que haja, no méximo, uma fonte com curtose nula (novamente a restrigao sobre
as fontes gaussianas) e que os autovalores de @*(M) sejam distintos. Infelizmente, os
autovalores desta matriz dependem, além da matriz M, de U, que nao conhecemos
a priori. Ou seja, nao é possivel estabelecer qualquer tipo de garantia sobre
esses autovalores. Além disso, mesmo quando a matriz M garante a existéncia
de autovalores distintos, a diagonalizacao exata da matriz de cumulante pode ser
inatingivel em um cendrio préatico, posto que os cumulantes sao obtidos a partir
de estatisticas amostrais. A idéia fundamental presente no algoritmo JADE tem
justamente como objetivo evitar esses problemas.

Nessa técnica, em vez de se realizar a diagonalizacao considerando apenas
uma matriz de cumulante, adota-se um esquema de diagonalizacao conjunta de
diferentes matrizes de cumulante, sendo cada uma delas definida por uma matriz
M;. Matematicamente, a fun¢ao custo a ser minimizada no algoritmo JADE é dada
por

D(U) = > Q(UTQ*(My)U), (3.55)

onde o operador €(-) expressa a soma quadratica dos elementos que nao estao na
diagonal principal. No que diz respeito a escolha das matrizes M;, adotam-se as
automatrizes relativas ao tensor de cumulante, ou seja, as N matrizes M; tal que
Q*(M;) = AM,. Ao proceder desta forma, todas as informacoes relevantes do tensor
de cumulante sao, de certo modo, consideradas.

Para otimizar a expressao (3.55) é possivel utilizar o método de Jacobi para

diagonalizacao de matrizes. Inicialmente concebido para a diagonalizacao de uma
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tnica matriz (Golub & Loan, 1989), este método foi estendido para prover a
diagonalizagao conjunta de diversas matrizes em (Cardoso & Souloumiac, 1996).
A idéia essencial presente nesta abordagem é representar a matriz U através de um

produto de matrizes de rotacao, dado por

N
U= Y Ry, (3.56)
ij=1,i#j
onde a matriz de rotacao R;;, de dimensoes N x N, ¢é idéntica a uma matriz
identidade, com a excegao de seus elementos nas posicoes (,7), (4,7), (7,7) e (J,7),
dados por

ri; =cosf, r;; =sinf, r;; = —sinf, r;; = cosb. (3.57)

O parametro ¢ é o angulo de rotacao associado a matriz R;;.

E possivel, para cada uma das matrizes de rotacio R;;, determinar
analiticamente qual é o dngulo de rota¢ado que minimiza a expressao (3.55), conforme
descrito em (Cardoso & Souloumiac, 1996). Assim, a diagonalizagdo conjunta das
matrizes de cumulante pode ser feita a partir da obtencao, através de expressoes
analiticas, de cada um dos angulos de rotacao para todos os possiveis pares j.
Tal abordagem pode ser compreendida como uma possivel iteracao do algoritmo
JADE, de modo que a condicao de parada ocorra quando o angulo de rotacao
obtido for menor que uma angulo minimo 6,,;, previamente definido. A despeito do
reduzido nimero de iteracoes necessarias para a convergéncia deste procedimento
de diagonalizacao conjunta, tal técnica se torna consideravelmente ineficiente em
cenarios com um elevado nimero de fontes, devido ao aumento de complexidade
presente na determinacao analitica dos angulos de rotagao.

Uma dos principais atrativos presentes no JADE resulta do fato de que, tanto o
desenvolvimento da fun¢do contraste (3.55), quanto o do processo de diagonalizagao
conjunta sao validos para vetores aleatorios complexos (Cardoso & Souloumiac,

1993), ou seja, o JADE pode ser utilizado também na separagao de fontes complexas.

3.2.8 EASI

Até agora, dedicamos cada secao para apresentar abordagens em BSS cuja

inovagao diz respeito, sobretudo, a introdugao de critérios capazes de guiar o
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processo de separacao. Nesta secao, fugiremos um pouco dessa linha para apresentar
uma técnica, denominada EASI (FEquivariant Adaptive Source Separation), cujo
desenvolvimento estd preponderantemente relacionado ao processo de otimizacao
do sistema separador.

A principal motivacao presente no EASI é o desenvolvimento de uma técnica
com operacao em tempo real que apresente a chamada propriedade de desempenho
uniforme, que, em linhas gerais, estabelece que o processo de estimacao depende
exclusivamente das caracteristicas das fontes. Neste caso, para cenarios com o
mesmo conjunto de fontes, mudar a matriz de separacao implica simplesmente em
alterar a condigao inicial do processo de adaptacgao (Cardoso & Laheld, 1996).

Com o intuito de alcancar a propriedade de desempenho uniforme, propos-se um
esquema de adaptagao serial para a matriz W. Nesta estratégia, pressupoe-se que
a regra de adaptacao possui a seguinte forma: W «— (I — AH(y))W, onde H(")
mapeia um vetor em uma matriz e A corresponde ao passo de adaptacao.

Para determinar qual é a melhor escolha de H(-), é interessante, primeiramente,
que relembremos o significado da otimizagao via gradiente de uma dada funcao
custo ¢(W). Em esséncia, essa técnica de otimizagao busca por um incremento I'
tal que a fungdo ¢(W + I') apresente um valor maior ou menor, caso se trate de
uma minimizagao, levando em conta somente informacoes locais de primeira ordem.
Isto é feito do seguinte modo: determina-se a expansao em série de Taylor (primeira
ordem) da funcdo custo em torno de W, dada por

00(W)"

d(W+T) =~ (W) + T(W I), (3.58)

onde 7(-) representa o trago de uma matriz. Esta expressao representa uma
aproximacao da funcao custo através de um hiperplano, e, portanto, é natural que
se busque adaptar W na direcao relativa a inclinacao deste hiperplano, dada por

a(g(‘}y), que corresponde justamente ao gradiente da fungao custo em relagao a matriz

W.

Este procedimento é igualmente aplicavel ao paradigma de adaptacao serial. No

entanto, a forma imposta para esse tipo de regra de ajuste sugere uma modificagao no
conceito do gradiente, posto que, neste caso, busca-se um incremento I' de tal forma

que ¢(W + I'W) seja maximizado ou minimizado. Deste modo, seguindo o mesmo
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raciocinio apresentado no paragrafo anterior, é natural que este “novo gradiente”

corresponda ao coeficiente linear relativo a seguinte expansao de primeira ordem

Orp(W)"
H(W + TW) ~ (W) + (20D "y (3.59)
OW
Desta expressao surge o conceito de gradiente relativo, dado por 8"38‘*;‘(;‘7). No contexto

descrito, o gradiente relativo relaciona-se com o gradiente tradicional da seguinte

. OROW) _ 9(W)yx7T
maneira: ~Lo— = o W+.

Para uma fun¢ao custo dada por (W) = E{f(y)}, é possivel mostrar (Cardoso

& Laheld, 1996) que o gradiente relativo é dado por

aqu( VV ) / T
————= = F{f )
W )y 1, (3.60)
onde f(y) = [f'(y1) ... f'(yn)]. Deste modo, obtém-se a seguinte regra de adaptacao

serial que minimiza ¢(W)
W — W - \E{f'(y)y" IW. (3.61)

Obtém-se a versao estocastica dessa regra de ajuste através da supressao do operador
de esperanca.

Apesar da expressao (3.60) corresponder a uma solu¢ao adequada ao problema de
separacao, haja visto, por exemplo, sua semelhanca com o algoritmo ACY, hé ainda
uma dificuldade relacionada com o contraste ¢(W) = E{f(y)}. Em alguns casos,
como, por exemplo, em critérios de maximizacao de nao-gaussianidade, deve-se levar
em conta no processo de otimizacao a restricao de que as saidas do sistema separador
sao necessariamente brancas. Nos algoritmos que operam em batelada, essa restricao
é satisfeita realizando o branqueamento prévio das misturas e restringindo a busca de
um sistema separador que seja ortogonal, como no caso do FastICA. Entretanto, em
algoritmos adaptativos, a execugao dessas etapas de branquemento e ortogonalizacao
pode constituir um significativo empecilho pratico.

Uma maneira de contornar este problema ¢ incorporar tal restrigao
diretamente na regra de atualizacdo (3.61). Isto pode ser feito, de um modo
analitico, considerando a projecao do gradiente relativo no espaco de matrizes

ortogonais (Cardoso & Laheld, 1996), o que resulta na seguinte regra de atualizacao

W — W - AE{yy" —I+f(y)y" —yf'(y)"}W. (3.62)
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Esta é a regra de adaptacao presente no algoritmo EASI. Note que esta expressao
também é serial.

Na expressao (3.62), a escolha das fungoes nao-lineares segue essencialmente o
mesmo principio presente no critério Infomax, e, assim sendo, também é necessario,
no algoritmo o EASI, o conhecimento da gaussianidade das fontes. No caso em que
todas as fontes sao sub-gaussianas, é possivel separa-las definindo f(y) = Zfil y?,
o que implica num vetor f cujo i-ésimo elemento é dado por f/ = 4y?. Veremos
na proxima secao que esta funcao custo esta diretamente ligada a minimizacao da
informacao mutua das estimativas das fontes, bem como & maximizacao da nao-

gaussianidade.

3.3 Sobre os Critérios de Separacao

No decorrer da apresentacao das principais estratégias em BSS linear, na
Secao 3.2, mencionamos a existéncia de relagoes entre alguns dos critérios
apresentados. Vimos, por exemplo, que o critério Infomax possui uma estreita
ligacdo com o estimador de maxima verossimilhanca em BSS. Na presente
secao, abordaremos outras importantes relacoes entre esses critérios, as quais nos
permitirao compreendé-los & luz de um paradigma unificado, que, no caso, é
originario da idéia primordial da ICA: a recuperacao da independéncia.

Apos isso, trataremos de uma outra importante questao, relacionada aos critérios
presentes em BSS linear, que remete a eventual presenca de minimos locais nas

funcoes custos derivadas dessas estratégias.

3.3.1 Relagoes entre os critérios

Com o objetivo de compreender as diversas relacoes entre as estratégias
apresentadas sob a 6tica da ICA, adotaremos em nossa explanagao, como critério de
referéncia, a minimizacao da informacgao mutua, pois, conforme ja discutimos, essa
medida corresponde a um tipo de implementacao direta da ICA, no sentido de que
ela é capaz de discriminar a independéncia de um vetor aleatorio.

Primeiramente, recapitulemos a expressao da informacao miutua das saidas do
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sistema separador, descrita em (3.11). Tendo em vista que H(y) = H(x) +

log(| det W), é possivel reescrevé-la do seguinte modo

N
I(y) =Y H(y:) — H(x) — log(| det W). (3.63)
i=1
No processo de otimizacao, que é feito com a relacao a W, nao é necessario levar a
entropia conjunta das misturas, H(x), haja visto que este termo nao depende dos
parametros do sistema separador.

Uma outra simplificagdo da expressao (3.63) ocorre na situacao em que se
considera a separacao de misturas previamente branqueadas. Neste caso, ja vimos
que as matrizes W que invertem a acao do processo de mistura residem em um
conjunto de matrizes ortogonais ou de rotacao. Considerando a simplificacao do
paragrafo anterior e lembrando que o determinante de uma matriz ortogonal é 1,
a recuperacao das fontes via minimizacao da informacao mutua é, neste caso em

particular, equivalente & minimizacao da seguinte expressao

N
Cly)=>_H(y) (3.64)
i=1
com respeito & matriz W e de tal forma que esta busca seja efetuada no espaco de
matrizes ortogonais.

Ora, vimos, na Secao 3.2.5, que a minizimizacao de uma funcao custo desse
tipo estd diretamente relacionada ao critério de maximizacao da nao-gaussianidade,
especialmente ao processo de maximizacao das negentropias das saidas. Naquela
ocasiao, justificamos tal abordagem, de uma maneira mais intuitiva, a partir do
teorema central do limite. Agora, fica claro que essa estratégia esta, de fato,
ligada a ICA. Além disso, diante da relagao apresentada, fica claro o porqué da
necessidade, na maximizagao da nao-gaussianidade, da etapa de branqueamento e,
conseqiientemente, da ortogonalizacao da matriz W a cada iteracao.

O critério baseado na maximizagao das curtoses (valor absoluto) das estimativas
também possui uma relagao com o critério de minimizacao da informacao mitua,
o que reforca a ligacao entre esta ultima abordagem e a maximizacao da nao-

gaussianidade. No caso, utilizando aproximacoes da entropia marginal baseadas em
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expansoes em séries, e considerando misturas previamente branqueadas, é possivel
obter (T.-W. Lee, Girolami, Bell & Sejnowski, 2000) a seguinte aproximacao para a

informacgao mutua
N
1 .
I(y) = J(x) = o2 LAD (3.65)
i=1

onde J(x) e r4(i) correspondem a negentropia conjunta das misturas branqueadas
e a curtose da i-ésima fonte, respectivamente. Tendo em vista que o primeiro termo
desta expressao nao depende de W, é evidente que a sua minimizacao equivale a
maximizacao das curtoses das estimativas dos sinais fontes. Vale lembrar que esta
aproximacao é valida para matrizes de mistura ortogonais, o que, novamente, indica
a necessidade de estagios de braqueamento na abordagem de maximizacao da nao-
gaussianidade.

Além da maximizacao da nao-gaussianidade, o paradigma de maxima
verossimilhanca em BSS também estd ligado a minimizacao da informacao
mitua. Para entendermos esta rela¢ao, reescrevamos a expressao (3.63), porém
desconsiderando o termo de entropia conjunta, que nao depende de W e expressando

a entropia a partir de uma esperanca, ou seja

Cly) = ZE{10g(pyi(yz'))} — log(| det W). (3.66)

A observagao desta expressao em conjunto com (3.20) revela a relacao entre os
critérios em questao. Apesar de as densidades de probabilidade presentes em ambas
as expressoes serem distintas, na situacao em que as fontes sao, de fato, recuperadas,
as duas funcoes custos sao equivalentes, posto que as densidades das fontes e de suas
estimativas sao idénticas nessa situacao.

Levando em conta a relacao de equivaléncia entre o estimador de méxima
verossimilhanca e o critério Infomax, é de se esperar que este tltimo critério também
esteja ligado & minimizagao da informacgao mutua. De fato, podemos compreendé-lo
como uma aproximacao da informacao mutua, no sentido de que as densidades de
probabilidade das estimativas sao aproximadas por fun¢oes nao-lineares neste caso.

Por fim, analisemos as relagoes entre o NPCA e outras propostas em BSS

(em (Karhunen, Pajunen & Oja, 1998), é apresentada uma discussdo detalhada
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destas relagoes). Para tal, consideremos o critério de NPCA descrito em (3.47). No

caso em que as fungoes g;(+) sao escolhidas do seguinte modo

2
yi tyi se y=>0
—y; +y se y<O,

esse critério equivale a seguinte expressao

Inpca(W) = Z E{yt}. (3.68)

Assim, este simples desenvolvimento indica que ha ligagoes entre o critério NPCA e
a minimizag¢ao dos momentos de quarta ordem das estimativas das fontes.

Lembrando que, na situacao em que os dados sao previamente branqueados e a
matriz W é ortogonal, a minimizacao de um momento central de ordem superior
¢ equivalente & minimizagao da curtose (ver expressao (3.38)), conclui-se que a
NPCA esta relacionada & minimizacao das curtoses das estimativas das fontes.
Assim, considerando que todas as fontes possuem valores negativos de curtose
(fontes sub-gaussianas), a NPCA é semelhante a abordagem de maximizacao da
nao-gaussianidade, e, conseqiientemente, & minimizacao da informacao mitua.

A breve apresentacao realizada na presente secao evidencia as relacoes entre
os principais critérios em BSS. Vimos que essas abordagens relacionam-se, seja de
modo direto ou indireto, & minimizacao da informacgao mutua entre as estimativas
fontes, que, conforme ja discutido, pode ser entendida como a implementacao direta
da ICA. Assim sendo, é possivel compreender tais abordagens como técnicas que
realizam a ICA, posto que o objetivo presente em cada uma delas esta implicitamente
ligado & recuperacao da independéncia estatisticas das estimativas das fontes através
do ajuste da matriz W. Embora o objetivo de tais técnicas seja o mesmo, ¢
importante frisar que o desenvolvimento desses diversos critérios permitiu, como
visto no decorrer da Secao 3.2, a elaboragao de algoritmos com modos de operac¢ao

distintos.

3.3.2 Presenca de pontos 6timos locais

Na secao anterior, vimos que a etapa de treinamento nas principais técnicas de

separacao linear se baseia em algoritmos de busca local, tais como o gradiente e
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o método de Newton. Em superficies de custo multimodais, que contam com a
presenca de oOtimos locais, a aplicacao deste tipo de solucao se tornaria inviavel,
dado que haveria um novo risco relativo a convergéncia do algoritmo para esses
pontos locais que nao necessariamente corresponderiam a uma solucao satisfatoria
do problema de separacao. Diante disso, é razoavel afirmar que um assunto de
consideravel importancia em BSS, embora ainda pouco tratado na literatura, diz
respeito ao estudo das funcoes custo associadas aos principais critérios de separacao.
Nesta secao, faremos um breve de suméario de algumas contribuicoes neste assunto.

Recentemente, uma série de trabalhos (Vrins & Verleysen, 2005b, 2005a;
D. Pham & Vrins, 2005) estudou a presenga de minimos locais no critério de
minimizagao da informacao mutua entre as estimativas das fontes. Dada a
dificuldade envolvida em tal anélise, considerou-se um caso em que apenas duas
fontes sao misturadas.

Uma outra hipotese assumida nesses trabalhos foi a ortogonalidade da matriz
de mistura. Além disso, assumiu-se um sistema separador também ortogonal, o que

permite descrever a relacao entre as fontes e suas estimativas através da seguinte

| cqs@ sin 0 $1 ' (3.69)
Yo —sinf cosd S9

Este cenario busca representar o caso em que uma etapa de branqueamento é

parametrizagao

aplicada sobre as misturas, pois, como ja vimos, a relacao entre as misturas
branqueadas e as fontes é dada por uma matriz de rotagao. Porém, ficara claro
mais adiante que este modelo é um pouco mais restrito, no sentido de que o sistema
separador também é considerado ortogonal.

No cenario descrito, a existéncia de minimos de locais depende das densidades
de probabilidade das fontes. Em (Vrins & Verleysen, 2005b), demonstrou-se que
a multimodalidade de funcoes custo como a informagao mitua esta diretamente
ligada & multimodalidade das densidades de probabilidade das fontes. Por exemplo,
considerando fontes gaussianas tri-modais (Figura 3.2(a)), a informagao mutua em
fungdo do angulo 6 é apresentada na Figura 3.2(b). Note que, como esperado,
esta medida se anula nos angulos 0 e 7/2 (recuperacdo sem, e com, inversao de

fase, respectivamente), porém, ha trés pontos de minimos locais, sendo um deles, o
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angulo 7/4, um ponto estavel.

-
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(a) Densidade de probabilidade das fontes.

0 05 1 15
)

(b) Informagcdo miutua em fungao do angulo de rotagao 6.

Figura 3.2: Presenca de minimos locais em cenérios com fontes multimodais.
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Em um primeiro momento, a existéncia de minimos locais em cenérios desse tipo

aponta para uma dificuldade consideravel na aplicacao das técnicas anteriormente

estudadas a separacao de fontes multimodais. No entanto, um ponto interessante
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a ser destacado é que a presenca desses minimos ocorre somente quando o sistema
separador é restrito a uma matriz ortogonal. Por exemplo, vimos que, por assumir
uma etapa de branqueamento anterior a separacao, o FastICA busca solucdes no
espaco de matrizes ortogonais. No caso, isto é feito através da normalizacao das
linhas da matriz de separacao e da aplicacao de métodos de ortogonalizacao a
cada iteracao, e nao por uma restricao estrutural de ortogonalidade. Assim, é
importante ressaltar que este caso ja nao é mais equivalente ao cenario descrito pelo
modelo (3.69). Justamente por manter a ortogonalidade de W apenas de “forma
aproximada”’, o FastICA é capaz de evitar a convergéncia para minimos locais. Em
suma, enfatizamos que o estudo de (Vrins & Verleysen, 2005b) é valido para o caso
restrito em que todas as matrizes posicionadas entre as fontes e suas estimativas sao
ortogonais.

Conforme ja discutimos na secao anterior, a minimizagao da informacao mitua
para o modelo (3.69) é equivalente & minimizagio das entropias marginais de cada
uma das estimativas das fontes. Logo, no cenario descrito, o estudo realizado
em (Vrins & Verleysen, 2005b) sobre a existéncia de minimos locais é valido
também para este tltimo critério, bem como para aquele baseado na maximizacao
da negentropia (D. Pham & Vrins, 2005).

Com relagao a presenca de minimos nas situagoes em que os sistemas misturador
e separador nao sao ortogonais, nao encontramos trabalhos que abordam esta
questao de um modo analitico. Todavia, ha alguns trabalhos que constataram
situagoes de convergéncia ruim através da execucao de simulagoes. Em (Tichavsky,
Koldovsky & Oja, 2006), por exemplo, verificou-se, apos a realizagio de um
significativo ntimero de simulacoes do algoritmo FastICA, que h& convergéncia
para minimos locais num percentual entre 0,01% e 1% dos casos. Em um outro
trabalho (Cardoso, 2000), um exemplo apresentado indica uma situagio particular
do estimador de maxima verossimilhanga em que hé a possibilidade de convergéncia

para minimos locais.
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3.4 Anailise de Desempenho

Nesta secao, buscamos realizar uma andlise comparativa das técnicas de BSS
apresentadas até o presente momento. Inicialmente, abordamos os algoritmos que
possuem modo de operagao em batelada, ao passo que em um segundo momento,
consideramos suas as versoes adaptativas (ou de tempo real). Antes de darmos
inicio a essas andlises, é conveniente explicitar algumas diretrizes adotadas em nosso
estudo.

Primeiramente, é necessario estabelecer um indice capaz de quantificar o
desempenho das diferentes técnicas de BSS. Dentre as diversas possibilidades,

adotamos como medida de desempenho o erro de Amari (Cichocki & Amari, 2002),

dado por
Lo 21 i N L]
E(B) = — S 1| 4+= = 1. 3.70
( ) 2n Z max; |bz]‘ _'_271 Z max; |blj| ( )

i=1 j=1
Esta métrica assume valores entre 0 e (n — 1), sendo que é igual a zero somente
quando a matriz B for igual a uma matriz identidade permutada e/ou escalonada.
Desta forma, ao definirmos como argumento desta fungao a matriz de transferéncia
entre as fontes e suas estimativas WA, obtemos um indice coerente com a idéia da
ICA.

Além disso, em nossas simulagoes, as seguintes fontes foram consideradas:

Ondas senoidais;

Ondas quadradas;

Onda dente-de-serra;

Sinais aleatoérios uniformemente distribuidos.

Note que todas essas fontes sao sub-gaussianas.
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3.4.1 Algoritmos com operacao em batelada

Conforme ja mencionamos anteriormente, os algoritmos com modo de operacao
em batelada caracterizam-se pela utilizacao de um conjunto de amostras no célculo
da atualizacao em uma dada iteracao. Essa classe de técnicas é indicada para
aplicagoes em cendrios estaticos, e naqueles em que nao existem restrigoes severas
de memoria.

Nossa andlise abrangeu os seguintes algoritmos: BS, ACY, FastICA (versao
negentropia), JADE e EASI. No caso dos algoritmos BS e ACY, descritos na
secdo 3.2.4, adotamos a seguinte funcao nao-linear g(y) = tanh(y) — y. No que
diz respeito ao FastICA, consideramos a implementacao apresentada na Tabela 3.1,
sendo que func¢ao nao-linear utilizada, relativa a expressao (3.43) foi G'(y) = tanh(y).
Por fim, assumimos, no algoritmo EASI, a minimizacao da funcao custo J =
E{sz\il y}}, e, como conseqiiéncia, a fun¢ao nao-linear da expressao fica dada por
filys) = yf .

Em nossa anélise, buscamos enfatizar importantes questoes de ordem pratica,
tais como o desempenho de uma dada técnica em funcao do aumento do niimero de
fontes e a sua degradacao na presenca de ruido . Além disso, consideramos alguns
quesitos que nao foram levados em conta em outros trabalhos (Hyvérinen, Karhunen
& Oja, 2001; Giannakopoulos, Karhunen & Oja, 1998) que também buscam realizar
uma andlise dos algoritmos do caso linear. Na seqiiéncia, descrevemos cada um

desses quesitos.

Sensibilidade ao aumento do ntimero de fontes. O primeiro fator analisado
foi a evolugao do desempenho dos algoritmos em fun¢ao do aumento do ntimero de
fontes. Nesta andlise, consideramos um nimero de amostras do vetor de misturas
igual a 1500, sendo que o ntumero de iteracoes realizadas em cada algoritmo foi igual
a 1000. Os passos de adaptacao das técnicas baseadas no método do gradiente
(BS, ACY e EASI) foram ajustados preliminarmente de modo a garantir uma
convergéncia satisfatoria em todas as simulacoes executadas.

Os resultados obtidos nesse cenério sao apresentados na Figura 3.3, que
representa a média de 50 experimentos. E possivel observar nesta figura que os

algoritmos BS, ACY e FastICA apresentam um desempenho proximo neste quesito,
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—©— FastiCA
—<— BS
—x— EASI
ACY
-5 JADE

Erro de Amari
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Figura 3.3: Erro de Amari em funcao do niimero de fontes.

sendo que os algoritmos EASI e JADE apresentam um ligeiro ganho de desempenho,

em relacao aos primeiros, a partir de 6 fontes.

Sensibilidade ao nimero de amostras. Em muitos problemas praticos de
BSS, é possivel que apenas um reduzido nimero de amostras das misturas esteja
disponivel. Nessas situagoes, é desejavel que a técnica de BSS a ser utilizada seja
capaz de operar com o minimo nimero de amostras. Essa necessidade nos motivou
a verificar a influéncia do ntimero de amostras no desempenho dos algoritmos
estudados.

O resultado apresentado na Figura 3.4 foi obtido em um cenério com 5 fontes,
sendo que o nimero de iteracdes realizadas em cada algoritmo foi igual a 500. E
possivel notar que os algoritmos em estudo apresentam desempenhos préoximos, com
a excecao do FastICA que consegue separar as fontes de uma maneira satisfatoria
somente a partir de aproximadamente 150 amostras, ao passo que nas demais

técnicas uma razoavel recuperagao das fontes pode ser alcancada com 100 amostras.
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Figura 3.4: Erro de Amari em funcao do niimero de amostras.

Sensibilidade & gaussianidade das fontes. Uma das maiores limitacoes
presentes no paradigma de separacao de fontes baseado em ICA é a impossibilidade
de operagao em cenarios com fontes gaussianas. Em termos teoéricos, a nao-
gaussianidade das fontes é uma garantia suficiente para a eficicia da ICA. Todavia,
em um ambito préatico, como conseqiiéncia do uso de momentos amostrais, a presenca
de fontes com funcoes densidade de probabilidade proximas a de uma gaussiana
podem dificultar a separacao.

Com o objetivo de verificar a sensibilidade das técnicas de BSS & gaussianidade
das fontes, considerou-se a separagao de fontes caracterizadas pela seguinte funcao
densidade de probabilidade:

p(0) = gy eIl (3.7)
onde I'(z) corresponde & fung¢ao gama. Essa distribui¢ao, denominada distribuicao
gaussiana generalizada (DGG) (Cichocki & Amari, 2002), possui média nula e
é caracterizada pelo parametro . Quando o = 2 tem-se uma distribuicao
gaussiana com média zero e variancia unitaria, enquanto que para valores maiores e

menores que dois a variavel aleatoria em questao é sub-gaussiana e super-gaussiana,
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respectivamente.

121
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Figura 3.5: Erro de Amari em funcao de a.

Na Figura 3.5 (resultado médio de 100 experimentos), é possivel observar a
evolucao do erro de Amari em funcao do parametro o em um cenario com 4 fontes
(todas com DGG). Nota-se que hd, de fato, uma dificuldade inerente as técnicas de
BSS a medida que as fontes sao proximas a gaussianas. Além disso, constata-se que,

neste quesito, as técnicas de BSS estudadas apresentam desempenho semelhante.

Sensibilidade ao ruido. Existem algumas técnicas em BSS desenvolvidas
especialmente para aplicagcoes em que as misturas sao corrompidas por
ruido (Hyvérinen, Karhunen & Oja, 2001). No entanto, tais técnicas requerem
um denso processamento computacional, fazendo com que se adote por muitas vezes
os métodos cléssicos nessas aplicacoes, ainda que estes sejam projetados para o
modelo de mistura livre de ruido. Diante disso, buscamos analisar a deterioragao do
desempenho dos algoritmos analisados na presenca de ruido.

Em um primeiro experimento realizado, consideramos a separacao de trés fontes
(todas uniformes) a partir de misturas corrompidas por um ruido branco, aditivo e
gaussiano (AWGN - Additive White Gaussian Noise ). Na Figura 3.6, que representa
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a média de 60 simulacoes executadas neste cenario, é apresentada a evolucao do
erro de Amari com o aumento da poténcia do ruido em cada sensor. Observando
essa figura, fica evidente a influéncia do ruido no processo de separacao, sendo que
somente a partir de uma relagao sinal-ruido (SNR) de aproximadamente 22 dB os

algoritmos atingem um desempenho satisfatorio, proximo ao caso sem ruido.

451§ —o6— FastICA
Al ——BS
\ ——— EASI
3.5¢ ‘ ‘ ' ' ‘ ACY
3l —5— JADE

Erro de Amari
N
[6;]

0 5 10 15 20 25 30 35 40
SNR (dB)

Figura 3.6: Robustez ao ruido (3 Fontes).

Também realizamos a mesma anélise em um cenario com seis fontes. Novamente,
fica visivel a severa degradacao imposta pelo ruido ao processo de recuperacao das
fontes, como mostra a Figura 3.7, que representa a média de 60 experimentos.
Neste caso, uma separacao satisfatoria somente é atingida a partir de uma SNR

de aproximadamente 18 dB.

Velocidade de convergéncia. Por fim, realizamos uma andlise da velocidade de
convergéncia das técnicas de BSS estudadas. Tendo em vista que, nos algoritmos
baseados no método do gradiente, a escolha do passo de adaptagao é determinante na
convergéncia, buscamos, através de um grande nimero de simulagoes preliminares,
determinar o maior valor possivel que esse parametro poderia assumir de modo a se

obter uma convergéncia estavel.
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Figura 3.7: Robustez ao ruido (6 Fontes).

Em um primeiro cenario, estudou-se a convergéncia do erro de Amari na
separacao de duas fontes uniformemente distribuidas, situagao esta apresentada
na Figura 3.8, que representa a média de 50 simulacoes. Neste caso, foi possivel
constatar que o algoritmo FastICA convergiu consideravelmente mais rapido, se
comparado as outras técnicas.

Em outros experimentos, foi possivel verificar o mesmo comportamento dos
algoritmos em relacao a velocidade de convergéncia. Por exemplo, na Figura 3.9, a

evolucao do erro de Amari em um cenario com 5 fontes é apresentada.

Discussao. A dificuldade presente na comparacao entre técnicas de BSS é
decorrente principalmente da dependéncia destas em relacao a um grande niimero
de parametros, como, por exemplo, o nimero de dados, o nimero de iteracoes, o
passo de adaptacao, etc. No presente estudo, visando atenuar tais dificuldades,
procuramos analisar isoladamente a influéncia de alguns fatores, que julgamos de
extrema relevancia pratica, sobre o desempenho das técnicas de BSS.

Em quase todos os quesitos analisados, o desempenho dos algoritmos analisados

foi semelhante. Certamente, isso é um resultado do procedimento adotado na
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Figura 3.8: Velocidade de convergéncia (2 fontes).
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Figura 3.9: Velocidade de convergéncia (5 fontes).

determinacao dos parametros de cada uma das técnicas, que buscou garantir a

melhor convergéncia possivel em cada uma das situagoes verificadas. Assim, levando
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em conta que os quesitos analisados (com excecao da velocidade de convergéncia)
dependem exclusivamente das estimativas finais de W, nossa analise verificou,
sobretudo, a eficacia das fungoes contraste envolvidas com cada um dos algoritmos,
que, como vimos anteriormente, possuem relacoes entre si.

Apenas no estudo da velocidade de convergéncia das técnicas investigadas,
constatamos uma discrepancia entre as performances obtidas. Neste caso, as
propriedades dos algoritmos, e nao mais dos critérios, sao responsaveis por um
bom desempenho. Nesta situacao, o algoritmo FastICA apresentou um desempenho
consideravelmente superior aos outros. O principal motivo para este notéavel
desempenho provém da estratégia de otimizacao empregada neste algoritmo. A
otimizacao a partir do método de Newton permite, de certo modo, um ajuste
dinamico do passo de adaptacao. Além disso, as simplificacoes presentes no
desenvolvimento do FastICA permitem a obtencao de uma regra de ajuste em que
nao é necessaria a inversao de matrizes, fazendo com que o tempo gasto por iteracao
também seja pequeno. De fato, em (Hyvérinen, 1999a), é mostrado que a velocidade
de convergéncia do FastICA pode ser significativamente maior em relagao as técnicas

baseadas no gradiente.

3.4.2 Algoritmos adaptativos

Nos algoritmos adaptativos (on-line), a atualizagao do sistema separador é feita
a cada nova amostra das misturas. Este tipo de estratégia é util em aplicagoes
que demandam processamento em tempo real e, outrossim, naquelas em que o
sistema misturador é variante no tempo. Exemplos de problemas desta sorte sao
freqlientemente encontrados em telecomunicacoes.

Em nosso trabalho, analisamos o desempenho de quatro técnicas distintas: as
versoes estocasticas dos algoritmos BS, ACY e EASI, e o algoritmo de PCA nao-
linear com treinamento via RLS. A escolha das fungoes nao-lineares para esses trés
primeiros algoritmos foi idéntica a apresentada na Secao 3.4.1. No que diz respeito
ao NPCA-RLS, descrito em (3.49), consideramos a seguinte fun¢ao nao-linear g(-) =
tanh(-). Em todas as técnicas, com exce¢ao do EASI, o processo de separagao foi
feito apos a realizacao de uma etapa de branqueamento das misturas.

Nossa analise abrangeu a verificagao da evolucao do desempenho dos algoritmos
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frente ao aumento do nimero de fontes, bem como da robustez de cada uma delas ao
ruido. No caso das técnicas adaptativas, diferentemente dos algoritmos em batelada,
a verificacao da velocidade de convergéncia constitui uma tarefa de consideréavel
complexidade, dado que o carater estocastico presente nesta situacao dificulta a
realizacao de uma andlise nos mesmos moldes daquela apresentada na Secao 3.4.1.
Entretanto, como veremos a seguir, na analise da sensibilidade das técnicas ao
aumento do nimero de fontes, o modo como procedemos permitiu obter uma idéia

da velocidade de convergéncia dos algoritmos estudados.

Sensibilidade ao aumento do namero de fontes. Nesta andlise, o ajuste
dos parametros em cada algoritmo foi feito de acordo com o procedimento que
descrevemos a seguir. Primeiramente, definimos um nimero fixo de iteragdes (o
mesmo para todas as técnicas). Em seguida, através de ensaios preliminares,
buscamos, para cada caso, por tentativa e erro, os parametros que forneciam o
melhor desempenho no cenario definido.

No primeiro cenério analisado, consideramos um ntimero de amostras igual
a 2000. Na Figura 3.10, é apresentado o resultado deste primeiro ensaio. No
caso, esta figura representa a média de 50 execucdes. E possivel observar nesta
figura que, ao passo que nos algoritmos EASI e NPCA o desempenho cresce
suavemente com o aumento do nimero de fontes, h4 uma acentuada tendéncia de
crescimento na evolugao do erro nos algoritmos ACY e BS. De certa forma, este pior
desempenho esté relacionado com a diferenca na velocidade de convergéncia entre os
algoritmos, pois, tendo em vista o procedimento de ajuste dos parametros adotado,
foi necessario, para algoritmos mais lentos, definir passos de adaptacao elevados,
culminado num erro de Amari médio maior nesses casos.

Realizamos o mesmo procedimento em um outro cenario, agora considerando um
numero de iteragoes igual a 5000, e os resultados obtidos sao exibidos na Figura 3.11.
Neste caso, o algoritmos NPCA comportou-se consideravelmente melhor do que as
outras técnicas analisadas. Novamente, tendo em vista o procedimento de ajuste
dos parametros adotado, este notorio desempenho é resultado da rapida velocidade

de convergéncia associada a esse algoritmo.
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Figura 3.10: Erro de Amari em fun¢do do namero de fontes (2000 amostras).
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Figura 3.11: Erro de Amari em funcdo do nimero de fontes (5000 amostras).

Sensibilidade ao ruido. Novamente, o ajuste dos parametros de cada algoritmo

foi feito apos a definicao de um numero fixo de iteragoes. No primeiro experimento
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realizado, o nimero de fontes no problema foi igual a 4, e o nimero de iteracoes foi

igual a 5000. Na Figura 3.12 sao apresentados os resultados obtidos para esse caso.
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Figura 3.12: Robustez ao ruido (4 fontes).

Nessa situacao, os algoritmos NPCA-RLS e EASI foram superiores aos algortimos
BS e ACY. Observamos que, somente a partir do valor de aproximadamente SN R =
12 dB , os algoritmos sao capazes de obter uma separacao satisfatéria das fontes. A
partir desse valor, o algoritmo NPCA-RLS foi o melhor em relacao a este critério,
apresentando um desempenho levemente superior ao do obtido pelo pelo EASI.

Realizamos o mesmo ensaio considerando um nimero maior de fontes, no caso 7.
Como é possivel observar na Figura 3.13, assim como no caso anterior, os algoritmos
EASI e NPCA-RLS apresentaram melhor desempenho em relacao aos algoritmos BS
e ACY.

Discussao. Na anélise realizada, mereceu destaque o desempenho obtido pelo
algoritmo NPCA-RLS. Vimos, ao verificar o erro de Amari em funcao do nimero
de fontes, que essa técnica é capaz de prover valores significativamente menores

em relacao as outras estudadas. De fato, isso ¢ uma conseqiiéncia da rapida
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Figura 3.13: Robustez ao ruido (7 fontes).

velocidade de convergéncia desse algoritmo, o que, por sua vez, ¢ resultado da
técnica de treinamento empregada, no caso, o algoritmo RLS. Porém, é importante
frisar que, nesta classe de algoritmos, embora a convergéncia seja rapida, ha uma
maior complexidade computacional por iteracao em relacao aos métodos baseados
no gradiente estocastico, como é o caso dos algoritmos BS, ACY, e EASI.

Um outro ponto que chamou a atencao foi o desempenho do algoritmo EASI
nos dois quesitos analisados. E importante ressaltar que, para esta técnica,
nao realizamos o branqueamento prévio das fontes, dado que esta etapa ja esta
embutida em sua regra de atualizacao, como vimos anteriormente. Em cenérios
praticos, especialmente naqueles com um elevado nimero de fontes, a realizacao
do branqueamento pode adicionar um custo computacional significativo ao custo do
algoritmo de BSS. Neste caso, torna-se atraente a ado¢ao de uma regra de atualizacao

que inclua tanto o branqueamento quanto a separacao.
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3.5 Sumario

Neste capitulo, em um primeiro momento, as principais técnicas para a resolucao
do problema de BSS linear foram apresentadas. Em seguida, realizou-se uma
discussao acerca da equivaléncia entre algumas das abordagens discutidas, bem como
sobre a existéncia de minimos locais em certas situacoes. Por fim, apresentamos
uma andlise de desempenho dos algoritmos estudados em nossa revisao teorica.
Consideramos tanto as técnicas adaptativas quanto as com modo de operacao em
batelada.



Capitulo

Separacao de Misturas Nao-lineares

Este capitulo trata do problema de separagao de fontes na situagao em que
o sistema misturador é de natureza nao-linear. Primeiramente, introduzimos
tal problema, enfatizando suas relacoes com a ICA. Na seqiiéncia, apresentamos
algumas técnicas desenvolvidas para o caso em questao e abordamos um dos
principais assuntos relacionados a esse tema, a separacao de misturas com nao-
linearidade posterior (PNL, Post-Nonlinear). No caso, descrevemos importantes
resultados téoricos inerentes aos modelos PNL, bem como algumas solugoes ja
desenvolvidas para esta classe de sistemas misturadores.

Por fim, com o intuito de contornar um problema relativo & convergéncia para
minimos locais no treinamento de sistemas separadores PNL, propomos uma nova
técnica. Os pilares de tal abordagem sao o emprego de um algoritmo evolutivo
na tarefa de otimizacao e o uso de um estimador de entropia fundamentado nas
estatisticas de ordem. A viabilidade de nossa proposta é atestada a partir de

simulacgoes conduzidas em diversos cenarios.

4.1 A Separacao de Misturas Nao-lineares e a ICA
Nao-linear

Uma extensao natural do problema de separacao de misturas lineares ocorre

quando o sistema misturador possui um carater nao-linear. Ja vimos na Secao 2.4

82
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que, neste caso, as misturas sao dadas por
x = F(s), (4.1)

onde F(-) corresponde a um mapeamento nao-linear. Assim como no capitulo
anterior, nos restringiremos ao caso em que o processo de mistura é instantaneo
e o numero de fontes é o0 mesmo que o de misturas.

Naturalmente, a solucao do problema de separacao cega de fontes nao-linear
(NBSS, Nonlinear Blind Source Separation) requer o ajuste de um sistema separador
que também seja nao-linear. Assim, as estimativas das fontes neste caso sao dadas
por

y = 6G(x), (4.2)

onde G(-) corresponde ao mapeamento nao-linear que representa a agao do sistema
separador. Esta breve caracterizagao sinaliza uma primeira dificuldade no problema
da NBSS. Ao passo que, no caso linear, nao havia complicacoes referentes a escolha
da estrutura do sistema separador, no caso nao-linear esta tarefa é de consideravel
dificuldade, pois nem sempre é possivel definir um sistema separador capaz de
inverter perfeitamente a acao do mapeamento nao-linear de mistura. Devido a esta
limitagao estrutural, é comum, neste caso, a existéncia de distor¢oes residuais nas
estimativas das fontes.

Em um primeiro momento, tendo em vista o sucesso desta abordagem no caso
linear, as técnicas desenvolvidas para a NBSS fundamentaram-se na extensao nao-
linear da ICA. Basicamente, tal extensao pode ser compreendida & luz da primeira
definicao da ICA, apresentada na Secao 2.5.1; assim, na Analise de Componentes
Independentes Nao-linear (NICA, Nonlinear Independent Component Analysis),
dado um vetor aleatorio x, busca-se um mapeamento nao-linear G(-) de modo que
os elementos do vetor y = G(x) sejam tao estatisticamente independentes quanto
possivel.

Em contraste com o caso linear, a aplicacao da ICA ao problema de NBSS
nao mais garante, de um modo geral, a recuperacao das fontes. Para um melhor
entendimento do motivo dessa dissociacao entre a NICA e a NBSS, é conveniente

definir o conceito de mapeamento trivial.
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Defini¢ao 4.1.1 (Mapeamento Trivial) Um mapeamento H() =
[Hi(+), -+ ,Hn(")] € trivial se este transforma qualquer vetor r= [ry, - 1]
com elementos estatisticamente independentes em um vetor cujos elementos

também sao independentes entre si.

E possivel mostrar que um dado mapeamento H(-) é trivial se, e somente se, a
seguinte condigao for satisfeita (Jutten & Karhunen, 2003):

Hi(rla"' 77111) :hi(rp(i))a 1= 17 ,n (43)

sendo que h;(-) sdo fungoes arbitrarias e p corresponde a um operador de permutagao
sobre o conjunto {1,2,--- ,n}. Assim sendo, podemos concluir que um mapeamento
é trivial se, e somente se, cada elemento do vetor resultante for uma funcao exclusiva
de um dos elementos r;.

Tendo essa definicao em mente, voltemos ao problema de separacdo. A partir

de (4.1) e (4.2), obtém-se a seguinte relagao entre as fontes e suas estimativas:

y =G(F(s)) = (G o F)(s), (4.4)

[N

onde o operador “o” corresponde a composicao de duas fungoes. Diante disto e
da definicao 4.1.1, um primeiro ponto a ser ressaltado é que, para este caso, uma
possivel solu¢ao da NICA ocorre quando o mapeamento G o F é trivial. Logo, nesta
situacao, a recuperacao das fontes apresentaria, além da ambiguidade relacionada
a permutacao da ordem como no caso linear, uma distorcao residual, possivelmente
nao-linear, caracterizada pelas fungoes h;(-).

A despeito dessa nova ambiguidade, a recuperacao das fontes baseada na
determinacao de G visando um mapeamento conjunto G o JF trivial pode ser
considerada uma abordagem satisfatéria, pois, ainda assim, cada estimativa
recuperada é fun¢do de apenas uma fonte, de acordo com (4.3). Entretanto, a
aplicagao da NICA nem mesmo garante a obtencao de mapeamentos conjuntos
triviais, o que dificulta consideravelmente a resolucao deste problema. O seguinte
exemplo, apresentado em (Jutten & Karhunen, 2003), ilustra bem a limitagao da
ICA no cenério nao-linear.

Exemplo 4.1.1 Considere duas fontes s; e sy com as sequintes distribuicoes:
ps, (51) = sexp(—s2/2) (Rayleigh) e ps,(s2) = 2/m quando sq € [0,7/2) (uniforme).
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Considerando que tais fontes sao estatisticamente independentes, a densidade de

probabilidade conjunta € dada por

7%31 exp (é) ,S9 € [0,7/2);

(4.5)
0,82 € (—00,0) ou sy € [1/2,400).

p5132<31752) = {

Considere agora o sequinte mapeamento entre as fontes e suas estimativas

[ " ] — H(s) = [ s cos(so) ] . (4.6)

Y2 s18in(s9)

E interessante notar que os elementos de y sao misturas dos elementos de s, haja
visto que o jacobiano desta transformacao nao € diagonal. Contudo, vejamos o
que ocorre com a densidade de probabilidade conjunta do vetor y. De acordo com
a expressao cldssica de transformagao de uma varidvel aleatdria (Papoulis, 1993),

essa densidade ¢ dada por

_ Psiso (817 82)

= [det Joly)| o

pyl Y2 (yl ) y2)

onde Jy(y) corresponde ao jacobiano do mapeamento H(-)* No caso, tem-se que

. cos(sz) sin(ss)
det ([ s18in(sy)  —sq cos(sg) ])

= | — s1(cos?(sq) +sin®(sy))| = |s1]. (4.8)

|det I (y)| =

Substituindo (4.5) e (4.8) em (4.7), e levando em conta que s3 = yi+1y3, temos que

bl n) = Zexp( =) (2 o 2 o ) qag)

Note que esta densidade € fatordvel em um produto de funcoes exclusivas de y; e ys,
ou seja, 0s elementos de'y sao estatisticamente independentes entre si, embora eles

ainda sejam uma mistura de S; € Sa.

INote que, no intervalo delimitado por s, este mapeamento é inversivel, o que permite obter o
jacobiano em funcao y.
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Foi Darmois, em 1951, no ambito da anélise por fatores nao-linear (Taleb &
Jutten, 1999), quem primeiro verificou esta peculiaridade presente em sistemas nao-
lineares. Ele estabeleceu que existem mapeamentos nao-triviais que transformam as
fontes em vetores independentes, e, ainda assim, as misturam. No contexto da ICA,
este resultado foi apresentado por Hyvérinen e Pajunen (Hyvérinen & Pajunen,
1999), em um trabalho que demonstrou como construir familias de solugoes nao-
triviais que resultam em saidas independentes.

De certa forma, essa dificuldade existente no tratamento da NBSS via NICA
pode ser encarada como um conseqiiéncia do fato de que as fun¢oes nao-lineares
apresentam um enorme grau de flexibilidade, tendo, por exemplo, a capacidade de
misturar dois vetores e ainda assim torna-los independentes. Logo, ante a ineficacia
da ICA na instancia nao-linear do problema de separacao, como, entao, recuperar
as fontes neste caso?

Basicamente, a solucao adotada para este problema de NBSS opera justamente
no sentido de diminuir esse grau de flexibilidade, ora construindo funcoes objetivo
que, além de considerar a independéncia, levam em conta outras informacoes do
modelo (de uma maneira andloga a regularizagao no treinamento de redes neurais),
ora restringindo os modelos de sistemas misturadores a uma classe de fungoes nao-
lineares separéveis, em uma tentativa de utilizar exclusivamente o ferramental da
ICA para resolucao do problema.

No que se refere & abordagem da NBSS via introdugao de termos de regularizacao
na funcao custo, a grande vantagem é a possibilidade de solucionar o problema para
uma classe mais ampla de fungoes nao-lineares. No entanto, a inclusao desses termos
requer conhecimentos adicionais sobre o cenario em questao, o que descaracteriza
ainda mais o carater cego do trabalho. Além disso, geralmente, a inclusao desses
termos é feita de uma maneira ad hoc, o que pode nao garantir a eficicia de tal
estratégia em cenarios com nao-linearidades severas.

No tocante a estratégia que considera uma classe restrita de sistemas
misturadores, tentou-se, em um primeiro momento, utilizar a idéia da ICA em
cenarios com mapeamentos nao-lineares suaves. Entretanto, mesmo para um
mapeamento deste tipo, é possivel que a recuperacao da independéncia nao implique

na separagao das fontes (Babaie-Zadeh, 2002). Desse modo, fez-se necessério uma



CAPITULO 4. SEPARACAO DE MISTURAS NAO-LINEARES 87

nova estratégia, na qual buscou-se por modelos que fossem, de fato, separaveis.
Nesta linha, podemos citar Taleb & Jutten (1999), Taleb (2002), Hyvérinen &
Pajunen (1999), Eriksson & Koivunen (2002) e Babaie-Zadeh (2002).

Em um desses trabalhos (Taleb & Jutten, 1999), o chamado modelo com
nao-linearidade posterior (PNL) foi introduzido. Desde entdo, o estudo de tal
classe de modelos vem sendo um dos principais assuntos em NBSS. Na Secao 4.3,
apresentaremos os principais aspectos deste caso. Antes, porém, exporemos uma
descrigao sucinta de dois paradigmas de resolu¢ao da NBSS que nao necessariamente

operam com modelos restritos de sistemas separadores.

4.2 Técnicas para o Caso Geral

Dedicamos esta se¢ao a apresentacao de algumas técnicas destinadas ao problema
de geral de NBSS, no qual nenhum conhecimento sobre a estrutura do sistema
separador é assumido. Inicialmente, descrevemos sucintamente uma das primeiras
técnicas concebidas para a separacao de misturas nao-lineares, a abordagem via
mapas auto-organizaveis. Em seguida, apresentamos um paradigma alternativo
baseado no treinamento bayesiano de redes neurais. Este tipo de abordagem apoia-se

na identificagao do sistema misturador nao-linear.

4.2.1 Aplicagcao de Mapas Auto-Organizaveis em NBSS

Uma das primeiras idéias para a resolucao do problema de NBSS foi a
aplicacao de um mapa auto-organizével (Pajunen, Hyvérinen & Karhunen, 1996),
um paradigma consagrado de rede neural cujo aprendizado é feito de maneira
competitiva e nao-supervisionada. Em linhas gerais, tal estrutura realiza um
mapeamento de um espaco original, onde residem os dados de entrada, para um
espaco definido por um arranjo de neur6nios em que sao previamente definidas
relagoes de vizinhanca. Cada um desses neurdnios é representado por um vetor
de referéncia no espacgo de entrada. O mapeamento de um dado vetor de entrada é
feito através da determinacao do neuronio cujo vetor de referéncia é o mais proximo

do vetor de entrada em questao, de acordo com alguma fungao de distancia.
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O treinamento do mapa, isto é, o ajuste dos vetores de referéncia (ou vetor de

pesos) do mapa, pode ser feito através da execucao dos seguintes passos:
1. Inicializacao dos vetores de pesos;

2. Dada uma amostra de treinamento (os dados de treinamento sdo compostos
por um conjunto de dados de entrada), verifica-se qual vetor de pesos,

denominado vencedor, estd mais proximo (norma euclidiana);

3. Calcula-se a diferenca entre o vetor de pesos mais proximo e a amostra de

treinamento;

4. Atualiza-se os vetor de pesos mais proximo somando-o com o vetor diferenca

multiplicado por um passo 7.

Matematicamente a expressao de atualizacao do vetor de pesos mais proximo pode

ser descrita desta forma
Crr+1 < Chr + N(XT — Ch1), (4.10)

Onde c, 1 e xr correspondem, respectivamente, a estimativa do k-ésimo vetor de
pesos e a amostra de treinamento, ambos no instante 7'. Dependendo das relacoes de
vizinhanca, os vetores que estiverem mais proximos do neurénio vencedor também
sao atualizados, porém, com um valor menor de 7.

Na aplicacao dos mapas auto-organizaveis em BSS, as misturas correspondem
aos dados de entrada do mapa. A propriedade que justifica esta aplicacao reside no
fato de que, apds o treinamento, a distribuicao do vetor de pesos é aproximadamente
a mesma da distribui¢ao conjunta dos dados de entrada. Ou seja, os vetores de pesos
se distribuem de acordo com a distribuicao das misturas, e, como conseqiiéncia, cada
um desses vetores de pesos vencem, aproximadamente, o mesmo nimero de vezes.
Ou seja, temos nesta situacao uma distribuicao conjunta proxima a de uma uniforme
no espago de saida. No caso em que o mapa é retangular (Pajunen, Hyvérinen &
Karhunen, 1996), isto implica que as coordenadas obtidas no espaco de saida sao
aproximadamente independentes entre si.

Em sintese, apds o treinamento do mapa, a estimativa de uma dada fonte é

obtida pelas coordenadas do neurdnio cujo vetor de referéncia estd mais proximo
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ao vetor de mistura. Este procedimento implica numa quantizacao das estimativas
das fontes, a qual pode ser atenuada através da realizacao de uma interpolagao no
mapa.

Ha trés problemas significativos nessa abordagem. O primeiro deles é que se
busca separar as fontes através da recuperacao da independéncia. Vimos que, no
dominio nao-linear, nao ha garantias de que este procedimento seja eficaz. Além
disso, um segundo problema é que, neste método, a independéncia estatistica é
decorrente do fato de que o espaco de saidas do mapa é uniformemente distribuido.
Por este motivo, as fontes devem possuir distribuicoes proximas a uniforme.
Finalmente, tendo em vista que o arranjo de neurénios geralmente é bi-dimensional,
ou seja, a dimensao do espaco de saida é bi-dimensional e, como conseqiiéncia, este

método opera somente em cenéarios com duas fontes.

4.2.2 Ensemble Learning

No contexto da analise de fatores nao-lineares (NFA - Nonlinear Factor Analysis),
desenvolveu-se uma nova proposta (Valpola, 2000) para o problema de NBSS, com
modo de operacao fundamentado em paradigmas bayesianos de treinamento de redes
neurais. Em contraposicao aos métodos de NBSS que buscam adaptar sistemas
separadores visando contrabalancar a agao do sistema misturador, a abordagem
desenvolvida investe, de uma maneira explicita, na tarefa de identificacao do sistema
separador, ou seja, de buscar explicagoes e modelos plausiveis para as misturas.

Uma importante questao relacionada a explicacao de um conjunto de dados
a partir de modelos previamente definidos diz respeito a capacidade de extrair
informacoes de todo este conjunto utilizando somente suas amostras. Quando um
modelo flexivel, como, por exemplo uma rede neural MLP, ¢é utilizado para essa
tarefa, esta generalizacao dos dados a partir de amostras pode nao ser facilmente
obtida, uma vez que o alto grau de flexibilidade do modelo pode contribuir para
a geracao de uma solugao excessivamente ajustada as amostras, de tal maneira
que, perante todo o conjunto, tal solucao nao seja capaz de prover explicagoes
coerentes. Por outro lado, a utilizacao de modelos simples, pouco flexiveis, pode
nao ser suficiente para explicar o conjunto.

Um procedimento interessante para contornar este problema consiste em explicar
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o conjunto de dados em questao nao apenas a partir de um tunico modelo,
mas sim levando em conta varios modelos diferentes. Esta é a principal idéia
presente no treinamento bayesiano de redes neurais. Neste caso, diferentemente de
treinamentos convencionais que buscam determinar numericamente os parametros
da rede neural, o objetivo é obter as probabilidades a posteriori desses parametros
apos as observagoes dos dados. Note o leitor que a descricao dos parametros desta
maneira é equivalente a considerar varias explicacoes para os dados, de tal maneira
que, para cada uma delas, exista uma probabilidade associada.

No trabalho em que se propos a aplicacao do aprendizado bayesiano a

NBSS (Valpola, 2000), o seguinte modelo de sistema misturador foi considerado
x = f(s) + n, (4.11)

onde x e s representam as misturas e as fontes, respectivamente, e n é um vetor com
elementos gaussianos que representa o ruido.
Como explicacao para as misturas x, utilizou-se uma rede MLP, cujo

mapeamento entrada-saida ¢ dada por
f(s) = Bg(As+a) + b, (4.12)

onde A e a correspondem, respectivamente, & matriz de pesos sinapticos e ao vetor de
polarizagao da camada intermediaria da rede. J& a matriz B e o vetor b representam,
respectivamente, os pesos sinapticos e a polarizacao da camada de saida da rede.

Tendo em vista que o objetivo da abordagem em questao é determinar as
probabilidades a posteriori de todos os componentes estatisticos do modelo (4.12), é
necessario definir as suas probabilidades a priori. Uma possibilidade é realizar isto
de modo paramétrico, utilizando variaveis gaussianas, que permitem um tratamento
computacional mais simples. Neste caso, as distribuicoes a priori dos parametros
do modelo (4.12) sao dadas por:

x ~ N(f(s), e**), (4.13)

s ~ N(0,e*), (4.14)
A ~ N(0,1), (4.15)
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B ~ N(0,e?2), (4.16)
a~ N(mg,e*"), (4.17)
b ~ N(my, ™), (4.18)

onde N(u,0?) representa uma variavel gaussiana de média p e variancia o?. Note
que, neste modelo, considera-se que o vetor s também é gaussiano, o que o caracteriza
como um modelo tipico de NFA e inviabiliza, em um primeiro momento, a sua
aplicacao ao problema de BSS, visto que, em problemas praticos, as fontes possuem
as mais diversas densidades. Para superar este contratempo, Valpola (Valpola,
2000) estendeu este modelo ao caso em que s é caracterizado como uma mistura de
gaussianas, tornando-o assim adequado para representacao de sistemas misturadores
praticos.

Denotando por © todos os parametros das distribuicoes estabelecidas, sua
probabilidade a posteriori conjunta é dada por P(©|X). Na abordagem bayesiana,
tal probabilidade expressa todo nosso conhecimento do sistema, sendo que, caso
seja desejado obter as médias de cada um dos parametros, ou mesmo determinar
um modelo que otimize uma dada funcao custo, é preciso realizar integrais sobre
P(O|X), que eventualmente podem resultar em uma dificil tarefa, o que ocorre de
fato no modelo apresentado.

Frente a esta dificuldade de calculo das probabilidades a posteriori, uma
alternativa viavel ¢ determinar uma aproximacao paramétrica para essas
probabilidades, utilizando funcoes que resultem em um simplificado tratamento
matemaético e que sejam computacionalmente eficientes. O aprendizado bayesiano
variacional (também conhecido como ensemble learning) é fundamentado nesta idéia,

sendo que, neste caso, a aproximacgao das probabilidades a posteriori é expressa por

q(0]X) = HQj(@j!X) (4.19)

onde ¢;(©;|X) corresponde a probabilidade a posteriori marginal do j-ésimo
parametro. E assumido que as distribuicdes na expressio (4.19) sdo gaussianas,
com excecao das referentes as fontes. Assim sendo, para determinar a aproximagcao,
basta encontrar as médias e variancias de cada uma das gaussianas presentes nessa

expressao.
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Em ensemble learning, a busca por esses parametros é feita a partir da
minimizagao da divergéncia de Kullback-Leibler entre a aproximacao q(©]X) e
a probabilidade a posteriori de fato P(©|X). Uma dificuldade inerente a este
procedimento ¢ a necessidade de determinar a divergéncia de Kullback-Leibler
analiticamente.

Além da dificuldade analitica existente na aplicacao do aprendizado variacional
em NBSS, ha outras desvantagens importantes. Uma delas estda relacionada ao
elevado nimero de aproximacoes realizadas em todas as etapas no desenvolvimento
do algoritmo. Por exemplo, nao ha critério algum para a escolha do modelo
paramétrico utilizado na identificagao do sistema misturador, o que pode resultar
em opcoes ruins, capazes de inviabilizar todo o procedimento. Além disso, o custo
computacional referente a este algoritmo é consideravel. Por outro lado, em virtude
do desenvolvimento baseado em identificacdao, o problema de separabilidade nao é

tdo premente como nos outros algoritmos para o caso geral (Valpola, 2000).

4.3 Separacao de Misturas com Nao-linearidade

Posterior

Um sistema misturador PNL ¢ essencialmente constituido por um estagio
linear seguido por uma secao nao-linear. FEste tipo de estrutura pode ser ttil no
modelamento de sistemas nos quais o processo de mistura é de natureza linear,
porém, com sensores que apresentam uma resposta nao-linear. Esta situacao
ocorre, por exemplo, em sistemas de comunicagao com estégios amplificadores na
recepgao (Taleb & Jutten, 1999) e em arranjo de sensores inteligentes de substéancias
quimicas e de gases (Bermejo, Jutten & Cabestany, 2006).

Matematicamente, a i-ésima saida de um sistema misturador PNL (ilustrado na

Figura 4.1) é dada por
z; = fi(ains: + aipsa + ... + ainsy), (4.20)

onde f;(-) corresponde a uma fun¢ao nao-linear. Utilizando uma notagao matricial,

obtém-se uma expressao para todas as misturas do seguinte modo

x = f(As), (4.21)
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sendo que f(-) = [fi(-) ... fx(+)]. Note que a agao das fun¢des nao-lineares se da de

modo individual, ou seja, apenas considerando uma mistura linear.

Si&gma
Misturador

Sistema Separador

Figura 4.1: Modelo PNL

Levando em conta que o sistema separador deve ser capaz de inverter a acao do
sistema misturador, é fundamental, no cenario PNL, que a estrutura do primeiro
seja uma versao espelhada em relacao ao segundo, de acordo com a Figura 4.1. Neste

caso, a i-ésima saida de um sistema misturador PNL equivale a

Y = wig1(x1) + wing2(x2) + ... + wingn(TN), (4.22)

sendo que g;(-) é uma func¢ao nado-linear. Em notagdo matricial, o processo de
separacao é dado por

sendo que g(-) = [g1(+) ... gn ()]

4.3.1 Separacao via recuperacao da independéncia estatistica

Ao passo que, no caso linear da BSS, ajusta-se apenas a matriz W, no modelo
PNL, h& também a necessidade de adaptar cada uma das func¢oes nao-lineares do
sistema separador. Analisando o mapeamento conjunto dos sistemas misturador e

separador, dado por
y = Wg(f(As)), (4.24)

é evidente que as estimativas das fontes sao estatisticamente independentes entre si

na situacao em que a composicao go f corresponde a um vetor de funcoes lineares e
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WA = AP (sendo A e P matrizes diagonal e de permutagio, respectivamente).
Para que o modelo PNL seja separavel, é necessario que o caminho reverso da
constatacao anterior também seja verdadeiro, ou seja, que, sendo y estatisticamente
independente, tanto a secao nao-linear quanto a linear devam se resumir a ganhos
de escala e/ou permutagoes das fontes (no segundo caso).

A primeira prova de separabilidade do modelo PNL foi feita no seminal trabalho
de Taleb e Jutten (Taleb & Jutten, 1999). Posteriormente, outras demonstragoes
dessa propriedade também foram apresentadas (Babaie-Zadeh, 2002; Achard &
Jutten, 2005). As condigbes necessarias para a separabilidade do modelo PNL sao

explicitadas no seguinte teorema.

Teorema 4.3.1 (Separabilidade do Modelo PNL) Considere as  seguintes

hipoteses

o A matriz A € inversivel, e, de fato, mistura as fontes, ou seja, hd ao menos

dois elementos nao-nulos em cada coluna e linha desta matriz;

o As fungoes £(-) g(-) sao monotonicas, e, conseqientemente, h = gof também

0 €

e Hd, no mdrimo, uma fonte gaussiana;

e A funcao densidade de probabilidade conjunta das fontes é diferencidvel e sua

derivada € continua em todo o seu suporte.

Nessas condicoes, se 0s elementos de'y forem estatisticamente independentes, entao

todos os elementos do vetor h(-) corresponderao a fungoes lineares e WA = AP.

Um aspecto interessante deste teorema é que, para prova-lo, basta demonstrar
que a independéncia estatistica do vetor y implica na linearidade do mapeamento
conjunto h, pois, neste caso, tém-se exatamente as mesmas condi¢oes presentes no
resultado de separabilidade obtido por Comon para o caso linear. De fato, todas as

demonstragoes seguiram esta linha.
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4.3.2 O algoritmo de Taleb-Jutten

O resultado que acabamos de apresentar indica uma certa correspondéncia entre
problema linear da BSS e a separacao de misturas PNL, no sentido de que, neste
ultimo caso, também é possivel separar as fontes via recuperacao da independéncia.
Entretanto, hd uma diferenca crucial entre essas duas situacoes que torna a resolucao
do cenario PNL significativamente mais complexa. Ao passo, que no caso linear,
conforme ja vimos, as diferentes abordagens existentes (ndo-gaussianidade, Infomax,
NPCA etc.) estao ligadas a independéncia estatistica, tais relagoes, no modelo
PNL, nao se mantém, fazendo com que seja necessario empregar critérios capazes de
quantificar “diretamente” o nivel de independéncia entre as estimativas das fontes,
como, por exemplo, a informacao mutua entre elas.

O problema dessa abordagem é que qualquer medida diretamente relacionada
com a independéncia estatistica requer o conhecimento das densidades de
probabilidade das varidveis aleatorias envolvidas. Esta exigéncia dificulta,
sobretudo, a etapa de treinamento de um sistema separador PNL. Lembremos que,
normalmente, nas diversas abordagens existentes para o caso linear, os critérios
baseados em momentos de ordem superior, ou mesmo o desenvolvimento algébrico
no Infomax, que permite expressar a entropia conjunta das saidas em funcao do
jacobiano da transformacao, deixavam o processo de otimizacao consideravelmente
mais simplificado em relagao a abordagem de informacao mitua.

Infelizmente, essas alternativas nao sao mais viaveis em modelos PNL, e medidas
diretas de independéncia devem ser utilizadas. Neste contexto, merece destaque o
critério de minimizacao da informacao mutua das estimativas das fontes. Para um
sistema PNL, é possivel mostrar, aplicando a expressao da transformacao da entropia

(Apéndice A), que a informagao mutua de y é dada por

N N
I(y) =Y H(y;) — H(x) — log|det W| — E {bgH !gz’-(wi)!} : (4.25)

i=1 i=1
Note que, no decorrer do processo de treinamento, a estimacao dos trés tltimos
termos pode ser facilmente obtida. Entretanto, o primeiro termo corresponde ao
somatorio das entropias marginais das estimativas das fontes, as quais, por sua vez,

dependem das distribuicoes de probabilidade das fontes.
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Tabela 4.1: Algoritmo de Taleb e Jutten.

1. Defina os passos referentes as se¢oes nao-linear () e linear ().

2. Adaptagao da segao nao-linear de acordo com a expressao (4.29).

oI(y)

0, — 0O, nAo 4.27
= Oitmpg (4.27)
3. Calculo da nova saida da se¢do nao-linear: e = g(0®,x).
4. Adaptagao da secao linear de acordo com a expressao (4.26).
ol
W e w o AW (4.28)

oW -

5. Estimativa das fontes: y = We.

6. Caso nao convirja, voltar ao passo 2.

No mesmo trabalho (Taleb & Jutten, 1999) em que demonstraram a
separabilidade do modelo PNL, Taleb e Jutten propuseram um algoritmo baseado
na otimizacao de (4.25) a partir do método do gradiente descendente. Naturalmente,
essa abordagem requer a expressao do gradiente em relacao tanto aos parametros
da secao linear quanto aos da parte nao-linear. Para o estagio linear, tal expressao

¢ dada por
Ol(y)

oW
onde W(y) = [y, (1), -+ Yyx (yn)], de modo que ¥y, (y:) = (py: (4:)' /Py (4:)). Note
que esta regra ¢ semelhante & do caso linear (expressdo (3.12)), com a diferenca

= —E{¥(y)e"} - (W)™, (4.26)

de que o vetor e = [e,...,en] denota as saidas da se¢ao nao-linear do sistema

separador. O ajuste da secao linear também pode ser feito a partir do gradiente

natural da fun¢ao em questdo. Neste caso, basta multiplicar (4.26) por WTW.
Com o intuito de verificar como é feito o ajuste da se¢ao nao-linear, representemos

as fungoes nao-lineares paramétricas do sistema separador por g¢;(©;, x;), i =
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1,..., N, onde O; corresponde ao vetor de parametros desta funcao. Deste modo,

mostrou-se que

8;(@3;) _ _E{alog |§])§(®(:)z‘,$i)|} _ E{(ilpyk(yk)ka%@’:m}, (4.29)

onde wy; corresponde ao elemento (k,7) da matriz W.

As expressoes (4.26) e (4.29) constituem a base do algoritmo de Taleb e Jutten
(TJ). Em principio, o ajuste de cada uma das se¢oes poderia ser feito paralelamente,
isto ¢, calculando, a cada iteracao, os valores de e e y obtidos com a configuracao
atual, para entao atualizar as duas se¢oes utilizando as regras de ajuste mencionadas.
Todavia, no algoritmo TJ, adota-se um procedimento de ajuste serial. No caso, em
uma dada iteracao, atualiza-se primeiramente a se¢ao nao-linear, de modo que os
novos valores de e ja sao levados em conta na atualizacao da matriz W. Este

procedimento esta sumariado na Tabela 4.1.

4.3.3 Outras técnicas para a separacao de misturas PNL

Ha outras técnicas, além do algoritmo TJ, destinadas a separagao de misturas
PNL. Por exemplo, em (Babaie-Zadeh, 2002), propos-se uma abordagem geométrica
para o problema em questao. Com o intuito de entendermos essa proposta,
consideremos um cenéario com duas fontes, com distribuicao uniforme, misturadas
por um sistema PNL. Na Figura 4.2, apresentamos as distribui¢oes conjuntas dos
sinais provenientes da saida da secdo linear do sistema separador (Figura 4.2(a)) e
da saida da se¢ao nao-linear (Figura 4.2(b)), ou seja, as misturas captadas pelos
sensores. Note que, nesta situacao, o efeito das fungdes nao-lineares (no caso,
utilizamos f;(r;) = /r;) fica evidente nas distribuicées das misturas.

Na solucao geométrica, a adaptacao das secOes nao-linear e linear é feita
separadamente, em contraposicao ao algoritmo TJ. No caso, as funcoes nao-
lineares do sistema separador sao ajustadas de forma a transformar a distribuicao
conjunta das misturas (Figura 4.2(b) em nosso exemplo) em um paralelogramo.
Naturalmente, um primeiro passo a ser executado é estimar as bordas da densidade,
para, em seguida, determinar, através de um processo iterativo, quais func¢oes nao-

lineares mapeiam a forma geométrica obtida na estimacao em um paralelogramo.
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i i i i i i i i i
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

(a) Distribuicdo conjunta das saidas da (b) Distribuigao conjunta das saidas da se¢ao

secdo linear. nao-linear.
Figura 4.2: Distribui¢oes conjuntas em um sistema misturador PNL.

Feita esta etapa, o problema resultante é semelhante a um do tipo linear, e,
assim sendo, é possivel utilizar qualquer uma das técnicas lineares apresentadas
anteriormente.

A possibilidade de realizar separadamente o ajuste das secoes nao-linear e linear
é, certamente, o principal atrativo da abordagem geométrica, tendo em vista o atual
estagio da BSS linear. Por outro lado, ha algumas limitacoes consideraveis deste
método. A principal delas é a impossibilidade de operar em cendrios com mais
de duas fontes. Além disso, é necessario que as densidades de probabilidade das
fontes sejam de suporte finito. Por fim, mesmo para fontes limitadas, o processo
de estimacao das bordas pode se tornar extremamente complexo quando as fungoes
de densidade de probabilidade das fontes estiverem concentradas em torno de seu
ponto médio.

Em um outro trabalho (Achard, 2003) sobre separacao de misturas PNL,
considerou-se uma medida de independéncia estatistica alternativa a informacao
mitua, denominada medida de dependéncia quadratica. Para um vetor aleatoério

y = [y1...yn], esta grandeza é definida do seguinte modo

1
Qyi,...,yn) = §/Dy(Y1,...,YN)2dY1...dYN, (4.30)
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de forma que

Do) = B I - 2) b - TT (- 2

Yn

onde 0, ¢ uma constante e K(-) corresponde a um kernel. Uma das propriedades
interessantes da dependéncia quadratica é que esta medida é nula se e somente se as
variaveis aleatorias forem estatisticamente independentes entre si (Achard, 2003).

A aplicacao da medida de dependéncia quadrética a separacao de misturas PNL
¢ capaz de contornar o problema associado & estimacao da informacao mutua.
Contudo, esta vantagem se da as custas de uma nova dificuldade: a necessidade
de calcular numericamente a integral presente na expressao (4.30). Um outro ponto
ainda em aberto nesta abordagem diz respeito a escolha do kernel K(:). Apesar
do desempenho dos algoritmos desenvolvidos ser fortemente dependente do kernel
adotado, a escolha desta funcao é feita de uma maneira ad hoc.

Em (Solé-Casals, Babaie-Zadeh, Jutten & Pham, 2003; Zhang & Chan, 2005),
propoe-se uma estratégia para a separagao de misturas PNL baseada no chamado
processo de “gaussianizagio” de variaveis aleatorias (Chen & Gopinath, 2000). Assim
como o critério de maximizacao da nao-gaussianidade em BSS linear, esta estratégia
pode ser compreendida pela optica do teorema central do limite. Assumindo que as
fontes sao independentes, este teorema garante que, para um nimero suficientemente
grande de fontes, as saidas da se¢ao linear do sistema misturador PNL tendem a
varidveis aleatorias gaussianas. Sob esta hipotese, é de se esperar que as saidas
da secao nao-linear nao mais sejam gaussianas, posto que a transformacao de uma
variavel gaussiana por uma funcao nao-linear resulta numa variavel nao-gaussiana.
Logo, na abordagem via gaussianizacao, busca-se justamente adaptar a segao nao-
linear de tal sorte que cada uma de suas saidas seja novamente mais proxima de
uma gaussiana quanto possivel.

O processo de gaussianizacao de uma varidvel aleatéria pode ser realizado
analiticamente (Chen & Gopinath, 2000). No contexto do problema de separagcao,
dada uma mistura x;, cuja distribuicao cumulativa de probabilidade equivale a

F,,(z;), a variavel e; = g;(x;) apresenta distribui¢do normal na situa¢ao em que

gi(x:) = @7 (Fy, (%)), (4.32)
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onde ®~! representa a inversa da funcio cumulativa de uma varidvel aleatoria
gaussiana normalizada. Note que, considerando um sistema misturador estatico,
é necessario estimar as cumulativas das fontes uma tnica vez.

Apos a determinagdo das fungdes nao-lineares de acordo com a expressao (4.32),
a secao linear pode ser determinada através de qualquer uma das técnicas lineares.
Logo, assim como na solugao geométrica, a abordagem via gaussianizacao permite
dividir o treinamento de um sistema separador PNL em duas tarefas independentes.
Um aspecto inusitado desta técnica é que, quanto maior o nimero de fontes, melhor
serd a inversao da secao nao-linear e, conseqiientemente, o desempenho global
da solugao. Essa caracteristica decorre do fato de que a hipdtese assumida de
gaussianidade das misturas lineares é tao mais verdadeira conforme aumenta-se o
numero de fontes. Na situagao em que essas misturas distam de variaveis gaussianas,
pode haver uma significativa distor¢ao nao-linear residual nas fontes recuperadas.
Frente a esta limitacao, este método é visto, sobretudo, como uma etapa de pré-
processamento para a aplicacao posterior de uma outra técnica de separacao de
misturas PNL (Solé-Casals, Babaie-Zadeh, Jutten & Pham, 2003).

Por fim, mencionamos um trabalho (Rojas, Puntonet, Rodriguez-Alvarez,
Rojas & Martin-Clemente, 2004) em misturas PNL cujo principal objetivo é
contornar o problema de convergéncia para 6timos locais no decorrer do ajuste do
sistema separador. Embora nao exista nenhuma prova teoérica da existéncia desses
minimos, observou-se, em alguns trabalhos (Achard, 2003; Babaie-Zadeh, 2002), que,
freqiientemente, a convergéncia de algoritmos de adaptacao baseados no método do
gradiente nao é satisfatoria, o que seria uma conseqiiéncia da multimodalidade da
fungao custo inerente ao problema. Diante disso, em (Rojas, Puntonet, Rodriguez-
Alvarez, Rojas & Martin-Clemente, 2004), métodos de busca heuristica, tais como os
algoritmos evolutivos (no caso, o algoritmo genético padrao) e a técnica de simulated
annealing, sao considerados. De fato, um dos principais atrativos dessa classe de
algoritmos é a capacidade de lidar com problemas de otimizagao multimodais.

Com relacao a funcao custo adotada em tal trabalho, utilizou-se uma
aproximacao da informagdo mitua baseada nas séries de Gram-Charlier (Comon,
1994). No caso, a expressao resultante depende apenas de alguns momentos de

ordem superior. Se, por uma lado, esta aproximacao acarreta uma diminuicao do
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tempo gasto da etapa de estimagao, por outro, é sabido que (Taleb & Jutten, 1999),
diferentemente do caso linear, a estimativa grosseira das densidades de probabilidade
das fontes recuperadas no caso nao-linear, necessarias no célculo da informacao
mitua, pode comprometer seriamente o desempenho do processo de separacao.
Uma das motivagoes de nossa proposta para o caso PNL, que serd apresentada na
secao seguinte, é justamente elaborar um critério de separacao em que seja possivel
obter uma boa estimativa da informacao mitua num tempo que, ademais, nao seja

proibitivo.

4.4 Uma Nova Proposta para a Separacao de
Misturas PNL

No inicio do Capitulo 3, foram descritos os passos presentes no desenvolvimento
de uma técnica BSS. No decorrer deste mesmo capitulo, vimos que a instancia
linear da BSS nao apresenta dificuldades significativas em nenhuma dessas etapas.
Por exemplo, a definicao da estrutura do sistema separador é direta nesta situacao
(basta escolher uma matriz). Além disso, a existéncia de critérios associados a
independéncia estatistica, nos quais nenhum tipo de estimacao de densidade de
probabilidade é exigida, torna o problema deveras simplificado. E, finalmente, a
presenca de 6timos locais apenas em alguns casos particulares abre caminho para a
utilizacao de etapas de treinamento baseadas em métodos de busca local, tais como
os do gradiente, do gradiente natural e os métodos de segunda ordem.

Por outro lado, na separacao de misturas PNL, ha dificuldades patentes em cada
uma dessas etapas, a comecar pela definicao da estrutura do sistema separador.
Neste caso, de modo geral, a situagao de perfeita inversao do sistema misturador ja
nao é mais atingivel, posto que nao ha mais garantias de que as fungoes adotadas no
processo de separacao serao estruturalmente capazes de prover a inversao daquelas
do sistema misturador, a menos que se conheca a estrutura da secao nao-linear de
tal sistema. Em uma primeira analise, uma solucao para este problema seria adotar

estruturas nao-lineares capazes de aproximar uma ampla gama de mapeamentos,
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como, por exemplo, redes neurais artificiais?>. Todavia, deve-se lembrar que ha
uma restricao premente de monotonicidade sobre essas fungoes nao-lineares na
separabilidade do modelo PNL, e, assim sendo, solucoes dessa sorte devem levar
em conta um intrincado compromisso entre a flexibilidade e a monotonicidade das
funcgoes envolvidas.

No tocante ao critério de separagao, conforme mencionado anteriormente, é
fundamental adotar alguma medida que esteja diretamente ligada a independéncia
estatistica, tal como a informacao mutua. Neste caso, torna-se necessario a execucao
de etapas de estimacao dessa grandeza, ou mesmo de sua diferencial, o que dificulta
a execugao do passo seguinte: o treinamento da estrutura de separagao. Diante
disso, a busca por métodos eficientes de estimacgao de tais grandezas passa a ser um
ponto relevante em separacao de modelos PNL.

Também mencionamos que, no treinamento do sistema separador PNL, h4 ainda
uma dificuldade relacionada & existéncia de 6timos locais na funcao custo derivada
da informacao mitua. Neste caso, a eficicia desta etapa esta fortemente associada
a capacidade do algoritmo de otimizagao de realizar uma busca das solucoes 6timas.
Logo, é de se esperar que a aplicagao das técnicas de busca local nao seja tao eficiente
como no caso linear.

Em nosso entendimento, a presenca de minimos locais na funcao é, certamente,
um dos principais problemas a serem superados no treinamento de modelos PNL,
haja visto que tal complicador afeta a maioria das solugoes até entao propostas.
Mesmo em (Rojas, Puntonet, Rodriguez-Alvarez, Rojas & Martin-Clemente, 2004),
onde a otimizacao ¢ conduzida através de um algoritmo de busca global, uma
recuperacao satisfatoria das fontes nao ¢ garantida devido, principalmente, as
aproximacoes de informacao mitua empregadas. Além do mais, existem técnicas em
computacao evolutiva, como, os sistemas imunologicos artificiais (Castro & Zuben,
2002), que apresentam um potencial maior de busca global se comparados com o
algoritmo genético padrao, utilizado em tal trabalho.

No presente trabalho, a elaboracao de uma nova técnica capaz de contornar as
dificuldades associadas & presenca dos minimos locais foi considerada. Para tal fim,

atuamos tanto na aplicacao de uma técnica de otimizacao multimodal, no caso um

2Em (Taleb & Jutten, 1999), isto foi implementado a partir de redes MLP
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algoritmo oriundo dos sistemas imunolégicos artificiais, quanto na busca de uma
estimador para a informacao mutua, que fundamentou-se nas chamadas estatisticas
de ordem. Na seqiiéncia, daremos inicio a explanacao de nossa proposta, comecando

pela descricao desses dois conceitos-chave.

4.4.1 Estimacao da entropia através de estatisticas de ordem

Primeiramente, vejamos os aspectos basicos do emprego de estatisticas de ordem,
conceito este relacionado com o ordenamento de varidveis aleatorias. Para tal,
considere um conjunto de varidveis aleatorias Ry, Ro,..., Ry e seja uma dada
realizagao deste conjunto representada por ry,79, ..., 7.

Em algumas situacoes, pode ser interessante observar o comportamento
estatistico do valor maximo referente as realizagoes desse conjunto, dado por
max(ry,7s,...,r7). B importante observar que este maximo define uma nova
variavel aleatéria. Analogamente, poderiamos estar interessado nos valores minimos,
ou mesmo no segundo maior valor desse conjunto. A generalizacao desta idéia
nos leva ao conceito de estatistica de ordem, ou seja, a partir do conjunto de
variaveis aleatorias Ry, R, . .., Ry, é possivel definir um novo conjunto de 1" variaveis

aleatorias ordenadas do seguinte modo
Rary < Ror) < ... < B, (4.33)

onde R.r) corresponde a t-ésima estatistica de ordem, e representa a variavel
aleatoria associada a t-ésima posicao do conjunto original ap6s a ordenagao.

O conceito de estatistica de ordem também pode ser definido para uma tnica
variavel aleatoria (Even, 2003). De fato, cada realizagio de um conjunto de T
variaveis aleatorias com distribuicoes de probabilidade idénticas pode ser vista como
T realizacoes de uma tinica variavel aleatoéria. Para nossos fins, apenas a definicao
para uma variavel serd necessaria, pois estamos interessados nas estimativas das
entropias marginais de sinais aleatorios. Logo, neste caso, o nimero de realizagoes
T corresponde ao niimero de amostras disponiveis de um dado sinal.

Um interessante propriedade das estatisticas de ordem é a sua relacao com
a funcao quantil. Esta funcao corresponde a inversa da funcao cumulativa de

probabilidade (Papoulis, 1993) de uma dada variavel aleatoria, e, de modo a ilustrar
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este conceito, a Figura 4.3 apresenta a densidade, a cumulativa e a funcao quantil
de uma variavel aleatoria gaussiana. Conforme descrito em (Even & Moisan, 2005),
a relacao entre as estatisticas de ordem e a funcao quantil de uma variavel aleatoria

R, representada por Qg(+), é dada por

E{R(t:T)}:QR<Til>, t=1,....T (4.34)

Esta expressao indica que as estatisticas de ordem carregam informacoes sobre a lei
estatistica que rege uma determinada variavel aleatoria. Essa constatacao é a base

do método de estimacao de entropia adotado em nosso trabalho.

0.4

(
Fy)

(a) Fungao densidade de probabilidade. (b) Cumulativa.

Q,(u)
I T - T S SR S SR

-5

0 0‘.2 0.‘4 0.‘6 0‘.8 1‘
u
(¢) Funcao quantil.
Figura 4.3: Caracterizagao estatistica de uma variavel aleatéria gaussiana.

Em (D.-T. Pham, 2000), demonstra-se que a entropia de uma variavel aleatoria

Y pode ser expressa através da fungao quantil Qy(-), de acordo com a seguinte
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expressao
1
H(Y):/ log QY (u)du. (4.35)
0

A partir de uma resolucao numeérica desta integral, obtém-se que

L
QY(UZ) - QY(Uz—l) Uy — U1

HY) =~ lo ) 4.36

( ) ; & Uy — U ur — Uy ( )

onde {uy,...,ur} é um conjunto de niimeros crescentes no intervalo® ]0,1[. Esta

expressao, conjuntamente com (4.34), sugere que é possivel estimar a entropia
através das estatisticas de ordem.

No caso em que ha apenas uma realizacao de 7" amostras da variavel aleatoria Y,
a estimacao da funcao quantil pode ser feita com base na realizacao correspondente

das estatisticas de ordem, ou seja

!
Y ~ ( ) t=1,....T 4.37
1) ~ Qy 71 (4.37)

Além do mais, é possivel estimar a funcao quantil em pontos que nao pertencem
ao conjunto TL—H realizando uma interpolacao linear, por exemplo. A insercao
dessas duas aproximagoes na expressao (4.36) resulta num estimador de entropia
simplificado cujo modo de operacao se baseia em processos de ordenacao e
interpolacao de dados.

Em comparagao com outros métodos, a estimagao da entropia via estatisticas
de ordem apresenta um bom compromisso entre acuracia e complexidade
computacional. Por exemplo, a estimagao via métodos de kernel (Silverman, 1986)
é capaz de fornecer resultados consideravelmente precisos, mas, requer um denso
processamento computacional. Além disso, hé, nesta estratégia, uma dificuldade
relativa a determinacao dos parametros dos kernels utilizados. No caso das
estatisticas de ordem, é necessario apenas definir o passo de integracao referente

a expressao (4.36)*. Um outro método de estimagao de entropia fundamenta-se

3Consideramos também que u; — u;_; é constante para todo i.
4No decorrer de nosso trabalho, constatamos que a estimacio via estatisticas de ordem est4

relacionada com o classico método de histograma, porém com intervalos varidveis. No Apéndice B,
mostramos que ha uma relacdo entre o passo de integracio definido e o tamanho de cada um desses

intervalos.
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na expansao em séries de Gram-Charlier de uma variavel aleatéria (Comon, 1994).
Neste caso, a estimativa depende apenas dos momentos de terceira e quarta ordem,
0 que torna este processo extremamente rapido. Todavia, esta simplificacao pratica
surge as custas de uma perda de precisao no processo de estimacao.

A Figura 4.4 ilustra algumas das observagoes do pardgrafo anterior. Neste
grafico, as estimativas da entropia de uma variadvel aleatoria uniforme no intervalo
[—\/3, \/§], provenientes dos métodos discutidos, sao apresentadas. No caso da
estimagao via métodos de kernel, consideramos kernels gaussianos com desvio padrao
representado por o. Fica evidente que, neste caso, h& um compromisso entre o
numero de amostras requerido e a polarizacao da estimativa, que, por sua vez,
estd diretamente relacionado a escolha do desvio padrao. Com relacao a estimacao
via séries de Gram Charlier, nota-se que, de fato, apenas um numero reduzido
de amostras é necessario. Porém, a estimativa obtida apresenta uma significativa

polarizagao.

131
1.28

1.26

1.24

1.22

—&— Kernel 6 = 0.01
| —¢— Kernel 6 = 0.05

Kernel 6 = 0.1
—>— Estatisticas de Ordem
Estimagdo Gram-Charlier
Valor Tedrico

1000 1500 2000 2500 3000
NUmero de amostras

500

Figura 4.4: Estimacao da entropia de uma variavel aleatoria uniforme.
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4.4.2 Otimizacao a partir de uma rede imunolégica artificial

O outro pilar de nossa proposta consiste na realizacao da etapa de treinamento
do sistema separador através de um tipo de rede imunolégica artificial propicia
para tarefas de otimiza¢do, denominada opt-aiNet (Artificial Immune Network for
Optimization) (Castro & Timmis, 2002). Este algoritmo, cujo modo de operagao é
inspirado no funcionamento do sistema imunologico das espécies superiores, pertence
a classe dos algoritmos evolutivos (Béck, Fogel & Michalewicz, 2000), e é dotado de
elementos de busca local e global.

Em Attux (2005), realizou-se um amplo estudo sobre a aplicabilidade dos
algoritmos evolutivos, particularmente da opt-aiNet, a alguns problemas tipicos
de processamento de sinais. Neste trabalho, verificou-se que, ao tornar menor a
probabilidade de convergéncia para minimos locais ruins em relagao as técnicas de
busca local, o uso desse ferramental proporciona melhorias significativas em cenarios
nos quais a etapa de treinamento culmina num problema de otimizacao multimodal.
Além do mais, alguns resultados presentes neste trabalho sugerem que a opt-aiNet,
por apresentar um maior potencial de busca global se comparada ao consagrado
algoritmo genético padrao, apresenta, no minimo, um desempenho equivalente ao
desse classico método.

Antes de prosseguirmos com a descricao do algoritmo opt-aiNet, é conveniente
apresentar alguns conceitos tipicos em computacao evolutiva. O primeiro deles é o
de populacao. Uma populacao corresponde a um conjunto de individuos, de modo
que cada individuo representa uma solucao candidata do problema de otimizacao
em questao. Diz-se que os algoritmos evolutivos realizam uma busca populacional,
pois, diferentemente de métodos como o do gradiente, diversas solucoes candidatas
sao ajustadas a cada iteracao, ou, no jargao desta area, a cada geragao. Um outro
conceito fundamental na computacao evolutiva é o de fitness de um individuo. Esta
medida tem como objetivo avaliar a qualidade de um determinado individuo, o que
¢ fundamental para determinar o seu futuro na populacdao. Assim sendo, é de se
esperar que o fitness esteja diretamente ligado a funcao custo a ser otimizada.

Um dos motivos que explicam o diminuto risco de convergéncia sub-6tima no
algoritmo opt-aiNet é a existéncia de um mecanismo de manutencao da diversidade

da populagao, isto é, busca-se evitar uma populacao na qual os individuos sejam
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“semelhantes” entre si. Na otimizacao de uma funcao custo com acentuado carater
multimodal, uma populacao semelhante poderia ser incapaz de explorar todos os
diversos picos e vales existentes no problema. Uma outra peculiaridade da opt-aiNet
é a existéncia de um mecanismo de controle do tamanho da populacao. Este ajuste
dinamico, caracterizado por podas e insercoes de individuos, permite a obtencao
de uma solugao parcimoniosa em termos do tamanho da populacao final. Essas
caracteristicas estao descritas na Tabela 4.2, que apresenta um resumo do algoritmo
opt-aiNet.

Em suma, ha duas etapas principais na opt-aiNet. A primeira delas, relativa
ao passo 2 da Tabela 4.2, é caracterizada pela realizagao de uma busca local cujo
objetivo é melhorar a qualidade da populacao através de procedimentos de clonagem,
mutacao e selecao. O passo 3 diz respeito aos mecanismos que enfatizamos no
paragrafo anterior. O controle do tamanho da populagao e a busca por um bom
nivel de diversidade sao feitos através da supressao de individuos redundantes e da
insercao de novos individuos na populacao.

No algoritmo opt-aiNet, ha alguns parametros que devem ser previamente
definidos: o nimero de clones (Nc¢), o limiar de supressao (o), e o parametro (3
relacionado a mutagao. Nao ha uma regra objetiva para o ajuste desses parametros,
de modo que, neste trabalho, o fizemos apos a realizagao de algumas simulagoes
preliminares nos cenéarios analisados. Com relacao ao tamanho da populacao inicial,
o ajuste deste valor nao é tao decisivo quanto o dos outros mencionados, em vista
da existéncia do controle dinamico do tamanho da populacao. Por fim, enfatizamos
que, no presente trabalho, adotamos como critério de parada a realizacao de um

numero predefinido de iteragoes.

4.4.3 Comentarios sobre a solucao proposta

Feita a apresentacao dos dois elementos fundamentais de nossa proposta,
voltemos nossas atencoes para algumas questoes de ordem pratica. Um primeiro
ponto diz respeito a representacao dos individuos. Dado que, em nosso problema,
estamos interessados em ajustar os parametros das segoes linear (matriz W) e nao-
linear do sistema misturador, um individuo corresponde a um vetor de niimeros reais

contendo todos esses elementos.
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Tabela 4.2: Descricao do algoritmo opt-aiNet.

1. Inicializacao: geracao aleatéria da populagao;
2. Processo iterativo: até que o critério de parada seja atingido, faga:

(a) Determinacao do fitness de cada individuo;
(b) Clonagem: produza um numero (N¢) de copias (clones) para cada individuo
da individuo;

(¢) Mutagdo: introduza, em cada clone, um distirbio (mutagdo) inversamente
proporcional ao fitness de seu seus “individuos pais” (estes permanecem

inalterados). A mutagao segue a seguinte regra
¢ =c+aN(0,1), with a = 87 exp (—f*), (4.38)

onde N(0,1) corresponde a uma variavel aleatéria normal, ¢’ e ¢ representam
o clone modificado pela mutacdo e o original, respectivamente; [ é uma

parametro de controle, e f* é o fitness do individuo pai.
(d) Determinacao do fitness de todos os clones modificados pela mutacao;

(e) Selecao: Selecione o melhor individuo de cada grupo formado pelo individuo

original e seus clones modificados (formacao de uma nova populacio);

(f) Convergéncia local: calcule o fitness médio da populacao. Caso ndo haja uma
variacao significativa deste fitness médio em relacao & geragdo anterior, entao

va em frente. Caso contrario, volte para o passo 2;
3. Interacoes na populacao;
(a) Determine a afinidade (grau de similaridade medido pela distancia euclidiana)
entre todos os individuos;

(b) Suprima todos os individuos exceto aqueles que, dentro de um certo par com
afinidade menor que uma valor o (limiar de supressao), tenham maior fitness.

Determine o tamanho da nova populacao;

(¢) Introduza novos individuos na populacao, gerados aleatoriamente, e retorne ao

passo 2




CAPITULO 4. SEPARACAO DE MISTURAS NAO-LINEARES 110

Ainda relativo a representacao dos individuos, nao podemos esquecer que existe
uma restricao de monotonicidade das fungoes nao-lineares do sistema separador. Em
nosso trabalho, utilizamos somente funcoes polinomiais, e, de modo a assegurar a
validade de tal restricao, consideramos apenas polindomios com poténcias impares.
Além disso, é necesséario garantir que os coeficientes desses polinomios sejam todos
positivos, o que foi feito através da aplicacao de uma funcao exponencial aos
elementos de um dado individuo relativos a secao nao-linear.

No algoritmo opt-aiNet, busca-se a maximizacao do fitness. Porém, em nosso
problema, estamos interessados na minimizacao da informagao mutua. Além disso, é
desejavel que o fitness assuma sempre valores positivos. Estas consideragoes podem

ser levadas em conta definindo o fitness do seguinte modo

F* = exp ( - L - ) (4.39)
> et H(yi) — log |det W| — E{log [T, |g;(x)|}

O denominador desta expressao provém de 4.25, porém é desconsiderada a entropia
conjunta das misturas, ja que esta medida nao depende dos parametros do sistema
separador. Com base na discussao da Secao 4.4.1, as entropias marginais de y; sao
estimadas a partir das expressoes (4.36) e (4.34).

4.4.4 Resultados

Com o intuito de avaliar o desempenho da técnica proposta, realizamos, em
um primeiro momento, simulagoes em dois cenérios distintos. Na seqiiéncia,

apresentamos e discutimos os resultados obtidos nesses casos.

Primeiro cenéario

Num primeiro cenario, consideramos a separacao de duas fontes uniformemente

distribuidas no intervalo [—1, 1], e misturadas pelo seguinte sistema PNL

[ 1 0.6] . filer) = tanh(2e))

(4.40)

0.5 1 fales) = 23/e;
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Na secao nao-linear do sistema separador, utilizamos polinémios do tipo g(z;) =
ax? + bx} + cx;. Com relagdo aos parametros do algoritmo opt-aiNet, o seguinte
conjunto foi definido: No =7, =60 and o3 = 2.

Na Figura 4.5(a), a distribui¢do conjunta das misturas é apresentada. Para esta
situacao, considerou-se, na etapa de treinamento, um conjunto de 2000 amostras dos
sinais misturados. Apos a realizacao do treinamento do sistema separador através
da opt-ailNet, considerando 10000 geracoes, foi possivel obter boas estimativas das
fontes, fato este que pode ser constatado na Figura 4.5(b), que mostra que a
distribuicao conjunta das estimativas obtidas ficou préxima a de uma uniforme.
Ainda nesta figura, é possivel observar uma certa distor¢cao residual nao-linear.
Todavia, este fendmeno é, sobretudo, decorrente da limitacao estrutural inerente
ao problema, dado que é impossivel inverter a agao da tangente hiperbdlica através

de um polinémio.

(a) Distribui¢ao conjunta das misturas. (b) Distribui¢do conjunta das estimativas
obtidas.

Figura 4.5: Resultados - Primeiro cenario.

Segundo cenario

Em um segundo cenario, consideramos a tarefa de separar trés fontes

uniformemente distribuidas no intervalo [—1,1]. No caso, consideramos o seguinte
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sistema misturador PNL

1 06 05 filer) = 29
A=105 1 04| e foler) = 2e . (4.41)

04 06 1 fales) = 2/e3

Tanto os polindmios utilizados na secao nao-linear quanto os parametros da opt-
aiNet foram os mesmos do experimento anterior. Novamente, obtivemos boas
estimativas das fontes apds a realizacao do treinamento proposto para o sistema
separador. Na Tabela 4.3, os valores de EQM de cada fonte e de sua respectiva
estimativa (y;) sdo apresentados.” Na Figura 4.6, é exibida uma janela temporal do

sinal fonte e de sua respectiva estimativa (ap6s normalizagdo), ambas associadas ao
maior EQM.

Tabela 4.3: EQM - segundo cenario
EQM(x1072) | w1 | v | vs
opt-aiNet 3,35 | 1,10 | 1,50

4.4.5 Uma critica a solucao proposta

Os resultados apresentados na secao anterior indicam que a técnica proposta
é capaz de prover uma separacao satisfatoria das fontes. No entanto, ha um
problema que ainda nao mencionamos, relacionado ao custo computacional de nossa
solucao. Infelizmente, em um algoritmo evolutivo como a opt-aiNet, a robustez a
convergéncia para minimos locais ocorre as custas de um aumento significativo da
carga computacional exigida, tanto em termos de memoria quanto de processamento.
Naturalmente, este problema se torna ainda mais complicado com o aumento da
dimensao do espaco de busca do problema de otimizagao a ser resolvido.

No problema de separacao de misturas PNL, se considerarmos que as fungoes
da se¢ao nao-linear do sistema separador sao todas iguais, de modo que o nimero

de parametros de cada uma delas seja C,, a dimensao do espago de busca é dada

5Devido 4 ambiguidade de ganho de escala, é necessario, na estimacio do EQM, normalizar a

varidncia dos sinais envolvidos.
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Figura 4.6: Segundo cenério - fonte (—) e sua estimativa (- — ).

por N2+ N - C,. Esta relagdo evidencia que, para situagdes em que o valor de C), ¢
baixo, como nos casos estudados na Secao 4.4.4, o crescimento do espaco de busca
com o aumento ao nimero de fontes estd majoritariamente relacionado ao termo
quadratico, que, por sua vez, diz respeito aos elementos da matriz W. Por exemplo,
caso desejassemos separar quatro fontes conservando os parametros adotados no
segundo cenario analisado, teriamos um significativo aumento do espaco de busca
de 18 para 28 parametros, sendo que apenas 3 sao 0s novos parametros acrescidos
na se¢ao nao-linear.

Essa discussao sugere uma nova estratégia na qual o ajuste das se¢oes nao-linear
e linear seja conduzido separadamente, haja visto que esta ultima etapa poderia,
em tese, ser realizada de modo eficiente através de algum algoritmo de BSS linear.
De fato, j& mencionamos que ha algumas propostas que operam de acordo com
este principio, como é o caso da abordagem geométrica e da gaussianizacao. A
principal dificuldade neste tipo de esquema refere-se a concepcao de uma funcao
custo para o ajuste da secao nao-linear que nao dependa dos parametros da matriz
W. O problema no caso é que a condigao de separabilidade do modelo esta ligada

as saidas do sistema separador, e nao ha como saber, de uma maneira sistematica,
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como esta condicao se refletiria nas saidas da secao nao-linear.

De modo a melhorar o desempenho da solugao proposta, buscamos, motivados
pelas razoes expostas acima, dividir as etapas de ajuste das secoes do sistemas
separador, porém, mantendo uma funcao custo “global”’, fundamentada na
informacgao mutua entre as estimativas y. Nesta nova versao, o ajuste das func¢oes
nao-lineares continua sendo realizado pelo algoritmo opt-aiNet. Por outro lado, a
matriz W é adaptada através da aplicacdo do algoritmo FastICA® 7. Vejamos como
isto é feito.

Primeiramente, com relacao a Secao 4.4.3, ha uma modificacao referente a
representacao dos parametros de otimizacao. Nesta nova estratégia, um individuo
da populacao contém apenas os parametros das funcoes nao-lineares. Além disso,
h& uma pequena alteracdo no célculo do fitness. Dado um individuo (um conjunto
de fungoes ndo-lineares), aplica-se o algoritmo FastICA sobre as saidas da secao
nao-linear (gerada deste conjunto) e, em seguida, calcula-se o valor do fitness de
acordo com (4.39), porém, considerando as saidas geradas pelo algoritmo FastICA.
Este procedimento estd resumido na Tabela 4.4.

Na estratégia apresentada, o nimero de parametros do espaco de busca passa a
ser V- C,,. Evidentemente, esta redugao se d4 as custas de uma maior complexidade
computacional por iteragao, pois, nesta nova situacao, cada calculo do fitness exige
a execucao do algoritmo FastICA. Contudo, como veremos na proxima secao, esta
nova estratégia acarreta em melhorias significativas de desempenho, principalmente

em cenarios com um maior nimero fontes.

60ptamos por este algoritmo em virtude de sua rdpida convergéncia e de seu baixo custo
computacional, como pudemos verificar no Capitulo 3. A versdo utilizada estd descrita na

Tabela 3.1.
"Ap6s o desenvolvimento de nossa solucdo, verificamos que um método proposto

recentemente (Gorriza et al., 2006) fundamenta-se numa idéia semelhante & nossa. Em tal trabalho,
utiliza-se uma técnica baseada na conjuncido de um algoritmo genético padrdo e do FastICA.
Todavia, ha uma diferenca relevante no que diz respeito ao método de estimacao de entropia

empregado.
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Tabela 4.4: Modificagao no calculo do fitness.

1. Para um dado individuo (conjunto de parametros das fungdes nao-lineares),

calcule as saidas da secao nao-linear e.
2. Aplique o algoritmo FastICA nos sinais e;

3. O fitness de um dado individuo obtido pela expressao (4.39) calculada para as

saidas fornecidas pelo FastICA.

4.4.6 Avaliacao da solugao modificada

De modo a avaliar os ganhos obtidos com a introducao do algoritmo FastICA
como elemento de busca local (doravante, denominaremos esta estratégia por opt-
aiNet/FastICA), realizamos simulagoes em dois cenérios distintos. Assim como na
Segao 4.4.4, adotamos polinomios do tipo g(z;) = az? + bz} + cz; na se¢ao nao-linear

do sistema separador.

Primeiro cenario

Em um primeiro cenério, consideramos o problema de separacao de 3 fontes,

uniformemente distribuidas entre [—1, 1], misturadas pelo seguinte misturador PNL

1 06 05 filer) = Ye

04 06 1 fs(es) = Yes

No processo de separacao, consideramos 1200 amostras das misturas. Além disso,
para a versao opt-aiNet/FastICA, o seguinte conjunto de parametros foi definido
Nec =5, 6 =50 e o, = 3. Também buscamos verificar neste cenario o desempenho
da solugao baseada na “opt-aiNet pura” (a qual denominaremos por opt-aiNet). No
caso, o seguinte conjunto Ngo =7, 3 = 60 e o5 = 3 foi considerado para esta técnica.

Com o intuito de comparar essas duas estratégias, realizamos 20 experimentos.

Diante da diferenca entre as dimensoes do espago de busca em cada caso,
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Tabela 4.5: Velocidade de convergéncia - primeiro cenario

opt-aiNet | opt-aiNet/FastICA
Velocidade de convergéncia (iteragio) 10500 1400
Tempo médio por itera¢do (ms) 80 182
Tempo médio de convergéncia (min) 14 4.5

consideramos, como critério de parada, a execucao de 6000 iteracoes para a
opt-aiNet /FastICA e de 15000 para a opt-aiNet. Mesmo com este maior valor,
observamos que, em 5 realizagdes, a opt-aiNet nao convergiu satisfatoriamente (nao
consideraremos estes experimentos na comparagdo entre as técnicas). Por outro
lado, a opt-aiNet/FastICA proporcionou bons sistemas separadores em todas as
realizagoes.

Na Tabela 4.5, alguns tempos relativos a convergéncia dos dois algoritmos
sao apresentados®. Note o leitor que, como haviamos mencionado, a introducao
do FastICA realmente implica num aumento do tempo médio de cada iteracao.
No entanto, a reducao do nimero de parametros de busca propiciado por esta
estratégia faz com que o ntimero de iteragoes necessarias para a sua convergéncia seja
consideravelmente menor em relacao a opt-aiNet. Deste modo, em um balanco final,
a opt-aiNet /FastICA apresenta, para o caso analisado, um tempo de convergéncia
menor que o da opt-aiNet.

Também analisamos o EQM entre as fontes e as estimativas obtidas, apresentados
na Tabela 4.6. Notamos que a técnica opt-aiNet/FastICA é capaz de obter boas
estimativas das fontes, sendo estas melhores que as fornecidas pela opt-aiNet.
Ressaltamos que seria possivel melhorar o desempenho da opt-aiNet considerando
um maior nimero de iteragoes. Porém, isso requereria um tempo ainda maior de

convergeéncia.

8Todas as simulacoes foram realizadas em um Athlon64 3000+ com 1GB de memoria RAM.
Além disso, o sistema operacional utilizado foi 0 Windows XP e os algoritmos foram implementados
no Matlab 7.1.
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Tabela 4.6: EQM - primeiro cenario.
EQM (x1073) 51 89 53

opt-aiNet 7.33 1 9.50 | 6.45

opt-aiNet /FastICA | 2.19 | 1.58 | 1.73

Tabela 4.7: Média dos EQMs no segundo cenéario
EQM (X].O_g) §1 §2 §3 §4
opt-aiNet /FastICA | 1.59 | 2.18 | 1.69 | 2.00

Segundo cenario

Num segundo cendrio, analisamos o desempenho da opt-aiNet/FastICA numa
tarefa mais complicada, relativa a separagao de 4 fontes, uniformemente distribuidas

entre [—1,1]. O sistema misturador PNL considerado neste caso foi o seguinte

1 07 05 07 filer) = e
105 1 07 04 fales) = Yo
Tlo4 06 1 07| fles) = &
0.8 0.7 0.5 1 filed) = Yeu
Neste caso, o seguinte conjunto de parametros da opt-aiNet foi adotado: N, = 5,
G=50eo0,=3.

Apos a realizacao de 20 experimentos, sendo o nimero de iteracdes em cada um

(4.43)

foi de 8000, verificamos que em apenas um deles nao se obteve uma convergéncia
satisfatoria. Para as 19 simulacoes que convergiram, a média dos EQM associado
a recuperacao de cada uma das fontes é apresentada na Tabela 4.7. Novamente, a
aplicacao do algoritmo opt-aiNet /FastICA foi capaz de prover boas estimativas das
fontes. E importante frisar que neste cenario, a aplicacdo da opt-aiNet pura seria

impraticavel, dado o elevado niimero de parametros a ser ajustados neste problema.

4.5 Sumario

No presente capitulo, tratou-se o problema de separacao cega de fontes

misturadas por um sistema nao-linear. Inicialmente, foi visto que, de modo geral, a
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aplicacao da ICA nao mais garante a recuperacao das fontes. Na seqiiéncia, alguns
algoritmos para o caso geral do problema de NBSS foram brevemente descritos.
Um importante assunto relacionado a este problema, a separagao de misturas PNL
foi especificamente abordado neste capitulo, e algumas solucoes para este caso
particular foram discutidas.

Através do emprego da opt-aiNet e de um estimador de entropia baseado nas
estatisticas de ordem, foi possivel desenvolver um algoritmo para o treinamento de
sistemas PNL capaz de contornar problemas relativos a convergéncia para minimos
locais. Além disso, realizamos uma modificacao na solucao proposta com o objetivo
de torna-la menos complexa e, conseqiientemente, mais apta para operagao em
cenarios com um maior numero de fontes. Essa melhoria foi obtida através do
desenvolvimento de uma técnica hibrida, na qual a secao linear é ajustada pelo
algoritmo FastICA e a secao nao-linear é adaptada pela opt-aiNet. Através da

execucao de simulagoes, verificamos a viabilidade de nossa proposta.



Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagao, buscamos investigar as principais estratégias existentes no
problema de separacao cega de fontes. Nosso estudo contemplou os casos em que
o sistema misturador ¢ linear ou nao-linear, sem memoria e com igual nimero de
sensores e fontes.

Em um primeiro momento, descrevemos o problema em questao e apresentamos
algumas de suas principais aplicacoes. Além disso, constatamos que as solucoes
para o caso linear sao as mais utilizadas em problemas praticos, o que certamente é
uma conseqiiéncia do grau de maturagao atingido neste caso. Contudo, observamos
um interesse crescente da comunidade pelos casos em que o processo de mistura é
modelado por sistemas mais complexos, tais como aqueles que tém caracteristicas
nao-lineares. Alias, foi exatamente esta tendéncia que nos motivou a incluir esse
tema em nosso estudo.

No que concerne ao nosso estudo dos principais critérios em BSS linear, vimos que
existem relagoes diretas entre eles. Isso fica ainda mais evidente ao analisarmos os
algoritmos gerados com base nesses critérios. Mais precisamente, é sempre possivel
identificar nesses algoritmos um elemento linear, a matriz que representa o sistema
separador, e um elemento nao-linear, 1util na etapa de treinamento. Em (Kofidis,
2001; T.-W. Lee, Girolami, Bell & Sejnowski, 2000), por exemplo, fala-se em um
paradigma universal de critérios e algoritmos para o caso de BSS linear. Um outro

ponto interessante é que essa configuracao universal parece motivar diversos autores
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a classificar essas técnicas como algoritmos neurais, certamente devido a semelhanca
entre essa estrutura e uma rede neural (lembremos que, no critério Infomax, isso é
patente).

Com relagao a andlise de desempenho dos algoritmos de BSS linear com
modo de operacao em batelada, verificamos que, na grande maioria dos quesitos
considerados, os algoritmos testados apresentaram um comportamento parecido.
A dnica excecao foi o algoritmo FastICA, que apresentou uma velocidade de
convergéncia consideravelmente maior que a das outras técnicas. No caso dos
algoritmos adaptativos, o algoritmo RLS desenvolvido para a otimizagao do critério
de NPCA foi a técnica que apresentou a maior velocidade de convergéncia.

No contexto da NBSS, discutimos sobre a impossibilidade, de um modo geral, do
uso da ICA neste problema. Por outro lado, apresentamos a classe de modelos PNL,
na qual ainda é possivel separar as fontes através da recuperacao da independéncia.
Este caso apresenta algumas dificuldades que nao estao presentes nas técnicas
lineares, tais como a necessidade de esquemas de estimacgao da informacao mutua e
a possibilidade de convergéncia para minimos locais.

Como contribuigao original, foi proposta no presente trabalho uma nova técnica
para separacao de misturas PNL, concebida com o propoésito de prover um
algoritmo robusto em relacao a convergéncia para minimos locais ruins. Para tal,
utilizamos como técnica de treinamento um tipo de algoritmo evolutivo inspirado no
funcionamento do sistema imunologico, a opt-aiNet, tendo em vista sua capacidade
de realizar a otimizacao em superficies multimodais.

Num primeiro momento, realizamos o treinamento do sistema separador PNL
utilizando exclusivamente opt-aiNet. A despeito dos bons resultados obtidos, ha
uma significativa limitacao nesta proposta no que se refere a sua complexidade
computacional elevada. De fato, a robustez de uma técnica evolutiva surge as custas
de uma maior demanda computacional, em comparagao com os algoritmos baseados
no gradiente, por exemplo. Assim, vimos que, para cenarios com um nimero de
fontes elevado, a aplicacao desta técnica pode ser inviavel. Em nosso trabalho,
buscamos atenuar esta dificuldade através de uma nova versao, na qual a busca
pela secao linear do sistema separador é feita pelo algoritmo FastICA. Através de

algumas simulagoes, constatamos que, de fato, a introdugao deste elemento acarreta
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um significativo ganho de desempenho.

E importante frisar que mesmo a versdo hibrida opt-aiNet/FastICA ainda
apresenta um custo computacional significativo. Contudo, ha de se ressaltar que
a separacao de misturas PNL requer processos de estimacao da informacao mutua
entre as saidas do sistema separador, o que, neste caso particular, culmina num
problema de estimagao de entropia. Assim sendo, mesmo numa técnica baseada
no gradiente, tal como o algoritmo de Taleb e Jutten, um denso processamento
computacional é requerido, haja visto a necessidade de se estimar as entropias
marginais a cada iteracao. Além disso, ressaltamos que a ampla maioria das
aplicagoes em BSS nao requerem um processamento em tempo real, o que abre
caminho para o uso da técnica proposta em tais cenarios praticos.

Na concepcao de nossa proposta, buscamos um estimador de entropia que
apresentasse um bom compromisso entre acuracia e simplicidade computacional.
No caso, adotamos um método de estimacao baseado nas estatisticas de ordem. Tal
método ja havia sido aplicado ao problema de separacao de fontes linear. Uma
questao interessante que constatamos apos a derivacao de nossa técnica foi que este
tipo de estimador se assemelha aos métodos baseados na estimacao por histograma,
porém com a diferenca de que, no estimador utilizado, os intervalos dos bins sao
variaveis, conforme pode ser visto no Apéndice B.

Para finalizar esta dissertagao, gostariamos de expor algumas perspectivas para
trabalhos futuros. Primeiramente, em um visao mais geral, acreditamos que, além do
caso nao-linear da BSS, as outras extensoes do problema de separagao (sistemas com
memoria e modelos sub-parametrizados) constituem temas interessantes de pesquisa
na area. Em nosso entendimento, estes assuntos ainda nao atingiram o mesmo nivel
de aprofundamento existente do caso linear, principalmente no que tange a existéncia
de métodos eficientes e & exploracao de possiveis aplicagoes.

No que diz respeito ao caso de misturas PNL e a solucao proposta, vislumbramos

as seguintes perspectivas:

e No desenvolvimento de nossa solucao, nao nos preocupamos com o problema
estrutural existente na separacao de misturas PNL, haja visto que, na grande
maioria das simulagoes, definimos cenérios nos quais era possivel atingir

uma inversao perfeita das fungoes nao-lineares do sistema misturador. Neste
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contexto, merece investigacao a aplicacao de estruturas nao-lineares capazes
de inverter uma maior gama de mapeamentos, e que, ainda assim, satisfacam

as restricoes de monotonicidade presentes no problema.

e [nvestigar outros métodos de estimacao de informacao mutua e entropia, dada

a importancia desta etapa no problema em questao.

e Analisar a aplicabilidade de elementos de busca local na determinacao dos
parametros da se¢ao nao-linear de um sistema separador PNL. Além disso, uma
outra perspectiva interessante seria investigar métodos capazes de determinar
boas condicoOes iniciais para esses parametros. Essas estratégias poderiam
aumentar a velocidade de convergéncia da técnica proposta, mantendo a sua

robustez a convergéncias sub-6timas.

e Verificar o desempenho da solucao proposta em cenarios praticos.



Apéndice

Alguns Conceitos Basicos em Teoria da

Informacao

Neste apéndice, descrevemos sucintamente alguns conceitos da teoria da
informacao utilizados com freqiiéncia em separacao cega de fontes. Sugerimos, por
exemplo, a leitura da referéncia (Cover & Thomas, 1991) ao leitor interessado num
estudo aprofundado do assunto.

Primeiramente, consideremos a definicao de entropia de uma variavel aleatoria

discreta X, dada por
H(X) == px()log(px()), (A1)

onde px(x) corresponde a distribui¢do de probabilidade de X. Esta grandeza tem
como objetivo quantificar o nivel de informacao presente em X, ou, numa visao mais
intuitiva, verificar o quao incerta esta variavel é. Neste contexto, é de se esperar que
uma variavel aleatoria associada ao evento do jogar de uma moeda sem viés tenha
uma entropia maior do que a do caso em que a probabilidade de obter cara como
resultado ¢, por exemplo, 0,7, dado que a primeira situagao ¢ aquela com o maior
grau de incerteza associado. O conceito de entropia também é definido para o caso
multidimensional.

A entropia diferencial corresponde a extensao do conceito de entropia para
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variaveis aleatoria continuas, e, para uma variavel z, é dada por

H(z) = - / pa(2) log(ps (2))d, (A2)

T

onde p,(z) corresponde & fungao densidade de probabilidade de x. Assim como
no caso discreto, esta grandeza expressa a incerteza associada a uma variavel
aleatoria. Porém, ha algumas diferencas conceituais que merecem uma certa atencao
especial (Cover & Thomas, 1991). Para um vetor aleatorio X, a entropia diferencial

é dada por
Hx) =~ [ pul)log(pe())ix. (A.3)

onde py(x) corresponde a fung¢ao densidade de probabilidade conjunta dos elementos
do vetor x.

Um ponto extremamente 1til na concepgao de algoritmos em separacao de fontes
se refere a entropia de uma transformacao. No caso, dado um vetor aleatorio x, a

entropia da transformagao y = f(x) é expressa por
H(y) = H(x) + E{log | det(J3)]}, (A.4)

onde Jr corresponde ao jacobiano da transformacao. Por exemplo, para uma

transformacao linear y = Ax, temos que
H(y) = H(x) + log|det A|. (A.5)

Um outro conceito muito utilizado em separacao de fontes é o de informacao

mitua entre os elementos de um vetor aleatorio x = [x1 x5 ... x,], descrita por

I(x) = Z H(z;) — H(x). (A.6)

Esta medida expressa, em termos simples, uma noc¢ao do nivel de informacao que se
pode adquirir sobre um dos membros de um conjunto de variaveis aleatorias a partir
do conhecimento dos demais. Esta grandeza sempre assume valores nao-negativos,
sendo que a tnica situacao em que ela se anula ocorre quando os elementos do vetor

sao estatisticamente independentes entre si.
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Sobre o Estimador de Entropia Baseado

nas Hstatisticas de Ordem

Apo6s o desenvolvimento de nossa solucao para a separacao de misturas PNL,
verificamos uma interessante relacao entre o estimador de entropia via estatisticas de
ordem e uma técnica baseada no classico método de estimacao de funcao densidade
de probabilidade (fdp) a partir de histogramas. Dedicamos este apéndice para
apresentar esta relagao.

Primeiramente, recapitulemos o método do histograma para estimacao de
densidades (Silverman, 1986). Para o caso unidimensional, dado um conjunto de
amostras de uma varidvel aleatoria, realiza-se uma divisao do espaco de valores
possiveis dessa variavel em intervalos (bins) de mesmo tamanho. Assim, a estimativa
da densidade de probabilidade em cada um dos intervalos é dada pela razao entre
a fracao de amostras existentes no intervalo e o seu tamanho. Matematicamente, a
estimativa da fdp de uma varidvel z, num dado intervalo i, é expressa por
K
pi(x) = Nd’

onde K;, N e d correspondem respectivamente, ao niimero de amostras em tal bin,

(B.1)

ao niumero total de amostras e ao comprimento do bin. Note que os parametros N
e d sao constantes em todos os intervalos, e que ambos sao estabelecidos a priori.
Um dos problemas existente nesse método é que, caso o nimero de amostras nao

seja suficientemente grande, a estimativa obtida nas regioes com baixa densidade
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de pontos torna-se consideravelmente ruidosa. Uma alternativa a tal empecilho é
considerar uma divisao com intervalos variaveis, de modo que, em cada um deles,
exista uma mesma fracao de amostras. Neste caso, a estimativa da fdp no intervalo

1 é dada por
K

i(x) = N0
PilT) = g
onde d; é corresponde ao tamanho do i-ésimo bin. Note que, agora, a fracao de

(B.2)

amostras no intervalo K/N é constante em todos os intervalos e deve ser definida
previamente ao processo de estimagao.

E possivel estabelecer um estimador de entropia com base na expressio (B.2).
Para tal, podemos considerar que a fdp de x pode ser aproximada, em cada
um dos intervalos, por uma fdp uniforme com valor dado pelo histograma a ele

associado. Aplicando esta simplificacao na definicio da entropia, apresentada
m (A.2), obtemos a seguinte estimativa

<Nd>d—z log< > (B.3)

onde I corresponde ao nimero de bins considerados no processo de estimacao.

Nd

Feita essa breve descricao, recapitulemos a expressao do estimador de entropia
baseado na fun¢do quantil, proposto por Pham (D.-T. Pham, 2000)

H(z) = Z QZL__UL_; log (Qx(ul) — Qw(m_l)), (B.4)

Uy — uUj—
P 1 U1

onde Q. () corresponde a fungao quantil de x, e {uy,...,ur} é um conjunto de
niameros crescentes no intervalo |0, 1[. Realizando uma simples mudanga de indices

e considerando que u; — u; =~ 1, podemos reescrever esta expressao do seguinte

Z Uy — ul g (Qz(ul+1> B Qm(ul>> ) (B5)

Uj41 — Wy

modo

Em nosso trabalho assumimos um g¢rid uniforme para u, ou seja, w1 — U
é constante para todo [. Assim, é possivel observar uma relacao direta entre as
expressoes (B.3) e (B.5). Nesta equivaléncia, temos que u;4; —u; = K/N, o que faz

sentido, dado que ambos os membros dessa igualdade se encontram entre 0 e 1.
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Um outro ponto interessante nesta relacao diz respeito a funcao quantil.
Lembrando que esta funcao é a inversa da cumulativa, podemos interpretar a
diferenca Q. (u;) — Q. (uw;—1) do seguinte modo. Dada uma probabilidade acumulada
u;—1 associada a um ponto w,, ,, esta expressao revela qual o valor do ponto x,
tal que a probabilidade de z estar entre x,, , e, =, seja igual a w; — w;—;. Ora,
isto é exatamente o que se deseja no método do histograma com intervalo variavel:
estimar um intervalo, no caso [z,,_,, %], tal que sua probabilidade seja igual a um
valor pré-definido, no caso u; — u;_1.

Essa breve discussao indica que, em esséncia, o estimador de entropia proposto
por Pham é equivalente ao método baseado no histograma com intervalos variaveis.
No caso, o0 modo como o comprimento de cada intervalo é calculado depende da
funcao quantil, o qual, por sua vez, é aproximada através das estatisticas de ordem

da variavel aleatoria em questao.
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