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Y el hijo del hombre, para que lo visites?
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ABSTRACT

The main concepts about nonlinear dynamical systems are introduced,
emphasizing piecewise linear systems. Fundamentals about stability, bifurcations and
chaos are explained. The Poincaré Map for piecewise linear systems is developed with
some examples from Electrical Engineering. Two of this examples, discretization of the
phase model of the second oder PLL control system with a periodic perturbation and the
Chua's Circuit with a discontinuous nonlinearity, are original models. As a result, a
method to extend the Poincaré Map includding points where the trajectory is not
transverse to the Poincaré surface, and a method for obtaining the Poincaré Map of
systems with a piecewise nonlinear periodic characteristic, are developed.

A DC motor controlled by PLL technique i1s modelled as a discrete dynamical
system. This model is better than the existing continuous PLL phase model, because it
includes previcusly unmodelled effects in the continuous model, such as discontinuities in
the error signal, the phase detector dynamics, and the behavior with velocity output
different from the reference velocity. Stable regions of the fixed point and subharmonical
stable regions in the parameter space are obtained. The boxes-in-files bifurcation is
encountered in this system.

Keywords: Boxes-in-files bifurcations, bifurcations, chaos, D. C. motor control,
dynamical systems, piecewise linear systems, phase locked loop , Poincaré Map.



RESUMO

Introduz-se os principais conceitos acerca de sistemas dinamicos ndo lineares,
com énfase em sistemas lineares por partes. Explicam-se os fundamentos de
estabilidade, bifurcagGes e caos. A Transformagdo de Poincaré para sistemas lineares por
partes € imtroduzida através de alguns exemplos de Engenharia Elétrica. Dois destes
exemplos, a discretizagio do modelo de fase do sistema de controle PLL de segunda
ordem com uma perturbago periddica, € o Circuito de Chua com uma nio linearidade
descontinua, sdo modelos originais. Como resultado, desenvolvem-se um método para
estender a Transformagdo de Poincaré incluindo pontos onde a trajetoria nio é
transversa a superficie de Poincaré e um método para obter a Transformacio de Poincaré
de sistemas com uma caracteristica periddica ndo linear por partes.

Modela-se como sistema dinamico discreto um motor C.C. controlado pela
tecnica PLL. Este modelo é melhor que o modelo de fase continuo para o PLL ji
existente, porque ele inclui efeitos nfo modelados previamente, tais como
descontinuidades no sinal de erro, a dindmica do detetor de fase e o comportamento
com uma velocidade de saida diferente da velocidade de referéncia. Obtém-se as regides
estaveis do ponto fixo e das subharménicas no espago dos pardmetros. A bifurcacio
caixas-em-filas € encontrada neste sistema.

Palavras-chave: Bifurcacdes, bifurcacdes caixas-em-filas, cavs, controle de motores
C.C.,  phase locked loop, sistemas dindmicos, sistemas lineales por partes,
Transformagdo de Poincaré.



Introducdo

Na area de controle, os sistemas com fortes ndo linearidades tem recebido pouca
atencdo, se considerarmos a pequena percentagem de publicagdes dedicadas ao tema nas
revistas especializadas. S& recentemente tem aumentado o interesse por este tipo de
problemas, a partir dos desenvolvimentos realizados em outras 4reas, principalmente na
matematica e na fisica.

Em geral, como resultado da formagdo tradicional, o engenheiro elétrico -
orientado para lutar em forma pratica com problemas empiricos- tém uma vis3o linear
dos fendmenos, na qual a resisténcia, a capacitincia, a indutdncia ¢ o ganho dos
amplificadores s3o lineares (ou deveriam sé-lo), o principio de superposi¢do € sempre
valido e as solugdes podem ser achadas utilizando a Transformada de Laplace ou a
Transformada de Fourier.

Mas nos sistemas reais existem outros problemas que podem ser relevantes ou até
criticos em algumas aplicagdes, como por exemplo: Influéncia da temperatura e fluxo de
ar nas proximidades de componentes eletrdnicos; saturagdo de amplificadores; efeito de
perturbagdes periddicas tais como ruido gerado pela rede elétrica; distribuicdo espacial
de carga e correntes no interior dos elementos; envelhecimento de componentes; efeito
da sujeira € da oxidagdo dos condutores sobre a circulagdo de correntes muite pequenas;
nio linearidades de transdutores; etc.

No caso de projetos de controle, se as solugdes complicadas de sistemas
deterministicos forem erroneamente interpretadas como ruido estocastico, ou se a
linearizacdo nfo for uma boa aproximagio para um sistema que realmente ¢ ndo linear,
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pode-se perder muito tempo de projeto e dinheiro tentando melhorar o desempenho por
métodos de tentativa e erro. A tentagdo mais freqliente ante a presenga de oscilagdes
aperiddicas num circuito, € incluir filtros em todos os pontos criticos. Mas se o sistema
for ndo linear, isto significa aumentar a ordem do sistema, o que s6 pode complicar os
resultados, porque a origem das oscilagdes aparentemente aleatdrias pode ser o proprio
sistema deterministico em estudo.

Mas pode um sistema deterministico gerar respostas impossiveis de serem
conhecidas a priori? Pode. Esta afirmagio parece contradizer a légica, mas tem base em
abundante bibliografia das mais diversas areas, relativa tanto a experiéncias quanto a
explicagdes teoricas.

As conseqiiéncias desta descoberta refletem-se em diferentes dmbitos, desde a
filosofia da ciéncia até os custos de projeto do engenheiro e as possibilidades de
aplicagdo tecnologica. A conseqiiéncia conceitual € que ndo € mais possivel esperar que
a partir do conhecimento de um modelo deterministico e das suas condigoes iniciais seja
sempre possivel, em teoria, prever o comportamento futuro de um sistema. O estudo
destes fendmenos ndo lineares pode, por outro lado, ter resultados praticos positivos,
tais como:

» Incremento na qualidade dos elementos e sistemas, ao eliminar efeitos indesejaveis
tais como oscilagdes subharmdnicas e comportamento pseudoaleatorio, 0s quais
podem ser considerados como ruido deterministico gerado pelo proprio sistema.

« Aumento na vida util das componentes e sistemas, ao considerar o efeito do
envelhecimento (ou mudanca de parimetros) j4 na etapa de projeto, evitando que
com o decorrer do tempo o sistema passe a operar em regides de comportamento
pseudoaleatdrio ou subharmdnico.

» Reducdo de custos ao permitir a inclusio de elementos n#o lineares no projeto de um
sistema. O esforgo dedicado a conseguir que elementos ndio lineares tenham um
comportamento linear, ou a estender a sua regido de operacio linear, eleva os custos
de projeto e produgdo {compare-se, por exemplo, o custo de um sensor de
temperatura tal como um diodo ou um termopar, com o de um resistor de platina).

e Criagio de novas e melhores solugles baseadas em elementos tipicamente nio
lineares.

Uma das dificuldades existentes no estudo de sistemas ndo lineares € a grande
diversidade de comportamentos e o escasso niamero de técnicas analiticas, o que limita o
estudo aos casos mais simples, cuja estrutura adapta-se as técnicas existentes.
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Por outro lado, a grande variedade de fendmenos detetados em diferentes areas
(matematicas, fisica, biologia, engenharia, etc.) tem levado a uma explosio de
publicagdes informando sobre fenémenos ndo lineares, descrevendo-os ou estabelecendo
conexdes com a teoria desenvolvida em outras areas especificas (tais como Fisica
Estatistica ou Mecinica Quantica, Inteligéncia Artificial ou Otimizagdo). Mas somente
uns poucos métodos tem alcangado aceitagdo geral e sdo constantemente utilizados na
literatura atual. Dentre estes métodos mais gerais escolhemos os meétodos mais
adequados ao nosso sistema.

Através do desenvolvimento desta tese, procuramos situar o trabalho dentro de
uma visdo um pouco mais ampla e interdisciplinar do que uma analise especializada
orientada unicamente & solugdo de um problema de controle, equilibrando uma base
teorica orientada a solugdo de problemas de engenharia, com o modelamento e estudo de
um sistema de controle em particular. A tese forma parte da linha de pesquisa iniciada
pelo Prof. Alvaro G. Badan Palhares, orientador da mesma, com a sua tese de doutorado
sobre um sistema de controle PWM e analise das oscilagGes instaveis (Badan Palhares,
1980). Dentro desta linha, a tese tem recebido influéncia indireta de outros
pesquisadores que precederam esse trabalho, entre os quais podemos citar o Prof. Yaro
Burian Jr. (UNICAMP) e o Prof. Christian Mira (LN.S.A ., Fran¢a).

O trabalho de 1. Gumowski e C. Mira (Franga) tem o mérito de ter reunido
conceitos e desenvolvimentos das escolas soviética, européia e americana. Ao se fazer
uma revisdo bibliografica, é surpreendente verificar que alguns resuitados importantes
tém recebido pouca divulgacdo no Qcidente, ao ponto de terem sido redescobertos
muito tempo depois e divulgados como originais; C. Mira chama a atengidc para esse
fato, bem como para as aplicagdes na drea de controle.

Desejaria agradecer aos Profs. C. Mira e J P. Carcasses, do IN.S.A., Franga, a
sua importante contribuigdo para esta tese. Produto da discussic do modelo que
propuséramos inicialmente para o sistema de controle PLL (Badan Palhares e Mahla,
1993), o qual tinha uma restrigio, desenvolvemos conjuntamente um modelo geral sem
restricdes.  Eles introduziram dito modelo nos programas para analise qualitativa de
sistemas dinimicos anteriormente criados pelo grupo do ILN.S.A., os quais permitem
caracterizar o comportamento do sistema no espaco de estado e no espago de
pardmetros. Este trabalho gerou trés programas, com cujos resultados prepara-se uma
publicagdo conjunta.

Também agradeco a colaboragdio do Prof. Leon Chua, da Universidade de
California -Berkeley, pelo cujo estimulo publicamos um artigo referente ao Circuito de
Chua no Journal of Circuits, Systems, and Computers, posteriormente reimpresso em
Chua's Circuit: A Paradigm for Chaos, vol. 1 da série Nonlinear Science de World
Scientific. Este artigo, ja citado no IEEE Transactions on Circuits and Systems I:
Fundamenial Theory and Applications, tem dado inicio a uma promisoria linha de
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pesquisa relacionando o Circuito de Chua com sistemas de controle que incluem
elementos lineares por partes e descontinuidades, os quais podem ser analisados com a
metodologia utilizada nesta tese, linha que esperamos continuar desenvolvendo atraves
de um trabalho conjunto.

Finalmente, agradeco o apoio do meu orientador, Prof. Alvaro G. Badan
Palhares, o qual tem sido determinante nio somente para o desenvolvimento de duas
teses -mestrado e doutorado- mas para o estabelecimento de uma linha de pesquisa num
tema relevante com interessantes ramificagdes em diferentes aplicagdes, e para o Inicio
de um trabalho conjunto envolvendo projetos de pesquisa e docéncia. A colaboragdo
com os Profs. Mira e Chua tem sido possivel através dos projetos de pesquisa
coordenados pelo Prof. Badan Palhares, os quais foram essenciais para a realizagdo das
visitas que congcretizaram este trabalho.



Sistemas dindmicos e estabilidade

1.1 Introdugdo

Na nossa interagdo com o mundo do qual somos parte, precisamos de uma
representagio abstrata desse mundo e das partes que o constituem. Esta representagio
ou modelo € um compromisso entre a complexidade suficiente para descrever
adequadamente os fendmenos relevantes para o nosso interesse, e a simplicidade
necessaria para apreendé-los com as limitagdes de nosso intelecto e as restrigSes
decorrentes das ferramentas de analise e sintese contemporineas & elaboragdo do
modelo.

Quando falamos num sistema fisico, consideramos uma parte do universo, a qual
interage com o resto do mundo através de entradas e saidas. O comportamento do
sistema, observado nas saidas, depende entdio, de fendmenos internos e das entradas
externas. Nesta separacdo do sistema fisico ou da sua representagio abstrata, escolhemos
as variaveis mais relevantes para descrever adequadamente o seu comportamento interno
¢ a sua interagdo com o mundo.

Embora nosso interesse na engenharia seja o estudo de sistemas fisicos, em teoria
de sistemas o objeto de estudo ndio € o sistema fisico, mas a sua representagdo abstrata.
E, até, sistemas abstratos que ndo necessariamente tém realizagdo fisica. Citando a Zadeh
e Desoer (1963): ... " O que se trata em teoria de sistemas ndo é o fisico, mas a
identidade matematica dos atributos de um objeto € as relagGes entre eles. Assim, para
um tedrico de sistemas um objeto # ¢ essencialmente uma entidade abstrata associada
com um conjunto de atributos v,, v,, ... , que é caracterizada pelas relagdes entre esses
atributos. Assim, um objeto absirato, ou simplesmente um objefo, ¢ um conjunto de
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variaveis junto com um conjunto de relagdes entre elas." ... "Um sistema abstrato, ou,
simplesmente um sistema, 5, ¢ um conjunto parcialmente interconectado de objetos
abstratos, £,, &, , &, , ..., chamados as componentes de J."

Por sistema dindmico entenderemos uma representagdo matematica que permite
descrever a evolucio das variaveis relevantes de um sistema atraves do tempo.

Dentre as formulagdes possiveis para descrever um sistema dindmico,
escolheremos a representacdo de estado. A representagio de estado € um conjunto de n
equagdes diferenciais ordinarias de ordem 1, suficientes para descrever univocamente o
comportamento das n varidveis reais linearmente independentes escolhidas como
relevantes (varidveis de estado), conhecendo as entradas em qualquer momento a partir
do instante inicial, ¢ a condi¢do das varidveis de estado no instante inicial. Nesta
representagdo, as saidas sdo obtidas como fungfo das variaveis de estado e das entradas.

O conjunto de variaveis de estado ¢ conhecido como vefor de estado. A este
vetor é associado um espago de estado, normalmente [R”, onde n ¢ o numero de
variaveis de estado. A solu¢io do conjunto de equagdes diferenciais, dada pela evolugdo
do vetor de estado, € chamada de frajetoria. O conjunto de todas as solugdes possiveis a
partir de diferentes condigdes iniciais, € o fluxo do sistema.

Através deste capitulo, continuaremos apresentando uma série de definigdes que
serdo a base conceitual ¢ ao mesmo tempo a linguagem necessaria para poder
compreender os métodos utilizados na caracterizagdo dos diferentes tipos de
comportamento nos sistemas analisados. Sdo incluidos, também, alguns teoremas que
constituem, por eles mesmos, métodos poderosos para o estudo da estabilidade de
sistemas € para a sua analise qualitativa.

Pelo nimero de definigdes e teoremas incluidos, a leitura pode parecer um pouco
pesada, enquanto que o estilo aparentemente fica mais perto das abstragdes matematicas
do que das aplica¢Bes praticas. Nos textos dedicados ao tema de sistemas dindmicos, a
leitura e a absorgdo de conceitos sdo amenizados com a apresentagio e explicagdo dos
métodos através de exemplos, expediente que temos reduzido ao minimo em favor da
sintese ¢ da inclusio de todos os elementos necessirios para o desenvolvimento do
trabalho.

Preferimos este tipo de apresentagdo porquanto ela ndo deixa davidas sobre as
possibilidades de aplicacio, nem vazios quanto a fundamentaciio dos meétodos e
algoritmos. Os conceitos incluidos, mesmo sendo basicos, sdo suficientes para
compreender a linguagem correntemente utilizada na literatura atual sobre sisternas
dindmicos. Uma discusdo mais intuitiva de uma parte destes conceitos pode ser
encontrada em (Mahla,1991). A seguir, apresentaremos algumas defini¢des .
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1.2 Definigdes

Definicio 1.1, Sistema dinamico discreto no tempo.

Por sistema dinimico discreto no tempo, entenderemos uma representacdo
matemdtica que permite descrever a evolugdo das varidaveis relevantes de um sistema,
numa seqiiéncia de instantes discretos de tempo.

0 tempo ndo € considerado aqui como uma varidvel continua, mas como uma
seqiiéncia de inteiros ( k = 0,1,2,...) que sera chamada de tempo discreto (Mira , 1987).

A representacio discreta, também conhecida como recorréncia, mapeamento on
transformagdo pontual, pode corresponder a um processo intrinsecamente discreto, ou a
uma amostragem de um processo continuo. A seqiiéncia de pontos definida pela solugio
da recorréncia, a partir de um estado inicial e das entradas conhecidas para todos os
instantes discretos a partir do instante inicial, € chamada de orbifa.

A representacdo de estado de um sistema discreto corresponde a um conjunto de
n equagBes de diferengas de ordem um, suficientes para descrever univocamente o
comportamento das n variaveis de estado a partir da entrada descrita para todos os
instantes de tempo discretos desde o instante inicial, e do estado inicial das vanaveis.
Como no caso continuo no tempo, as saidas sdo obtidas como fungdo das variaveis de
estado.

Definiciio 1.2. Forma explicita e implicita.
As equagdes de estado, comtinuas ou discretas, podem assumir uma forma
explicita ou implicita. A forma explicita para sistemas continuos é definida por

equacdes do tipe

i=f(x), xelR", f:U—IR", UclIR', nelN, (1.1)
ol

= f(x,t), xelR", fU—IR", UcgIR", nelN, (1.2)

onde a eq. (1.1) corresponde a um sistema autdnomo, ¢ a eq. (1.2) corresponde a um
sistema ndo autdnomo.

A forma implicita, para sistemas continuos, é dada por equagdes do tipo
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G(x,x)=0, xelR", G:U~IR", UcIR", nelN, (1.3)

ou

G(x,x,)=0, xelR", G:U—IR", UclR", nelN, (1.4)
onde a eq. (1.3) corresponde ao caso auténomo e a eq. (1.4) ao caso ndo auténomo.
Para sistemas discretos no tempo, a forma explicita corresponde a equagdes do

tipo

x,, = f(x,), x, elR", frU—=IR", UcCIR", k+1,n eIN, (L5)

ou
X, = flx,k), x, elR", fU—IR, UcIR", k+Ln eIN, (16)

onde a eq. (1.5) representa um sistema discreto autdénomo e a eq. (1.6) descreve um
sistemna discreto ndo autdnomo.
A formulagio implicita de um sistema discreto é dada por equagdes da forma
G(x,..,x,) =0, x, elR", G:U—IR", UcIR", k+1,n <IN, (17)

ou
G(x,...x,.k) =0, x, elR", f:U—IR", UcIR';, k+1n €IN, (18)

onde a eq. {1.7) descreve um sistema auténomo e a eq. (1.8) modela um sistema nfo
autdnomo.

Notacdo. Na defini¢gdo 1.2, nos capitulos e segdes seguintes, U, V denotam
subconjuntos abertos de /R" .
Definicido 1.3. Funcio de classe 7.,

Uma fungdo g - U — IR Uc IR, U aberio, ¢ chamada de classe C T se ela é
r-vezes continuamente diferenciave! , com1 < r <o |

A funcio de classe C° é chamada de continua. De fungio de classe O, diz-se
que ela € suave.
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Definicio 1.4. Mapeamento de classe C 7. (Arrowsmith e Place, 1990).

Seja G:U—V,Uc IR,V < IR", um mapeamento cujas funcdes

componentes sdo g, (x,,%,,..x,), { =1 ., m, Istoé,
g (x,x,,..x,)
G- | & (xm_f:,---xn) , (19)
g, (x,,%x,,..x,)

Entdo o mapeamento G é chamado de classe C™se ¥V i os g, sdo de classe C"
1l €£r<swo.

O mapeamento de classe C° € definido como um mapeamento continuo, mas nao
diferenciavel. O mapeamento de classe C* é chamado de suave. Se o mapeamento € de
classe C7 , 1 < r < , diz-se que ele é diferencicvel.

Definicio 1.5. Difeomorfismo.

G é chamado difeomorfismo de classe C*%, se tanto G quanto G "'sdo
mapeamentos de classe C* . ( Arrowsmith e Place, 1990).

Se G é um difeomorfismo de classe C', ele é chamado simplesmente de
difeomorfismo. Em outras palavras, um difeomorfismo G é uma bijegdo tal que tanto G
quanto G ' sio mapeamentos diferenciaveis.

Em particular, o conceito de difeomorfismo pode ser aplicado nas transformages
¢, IR"—IR" e F : IR = IR" , onde ¢, ¢ o fluxo de um sistema continuo e /* define
uma transformacdo pontual 1.

a)Se ¢,” existe, e tanto D¢, quanto D¢, existem e s3o continuas, entdod, €
um difeomorfismo. D¢, denota a matriz Jacobiana de ¢,, ¢ D¢~ denota a matriz
Jacobiana de ¢t"§ {Parker e Chua,1989).

b) Se F ¢ continua , 7' existe e é inica no dominio de definicdo de F', ¢ tanto
DF quanto DF ™' existem e s3o continuas, entdo 7 ¢ um difeomorfismo. DF denota a
matriz Jacobiana de ', ¢ DF "' denota a matriz Jacobiana de 7' . Se T ' existe e ¢
tinica no dominio de definicio de F, mas F € nio continua ou ndo diferenciavel , entdo 7
¢é chamada de fransformacdo inversivel . (Mira , 1987).



1 Sistemas dindmicos e estabilidade 0

Definigao 1.6. Homeomorfismo.

Chama-se homeomorfismo a um difeomorfismo de classe C* . (Guckenheimer e
Holmes , 1983).

Defini¢iio 1.7. Endomorfismo. (Mira , 1987)

Seja I . IR" — IR" uma transformagdo pontual T'. Se I' é tal que T assume
mais de um valor, ou tal que T ' néo esta definida em algum dominio do espago de
Jase, entdio a transformagdo T é ndo invertivel, e T é chamada de endmmorfismo.

Defini¢fio 1.8. Superficie localmente euclideana (“manifold™).

Uma  superficie localmente euclideana  ("manifold"} n-dimensional
M < IRV ¢ definida como um conjunto tal que ¥ x € M 3 uma vizinhanga 17 de x
para a qual existe um difeomorfismo de classe C" ¢ IR" > U (m<N,rzl)
(Guckenheimer e Holmes, 1983).

Se esta propriedade de ser "localmente euclideana” pode ser estendida para a

superficie toda, e todos os difeomorfismos locais tiverem a mesma classe de
diferenciabilidade, entdo diz-se que a superficie é diferenciiivel .

1.3 Solu¢des de equagdes de estado

Definicio 1.9. Constante de Lipschitz.

Diz-se que uma fungdo f: U — IR" |
aberto do espaco euclideano real ou uma superficie diferencidvel M, tem continuidade
Lipschity local em relagdo a x, se é satisfeita a condi¢dio

onde U < IR" ¢ um subconjuito

L) -S| < k|x-y| (1.10)

paracada y € U tal que ” y-x ” < € ,paraalgume>0eparaalgagm O <k <ow £

¢ chamada de constante de Lipschitzy para {1 (Walker, 1980; Guckenheimer e Holmes,
1983).
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Teorema 1.1. Teorema de Picard-Lindeléf ou Teorema de Existéncia ¢ Unidade.

Seja U < IR" aberto. Seja f. U — IR" com continuidade Lipschitz local
em relacdo ax Vx € U , e seja x, € U. Entdo existe uma unica solugdo
d(x,. ) que satisfaz a equagdo diferencial %= f(x), com condi¢do inicial
x(0) = x, . ( Walker, 1980; Guckenheimer ¢ Holmes, 1983).

Como a condicio de continuidade Lipschitz local ¢ menos estrita que a
continuidade, f pode ser, por exemplo, uma fungio linear por partes , tal como no
circuito de Chua (Chua, 1992) ou ainda possuir descontinuidades, como no modelo de
fase para o sistema de controle PLL (Mahla, 1991; Mahla e Badan Palhares, 1992a) ou
no Circuito de Chua com nfo linearidade descontinua (Mahla e Badan Pathares, 1993a).
O teorema ¢é somente local, devido ao fato de que qualquer solugdo poderia abandonar U
depois de um tempo suficientemente grande. (Guckenheimer ¢ Holmes, 1983).

Definicio 1.10. Ponto de equilibrio.
Seja o sistema descrito por
x=f(xt), xelR, f.U—->IR". (1.11)
Diz-se que x, é um ponto de equilibrio se ele Satigfaz a condicdo

f(x,,t) =0 (1.12)

para todo &.
Definiciio 1.11. Ponto periddico.
Seja uma transformacdo pontual T, simbolizando uma recorréncia explicita ou

implicita de uma das formas (1.5), (1.6), (1.7} ou (1.8), as quais podem ser
representadas por

Yo =Tx, x..x €IR". (1.13)

Definindo
T°x, =x,, (1.14 a)
T'x, = T(T'x,), (1.14 b)

entdo um ponto x, ¢ chamado de ponto periédico de periodo p, se for satisfeita a
condigdo
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x, = T"x,, x' = T'x,, ‘¢<p;, {¢,p,kelN (1.15)

L4

Definicdo 1.12. Ponto fixo.

Define-se ponto fixo como ponto periodico de periodo um da transformagdo T,
isto é

¥~ =Tx . (1.16)

Defini¢io 1.13. Ponto eventuaimente periédico.

Diz-se que um ponto y € U c IR ¢ eventualmente periddico se x* = T"y ¢é
periodico para algum inteiro positivo m.
Defini¢io 1.14. Ponto assintoticamente periddico.

Um ponto = €U < IRV é dito assintoticamente periddico se existe um ponto
pericdico x” tal que

lim(T'z-T"x") = 0, nelN. (1.17)

Nnc0

Defini¢fio 1.15. Solugfo periddica. ( Parker ¢ Chua, 1989).

¢, (x", 1, é solugdo periodica de um sistema ndo auténomo continuo se

¢r(x”f0) = ¢r »T(xwrfo) (118)

Y t e algum periodo minimo T >0 .

No caso de um sistema autdnomo, a condicio (1.18) é substituida por

$(x") = 4. (x7).

A solugio  periddica tem uma freqiiéncia fundamental em f=/ /7 e
harménicasem &7, k=2, 3, ...

Num sistema nfo autdnomo periodicamente perturbado, T € tipicamente um
multiplo inteiro ( & = [, 2, ...) do periodo da perturbagio , e a solugdo € chamada
solugdo de periodo k ou subharmonica de k-ésima ordem.
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No caso autdnomo, uma solugio periddica isolada ¢, (x7) (ou seja , tal que
exista uma vizinhanca dela que nio contenha outras solugdes periddicas ) , € chamada
ciclo limite.

Definiciio 1.16. Solucio quase-periédica. (Parker e Chua, 1989).

Uma solucfio quase-periodica é aquela que pode ser escrita como a soma
contcdvel de fungdes periddicas h, (t)

x(t)= X b, (1), (1.19)

onde h, tem periodo minimo T, e freqiéncia f, = 1/1, tal que existe um conjunto

finito de freqiiéncias - base { fl Y s f , } que satisfaz as duas condigdes seguintes:

(i ) O conjunto é linearmente independente no campo dos inteiros, isto é, ndo
existe um conjunto de inteiros diferentes de zero {k, .. .,k } lais que

kfi+.. . +k,f,=0

( ii ) Forma uma base finita integral para as f, , isto é, para cada I,
fi= klfl+...+kpfp para alguns inteiros { k,, ... , k,} . '

A base ndio é tmica, mas p estd definido. Uma solug¢do quase - periodica com p
fregiiéncias base é chamada p - periddica.

1.4 Estabilidade de pontos de equilibrio em sistemas dindmicos

Nosso interesse principal sera caracterizar os pontos de equilibrio, o que
permitira obter conclusdes qualitativas a respeito do comportamento do sistema para
diferentes valores dos parimetros. As definicBes mais tteis no contexto do presente
trabatho referem-se a estabilidade no senso de Lyapunov, as quais aplicam-se a
sisternas nos quais a dependéncia do tempo € conhecida. Estas definicBes utilizam-se
também no caso particular de sistemas autdnomos, para os quais as definicdes podem ser
facilmente adaptadas.

No caso mais familiar de sistemas lineares do tipo X = Ax , existe um (nico
ponto de equilibrio, cuja estabilidade define o comportamento global do sistema. No
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caso mais geral de sistemas dindmicos, é possivel encontrar varios pontos de equilibrio
ou nenhum. O estudo da estabilidade destes pontos de equilibrio permite analisar
qualitativanente o comportamento do sistema, mas nem sempre de forma global.

Definicio 1.17. Norma Euclideana.

A norma Euclideana de um vetor xIR" , denotada por |x| , é definida por
Il = Vx'x, (1.20)
onde x' denota o velor x transposto.

A norma Euclideada induzida de uma marriz 4 € IR" x IR" |, denotada por
14|, ¢ definida por

4] = [A,. (A4]" (121)

max

onde A' denota a matriz transpostade 4 e A
matriz A'A.

(4'4) denota o autovalor mdximo da

max

Definiciio 1.18. Ponto de equilibrio estivel no senso de Lyapunov.

Seja ¢ ,(x,,t,) asolucdo de um sistema com dependéncia do tempo conhecida,
descrito pela eq. (1.2). O ponto de equilibrio x, ¢ estidvel no senso de Lyapunov se,

| <8(e) =
jf $,(x,,1,) —x,| <& vt e IR, onde |- | denota a norma Euclideana usual € IR" .
Diz-se que 0 ponto de equilibrio x, é instdvel se ele ndo é estavel . (Walker, 1980).

para cada ¢ >0 , existe 5(&)>0  tal que | x,—x,

A defini¢do 1.18 € ilustrada na Fig. 1.1, e significa que uma trajetoria originada
numa vizinhanga de um ponto de equilibrio permanece sempre dentrc de uma outra
vizinhanca do mesmo ponto.

Definicdo 1.19. Ponto de equilibrio assintoticamente estivel.

Diz-se que o ponto de equilibrio x, ¢ assintoticamente estdvel se ele é estivel
e se existe y > O ral que | x,—x,

| < v= {im||¢,(x0,t0)~xe][r0. Esta

propriedade é global se vy pode ser eleito comoy = o . (Walker, 1980).
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Esta definicdo, ilustrada na Fig. 1.2, € equivalente a dizer que para um tempo
infinitamente grande, uma trajetdria originada na vizinhanga de um ponto de equilibrio,
converge a esse ponto.

Fig 1.1 . Estabilidade no senso de Lvapunov.

Fig. 1.2. Estabilidade assintética.
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Definicio 1.20. Ponto de equilibrio exponencialmente estiavel.

O ponto de equilibrio x, ¢ chamado de exponencialmente estivel se existem

y >0,a>0,M<x> (ais que H X, — X, ” < ¥ =

< Me™|x,-x (1.22)

[l¢:(x05ro) -X,

e

V t €IR™. A propriedade é global se, para cada v > 0, existem M(v) <wx,
alv) >0 adequados (Walker, 1980).

A defini¢do 1.20 éilustrada na Fig. 1.3 para uma trajetéria € /R * x IR

Me=tilx x|
x|

Fig. 1.3. Estabilidade exponencial.

Definicdo 1.21. Funciio definida positiva . ( La Salle e Lefschetz , 1961).

Uma fungdo V(x), x €IR", ¢ dita definida positiva se ela satisfaz as condi¢bes
seguintes:

(i) V (x) éde classe C' numa vizinhanga aberta U da origem .
(i )V(6)=0.
(iii ) V(x)> 0 Vx el tal que x 0.
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Definicio 1.22. Funcio de Lyapunov. ( La Salle e Lefschetz , 1961).

Chama-se fungio de Lyapunov a uma fungdo positiva definida tal que V <0
na vizinhanga aberta U referida na defini¢do 1.21. { La Salle e Lefschetz , 1961).

Sendo V um escalar associado a um vetor de estado, ele pode ser, por exemplo,
uma norma, ou ter uma interpretagio fisica, tal como o nivel de energia de um sistema
dindmico. Intuitivamente, uma diminuigdo no nivel de energia quando a trajetdria
aproxima-se a um ponto de equilibrio , corresponde a um comportamento
assintoticamente estavel ( ¥ <0 ) ouestavel ( <0 ).

Para um sistema auténomo, descrito pela eq. (1.1), a magnitude V avaliada nas
trajetorias geradas pela equagio é

V = f'gradV, (1.23)

onde /' denota o vetor transposto do campo vetorial f (ou, em outras palavras, o vetor
cujas componentes sio a primeira derivada de cada variavel em relagdo ao tempo), e
onde grad V ¢ o gradiente de ¥, constituido pelas derivadas parciais de /" em relagdo a
cada uma das varidveis.

Como segundo a definigdo 1.21, 1 é de classe ' e U, IV tem primeiras derivadas
parciais e portanto tem gradiente .

Para um sistema ndo auténomo, descrito pela eq. (1.2), ¥ avaliada nas
trajetonas &

Viet) = %—?+ fgradV, (1.24)

com a mesma notacgio de (1.23).

1.4.1 Segundo Método de Lyapunov

O Segundo Método de Lyapunov data de 1892, quando Lyapunov publicou o
seu histoérico artigo "Problema Geral da Estabilidade do Movimento" , que foi ¢ ponto de
referéncia para grande parte dos trabalhos que tratam sobre estabilidade de sistemas
dindmicos. -

Apesar de que o método somente permite determinar condigdes suficientes para
estabilidade, ¢ apesar de que apresenta a dificuldade de ndo existir uma forma geral para
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obter as funcdes de Lyapunov, o conceito ¢ de grande simplicidade e generalidade. A
forca do método esta no fato de que ndo € necessario conhecer a solugdo da equagdo de
estado para obter conclusGes sobre a estabilidade do sistema .

O método, chamado também de Método Direto de Lyapunov, € classico nos
textos de Sistemas N3o Lineares, e portanto nfo apresenta elementos novos, contudo
nio podia ser ingorado, principalmente pela sua relevdncia como conceito, no
desenvolvimento do presente trabalho. Incluimos ainda a versdo do método para
sistemas ndo auténomos, a qual é menos conhecida e porém ndo menos Gtil.

A seguir , inclui-se os dois teoremas que sdo conhecidos como "Segundo Método
de Lyapunov", os quais sio validos para um sistema autdonomo com um ponto de
equilibrio na origem. Os teoremas podem ser aplicados também num sistema que tem
pontos de equilibrio diferentes da origem, fazendo uma mudanga de vaniavel apropiada.
Apds os dois teoremas, apresenta-se a generaliza¢io para sistemas ndo autdnomos.
Teorema 1.2, Teorema de estabilidade. ( La Salle e Lefschetz, 1961).

Se existir uma fungdo de Lyapunov Vix) em alguma vizinhanca U da origem,
entdo a origem é estavel .

Teorema 1.3. Teorema de estabilidade assintética. ( La Salle e Lefschetz , 1961 ).

Se for satisfeita a condigdo estabelecida no teorema 1.2, e também - V for
positiva definida em U, entdio a origem é assintoticamente estdavel .

1.4.2 Segundo Método de Lyapunov para sistemas nio autonomos
( La Salle e Lefschetz, 1961 ).

Seja o sistema
= f(x,1) (1.25)

tal que o teorema de existéncia ¢ unicidade ¢ vélido num conjunto U : x| <&, e 120,
onde assume-se que f(0,7) = 0 para t 20

Seja Wix} uma fungfo definida positiva (segundo a definigdo 1.21), a seguir
define-se a fungdo definida positiva explicitamente dependente do tempo.
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Definicdo 1.23. Funcio definida positiva explicitamente dependente do tempo.
( La Salle e Lefschetz , 1961 ).

Diz-se que a fungdo V(x.t) ¢ definida positiva se sdo satisfeitas as condigdes
seguintes :

(i)V(x,t) estadefinidac U Yt 20,

(i} V(0,t) =0 parat 2 0,

(iii) W{x)< V(x,t) Vx e Ue ¥Vt 2z 0, para alguma W(x).

Definicio 1.24. Fungio de Lyapunov para sistemas niio autonomos.
( La Salle e Lefschetz , 1961 ).

Seja V(x,t) uma fungdo definida positiva segundo a definicdo 1.23. Se
V(x,t)<0eU, diz-se que V é uma fun¢do de Lyapunov € U.

Como a fungdo } depende explicitamente do tempo, a derivada V(x,1) é dada
pela expressdo (1.24 ).

Decorrendo das definigGes anteriores, seguem os teoremas de estabilidade e
estabilidade assintética para sistemas ndo autdnomos ( La Salle e Lefschetz , 1961 ).
Teorema 1.4. Teorema de estabilidade para sistemas nio autdnomos.

Se existir uma fungéo de Lyapunov V(x,t) em alguma vizinhanga U da origem,
entdo a origem é estavel.

Teorema 1.5. Teorema de estabilidade assintética para sistemas niie autdnomos.

Se forem satisfeitas as condices seguintes:

(i) existe uma fungdo de Lyapunov V(x,t) em alguma vizinhanga U da
origem,

(ii) -V ¢ positiva definida em U,

(i) V(x,t) £ W{(x) Yt 2 0, comalguma W{x) definida positiva,

entdo a origem é assintoticamente estdavel.
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1.4.3 Linearizac¢do na vizinhanga dos pontos de equilibrio
( Guckenheimer e Holmes, 1983).

Sefa o sistema

%= f(x), xelR", x(0)=x, (1.26)

com pontos de equilibrio x,, dados pelas solugdes da equagio

f(x,) =0, (1.27)

entdo o comportamento das solugdes do sistema na vizinhanga dos pontos de equilibrio
pode ser caracterizado pela estabilidade destes pontos. Uma forma simples de determinar
a estabilidade dos pontos de equilibrio é através da linearizagdo da equagdo (1.26) em

X,

Sx=Df(x, )dx, (1.28)

onde Df = & f, / & f, éa matriz Jacobiana das primeiras derivadas parciais da fungao f
em relacdo as componentes do vetor de estado, eonde d x = x-x,, .

A solucio da eq. (1.28) para a condicdo inicial J&x,, definida como

X, = Xy =X, , €

Sx(t) = e x| (1.29)

que, se todos os n autovalores de Df (x,, ) forem distintos, pode ser expressa como
Sx(t) = C,me™ + . +C m,e"’, (1.30)

b n .
onde{n } e {77 } sdo, respectivamente, os autovalores e autovetores de Df(x, ) ¢
Py Py e

os {C }; sdo constantes escalares tais que para ¢ = 0 seja obtida a condigdo inicial.

Definicdo 1.25. Ponto de equilibrio hiperbélico.

Seja x,, wum ponto de equilibrio do sistema (1.26), cuja linearizacdo é dada
pela equacdo (1.28). Se todos os autovalores da matriz Df (x, ) tiverem parte real
diferente de zero, entdo o ponio x,. ¢ chamado de hiperbélico.
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Definicio 1.26. Subespaco estavel.

Define-se o subespaco estivel E* da matriz Df (x,, ), como o subespaco gerado pelos

L

v  sdo oS autovetores

ES

¥ 1 T E
n, autovetores de Df(x,) {v, . ,v*} onde v, ..
correspondentes aos n, autovalores com parte real negativa.

Definicio 1.27. Subespaco instivel.

O subespago instivel E* da matriz Df(x, ), é o subespago gerado pelos n,
autovetores de Df (x,,) {u', ... .u™ } , tais que os autovalores correspondentes 1ém
parte real positiva.

Defini¢io 1.28. Subespaco central.

O subespagco central E° da matriz Df (x,,), é definido como o subespago
gerado pelos n, autovetores de Df(x,,) {w',.., w™} , onde w', ..., w", sdo os
autovetores que correspondent aos n, autovalores com parte real zero.

A relagdo entre o comportamento do sistema ndo linear (1.26) e a lineanzagdo
(1.28) ¢ estabelecida nos dois teoremas seguintes.

Teorema 1.6, Teorema de Hartman - Grobman.

Se Df (x,, ) ndo tiver autovalores zero ou com parte real igual a zero (isto €, se
x,, for hiperbdlico), entdo existe um homeomorfismo h definido em alguma vizinhanga
Ude x,, IR, levando localmente as itrajetdrias do fluxo ndo linear de (1.26), a
aguelas do fluxo linear ™™
trajetorias.

de (1.28). O homeomorfismo preserva o sentido das

Seja U a vizinhanga do ponto de equilibrio x,, . Em forma analoga a definic8o de
E° e L* para o sistema linearizado, definem-se W, (x, ) ¢ W, (x, ) do sistema
ndo linear ¥ = f(x).

Definicio 1.29. Superficie localmente estavel.

Define-se como superficie localmente estdvel de x, , W,

eg > ' loc

(x,, ), como
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3
ﬁ’;@{:

(x, )= {xeU/ ¢(x)=>x, parat—wx, ed(x)eUVi20;  (1.31)

Defini¢io 1.30. Superficie localmente instivel.

A superficie localmente instivel dex,, , W, (x,, ), € definida por

W’ u

loe

(x, )= {xelU/ g(x)>x, parat>-x, ¢ p(x)eUVt=0} (1.32)

O conceito de superficies localmente estaveis e instaveis pode-se estender ao de
superficies globalmente estaveis e instaveis, como segue.

Defini¢io 1.31. Superficie globalmente estivel.

Define-se a superficie globalmente estivel W’ como a superficie obtida a partir
da evolugdo dos pontos de W, em tempo revertido, ou seja

foc

wi(x,) = Uglmlx,)) (1.33)

<0
Definiciio 1.32. Superficie globalmente instavel.

A superficie globalmente instdvel W* ¢ definida como a superficie obtida a
partir da evolucdo dos pontos de W,

loe

em tempo positivo, 1sto é ;
wi(x,) = Uslmals,) (1.34)

As definicbes anteriores, bem como o teorema de Hartman-Grobman
{Guckenheimer e Holmes, 1983) sio ilustradas na Fig. 1.4

Teorema 1.7. Teorema da superficie estdvel para um ponto de equilibrio.
(Guckenheimer e Holmes, 1983).

Assuma-se que %= f{x) tem um ponto de equilibrio hiperbdlico x, . Entdo
existemn uma superficie localmente estdvel W, (x,), e uma superficie localmente

instavel W, (x,), das mesmas dimensées n,, n, que aquelas dos autoespagos

u

(subespagos ) E°, E* do sistema linearizado (1.28), e tangentesa £°, E* em x,, .

O teorema ¢ ilustrado na Fig. 1.5,
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Fig. 1.4. lfustragio do teorema de Hartman-Grobman (de Guckenheimer ¢ Holmes. [983).

Fig. 1.5. llustragdo do teorema da superficie estavel. (De Guckenheimer e Holmes, 1983).
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1.4.4 Comportamento na vizinhanga dos pontos de equilibrio de um sistema
discreto (Guckenheimer e Holmes, 1983).

Seja
dx,,, =DP(x")x, -(1.35)
a linearizagdo do sistema discreto no tempo
X, = P(x;), (1.36)
onde P./IR" — IR" ¢ x* éum ponto fixo.

Analogamente a0 caso em que O sistema ¢ continuo, definem-se os espagos
estavel e instavel.

Defini¢io 1.33. Subespaco estivel de um ponto fixo.

Define-se E*, o subespago estdvel de um ponto fixe, como o subespago gerado
pelos n, autovetores de DP(x"), para os quais os autovalores tém modulo menor do
que um.

Defini¢fio 1.34. Subespaco instivel de um ponto fixo.

Define-se E* | o subespaco instdvel de um ponto fixo, como o subespago gerado
pelos n, autovetores de DP (x"), para os quais os autovalores tém mddulo maior do que
um.

Teorema 1.8. Teorema de Hartman - Grobman para ¢ caso discreto.
Seja P.IR"—> IR* um difeomorfismo de classe C', com um ponto fixo
hiperbolico x°. Entdo existe um homeomorfismo h definido em alguma vizinhanga U

de x" tal que A(P({N=DP(xYh({IV{e U.

Pode-se definir superficies estaveis e instaveis em forma aniloga as dos sistemas
continuos, COMO segue.
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Definicio 1.35. Superficie localmente estivel de um ponto fixo.
A superficie localmente estivel de um ponto fixo x° ¢é definida por

WS

loc

(x)={x e U/P*(x) > x" parak >, e P*(x) e U, Yk e INU{0}}, (1.37)

onde P*(x) é a transformacdo P(x) aplicada k vezes.

Defini¢iio 1.36. Superficie localmente instavel de um ponto fixo.

Define-se a superficie localmente instdvel de um ponto fixo x* como

W};‘c(x')m{x e U/P*(x)—>x"parak>x, e P*(x) e U, Vk € INU{O}}_
(1.38)
Defini¢iio 1.37. Superficie globalmente estivel de um ponto fixo.
A superficie globalmente estivel de um ponto fixo x™ ¢ definida por
i) = U PR, & inteiro. (1.39)
Defini¢iio 1.38. Superficie globalmente instivel de um ponto fixo.
Define-se a superficie globalmente instdvel de um ponto fixo x~ como
We(x") = :‘-Uo PEE(x™)),  k inteiro. (1.40)

Teorema 1.9. Teorema da superficie estivel para um ponto fixo.

Seja P:IR" — IR" um difeomorfismo de classe C', con um ponto fixo
hiperbolico x°. Entdo existem superficies localmente estavel W, (x") e localmente
instavel W, (x"), tangentes a os autoespagos E., E'. de DP(x") em x°, ¢ de

dimensdes correspondentes.

O teorema ¢ ilustrado através da Fig. 1.6.
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Fig. 1.6, Teorema da superficie estavel para um ponto fixo de um mapeamenio
P:IR* — IR . ( De Guckenheimer ¢ Holrues. 1983).

1.4.5 Estabilidade na vizinhanga dos pontos de equilibrio
' {Parker e Chua , 1989).

Da equacdo (1.30), que expressa a solugdo de um sistema continuo ndo linear na
vizinhanga de um ponto de equilibrio, pode-se deduzir que um "frame" de autovetores
centrado na condigdo inicial (origem do sistema linearizado ), muda a orientagdo e
magnitude das suas componentes com o decorrer do tempo, de forma tal que algumas
destas contraem-se, outras expandem-se ou ainda outras podem permanecer inalteradas.
A expansdo ou a contragdo sdo quantificadas pela parte real do autovalor correspondente
a cada autovetor. Se Re[,%}]>0, a parte real de 4, da a razfo de expansdo na direcdo

den, ;. se Re [ﬁ‘]d}, a parte real de A, quantifica a razdo de contragdo na dire¢do de
;-

Se o ponto x,, for hiperbdlico, a parte real dos autovalores permite classificar o
ponto de equilibrio como segue :

(1) Re[/l,]<0 V A, indica que x, ¢ assintoticamente estavel .

(ii)Re[4,]>0 VA, correspondea x,, assintoticamente instavel.

{iii)Re[A,]<0 paraalguns A, e Re[A,]>0 paraoutros 4,; neste caso x,, ¢
chamado de ponto de sela .
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As afirmacgGes anteriores s3o validas tambén no caso de existirem autovalores
repetidos.

' Pode-se obter conclusdes analogas a partir da linearizagdo de um sistema discreto
na vizinhan¢a de um ponto fixo,

ox,,,=DP(x")8x, (1.41)

cuja solugio é
Sx, =DP(x) éx,, (1.42)

a qual, assumindo que todos os autovalores de DP(x") sejam diferentes, pode ser
€Xpressa como

ox,= C,pmi+..+C, n,m (1.43)

£
i=l]

onde {m, e {7?,-}; sdo os autovalores e autovetores de DP (x7), respectivamente,
e {C }; sdo constantes escalares escolhidas de forma tal que seja obtida a condigdo

inicial.

Defini¢cio 1.39. Multiplicadores caracteristicos.

Chama-se multiplicadores caracteristicos aos autovalores {mj }de DP(x").

Definicio 1.40. Ponto fixo hiperbolico.

Seja x" um ponto fixo do sistema x, = P(x,), cuja linearizagdo é dada pela
equacdo (1.41). Se a matriz DP(x") ndo tiver multiplicadores caracteristicos na
circunferéncia unitdria definida por !mi [: 1, diz-se que o ponto fixo é hiperbdlico .

De (1.43) segue que o valor absoluto dos multiplicadores determina se os
correspondentes autovetores expandem-se (|mi ' >1) ou contraem-se (tm,. E<1) ao iterar

a transformagio P. Se o ponto fixo for hiperbdlico, pode-se classificar o ponto fixo
$Omo segue :

(1) 1mi |<1 ¥m, significa que x° é assintoticamente estavel.
(i) |m,. |>1 ¥ m, corresponde a um ponto fixo x° assintoticamente instavel.
(iii) Alguns|m,|>1 e outros |mt. |<1; neste caso x” é um ponto de sela.
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As conclusdes sio validas ainda no caso em que houverem multiplicadores
caracteristicos repetidos .

Logo, tanto no caso continuo quanto no caso discreto, se o ponto de equiiibrio,
ou ponto fixo, for hiperbolico, obtém-se conclusdes sobre a estabilidade na vizinhanga do
ponto de equilibrio (ou ponto fixo), partir dos autovalores (ou multiplicadores
caracteristicos) da matriz Jacobiana da linearizagdo, avaliada em dito ponto. Assim
sendo, € possivel aplicar resultados da bem estabelecida teoria de sistemas lineares para
caracterizar os pontos de equilibrio de um sistema ndo linear, e obter resultados
qualitativos a respeito da topologia (forma do fluxo) de um sistema ndo linear.

Uma aplicagdo particularmente interessante, por exemplo, € a caracterizagdo de
um ponto de equilibrio num sistema de grande porte (que depende de muitas variaveis).
Se a matriz Jacobiana ¢ de dimensdo grande, dificulta-se o calculo rapido dos
autovalores para determinar se o ponto de equilibrio (ou ponto fixo) € estavel. Pode-se
entdo utilizar a equagio de Lyapunov, como estabelece-se nos teoremas seguintes. Estes
teoremas permitem evitar o calculo explicito dos autovalores (ou muitiplicadores
caracteristicos).

Teorema 1.10. Equaciie de Lyapunov para sistemas continuos.

Uma condi¢do necessdria e suficiente para que o ponto de equilibrio 6x=0 do
sistema linearizado (1.28) seja assintoticamente estavel é que, dada uma matriz
definida positiva simétrica real Q, exista uma matriz definida positiva simétrica real R
tal que

=

Df(x, YR+ RDf(x,) = -0, (1.44)

onde o simbolo ' denota a transposta da matriz.

Teorema 1.11. Equacio de Lyapunov para sistemas discretos.

Seja a linearizacdo do sistema discreto definida pela equacdo (1.41) , onde
DP(x") é uma Jacobiana n x n constante ndo singular. Uma condicdo necessdria e
suficiente para que o ponto fixo 8x” =0 seja assintoticamente estavel é que, dada uma
matriz definida positiva simétrica real Q, exista uma matriz definida positiva simétrica
real R il que

DP(xY R DP(x")-R = -(Q. (1.45)

A
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1.5 Dominios de atragdo ¢ conjuntos limites

Num sistema dindmico ndo linear, € possivel encontrar uma grande diversidade de
comportamentos. Numa abordagem qualitativa, é de interesse caracterizar o tipo de
comportamento além do transitorio, para f — . A topologia da trajetoria ou Orbita
permite classificar 0 comportamento como o de um ponto de equilibrio, ciclo limite,
pseudoaleatério, etc. O lugar geométrico da trajetoria para ¢+ e diferentes
condi¢des iniciais corresponde ao conceito de conjunto limite, como serd estabelecido
mais precisamente. Mas, dentro da riqueza de posibilidades existentes em sistemas nio
lineares, é possivel que existam varios conjuntos limites, ndo necessariamente do mesmo
tipo, dentro do espago de estado de um mesmo sistema e para um comjunto de
parametros dado.

Por exemplo, no caso de uma rede neural (modelo de Hopfield), utilizada para o
reconhecimento de padrdes tais como caracteres, pode-se observar esta diversidade de
comportamentos. Cada caracter existente na " memoria” da rede €, na verdade, um ponto
de equilibrio, ao qual converge a orbita partindo da condigdo imicial {o caracter a ser
reconhecido). Como a " memoria” guarda um conjunto de caracteres, existe um conjunto
de varios pontos de equilibrio (os caracteres possiveis) e a Orbita converge a um deles
dependendo da condigdo inicial. A qual caracter converge a orbita? Depende da condigio
inicial.

QOutro exemplo mais proximo ao cotidiano € uma bolinha de gude numa
superficie irregular, tal como a areia duma praia. Em que buraco estaciona-se finalmente
a bolinha.? Assumindo velocidade inicial igual a zero, pode-se imaginar que cada
buraco tem uma "bacia" de atragdo tal que para qualquer posi¢fio inicial dentro da bacia,
a trajetoria converge para esse buraco em particular.

Mas os pontos de equilibno dos exemplos anteriores n3o s3o a Unica
possibilidade. No caso da rede neural, para algum conjunto de ganhos das conexdes
entre neurdnios, a orbita pode oscilar entre dois ou mais caracteres, por exemplo:

a—->b—>c—>a—b—c ..., ou simplesmente ficar vagueando sem convergir para
nenhum deles, enquanto que para uma outra condic3o inicial, a trajetoria converge para
um ponto estavel.

O tipo de conjunto limite caracteriza qualitativamente o tipo de comportamento
deterministico, que nos exemplos anteriores pode ser classificado como ponto de
equilibrio, comportamento periadico ou comportamento pseudo-aleatorio. Chamamos
este tltimo de "pseudo”- aleatério porque o comportamento € aparentemente aleatorio,
mas obedece a regras deterministicas.

Como observamos nos exemplos, para um conjunto dado de pardmetros, cada
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conjunto limite tem o seu prépio "dominio de atragio” ou "bacia". As defimgles de
conjunto invariante, conjunto limite e dominio de atragcdo (Arrowsmith e Place, 1990)
serdo estabelecidas a seguir.

Definicio 1.41. Conjunto invariante sob um difeomorfismo f.

Seja M uma superficie diferenciavel, Diz-se que um conjunto AC M ¢é
invariante sob o difeomorfismo f se f™(x)eA para cada x<A e YmeZ. A
invaridncia de A sob f é denotada por

fP(A)c A YmeZ . (1.46)

Definicdo 1.42. Conjunto invariante sob um fluxo ¢.

Seja M uma superficie diferenciavel. Um conjunto A = M é dito invariante sob
o fluxo & se ¢ (x)eA para cada xeAe¥t IR A invaridncia de A sob ¢ €

denotada por
oA A YielR (1.47)

Definicio 1.43. Ponto limite de um difeomorfismo f.

Diz-se que um ponio y € M é um ponto limite - « da orbita de f através de x se
existe uma seqiiéncia de inteiros m;, com m, — —x, tal que

lim f™(x) = y. (1.48)

O ponto y € M ¢ dito ponto limite - w da orbita de f através de x se existe uma

seqiiéncia de inteiros m,;, com m, — +x, tal que (1.48) é satisfeita.

Definicio 1.44. Ponto limite de um fluxo ¢.

Unm ponto y € M é dito um ponto limite - a da trajetdria de § através de x se
existe pelo menos uma seqiiéncia t, — ~« tal que

lim (x) = y. (1.49)

i—pcn !

Se existir uma seqiiéncia t, —» +o  tal que { 1.49) seja vdlida, diz-se que y é um
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ponto limite - o da trajetdria de & através de x.

Definicio 1.45. Conjunto limite.

Define-se como conjunto limite -« de x, ao conjunto de fodos os pontos limites-
o de x, denotado por La(x). O conjunto limite - @ de x é definido como o conjunto

de todos os pontos limites - w de x, e é denotado por Lm(x).

Notamos que x é o ponto inicial a partir do qual evolul a trajetdria ou orbita, em
tempo direto ou reverso. O conjunto limite - ® é conhecido também meramente como
conjunto limite, denotado por L(x).

Definicio 1.46. Conjunto limite atrator. (Parker e Chua, 1989).

Diz-se que o conjunto limite ¢ atrator se existe uma vizinhanca aberta U de L tal
que Lx) =L vxelU.

O conjunto limite atrator € conhecido também como atrator. Como existe ao
menos uma vizinhanga U de condigBes imciais a partir das quais a trajetoria ou Orbita
converge ao atrator, pode-se definir o dominio de atracdo, como o conjunto de
condig¢des iniciais tais que a trajetoria ou orbita converge a0 atrator para f — ¢, ou mais
formalmente como segue.

Definiciio 1.47. Dominio ou bacia de atracio. ( Parker e Chua, 1989).

Define-se o dominio ou bacia de atragdo, denotado por B(L) , como a unido de
todosos U, del taisque L{x) = L Vx eU.

1.6 Transformacdo de Poincaré

Nas segbes anteriores, as transformagdes pontuais e os fluxos tém sido
considerados separadamente. Uma questio importante ¢. dada uma transformacio
pontual, existe um fluxo associado a ela? Com as mesmas propriedades? E a pergunta
inversa: Dado um fluxo, existe uma transformac¢do pontual associada que preserve as
propriedades do fluxo? Ou, sintetizando ambas, que relagdo existe entre fluxos e
transformagdes pontuais?
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A resposta tem consequéncias tanto tedricas quanto praticas. Se € possivel obter
uma recorréncia a partir de um fluxo, diminui-se drasticamente o volume de dados que ¢
necessario calcular e armazenar (p. ex., a solugfo a partir de uma determinada condig8o
inicial). A pesquisa de solugdes periddicas e subharmonicas reduz-se a verificagdo de
existéncia de solugdes de uma equagdo algébrica do tipo x™ = P"(x’), onde P € a

transformagao pontual, n é a ordem da subharménica procurada e 2" ¢ a transformagio
aplicada n vezes sobre ela mesma. E, finalmente, o tipo de solugdo pode ser facilmente
identificado.

A seguir, define-se a Transformacdo de Poincaré, que permite, em muitos casos,
obter uma recorréncia a partir de um fluxo.

Definiciio 1.48. Secio global transversa. { Arrowsmith e Place, 1990).
Seja & um fluxo numa variedade diferenciavel M, originado por um campo
vetorial f, e assuma-se que L é uma sub-variedade de co-dimensdo um de M (isto e, se

M tem dimensdo n, L. tem dimensdo n - 1 ), tal que :

(i ) cada trajetoria de ¢ encontra T para tempos positivos e negativos
arbitrariamente grandes ;

(ii) ¥V xeX, fix) ndoétangentea .

Entdo diz-se que T ¢ uma secdo global transversa do fluxo.

Definicdo 1.49. Transformacio de Poincaré. ( Arrowsmith e Place, 1990).

Seja yel et ( y) o menor tempo positivo para o qual ¢, € L, emdo a

Transformacdo de Poincaré do primeiro retorno é definida por
P(y) = o3}, yeZ (1.50)

A Fig. 1.7 ilustra a forma de obter a transformacio, assumindo, por exemplo,
que T € um plano e M ¢ o espago euclideano /R’
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‘bz(y) 6))

Fig. 1.7. Transformagdo de Poincaré do primetro retorno.

Parker e Chua (1989) indicam uma definicdo mais pratica. Se M for o espago
euclideanc /R”, ¢ I for um hiperplano de codimensfo um, entdo T divide /R” em dois
semiespacos, que chamaremos de Z7 ¢ 7. Escolhendo £ de forma tal que £ seja uma
secdo global transversa, entdo a trajetdria passa repetidamente atraveés de 2, desde X7 a
%L° oudesde L™ a I”. A seqiiéncia de pontos gerada pela passagem da trajetdria por T
no percurso de £~ a " define um mapeamento, enquanto que a seqiiéncia de pontos de
passagem da trajetoria desde X* e I~ define um outro. Entdo, pode-se definir a
transformagio de Poincaré de trés formas diferentes.

Definindo

=

il

{x :(h, x—*xz> > 0} (1.51)

z:

H

{x :(h, x—xz) { O} , (1.52)

onde 4 €IR" éum vetor normala Z, x; €/R" é algum ponto no hiperplano, ¢ (v ,v) é
o produto interno de x e v, entdo os trés mapeamentos diferentes sdo definidos por:

(1YP :Z—>Z. P+(x) ¢ 0 ponto onde Q(x) passa por £ na diregiio de =~ para
T (istoé, (h, f(é)t(x))) > 0 )para ¢t>0.

(n)P 2 —=>Z. P“(x) ¢ o ponto onde d)t(x) passa pela primeira vez por X em
diregdio de Z”para =~ (isto &, <h,f(¢l (x))) <0) para £>0.
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(m) P :Z— X P(x)éo ponto onde nb,(r) passa pela primeira vez por L em
qualquer direcio para 1 >0 .

P e P sdo chamadas ransformacdes de Poimcaré de um lado, enquanto que
P. ¢ chamada fransformagdo de Poincaré de dois lados. A definigdo de F. ¢ a mesma

da definigio 1.50 (transformagdo de Poincaré do primeiro retorno) para uma escolha
particular de M e £, isto ¢, M é o espago /R" e I éum hiperplano de dimensdo n-1 .

Na Fig. 1.8, P ¢ definida pela sequéneia {x ,x;,%x ...}, P ¢ definida
por {x,.x,,..}e P édefinida por {x ,x,,x,,x,,x, ...}, assumindo que h aponta
na direcio de X _ .

Fig. 1.8. Pontos de intersegdo com o plano L. ( De Parker ¢ Chua, 1989).

Nem sempre € possivel definir uma segéo global, e portanto nio pode-se afirmar
que todo fluxo corresponde com uma transformagfio pontual através de uma
transformacgdo de Poincaré, Mas ¢ possivel provar que toda transformagio pontual G € a
transformagdo de Poincaré de algum fluxo, chamado suspensdo de G (Arrowsmith e
Place, 1990). Isto significa que qualquer resultado provado para uma transformagio
pontual ¢ valido para fluxos numa dimensdo maior (Smale, 1967; Arrowsmith e Place,
1990). Como conseqiiéncia, os conjuntos limites da transformacdo de Poincare
correspondem a conjuntos hmites da suspensdo (Parker € Chua, 1989).

A tabela 1.1 indica o tipo de conjunto limite atrator, para o fluxo, e o
correspondente tipo de conjunto limite da transformagdo de Poincaré, para cada tipo de
solucgio.
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Conjunto limite atrator
Solugio
em regime Fluxo (suspensio) Transformacio de
Poincaré
Ponto de equilibrio ponto
estavel
Periddica, de perfodo 1 difeomoérfico a um circulo 1 ponto
Subharménica, de periodo n| difeomdrfico a um circulo n pontos
Quase-periodica, do tipo toroide uma ou mais curvas
Bi-periodica fechadas
Quase-periddica, do tipo k-toréide (k-1) - toroide
k-periodica

Tabela 1.1 Conjuntos limites da suspensdo da transformagio de Poincare,
para cada tipo de solugdo.

1.7 Conclusdes

Neste capitulo foi revista suscintamente a terminologia utilizada em sistemas
dinimicos, bem como algumas ferramentas basicas para a analise de estabilidade tanto de
sistemas continuos quanto de sistemas discretos.

Sempre que foi possivel, consideramos os modelos e técnicas mais gerais. Assim
sendo, incluimos o Segundo Método de Lyapunov para sistemas ndo autdnomos €
chamanos a atengio para o fato de que o Plano de Poincaré comumente utilizado para
obter transformagdes pontuais é um caso particular da se¢fio de Poincaré, a qual em
geral pode ser uma superficie diferenciavel de qualquer forma. O objetivo € permitir a
maxima flexibilidade para poder utilizar as técnicas no maior nimero de casos.

A partir dos conceitos estabelecidos neste capitulo podem ser utilizadas técnicas
concretas para ¢ estudo da estabilidade e para uma analise qualitativa ¢ quantitativa dos
diferentes tipos de comportamento. Algumas destas técnicas (Transformacio de
Poincaré, Segundo Método de Lyapunov, estudo de estabilidade na vizinhanga dos
pontos de equilibrio), serdo utilizadas nos proximos capitulos. Com estes conceitos €
métodos abordaremos o estudo de bifurcagdes e comportamento cadtico, 0s quais serdo
definidos no capitulo seguinte.



Bifurcagdes e comportamento caotico

2.1 Introdugdo

A tematica desenvolvida no capitulo 1 pode-se resumir numa pergunta: O que
acontece com a trajetoria de um sistema se o ponto inicial ¢ uma perturbagio de um
ponto de equilibrio? A resposta a esta pergunta permite caracterizar qualitativamente o
sistema através da classificagio dos pontos de equilibrio ou pontos fixos. A perturbagio
considerada foi uma perturbagio no espago de estado, e como tal ndo afetava as
caracteristicas essenciais do sistema; isto ¢, qualitativamente o sistema permanece sendo
o mesmo, independentemente de qual tenha sido a perturbagdo definindo o estado inicial.

Neste segundo capitulo, a primeira pergunta basica é: O qué acontece com as
caracteristicas essenciais do sistema ante uma pequena perturbagdo da sua estrutura?
Para alterar a estrutura, isto €, o campo vetorial, muda-se os parimetros da equagdo.
Associando os valores possiveis dos pardmetros a eixos de um espago, que chamaremos
de espago de pardmetros do sistema, a cada conjunto de valores possiveis dos
pardmetros corresponde um ponto no espago de pardmetros. A primeira pergunta para
este capitulo pode ser, entdio, reformulada como: Existem mudangas qualitativas no
espago de estado ante uma perturbagio no espago de pardmetros do sistema?

A resposta a esta pergunta relaciona-se com o conceito de estabilidade estrutural
e bifurcacdes, que serdo definidos mais adiante.

O segundo tema incluido neste capitulo, procura responder a pergunta seguinte:
O que acontece quando num dominio de atragfo, o atrator ndo € um ponto, nem um
ciclo limite, nem ¢é difeomoérfico a alguma figura geométrica simples, € ainda a trajetoria
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passeia pelo espago de estado em forma caprichosa e imprevisivel, apesar de ter sido
gerada por um sistema deterministico? E possivel encontrar, neste caso, caracteristicas
que permitam analisar o sistema? Este segundo tema, complexo e cativante como todo
mistério sobre o qual conhecem-se apenas alguns indicios, tem chegado a despertar
grande interesse na atualidade, principalmente porque j& existem algumas formas de
aborda-lo.

Para o engenheiro, a caracterizagdo no espago de parimetros € essencial para o
projeto de um sistema ndo linear. Em geral, o sistema deve-se manter dentro da regido
estavel mesmo que existam perturbagdes estruturais, Quais sdo as regides de
comportamento indesejavel , e de que forma o sistema transita de uma regido a outra?

Este capitulo complementa o primeiro, na caracterizagio dos diferentes tipos de
comportamento: enquanto no primeiro analisou-se ©s comportamentos estaveis,

periodicos ou subharmdnicos, no presente capitulo focaliza-se a transigdo entre estas
regides, bem como o comportanento cadtico.

2.2 Estabilidade estrutural e bifurcagdes

Previamente a definicio de estabilidade estrutural , definiremos o que € uma
perturbacio do campo vetorial e o que entende-se por "mudangas qualitativas” na
topologia do espago de estado. Estas defini¢des baseiam-se em (Thompson e Stewart,
1986; Badan Palhares ¢ Mahla, 1992b).

Definigdo 2.1. Perturbacio de campeo vetorial.

Sejam o campo vetorial ftx), f.IR" — IR", um ponto x € IR", e um espago de
fungbes. Entdo diz-se que um outro campo vetorial g(x), g IR" - IR", x elR", do
mesmo espago de fungdes , é uma perturbacdo de f{x) de tamanho &, se

iif(x)~g(x)”<€ Vx. (2.1)

A Fig. 2.1 ilustra a definicio.

Definicio 2.2. Equivaléncia Topoldgica.

Dois campos vetoriais fix) e g(x) sdo topologicamente equivalentes se existir
um homeomorfismo que transforme o flixo de f{x) no fluxo de g(x).
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gix}

A

{{ foxi-gix,

Ve <

g

Fig. 2.1. g(x) ¢ uma perturbacio de f{x), de tamanho ¢ .

Definicio 2.3. Estabilidade estrutural.

Diz-se que um sistema ¢ estruturalmente estivel se, para qualquer perturbagdo
de tamanho € do campo vetorial f(x), com € suficientemente pequene, o fluxo gerado
pelo campo vetorial perturbado g(x) é topologicamente equivalente ao fluxo gerado
pelo campo vetorial ndo perturbado f(x).

Das definicGes 2.2. e 2.3, um sistema é estruturalmente estavel se campos
vetoriais suficientemente proximos geram fluxos topologicamente equivalentes. Diremos
que o sistema € estruturalmente instavel se ele ndo € estruturalmente estavel.

Defini¢do 2.4. Ponto de bifurcagio. (Thompson e Stewart , 1986}

Chama-se ponto de bifurcacdo a um ponto do espago de pardmetros no qual o
campo vetorial é estruturalmente instcvel .

Por extensdo da defini¢do de ponto de bifurcagio, entende-se por bifurcacdo o
fendmeno associado a um ponto de bifurcagdo, isto €, a mudang¢a qualitativa no
comportamento do sistema que acontece num ponto de bifurcacio. Esta "mudanca
qualitativa", termo ambiguo freqilentemente encontrado na literatura, corresponde com o
conceito de mudanga na topologia do fluxo ante uma perturbagdo do campo vetorial.



2 Bifurcagdes e comportamento cadtico 4

Ilustraremos estes conceitos analisando com mais detalhe (Badan Palhares e
Mahla, 1992) um exemplo -Bifurcagdo Fold- proporcionado em {Thompson e Stewart,
1986). Este tipo de bifurcagdo acontece ao mudar o pardmetro | €/R na equagio

X=p-x (2.2)
Pontos de equilibrio

Com x=0 em (2.2), temos para x,

donde

Estabilidade dos pontos de equilibrio

Para determinarmos a estabilidade dos pontos x,, analisamos 0s

autovalores do campo linearizado na vizinhanga desses pontos de equilibrio.

€ X

e2

Entdo, ineanzando (2.2) teremos,

Ox = -2x,0x,
donde

A =-2x,= «-2\/;1—

¢ ¢ autovalor associadoa x,, e

¢ o autovalor associado a x,; .
Podemos distinguir trés casos para diferentes valores do pardmetro p:
1} <0

x,=%./U € ¢ e portanto x,, X, ndo pertencem ao espago de estado (/R).
Entdo ndo existem pontos de equilibrio.
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X

€l

=x, =0; A, =4, =0.

Existe um unico ponto fixo de equilibrio marginalmente estavel na origem de /XK.
A equacio de estado passa a ser

X=-X

kd

donde para x, >0 x(¢) diminui e converge para x, =0; para x,=0 x(z}=0, mas
basta uma pequena perturbacdo negativa para que x(/) diminua indefinidamente; para
x, <0 x(t) diminui indefinidamente.

i) w>0

x, >0, x,, <0, A, <0, A,>0.

Existem dois pontos de equilibrio: x,, estavel e x_, instavel.

Entdo existe uma bifurcagdo no espago de pardmetros para |1 = 0, ponto no
qual muda a topologia determinada pelos pontos de equilibrio.

A bifurcagio Fold pode ser melhor visualizada através do plano de fase da
equacio de estado de dimensdo 2, descrita na eq. (2.3).

i (1.86)
y=-y

que por ser desacoplada mantém o mesmo comportamento para a variavel x, enquanto
que para a varidvel y existe um ponto de equilibrio estavel y, =0. O plano de fase
para pt <0, n =0 e p <0 ¢ mostrado na Fig. 2.2 (Thompson e Stewart, 1986).

Observa-se claramente que para 1 = 0 basta uma pequena perturbacdo
estrutural (1L = + € ) para que os fluxos ndo sejam topologicamente equivalentes.
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Fig. 2.2. Fluxos para a bifurcagio Fold. (De Thompson ¢ Stewart, 1986).
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2.3 Comportamento cadtico

A idéia de comportamento cadtico estd associada de "comportamento
imprevisivel" para um sistema deterministico. Como € possivel que um sistema
deterministico tenha comportamento “imprevisivel"? O que entendemos por
"imprevisivel" num sistema deterministico?

O comportamento de um sistema dindmico deterministico € governado, como
vimos no primeiro capitulo, por uma equagdo diferencial ou por uma equagio de
diferencas, para as quais ¢ valido o Teorema de Existéncia e Unicidade. Segundo este
teorema, a partir de uma condigio inicial pode-se ter uma unica trajetoria. Como €
possivel, entdo, que esta trajetdria seja "imprevisivel"?

O paradoxo ¢ criado a partir da suposigio seguinte: Vamos assumir que existe
ndo uma Unica condi¢do inicial, mas duas condigdes iniciais diferentes infinitamente
proximas. Estas condigdes sdo, portanto, indistingiiveis desde um ponto de vista
pratico.

Mas continuando com a suposigio inicial de que elas sdo diferentes, mesmo que
muito proximas, se houver pelo menos uma diregio caracteristica definida por um
autovetor cujo autovalor associado tiver parte real positiva, para uma lineariza¢do numa
vizinhanca € da condigio inicial, entiio sabemos que nessa diregdo as trajetorias separam-
se. E se esta tendéncia a se separarem continuar através do espago todo, para um tempo
arbitrariamente grande ja ndo é possivel especificar onde as trajetorias estdo, dentro de
uma precisio dada.

Mesmo existindo outras diregdes nas quais as trajetdrias tendem a se
aproximarem, a imprecisfio em relagio a pelo menos uma diregdo caracteristica continua
a existir. Este tipo de comportamento € o que ¢ definido como senmsibilidade as
condiges iniciais. Como a sensibilidade as condigBes iniciais € quantificavel através dos
autovalores carateristicos, a definic3o de caos como sensibilidade as condigbes iniciais
¢ bastante (til e também ¢é a mais comum na literatura (Eckmann e Ruelle, 1985).

O que acontece a partir da evolugio de uma esfera infinitesimal, em cuja
superficie assumimos que ha um conjunto de condiges iniciais? Num sistema linear,
com direcdes caracteristicas fixas em relagio a evolugio da trajetoria e autovalores
validos também para o espago todo, a esfera evolui para uma elipsdide. Mas no caso de
um sistema nfo linear, se analisarmos o comportamento do sistema linearizado em
diferentes pontos da trajetoria, chegamos a conclusdo de que em cada ponto desta, os
autovalores e os autovetores da Jacobiana mudam. Logo, em lugar de uma elipsoide €
possivel obter uma superficie de forma irregular, produto de multiplas expansdes,
contragoes e torsdes.
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Smale (1967) provou que uma transformagio idealizada, a ferradura de Smale,
que possui as caracteristicas de expansdo, contragio e torsdo das trajetonas, € sensivel as
condigdes iniciais. Ele determinou condigGes suficientes para que um sistema tenha o
mesmo comportamento da ferradura, e seja portanto sensivel as condigdes iniciais. Uma
discussdo acessivel a nfio especialistas pode ser encontrada em (Mees e Sparrow, 1987).

O comportamento cadtico tem sido quantificado através de diferentes medidas,
inspiradas em conceitos da fisica estatistica e da chamada teoria ergddica. Estas
medidas baseiam-se no fato de que o comportamento dos conjuntos limites atratores
segue padrdes caracteristicos para cada sistema dindmico e determinado conjunto de
pardmetros, sendo comuns as caracteristicas qualitativas destas medidas para os atratores
de sistemas cadticos. Entre estas caracteristicas comuns, podemos citar a sensibilidade
as condic¢les iniciais € o fato dos atratores estranhos serem conjuntos do tipo Cantor
com propriedades de autosimilaridade, isto €, existem espagos vazios que nunca sdo
atravessados pelas trajetérias e as caracteristicas topoldgicas em nivel macroscopico
repetem-se em escala cada vez menor, ad infinitum, numa estrutura que tem sido
chamada de fractal.

As subsegdes seguintes descrevem as medidas ergodicas mais conhecidas, e
foram sintetizadas de (Mahla, 1991), onde estas foram analisadas com maior detathe,
estabelecendo as relagfes entre as diferentes definigGes.

2.3.1 Expoentes de Lyapunov
(Mahla, 1991)

Definicio 2.5. Expoentes de Lyapunov. (Parker e Chua, 1987).

Sejam {m )" os autovalores da matriz de transi¢do de estado ®,(x,). Us
expoentes de Lyapunov sdo definidos por

A, =lim } Inlm (1)]. (2.4)

a0

Os expoentes de Lyapunov s3o uteis para determinar a estabilidade de qualquer
tipo de solugfo em regime permanente, ainda as de tipo quase-periddico ou cadtico.
Um expoente de Lyapunov positivo indica que existe uma diregdo caracteristica na
qual, em média, as trajetorias tendem a se separar. Pelo contrario, um expoente
negativo indica que existe uma dire¢fio caracteristica na qual, em média, as trajetorias
aproximam-se. Num conjunto limite atrator, a contragiio deve ser maior do que a
expansdo, de modo que
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an A, <0. (2.5)
i=0

Como a dependéncia das condi¢Bes iniciais esta associada a um fluxo
expansivo, a caracteristica de um atrator cadtico ¢ a existéncia de pelo menos um
expoente de Lyapunov positivo. Entdo, é possivel definir um sistema cadtico
baseando-se no valor dos expoentes de Lyapunov.

Definiciio 2.6. Sistema cadtico.

Sistema caotico é aquele que possui pelo menos um expoente de Lyapunov
POSiivo.

Esta defini¢do expressa a sensibilidade as condigdes iniciais, e corresponde ao
uso dado atualmente a palavra caos (Eckmann e Ruelle, 1985). Uma definicdo
diferente € a proposta por Li e Yorke (1975), a qual considera, aiém da sensibilidade
as condi¢des iniciais, o fato de que o conjunto limite é um atrator. E possivel, também,
classificar os diferentes tipos de comportamento em regime permanente, baseando-se
nos expoentes de Lyapunov. A tabela 2.1 (Parker e Chua, 1987) resume os expoentes
de Lyapunov que caracterizam cada tipo de comportamento em regime permanente.

Comportamento em regime Expoentes de Lyapunov
permanente
Ponto de equilibrio O0>A, 224,
Periddico A, =
ou subharmonico 0>h, 222,
Bi-periodico A=2,=0
0>h, 224,
k-periodico A== R, =0
0>A,, 22X,
Caotico Pelo menos um A >0
> <0

Tabela 2.1. Expoentes de Lvapunov para diferentes tipos de comportamento
em regime permanente.
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Definimos caos como sensibilidade as condigfes iniciais, e portanto a existéncia
de comportamento cadtico pode ser estabelecida se o maior expoente de Lvapunov
for positivo. A seguir, analisaremos o significado da defini¢do, ilustrado com alguns
exemplos. Como a sensibilidade as condigdes iniciais define o comportamento
cadtico, importa analisar a separa¢io, no tempo, de dois pontos imiciais infinitamente
proximos. Esta idéia sera ilustrada através do exemplo seguinte (Eckmann e Ruelie,
1985).

Seja a equagdo escalar discreta
x(p+1) = f{x(n), x(i) €lIR, (2.6)
descrevendo a dinamica de um sistema de dimensdo um, onde n € o tempo discreto.

A separagdo de dois pontos iniciais x(0) e x(0)' apos umtempo N €

x(N) - x(N) = FY(x(0) - £~ (x(0)), =7
como ilusira a Fig. 2.3,
N e qi— — e x(N}= £ (x(0))
0/,
—~
o
x(0) p—
x(0) e
TR e e N = 1 (0))
| i | 1 ! .
0 1 2 3 4 ... N n

Fig. 2.3. Evolugdo de dois pontos inicialmente proximos. (D¢ Mahla, 1991).
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Entdo, como ilustra-se na Fig. 2.4,

SO -ST0) o d oy - g
0 ro Cal O (2.8)

M(x) /

l 1
/ N(x(0))-1M(x(0))
1

Fig. 2.4. Aproximagio para ™~ (x(0))~ /" (x(0)). (De Mahla. 1991).
Donde

S GHO) = £ (6(0)) = (3(0) - 1(0) 2 £ (x(0)), (29)

e substituindo em (2.7),

HN)= (V) 2 (x(0) - 5(0)) 2 1 (x(0)) (2.10)

onde f'(x) = f{(f{. .. f(x)..)), N vezes

Pela regra da cadeia,



2 Bifurcagdes e comportamento cadtico 12

%(f“)(x) = L )

dx
(2.11)
/AN g
| gy gy dx|,
Para x = x(0),
d d d
SUNEO) =S f e e
dxe de” oy @7 v &
(2.12)
d d d
=—f i f B 4
dx x(N-1) ('ﬂ N2} df x{0)
e portanto
d sn _4 PN Cayy. . 2 3
Ech(f )(X(O))—-dxf(x(N 1)) dxf(X(N 2)) dxf(X(O))- (2.13)

Assumindo que todos os fatores na expressdo (2.13) sdo de tamanho comparavel,
entdo é possivel supor que df ¥ /dx cresce (ou decai) exponencialmente com N . Isto
¢ valido também para x(N) - x(N)', como infere-se de (2.10).

Se x eIR", % f ¢ substituida pela matriz Jacobiana D, f, onde os elementos da

matriz D, _f sfo definidos por d, = &f, / Cx; .

A razfo média de crescimento pode ser definida como

A= lim m;}»ln“( D 155(0)

N

, (2.14)

onde D,,,f" ¢ o Jacobiano de f com relagdo a x, avaliado em x(0), e 8x(0) ¢ o vetor

que define a separagdo inicial. Conseqiientemente, o valor da expansic meédia depende
da diregdo da perturbagio inicial 6x(0).

No caso continuo no tempo, similarmente € possive!l definir
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A= lim %m!}wxm Fy8x0)], (2.15)

onde D, f' é 0 Jacobiano de /' com relagdo a x, avaliado no instante inicial, e 6x(0) €

o vetor que define a separagdo inicial.

D, fY em (2.14) e D, f° em (2.15) correspondem & matriz de transi¢do de

estado ®,(x(0)). Se 6x(0) € um autovetor normalizado 8x(0), da matriz ©,(x(0)),
entdo de (2.15)

A, = {izg«»}in“(b,(x(e))ﬁx(o)l |

(2.16)
= limllni[mj (£)3x(0), ],
it f
onde m,(2) sdo os autovalores de @, (x(0)). Logo
liﬁlim%ln{mj(z‘), i=1,....n, (2.17)

sendo {m,(#)}7, osautovalores da matriz de transicio de estado @, (x(0)). Estaea
definicdo (2.4), onde por convengdo

A Zh, 2o A

}7 3
onde p ¢ a dimensio do espaco de fase.

Em geral, os expoentes dependem da eleigio da condigdio inicial. Se eles
forem os mesmos para qualquer condigdo inicial na base do atrator, eles sio chamados
de absolutos (esta propriedade nfo é comum, mas existem alguns casos em que 0s
expoentes tem sido calculados teoricamente e sdo absolutos (Frederickson et al, 1983).

E possivel assumir que quase qualquer condigio inicial na base de um atrator
tem os mesmos expoentes. de Lyapunov. Esta conjectura é apoiada por simulagdes
numéricas {Farmer et al, 1983). Entdo os expoentes de Lyapunov podem ser
considerados uma propriedade do atrator analisado.

Um dos algoritmos mais conhecidos para o calculo dos expoentes de
Lyapunov positivos a partir de uma série de dados experimentais € o apresentado por
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Wolf et al. (1985), que utiliza amostras discretas duma das variaveis de estado. E
suficiente calcular o maior expoente para determinar se o atrator € caotice (nesse caso,
0 maior expoente € positivo).

O algoritmo de Wolf et al. baseia-se na técnica desenvolvida por Bennetin et al.
(1980), ¢ Shimada e Nagashima (1979), a qual permite calcular o espetro de
Lyapunov a partir de um conjunto de equagdes diferenciais. Existem, entdo, técnicas
que permitem calcular o maior expoente de Lyapunov a partir de dados experimentais
ou a partir do modelo do sistema. Nio existem - até agora - técnicas que, de forma
geral, permitam calcular analiticamente os expoentes para obter uma expressdo em
funcdo dos pardmetros do sistema.

2.4 Dimensido dos atratores
(Mahla, 1991; Parker e Chua, 1989; Farmer et al, 1983)

Uma forma de definir a dimensdo de um atrator poderia ser a seguinte: o atrator
¢ de dimensdo » se, na vizinhanga de qualquer ponto, localmente for difeomorfico a
um subconjunto aberto de /R . Por exemplo, um ponto de equilibrio € de dimensdo
zero, um ciclo limite tem dimensdo 1 e um toroide-2 tem dimensao dois (Fig. 2.4).

Esta definido, atil para os atratores gerados por movimentos periodicos,
quase periodicos, ou que tendem para um ponto de equilibrio, ¢ inadequada para
sistemas que contém atratores do tipo cadtico. Os atratores caoticos geralmente
possuem uma estrutura que ndo é simples, que freqiientemente é muito desagregada, ¢
que em geral nfo € uma superficie.

Existem varias definicdes de dimensio que permitern caracterizar diferentes
propriedades dos atratores cadticos, e em geral de qualquer tipo de atrator. A seguir,
definem-se algumas delas: dimensdo de capacidade, dimensdo de informagdo, dimensdo
de correlacdo, dimensdes generalizadas de Renyi e dimensdo de Lyapunov.

2.4.1 Dimensdo de capacidade

Este conceito € aplicavel a conjuntos em espagos métricos, isto €, espagos nos
quais é definida uma métrica (distincia). Seja o atrator A um subconjunto limitado do
espaco /1Y, tal que o volume ocupado por A é ,. Cobrindo o volume A com cubos
de volume ¥, e lado g, para € — 0, a soma dos elementos de volume aproxima-se a V.
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eq
L
Br{Xo}
(a) (b) (c)

Fig. 2.4.  (a) O ponto de equilibrio, com dimensdo zero. (b} O ciclo limrte.
na vizinhanga B (x,) ¢ difeomorfico 2 um segmento de reta {dimensdo 1).

{c) O tordide-2. na wvizinhanga B (x,). € difeomorfico a um subconjunto
compacto, aberto, de IR~ (dimensdo 2). {De Mahla, 1991).

Seja N(g)o nimero minimo de cubos de dimensio /2 necessarios para cobrir o
conjunto A. Se D for uma dimensdo inteira, entdo N(g) € inversamente proporcional a
g” para € pequeno. Da relagdo

N(e)mV

= (2.18)
comV, =g” |
vV,
N(g)=—=, (2.19)
£
e
InN(Ey=InV,+In(1/e)" . (2.20)
Come—0,
limIn N(e) =1limIn{1/8)", (221)

E -} E—0
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donde

!
D,,=D=lm In Ne). (2.22)
=0 In(1/¢€)
A expressio (2.22) corresponde 4 definigio de dimensdo de capacidade,
originalmente estabelecida por AN. Kolmogorov (1958). Com a definiio acima, as
superficies de dimensd@o p, com p inteiro, tém dimensdo D,,, = p. A definig3o, quando

aplicada em atratores que ndo sdo superficies, di como resultado uma dimensdo de
capacidade que usualmente ¢ ndo inteira. A dimensio de capacidade € um conceito
métrico somente, € ndo descreve o comportamento do sistema dindmico no tempo. As
defini¢Ses seguintes consideram também a evolugdo do sistema.

2.4.2. Dimensdo de informagdo

A dimensdo de informagio, originalmente definida por I Balatoni e A. Renyi
(1959), ¢ uma generalizagio da dimensdo de capacidade, que considera a probabilidade
relativa de que uma trajetoria visite cada um dos cubos usados para cobrir o volume
pr

A

A dimensdo de informagdo € definida por

. S(e) .
= lim 2.2
LT n(1/e) (2:23)
com
MN{e)
S(e)=> PIn(1/R), (2.24)
i=1

onde £ ¢ a freqiéncia relativa com que uma trajetoria entra no i-ésimo elemento de
volume, S(g) é a entropia e N(g) representa o numero de elementos de volume . No
somatério, consideram-se somente os indices / para os quais P, = 0. A entropia é uma
medida da quantidade de informacdo necessaria para determinar o estado do sistema,
representa a quantidade de informag3o necessaria para determinar em qual dos
elementos de volume esta a trajetoria num determinado momento.

2.4.3. Dimensio de correlagéo

Considere-se agora a probabilidade de que dois pontos quaisquer x, , X,

fiquem dentro de um mesmo elemento de volume do atrator.
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Fig. 2.3. O elemento de volume escothido € B, (x,). (De Mahla. 1991).

A probabilidade de que dois pontos quaisquer x, , x, estejam contidos dentro
de um elemento de volume arbitrario ¢ a probabilidade conjunta F(x ,x, ). Considerando
x,=x, , P(x ,x,) ¢é vilida como aproximagdo. Como P(x,) independe de P(x ) e
vice-versa. P(x,,x,) = P(x}P(x,), onde P(x;) € a probabilidade de que x, esteja
contido no elemento arbitrario e P(x,) € a probabilidade de que x; esteja contido no
elemento.

Seja B.{x,) o elemento de volume arbitraric. Entdo a probabilidade de que
x, , x, estejam contidos em B.(x) € P(x,)P(x). Como P(x) = Px)=sF , a

-

probabilidade P(x,)P(x,) = P~ Ou. expresso de outra forma,
P(x.x, €B,(x)=P". (2.25)

A probabilidade C(g) de que dois pontos quaisquer x, , Xx; estejam em
qualquer uma das esferas B, (x,) usadas para preencher o volume }” ¢ (considerando
agora todas as esferas),

Cle)= P{x,,x, e B.(x,))+ P(x,,x, e B.(x.)) +
(2.26)
et Plx,x, € B (X000

e
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Ce)=P' +P +--+ ij , (2.27)

N(zg)

Ce)=2 P, (2.28)

onde ¢ posstvel também interpretar C(g) como a probabilidade de que dois pontos
quaisquer x, , x, estejam a uma distincia “xi - X JH <g.

C(g) é a correlagdo, e uma forma alternativa de defini-la €

N(E)

Ce)=3 [;—}]2, (2.29)

onde M é o nimero total de pontos, #/M ¢é a freqiéncia relativa (com
N{g)
lim(r,/A)=F ) e Zn; é o nimero de pares de pontos x, , x, tais que
Mora
i=1

ix,. -~ x}.“ <g.
Entdo
C(e) = gﬁa]}_ {mimero de paresde pontos tais que ij ~x; ” <g}.  (2.30)

Mais formalmente,

Ce)=lim— 6l -1, (231)

onde 8(w) = (1+sinal(x))/ 2 ¢ a fungdo degrau unitdrio. Esta ¢ a defini¢do proposta
por Grassberger e Procaccia (1983), que é (til para calcular C(g) com um numero finito
de pontos. A expressdio (2.31) é equivalente & Eq. (2.30), como ilustra-se na Fig. 2.6.

Com qualquer uma das expressdes (2.28), (2.29) ou (2.31) para C(g), define-
se a dimensdo de correlagdo D, como

D, =lim M) (2.32)
£—0 lna
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{a) (b}

Fig. 2.6. {a) Se x, esta fora da esfera B (x,). & wEx _fo <0, ¢08fe~l]x, —x]=0:
portanto 0 par (X, .Y, ) ndo é contabilizado na soma. (b} Se x , esta dentro
da esfera B.{x). isto €. se E' ; -xji{ < g, entdo a—i;x, - X, *i >0 e

Ble—|lx, = x,[{]=1. donde o par(x,.x, ) ¢ contabilizado na soma dos pontos

tais que Hri - x}ijk < g . (De Mahla, 1991).
A dimensdo de correlagio pode ser calculada diretamente a partir da definigdo,
utilizando pontos obtidos experimentalmente ou gerados por uma simulagdo do sistema.

E possivel provar que D, <D, <D,, ; uma prova mais simples que as
encontradas na literatura ¢ dada em (Mahla, 1991).

2.4 4 Dimensdes de Renyi

Os conceitos de dimensio de capacidade, dimensio de informagdo e dimensdo
de correlagio podem ser generalizados. A. Renyi (1970) definiu originalmente as
dimernsdes generalizadas D(q) como

D(g)=lim %-L ; gelR, qg=1, (2.33a)
=0 g — n
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N{g)

> PhnP
i=1

D(g)=lim*&—memm | g =1, (2.33b)
g—+0 1n8
onde
F= J dp(x) (2.34)
eler:::r:a
de volume

e p ¢ uma medida de probabilidade em um espago de fase d-dimensional, particionado
em elementos de volume €. O somatoério considera todos os indices i para os quais
P=0.

Entdo, com a defini¢do (2.33), para g = 0 obtemos

D(0) = lim—2V(E) D, (2.35)
&0 Ine
ou seja, D(0) é a dimensio de capacidade.
Comg=1,
N(g)
> PP
D) =lim=2———=D, | (2.36)
g0 ln g
e portanto (1) é a dimensdo de informagio.
Finalmente, para q = 2,
Ni{g} .
In ) P
D(2) = lim —& =D, (2.37)
£—0 1 g

isto &, D(2) corresponde a dimensdo de correlagdo.

Analogamente & desigualdade D, <D, <D, , temos que para as dimensdes

generalizadas de Renyi
Dgy<sD{g), ¢ >4, (2.38)
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desigualdade que pode ser considerada como uma limitante superior de [){g") em termos
de D(g). Para a limitante inferior,

r

Digy =L py, 239)
g'-1 ¢q

g>g>1 ou 0>qg'>gq.

A prova das desigualdades (2.38) e (2.39) ¢ dada por C. Beck (1990). Uma
propriedade importante de D(q) € que usualmente ela ¢ uma fungio suave (Beck, 1990).

2.4.5. Dimensdo de Lyapunov

A dimensdo de Lyapunov, baseada nos expoentes de Lyapunov, foi definida
originalmente por J.L. Kaplan e J.A. Yorke (Frederickson et al, 1983).

Sejam A, =---2 A, os expoentes de Lyapunov de um sistema dindmico, € seja j
o inteiro maior tal que A, + +-- +A, 20. Entdo a dimensdo de Lyapunov D € definida

por

Ao+ oo +A,
D, =j+——-—"1 (2.40)
A

A relagio da dimensio de Lyapunov com as outras dimensSes definidas
anteriormente ndo ¢€ clara ainda, e atualmente € objeto de pesquisa. Parker e Chua
(1987) apresentam a seguinte interpretagio da defini¢do acima.

Dado um hiper cubo C de lado €, e considerando as mudancas de coordenadas
apropriadas, o i-ésimo lado do cubo C, evolui, em média, como ge** . Considere-se
também, um cubo de referéncia R com todos os seus lados se contraindo a raziio ge™
onde k£ ¢ escolhido de forma tal que A, <0. O numero de cubos R, necessarios para
preencher o cubo C, no tempo ¢, € dado por

At Ayt

ge™t get

N(I)Em"w ..
ge

o (z.41a)
get

= gl A~k ) {2.41b)
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P

Nkt <0

Fig. 2.7. Evolugdo dos hiper cubos R ¢ C no espago de fase. {De Mahla. 1991).

onde para f — ¢ os lados de " que crescem com taxas A, . ,

considerados ja que ™' /e™' ... | 0.
O valor aproximado da dimensio de capacidade é

mp(k)_‘l ‘w
= fn(g e™ )

A, ndo precisam ser

(4.57)

E possivel provar (Parker e Chua, 1987) que com k = j obtém-se o minimo valor

de D(k), e portanto define-se

AR,
D}'_ = Dcap(.]):./__j——————_f

A

j+t

(4.58a)
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LA et A
S R (4.58b)

"1’1‘

2.4.6. Comportamento das dimensdes de atratores cadticos

Se o conjunto limite atrator for uma superficie, as dimensdes de capacidade,
de informagdo, de correlagio e de Lyapunov sio inteiras. Como os atratores
caoticos normalmente ndo sio superficies, as dimensdes adotam valores que tipicamente
sdo ndo inteiros (Parker e Chua, 1987; Farmer et al, 1983).

O wvalor da dimensio pode ser, entio, utilizado para distinguir um
comportamento quase-periodico ou subharménico, de um comportamento cadtico.
Isto permite estabelecer compara¢es no comportamento de um mesmo sistema
com diferentes valores dos pardmetros.

Uma outra aplicagio da dimensdo é a estimag¢io do nimero de varavers de
estado de um sistema. A dimensio € uma limitante inferior do numero de variaveis
indispensavel para modelar a dindmica (Farmer et el, 1983).

2.5 Conclusdes

O comportamento subharmonico e cadtico pode ser reconhecido atraves de
caracteristicas qualitativas proprias de cada tipo de comportamento, que poden ser
visualizadas no espago de estado. As bifurcagdes apresentam-se quando existe uma
mudanca da topologia do fluxo, ante mudangas nos pardmetros do sistema.

O comportamento subharménico pode ser reconhecido pela existéncia de ciclos
peridédicos estaveis; se o modelo do sistema for simples pode-se determinar
analiticamente os pontos fixos e a estabilidade dos mesmos; no caso mais geral sempre &
possivel faze-lo através de uma rotina, para os ciclos estaveis.

O comportamento cadtico pode ser reconhecido através da dimensfio ou dos
expoentes de Lyapunov. A dimensio do atrator cadtico usualmente € nfo inteira, e 0
atrator caotico possui pelo menos um expoente de Lyapunov positivo. Existem
algoritmos para calcular as dimensdes e os expoentes de Lyapunov positivos a partir dos
pontos do atrator, mas nfo existe uma forma analitica para determina-los a partir do
modelo do sistema, como uma fun¢io dos pardmetros.



Transformagdo de Poincaré
de sistemas lineares por partes

3.1 Introdugdo

Para obter numérnicamente a Transformacgio de Poincare a partir de equagdes
diferenciais continuas no tempo, a solugdo € simular a trajetoria no espago de estado e
verificar em cada ponto da simuia¢io p(7),i=1, ..., k, se p(i} pertence a segdo global
transversa X. Este método, utilizado em casos nos quais ndo € possivel obter
tedricamente o mapeamento, é computacionalmente ineficiente devido a necessidade de
se calcular a solugdo do sistema e decidir se a condigdo € satisfeita em cada ponto da
trajetoria, a intervalos de tempo muito pequenos (7 ou Af da simulagio).

No caso de um sistema linear por partes, é possivel calcular analiticamente a
solugio em cada uma das regiGes lineares, no intervalo entre eventos consecutivos,
definidos como as interse¢des da trajetoria com a segdo de Poincaré (Andronov et al,
1966). A partir da condigfio inicial estabelecida pelo evento anterior, a solugdo do
sistema linear ¢é determinada explicitamente para o segmento da trajetéria onde a solugdo
é valida, isto €, até o seguinte evento que € uma nova intersegdo com a segdio de
Poincare.

A ocorréncia do evento € determinada a partir da verificagdo da mesma condi¢io
que no caso nio linear mais geral no qual a trajetoria € obtida pela simulago do sistema.
Como no caso linear por partes existe uma expressio para a solucdo na regifio linear,
esta condigio se transforma na solugdo de uma equagdo ndo linear, ou seja, na procura
de um =zero de uma fun¢3o escalar em t. Este problema pode ser resolvido
numeéricamente pelo método de Newton, e o zero procurado € o mimimo valor de t para
o qual a funcfo é zero.
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A seguir, desenvolvemos trés exemplos nos quais 0 mapeamento € obtido a partir
de sistemas continuos que incluem descontinuidades no campo vetorial. Como estes
sisternas possuem continuidade Lipschitz local, a existéncia e unicidade da solugdo €
garantida pelo Teorema da Existéncia e Unidade.

3 2 Circuito de Chua com uma nio linearidade descontinua

O circuito de Chua (Chua, 1992), foi um dos primeiros circuitos elétricos onde
verificou-se 0 comportamento cadtico. Por este motivo, e pela flexibilidade e
simplicidade da implementagdo, tem-se gerado um grande numero de publicagdes a
respeito, e ¢ provavelmente um dos sistemas cuja dindmica tem sido melhor estudada,
tanto nos aspectos tedricos quanto através de simulagdes e implementagdes.

O interesse do estudo deste circuito para a area de controle foi notado em (Mahla
e Badan Pathares, 1993) devido a que o caso particular do circuito de Chua com uma
ndo linearidade descontinua, do tipo linear por partes, pode ser considerado analogo a
um processo de terceira ordem com um controlador do tipo on-off e referéncia zero.
Existem estudos sobre sistemas de segunda ordem com este tipo de realimentagdo, cuja
dindmica pode dar origem a oscilagdes, mas ndo a comportamento de tipo cadtico.
Sobre sistemas de terceira ordem com este tipo de caracteristica, aparentemente ndo
existe bibliografia.

O circuito de Chua ¢ mostrado na Fig. 3.1 (a). A ndo linearidade usual € uma
caracteristica continua, linear por partes, de trés ou cinco segmentos. Neste trabalho,
assumimos a caracteristica descontinua linear por partes da Fig. 3.1 (b}.

. Afﬁgﬁ;)
Gl
MM 2
i g
L C} n----i CZ—--—-.! 'Gz
iy v, v, i=gw,)
Fig. 3.1. (a) Circuito de Chua. (b) Caracteristica descontinua linear por

partes g(v,}.
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Uma simulagio analdgica, obtida com um pacote de software que simula um
computador analdgico, com os parametros 1/C, =9, U/C,=1, 1/L=7, G =07,
G,=-05, [,=13. e condi¢des inciais v,(0)= 0.15264, v,(0)=-0.0228] e
i,(0)=0.38127, as mesmas utilizadas em (Bartissol e Chua, 1988), indica
comportamento caotico, com o atrator conhecido como "atrator de Chua de duplo rolo”,
mostrado na Fig. 3.2

Sejam x, =v,, ¥, =V., x; =1,. Entdo a equacio de estado para o circuito ¢
dada por

-_(GEC:;_G:) % 0 7 - 1 -
% G1 C; 1 g €
X, = =L -=L e X, | i, 0 |, 3.1
- C: C:)' C: -
Xy . X5 0
0 - 0
L L i - "

onde todos os pardmetros sdo positivos. O sinal que acompanha /, € positivo quando
x, <0 e ¢ negativo quando x, >0. Assumimos que o sinal de /, muda para o sinal
oposto em qualquer tempo quando ocorre x, =0. Esta suposi¢io sera justificada nos
paragrafos seguintes. Mesmo existindo uma descontinuidade desde 7, a —/,, ou vice-
versa, em x, = 0, esta descontinuidade nio é refletida nas trajetorias da Fig. 3.2 porque ¢
circuito atua como um filtro para todas as variaveis de estado de x(r) que aparecem na
Fig. 3.2.

Entdo, ¢ possivel definir uma se¢do de Poincaré com x; = 0. Os pontos da orbita
gerados pela transformacgio podem ser escolhidos como as intersegdes das
trajetorias do sistema com o plano Z= {{xl,x'z.,x3)|xE =0} passando do semiespago

27 ={(v,x;,x;)
como as intersegdes das trajetdrias com o plano I | passandode X" a X7 . Seanossa
suposigdo de uma transigdo de /, a —/,, ou vice-versa, sempre que x, =0, for falsa,

entdo a trajetoria permanecera no semiespago oposto durante um periodo de tempo igual
a zero e o valor de+ /, voltara imediatamente ao valor precedente.

x, <0} ao semiespago L™ = {(x,x,, x3)]x1 >0} ou, inversamente,

A equagdo que governa o comportamento das varidveis em X~ € (3.1), onde /| €
precedida pelo sinal (+). A mesma equag¢io, com o sinal (-) acompanhando /,, € vélida
em L7 . Em cada semiespago, o sistema € do tipo ¥ = Ax + bu, isto €, um sistema linear
¢ invariante no tempo cuja solu¢do pode ser obtida pela Transformada de l.aplace como

x(1y =27 (s = 4)" x(0) + (s - A) " bu(s)], (3.2)
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L
T

' ' 3
w * [ (o) -

Fig. 3.2. (a) Projesdo noplano (i,,v,).  (b) Projecio no plano (v, v.).
(c) Proje¢do no plano (i;,v,).
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onde 7 € um tempo normalizado tal que 7 = 0 na entrada de um dos semiespagos £ ou
Z~ e tal que x(0) é a altima intersegdo da trajetona com o plano X .

Usando (3.2) com 4, b e u(s) dados por (3.1) e definindo x como x={x, x, x; ]

obtemos
(.. G 1 G, G_ ]
s - -8 -
C, LC, C, C.L
x(s) - gis 5 +Gl 0, 5 N &+ 6, x(0)
A(s) C, C, L LC,
G 1 G, +G,
— = X5 ()
i C,C, C, C,C, |
. G .
)
+ lo - Gi s , (3.3)
SA(5) o
‘ g
. ae

onde

x33(5): SZ+ G1+G2+Gl S+G}(GI+GZ)W Glu )
c, G cC, CC,

e A({s) =det (sI-A), o polinbémio caracteristico, é

s [ G G G 5, GG, 1 G, +G,
A(S) =" +| —+—+—=1] s° + A B el I
c, ¢ C CC LG, LCC,

O polindmio caracteristico A (s) tem trés zeros e entdo ha duas possibilidades:
um zero real € dois zeros complexos conjugados, ou trés zeros reais. De (3.3), vemos
que os elementos do primeiro vetor, correspondentes a solugdo homogénea determinada
por x(0), tém trés polos (os trés zeros de A {s)), e os elementos do segundo vetor,
correspondentes a solugdo particular dependente de £ [, tém um polo a mais na

origem, com & excegdo do elemento central, ¢ qual tem somente trés polos (os trés zeros
de A (s)).
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Para determinar o mapeamento, escolhemos como exemplo 0s mesmos
parametros de (Bartissol ¢ Chua, 1988), utilizados na simulacdo. Com tais parametros,
A(s)=s"+2.55" +3.855+12.6, e obtemos numéricamente o zero real s = —2.75949.

Por divisio longa, A(s)=(s+2.75949)(s* - 0.259495+4.5660611), onde os zeros do
polindmio de segunda ordem sdo complexos-conjugados, com parte real positiva.
Usando fragdes parciais, denotando como e, os elementos de 2Y(sI- A e
como  u, 0s +2 7V (s] = AY  bu(s)},
e,(1)=a,e” +b " sen(w,t+¢,) e u(t)=c e +f e sen{w,t+¢,)+C, , onde
os valores para a,, b, ¢ ¢,

denotando elementos  de obtemos
sdo dados pela Tabela 3.1 e os wvalores para
a,. ., o, e C, sio dados pela Tabela 3.2. Os valores g, 1., e @, sdo constantes;,

| =-2.75949, 1,=0.129745 e @, = 2.1328918.

i a b, 9,
€y 0.1021065 1.5174429 -46.576425°
€ia -0.1497736 0.19527%6 50.083456°
25 -0.37993608 0.63971197 -36.435495°
€y -1.34798038 1.7575178 50.083456°
€as 0.2052975 0.80240668 -82.053924°
€3 0.52077839 -2.6285831 11.427121°
€y 0.077537976 -0.13055347 -36.435495°
€3 -0.074396912 0.37551187 11.427121°
€33 -0.18872278 1.2361297 -75.051831°

Tabela 3.1. Coeficientes dos elementos da matriz e =4~ (sl - A"},
na forma e, (¢)=a,e" +b, ™ sen(w,t+¢,), onde g, = -2.75949,
M, =0.129745 e w,=2.1328518.

ui a[ ﬁi q ¢1

u, -0.2664101 -5.1129784 4.0 46.904626°
i, -3.5171226 5.9219053 0.0 -36.435494°
i 1.2745553 2.7713466 -3.6 57.045585°

Tabela 3.2. Coeficientes dos elementos do vetor +4, ! {(s] — AY  bu(s)}

na

forma

t 4
w(t)y=a, e +f e sen(w,t +¢,) +C,

, =-2.75949, g1, =0.129745 ¢ w, = 2.1328918,

. onde
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Sejam L{(O)={e (N} e u(H)={u (1)} Sejak o evento de passar atraves do
plano de Poincaré Zdesde 2~ a Z . Seja 7, o tempo entre k e a seguinte intersegdo
da trajetoria com I (onde a trajetoria esta passando de £Z7a L~ ), esea [, +7. ©
tempo entre k e a seguinte interse¢do com E desde T a X, tal como € ilustrado na
Fig. 3.3

/ t+

x{k+1)

T e

x(k)

Xy

Fig. 3.3. O plano de Poincaré que define a transformagio.

Entdo
x(k +1) = E(T)[E(D)x(k)  u(T)] - u(T)). (3.4)
onde 7, e I sdo obtidos da condigdo x, = 0. De (3.4) obtemos, para 7/, a condigdo
e (T)x, (k) + e (T)xy (k) + (1) = 0, (3.5)

onde 7, € dado na forma impiicita. Considerande que x, = 0 em todas as intersecdes,
sendo portanto invariante em X, entdo em (3.5) x pode ser redefinido como
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x =[x?_ xs]i, E(r) pode ser redefinido como E=1{e; /,j=2,3} e u(t) pode ser
redefinido como u(t) = (u,,u,). Entdioem (3.4) x,u € IR® ¢ E € [R** .
Dado xtk), 7, € o minimo ¢ >0 que satisfaz a condigfio (3.5). Conhecendo

T,

., a seguinte interse¢io x' é dada por x'= (xl,x})=E(T)x{k)+u(l).

Analogamente, 7, ¢é definido por
en(T)xy +ey(T)x—u (1,)=0 (3.6)
onde ¢ = 7, € o minimo t > 0 que satisfaz a condigdo (3.6).

E importante observar que se A(s) tem zeros complexos conjugados, e
i, <0, 4, >0, entdo para qualquer x,(k) e x;(k), sempre existem 7, e 7, que

satisfazem (3.5) e (3.6). Este fato pode ser facilmente verificado substituindo ¢, e g

em (3.5) e (3.6). Entfo, a trajetdria do sistema (3.1) sempre volta ao plano de Poincaré
para ¢ € (0, o) e a transformag8o estd bem definida neste caso.

As equagdes (3.4), (3.5) e (3.6) definem a transformagdo de Poincare. Esta
transformagdo pode ser usada para estudar o comportamento subharmdnico, e para
provar a existéncia de comportamento caodtico, no caso de existir um "snap-back
repeller” (Marotto, 1978).

Esta metodologia (Burian Jr., Y., Bottura, C.P. ¢ Badan Palhares, A.G. (1978);
Marotto, 1978; Gumowski e Mira, 1980; Badan Palhares, 1980; Araujo, 1988; Mahla,
1991) foi utilizada em (Badan Pathares, 1980; Aragjo, 1988; Badan Palhares, Bottura e
Val, 1982) para analisar comportamento subharménico e cadtico num sistema de
controle PWM.

Um caso particular do circuito de Chua com uma caracteristica descontinua €
G, =0. Este caso pode ser visto como um controlador on-off com um processo de

terceira ordem com referéncia zero, como mostra a Fig. 3.4,

=0  m— processo de
+ ] 3% ordem

L 4
¥

Fig. 3.4. O Circuito de Chua com uma caracteristica descontinua.
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Esta € outra possibilidade interessante para estudo futuro. O comportamento
periodico em controladores on-off com dindmica de segunda ordem e a sua analise por
técnicas de plano de fase é bem conhecido. O comportamento subharménico e cadtico
em controladores com processos de terceira ordem podem ser também analisados como
um caso particular do extensamente estudado circuito de Chua, a partir da transformagio
proposta. Uma analise mais geral sobre modelamento do circuito de Chua a partir de
transformacdes descontinuas pode ser encontrada em (Brown, 1993).

3.3 Sistema PWM de controle de motores C.C. |
com controlador proporcional e realimentacio de saida

O sistema PWM de controle de motores C.C. , com controlador proporcional e
realimentacio de saida , pode ser representado (Badan Palhares, Bottura e do Val, 1982)
pelo diagrama de blocos da Fig. 3.5, onde a perturbagdo p(?) e a nio lineanidade ffe) sdo
descritas graficamente na Fig. 3.6.

Os pardmetros indicados nas Figs. 3.5 e 3.6 s3o os seguintes:

Vs - Voltagem de referéncia proporcional a posigio de referéncia para o
motor.

K. : Ganho do controlador.

K. :Ganho do motor.

Z _ :Constante de tempo mecanica do motor.

K, :Constante de ganho do transdutor.

As variaveis indicadas nas Figs. 3.5 ¢ 3.6 sdo:

p(t) : Perturbagido periddica conhecida, da forma indicada na fig. 3.6 {a).
ef(t) :Sinal de erro.

cft) :Sinal de atuagio sobre o motor.

w,(¢) : Velocidade angular de saida do motor.

8.(t) :Posigio de saida do motor.

v,(#) : Realimentagdo do transdutor de posicio.

Assume-se que o motor € controlado pela armadura, com campo fixo. O sinal de
atuagdo resulta ser uma seqiéncia de pulsos, de valor maximo K. f e valor minimo

~

~K. f, que em regime e dentro da regiic de operagdo desejada, tém largura
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-

proporcional ao erro de posigio (V)
que € satisfeita a condicio p(#)+V,, - v,(£)=0 (condicio de comutagdo), na
modalidade PWM conhecida como "amostragem natural”.

- v.(1)). Esta largura é definida no instante em

T s+l g
m

Jte) K.

Fig. 3.5. Diagrama de blocos do sistema PWM de controle de motores C.C..
com controlador proporcional € realimentagio de saida.

Pt A fe)

b

s
/
S

A
v

(2) (b)

Fig. 3.6. (a) Perturbacdo periédica p(1). {b) Nio linearidade ffe).
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As equagdes que descrevem a dindmica do sistema s3o as seguintes:

u)y="V., —v (1)+ p(t),
c(t) = K. f(e(1)).

d
Tm;;;wo(f)*wo(l) =K, 1),

2,0 =Z6,0)

vf(!} = K, 6,(1).
Definindo

x, (1) = KG,(1) -V, ,
dx

x, (1) = — = Ko,/ (),

_() df :mo( )

K=fK.KK,,
obtemos das egs. (3.7) - (3.11),

e(t) = p(t)—x,(1),

dx,
_._—""__"x-) R

da

dx, - ___1_x1+£smal(€(f)),
dt T, T

m m

representadas graficamente pelo diagrama de blocos da fig. 3.7, onde x = (x,, x, ).

De (3.16) e (3.17), temos que :

11

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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A sinal reft)

Pl ‘ M) ) iedx-by |50

Fig. 3.7. Equivalente do diagrama de blocos do sistema PWM.

1 0
A= 1, b=| K |, (3.18)
T 'L"m

z(t)y = sinal (e(t)).

Utilizando a Transformada de Laplace, podemos calcular a solugdo x(?) no bloco
linear a partir de um instante inicial 7= 0, com a expressido

[x} (t)} ﬂ..;l: -1 —% }.}
= L7 {s] —A4) x(0) +2(0) (s] - A) b~ , (3.19)
x,{t) s

onde z(0) =1 se z(t) comutade -1 a 1, e z(0)=-1 sez(t) comutade 1 a-1.

Ainversa de (s/-4) €

1 |
S [—
(s - A)" = i (3.20)
1
0
s
b Tm =
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¢ portanto
- e -
}_xl (0)+ _ %O I
§ 1 2 1
x,(8) S[”?) ’ [H—f—) |
: = " 0 i 3.21
L:(s)} x.(0) v =0 K (3.21)
1 r
5 —
i T, ] ( 1 )
5 54—
e rm -
Separando em fragdes parciais,
(5,(0) + 7,3, (0) - 2(0) K 5, )~ + 2(0) -+ 52 (0 T 22O,
x: () P S SO
C )
54—
b Tm

donde

[xl (r):| % (0)+x,(0)7, —z(0) K7, +2(0)Ki +(~x,(0) 7, +2(0)Kz, )ef’:
x, (1)

-t

2(0)K +(x. (0) - 2(0)K)e
(3.23)

A Fig. 3.8 mostra a forma de z{#). A largura ¢, (k) determina a solucio para x(¥)
no intervalo { k7, (k+1)T}, como fungio das condigdes iniciais.

Seja 1 =t—kT, e denotando x, (k)= x,(t=kT) = x,({=0) e

x, (kY= x,(t =kT)=x,(f =0), de (3.23) temos que para 7 € (0, ¢ (k)], z{(f=0)=1
e



3 Transformagdo de Poincaré de sistemas lineares por partes 14

Az
— 1, (k) e—

kT tk+ 1T t

o—— T — >

Fig.3.8. Forma do smai puisado z(z).

() = x,(k)+x,(k)r, — Kz, +Ki +(-x,(k) 7, + K7, ) '™ (.24
(0 = K+(x,(k)—K)e '™ '

Com =t (k),

l:n (1B =x(k)+x,(k)r, ~ Kz, + Kt (k)+(—x,(k)r,+ K1, )e o (K

3.25
x, (£, (k)) = K+ (x,(k) - K)e =®V' % } (3.25)

ot

Utilizando x( ¢,, (k)) como condigio inicial para o intervalo 7 & (¢,,(k),T], com
z(2, (k))y=-1,

x (1) = 51, (kN +x, (2, (k) 1, +K1,~K[T-t, (k)] + (= x,(t, (k) 1,— K1, )e Tt
2 (T = =K +(x, (2, (k) + K)e™THont®)

(3.26)
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Como f=T=t=T+kT={k+1)7T, denotamos x ((k+1)7)=x(k+1),
x, ((k+1)T)=x,(k+1), donde, substituindo (3.25) em (3.26), e desenvolvendo,
obtemos

X, (k+1) = x,(k) + 7, %, (k) + K(t,~T)+ 2Kt (k) - 2K 7, e = (x, (k)-K)e ™™

(3.272)
X, (k+1) =K +2Ke T 4 (x (k)— K)e '™
(3.27b)
onde 7,,(k) ¢ o minimo 7 tal que a condigio de comutagio
p(0)=x,(1) (3.28)

¢ satisfeita, isto &, ¢, (k) ¢é definido por

T on

i . 2P ) |
ton(k):mm{f ] p- pt:x;(k)+x:(k)fm—Kr,,,+Kt~+—(*x2(k)z'm+Krm)e""”},

(3.29)
equivalente a

rw,(k>=min{f %, () + x,(k) 7, - K, +(K+3§]E+(—x:(k) 0t Kz, )e e = o}.

{3.30}
Definindo
C(x, (&), x, (k) =x(k)+x,(,)r,-p-Kr,, (3.31a)
2? -3
C2=K+7 (3.31b)
e
Cy(x, (k) = —x,(k)r, + K7, (3.31c)

a condicdo de comutacgio €
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6, (k)= min{ 1] C.(x,(k), %, (k) + Cy T +Cy (x, (k))e™ ™ =0} (3.32)

Se a equagdo (3.32) tém solugdo no intervalo i (0,7 ], entdo ¢ (k) ¢ definido
por (3.32). Para garantir que o sistema PWM trabalhe adequadamente em todos os casos
possivets, definimos

(i) Sex(k)zp,entdot, (k)=0.
(1) Sex(k)<p e x(k+1)>-p, entdo ¢ (k) e (O, T] ¢ definido pela eq. (25).
(iii) Sex(k)<p e x(k+1)<-p, emtdot, (k)=T.

Notamos que se a condigdo ( 11 ) & satisfeita, entdo a equagio envolvida em
(3.32) sempre tem solugdo.

3.4 Discretizacdo do modelo de fase de um controlador PLL
periodicamente perturbado (Mahla e Badan Palhares , 1993b)

A técnica PLL ¢é usada para melhorar a precisdo no controle de velocidade de
motores C.C.. Mesmo tendo sido empregada com sucesso, o seu uso tem sido restrito
devido ao custo do projeto envolvido no ajuste dos parametros do controlador ndo linear
(Geiger, 1981).

Uma das dificuldades observadas no projeto do sistema ¢ a existéncia de uma
perturbagdo periddica (jitter) no codificador otico de velocidade. Esta perturbagio,
interagindo com a ndo linearidade num PLL de segunda ordem, pode produzir
comportamento ndo estavel (Prasad et al, 1985). Este comportamento (numa regido do
espago de pardmetros), experimentalmente verificado por Campos (1991), tem sido
identificado como caotico (Mahla, 1991; Mahla e Badan Pathares, 1992a). A regifo de
comportamento caotico foi obtida pelo método de Melnikov, usando um modelo de fase
continuo em (Mahla, 1991; Mahla ¢ Badan Palhares, 1992a), seguindo o meétodo
proposto por Endo e Chua (1988).

Para propositos de controle, ¢ também de interesse conhecer as regibes
subharmonicas e periodicas. Estas regides podem ser obtidas calculando os pontos fixos
de periodo n da Transformagio de Poincaré. A forma usual de obter a transformagfo em
forma numérica, ¢ simular as trajetorias do modelo continuo e gerar a seqiiéncia por
amostragem com o mesmo periodo do sinal de perturbagdo. Mas este método ndo €
eficiente em termos de tempo computacional.
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A alternativa desenvolvida aqui, € a mesma da segdo 3.2, isto é, utilizar a solugdo
analitica do modelo nas regiGes lineares, aproximacdo ao problema proposta por
Andronov et al (1966) para sistemas lineares por partes. Comegando com as condigdes
iniciais e as solugdes, determina-se o instante de transi¢do entre as diferentes regides
lineares. Finalmente, obtém-se uma transformacio discreta relacionando o estado final
no instante de transicdo e a condi¢do inicial na transigdo anterior entre as mesmas
regides.

O modelo de fase continuo do controlador com uma perturbagdo periodica €
(Mahla, 1991; Mahla e Badan Palhares, 1992)

dl
dt

: +B%+h(¢} = mQcosQ +Pmsenl¥ + o, (3.33)

onde A(dp)= —n:~+~[(¢ + 1) modulo? } , e onde h(¢) é uma caracteristica linear por
partes. Observamos que h{¢) = ¢ se ~m<d<m. Definindo x, =ddb/df, x,= o (t) e

o vetor de estado x = (x,x.), x € IR , entdo a equagdo de estado na regido linear é
¥ = Ax +bu, onde

4 :!: “1B _; } ’ b= E:‘ ) u(t) =mQcosQ +Pmsen QU + o, (3.34)

e a solugdo, x(s), obtida aplicando a Transformada de Laplace, ¢
x(s)=(s[ - A)"x, + (s - A buls), (3.35)
onde x, € o estado na transi¢do precedente (=7 ou ¢=-m).

De (3.35) obtemos

ORI S 3.36
(s Y= sS+Bs+11 1 s+B |’ (3.36)
JoA)yb = —— ® (337
Ry 1 7
€
u(sy = B9, BmQ  mOs (3.38)

5 sS40 s 40



3 Transformacdo de Poincaré de sistemas lineares por partes 18

de (3.36) - (3.37) obtemos a parte homogénea de (3.35) como

SX, — Xa
X, (5) = (5 — 4)"x, = —— [ oo

ST HBs+1] x, +(B+5)xy,

} . (3.39)
¢ a parte particular de (3.35) como

x,(5) = (T~ A)bu(s) = _IMM(E?_.JF BmQ2 | _mlds )ﬂ . (3.40)

sS+Bs+1l s s+ s+Q7 1

onde x,, e x., sdo as componentes de ¥, (o estado na transi¢io anterior).

A solugdo x(t)zi“{x(s)]:;’f”‘{xh(sﬂxp(s)] é obtida separando x(s) em
fracdes parciais. Observamos que a forma da solu¢3o depende das raizes do termo
s° +Bs+1. Temos entdo

s +Bs+1=(s—-p)(s=-p.). (3.41a)
onde
_ B (BY_
po= s+ (2] 1 (3.41b)
e
__B_J(BY_
p= -5 (2) 1 (3.41¢)

Existem trés possibilidades, isto € :

a) B <2. p, e p, sio complexos conjugados e o termo s* + B+1 ndo é fatoravel com
p,, D, Teais.

b) B>2. p e p,sdoreaise p, <0, p, <0,

¢) B=2 Entdo p, = p, =—E.

2
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Desenvolvendo estes trés casos, obtemos a solu¢do para cada um dos casos.
Aqui omitimos os passos algébricos, os quais foram parciaimente desenvolvidos com a
ajuda do pacote de software Mathematica.

a) p <2; termo s2 + Bs + 1 ndo fatoravel.
_B,
x{t)=e > G (x,, % )c08(a 1+ (X, %)) & (X5, %0 )+ Ky cOs(QE +4,), (3.42a)

‘.Er
x.(1)y=e * (5,(x, x5 )co8(@ 1 +§;(x,5, X0 )) + K, cos(2r + ¢, )+ K, u (1), (3.42b)

onde u#,(7) ¢ um degrau unitario e

Gy (x5, X5) = \/[xw + K1]2 + [Z(me +K2) _B(xm +K‘)]2

3.42¢
wrE (3.42¢)
o [20x +Bxsy + Ko ) =Bl - K]
G:(xmaxzo)"‘_“\/[x:o—K:]d'}'[ (xw Bx.o y ,;Zﬁ(x,,ﬂ ._)] (3.42d)
0= 1_(%) (3.42¢)
TP xy—K,
X,,Xy, ) = arctg| —| —+———= 3.42
¢}( 10> _D) g[ﬂ)(z xm-*-Kl } ( f)
KJ- { K] -
¢, =arctg _KEQ , b, = arctg X0 (3.42g)
éz(xm:xﬂo)xarctg ‘“1‘“ mew'*"sze'{"K} . (3.42h)
i 0\2 X, — K,
b) B>2;p,e p,sdo reais e distintos.
x,(8) = Gy(x;0, %55 )" + G, (x5, %, )l + K, cos(€¥ +6,), (3.43a)

X, (1) = K (1) + G (x5, x5 )e?" +Go(x,, %y )€ + K cos(Qr +¢,), (3.43b)
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com
G3(xm’x20):M+Kw’ (3.43c)
P b
G, (g ) = 220 T L g (3.43d)
P~ P
G(X10, %s) = X, H(B+p)xs, +K;, (3.43¢)
4 )
G0, %) = Yo+ (B2 ) +Kis (3.436)
D= D
K‘s3 N oAn
s =arcig | — , 3.43
b g( Ka:'Q) (3.43g)
K
= aretg | —e—die | 3.43h
s g [ KHQ] (3.43h)

¢) B=2: p,= p,sio reais.
x (1) =G, (x,)e"" +Gy(x,,, x5 1e7 + K, cos(Qf +¢,), (3.44a)

x, (1) = Koy, (1) + Gy (x) €7 + G (x5, ¥y €7 + Ky cos(Qi +dg);  (3.44b)

onde
G?(xm) =x,+ K, , (3.44c)
Gy(x,0, %50 ) = DXy = Xag + Koy (3.444)
G, (x,) = %y, + Kos | (3.44¢)
Goo(xp,%00) = Xp0 +(B+ P, )2y + Koy, (3.44%)

K-m
=arct = 3.44
(b'.' g(KEOQJ 3 (J g)
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b, = arctg(éjzz) . (3.44h)

As constantes K, sdo dadas no Apéndice A como fun¢do dos pardmetros.

Conhecendo a solugdo x(f) = (x,(¢),x,(r)) para cada um dos casos, e lembrando
que ¢ = x,, selecionamos a transi¢do através do plano x, =7 ou x, = —x para defimir o
instante k.

Quando x,(¢) alcanca o valor x, =m ou x, = -7, a caracteristica da dente de
serra A(¢) tem uma descontinuidade, levando a saida, 7X(x;), a -® ou + =«
respectivamente. Isto € equivalente a "realocar” a variavel x, ao valor inicial x., = -7
ou x,,= + 7 respectivamente. Este valor inicial sera usado com o valor alcangado por x,
(t) no tempo de transigdo, como a condigdo inicial para o seguinte periodo até a proxima
transigdo.

Um pseudocodigo para o algoritmo de determinagdo dos pontos da
transformacio € o seguinte:

Comeco
x(0) = x;,
X%, (0) = x5
x,(¢) e x,(t) sdo dados pelas expressées (3.42), (3.43) ou (3.44)
k=0

Etiqueta 1 tt(k+1) = 0
Etiqueta 2 T = min { t/ xz(t)| =T }
x,(T)=-n entdo

%0 = %,(1)

Xy =T

kD)=t k+)+ T
va a Etiqueta 2

em oulro caso
X =% (1)
Xy, =T
x,(k+1)=x(7)
k)=t k- 1)+ T
guarde x (k+1), #( k+1)
k=Fk+l

va a Efiqueta 1
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Nesta forma, € possivel obter uma transformagdo discreta para o sistema de
controle PLL com perturbagio periddica, se baseando nas solugdes analiticas nas regides
lineares. Esta transformacdo ndo precisa do calculo da solugio em incrementos
infinitesimais de tempo, mas somente requer da solugdio da equagio
T = min{t/|x,(t)] =7}, isto &, encontrar o minimo dos zeros da equagdo |x,(¢}|= =.
com x.(¢) conhecido.

Esta abordagem sera til para reduzir o tempo computacional na determinagio
das regides estaveis, periddicas e subharménicas, no espago dos parametros.

3.5 Conclusdes

Através dos exemplos para os quais obteve-se a transformacio de Poincaré,
descreveu-se uma metodologia bastante geral que pode ser utilizada para obter modelos
discretos a partir de sistemas lineares por partes, usando a solugdo exata do sistema nas
regides lineares, método computacionalmente eficiente em termos do numero de
iteragdes necessarias para determinar cada ponto da orbita. Com estes modelos discretos
pode-se verificar a existéncia e estabilidade de pontos de periodo p, com p arbitrario,
para determinar as regides estavets ¢ subharmonicas no espago dos parimetros.



Modelo discreto e andlise de estabilidade para um
motor C.C. controlado por PLL

4.1 Introducio

O sistema PLL-dual, proposto por Prasad et al (1985) permite melhorar a
resposta transitoria do controle PLL (Phase-Locked Loop) para motores C.C.. O
sistema tem dois modos de operacdo: PLL (para alta exatiddo na vizinhanga do ponto de
operagdo) ¢ P ou PI, controladores continuos convencionais, para erros de velocidade
grandes.

No modo PLL, o sistema € ndo linear, e tem sido observado comportamento
cadtico tanto numa implementacio (Campos, 1991) quanto numa simulagio (Mabhla,
1991; Mahla ¢ Badan Palhares, 1992b). Este tipo de comportamento, definido no
capitulo 2 como sensibilidade as condigdes iniciais, resulta num comportamento pseudo-
aleatorio das varidveis, e portanto € um fendmeno indesejavel no sistema de controle.

Endo e Chua (1988) utilizaram o método de Melnikov para obter tais regides.
Seguindo a mesma metodologia, em (Mahla, 1991) e (Mahla e Badan Palhares, 1992a),
utilizaram-se um modelo continue e o método de Melnikov, para explicar ©
comportamento caodtico e determinar a regido cadtica no controle PLL de motores C.C..
Nestes trabalhos, a origem do comportamento caotico foi explicada como uma
perturbagdo periddica senoidal interagindo com um sistema continuo ndo linear de
segunda ordem.

Mas a perturbagio periddica nio € a Gnica fonte de comportamento pseudo-
aleatorio. A simulagfio direta baseada nos blocos do sistema (Mahla, 1991; Mahia e
Badan Palhares, 1992b), e ndo no modelo de fase, mostra comportamento aperiddico
mesmo sem a perturbacio. O comportamento cadtico pode acontecer num sistema
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continuo com uma perturbacio periodica porque € equivalente a um sistema autonomo
continuo de terceira ordem. Mas sem a perturbagiio, o comportamento caotico ndo é
possivel porque um sistema continuo de segunda ordem ndo pode exibir este tipo de
comportamento -ver, por exemplo, Thompson e Stewart (1986)-. Logo, o modelo de
fase continuo nfo é apropriado para explicar o caos num PLL de segunda ordem sem
perturbagdes. Este modelo € baseado no valor médio das variaveis, onde o erro de fase
¢ modelado como uma vanave! continua. Mas o sinal de erro de fase ¢ realmente uma
seqiiéncia de pulsos e pode dar origem, ou contribuir, junto com outras perturbagdes, ao
comportamento cadtico.

Poderiamos considerar a influéncia dos pulsos no sinal de erro em duas formas:
Primeira, expandindo os pulsos em série de Fourier e analisar a influéncia do termo a
freqiiéncia fundamental (vista como uma perturbagio periodica); segunda, modelando o
PLL como um sistema discreto. O primeiro método € aproximado; o segundo € mais
exato.

Neste capitulo, obtém-se um modelo discreto para o controlador PLL de segunda
ordem de motores C.C.. Este modelo sera utilizado para determinar a regido estavel e as
regides subharménicas estaveis no espago dos pardmetros do sistema, em forma muito
similar a realizada com o sistema de controle PWM, para o qual determinou-se a regifio
estavel e algumas das subharmonicas (Badan Palthares, 1980; Badan Palhares, Bottura e
do Val, 1982) e provou-se comportamento cadtico (Aratjo, 1988; Badan Pathares e
Arayjo; 1990).

4.2 Descri¢do do Sistema PLL-dual

Considerando que o comportamento subharménico e cadtico tem origem no
modo de operagdo PLL, este modo € descrito e modelado. O sistema PLL é mostrado
na Fig. 1. Os elementos principais sdo descritos a seguir.

Codificador 6tico (encoder)

Os elementos principais do codificador otico sdo um disco ranhurado na borda ¢
fixado no eixo do motor, uma fonte luminosa e um detetor 6tico. A saida do
codificador, y,(#), € uma seqiéncia de pulsos cuja freqiéncia € proporcional a

velocidade angular do motor.
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Detetor [ye ()| Ganho
el de ' Motor
Fase Proporcional
Y¢ (t)

Fig. 4.1. O sistema PLL de segunda ordem para controle de motores C.C.

Detetor de fase

O detetor de fase mais adequado para controle de motores C.C. ¢ o tipo
frequéncia-fase (Geiger, 1981). A saida do detetor ¢ dada na Tabela 4.1, onde o, ea

frequéncia do sinal de realimentagdo y,(7) e ®,, ¢ afrequéncia da referéncia v, (7).

Condicao Saida do detetor de fregiiéncia-
fase
(‘of < O‘)refr' 1
O > O, 0
®, = o, Sada pulsada periddica com ciclo
) ' de trabalho proporcional a diferenca
de fase entre v, (1) e ¥, (/).

Tabela 4.1. Saida do detetor de fregiiéncia-fase
para diferentes condiges de © , € @, .

A Fig. 4.2 mostra a saida do detetor de fase paraa condigio 0 , = .



4 Modelo discreto e andlise de estabilidade para um motor C.C, controlado por PLL 4

T t
l
L ]l |
Yref |
| |
a
| ! .
| D { t
3 L |
i Lo
Ye | ] !
! : i—
>
Fig. 4.2, Saida do detetor de freqiiéncia-fase para © , = @, .

Ganho proporcional e motor
A fungdo de transferéncia destes dois blocos e dada por

K

s+l

G(s) = (4.1)

onde K ¢ o ganho do motor multiplicado pelo ganho do controlador, 1 € a constante de
tempo do motor e onde assume-se uma indutancia desprezivel no motor.

4.3 Modelo do Sistema PLL

Considerando que y,, € um sinal de fregiiéncia fixa v, , podemos assumir a
borda de subida de y,, como o evento de referéncia para o seguinte periodo T, onde T
¢ fixo e dado por T=2m/w, . Os eventos no intervalo [47, (k+1)7) serdo
associados ao inteiro 4. Assim, por exemplo, © (k) serd a velocidade de saida angular

no instante k1" e #,,(k) serd o ciclo de trabalho do sinal de erro y,(#), comecando no
instante k7" e acabando no instante A7 +7_ .
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Velocidade angular de saida o (1) .

Seja ¢t =T o tempo inicial. Obtemos a velocidade de saida w,(r) no intervalo
kT <t <{k+1)T, como a resposta do bloco linear, representado por G(s), ao sinal de
entrada y.(1). Definindo [=t-kT, a entrada ¢ dada por
y()= A[u(f)—u(f—tm(k))} , onde () é um degrau unitario. Entdo, por
transformada de Laplace, com (4.1), obtemos

0,(F) = { K4 +[o,(k) - Kd]e™" Ju(P) —KA[1 —e‘{f“w("')]"}u(? —1 (), (42)

como ¢ ilustrado na Fig. 4.3.

@ (F)
|

KA+

0o (0)=0,(4) ¢

0ok t1) =0, (7)

—{_ Ak | [

Fig. 4.3, Forma do sinal de saida.

Podemos ver na Fig. 43 que ¢ necessario obter ¢,(k) antes de avaliar
o,(k+)=0,(f=T). t, (k) é obtido de d(%), a distancia entre o feixe de luz ¢ a
primeira borda da préoxima ranhura que passara através do feixe, no instante ¢ =47,
como € mostrado na Fig. 4.4. Na mesma figura, definimos D como a distancia entre
duas ranhuras consecutivas, dada por D=2nR/ N, onde R é o radio do discoe N é a
densidade do codificador (¥ = numero total de ranhuras).

Se assumirmos que 7, {k)<T, isto é que ©,(¢) ndo diminul abruptamente,
entdo para 0<7 <t (k) temos que



4 Modelo discreto e andlise de estabilidade para um motor C.C. controlado por PLL 6

d(k) = RJ:“@G(f)df , (4.3)

onde o instante inicial /=0 ¢ marcado pela borda ascendente de y_(¢), a qual define o
evento 4, e onde a condigdo inicial para ©, é o O(f =0)=0,(k).

Substituindo (4.2) em (4.3), e desenvolvendo, obtemos

d(k) = RKA? (k) + W[ (k) — KA 1-e =77} (4.4)

O
/TN
drk)

posicao do feixe 4\)’/\

de luz, relativa ao .

D

disco, no instante
t=kT \)

detetor de Iuz

.
,
.
,
,
.
.
;
.
//),
,

posicao do feixe de
luz, relativa ao disco,
no instante t=(k+1)T

Fig. 4.4. Distancias entre as ranhuras e as posigoes de referéncia.
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Entdo, a eq. (4.4) da 1, (k), em forma implicita, como uma fungdo de d(k),
(k). De(4.2) obtemos o, (k+1} :wo(f: Ty. Com f=7Tem(42), u(t =T)=1;
como assumimos ¢, (k) <7, entio u(f = T—1,(k))=1. Desenvolvendo,

0, (k+1)=e""0,(k)- KA(1-e=“")]. (4.5)

D=2nR/N ¢dado por

il

Tot k1) N =R T N dF 4R Tty (k1) N df 456
D RL ©,(F)df = meg(z) 7+ L 0, (f)dt, (4.6a)

un(‘:}
onde
Tt (k+1) ~ ~
d(k+1)=R L NOY (4.6b)
De (4.6) obtemos

d(k+1)=D—-Rf(k)cog(f)a?. (4.7)

Calculando esta expresséo,

d(k+1)=D- R{z[oao(k} — KAJe = —e 7]+ K4 '{[1 - ef’vn“”“””]} . (48)

Substituindo & por £+ 1 em (4.4), incluindo a expressdo resultante para d(k+1) em
(4.7), calculando a expressio do lado direito de (4.7) e desenvolvendo, obtemos a
equagio

27/ N = KAt , (k +1)+ T -Kde T a0 (k) + Kde 7" + Ka |e ="
+1fw, (k) - Kd]e =®,
(4.9)

proporcionando, em forma implicita, a relagdo entre 7 (k+1), 7,(k) e ©,(k), onde
t,,(k+1) ¢ o minimo valor tal que {4.9) ¢ satisfeita.

As egs. (4.5) e (4.9) sdo suficientes para descrever o comportamento do sistema,
resultando num sistema bi-dimensional do tipo
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a,(k+1)=flo,(k),¢,.(k)) (4.10a)
g(t, (k+1),0,(k),t,(k))=cte, (4.10b)

onde @ ,(k +1) é dado explicitamente em (10a) e 7, (k+1) é dado em forma implicita
em (4.10b).

O modelo acima € valido assumindo #,,(k) <7 . Se esta condi¢do ndo for valida,
o modelo discreto muda e uma forte ndo linearidade ¢ acrescentada, caso que
analisaremos mais adiante. Inicialmente, analisaremos o caso submetido a esta restrigio,
que por ser mais simples permite obter uma condigfio algébrica para estabilidade local do
ponto fixo.

4.4 Analise de estabilidade local

A seguir, aborda-se a existéncia de um ponto fixo no sistema descrito por uma
recorréncia discreta, e as condi¢Bes para que este ponto, que € de periodo um, seja
estavel.

4.4.1 Condig¢des de existéncia de pontos fixos

De (4.5) e (4.9), as equagdes que descrevem o sistema sdo

@,k +1) =" a,(k) - KA(1-e=®")], (4.11a)

21/ N = KAt (k +1)+ 1|~ Kde =0TV T (k) + Kde 7/ + KA Je™=40"
+ [0, (k) - KAJe =@,
(4.11b)

onde ©, é a velocidade angular de saida do motor no inicio do k-ésimo pulso do sinal de
erro e 7, (k) ¢ o ciclo de trabalho do k-ésimo pulso do sinal de erro; ¢z, (k+1) éo
minimo valor tal que (4.11b) ¢ satisfeita, ¢ onde assume-se que ¢, (k) <7.

Os pardmetros considerados em (4.11) sdo os seguintes:
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. perfodo do sinal pulsado de referéncia y,,-(£),

. constante de tempo do motor,

. ganho proporcional,

: amplitude dos pulsos do sinal de erro y, (1),

- densidade do encoder otico (ou niimero total de ranhuras).

= A N

Num ponto fixo, denotado por (o;,7, ), sdo satisfeitas as igualdades
o (k+1) = o (k) e £ (k+1) = 1] (k). De (4.11) obtemos como condigdes para
a existéncia de um ponto fixo, as seguintes equacdes:

o xe‘”‘[m;—KA(1~e‘5~” } (4.12a)

2n/N=KAzt, + T[—K/Ie [l —e o)+ Kde 7 + K.A}e‘f;nft
(4.12b)
oo - KAJe S
De (4.12a) obtém-se
R Kde™ ™" -
ST (4.13)
onde definindo
-Tit

K = (1£Af7“5 w1

—e

temos que, comK, 4, 7,7 >0entdo K, >0 ¢
(D; :Kz(ef;nf'i__l) ' (415)

De (4.15) obtém-se
L, =t 1+-=1; 4.16
= @16

1
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substituindo (4.16) em (4.12b) e desenvolvendo, para ©, deduz-se a expressdo

- -7t » P ’ ;
Kaln|1+ 80 | Ko Fo.(-e ) pgp-re 2T (4.17)

K1 1+m; Nt

,
Definindo
.

=14 s 4.18
7 (4.18)

substituindo (4.18) em (4.17), definindo K. =(1-¢7") , entdo KX, >0.
Desenvolvendo,

lnx" - |:e*r"T _KK, } ——1; ze T4 2r KL . (4.19)
K4 |x KANT KA
Como
LSS e, (4.20)
K4
de (4.19) obtém-se
Inx"=—2% (4.212)
KAN T
ou
X" = VRN (4.21b)

De (4.21b) observamos que, como K, 4, N, 1t >0, entdo x" >1; com
KANt— =, x" —>1,eemgeral x" =1 . (4.21b) € coerente com a interpretagdo fisica
da eq. (4.18), segundo a qual a velocidade angular ©,deve ser positiva. Como
2n/KAN 1 > 0, podemos concluir entdo que o sistema sempre possui um Unico ponto
fixo, definido pela eq. (4.21) e dado por

[m’g}[m(x - i)} .22)
t, tinx
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como pode-se deduzir de (4.16) e (4.18), solucdo que pode-se escrever alternativamente
como

= 2 . (4.23)
KAN

InEANT
{m;} K (e 1

4 4.2 Estabilidade do ponto fixo

As equagdes (4.11a) e (4.11b) correspondem a um sistema bidimensional do tipo
(4.10). Expandindo f(-) e g{) em série de Taylor, e retendo somente os termos
lineares, obtemos as equagdes variacionais

of of

8o, (k+1) = 2. (k k 424

04k = s, () +2 T b1, 8), (424
g g og

e 5t (K + 1) 282 (K dw,(k)=0 4.24b

aton{k"i'l) ton( + )+6“ton(k) ton( )+aa)0(k) CJG( ) b ( )

onde do,(k+D=0,(k+)-0;,do,()=0(k)-0,, &, (k+D)=i (k+1)-1, ,
&, (ky=t (k)-t, , e onde todas as derivadas parciais sdo avaliadas no ponto fixo.
Reescrevendo na forma matricial,

af of
o (k) (k)
S0, (k+1) . 50, (k)
8¢, (k+1) 1 __% 5, (k)|
am{)(k) 6rcm(k)
og og
RO VRS I
" (4.25)
ou
S(k+1) = H6(k), (4.26)

onde
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8() = (dw,(),02,,()). (4.27)
Avaliando os elementos de A no ponto fixo (@},#) ), obtemos, usando (4.15) e
(4.18),
hy = 7 =e" (4.28a)
QTS
hl‘.‘ = afk = _@ie“?'tx* : (428b)
Cton( )(ma’[;") T
og
co,(k) -K
h, = ——lo e = 428c
! cg K, (x"-1) (4.28¢)
ot (k+1) @300)
24 & x" -1
hy, = —Cen(K) -k (4.28d)
- cg (x" -1
ot (k+1) @210

onde K,=1(l-¢7™), K, =Ke"" e K, =K (-2+e7").

Sejam A, e A, os autovalores de A, e assumindo A,# A, , entdo existem duas
possibilidades para os autovalores: ambos sdo reais ou A, € A, sdo complexos
conjugados. Na primeira hipotese, € possivel (Hirsch e Smale, 1974, Thompson e
Stewart, 1986) encontrar uma transformagio de similaridade de coordenadas inversivel,
tal que a recorréncia pode-se escrever na forma desacoplada ou diagonal

u(k+1) = A u(k)
v(k+1) = hyv(k);

It

portanto, o sistema € assintoticamente estavel na vizinhancga do ponto fixo se tkui <l,e

¢ instavel na vizinhanga do ponto fixo se A, ou A, ¢ maior do que um em valor
absoluto.
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Se os autovalores A, e A. sdo complexos conjugados, isto ¢, da forma

A’E,Z =at IB s
é possivel encontrar (Hirsch e Smale, 1974; Thompson e Stewart, 1986) uma
transformagio de coordenadas invertivel tal que a eq. (4.26) pode ser reescrita como

au(k) - Bv(k)
Bu(k) + av(k),;

i

u(k+1)

It

v(k +1)
expressando os autovalores A, e A. na forma exponencial
A, = +iff = pe”

A, =qa-if=pe”,

pode-se provar (Thompson e Stewart, 1986) que o ponto fixo ¢ estavel se p <1 e que €
instavel se p>1. Para p=1 a instabilidade ¢é incipiente, ¢ o ponto fixo € ndo
hiperbolico (v. definigio 1.40).

O critério de estabilidade para mapeamentos bidimensionais, pode-se resumir,
entio, a considerar a posigio dos autovalores no plano complexo. O sistema e
assintoticamente estavel na vizinhanga do ponto fixo se ambos autovalores estdo
dentro do circulo unitario.

Pode-se definir (Thompson e Stewart, 1986) trés formas nas quais o sistema
atravessa a fronteira de estabilidade:

» Divergéncia ou Fold ciclica: Os dois autovalores s3o reais e o circulo unitario €
atravessado por um dos autovalores no ponto {1,0) do plano complexo, enquanto o
outro autovalor é menor do que 1 em valor absoluto.

« "Flip": Os dois autovalores sdo reais e o circulo unitario € atravessado por um
dos autovalores no ponto (~1,0) do plano complexo, enquanto que o outro autovalor
€ menor do que um em valor absoluto.

» Instabilidade de Neimark: Os dois autovalores sio complexos conjugados e
atravessam o circulo unitario com um angulo ¢ € {d)/ ¢ =0, n}.

A Fig. 4.5 ilustra estes trés casos.

Estes trés tipos de transicdo para o comportamento instdvel podem ser
caracterizados no plano dos invariantes (7 .§) da matriz H, onde J € o trago de He S é o
determinante de / (Thompson e Stewart, 1986) .
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(a) (b) {c)

Fig. 4.5. Formas de perda de estabilidade de um ciclo numa recorréncia bidimensional.
(a) Divergéncia ou Fold ciclica. (b) "Flip". (c) Neimark.

Os autovalores de # sio dados pela equagdo caracteristica

A= (h, =+ (e - b )=0, (4.29)
onde
:' = hil +h::
e
- = h‘ilhzz _h"s:h:; ‘

Expressando os autovalores em termos destes invariantes,

(4.30)

donde podemos obter as fronteiras para cada tipo de comportamento.

Divergéncia: A, e A, sfo reais; um deles ¢ iguala 1. De (4.30),

I
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donde desenvolvendo obtemos
J-0=1. (4.31)

"Flip”: A, e A, s#o reais; um deles ¢ iguala-1. De (4.30),

l[?t«/&”—@}:«»l,

2

donde
F+8=-.1. (4.32)

Neimark: A, e A, sdo complexos conjugados. Obtemos

2
3

p=1=[Re(h, )] +[Im(2,.)]

de (4.30),

donde a fronteira € dada por
B=1 (4.33)

As eqs. (4.31), (4.32) e (4.33) definem as fronteiras da regio estavel, como €
ilustrado na Fig. 4.6, onde o tridngulo hachurado corresponde 4 regido de estabilidade, e
a parabola constitui a fronteira entre os autovalores complexos e os autovalores reais.

De (4.28) obtemos os invariantes de &

-Tit -2T!% - _
Topy +h, =08 ¢ 1 )x 1 (4.34a)
x —

S=hh,—hh, =" (4.34b)
Da Fig. 4.6, a regido estavel ¢ definida por

J-B<1 {4.35a)
J+8>-1 (4.35b)
H<1. (4.35¢)
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Traco

- qutovalores

fﬂmiaim da ’ .‘ '_-. l_ '_ . -. ‘. . complaxos .
divergéncia o
. fronteira -
- Neimark
| * R PO B
-3 -2 A4 20 E L Determinante
fronteira de B autovalores
"flip” .-, complexos
-2
...3 v

Fig. 4.6. Regido estavel e fronteiras de divergéncia. "flip” ¢ Neimark. A parabola
define a fronteira entre autovalores complexos ¢ autovalores reais
(Thompson e Stewart, 1986).

Avaliando (4.35) em termos da eq. (4.34), obtemos as condi¢des de estabilidade

,Tw  -iTie . )
(3 e J)x -l e« (4.36a)

Tl (4.36b)
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e’ <. (4.36¢)

A desigualdade (4.36¢c) sempre ¢ satisfeita.  Examinamos a seguir as
desigualdades (4.36a) e (4.36b). Assumimos x' =1, isto €, ©,=0. Multiplicando
(4.36a) e (4.36b) por (x"—-1), como x">1, a desigualdade ¢ mantida.
Desenvolvendo, obtemos

x < T g (4.37a)
. 1+2e"" .
4 -Tit +€T T (437b)

A intersegdo das regides definidas por (4.37) constituem a regido estavel no
plano (x*, 7/1) onde x™ = &”™*¥* Como a desigualdade (4.36c) sempre ¢ satisfeita,
ndo existe instabilidade de Neimark. A transi¢iio para a instabilidade pode ser do tipo
divergéncia quando a fronteira € atravessada na borda da regido (4.37a), ou do tipo
"flip”, quando a fronteira é atravessada na borda da regido (4.37b).

A Fig. 4.7a mostra a regido definida pelas desigualdades (4.37a) e (4.37b). A
curva 1 corresponde & fronteira de (4.37b), enquanto que a curva 2 ¢ a fronteira de
(4.37a). A Fig. 4.7b ¢ uma amplificacdo de 4.7a, onde ainda € incluida uma terceira
restrigdo  inerente ao  sistema modelado, como vimos, @, 20 (=>x 21De
assumimos x =1, isto €, x">1. A reta x” =1 interseta a fronteira de estabilidade
exatamente no ponto de intersecio das curvas

. 1+2e™"
X =

O ponto de intersegfio ¢ 7/t =0.9624236, x™=1. A Fig. 4.7b mostra a regido

de comportamento possivel e estavel. Concluimos finalmente que a transicio para a
instabilidade deve ser do tipo divergéncia.



1,4

(L€ ¥) sopeppendisop sejad epIuop opepljiqeiso op ogidyy vL ¢ §1y

Lo

<_ozmwmu>5
30 YHIZLINOYS

B SN IR B | _

._4m>ﬂhmw

ovioay

moqo_n__mq._.mm 30 OVI934



/1

Sk

aeIsa o parssod owawenoduos op opiSoy q7p 3ig

2l 60 9'0

g0 0

|

0 \

VIONZOH3AI0
30 VHIZLNOYAY

_ _ | “ |

T3AISS0d OLNIWVIHOINOD 30 VHIZLNOMS

H

T3AYLS3 \

ov193¥

3avarigvis3 30 ovIo3d




4 Modelo discreto e andlise de estabilidade para um motor C.C. controlado por PLL 20

4.5, Conclusdes

Podemos concluir que o sistema possui um tnico ponto fixo, o qual ¢ estavel na
regiio definida por

- I.
I<x <m . (438)

onde x" =e ™ T Observamos que a restrigio x">1 sempre é satisfeita porque

2n/KANt >0. Se T/t > 09624236, o ponto fixo € sempre instdvel. Logo, o
pardmetro 7 deve ser o menor possivel para permitir uma maior faixa de variagdo para
os outros pardmetros. Uma forma de melhorar o desempenho, na implementagdo, €
aumentar N (numero de ranhuras do encoder otico). Como o custo do encoder €
diretamente proporcional a N, uma forma barata de implementagio ¢  multiplicar o
nimero de pulsos da saida, mantendo o sincronismo. Existem na literatura varias formas
de implementag¢io, sendo a mais comum o multiplicador de freqiiéncia baseado em PLL.



Modelo discreto global: Regides estaveis
e subharménicas no espago de pardmetros

5.1 Introducdo

O modelo discreto desenvolvido no capitulo 4 para o PLL com detetor de
freqiiéncia-fase (Badan Palhares ¢ Mahla, 1993) é, até onde sabemos, o primeiro modelo
discreto desenvolvido para um PLL, e também o primeiro a levar em consideragdo o fato
de que o sinal de erro ¢ uma seqiiéncia de pulsos. As equagdes (4.11) sdo o
suficientemente simples como para permitir determinar o ponto fixo de periodo um ¢ a
sua regifio de estabilidade, e delas obtém-se um critério para o projeto do sistema.

Contudo, o modelo tem uma restrigio importante: assumiu-se que 7, <7. Esta
restri¢do € satisfeita em regime, na condigio © , =@, , com 7, <7, ou, como infere-se
da eq. (4.23), se 2x/KAN <7 . Portanto, a validade da analise de estabilidade €
somente local. Um modelo global, obtido apartir da eq. (4.23) mas sem a restrigdo
t.. < T, e que considera as outras duas condi¢3es possiveis para ®  , i5t0 €, 0 , <O,
e o, >0, ,foidesenvolvido por (Mira, Carcasses, Badan Palhares e Mahla, 1993).

Este modelo global é um hibrido entre as expressdes algébricas e a especificacdo do
comportamento do PLL nas condi¢des envolvidas nas restrigdes do modelo local.

A partir deste modelo discreto estendido, e utilizando programas anteriormente
desenvolvidos pelo grupo do Prof. Mira (IN.S.A., Toulouse, Franga), obtiveram-se as
regides estaveis do ponto fixo e das subharmoénicas, no espaco de parimetros do sistema.
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5.1 Modelo adimensional

No modelo (4.11), definimos as variaveis adimensionais
t
r=-£ (5.1)

onde r € o ciclo de trabalho adimensional, e
w= Nto, , (5.2)
onde w é a velocidade angular adimensional: e os parametros adimensionais

a=e™" (5.3)

B=KANT. (5.4)

Entio, substituindo as expressdes (5.1) - (5.4) em (4.11), obtemos o modelo
adimensional:

wk+D=aw(k)+ape™ —af (5.5a)

2n=Rrk +D+(—aBe™ —aw(k)+aB+p)e ™ +(w(k)-Be”™ . (5.5b)

No sistema fisicamente realizavel, existem restri¢des para os pardmetros o e 3, a

partir das restri¢des em X, 4, N, 1, T'. Considerando que todos estes parametros sao
positivos e finitos, obtemos as seguintes restrigdes para o e f:

0<a<l e 0<B<B,. . (5.6)

onde B, € algum valor positivo finito determinado pelos valores méximos de K, 4, ¥,
1.

Além das restri¢des fisicas (5.6), existem no modelo (5.5) as restrigdes para a
variavel 7(k), que provém das restrices do modelo (4.11),

t ()<T, (5.7)

e para a variavel w(k), que provém da velocidade maxima
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o,< KA. (5.8)

Das definigdes (5.1) - (5.4), substituindo em (5.7) e (5.8), obtemos para r(k) e
w(k) as restrigdes

w(k)<p (5.9)

rk) < In (I/a), (5.10)

onde o préprio sistema (ou simulagdo) restringe o valor de w(k) na forma indicada
por (5.9) e o valor de r(k) deve ser controlado durante a simulagdo para que nio
exceda o limite dado por (5.10), além do qual o modelo ndo ¢ valido.

Da relagio ®,, =27/ NT obtemos uma velocidade adimensional de
referéncia, dada por

W, =21t/ T, (5.11

equivalente a
2

W = s
7 n(1/a)

(5.12)

e como w(k) <P, wtambém esta restrita ao valor méximo B, donde de (5.12) obtemos
a restrigdo que relaciona os pardmetros o e §3,

2r
in(l/a)SB' (5.13)

A restricio (5.10), equivalente a (5.7), pode ser evitada definindo
¢ (k+1)=T sempre que na rotina de solugio da eq. (4.11b) deteta-se que a solugio
para Z,, € superior a T, o qual pode-se verificar antes de calcular a solugdo, artificio que
permite a0 mesmo tempo considerar o retraso inicial na resposta do detetor de fase.

De forma analoga, o comportamento real do PLL para o,>0, +8 ou
®, <®,, -8 pode ser simulado fazendo #,,(k+1)=0ou ¢,(k+1)=T respectivamen-
te.

O diagrama da Fig. 5.1 mostra a forma em que as restn¢des (5.7} e 0, =, sd0
evitadas. No diagrama, A =N18, f() denota a eq. (5.5a) e G(*) denota a eq. (5.5b).
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[COMEGO |

-t - x -
"guarde"” W{k*1)
"quarde " r{k+t)

\

W(k*1)= ${W(Kk)}, r(k))

rik+4)=0
Wik+1)=W +4—
ref
k=k+4
F |
A

r(k+1)= In(-L)
W{k+4)= ref"l.\.

k= k+1

r{k+4)=0

4

#‘ - k=k+1

G{ )=C{r{k+1),r(k},W(k))

HG( - )I\(S

r(k+)= r{k+*1)+6r ()

r(k+1)= £n (1)
x
"quarde” r{k+4)

. |

S r () intervalo dado pela rotina de busca de solucdo (zero); inclul método de Newton.

Fig. 5.1. Modelo discreto global para o sistema PLL de controle de motores C.C.
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5.2 Descrigdo dos programas e resultados

O modelo global, descrito atraveés da Fig. 5.1, foi introduzido pelos Profs. Mira e
Carcassés nos programas para analise de sistemas dindmicos anteriormente criados pelo
seu grupo no LN.S.A.., os quais permitem caracterizar o comportamento do sistema no
espaco de estado e no espago de pardmetros, obtendo-se assim um comjunto de trés
programas, com cujos resultados prepara-se uma publicagio conjunta e dos quais
incluimos uma amostra representativa.

5.2.1 Descri¢do dos programas
+ Programa de caracterizagiio qualitativa no espaco de parimetros

O programa grafa o plano (a,B) para um valor escolhido do parimetro A. O pla-
no (ct,B) ¢ subdividido em pequenos elementos retangulares, ¢ para cada valor de (a,B)
é testada a condigio x” = T*x, e a estabilidade do ponto de periodo £, onde T ¢ a trans-
formagio definida pela recorréncia e & = n, n+1, ... m (n.m & N, n < m). Para ca-
da valor de & é atribuida uma cor diferente, se o ponto fixo for estavel. Subharmdnicas
de ordem maior, comportamento quase-periddico e cadtico sdo representados pela cor
preta. Neste programa, 0 comportamento quase-periddico ndo ¢ considerado separada-
mente do comportamento cadtico porque a transformagdo discreta foi obtida a partir de
uma transformacdo de Poincaré simples. Transformagdes de Poincaré de ordem maior,
com amostragem simultinea de duas ou mais frequéncias base, podem ser obtidas em
sistemas que tém preturbagdes com duas ou mais frequéncias base.

» Programa para visualizar dominios de atracio

O programa grafa o dominio de atragdo dos pontos de equilibrio, subdividindo o
espago de estado em pequenos elementos retangulares, e simulando a recorréncia com
diferentes condicBes iniciais, a partir das quais a solugio converge para um dos pontos
de equilibrio. As condigdes iniciais que convergem a um ponto com o mesmo periodo,
¢ atribuida a mesma cor (os pontos da 6rbita convergindo ao ponto fixo sdo excluidos).
s Programa para visualizaciio de drbitas no espaco de estado

O programa simula a recorréncia a partir de um conjunto de condi¢des iniciais

diferentes, imprimindo os pontos da 6rbita. Isto permite visualizar a forma das orbitas no
plano de fase.

5.2.2 Resultados

As Figs. 5.2 - 5.7 mostram o plano (o,3) para diferentes valores do pardmetro A.
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Cada um dos graficos anteriores representa um plano que corta o espago de
parimetros tridimensional. A cor verde indica a regiio de comportamento periddico
estavel de periodo um, isto €, a regido de comportamento adequado. As outras cores
indicam comportamentos estaveis para subharménicas de periodo maior, € constituem
regides que devem ser evitadas no projeto do sistema.

A cor preta indica que niio houve convergéncia 4 vizinhan¢a de um ponto fixo
dentro do nimero de iteracdes estimado inicialmente como suficiente para alcangar o
regime e inclui subharmdnicas de ordem maior o igual a 12, comportamento quase-
periddico, caos e convergéncia muito lenta a um atrator.

A Fig. 5.8 é uma amplificagdo de uma pequena quadricula ao interior da regido
“fractal" observada na Fig. 5.3, constituida por uma miriade de pequenas "llhas" que
amplificadas mostram a estrutura da Fig. 5.3. Este tipo de comportamento corresponde
ao tipo de bifurcagio descoberta por Mira (v. Mira, 1987) chamada de bifurcagdo
"caixas em fila", e caracterizada por uma seqiéncia de bifurca¢des entre oscilagdes de
periodo 1, 2, 3, ... até o infinito.

Logo, a regifio triangular inferior de cor preta na Fig. 5.8 ndo corresponde a com-
portamento cadtico propriamente tal, mas a subharménicas de ordem maior o igual a 12.
As faixas de cor preta entre as diferentes cores correspondem a regides de conver-géncia
lenta, encontradas nos pontos de bifurcagdo. A Fig. 5.9 mostra um conjunto de orbitas,
obtidas a partir da simulagio no plano de fase, num ponto do espago de pardmetros,
localizado na regido triangular inferior preta na Fig. 5.8. Observou-se que a convergéncia
¢ muito lenta, de acordo com os comportamentos possiveis segundo a Fig. 5.8

Outra observagio realizada durante as simulagbes, e verificada através da
visualizacio dos dominios de atracfio, bem como utilizando diferentes conjuntos de
condicdes iniciais ao grafar as regides do espago de pardmetros, € que as regides das
Figs. 5.2 - 5.7 formam "capas" superpostas, indicando que podem coexistir varios
atratores de periodo diferente para um Unico conjunto de pardmetros.

A regifo de operagdo permitida é ainda menor que as regides estaveis mostradas
nas Figs. 5.2 - 5.7, j4 que existe a restrigdo (5.12), derivada da limitacfo fisica da
velocidade de saida do motor e conseqiientemente da velocidade de referéncia, como
ilustra-se na Fig. 5.10. A regido de operagio possivel encontra-se sobre a curva da Fig.
5.10. Logo, a regidio de comportamento estivel reduz-se a uma faixa de forma
exponencial, cuja largura aumenta se ¢ par@metro A cresce, como pode-se observar nas
Figs. 5.2 ¢ 5.7. Como o pardmetro A ¢ diretamente proporcional a 8, € possivel
aumentar a largura da faixa controlando & no circuito do detector de fase, o que €
coincidente com a experiéncia de laboratério; contudo, nfic pode aumentar excessi-
vamente porque diminui-se o intervalo permitido para ¢ ao se aumentar a regido de
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Fig. 5.10. Curva que define a fronteira do comportamento possivel.

subharmonicas de periodo alto ou de convergéncia excessivamente lenta, o que €
também coerente com a experiéncia existente sobre PLL.

Para um valor dado de B, um aumento de o, onde « varia em forma inversamente
proporcional a T, estabiliza o sistema. Logo, uma diminui¢do do periodo do sinal de
referéncia € desejavel, e portanto a recomendacéo do capitulo 4 no mesmo sentido, ainda
¢ valida. Esta pode ser implementada através de um multiplicador de freqiiéncia,
cuidando de diminuir o ganho X para ndo aumentar o ganho de malha.

O pardmetro B € representativo do ganho, e como é esperado, uma diminuigio de
B para um o dado estabiliza o sistema, 0 que coincide com os resultados obtidos através
da simulag3o analdgica direta do PLL sem perturbagiio (Mahla, 1991; Mahla e Badan
Palhares, 1992).

Um crescimento do ganho leva a subharmdnicas de ordem maior, encontrando-se
comportamentos pseudo-aleatérios como os observados na simulagdo analdgica do
sistema de controle PLL (Mahla, 1991, Mahla e Badan Palhares, 1992) ou num sistema
real (Campos, 1991) onde o grau de complexidade é ainda maior, e dos quais
apresentamos uma amostra nas Figs. 5.11 e 5.12.
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Fig. 5.11. Comportamento pseudo-aleatorio na simulagdo de um sistema de controle
PLL de segunda ordem sem perturbacdo. (De Mahla, 1991).

t [s]

Fig. 5.12. Comportamento pseudo-aleatorio num motor C.C. controlado por PLL
O sistema real ¢ de ordem maior e usualmente esta submetido a perturbagdes.

Pode-se dizer, desde um ponto de vista pratico, que as subharmonicas de grande
periodo encontradas no PLL sem perturbagdo podem ser consideradas como
comportamento cadtico desde um ponto de vista experimental. Além disto, € suficiente
uma perturbagio muito pequena na estrutura do sistema para que mude o periodo da

oscilacdo na regidio fractal.
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5.3 Conclusdes

O modelo discreto estendido, desenvolvido em conjunto com o grupo do Prof.
Mira, tem resultado ser muito mais Gtil, exato e eficiente para fins de caracterizacdo dos
diferentes tipos de comportamento do sistema de controle PLL, do que o modelo de fase
continuo utilizado atualmente na literatura.  As principais vantagens s80 as seguintes:

« Maior exatidie. Existe uma perturbagio intrinseca, os pulsos no sinal de erro, que
nio & considerada no modelo continuo, e sim no modelo discreto.

» Maior generalidade. O modelo de fase continuo ¢ valido somente na condigdo
®, =0, . No modelo discreto estendido, sdo eliminadas as restrigdes ©, =0, €

t, <T . Este modelo discreto, além de possuir maior generalidade no espago de

estado, considera a dinimica do detector de fase, a qual é ignorada em todas as
descricdes existentes na literatura, incluindo os manuais.

« Permite uma descricio mais completa do comportamento. O modelo continuo
permite determinar pontos de equilibrio ¢ o correspondente dominio de atrag3o, bem
como obter as regides de comportamento cadtico quando existe uma perturbagdo
periodica, mas nio € tdo adequado quanto o modelo discreto para analisar o

comportamento periddico, incluindo as subharmdnicas. A determinag¢do da
transformacdo de Poincaré a partir da simulagdo de equagdes continuas envolve um

maior custo em termos de tempo de computagao.

o A simulacio digital baseada no modelo discreto € mais eficiente e exata. Apesar
de que uma das equag¢des do modelo esta na forma implicita (e portanto para obter a
solucio para cada uma das varidveis requere-se a busca de um zero pelo metodo de
Newton), a simulagio ndo requer a integragio das varidveis subdividindo cada
periodo 7 em intervalos infinitesimais. Isto leva a uma economia no tempo de

calculo e evita os erros de integragdo.
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5.4. Conclusdes gerais

Os resultados mais importantes da tese foram o desenvolvimento do modelo
discreto para o sistema de controle PLL com detector de freqiiéncia-fase e a assimilagio
de uma metodologia para a analise de sistemas lineares por partes, incluindo
caracteristicas descontinuas, via Transformagio de Poincaré.

O modelo discreto para o sistema de controle PLL com detector de freqtiéncia-
fase podera ser estendido a outros tipos de PLL utilizados na area de comunicagdes, que
tenham um detector de erro de fase com caracteristica linear por partes, como por
exemplo o "OU exclusivo" ou outras que possam ser projetadas para melhorar o
desempenho do sistema.

Além dos resultados especificos em relagdo a um sistema em particular, como ¢ o
sistema de controle PLL, um segundo objetivo mais geral, expresso no titulo principal
da tese, foi o de selecionar os conceitos principais e as técnicas de maior utilidade para o
estudo qualitativo de sistemas dindmicos ndo lineares. As maiores dificuldades que
encontram-se ao iniciar uma linha de pesquisa nesta area, s@o o desconhecimento de
quais sdo os conceitos mais importantes e quais sio as técnicas mais efetivas para a
solucdo de problemas de engenharia, e por outro lado a barreira lingiistica do
especialista, normalmente formado em outras éreas.

Estas dificuldades sdo superadas depois de algum tempo, tempo que pode ser
menor ao se dispor de uma sintese dos conceitos mais Uteis. Estes conceitos sdo bem
mais simples do que parece numa primeira impresso, e os dois primeiros capitulos tém
por objetivo entregar esses conceitos com a mesma simplicidade, fazendo uma conexdo
entre matematicas, ciéncia e engenharia, que permita o trabalho posterior num &mbito
inter disciplinar, € ao mesmo tempo facilite a introdugiio ac tema para o leitor ndo
especialista.

O terceiro objetivo, foi a assimilacio de uma metodologia para modelamento
discreto de sistemas ndo lineares por partes, baseada nas idéias de Andronov e outros
pesquisadores que tém seguido nessa linha, como € o caso de Mira, e que tem sido
continuada também na UNICAMP, sendo o orientador desta tese um deles. No capitulo
3, além do exemplo do sistema PWM, ji modelado anteriormente por (Burian, Bottura e
Badan Palhares, 1978) e (Badan Palhares e Rosario, 1982), desenvolvem-se dois
modelos discretos originais para sistemas com descontinuidades (modelo de fase do PLL
com perturbac@o periddica e Circuito de Chua com nfo linearidade descontinua). Além
do desenvolvimento dos modelos, existem contribuigdes teoricas originais para a
obtengfo da Transformacgio de Poincaré de sistemas com descontinuidades ou com nio
linearidades periodicas:
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« Em (Mahla e Badan Palhares, 1993a) para obter a Transformacdo de Poincare
utiliza-se um artificio que permite definir, em um ponto da trajetoria no plano de
Poincaré, para que semiespago continua a trajetdria, mesmo se a trajetoria for
tangente ao plano, ou se a sua primeira derivada ndo for continua ou ndo estiver
definida no ponto. Este artificio permite, em qualquer caso mais geral, redefimr a
Transformacdo de Poincaré incluindo os pontos nos quais a trajetora € tangente ao
plano, e mais do que isso, permite obter uma expressio algebrica para a

transformacgio, sem qualquer esforgo computacional associado a decisdo.

o Em (Mahla e Badan Palhares, 1993b), através do mesmo artificio, e redefinindo as
condicdes iniciais, transforma-se a ndo linearidade periddica (uma dente de serra)
numa Unica regiio linear, onde na fronteira da regido redefinem-se as condigdes

iniciais para o seguinte periodo.

O conhecimento destas técnicas abre um sem-nimero de posibilidades para

pesquisa futura, principalmente em sistemas com fortes ndo linearidades

descontinuidades tanto no comportamento das varidveis quanto nas proprias nido

linearidades; por exemplo: sistemas de controle com histérese, regido morta, saturacdo,

sistemas chaveados, etc., com aplicagdes em areas tais como robdtica, redes neurais,

eletrénica de poténcia e outras.
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