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Resumo

Esta tese é dedicada 3 analise de estabilidade de sistemas lineares discretos no tem-
po com controles em malha fechada com saturagbes ou zonas mortas, com atencgdo
especial para sistemas instdveis em malha aberta. Sdo considerados sistemas lineares
com parametros perfeitamente conhecidos e sistemas com pardmetros incertos restritos
a umn politopo compacto. Para sistemas com saturagdes, o objetivo principal é a deter-
minagio de estimativas poliedrais convexas da regifo de estabilidade assintética local
da origem. Para sistemas com zonas mortas, o objetivo principal é a determinacio de
aproximacdes poliedrais convexas externas do minimo conjunto de confinamento final
uniforme contendo a origem, para delimitar e analisar a estabilidade de possivel ciclo
limite nele contido. Os problemas sdo tratados de acordo com o segundo método de
Lyapunov através da caracterizacio e construcdo de fun¢des de Lyapunov lineares por
partes. As funcdes de Lyapunov sio caracterizadas e construidas utilizando formulacées
e algoritmos de programacao linear.

Abstract

This thesis is dedicated to stability analysis of linear discrete-time systems with sa-
turation or deadzone in feedback controls, with special attention to unstable open-loop
systems. Linear systems with perfectly known parameters and systems with uncertain
parameters constrained to a compact polytope are considered. For systems with satura-
tions, the main objective is determination of convex polyhedral estimates of the region
of local asymptotic stability of origin. For systems with deadzones, the main objective
is determination of external convex polyhedral approximations of the minimal uniform
ultimate boundedness set containing origin, for delimitation and stability analysis of a
possible limit cycle inside it. The problems are treated according to second method of
Lyapunov via characterization and construction of piecewise-linear Lyapunov functions.
The Lyapunov functions are characterized and constructed using linear programming

formulations and algorithms.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Construcao de funcgbes de Lyapunov é um dos problemas fundamentais em teoria de
sistemas. Sua aplicacao mais direta é a andlise de estabilidade de sistemas dindmicos.
Métodos para construgao de funcgbes de Lyapunov para sistemas nao lineares sdo muito
interessantes tanto do ponto de vista pratico quanto do tedrico.

Saturacdo e zonas mortas sdo nao linearidades muito frequentes na pratica de enge-
nharia de controle. Elas afetam significativamente a estabilidade do sistema controlado
¢ podem ocorrer em varios de seus componentes, tais como sensores, amplificadores e

atuadores.

Saturacdo e zonas mortas sdo ndo linearidades estaticas geralmente descritas por
modelos lineares por partes. Assim sendo, sistemas lineares com controles em malha
fechada contendo saturacao ou zona morta sdo também descritos por modelos lineares
por partes dentro das regides poliedrais do espago de estado definidas pela lei de contro-
le em malha fechada. Do ponto de vista da estabilidade, os sistemas mais criticos sdo
os estritamente instdveis em malha aberta. Para essa classe de sistemas, a consideracio
de seu comportamento ndo linear é fundamental para evitar resultados conservativos.

Para sistemas lineares multivaridveis com controles em malha fechada saturaveis,
um problema importante de andlise é a determinacao da regido de estabilidade as-



sintética local da origem. Estimativas ndo conservativas dessa regiio podem evitar
restri¢es operacionais desnecessdrias e controles com especificacdes exageradas. Para
sistemas lineares multivaridveis com controles em malha fechada com zona morta, a
determinagdo e a andlise da estabilidade de ciclos limites é um problema importante,
em geral de dificil solucdo exata. A determinacio de conjuntos de confinamento final
pode ser utilizada para delimitar e analisar a estabilidade de ciclos limites.

Trabalhos recentes, {1], [2], [3], [4], [5], apresentam resultados importantes de ca-
racterizagao e construcao de poliedros A-contrativos para sistemas lineares discretos no
tempo com controles saturdveis em malha fechada.

Sabe-se [6], [4], [7], [8], que poliedros A-contrativos sio regides de estabilidade as-
sintdtica local de sistemas dindmicos, associadas a funcbes de Lyapunov poliedrais do
tipo Minkowski:

¥(z) = max giz

onde: z € R™, g; é a iésima linha de G € R™*" e o poliedro Gz < 1 é limitado.

As fungbes de Minkowski s&o um caso particular de funcgdes lineares por partes:
¥(z) = 18X ;% + ¢;

onde: z € R" e g;, ¢; sdo as iésimas linhas de G € R™*", ¢ < 0 € R, respectivamente.

E importante notar que o termo ¢; confere a fungao linear por partes uma flexibilida-
de para variacOes radiais inexistente na func¢io poliedral de Minkowski. Considerando
que o comportamento ndo linear da saturagdo e zona morta é também predominante
nas dire¢bes radiais, é natural esperar que funcdes de Lyapunov lineares por partes
fornecam resultados melhores que os obtidos com as funcées do tipo Minkowski.

Também vale a pena realcar que devido 4 forma poliedral das regides do espaco de
estado definidas pela lei de controle em malha fechada com saturagio ou zona morta,
a forma das fungdes lineares por partes e de Minkowski permite que a caracterizacio
das fungoes de Lyapunov seja formulada como um problema de programacio linear
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cléssico, para o qual existem ferramentas computacionais poderosas. Se por exemplo,
no lugar dessas fungoes, sdo utilizadas funcdes quadréticas, o problema resultante é de
programagao quadritica com restrigdes quadréticas e lineares, mais dificil de tratar que
o de programacao linear.

Esta tese é dedicada & andlise de estabilidade de sistemas lineares discretos no tem-
po com controles em malha fechada com saturagbes ou zonas mortas, com atencio
especial para sistemas instdveis em malha aberta. Serdo considerados sistemas lineares
com parametros perfeitamente conhecidos e também sistemas com pardmetros incertos
restritos a um politopo compacto (dominio de incerteza politdpico).

Para sistemnas com controles saturdveis o objetivo principal serd a determinagio de
estimativas poliedrais convexas da regifio de estabilidade assint6tica local da origem.

Para sistemas com controles com zonas mortas, o objetivo principal serd a determi-
nacao de estimativas poliedrais convexas externas do minimo conjunto de confinamento
final uniforme contendo a origem, para delimitar e analisar a estabilidade de possivel
ciclo limite nele contido.

Os problemas serao tratados de acordo com o segundo método de Lyapunov, através
da caracterizac@o e construcdo de funcgdes de Lyapunov lineares por partes, as quais
tem como caso particular as fungdes de Minkowski associadas a poliedros contrativos.

A matéria estd organizada da seguinte forma:

Capitulo 2: apresenta conceitos bésicos e propriedades relacionados com a estabili-
dade de sistemas dinidmicos, possivelmente ndo-lineares, importantes para os capitulos
seguintes.

Capitulo 3: é dedicado aos sistemas com controles em matha fechada saturdveis.

Capitulo 4: ¢é dedicado aos sistemas com controles em malha fechada com zonas
mortas.

Capitulo 5: apresenta conclusdes gerais e algumas possibilidades de trabalhos futu-
ros.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Introducao

Neste capitulo serdo apresentados conceitos basicos e propriedades relacionados com
a estabilidade de sistemas dindmicos, possivelmente ndo-lineares, importantes para os

capitulos seguintes.

Inicialmente serao apresentados conceitos e propriedades sobre a estabilidade da
origem de sistemas dindmicos, sua regido de atracfo e temas correlatos: conjuntos po-
sitivamente invariantes, conjuntos contrativos e conjuntos de confinamento final. Em
seguida serdo apresentados os fundamentos e propriedades do segundo método de Lya-
punov para a analise de estabilidade de sistemas dindmicos.

2.2 Estabilidade de Sistemas Dinamicos

Considere um sistema dindmico discreto no tempo com a seguinte forma:
z(k +1) = fz(k)) (2.1)

com f: R — R,



Para uma condi¢do inicial z = z(0) € R", a solugdo ou a trajetéria do sistema (2.1)
correspondente & z{0) serd denotada ¢(k, z(0)).

Pode-se dizer que z, é um ponto de equilibrio do sistema (2.1) se este satisfaz:

z. = f(z.) (2:2)

Doravante, para simplificar, sem perda de generalidade, considera-se z, = 0. Com
efeito, como o sistema é auténomo pode-se transladar o ponto de equilibrio para a
origem a partir de uma mudanca de varidvel do tipo:

Te =2 — I (2.3)

Assim, considerando que f{z(k)} satisfaz f{0) = 0 vamos estudar a estabilidade da
origem relativa as solucdes (ou trajetérias) ¢(k, z(0)) do sistema (2.1).

Definicao 2.1: O ponto x = 0 para o sistema (2.1) é:

e Estdvel, se para cada € > 0, existe § = d(e) tal que

(0] <& = llz(k)l| <& VE20

e Assintoticamente estdvel, se € estdvel e & puder ser escolhido de forma a ter:

Hz(O))l < 8= lim z(k) =0
k- cc

e Instdvel, se nao € estdvel.

Portanto, a nocao de estabilidade no sentido de Lyapunov é baseada no conceito de
vizinhanc¢a de um ponto. A vizinhanga U(z} de um ponto z é um conjunto contendo
z em seu interior. Entdo, de acordo com a definicdo 2.1, a origem (z = 0} de um
sistema dindmico é estdvel se para uma vizinhanga qualquer de z = 0, U;(0, ¢), existe
uma vizinhanca Us(0, 5{¢)) tal que para toda condi¢do inicial em U3(0, 5(¢)} a trajetéria



termina em Uy (0, €). Em adigdo, se na vizinhaca U (0, €) a trajetdria tende para z = 0
quando & tende para o infinito, a origem é dita assintoticamente estavel. De outro mo-
do, dizer que = = 0 ¢ instdvel significa que existe uma vizinhanca da origem U, (0, ¢),
tal que para toda vizinhanca Us(0,4d(¢)) € U1(0,¢), existe pelo menos uma trajetéria
¢(k, z(0)), com z(0) € U(0,4(¢)), que nfo ests contida em U (0, €).

Quando § ¢ finito os conceitos acima sio ditos locais, por outro lado se & tende ao
infinito os conceitos so validos para todo R™ e sdo denominados globais.

Em geral, ndc é suficiente determinar se a origem do sistema é assintoticamente
estavel. Com efeito, quando a origem é assintoticamente estével, interessa saber qual é
o maior dominio no espago de estado no qual toda trajetéria que ali se inicia converge
na dire¢do da origem. Esta questdo nos prepara para a definicdo da regido de atracio
da origem.

Definicao 2.2: Sejo ¢(k,z(0)) a trajetéria que no instante k = 0 inicia no estado
z(0). A regido de atragdo da origem é definida como o conjunto de todos os pontos x
do espago de estado tais que para z = z(0) tem-se limy_,od(k, z(0)) = 0.

O dominio de atrac@o da origem é portanto o conjunto:
Ra = 1z(0) € R™; ¢(k,z{0)) = 0 guando k — oc} (2.4)

Observe que se o sistema ¢ globalmente assintoticamente estével, entfo a regidio de
atragdo da origem é todo o espaco de estado, isto é, R4 = R".

A determinac@o exata da regifo de atracio da origem de uma forma analitica é
uma tarefa em geral dificil, e até mesmo impossivel [9], [10], [11]. Entretanto, pode-se
determinar aproximagdes da regido de atracio, ou seja, pode-se determinar regides do
espago de estado onde a convergéncia assintética das trajetdrias em direcdo & origem é
garantida.



Definicdo 2.3: Uma regido Rs do espago de estado é uma regido de estabilidade as-
sintdtica em relagéo a origem do sistema (2.1) se para toda condi¢io inicial z(0) € Rs
tem-se limgoe®(k, z(0)) = 0.

Relacionados com a regiao atracao da origem temos os conceitos de conjuntos posi-
tivamente invariantes e conjuntos contrativos.

Definicdo 2.4: O conjunto @ C R™ € positivamente invariante em relacdo ao sis-
tema (2.1) se
YVz{0) € Q= o(k,z(0)) € Q, Yk > 0.

Proposicdo 2.1: Um conjunto ndo vazio 0 definido no espago de estado do siste-
ma (2.1) € positivamente invariante com relagdo ao sistema (2.1} com uma teza de
contracdo A se e somente se gqualguer uma daos seguintes condigdes eguivalentes sGo
vdlidas:

AT . QC A

onde T e Q sdo, respectivamente, o conjunto alcancdvel um passo & frente de Q [12] e
o conjunto admissivel de um passo de , com relacdo ao sistema (2.1), dados por:

T={flz) eR":2€Q}
Q={zeR": f(z) e O}

Prova: Imediata da Definicdo 2.4.

Proposicao 2.2: Seja S a familic de todos os conjuntos positivamente inveriantes
Q com relagdo ao sistema (2.1) com uma taza de contracdo X, contendo um conjunto
ndo vazio I'. Se 8§ € ndo vazio, ele tem um elemento minimo dado pela solugdo limite
da recorréncia:

Qi«évl =0, U /\—17'; ; Qo=1T (25)

onde T; é o conjunto alcancdvel um passo a frente de ;.



Prova: Dados dois conjuntos positivamente invariantes Q;, 2> I', @, D I', usando a
definicdo 2.4, pode ser mostrado que o conjunto £2; M, D ' é também positivamente
invariante. Portanto & possui um elemento minimo formado pela intersecio de todos
os membros da familia. Pode ser verificado que a solugdo limite de (2.5) ¢ um con-
junto positivamente invariante devido este ser obtido quando €; = Q; U A™T;, 0 que
corresponde a A™'7; € ;. Dado qualquer conjunto positivamente invariante @ > T,
pode ser verificado que: 4y C Q e se OQ; C Q entdo ., C Q. Assim, por indugio,
pode-se concluir que 2; C €2 é vélido para todo i e consequentemente o limite de (2.5)
é 0 elemento minimo de .

Definigao 2.5: Considere um sistema dindmico discreto e auténomo S (2.1). Um
conjunto ndo vazio 1 definido no espaco de estado de S é dito ser A-contrativo com
relagdo o & se existe um A real 0 < A < 1 tal que se z(k) € € entdo z(k + 1) € Aed
para todo 0 < e < 1.

De acordo com a defini¢do 2.4, dizer que um conjunto { é positivamente invariante
em relacdo ao sistema (2.1) significa que para toda condigdo inicial pertencente a Q,
toda a trajetdria do sistema permanecerd confinada em Q.

Por outro lado, de acordo com a definicio 2.5, a A-contratividade representa um
caso particular da invaridncia positiva onde toda a trajetéria do sistema (2.1) iniciada
em {2 evolui sempre na direcdo do interior do conjunto. Em outras palavras, se no
instante k, z(k) pertence & fronteira de um homotético interno de 2, isto é, z(k) € €9,
0 < e € 1, no instante seguinte o estado pertencerd ao interior do conjunto, ou seja,
z(k+1) € AeQcom 0 < A < 1.

Note que o conjunto contrativo é sempre positivamente invariante, mas a reciproca
nao é verdadeira. A figura 2.1 esquematiza uma trajetéria para um conjunto positiva-

mente invariante e para um conjunto contrativo.
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Figura 2.1: (a) Invaridncia Positiva; (b) Contratividade

Os conceitos sobre a estabilidade e a regido de atragao de um ponto de equilibrio
podem ser extendidos para um conjunto  contido no espago de estado do sistema (2.1)
através da nogio de conjunto de confinamento final.

Definicdo 2.6: Um conjunto fechado Q0 € um conjunto de confinamento final uni-
forme local em Qo 2 Q com relagdo ao sistema (2.1) se pare cade condigdo inicial
z{0) € Qp, existe um kg tal que x(k} € Q para todo k > ky. Para Qy = R™, tem-se um
confinamento final uniforme global.

Proposicao 2.3: Se a familia de todos os conjuntos de confinamento final unifor-

me local em € com relagio ao sistema (2.1) é ndo vazia, ela tem um elemento minimo
dado pela intersecdo de todos os membros da familia.

Prova: Similar & prova da proposicao 2.2.



2.3 Segundo Método de Lyapunov

O segundo método de Lyapunov permite estudar a estabilidade do sistema (2.1) sem
o conhecimento explicito de sua trajetéria.

Definigao 2.7: Uma fungdo continua ¥ : R* — R & definida positiva se

T(0)=0; ¥(z)>0 para z#0

Definicao 2.8: Uma funcgdo continua ¥ : R" — R € radialmente ndo limitada se
U(z) = oo guando |z|]| — oo
em outras palavras, W(z) tende para o infinito quando T tende para o infinito em qual-

guer direcdo.

Considere o conjunto, possivelmente vazio,
NTbLE ={ze®R : b<¥(z)<b} (2.6)
onde 0 < b <b.
Defini¢do 2.9: [18] Uma funcao definida positiva ¥ : R® — R € uma funcdo de Lyapu-
nov do sistema discreto (2.1) no conjunto N, b, 8] (2.6), se para todo = € N|¥,0,8],
T(f(z)) < maz{A¥(z), b} (2.7)

vale para A < 1 positivo.

A seguir sdo feitas algumas observagBes oportunas [13] a respeito da definicio 2.9:
As superficies de niveis ¥{z} < b, b<b<bsdo conjuntos positivamente invariantes.

Seb=0, N (7,0, Ea] € uma regido de estabilidade assintética da origem com um indice
de convergéncia A. A estabilidade assintética da origem é local se b é finito e serd
global se & — oo e ¥(z) é radialmente nio limitada.
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Se b > 0, é assegurado confinamento final uniforme de (2.1) em N[¥,0,5], com um
indice de convergéncia A. O confinamento final uniforme ¢ local se b é finito e
sers global se b — oo e U(z) é radialmente ndo limitada.

Uma interpretacao geométrica da funcéo de Lyapunov ¢ mostrada na figura (2.1).

A trajetdria do sistema {2.1) evolui na direcdo de uma superficie de Lyapunov
interior U(z) = ¢ry1, Cre1 < cx. Assim, com o passar do tempo, a superficie sobre a
qual estd z(k) se contral na direcéo da origem, mostrando que o estado do sistema se
aproxima assintoticamente da origem.

Figura 2.1: Contratividade das trajetdrias
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A funcdo de Lyapunov estd associada a uma distincia generalizada entre o estado
do sistema (2.1) para o instante k e a origem. Se esta distdncia n&o aumentar para o
instante &k + 1 entdo o sistema é estavel. E ainda, se ela diminuir o sistema é assintoti-
camente estavel.

E importante observar que a fungdo de Lyapunov fornece uma condicio suficiente
para a estabilidade. Consequentemente, se ndo somos capazes de encontrar uma funcéio
de Lyapunov nada se pode concluir a respeito da estabilidade do sistema (2.1).

A dificuldade maior do segundo método de Lyapunov consiste na escolha de uma
“boa” funcgdo. Infelizmente, ndo existe um método sistemético para a determinacio de
fung¢des de Lyapunov. Em geral, a escolha da fungéo requer a experiéncia do projetista.
Em casos particulares {sistemas mecanicos e/ou elétricos, por exemplo)}, pode-se apelar
para a interpretacao fisica do teorema de Lyapunov e escolher as funcdes representantes
da energia do sistema. Neste caso, se a energia é dissipada ao longo das trajetérias do
sistema, a funcao serd potencialmente uma funcdo de Lyapunov.

Definigao 2.10: [14] O epigrafo da funcdo ¥ : R* — R, restrito ao conjunto imagem
YV C R, € o conjunto £y C R

Ey={(z,0): 2R eV V() <}

Lema 2.1: Sejam ¥; : R — R, U5 : R* — R, fungdes continuas. Entdo Uy(z) <
maz{¥(x), p} € vdlida para todo x € U,(x) < p, p > p se seus epigrafos, restritos ao
conjunto imagem Y = {y € R : p < y < p}, satisfazem &y, T Ey,.

Prova: VUy(z) < maz{¥.(z},p} para todo z € ¥;(z) < p pode ser estabelecido
de forma equivalente como:

Vo(z) S ¥i(z) se p<Uifz) <P (2.8)

Wy(z) <p se Wi(z)<p (2.9)



Da definico 2.10, tem-se:

o, ={(z, ()2 eR", Ui{x) <, p

IA

¢

IA

P} (2.10)

1A

¢

IA

P} (2.11)

Suficiéncia: Inspecionando {2.10}, {2.11}, pode ser verificado que £y, C £y, implica
em ¥a(z) < ¢ para todo z tal que Uiz} < ¢{, p < ¢ < p. Consequentemente,
tomando ¢ = p tem-se ¥p(z) < § para ¥;(z) < g (2.9). Tomando { = ¥;{(z) tem-se
Po(z) < Ui(z) para p < Uy (z) < 5 (2.8).

Necessidade: Assuma Ua(z1) > ¥y(z,) para algum z; € § < ¥;(z) < p. Entdo, para
(= (z;) tem-se 21 € ¥1(z) < (ex & Va(z) < (, 0 que contradiz £y, C Ey,. Agora
assuma W¥y(x;) > p para algum z; € ¥;(z) < p. Neste caso, ¥y(z) < § ¢ Us(z) < p,
contradizendo £y, C &y,.

Corolério 2.1: Uma fungdo definida positiva V(z) € uma funcdo de Lyapunov do
sistema (2.1) no conjunto NW,b,b] se existe um A < 1 positivo tal que:

£y C Ey, (2.12)

onde Ey e €y, sdo respectivamente epigrafos das funcdes U(x) e X-1W(f(z)), restritos
ao conjunto imagem A™h < U < b,

Prova: Imediata da defini¢do 2.9 e do lema 2.1.
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2.4 Conclusao

Este capitulo foi organizado procurando evidenciar a relacio existente entre 0s con-
ceitos de estabilidade assintética da origem de um sistema dindmico e de sua regido de
atracdo, com os conceitos de conjuntos positivamente invariantes, conjuntos contrati-
vos, conjuntos de confinamento final e fungdes de Lyapunov.

Ao longo da apresentacdo dos conceitos, através de proposicoes, lemas e coroldrios,
foram apresentadas propriedades que permitem caracterizar e posteriormente cons-
truir conjuntos positivamente invariantes, conjuntos contrativos e fungdes de Lyapunov.
Dentre essas propriedades, a Proposicdo 2.2 que trata da construcido de um conjunto
positivamente invariante minimo, o Lema 2.1 e Corolério 2.1 que tratam da caracteri-
zagao de uma fungdo de Lyapunov através de epigrafos sdo resultados novos.
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Capitulo 3

Sistemas com Controles Saturaveis

3.1 Introducao

A estabilidade de sistemas sujeitos a restricdes de amplitude nos controles tem sido
muito estudada e vérios trabathos tem sido publicados [3}, [15]. Duas abordagens devem
ser distinguidas. A primeira consiste em evitar a saturacgdo do controle, forcando o sis-
tema a trabalhar na regifo de comportamento linear: ver [16],[17], [18], [19},[20},[21],[8].
Na segunda abordagem, a saturagdo dos controles e portanto o comportamento nio li-
near do sistema ¢é levado em conta. Neste caso, é ainda importante distinguir entre
sistemas ndo estritamente instdveis em malha aberta e sistemas estritamente instaveis
em malha aberta. No primeiro caso, é possivel determinar uma lei de controle de reali-
mentacio que estabiliza globalmente o sistema [22], [23], [24]. No segundo caso, apenas
estabilidade assintética local da origem do sistema em malha fechada saturado pode
ser obtida. A determinacio da regido de estabilidade assintética da origem de forma

exata ¢ ainda um problema ndo resolvido [10], [25].

Para sistemas dindmicos em muitos campos da engenharia e ciéncia, regides de esta-
bilidade assintética local da origem podem ser vistas como regides de operagao segura.
Estimativas ndo conservativas de tais regides podem evitar restrigbes operacionais des-
necessarias e controles com especificagbes exageradas.



Trabalhos recentes, [1], [2], [3], [4], [5], apresentam resultados importantes de ca-
racterizacao e construcao de poliedros A-contrativos para sistemas lineares discretos no
tempo com controles saturdveis em malha fechada.

Em [2], [3], o sistema em malha fechada saturével é aproximado por um sistema
linear com os pardmetros da matriz de entrada de controle incertos, restritos a um
politopo compacto, dependente do “nivel” de saturacio das entradas de controle. Es-
te modelo, aqui denominado modelo incerto politépico, é conveniente para projeto de
controladores porque transforma o problema de controle ndo linear em um proble-
ma de controle robusto de sistema linear incerto, para o qual sio disponfveis vérios
métodos de solugao, apoiados por ferramentas computacionais poderosas [26], [27).
Para anédlise de estabilidade, mais especificamente, caracterizacdo e construcio de po-
liedros A-contrativos para estimagao da regido de estabilidade assintética da origem, o
modelo politopico incerto é uma forma de aproximagéo que leva a resultados conserva-
tivos [5].

Em [1], [2], [4] e [5], o sistema em malha fechada saturivel é descrito por um mo-
delo linear por partes dentro das regides do espago de estado, chamadas de regides de
saturagdo, definidas pela lei de controle em malha fechada. Utilizando este modelo,
aqui simplesmente denominado de modelo linear por partes, em [5] sio apresentadas
condigOes algébricas necessarias e suficientes para um poliedro convexo fechado ser A-
contrativo. Baseado em formulagio computacional de programacio linear dessas con-
digdes algébricas, € também apresentado um procedimento de expansio nao homotético
para construgdo de poliedros A-contrativos para estimacfo da regido de estabilidade as-
sintdtica local da origem do sistema saturado.

Sabe-se [6], [4], [7], [8], que poliedros A-contrativos sio regides de estabilidade as-
sintética local de sisternas dindmicos, associadas a fungdes de Lyapunov poliedrais do

tipo Minkowski:

¥(z} = max g;z (3.1)

i<i<r
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onde: z € R", g; € a iésima linha de G € R™*" e o poliedro Gz < 1 é limitado.

As fungdes de Minkowski sdo um caso particular de funcGes lineares por partes
(FLP):

U(z) = max g7 + ¢ (3.2)

onde: z € M™ e g;, ¢; sBo as iésimas linhas de G € R™™", ¢ < 0 € R, respectivamente.

Este capitulo trata do problema de estabilidade, particularmente da questdo da
determinagio de estimativas poliedrais convexas da regifo de estabilidade assintdtica
local da origem, de sistemas lineares invariantes discretos no tempo, com controles em
malha fechada saturdveis. O capitulo estd organizado da seguinte forma:

Na secdo 3.2 é descrito o modelo linear por partes do sistema com controles em
malha fechada saturdvel proposto em [2], [4].

Na secdo 3.3 sao descritos 0s resultados sobre caracterizacio e construcdo de polie-
dros A-contrativos, para sistermas com parimetros perfeitamente conhecidos, propostos
em [5].

Na secdo 3.4, os resultados sobre caracterizacgdo e construgdo de poliedros A-contrativos

da secio 3.3 s&o extendidos para sistemas lineares com pardmetros incertos restritos a
um politopo compacto (dominio de incerteza politépico) {28], [29]. Sao demonstradas
novas condiges algébricas necessarias e suficientes para um poliedro convexo fechado
ser A-contrativo robusto. Baseado em formulagao computacional de programagio linear
dessas condicGes algébricas, é proposto um procedimento de expansao nao homotético
para construcao de poliedros A-contrativos robustos para estimacao da regiao de esta-
bilidade assintética robusta local da origem do sistema saturado.

Na segao 3.5 sdo apresentados resultados novos sobre caracterizacdo e construcao
de funcdes de Lyapunov lineares por partes (3.2) para sistemas com parametros per-
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feitamente conhecidos [30]. Sdo demonstradas novas condices algébricas necessérias e
suficientes para uma FLP definida positiva ser funcdo de Lyapunov. Baseado em for-
mulagio computacional de programagio linear dessas condicdes algébricas, é proposto
um procedimento de expansdo ndo homotético para construcio de funcoes de Lyapunov
lineares por partes, para estimagdo da regido de estabilidade assintética local da origem
do sistema saturado.

Na segao 3.6, os resultados sobre caracterizacao e construgio de fungbes de Lyapunov
lineares por partes da secdo 3.5 sdo extendidos para sistemas lineares com parametros
incertos restritos a um politopo compacto (dominio de incerteza politdpico).

Ao longo de todas as secGes, os resultados tedricos apresentados sio ilustrados e
comparados entre si através de exemplos numéricos.

3.2 Modelo de Sistema com Controles Saturiaveis

Seja um sistema linear, discreto no tempo, descrito pela seguinte equacio:

z(k +1) = Az(k) + Bu(k) (3.3)

onde (k) € R™ é o vetor de estado, u(k) € R™ é o vetor de controle, A e B sio matrizes
reais de dimensdes (n x n) e (n x m) respectivamente.

Considere que o controle ¢ uma funcéo linear do estado, ou seja, o sistema é reali-
mentado por:
u(k) = Fz(k) (3.4)

com F € R™*",

Se nenhuma restricdo de amplitude é imposta aos estados ou controle do sistema
(3.3), o sistema em malha fechada é dado pela seguinte equagio linear:

z(k +1) = (A + BF)z(k) (3.5)
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Neste caso, a estabilidade do sistema em malha fechada é caracterizada pelos auto-
valores de (A + BF'). Se o sistema (3.3) ¢é estabilizdvel, a matriz F' pode ser escolhida
tal que todos os autovalores de (A + BF') estio contidos no circulo unitario ((A+ BF)
é Schur). A estabilidade assintdtica do sistema linear (3.5) é ento garantida no sentido
global.

Suponha agora que o controle u(k) esteja sujeito a restrigoes de amplitude, ou seja,
cada componente ugy(k), ¢ = 1,...,m, do vetor de controle estd compreendida entre
um valor méximo e um valor minimo. Em outras palavras, a cada instante k o vetor de
controle u(k) deve pertencer a um conjunto poliedral {2 definido no espago de controle
por:

Q={uec®™ —-&<u<i} (3.6)

comt, &>0 parai=1,...m.
A lei de controle efetivamente aplicada ao sistema (3.3} é:

u{k) = sat(Fz(k)) (3.7)

onde cada um dos m componentes da lei de sat(Fz(k)) séo dados por:

~{; se firx < —y
sat(Fz); =< fix se -4 < fizx<y (3.8)
i; se fix > U

onde f; denota a iésima linha da matriz F e 4;, #; denotam as iésimas linhas dos vetores
de limite inferior e superior do controle & > 0, 4 > 0, respectivamente. A Figura 3.1
apresenta o grafico de uma fungéo saturagéo u = sat(v).
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Figura 3.1: Funcdo saturacio u = sat(v).

De (3.3), (3.7}, o sistema em malha fechada é dado pelo modelo néo linear:
z{k +1) = Az{k) + Bsat(Fz{k)) (3.9)

Considerando z € R", cada uma das m componentes de (3.8) tem 3 possiveis es-
tados: saturado no limite inferior, ndo saturado e saturado no limite superior. Conse-
quentemente, " pode ser decomposto em j = 1 : 3™ regies S(R;, d;) C R", chamadas
de regibes de saturagdo [2], [4], dadas pelos poliedros:

S(R;,d;) = {z € ™ Rjz < dj} (3.10)
Frs TUns
"’”Fns ﬁns

R = ; di = 3.11

? —Fsu ’ ""&su ( )
Fsz ~Ug

onde Fi, ins, Uns, Fou, Gsu, Fyr, Us, 80 matrizes e vetores formados apropriadamente
pelas linhas de F, 4, @ e relacionadas, respectivamente, com as componentes n&o satu-
radas, saturadas no limite superior e saturadas no limite inferior, que caracterizam a
regiao.
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Dentro de cada regido de saturagio S{R;, d;), pode ser verificado que o sistema de
malha fechada (3.9) pode ser representado pelo modelo linear {2, [4]:

x(k -+ 1) - AJZC(k) =+ 0y
A; = [A+ BuyFpi] (3.12)
By = Bsuﬁsu - Bsi'&sl

onde B,,, Bs. € B, sdo matrizes apropriadamente formadas pelas colunas de B rela-

cionadas com Fyy, tgy, s, respectivamente.

No restante deste capitulo, sera designado j = 1 para a regido de comportamento
linear de sat(F(z}}, descrita por:

F .
Ry = ; dy= Q,L

~F i (3.13)
A=A+ BF ; pp =0

Como exemplo, considere o sistema de segunda ordem com duas entradas de controle

saturdveis:
z(k +1) = Az(k) + Bu(k)

u(k) = sat(Fz(k))
i <ulk) <4

Onde B e F podem ser vistas parcionadas da seguinte forma:

_ Cm_ | h
eio 5l e 4]

Regido 1: ~iy Suy L dlq ; —ly Sup < ilp




Regiéo 2: Ul 2 ’!1]_ U S up < Uo

-fi —U
Ro=1| fy pody = |
— fa Us

Ay = A+ Byfy ; po = Biily

Regifo 3: u; < —iy ; —ty < up < g

fi =ty
Rs = f2 : ds = Us
—Jfa (2

A3 =A+ Bsofs ; ps=—Biiy

Regiéo 4: Uy = ’&2 ; —’L‘:’,; < ug < ﬁl

—fa —tiy
R4 - fl ) d4 - 7:’,1
""""fl (43!

Ay =A+Bif1 ; ps= Byily

Regido 5: ug < iy ; ~y <uy <4y
fa —lz
Rs=1| fi pds= iy

As = A+ Bifi ; ps = —Boti
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Regiéo 6: u; = T}q ;Ug > 712

Ag=A ; ps = Byl + Byiiy
Regido 7: uq 2 01 ; us £ —1s
Ry = —h ; dy = _Z.Ll
f2 Uz
A=A pr= Bl — By

Regiao 8: u; < —~Uy ; ug <~y

As = A ; ps = ~[Bily + Baiig]

Regiéo 9: U3 __<_ ""‘ﬁl y Ua Z ﬁg

Ry =

fi ) —u
ARy

Ag = A pg = Baliy — By

23



As regites de saturagdo descritas anteriormente, sdo apresentadas de forma es-
quematica na figura 3.2.
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Figura 3.2: As regides de saturacio S(R;,d;)

3.3 Poliedros A-Contrativos

Esta sec@o apresenta resultados propostos em [3] sobre caracterizagio e construcio
de poliedros A-contrativos para estimacio da regido de estabilidade assintética local do
sistema em malha fechada com controles saturdveis (3.9).
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3.3.1 Caracterizacao

Considere o sistema em malha fechada (3.9) e o poliedro compacto:
S{G,w) ={z € R"; Gz < w} (3.14)
onde GER™ M ew>0eR.

Definicao 3. 1 O poliedro S(G, w) dado pela equagdo (3.14) € um conjunto A-contrative
com relagdo ao sistema em malha fechada (3.9) se e somente se existe um nimero real
A 0 < A <1 tal que z(k + 1) € S(G,wel) para tode 0 < e <1 e z(k) € S{G, we).

Considere também o conjunto admissivel de um passo de S(G,w) com relagdo ao
sistema (3.9):
QG,w) = {r € R*; G[Az + Bsat(F(z))] £ w} (3.15)

O poliedro admissivel de um passo de S(G, w) sdo todos os z(k) cujos z(k+1) ficam
dentro de S(G, w).

Proposicdo 3. 1 O poliedro S(G,w) dado pela equagdo (3.14) € um conjunto A-contrativo
com relacdo ao sisterna em malha fechada (3.9) se e somente se existe um 0 < A <1

real tal que:
S{G,ew) CQIG, hew) V0 <e<1 (3.16)

Prova: Imediata da Definicdo 3.1

Para fins computacionais, a seguir € apresentada uma formulacao primal de progra-
magcao linear da Proposi¢do 3.1.



Proposicdo 3. 2 O poliedro S(G,w) (3.1{) é um conjunto A-contrativo com relacdo
ao sistema em malha fechada (3.9) se e somente se eziste um 0 < X < 1 real tal que:

rri%x{cr;} <0 (3.17)

I<i<r; 1557<3™
onde 08 crj; sdo obtidos resolvendo-se o programa linear abaizo:

ot

i = %%x(giAj:c — dw;e + g'p;)

sujeito a :
Gr—we<0
Rz < d; (3.18)
0<e<1

onde ¢*, w;, sio as iésimas linkas de G e w respectivamente e R;, d;, Aj;, p; estdo
relacionados ds regides de saturag@o e ao modelo linear por partes (3.10) a (3.12).
Seja (€}, x}) solucdo dtima relacionada a of > 0. Isto indica que zt € S(G,elw) estd
fora da iésima face de Q(G, ej,}'w) na jésima regido de saturagdo (3.18):

g Az — /\wz-ej- < ~g'p; (3.19)

Prova: Da proposigio 3.1 temos:

S(G,ew) C QG hew) V0 <Le< 1 (3.20)
Note que as equagdes
J=3™
R =" S(R;d;) (3.21)
i=1
S(G,ew) = S(G,ew) N R" (3.22)
fornecem am
jm
S(G,ew) = |J S(G,ew) N S(R;,d;) (3.23)
B
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Consequentemente, para j = 1 : 3™ pode-se verificar:

S(G,ew)NS(R;,d;) CQ(G.hew) VIO<Le<L] (3.24)

Para z € S(R;,d;), das equagOes (3.12) e (3.14), pode ser verificado que Q(G, Aew)
corresponde ao poliedro

[G4; —xw | { ’ } < -Gp; (3.25)

€

Das equacdes (3.10}, {3.11) e (3.14) ¢ facil verificar que S(G, ew) N S{R;, d;} corres-
ponde ao poliedro

G —w 0
R, 0O [ z(k) } < b 3.26)
0 1 € 1
0 -1 0

De (3.25), (3.26) verifica-se que (3.24) é vélida se para j=1:3™,i=1:r,
g Ajz — dwie; < —g'p; (3.27)
vale para todo (¢, z) que satisfaca (3.26). Em outras palavras,
I%ix(giij — Awie+ g'p;) < 0 (3.28)

sujeito ao conjunto de restricdo (3.26), deve ser vilidoparati=1:retodo1 £j < 3™
tal que (3.26) seja factivel. E fécil verificar que a condicio (3.28) é equivalente aos
programas lineares (3.17) e (3.18). Sejam o} e (¢}, z7), indice de desempenho étimo e a
solucdo 6tima do programa linear (3.28), respectivamente. De (3.24) a (3.27) podemos
verificar que ¢} > 0 indica que z% € S(G, €;w) esta fora da iésima face de Q(G, €;w) o
gue conclui a prova.

A Proposicdo seguinte é uma versdo dual da Proposigao 3.2.
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Proposicao 3. 3 O poliedro S(G,w) (8.14) € um conjunto \-contrativo com relacdo
ao sistema em malha fechada (3.9) se e somente se existe um 0 < A < 1 real tal que:

max{A{} < A
v

1<isr; 153
onde A? sdo solucdes do programa linear:
Y
min A

sujeito ar
hG + kRj = giAj
hw —t < N
kd; +1 < ~g'p;
h,k,t, }\j,- >0

(3.29)

onde g', w;, sio as iésimas linhas de G e w respectivamente e R;, d;, A;, p; estdo
relacionados as regiées de saturagdo e ao modelo linear por partes (3.10) a (3.12).
Além disso, Aj > A ndica que na jésima regido de saturagdo, o poliedro S(G,ew) tem
elementos fora da iésima face de Q(G, ew) (8.16):

9" Az — dwie < —g'p; (3.30)

Prova: Inspecionando {3.18) e (3.17) pode-se verificar que a proposicao 3.2 é satisfeita
seexiste 0 < A< ltalqueparaj=1:3"i=1:r,

AT — Nowge < —g'p;

. 3.31
0< A <A (3:31)
valido para todo z, €, que satisfaca
G ~w 0
R, 0 z(k) < d; (3.32)
0 1 €5 1
0 -1 0



Usando-se o Lema de Farkas [17] e rotineiras manipulages algébricas, pode ser
verificado que o poliedro (3.32) é um subconjunto do poliedro (3.31) se existem vetores
positivos h, k de dimensdes apropriadas e escalares positivos ¢, A;, tais que:

AL <A

sujeito a:
hG + kR; = g*A;
kd; +1 < ~'p, (633
hw —t < Xy

E fcil verificar que (3.33) é equivalente ao programa linear (3.29). De (3.31) e (3.32)
pode-se também verificar que Afi > A implica que

géAja: — Awze < -gipj

néo é satisfeito por algum (z, €) no poliedro (3.32}, o que conclui a prova.

A seguir sao feitas algumas observacodes sobre as proposigdes 3.2 e 3.3.

¢ A Proposicdo 3.2 e a Proposicio 3.3 usam somente a descri¢do externa do poliedro
S(G,w) e das regides de saturacio [37], sendo eficientes computacionalmente e de facil

manuseio.

e A proposicao 3.3 é mais conveniente do que a proposi¢ao 3.2 quando o objetivo é

encontrar a maxima taxa de contracdo (minA) de um dado poliedro.

s A Proposicao 3.2 é mais conveniente do que a Proposi¢ao 3.3 quando o objetivo
é verificar se o poliedro satisfaz a taxa de contracdo A conhecida a priori. Neste caso,
quando o resultado é negativo, a Proposicao 3.2 fornece os elementos (z, €) de S(G, ew)
responsaveis pela falha.
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O Coroldrio a seguir apresenta condi¢io necessiria e suficiente para um poliedro
contido na regiao de comportamento linear do sistema em malha fechada (3.9) ser A-
contrativo. Este resultado sera utilizado na construcgio de poliedros contrativos tratada
na proxima sub-se¢io.

Coroldrio 3. 1 O poliedro S(G,w) ({8.1{) contido na regido de comportamento linear
(8.13), € um conjunto \-contrative com relag@o ao sistema em malha fechada (8.9) se
e somente se existe um 0 < A < 1 real tal que:

max{\} <A; 1<i<r
13
onde X' sdo escalares, os quais correspondem ds solucies do programa linear abaizo:
min A"

sujeito a:
hG = ¢'(A+ BF)
hw < At (3.34)
AT >0
onde ¢, w;, sGo respectivamente as iésimas linhas de G e w, ¢ (A-+ BF) é a matriz em
malha fechada da regiGo de comportamento linear (3.13). Além disso, X' > X indica
que o poliedro S(G,w) tem elementos fora da iésima face de Q(G,w) (3.15):

g'(A+ BF)z < Aw;

Prova: A regido de comportamento linear (3.13) é definida por A; = A+ BF, p; =0,
di=[% 4] >0. Para p; =0, d; > 0, a desigualdade (3.29) na proposicio 3.3

kdj +t < —g'p;
k,t>0

fornece k = 0, t = 0. Considerando estes resultados, a prova é imediata usando a
proposicdo 3.3.
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3.3.2 Construcao

Esta secio trata da construcdo de poliedros A-contrativos visando obter estimativas
da regido de estabilidade assintética local da origem do sistema em malha fechada (3.9).
Esta estimativa serd tanto melhor quanto maior for o poliedro construido.

Sabe-se que a familia de todos os conjuntos poliedrais A-contrativos com relagao
a um sistema linear, contidos em um dado conjunto poliedral fechado (2, é fechado
sob a operacdo casca convexa da unido, isto €, se 5) C  , Sy C (I sdo conjuntos
A-contrativos, entdo a casca convexa de S, U S é também A-contrativo. Portanto, a
familia de todos os conjuntos poliedrais A-contrativos contidos em 2 tem um elemento
supremo, formado pela casca convexa da unido de todos os conjuntos A-contrativos em
(2, sendo portanto, fechado e convexo [19], {31].

O conjunto supremo ¢ dado pela solucdo limite da recorréncia [19]:
Si-i-l - Q(ASZ) 3 81' 3 8{] - Q (335)

onde Q(-) representa conjunto admissivel de um passo.

Baseado na recorréncia {3.35) e no Coroldrio 3.1, o conjunto supremo A-contrativo,
contido na regido de comportamento linear do sistema (3.9), pode ser eficientemente

construido usando-se o seguinte procedimento.
Procedimento 3.1:

Construcao do méximo conjunto A-contrativo S(G, w) (3.14) com relacio ao sistema
(3.9), contido na regido de comportamento linear S (Ry,d;) (3.13):

Passo 1 - Inicializacdo

e X - taxa de contragdo desejada

e Fazer: G =R, ;w=d;

Passo 2 - Verifique se S(G, w) é A-contrativo utilizando o Corolério 3.1:
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¢ Resolva o programa linear:

min A
hG = gi(A + BF)
hw < Nt
hyA >0
t=1:r

® Se
max{N} <A ; 1<i<r
)
Entdo: S(G,w) é o conjunto supremo. Fim.

Caso contrdrio: v& para o passo 3.

Passo 3 - Construcao de Q(G, Aw) N S(G, w)

o]

onde as linhas da matriz G e do vetor % sdo respectivamente formadas por
g'(A+ BF) e M’ tal que A > A\ _

& Fazer:

G =

e V3 para o passo 2.

Considere agora um poliedro convexo e fechado Q envolvendo as regides de com-
portamento néao-linear do sistema (3.9). A partir da Definicio 3.1, pode-se verificar
que a familia de todos os conjuntos poliedrais A-contrativos com relacio ao sistema
(3.9), contido em 2, é um conjunto fechado sob a operacdo de unido. Consequentemen-
te, esta familia deve ter um conjunto supremo, formado pela unifo de todos os seus
membros. Entretanto, devido a natureza nio-linear da lei de controle saturada (3.8}, a
convexidade do conjunto admissivel de um passo (3.15) e o fechamento sob a operacéo
casca convexa da unido ndo podem ser assegurados. Consequentemente, a convexidade
do conjunto supremo nio poderd também ser geralmente assegurada. Considerando
estes obstaculos, a seguir, baseando-se nas Proposicies 3.1 e 3.2, serd proposto um pro-
cedimento heuristico de expansdo néo homotética para a construgio de um conjunto
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poliedral A-contrativo convexc envolvendo as regides de comportamento nao linear do
sistema (3.9).

Em termos gerais o procedimento executa recursivamente a seguinte tarefa: Dado
um conjunto A-contrativo convexo S(G,,w,) e seu homotético expandido S(G,, dw,),
construir um conjunto A-contrativo S(G, w) tal que S(Gq, we) C S(G,w) C S(G,, dw,).
O coniunto S(G,w) é obtido por intersec@o progressiva de S(G,,dw,) com os planos
de cortes relacionados com as faces do poliedro admissivel de um passo Q(G, ew) dado
pela equacdo (3.16) que ndo satisfazem a proposicao 3.2.

Procedimento 3.2:

Construgao de um poliedro A-contrativo S(G, w) (3.14) com relagio ao sistema (3.9)
envolvendo regides de comportamento nio-linear.

Passo 1 - Inicializagéo

e Pardmetros:
A - taxa de contracio desejada

§ > 1 - coeficiente de expansio
o Construir wm conjunto supremo A-contrativo S(G,w) contido na regido de
comportamento linear S;{R;,d;) (Procedimento 3.1)

Passo 2 - Expansdo homotética

Passo 2.1 - Eliminar as desigualdades redundantes em S(G,w) [32].

Passo 2.2 - Fazer: G, =G

Passo 2.3 - Fazer: w,=w ; w=0u,

Passo 2.4 - Verificar se S(G,w) é A-contrativo utilizando a Proposicao 3.2:

* Resolver o programa linear:

ot = max g Az — dwie + g'p;



Gz — we <0
Rj.’Ede
0<e<1
J=1:3"; i=1:r
® Se:
n&gx{a}}go

1<i<r

?

1<j<3m
Entdo: S(G,w)} é A-contrativo, retornar ao passo 2.3.

Caso contrario: ir para o passo 3.

Passo 3 - Construcdo de um conjunto A-contrativo S(G,w) tal que
S(Gayw,) C S(G,w) C §(Gy, Swy)
Passo 3.1 - Identificar a regifo de saturagio que nfo satisfaz a proposicdo 3.2:

€ =mine; s.a o; >0
ji

{7%,7") = argmin e;- s.a Gj- >0
It

Sendo e* o valor de €, OU seja, a regiio mais interna que est4 sendo violada.
Ja o argumento (j*,¢*) corresponde & regido e face onde ocorre o €m;y.

Passo 3.2 - Definir os planos de cortes S(g, @) para S(G, w) relacionados a 5,

A
g=g"Aj ; ©=)wp —g" pje
Passo 3.3 - Verificar se S(G,, w,) C S(g,w):
¢ Resolver o programa linear:
min v
hGy, = §
hépw, < yw
h,y20

e Sev<1:
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Ir para o passo 3.4.

Caso contrario: S(G,, w,) € o conjunto A-contrativo desejado. Fim

Passo 3.4 - Construcio de S{(§,4) N S(G, w):

3.5 - Verificar se S(G,w) é A-contrativo utilizando a proposicao 3.2:

¢ Resolver o programa linear:

Cf;'- zn;?éxgiij—)\wie+gipj
Gz —we<0
Rj:l?gdj
0<e<1
j=1:3"; i=1:r

* Se:
i
I%gx{aj}ie

1<:<r;

M

1<j<3™
Entdo: S(G,w) é A-contrativo, retornar ao passo 2.

Caso contrério: ir para o passo 3.1.

Algumas observacoes sobre ¢ Procedimento 3.2:

o A seleco da regido de saturagao mais interna e o teste de inclusfio realizados nos
passos 3.1, 3.3, sdo uma tentativa de evitar planos de cortes que interceptam S(G,, w, )
devido & n3o convexidade de (G, ew). Ver figura 3.3;

e A eliminacdo das desigualdades redundantes no passo 2 é muito importante, ndo

somente para obter uma representacio concisa de S(G,w), mas também para a efi-
ciéncia computacional do procedimento;
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¢ Se conveniente, qualquer poliedro A-contrativo convexo pode ser usado como um

conjunto inicial no passo 1.

Figura 3.3: a - Q(G, ew), b - S(G, ew), ¢ - S(G,, ew,)
d - Plano de corte ndo aceitdvel, e ~ S(g, ew)

3.3.3 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema obtido de [3], [6], com uma lei de controle saturdvel em

malha fechada:
z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) (3.36)

—y Y <
usu=u (3.37)

@=0=70; F=[02888 —1.8330 |

Assuma a taxa de contracdo A = .998. Com o procedimento 3.1 foi obtido o poliedro
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A-contrativo supremo contido na regido de comportamento linear S{G;, wi):

0.2888 —1.8350 7.0
0.4351  1.3096 6.9360

‘T | _0.2888 1.8350 i
~0.4351 —1.3096 6.9860

O procedimento 3.2, com § = 1.5, é,, = 1.1, apds 16 iteragdes, obteve um poliedro
A-contrativo S(G,w):

T 0.2888 —1.8350 35.4375
0.9650 —2.0576 48.2116
1.0008  1.7891 48.1152
1.5951 —1.9866 62.5184
~1.4970 —2.0590 62.3934

G| 20707 13864 | | 762996

~0.2888  1.8350 35.4375
—0.9650 2.0576 48.2116
~1.0008 —1.7891 48.1152
~1.5951 1.9866 62.5184
1.4970  2.0590 62.3934

| —2.0707 1.5864 | | 76.2996 |

O procedimento proposto em [3], usando um modelo linear politépico incerto para
descrever o comportamento nao-linear em malha fechada dos sistemas (3.36), (3.37),
obteve o poliedro A-contrativo S{G,, wy):

0.2888 —1.8350 | 13.0403 |
0.4351  1.3096 13.0273
0.6806 —0.2501 13.0273
0.6057  0.2865 13.0012
0.5723  0.4991 13.0012
Gp = y Wp =
~0.2888 1.8350 13.0403
—0.4351 —1.3096 18.0273
—0.6806 0.2501 13.0273
~0.6057 —0.2865 13.0012
| —0.5723 —0.4991 | | 13.0012 |
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Pode-se verificar na figura 3.4 que o poliedro S(G, w) obtido com o procedimento 3.2
€ bem maior que o poliedro de partida S(Gy, w;) na regifio de comportamento linear. O
poliedro S(G, w) é também maior que o poliedro S(Gyp, w,) obtido em [3] 0 que mostra
o conservadorismo do modelo politépico utilizado para descrever o comportamento nao
linear do sistema em malha fechada.

25 ] T ¥ ¥ 1 ¥ 1

Figura 3.4: Poliedros A-contrativos

3.4 Poliedros A-Contrativos Robustos

Nesta se¢io, os resultados sobre caracteriza¢do e construcio de conjuntos A-contrativos
robustos com relagéo ao sistema em malha fechada saturével (3.9) serdo extendidos para
o sistema em malha fechada saturdvel incerto:

z(k +1) = Az(k) + Bsat(Fz(k)) ; (4,B)eP (3.39)
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onde o par de matrizes (4, B) é incerto mas restrito ao conjunto P C (R™*" x R**™),
aqui denominado dominio de incerteza.

3.4.1 Caracterizacao

Considere o poliedro compacto convexo:
S(G,w) = {z € R";Gz < w} (3.40)
onde GeR™*ew>0cR".

Definicdo 3. 2 O poliedro S(G,w) (3.40) é um conjunto A-contrativo robusto com
relagdo ao sistema em malha fechada incerto (3.39) se existe um ndmero real A, 0 <
A < 1 tal que z(k + 1) € S(G,we)) para todo 0 < € < 1, todo z(k) € S(G,we) e todo
par (A, B) € P.

Definicdo 3. 3 O conjunto admissivel de um passo robusto para S(G,w) (8.40) com
relacdo ao sistema ineerto (3.39) é dado por:

QR(G,w) = {z € R";G[Az + Bsat(F(z))] <w V (A4,B) € P} (3.41)

Proposicao 3. 4 O poliedro S(G,w) (3.40) € um conjunto A-contrativo robusto com
relacdo ao sistema em malha fechada incerto (3.39) se e somente se existe um 0 < A <1

real tal que:
S5(G,ew) C Q(G,rew) ¥V 0<e <1 (3.42)

Prova: Imediata da Definicdo 3.2.

Seja o dominio de incerteza P dado pelo politopo:

i=s

P={A4B): (4B =T aldB) s 620, Sa-1 4

=1
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onde (4', BY) € R™" x R™*™ 530 pontos extremos.

Para P dado por (3.43) e notando que G[Az + Bsat(F(x)] < w é linear em (A4, B)
pode-se verificar que Q(G, w) é dado por:

b

Q(G,w) = {z € R"; G[A's + B'sat(F(z))] <w l=1:5} (3.44)

Além disso, das equagdes (3.10) a (3.12), é facil verificar que Q(G, w) restrito & regido
de saturacdo S(R;,d,) é dado por

Qi(G,w) = {z € S(Ry,d;); G[A;:L‘ +pé-} <w l=1:s} (3.45)

onde A}, pé., sd0 os parametros do modelo linear em S(R;,d;) relacionados ao ponto
extremo (A!, BY).

Baseada na Proposicdo 3.4 e (3.44), (3.45), a proposicao seguinte fornece uma con-
dicdo necessaria e suficiente para um poliedro ser robustamente A-contrativo.

Proposicao 3. 5 Considerando o dominio de incerteza (3.43), o poliedro S(G,w)
(3.40) € robustamente A-contrativo com relagGo ao sistema em malha fechada (3.39) se
e somente se para as j = 1 : 3™ regides de saturacdo (3.10), (3.11), (3.12) e para os
[ =1: s pontos extremos de P, exriste um nimero real 0 < A < 1 tal que

T
| AL —w ] { < ~Gp (3.46)
vale para todos (e,z) que satisfazem:
G —w 0
0 1 € 1
0 -1 0

ou, em outras palavras, se existe 0 < A < 1 tal que o poliedro (3.47) seja um subconjunto
do poliedro (8.46).
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Prova: Da proposigéo 3.4, S(G, w) é robustamente A-contrativo se

S(G,ew) CQ(G, dew) ¥V 0<e< 1 (3.48)
Das equacoes
J=3"
=" S(R;.dy) (3.49)
j=1
S(G,ew) = S(G, ew) NR" (3.50)
conclui-se que:
=3
S(G,ew) = |J S(G,ew) N S(R;,d;) (3.51)
i=1

Em (3.45), (3.48), (3.51), pode-se concluir que
S(G,ew) N S(Ry,d;) C Q;(G,hew) V0 <e<1 j=1:3" (3.52)

Em (3.45) pode ser verificado que Q;(G, Aew} é um poliedro dado pela intersecdo de
[ =1:s poliedros:

€

[ GAY —w | {m] < -Gy} (3.53)

Em (3.10), (3.11}, (3.40)pode ser verificado que S(G,¢;w) N S(R;,d;) é dado pelo

H

poliedro:

G —w 0
d
R, © T <| % (3.54)
G 1 Gj 1
0 -1 0

E facil verificar que a relacio de inclusio (3.52) é vélida somente se o poliedro (3.54) for
um subconjunto de todos os poliedros dados pela equagdo (3.53), o que conclui a prova.

O Corolério a seguir fornece uma formulacdo de programacéo linear para a Propo-
sicdo 3.5.
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Corolério 3. 2 O poliedro S(G,w) (3.40) ¢ robustamente A-contrativo com relacdo ao
sistemna em mnatha fechada (3.39) se ¢ somente se existe um 0 < X < 1 real tal que:

max{o(j)j} <0 (3.53)

Jbid

1€7<3™; 1<1<s;

7

1<i<r

onde 0s o{j)} sdo obtidos resolvendo-se o sequinte programa linear:
o ()i = max(g'Ajz — dwie + g'p})

sujeito a:
Gr—we<0
R;x <d; (3.56)
0<e<1

onde ¢*, ws, sdo as iésimas linhas de G ¢ w, respectivamente e R;, d;, AL, ph estdo
relacionados com as regides de saturacdo, modelo linear por partes (3.10) o (3.12) e
com o dominio de incerteza (8.43). Além disso, seja (¢(4)}, z(§)}) uma solucdo dtima
relacionada a o(j); > 0. Isto indica que z(j)t € S(G,e(j)iw) estd fora da iésima face
de Q;(G, Mwe(5))) (3.45):

giAéx — dwye(f) < -—g"pg- (3.57)

Prova: Inspecionando as equacbes (3.46}, (3.47), pode-se verificar que a Proposicio

3.5 serd satisfeita se ' ‘
g Akz — dwse < —g'pl

, : : (3.58)
j=1:3"; i=1:8 i1=1:r
for valido para todo €, z que satisfaz (3.47). Em outras palavras,
H;ix(giAgzv — Aw;€ + gipf,;) <0 (3.59)
sujeito a:
G —w 0
R, 0 T d;
0 1 e | |1
6 -1 0
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deve ser validopara j =1 : 3" [ =1:s5ei=1:r. E ficil verificar que o pro-
grama linear (3.59) é equivalente aos programas lineares (3.55), (3.56). Sejam a{j)i e
(e{7)t, z(4)}), respectivamente, os indices de desempenho dtimo e a solugao Gtima do
programa linear (3.59). De (3.43),(3.59) pode-se verificar que o(j)j > 0 indica que
z(j)i € S(G,e(j)iw) esté fora da iésima face de Q;(G, Mwe(j);) dado pela equacdo
(3.45), o que conclui a prova.

3.4.2 Construgao

O procedimento para a construcdo de poliedros A-contrativos robustos, em linhas
gerais ¢ semelhante ao Procedimento 3.2, na segdo 3.3.2, para construgdo de poliedros
A-contrativos.

Procedimento 3.3

Construcdo de um poliedro A-contrativo robusto S(G, w) (3.40) com relagao ao siste-
ma (3.39) com dominio de incerteza (3.43), envolvendo suas regides de comportamento

nao-linear.

Passo 1 - Inicializagéo

Pardmetros:
A - Taxa de contragao

§ > 1 - Coeficiente de expansao

Construir o poliedro A-contrativo robusto S{G, w) supremo contido na regido de
comportamento linear Sy (Ry, dy) [7], [31].
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Passo 2
Eliminar as desigualdades redundantes em S(G,w) [32].
Fazer: G, =G

Passo 3 - Expansiao homotética

Fazer: w,=w ; w= 0w,

Passo 4
Verificar se S(G,w) é robustamente A-contrativo (Rotina 3.1)

Se Resposta = Sim : 5(G,w) é A-contrativo, retorne ao passo 3.
Passo 5 - Construcdo de um conjunto A-contrativo robusto S(G,w) tal que

S(Goywa) C S(G,w) C S{G,, dwy)

Passo 5.1 - Definir o plano de corte S(§,w) para S(G, w) relacionado a j*, I*, ¢*
identificados pela Rotina 3.1

g=g" AL ; W= uwy ~g" pll
Passo 5.2

Verificar se S(G, dnw,) C S{g,w) [17].

Se Resposta =Ngo : S(G,,w,) é o conjunto A-contrativo desejado. Pare

Passo 5.3 - Construcdo de S(g, @) N S(G,w)

Passo 5.4

Verificar se S{G, w) é robustamente A-contrativo (Rotina 3.1)

Se Resposta = Sim
Entdo: S{G,w) é robustamente A-contrativo. Retornar ao passo 2.

Caso contrério: retornar ao passo 5.1
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Rotina 3.1: Verifica se S(G,w) é robustamente A-contrativo utilizando o Coroldrio
3.2.

e Para j=1:3™,
Paral=1:5s,i=1:r, resolver o programa linear:
o(§); = max g’ Az — dwie + 9'v}

Gr —we <0
Rj.?? S dj
0<e<1
Fazer
0j = max o(7);
({:;) = arg max o(5)i
& = (i)

e Se:
max{o,;} <0
J

Entao: Fazer Resposta = Sim

Caso contrario: Fazer Resposta =Ngo e identificar a regido de saturagio mais
interna que nao satisfaz o Corolédrio 3.2:

” .
g margmjmej s.a. o; >0

W‘&W T S
E Euohd 8 ose 3 wn v



3.4.3 Exemplo Numsérico

Considere o seguinte sistema incerto com uma lei de controle saturada em malha

fechada:
z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k)
-4 <u<si
ul(k) = sat(Fz(k))
0.8+¢ 0
; 02 g, 1
[ —04 } !:10 qg] qi, 42
70 ; F=[02888 ~1.8350 |

(3.60)

Assuma a taxa de contraciio A = .998. S(Gy,w;), o supremo poliedro A-contrativo

com relagdo ao sistema (3.60), contido na regido de comportamento linear, é dado por:

G =

[ 0.2888

0.5170
0.4640
-0.2888
—-0.5170

| —0.4640

~1.8350

0.9729

1.3096

1.8350
—~0.9729

~1.3096 |

;W=

7.0
6.9860
6.9860

7.0
6.9860

| 6.9860

(3.61)

A figura 3.5 apresenta os seguintes conjuntos A-contrativos com relaciio ao sistema
(3.60), com uma taxa de contracio A = .998:

S(Gi,w): supremo poliedro robustamente A-contrativo com relacio ao sistema (3.60),

contido na regido de comportamento linear [31];

S(G,w): poliedro A-contrativo robusto com relagio ao sistema (3.60), construido pelo

procedimento 3.3, com ¢ = 1.5 e conjunto inicial S(G;, w;);
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5{G,, wy): poliedro A-contrativo com relagéio ao sistema (3.60), considerando os parametros
do sistema perfeitamente conhecidos, (g1 = 0,92 = 0), construido pelo procedi-
mento 3.3, com ¢ = 1.5.

Pode-se verificar na figura 3.5(A) que o poliedro S(G,w) é bem maior que o polie-
dro de partida S(G), w;) na regido de comportamento linear, mostrando a eficicia do
procedimento 3.3 na construgdo de um poliedro A-contrativo robusto sobre a regiao de
comportamento nio linear de um sistema em malha fechada com controles saturaveis.
Como esperado, S(G,w) robusto com relacdo ao modelo de incertezas, é um subcon-
junto de S{G,, wp) o qual assume um modelo perfeitamente conhecido. A figura 3.5(B)
mostra a trajetéria do sistema em malha fechada incerto (3.60) partindo de um ponto
extremo de S(G,w).

Figura 3.5: Poliedros A-contrativos
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3.5 Funcoes de Lyapunov Lineares por Partes

Esta secdo trata da caracterizacio e construgéo de fungdes de Lyapunov lineares por
partes para estimacao da regido de estabilidade assintética da origem do sistema em
malha fechada com controles saturdveis (3.9).

3.5.1 Caracterizacao

Seja a funcdo linear por partes (FLP):

T(z) = max w {giz + c;} (3.62)

1<igr

onde z € R" e w;, g;, ¢; 880 as iésimas linhasde w > 0 e R, G € R, c < 0 € &7,
respectivamente. Pode-se verificar que a fungio ¥(z) (3.62) pode também ser definida

Como:

T(z) = Hé%%le sa. Gz +c<we (3.63)

Proposicao 3. 6 A FLP Y(z) (5.62), (3.63) é definida positiva se e somente se eTiste
uma matriz de permutagdo P tal que:

Pl G ¢ w}ziicl o @1}

Gy & 1o

(3.64)
G=0; ¢ <0

e o poliedro Gz < @y € lmitado.

Prova: Note que permutagdes de linhas da matriz { G ¢ w ] nac mudam o valor
de ¥(z). Inspecionando (3.62) pode-se verificar que ¥(0) = 0 se e somente se ¢ <
0 com pelo menos uma componente zero. Consequentemente, existe uma matriz de
permutagdo P dando (3.64). De (3.62), (3.63), (3.64), pode ser verificado que:

U(z) = ¥y (z)

¥y (z) = II‘IE%EIG st Gz < e (3.85)
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Notando que & < 0, de (3.63), (3.64), pode ser também verificado que para um €; > 0,
suficientemente pequeno, vale o seguinte:

U(z) =T, (z) ; = € Gz < the (3.66)

De (3.65), pode ser verificado que ¥;(z) é definida positiva se e somente se Giz < é
limitado. De {3.65), (3.66), pode-se verificar que ¥(z) é positiva definida se e somente
se ¥, (z) é definida positiva, concluindo a prova.

Aplicando Definicio 2.10, pode ser verificado que o epigrafo da FLP ¥(z) (3.62),
definida na bola ¥{z) < 1 é dado por:

E(W) = S(G,c,w) = {(z,6) e R"™" : Gz+c<we ; 0<e<1} {3.67)

Similarmente, pode ser também verificado que para o sistema de malha fechada (3.9},
o epigrafo de A™'WU(f(z)) definido na bola ¥{z) < 1 é dado por:

ENTI,) = {(z,¢) e R*™! : G[Az + Bsat(Fz)l+c<dwe ; 0<e<1} (3.68)

Proposigao 3. 7 Uma FLP definida positiva ¥(z)} (3.62), (3.63), é uma funcdo de
Lyapunov para o sistema (3.9), na bola ¥(z) <1, se e somente se existe 0 < A < 1 tal
que os epigrafos (3.67), (3.68), satisfazem a relacdo de inclusdo:

E(T) C E(ZITY) (3.69)

Prova: Imediata aplicando Corolério 2.1.
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Proposicao 3. 8 Uma FLP definida positiva ¥(z) (3.62), (3.63), é uma fungdo de
Lyapunov para (8.9), na bola ¥(x) < 1, se e somente se para as § = 1 : 3™ regides de
saturagdo (8.10), (3.11), (3.12), existe um 0 < A < 1 tal que

| G4 —w ] [ ’ } < ~Gpj ¢ (3.70)
€;
vale para quaisquer €;, = satisfazendo:
G —w —-c
R, 0 d;
7 Tl<| @ (3.71)
0 1 Ej i
0 -1 0

ou, em outras palavras, se e somente se eziste 0 < ) < 1 tal que o poliedro (3. 71) é um
subconjunto do poliedro (3.70).

Prova: Da Proposicao 3.7 tem-se:

E(T) C E(A1Ty) (3.72)
Notando que
=™

R = {J S(R;.d)) (3.73)
E(L) =E(T)NR” (3.74)

temos imam
E(T) = U E(T) N S(R;, d;) (3.75)

j=1

Portanto (3.72) vale se e somente se para j = 1 : 3™ tivermos:
E(Y)NS(R;,d;) C EN1Ty) (3.76)

Para z € S(R;, d;), de (3.12), (3.68), pode ser verificado que £(A"1¥}) corresponde ao
poliedro:

[ GA; —w ] [: } < ~Gp; —c¢ (3.77)
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De (3.10), (3.11), (3.67), pode-se verificar que £(¥)NS(R;, d;) corresponde ao poliedro:

G -~w —C
R: 0 d;
g Tl ™ (3.78)
0 1 Ej 1
0 -1 0

concluindo a prova.

O Corolério a seguir é uma formulagio primal de programacéo linear da Proposi¢éo
3.8 [33].

Corolério 3. 3 Uma FLP definida positiva U(z) (3.62), (3.63), é uma fungdo de Lya-
punov para (3.9), na bola ¥(z) < 1, se e somente se existe 0 < A < 1 tal que:

rzﬁx{a;} <0 (3.79)

1<i<r;

3

1<j<3m
onde o} sdo obtidos resolvendo os sequintes programas lineares independentes factiveis:

crj— = rr%aéxg’:Aja: — Aw;e + gipj -+ ¢
Gz — we < —¢
R,z < d; (3.80}
0<e<1

onde g*, ¢, w;, s@o iésimas linhas de G, ¢, w, respectivamente e R;, d;, A;, p; s@o
relacionadas &s regibes de saturacio e aos modelos lineares por partes (3.10)-(3.12).
Seja €, % solugdo dtima relacionada a um ot > 0. Isto indica que 7% € E(¥) estd fora
da iésima face de E(A1y) (8.68), (3.69) na jésima regido de saturagdo:

g 4T — dwes < —g'pj — ¢ (3.81)



Prova: Inspecionando (3.70), (3.71), pode-se verificar que a Proposicio 3.8 é satisfeita
se e somente se

giAjﬂ') — /\wiej S mgipj —

3.82
j=1:3";4i=1:7r ( )

vale para todos ¢;, z que satisfazem (3.71). Em outras palavras,
rré%x(g’;Ajm - dwe+ g'p; +¢) <0 (3.83)

G -w —

Rj i < dj
0 1 e | 1
0 -1

tem que valer para ¢ = 1:7 e j = 1 : 3™. Pode-se verificar que os programas lineares
(3.83) sdo equivalentes aos programas (3.79), (3.80). Sejam o? e €}, z¢, respectivamente,
indice de desempenho e solugdes étimas dos programas lineares (3.83). De (3.76),(3.83)
pode-se também verificar que ¢} > 0 indica que z} € £(¥) estd fora da iésima face de
E(A"1W¢) na jésima regido de saturacdo (3.81), concluindo a prova.

3.5.2 Construcao

Esta secao trata da construco de fungbes de Lyapunov lineares por partes para ob-
tencao de estimativas da regido de estabilidade assintética local da origem do sistema
em malba fechada (3.9). Esta estimativa serd tanto melhor quanto maior for a bola
unitdria da funcio de Lyapunov.

A seguir, uma FLP ¥(x) (3.62), (3.63), serd representada como ¥[G, ¢, ).
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Dentro da regido de comportamento linear S(R;, dy) (3.13) do sistema (3.9), a maior
regido poliedral de estabilidade assintética local é o supremo poliedro A-contrativo
Gz < w; contido em S{R;,d;). A funcio de Lyapunov associada é o caso particular de
FLP ¥[G}, 0, w;) chamada de funcdo de Minkowski. Métodos eficientes para obtengéo
de poliedros A-contrativos supremos sdo dados em [34].

Considere agora uma FLP definida positiva cuja bola unitéria tem interseg@o com
a regido de controle ndo linear do sistema (3.9). De acordo com a Proposi¢ao 3.7,
U[G, ¢, w] é uma fungéo de Lyapunov para o sistema (3.9) se e somente se os epigrafos
(3.67), (3.68), satisfazem a relagéo de inclusdio £(¥) C E(A~1¥/) ou equivalentemente

E(T) N EMATIE,) = E(T) (3.84)

Se (3.84) ndo for satisfeita, a préxima candidata a fun¢ao de Lyapunov deveria ser
a FLP derivada da intersecio £(¥) N £(A~1¥;). Contudo, devido & n&o linearidade
da lei de controle saturada (3.8), o epigrafo £(A™1¥;) (3.68) nido é convexo. Portanto,
ndo é possivel garantir a convexidade do conjunto intersecio resultante, complicando
a obtengao da funcio linear por parte. Para contornar esta dificuldade, baseado na
Proposicao 3.7 e Corolario 3.3, o seguinte procedimento computacional é proposto para
determinacdo de uma funcio de Lyapunov linear por partes para o sistema (3.9), cuja
bola unitdria tem intersecdo com a regifio de controle ndo linear. Grosso modo, a
seguinte tarefa é executada recursivamente: dada a func¢o de Lyapunov U[G,, ¢q, W,
e sua FLP “expandida” ¥[G,, cs, dw,), obter a fungio de Lyapunov ¥[G, ¢, w] tal que
U[G,, ca, we) = V[G, ¢, w] 2 ¥[G,, ¢, dw,]. Para obtencdo de ¥[G, ¢, w], comegar com
U[G, ¢, w] = V[G,, co, 6w, e recursivamente atualizar ¥[G, ¢, w], fazendo a intersecio
de seu epigrafo £(¥) = S{G,c,w} (3.67) com planos de corte relacionados &s faces do
epigrafo £(A~1¥;) (3.68) que nio satisfazem ao Coroldrio 3.3. Uma descrigio detalhada
¢ apresentada no procedimento seguinte.



Procedimento 3.4

Determinacdo de funcéo de Lyapunov linear por partes do sistema (3.9).
Passo 1 - Inicializagao
A : indice de convergéncia

d > 1 : coeficiente de expansio

¥[G,c = 0,w)] : fungéo de Lyapunov inicial correspondente a Ga < w, 0 conjunto
A-contrativo supremo contido na regido de controle linear S)(R;,d;) [34].

Passo 2
Eliminar desigualdades redundantes em £(¥) = S(G, ¢, w) (3.67) [32]
Fazer: G,=G

Passo 3 - Expanséo

Fazer: wo,=w ; ¢ =¢ ; w=duw,

Passo 4

Verificar se ¥[G, ¢, w] é uma funcéo de Lyapunov utilizando Corolario 3.3: Sim :
voltar ao passo 3;

Caso contrario: ir para o passo 3.
Passo 5 - Construgdo da fun¢@o de Lyapunov ¥[G, ¢, w] tal que:

U[Ga, cay wa] > VG, ¢, w] > U[Ga, cq, 6]

Passo 5.1 - Definir o plano de corte S(§, &, W) para S(G, ¢, w) relacionado & regifio
de saturagao mais interna j* e aresta * que ndo satisfazem o Coroldrio 3.3.

g= gi*Aj’ ; C=cp gi*pj* ;oW = AWy
Passo 5.2
Verificar se S(G,, ¢,,w,) C 5(§,¢,w) [17]
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Sim: ir para o passo 5.3;

Caso contrario: W[G,, ¢, w,] é a funcdo de Lyapunov desejada. Pare

Passo 5.3 - Construcao de S(g, ¢, @) N S(G, ¢, w)

G= Cf ;
g
_c]

c=|_1;
[

U == .
w

Passo 5.4
Verificar se ¥[G, ¢, w] é uma fungio de Lyapunov utilizando Coroldrio 3.3:
Sim: volte ao passo 2.

Caso contrario: volte ao passo 5.1

Inspecionando o Procedimento 3.4, pode-se verificar que o mesmo fornece uma se-
quéncia de fungdes de Lyapunov monotonicamente decrescente e convergente. A razao
de convergéncia nio é facilmente determinédvel devido & natureza ndo linear e néo con-

vexa do problema.
3.5.3 Exemplo Numeérico

Considere o seguinte sistema com controle em malha fechada saturdvel, emprestado

de [4]:
z(k + 1) = Az(k) + Bu(k)

< u<i 3 8')
u(k) = sat(Fz(k)) =

0.8 0.5 . B= 0
-0.4 1.2 1.0
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@=4=70; F=[02888 —18350 ]

Sejam:

e A= .998: indice de convergéncia;

¥[G;,0,w]: fungdo de Lyapunov do tipo Minkowski, associada ao supremo po-
liedro A-contrativo com relagdo a (3.85), contido na regido de controle linear;

[ ]

UG, 0, wp,): fungéo de Lyapunov do tipo Minkowski, obtida pelo Procedimento
3.4, com & = 1.5, comegando de ¥[G), 0, w,] e forcando ¢ = 0;

e U[Gpy, Cpw, Wpw): Tungdo de Lyapunov linear por partes obtida pelo Procedimento
3.4, com ¢ = 1.5, comegando de U[Gy, 0, wy);

Si, Sm € Spw: regides de estabilidade assintética locais correspondentes as bolas
unitarias das fungdes de Lyapunov W(Gy, 0, wi), ¥[Gm, 0, wm] € ¥[Gpu, Cpuw, Wy,
respectivamente.

Pode ser verificado na Figura 3.6 que S,, e Sp,, construidas pelo Procedimento 3.4,
540 bem maiores que a regido de partida .S}, mostrando assim a eficicia do procedimento
de construgao proposto. A Regido S, € estritamente maior que a regido Sp,, mostrando
que fungoes de Lyapunov lineares por partes podem efetivamente dar resultados menos
conservativos que as fun¢des de Minkowski. As Figuras 3.7 ¢ 3.8 mostram as superficies
de nivel das fungdes de Lyapunov U[G,., cpu, Wpw] € ¥[Gm, 0, w,,], respectivamente. A
forma variavel das superficies de nivel de ¥[G,y,, ¢y, Wpy), comparada com a forma fixa
das superficies de ¥!G,,, 0, wy,], mostra que as FLPs sfo naturalmente mais flexiveis
e melhor adaptadas que as funcGes de Minkowski, ao comportamento dindmico ra-
dialmente variavel dos sistemas com controles saturdveis. Pode também ser verificado
nessas figuras que o melhor resultado da FLP ¢ obtido &s custas de representagao mais
complexa: a FLP ¥[G,,, Cpw» Wyy) tem mais ou menos o dobro do niimero de faces que
a funcio de Minkowski ¥[G,,, 0, wn,).
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Figura 3.7: Superficies de nivel de ¥[Gpy, Cpu: Wpu)
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Figura 3.8: Superficies de nivel de ¥[G,y, 0, wy,]

3.6 Funcgoes de Lyapunov Lineares por Partes para

Sistemas Incertos

Nesta se¢ao, os resultados sobre caracterizagdo e construgio de funcdes de Lyapunov
lineares por partes do sistema em malha fechada saturdvel (3.9) sdo extendidos para o
sistema em malha fechada saturdvel incerto:

r(k+1) = Az(k) + Bsat(Fz(k)) ; (4,BYeP (3.86)

onde o par de matrizes (4, B) é desconhecido mas restrito ao conjunto P C (R"*" x
R™*™)  aqui denominado dominio de incerteza.



3.6.1 Caracterizacao

Seja a FLP:
U(z) = max w;  {gz + ¢} (3.87)

1<i<r
onde z € R" e w;, ¢;, ¢; sdo as iésimas linhasde w > 0 e R, G e **, c <0 R,
respectivamente.
Aplicando Definigao 2.10, pode ser verificado que o epigrafo da FLP ¥(z) (3.87),
definida na bola ¥(z} <1 ¢é dado por:

E(T) = 8(G,c,w)y = {(z,6) e A" : Gr+c<we; 0<e< 1} (3.88)

Similarmente, pode ser também verificado que para o sistema de malha fechada (3.86),
o epigrafo de A™'¥({f(z)) definido na bola ¥(z) < 1 ¢é dado por:

ENTIUy) = {(z,€) € R : GlAz + Bsat{Fz)] + ¢ < hwe

0<e<1V(4,B)€P) (3.89)

Proposigao 3. 9 Uma FLP definida positiva V(z) (3.87) é uma fungdo de Lyapunov
para o sistema incerto (3.86), na bola U{z)} < 1, se e somente se eriste 0 < A < 1 tal
que 0s epigrafos (3.88), (8.89), satisfazem a rela¢@o de inclusGo:

E(T) C EATIT) (3.90)

Prova: Imediata aplicando Corolario 2.1.
Seja o dominio de incerteza P dado pelo politopo:

'P={(A,B): (A,B) =S 6(AB) ; &30, Z"fa:z} (3.91)
=1 I=1

onde (A, BY) € R™" x R™*™ 530 pontos extremos.

Para P dado por (3.91) e notando que G[Az + Bsat(F(z))] < w é linear em (A, B),
pode-se verificar que £(A™1¥;) é dado por:

E(ATI ) = {(z,¢) € R : G[Alz + Blsat(Fz)] + ¢ < dwe

3.92
0<e<l;I=1:s} (3.92)
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Além disso, das equagdes (3.10) a (3.12), é facil verificar que £(A™1¥) restrito &
regido de saturacdo S(R;,d;) é dado por

EN1T); = {(z,¢) € (S(R;,d;),R) : G[Af,,-x +p§-] +ce< A we 0<e<1;l=1:¢}
(3.93)
onde A;-, pff, séo os parametros do modelo linear em S(R;,d;) relacionados ao ponto
extremo (A', BY).

Proposicao 3. 10 Uma FLP definida positiva U (z) (8.87) é uma funcgdo de Lyapunov
para o sistema incerto (8.86), na bola ¥(z) < 1, se e somente se para as j = 1 : 37
regides de saturacdo (3.10), (3.11), (3.12) e para 0s | = 1 : s pontos extremos de P,
eriste um 0 < A < 1 tal que

[ G4} —>w ] { ﬂ < -Gpl—c (3.94)

vale para 0s €, T que satisfazem:

G ~w -
R; 0 T < d; (3.95)
0 1 € 1
0 -1 0

ou, em outras palavras, se e somente se existe 0 < A < 1 tal que o poliedro (5.95} é um
subconjunto do poliedro (3.94).

Prova: Da Proposigao 3.9 tem-se:

E(T) ¢ E(AMT5) (3.96)
Notando que .

R mJ_U S(R;,d;) (3.97)

£(T) = £(T) N R" (3.98)
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fermnos
=3

()= |J £(®)NS(Ry,dy) (3.99)
‘ i
Portanto (3.96) vale se e somente se para j = 1 : 3™ tivermos:
5(\1’) N S(Rj, dj) C S(Auz‘l’f) (3100)

De (3.93) £(A~"¥); é um poliedro dado pela intersecdo de [ = 1 : s poliedros:

[GAL —w ] {‘”] < -Gph-c (3.101)
€

De (3.10), (3.11), (3.88), pode-se verificar que £(¥) N S(R;,d;) corresponde ao
poliedro:

G -w —c
R. _
s 0T |9 (3.102)
0 1 ||e 1
0 -1 0

concluindo a prova.

O Corolério a seguir é uma formulagio primal de programacao linear da Proposi¢ao
3.10 {33].

Corolario 3. 4 Uma FLP definida positiva ¥(z) (8.87) € uma fungdo de Lyapunov
para o sistema incerto (3.86), na bola ¥(z) < 1, se e somente se existe 0 < A <1 tal
que:

max{o ()i} < 0 (3.103)

Wy

1<i<r;

?

1<j<3™;

1

1<{<s
onde o(j)i sdo obtidos resolvendo os seguintes programas lineares independentes factiveis:
o(4)} = maxg' Az — dwie + '} + ¢
Gr —we < ¢
Rz < d; (3.104)
0<e<l
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onde g*, ¢, w;, sdo iésimas linhas de G, ¢, w, respectivamente e R;, d;, AL, pb sdo
relacionadas 4s regides de saturacdo e aos modelos lineares por partes (3.10)-(5.12) e
dominio de incerteza (3.91). Sejae(5);, z(j)i solugdo dtima relacionada a um o(j)i > 0.
Isto indica que z(j); € £(¥) estd fora da iésima face de £(X\"T;) (8.98) dado por:

g Az — dwie(f) < ~g'pl — ¢ (3.105)

Prova: Similar ac Coroldrio 3.3.

3.6.2 Construcao

O procedimento para a construgéo de fungbes de Lyapunov lineares por partes para
sistemas incertos, em linhas gerais, é uma combinacio dos Procedimentos 3.3 e 3.4
para construgdo de conjuntos A-contrativos robustos e funcdes de Lyapunov lineares

por partes, respectivamente.
Procedimento 3.5

Construgéo de funcéo de Lyapunov linear por partes do sistema incerto (3.86).
Passo 1 - Inicializacdo
A : indice de convergéncia

4 > 1 : coeficiente de expansio

UG, c = 0,w] : fun¢do de Lyapunov inicial correspondente a Gz < w, o conjunto
A-contrativo robusto supremo contido na regifo de controle linear S;(R;, d;)

[34].
Passo 2
Eliminar desigualdades redundantes em £(¥) = S(G, c,w) (3.88) [32]
Fazer: G, =G
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Passo 3 - Expanséo

Fazer: wyo=w ; € =¢C ; W=0W,

Passo 4
Verificar se ¥[G, ¢, w] é uma fungio de Lyapunov de (3.86). (Rotina 3.2):

Sim : voltar ao passo 3;

Caso contrario: ir para o passo 5.
Passo 5 - Construcio da fungdo de Lyapunov U[G, ¢, w] tal que:

U[Go, Car wa] > WG, ¢, w] 2 ¥[Gy, s, 6wy

Passo 5.1 - Definir o plano de corte S(§, é, W) para S(G, ¢, w) relacionado a regiao
4*, ponto extremo [* e aresta ¢*, identificadas pela Rotina 3.2.

g=g"Ap; E=cr g pp ;W= Awpe

Passo 5.2

Verificar se S(Gy, o, wq) C S(g, ¢, @) [17]
Sim: ir para o passo 5.3;

Caso contrario: ¥[G,, ¢, w,] é a funcdo de Lyapunov desejada. Pare

Passo 5.3 - Construcdo de S(g, ¢, w) N S(G, ¢, w)

a=1%1.
_g
_c}

¢ = . 3
-C
_w}

w=| _
ww
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Passo 5.4

Verificar se U[G, ¢, w] é uma fungdo de Lyapunov de (3.86). (Rotina 3.2):
Sim: volte ac passo 2.

Caso contrario: volte ao passo 5.1

Rotina 3.2: Verifica se ¥[G, ¢, w] é uma fungdo de Lyapunov de (3.86) utilizando o
Corolério 3.4.

e Paraj=1:37,
Paral=1:s,i=1:r, resolver o programa linear:
o()i = max g'Alz — Mwie + g'pl + ¢

Gz —we < —c¢
Rjﬁfgdj
0<e<1

Fazer
o; = max o(j)]

i,

(lj,i5) = arg H%%Xa(j)ﬁ

& = (7)),
e Se:

max{o;} < 0
j

Entdo: Fazer Resposta = Sim

Caso contririo: Fazer Resposta =Ndo e identificar a regido de saturacio interna
que nao satisfaz o Coroldrio 3.4:

) * — ¥ . .
J" =ergmine; sa. o; >0



3.6.3 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema incerto com uma lei de controle saturavel em malha

fechada:
z(k + 1) = Az{k) + Bu(k)

< u<d
3.106
= sat{Fz(k)) ( )
0. 8+Q1 0
A=  0<q,< .1
} futy] e
d=a=70: 02888 —1.835@]

Sejam:
e A = .998: indice de convergéncia;

UG, 0, w): funcdo de Lyapunov do tipo Minkowski, associada ao supremo po-
liedro A-contrativo com relacdo a (3.106), contido na regido de controle linear;

UG, 0, wy]: funcdo de Lyapunov do tipo Minkowski, obtida pelo Procedimento
3.5, com pardmetros § = 1.5, §,, = 1.1, comecando de ¥[G},0,w;] e forcando
c=0;

(G p» Couw» Wy fungdo de Lyapunov linear por partes obtida pelo Procedimento
3.5, com pardmetros § = 1.5, §,, = 1.1, comecando de ¥[G, 0, wy);

S, Sm e Spw: regides de estabilidade assintética robusta locais correspondentes as
bolas unitdrias das funcdes de Lyapunov ¥[Gy, 0, w1, ©[Gm, 0, wm) € UGy, Cowr Wpw),
respectivamente.

Pode ser verificado na Figura 3.9 que Sy, ¢ Spu, construidas pelo Procedimento 3.5,
sdo bem maiores que a regido de partida S;, mostrando assim a eficicia do procedi-
mento de construcao proposto. A Regido Sy € estritamente maior que a regiao Sp,
mostrando que funcdes de Lyapunov do tipo FLP podem efetivamente dar resultados
menos conservativos que as fungdes de Minkowski.
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Figura 3.9: Bolas unitdrias de fungGes de Lyapunov

3.7 Conclusao

Este capitulo tratou da caracterizacio e construciio de poliedros A-contrativos e
fungdes de Lyapunov lineares por partes para obtencdo de estimativas poliedrais con-
vexas da regiao de estabilidade assintética local da origem, de sistemas lineares inva-
riantes, discretos no tempo, com controles em malha fechada saturéaveis.

Os principais resultados obtidos foram:

¢ condigdes necessdrias e suficientes para um poliedro convexo fechado ser A-contrativo
robusto com respeito a um sistema com pardmetros incertos restritos a um polito-
po compacto (dominio de incerteza politépico). A versio de programacio linear
dessas condi¢des é computacionalmente eficiente e capaz de tratar problemas de

grandes dimensdes.
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e condicOes necessdrias e suficientes para uma FLP ser funcio de Lyapunov de
sistemas com pardmetros perfeitamente conhecidos e também de sistemas com
paraimetros incertos restritos a um politopo compacto (dominio de incerteza po-
litépico). As versdes de programacio linear dessas condicbes so computacional-
mente eficientes e capazes de tratar problemas de grandes dimensdes.

o Procedimentos de expansao ndo homotéticos de construcio de poliedro A-contrativo
robusto e fungbes de Lyapunov lineares por partes para estimacdo da regifo de
estabilidade assintética local da origem do sistema saturado.

Os exemplos numéricos apresentados mostraram a efetividade dos procedimentos de
expansao propostos. Eles também mostraram que as fun¢des de Lyapunov lineares por
partes, por serem mais flexiveis e melhor adaptadas para capturar a variacéo radial do
comportamento ndo linear de sistemas com saturacfo, apresentaram resultados estrita-
mente menos conservativos que os obtidos com poliedros A-contrativos, correspondentes

a fungbes de Minkowski.
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Capitulo 4

Sistemas com Controles com Zonas
Mortas

4.1 Introducao

Zonas mortas podem ocorrer em virios componentes de sistermas de controle, tais
como sensores, amplificadores e atuadores. Possiveis efeitos indesejdveis da zona morta
em sistemas de controle sao a diminuicao da acuidade estitica e instabilidade do sistema
[35]. A estabilidade de sistemas lineares invariantes no tempo com controles em malha
fechada com zonas mortas tem sido largamente estudados na literatura, considerando
na majoria dos casos sistemas SISO (single-input single-output) e técnicas frequenciais
[32],[35], [9], [36]. Sistemas lineares com controles em malha fechada com zonas mortas
sao sistemas lineares por partes dentro das regides do espago de estado, aqui denomi-
nadas regides da zona morta, definidas pela lei de controle em malha fechada. Estes
sistemas possuem comportamento dindmico complexo, podendo apresentar multiplos
pontos de equilibrio e/ou ciclos limites. Em sistemas estdveis em malha fechada mas
que sd0 estritamente instaveis em malha aberta, suas trajetdrias ndo convergem assin-
toticamente para a origem dentro da zona morta, mas sim para pontos de equilibrio
estdveis vizinhos ou ciclos limites. A determinagdo e a andlise da estabilidade dos pon-
tos de equilibrio € trivial. A determinacio e a andlise da estabilidade de ciclos limites
para sistemnas multivaridveis em geral nao é ficil de ser realizada. A determinacéio de
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conjuntos de confinamento final pode ser utilizada para delimitar e analisar a estabili-
dade de ciclos limites.

Este capitulo trata do problema de estabilidade de sisternas lineares, invariantes,
discretos no tempo, instéveis em malha aberta, com controles em malha fechada com
zonas mortas. O objetivo final é a determinagio de uma aproximacao poliedral con-
vexa externa do conjunto de confinamento final uniforme (CCFU) minimo contendo a
origem, para delimitagio e andlise da estabilidade de possivel ciclo limite nele contido.
A abordagem proposta é baseada na caracterizacdo e constru¢ao de conjuntos positiva-
mente invariantes convexos e funcdes de Lyapunov lineares por partes. A matéria estd
organizada da seguinte forma:

Na secdo 4.2 é descrito o modelo linear por partes do sistema com controles em
malha fechada com zonas mortas.

Na secdo 4.3 sdo apresentados resultados novos sobre caracterizacao e construcao de
conjuntos positivamente invariantes convexos. Sdo demonstradas condictes necessarias
e suficientes para um poliedro fechado convexo ser positivamente invariante. Baseado
em formula¢io computacional de programagéo linear dessas condigoes, é proposto um
procedimento recursivo para construcio de uma aproximacio externa poliedral convexa
do conjunto positivamente invariante minimo contendo uma vizinhanga arbitrariamen-
te pequena da origem.

Na secdio 4.4 s3o apresentados resultados novos sobre caracterizacao e construgao
de funcées de Lyapunov lineares por partes. Sdo demonstradas condigBGes necessirias
e suficientes para uma FLP definida positiva ser funcio de Lyapunov. Baseado em
formulacdo computacional de programacfo linear dessas condigdes algébricas, € pro-
posto um procedimento recursivo para construgio de fun¢des de Lyapunov lineares por
partes garantindo confinamento final uniforme no conjunto positivamente invariante
minimo construido na secao 4.3. O resultado final é uma aproximacao poliedral conve-
xa, positivamente invariante, do minimo CCFU, juntamente com sua regido de atragao.

Na secdo 4.5 é apresentado um exemplo numérico ilustrativo.

69



4.2 Modelo de Sistema com Controles com Zonas
Mortas

Considere o sistema linear discreto no tempo, representado pela seguinte equagdo de
estado:

z(k +1) = Az(k) + Bu(k) (4.1)

onde z(k) € R”, u(k) € R™ sdo as varidveis de estado e controle respectivamente, sendo

A e R B e ™™, Considere a lei de controle em malha fechada com zona morta:

u(k) = dz(Fz(k)) (4.2)
onde F € R™ ™ ¢ constante e os componentes de dz(Fz) sdo dados por:

fiz+ % se fix < —1iy
dz(Fz);=1 0 se —u; < fix < b (4.3)
fix —u; se fix >
onde f; denota a iésima linha da matriz F e 4;, ©; denotam as iésimas linhas dos vetores
de limite inferior e superior da funcdo zona morta @ > 0, & > 0, respectivamente. A
Figura 4.1 apresenta o grafico de uma funcdo zona morta u = dz(v).

A partir das equagdes (4.1) e {4.2) o sistema em malha fechada é dado pelo modelo
nao linear:
z(k + 1) = Az(k) + Bdz(Fz(k)) (4.4)

Considerando todos z € R", cada um dos m componentes da lei de controle com
zona morta (4.3) possuem 3 estados possiveis: abaixo da zona-morta, interno & zona-
morta e acima da zona morta. Consequentemente, R” pode ser decompostoem j =1 :
3™ regides S(R;,d;} C R™, denominadas regides de zona morta as quais sdo dadas por
um poliedro da forma:

S(R;,d;) = {z € R"; Ryz < d;} (4.5)
Fz'z ﬁ/zz
-—EZ Uy,
Rj = —F y dj = — . (46)
sz = Upz
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onde Fy,, @iy, Tizy Foz,laz, Fpz, e, denotam matrizes e vetores apropriadamente forma-
dos pelas linhas de F\4, 4, relacionados, respectivamente, com os componentes internos
4 zona morta, acima da zona morta e abaixo da zona morta, que caracterizam a regiao.

Dentro dos limites de cada regido da zona morta S(R;,d;), o sistema em malha
fechada (4.4) pode ser representado por um modelo linear:

z{k + 1) = Ajz(k) + p;
Aj - {A + BazFaz + Bszbz] (47)
P; = ~ B, g, + By,

onde B,, e By, denotam matrizes apropriadamente formadas pelas colunas de B rela-
cionadas a F,, e F},, respectivamente. Em todo este capitulo, sera designado j =1
para a regiao de comportamento linear de dz(F(z}), descrita por:

el 2] oo

>

s A=A ;=0 (4.8)

o2

1 ]

fng)
<

Figura 4.1: Func¢do zona morta u = dz(v).
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4.3 Poliedros Positivamente Invariantes

Esta seco trata da caracterizagio e construgao de poliedros positivamente invariantes
com respeito ao sistema em malha fechada com controles com zonas mortas (4.4).

4.3.1 Caracterizacao

Considere o poliedro
S(G,w)={z € R": Gz < w} (4.9)

onde GeR*ew>0cR.
Seja Q(G,w) o conjunto admissivel de um passo de S(G,w) (4.9) com relacio ao

sistema (4.4):
Q(G,w) = {z € R*;G[Az + Bdz(F(z))] < w} (4.10)

Proposigao 4.1: Considerando as j = 1 : 3™ regides da zona morta (4.5), (4.6),
(4.7), o conjunto Q(G,w) (4.10} dado por:

j=5m
J=1
onde Q;(G,w) = Q(G,w) N S(R;,d;) :
CAj | < | Aw=Ops (4.12)
R, - d; '
Prova: Observando que
j=3m
R = U SRy dy) (4.13)
j=1
QIG,w) = Q(G,w)NR" (4.14)
tem-se jmgm
QG w) = {J Q(G,w)nS(R;,d;) (4.15)

j=1
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pode-se verificar de (4.7}, (4.9), que Q(G,w) N S(R;,d;} -

a4 |, . [w—cpj}
<y

R;

o que conclui a prova.

Proposigdo 4.2: O poliedro S(G,w) (4.9) € positivamente invariante com relag@o ao
sistema em malha fechada (4.4) com uma tazae de contragio 0 < A < 1 se e somente
se para as § = 1 : 3™ regibes da zona morta (4.5), (4.6), (4.7),

GAjx < Aw — Gp; (4.16)

¢ vdlido para todo = que satisfaga:

G w

T < 4.17
B } B [ 4 ] i
ou, em outras palavras, se o poliedro (4.17) é um subconjunto do poliedro (4.16).

Prova: Da proposicao 3.1 temos:
S5(G,w) C Q(G, M) (4.18)

Observando que
j=3™

R = |J S(R;dy)
e
tem-se:
S(G,w) NR" C Q(G, dw) N R
j=3m™ =3

U S(G,w)n S(R;,dy) ¢ |J Q(G, 2w)n5(R;,dy)

j=1 j=1

Consequentemente,

S(G,w) N S(R;, d;) € Q(G, Mw) N S(R;, d;) (4.19)
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deve ser véalido para j =1: 3™,

Da proposigdo 4.1, Q(G, Aw) N S(R;, d;) corresponde ao poliedro:

mg!Aw*Gm} (4.20)
d;

GA,
B;

De (4.5), (4.6), (4.9) é facil verificar que S(G,w) N S(R;,d;) corresponde ao poliedro:

xS[Z} (4.21)

Pode ser verificado que (4.21) contido em (4.20) é equivalente a (4.21) contido no

G
R;

poliedro
GAjz < dw - Gp;

0 que conclui a prova.

Coroldrio 4.1: O poliedro S(G,w) (4.9) € positivamente invariante com relacdo ao
sistema em malha fechada (4.4) com uma taze de contragdo 0 < X < 1 se e somente
se para as j = 1 : 3™ regides da zona morta (4.5), (4.6), (4.7):

max{oi} <0; 1<i<r; 1<j<3m (4.22)
(%)

tal que crj- sdo obtidos resolvendo-se os seguintes programas lineares factiveis indepen-
dentes:

o} = max g; A;z + gip; — Mw;

G w
T[] o

onde gi, w;, $ao as i€simas linhas de G e w, respectivamente e R;, d;, A;, p; estdo
relacionados as regides da zona morta e ao modelo linear por partes (4.5)-(4.7). Além
disso, seja z% uma solucdo dtima relacionada a o} > 0. Isto indica que 7 € S(G, w)
estd fora de %, a i€sima face de Q;(G, Aw) (4.12), dado por:

Q; ={zeR"; 94T < Adw; — gipj} (4.24)
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Prova: Inspecionando (4.16), (4.17),é facil verificar que a proposigéo 4.2 é satisfeita se

g A;r < Aw; — gip;

4.25
j=1:3";:=1:r (4.25)
¢ valido para todo z que satisfaga (4.17). Em outras palavras,
mgx(giij + gip; — Awi} <0 (4.26)
G s |
R, | T 14

deve ser valido parai=1:7 e j = 1: 3™ Pode-se verificar que programas lineares
(4.26) sio equivalentes aos programas lineares (4.22), (4.23). Sejam 0¥ e z}, respectiva-
mente, os indices de desempenhos étimos e as solugdes étimas dos programas lineares
(4.26). De (4.19),(4.26) pode-se verificar que o*} > 0 indica que % € S(G,w) esté fora
da iésima face de @;(G,w), o que conclui a prova.

o

Seja T(G,w) o conjunto alcancvel um passo a frente de S(G,w) (4.9) com relagao
ao sistema (4.4), dado por:

T(G,w) = {Az + Bdz(F(z)} € Rz € 5(G, w)} (4.27)

Proposicao 4.3: Considerando as j = 1 : 3™ regides da zona morta (4.5), (4.6),
(4.7}, o conjunto T(G,w) (4.27) dado por:

j=3m

T(G,w)= |J T;{G, w) (4.28)

=1
onde T;(G,w) C R" € o conjunto alcangdvel um passo a frente de S(G,w) N S(R;, dj),
dado pelo poliedro:
G

+
R;

A7t (4.29)

ATtz < o
d;

R;
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Prova: Observando que
j=3m
R = | SRy, d))
j=1
j=3m
S(G, ’CU) — U S(G,T_U) 0 S(RJ dj)

F=1
de (4.27) tem-se:
T(G,w)={Az+Bdz(F(z)) e R* ; z € UZZ] S(G,w)NS(R;,d;)}

Consequentemente, tem-se:

=3
T(Guw) = U TG, w)
T;(G,w) = {Az + Bdz(F(z)) € R* ; z € S(G,w)N S(R;,d;)} (4.30)

De (4.5), (4.6), (4.7}, pode ser verificado que (4.30) corresponde ao poliedro

G w
2= Az +p; [ J}x l:dj:, ( )

Note que fazendo = A7’z — A7'p; em (4.31) tem-se (4.29), o que completa a
prova.

Proposicdo 4.4: O poliedro S(G,w) (4.9) é positivamente invariante com relagdo
ao sistema em malha fechada (4.4) com uma taza de contracdo 0 < X < 1 se e somente
se para as j = 1:3™ regides da zona morta (4.5), (4.6), (4.7):

Gz <w

€ vdlido para todo x que satisfaa:

¢ Az <yt | Y et G A lp;
R; d; R;
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Prova: Imediata das proposicdes 2.1 e 4.3.

O corol4rio seguinte fornece uma formulagio de programagao linear primal [33] para
a proposicao 4.4.

Corolério 4.2: O poliedro S(G,w) ({.9) é positivamente invariante com relagdo ao
sistema em malha fechada ({.4) com uma taze de contragdo 0 < A < 1 se para as
j=1:3™ regides da zona morta (4.5), (4.6), (4.7):

max{oi} <0; 1<i<r; 1<j<37 (4.32)
Y]

tal que Uj— séo obtidos resolvendo-se os seguintes programas lineares factiveis indepen-
dentes:

LR ,
0 = MAX g;T — W;

lazcat | ¥+
R; d;

onde g;, w;, 60 as iésimas linhas de G e w, respectivamenie e R;, d;, A;, p; estao

A 'p;

R;

relacionados ds regides da zona-morta e ao modelo linear por partes (4.5)-(4.7). Além
disso, seja o’ uma solug@o dtima relativa o ot > 0. Isto indica que i € ATy(G, w)
(4.27) estd fora de S;, a iésima face de S{G,w), dada por:

S;={z € R g < wi}

Prova: Similar & prova do corolério 4.1.
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4.3.2 Construcao

Conjuntos limitados positivamente invariantes com uma taxa de contracdo A < 1,
contidos na regido de comportamento linear de (4.4), no interior da zona-morta, sio
regides de estabilidade assintética da origem z = 0 [13]. Quando a origem z = 0 &
instdvel, mas o sistema global é estdvel (4 + BF é Schur), as trajetérias do sistema
(4.4), iniciando no interior da regido da zona-morta, convergem para ciclos limites ou
pontos de equilibrios estdveis nas regides vizinhas. Neste caso, 0 minimo conjunto posi-
tivamente invariante contendo z = (0 é um conjunto de confinamento para as trajetérias
do sistema (4.4) que se iniciam préximo da origem, fornecendo um limite superior para
o erro das mesmas em relacdo a z = 0.

Baseado na Proposigéo 2.2, o procedimento seguinte fornece uma estimativa exter-
na do minimo poliedro positivamente invariante convexo com relagio ao sistema (4.4)
contendo uma vizinhanca arbitrariamente pequena de z = 0.

Procedimento 4.1: Estimacio do minimo poliedro positivamente invariante com re-
lagdo ao sistema (4.4) contendo a origem.

1 - Inicializacéo

A : Taxa de contragao

S(G,w) : poliedro inicial pequeno, limitado e fechado contendo a origem

(w > 0).
itmax : ndmero méximo de iteragdes
Fazer: =40
2 - Iteragdo

2.1 - Calcular os conjuntos alcangdveis um passo a frente A~27;(G, w) usando a
proposicao 4.3

2.2 - Verificar se §(G, w) é positivamente invariante com uma taxa de contragio
A usando o corolédrio 4.2:
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Sim: Pare : 5(G,w) é o poliedro desejado
No: Fazer it = it+1 se 1t >itmaz Pare: a convergéncia falhou.
9.3 - Calcule uma aproximacao poliedral convexa Cvp:

i_am

Cup = I:JU A”lTj(G,w)] US(G,w)

j=1
2.4 - Fazer S(G,w) = Cup Retornar para 2.1

A eficiéncia computacional e a precisdo do procedimento 4.1 sao fortemente depen-
dentes da aproximacdc poliedral Cup utilizada no passo 2.3. Do ponto de vista da
precisio, o melhor C'vp € a casca convexa da unido de poliedros a qual é sabida ser um
problema computacional NP duro. Neste caso, a proposicao 4.1 pode tratar somente
problemas de dimensdes muito pequenas.

Uma boa solugdo de compromisso entre a eficiéncia computacional e a precisdo pode
ser obtida tomando-se Cup como o minimo poliedro S(G, p) tal que:

j=3"
$(G,p) { U A*Txa,w)} US(G,w) (439
j=1
Neste caso, o procedimento 4.1 expande progressivamente o poliedro inicial S(G,w)
mudando somente seu vetor & direita w. A precisdo de Cvp melhora com o nimero de
faces permitidas para S(G,w). Com este tipo de C'up, 0 procedimento 4.1 pode tratar
problemas de grandes dimensoes.

4.4 Funcoes de Lyapunov Lineares por Partes

Esta seco trata da caracterizagdo e construgao de fungbes de Lyapunov lineares por
partes para estimagao do conjunto de confinamento final uniforme minimo contendo a
origem do sistema em malha fechada com controles com zonas mortas (4.4).
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4.4.1 Caracterizacao

Considere a fungao linear por partes (FLP):

U(z) = max w; gz + ¢} (4.34)

onde z € R™ e w;, g;, ¢; 840 as iésimas linhas de w > 0 € R", G € R ¢ <0 € R,
respectivamente. E facil verificar que a fungdo ¥(z) (4.34) pode também ser definida
coImo:

Uiz) = 2{5}1{16 s.a. Gr+ce<we (4.35)

Proposigao 4.5 A FLP ¥(z) (4.84),{4.35) ¢ radialmente ndo limitada se e somente
se o poliedro Gx < w & limitado.

Prova: Necessidade: Se o poliedro Gz < w ndo ¢ limitado, deve existir uma di-
re¢io extrema Zo [33] tal que Guzo < 0V u > 0. Consequentemente, de (4.34}, (4.35),
pode-se verificar que ¥(uz;) ndo tende para o infinito quando || 4#Zp}| — oo e portanto,
U(z) é radialmente limitada.

Suficiéncia: Se Gz < w ¢ limitado, néo existe z tal que Guz < 0 Vu > 0. Con-
sequentemente, de (4.34), (4.35) pode ser verificado que para qualquer z, Gz tem pelo
menos uma componente positiva a qual produz ¥(uz) — oo quando {|uz|| — oo,

concluindo a prova.
[+

Corolario 4.3 Qualquer FLP definida positiva U(z) (4.84), (4.95) é radialmente ndo
limitada.

Prova: Imediata das Proposicdes 3.6 e 4.5.
o

Da defini¢do 2.10, pode-se verificar que o epigrafo da FLP ¥(z) (4.34) restrito ao
conjunto imagem A~1h < b é dado por:

Ev={(z,6) e R Gr+c<we; N <e<h) (4.36)
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Similarmente, pode-se também verificar que para o sistema em malha fechada (4.4), 0
epigrafo de A~ ¥(f(z)) restrito ao conjunto imagem A6 < b é dado por:

Ey, = {(z,6) € R+ GAz + Bdz(Fz)] +c < dwe; A <e< b} {4.37)

Proposicdo 4.6 Uma FLP definida positiva U(z) (4.34), (4.35) € uma fungdo de
Lyapunov do sistema em malha fechada (4.4}, no conjunto N[T, b, ?3], se e somente se
eziste um A < 1 positivo tal que os epigrafos (4.36), (4.37), satisfazem a relagao de

inclusdo:
&y C &y, (4.38)

Prova: Imediata do Corolério 2.1.

<
Proposiciao 4.7 Uma FLP definida positiva ¥(z) (4.84), (4.35), é uma fungdo de
Lyapunov do sistema em malha fechada (4.4), no conjunto N|¥, b, 3}, se e somente se
para as j = 1 : 3™ regibes da zona morta (4.5), (4.6), (4.7), existe um A < 1 positivo

tal que
[ GA} — AW ] [ z :l < “—Gpj —C (439)
€
vailido para qualguer (e,z) que satisfaga:
G -w —c
Rj 0 T dj
< : 4.40
0 1 !: € } - b (4.40)
0 -1 ~2"'h

ou, em outras palavras, se eriste um A < 1 positivo tal que o poliedro (4.40) sejo um
subconjunto do poliedro (4.39).

Prova: A proposicdo 4.6 fornece:

Ey C &y, (4.41)
Observando que
j=3m
w="U S(&;dy) (4.42)
i=1
Eg =&y NRA" (4.43)
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term-se
J=3m

v = |J &N S(R;,d)) (4.44)

i=1
Consequentemente, (4.41) é valido se para j = 1 : 3™ tem-se:

Ey NS(R;,d;) C &g (4.45)
Jr i

Para z € S(R;,d;), de (4.7), (4.37), pode-se verificar que £y ; corresponde ao poliedro:

[ G4, ~~)\w][‘”

} < —-Gpj~-c (4.46)
€

De (4.5), (4.6), (4.36), ¢ facil verificar que £y N S(R;, d;) corresponde ao poliedro:

G —w N

S B P (4.47)
0 1 € b

0 -1 A1

O que conclui a prova.

O corolario seguinte fornece uma formulagio de programagio linear primal para a
proposigao 4.7.
Coroldrio 4.4 Uma FLP definida positiva (x) (4.84), (4.35) é uma funcdo de Lyapu-
nov do sistema em malha fechada (4.4), no conjunto N [\II,B, I;], se e somente se existe
um A < 1 positive tal que:
max{oj} <0 (4.48)

1<isr; 1£5<3™

onde 0s cr; sao obtidos resolvendo-se os seguintes programas lineares factiveis indepen-
dentes:
i

0 = max GiAT — Awie + gips + ¢

Gz — we < —¢
M h<e<h
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onde g;, ¢;, w;, s@o as iésimas linhas de G, c, w, respectivamente e R;, d;, A;, p; estdo
relacionados com a regido da zona morta e com o modelo linear por partes (4.5)-(4.7).

Além disso, seja (7%, €t) uma solugdo dtima relacionada a um ot > 0. Isto indica
que (z%, €5} € Eg estd fora de iésima face de Eg, (4-87), (4.88) na jésima regido da
zona morta:

’H; = {(2,6) € R™" © g A;z — dwie < —gipj — i} (4.50)
Prova: Inspecionando (4.39), (4.40), é facil verificar que a proposigao 4.7 ¢ satisfeita
se
(A — Awie < —gipj — G
Giffg® — AW S iy (4.51)
j=1:3";i=1:r
vale para todo (z, €) que satisfaga (4.40). Em outras palavras,
I%%X(giAjiE — Aw;€ + g;p; + Ci) <0 (452)
G —-w —C
R; 0O T c{]
0 1 €| b
0 -1 —A71h

a equacio acima deve ser vilidaparai=1:rej=1: 3™. Verifica-se facilmente que 0s
programas lineares (4.52) sdo equivalentes aos programas lineares {4.48), (4.49). Sejam
ot e (¢}, z3), respectivamente, indice de desempenho étimo e correspondente solugao
6tima dos programas lineares (4.52). De (4.45),(4.52) é facil verificar que o} > 0 indica
que {(z}, €5) € Ey estd fora da iésima face de g, na jésima regido da zona morta (4.50),
o que conclui a prova.

<

Do ponto de vista computacional, o Corolario 4.2 é muito eficiente, podendo tratar
eficientemente problemas de grandes dimensdes. Ele ¢ composto por um conjunto de
problemas de programagao linear independentes que podem ser resolvidos através de
ferramentas computacionais poderosas.
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4.4.2 Construcao

Para sistemas (4.4) com a origem x = 0 instdvel mas o sistema global é estével
(A4 BF ¢ Schur), uma importante questo é a determinacdo de um conjunto de confi-
namento final uniforme (CCFU) minimo contendo a origem. A existéncia de um CCFU
minimo é garantida pela proposi¢do 2.2. Genericamente, o CCFU minimo nio é con-
VEXO0 € Nem mMesmo Conexo.

A regido de atrag8o de um poliedro positivamente invariante com relacdo ao sistema
(4.4) pode ser eficientemente estimada construindo-se uma funcdo de Lyapunov linear
por partes garantindo o confinamento final uniforme de (4.4) no poliedro em questdo.
Assim sendo, o Procedimento 4.2 abaixo utiliza-se da proposico 4.7 e do corolério 4.4,
para a constru¢ao de uma funcio de Lyapunov linear por partes que garante o confi-
namento final uniforme do sistema (4.4) no poliedro positivamente invariante minimo
dado pelo procedimento 4.1. Quando a casca convexa de um CCFU minimo é também
positivamente invariante, a proposi¢do 4.2 fornece uma boa aproximacdo do minimo
CCFU poliedral convexo contendo z = 0.

A seguir, FLP ¥(z) (4.34), (4.35), o epigrafo £y (4.36) e as faces H: (4.50), serdo
denotados de forma compacta como U[G, ¢, w], £4[G, ¢, w] e H[giA;, ¢; + 9iDj, Aw;], Tes-
pectivamente.

Procedimento 4.2: Construgao de uma fungiio de Lyapunov linear por partes que
garante o confinamento final uniforme do sistema (4.4) em um conjunto positivamente

invariante Gz < w.
1 - Inicializacdo

¥[G, ¢ = 0, w] - candidata inicial a fungdo de Lyapunov, correspondente a Gz <
w, ou seja ao minimo poliedro positivamente invariante contendo a origem
(w > 0) com uma taxa de contragio A (Procedimento 4.1)

N, b=1,b = o0] - regido de atracdo inicial
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9 - Verificar se ¥[G, ¢, w] inicial é uma fungdo de Lyapunov utilizando o coroldrio 4.4:

e Sim : Pare:
U[G,c=0,w] <160 CCFU desejado;
N, b=1, b = o] ¢ a regicio de atragio desejada
e N3o : Identificar : H[g;4;, ¢; + gipj, Awi] - a face de £y, com eé— minimo que
nao satisfaz o corolario 4.4
Atualizar FLP :

E4[G, ¢, w] = Eg[G, e, w) N H[gi Ay, & + gipj, Awi]
Fazer b, = €
3 - Iteracao

3.1 - Verificar se ¥[G, ¢, w] é uma fungao de Lyapunov utilizando o corolério 4.4:

e Sim: Pare:
U[G,c,w] < 1¢é o0 CCFU desejado;
N[, b= 1,00] ¢ a regido de atracio desejada.
o Nio: Identificar: H[gA;, ¢ + gipj, Awy] - a face de &y, com € minimo
que ndo satisfaz o coroldrio 4.4
3.2 Verificar se e;- < b,
e Sim : Pare :
U[G,c,w] < 1é 0 CCFU desejado;
N, b=1,b=b,] é a regifio de atracdo desejada.
e Nio:
Atualizar FLP :

8\{;{G, C, 'w] = gng;[G, c, w] M ’H[giAj, C; + GiPy, sz}

Fazer: b, = et Retornar para 3.1



4.5 Exemplo Numérico

Considere o sistema linear discreto no tempo com uma lei de controle em malha
fechada com zona morta:

z(k +1) = Az(k) + Bu(k)

(4.53)
u(k) = dz(Fz(k))
Assuma os seguintes pardmetros:
[ ]l
—0.25 1. .
° (4.54)
i=0=20; F=[~100 —6.00]

Pode-se verificar que: o sistema (4.53) com os paridmetros (4.54) possui um ponto
de equilibrio instdvel (0, 0) no interior da regido da zona morta, néo existem pontos de
equilibrios nas regides acima e abaixo da zona morta e a matriz A + BF é Schur. Neste
caso, as trajetorias do sistema (4.53) que se iniciam em {®? — (0, 0)} convergirdo para
um ciclo limite. O minimo CCFU global de acordo com a Definigio 2.6 é o conjunto
formado pela unido de (0,0) e o ciclo limite. Usando a aproximacio poliedral convexa
(4.33) e uma taxa de contragdo A = .998, o minimo poliedro positivamente invariante
obtido pelo procedimento 4.1 :

S1(Guw)={zeR : ~w <Gz <w} (4.55)
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[ 10000 0 ] | 0.3526 |
0.9877 0.1564 0.3438
0.9511  0.3000 0.3582
0.8910 0.4540 0.3794
0.8000 0.5878 0.4277
0.7071 0.7071 0.4977
0.5878  0.8090 0.5733
0.4540  0.8910 0.6453
0.3090 0.9511 0.7069

oo | 01564 09877 - 0.7554 (456)

0.0000  1.0000 0.7889
~0.1564 0.9877 0.8057
-0.3090 0.9511 0.8054
~0.4540 0.8910 0.7878
~0.5878 0.8090 0.7537
—0.7071 0.7071 0.7044
~0.8090 0.5878 0.6420
—0.8910 0.4540 0.5683
~0.9511 0.3090 0.4901

| —0.9877 0.1564 | | 0.4139 |

O procedimento 4.2 obteve uma fun¢éo de Lyapunov ¥[G, 0, w], utilizando G, w
dados em (4.56), que garante o confinamento final uniforme global do sistema (4.53)
em (4.55). O poliedro positivamente invariante S1(G,w) (4.55) e algumas trajetérias
do sistema (4.53), (4.54), sdo apresentados na figura 4.2. Pode-se verificar nessa figura
que S:(G, w) pode ser considerado uma boa aproximacao poliedral convexa externa do
ciclo limite e do CCFU minimo global.
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-8 0.6 ~0.4 -0.2 0 0z 0.4 0.6 08

Figura 4.2: Conjunto positivamente invariante S; (G, w)

Agora, assuma os seguintes parametros para o sistema {4.53):

—0.71 0.80 g | 100
0 291 7 |29

A=

(4.57)
i=02=30; F=[011 -0.80]

Pode-se verificar que o sistema (4.53) com pardmetros (4.57) possui um ponto de
equilibrio instdvel (0,0) no interior da zona morta e pontos de equilibrios assintotica-
mente estdveis (~0.7619, —9.6087) e (0.7619, 9.6087) nas regides acima da zona morta
e abaixo da zona-morta,respectivamente. Neste caso, pode ser verificado que o CCFU
minimo global de acordo com a definicao 2.6

{(0,0), (-0.7619, —9.6087), (0.7619, 9.6087)}
e a sua casca convexa C'h nao ¢ positivamente invariante com relacio ao sistema (4.53).

Ch={z € R*; z = 4{—0.7619, —9.6087)+(1—1)(0.7619,9.6087) ; 0 < 11 < 1} (4.58)
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Usando a aproximacéo poliedral convexa (4.33) e a taxa de contraggo A = 998, o
minimo poliedro positivamente invariante obtido pelo procedimento 4.1 :

SGw)={reR : —w<Gr Jw} (4.59)
Onde G o mesmo apresentado em (4.56) e w dado por:

[4.2748 5.9678 9.2117 12.5384 15.5833

18.2452 20.4578 22.1667 23.3298 23.9184
wl = (4.60)
93.0181 23.3280 22.1652 20.4557 18.2427

15.5807 12.5353 9.1942 5.6895 2.6107]

Pode ser facilmente verificado em (4.60) que S2(G, w), apesar de ser uma boa apro-
ximac&o do minimo conjunto poliedral positivamente invariante contendo z = 0, acaba
sendo uma pobre aproximagdo poliedral da casca convexa do CCFU (4.58). O pro-
cedimento 4.2 obteve a seguinte funcdo de Lyapunov linear por partes que garante o
confinamento final uniforme global do sistema (4.53) em (4.59):

U,[G, &, W) (4.61)

[ G ] L0 ] [0 ]
~0.6434 — 0.0939 ~1.5786 2.6054
- -0.6709 —0.1854 . —0.1184 N 5.6781

G= ; c= ; D =
-G 0 0

0.6434 0.0939 —1.5786 2.6054

| 0.6709 0.1854 | | —0.1184 | | 5.6781 |

O poliedro positivamente invariante S»(G, w) (4.59) e algumas trajetdrias do sistema
(4.53), (4.57), sdo apresentados na figura 4.3.
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Figura 4.3: Conjunto positivamente invariante S»(G, w)

4.6 Conclusao

Este capitulo tratou da caracterizagao e construcio de conjuntos positivamente in-
variantes convexos e funcdes de Lyapunov lineares por partes de sistemas lineares,
invariantes, discretos no tempo, instdveis em malha aberta, com controles em malha
fechada com zonas mortas. O objetivo final fol a determinagio de uma aproximacao
poliedral convexa externa do minimo CCFU contendo a origem, para delimitar e ana-
lisar a estabilidade de possivel ciclo limite nele contido.

Os principais resultados obtidos foram:

¢ CondigGes necessarias e suficientes para um poliedro fechado convexo ser positi-
vamente invariante. Baseado em uma formula¢do de programacio linear destas
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condicdes necessdrias e suficientes, um procedimento recursivo foi proposto pa-
ra o calculo de uma aproximacio poliedral convexa externa do minimo conjunto
positivamente invariante contendo uma vizinhanga arbitrariamente pequena da
origem.

o CondigGes necessdrias e suficientes para uma FLP ser uma fungéo de Lyapunov.
Baseado em uma formulacéo de programacao linear destas condicdes, um procedi-
mento recursivo foi proposto para a construcio de uma fungao de Lyapunov linear
por partes que garante o confinamento final uniforme em uma aproximacao polie-
dral compacta e convexa do minimo conjunto positivamente invariante contendo
a origem. O resultado final é uma estimativa poliedral positivamente invariante
convexa do CCFU minimo, juntamente com sua regido de atragao.

A eficicia da abordagem utilizando invaridncia positiva e funcdes de Lyapunov para
estimar o minimo CCFU, desenvolvida neste capitulo, depende diretamente de qudo
bem o CCFU minimo pode ser aproximado por um conjunto positivamente invarian-
te. A casca convexa de um CCFU minimo contendo um ciclo limite é naturalmente
positivamente invariante. Neste caso, a abordagem aqui proposta fornece uma boa
aproximacio convexa externa do CCFU minimo e, consequentemente, conforme ilus-
trado no exemplo numérico, uma boa delimita¢do do ciclo limite e também uma boa
estimativa de sua regido de atragdo sio obtidas.
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Capitulo 5

Conclusao Geral

Esta tese estudou problemas de andlise de estabilidade de sistemas lineares discre-
tos no tempo com controles em malha fechada com saturagbes ou zonas mortas, com
atencdo especial para sistemas instdveis em malha aberta. Os problemas foram tra-
tados, de acordo com o segundo método de Lyapunov, através da caracterizacio e
construgao de fungdes de Lyapunov lineares por partes, as quais tem como caso parti-
cular as funcoes de Minkowski associadas a poliedros contrativos.

Para sistemas com controles saturdveis o objetivo maior foi a determinacio de es-
timativas poliedrais convexas da regido de estabilidade assintética local da origem. As
principais contribui¢bes foram:

e condigGes necessarias e suficientes para um poliedro convexo fechado ser A-contrativo
robusto com respeito a um sistema com pardmetros incertos restritos a um polito-
po compacto (dominio de incerteza politépico). A versdo de programacio linear
dessas condigOes é computacionalmente eficiente ¢ capaz de tratar problemas de
grandes dimensoes.
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e condicdes necessdrias e suficientes para uma funcao linear por partes ser fungao
de Lyapunov de sistemas com pardmetros perfeitamente conhecidos e também de
sistemas com pardmetros incertos restritos a um politopo compacto (dominio de
incerteza politépico). As versdes de programacio linear dessas condicdes sdo com-
putacionalmente eficientes e capazes de tratar problemas de grandes dimensdes.

s Procedimentos eficazes de expansdo nao homotéticos de construcio de poliedros
A-contrativos robustos e fungdes de Lyapunov lineares por partes, para estimacio
da regido de estabilidade assintética local da origem do sistema saturado. As
fungbes de Lyapunov lineares por partes, por serem mais flexiveis e melhor adap-
tadas para capturar a variagdo radial do comportamento nao linear de sistemas
com saturacdo, apresentaram resultados estritamente menos conservativos que os
obtidos com poliedros A-contrativos, associados a funcgdes de Minkowski.

Para sistemas com controles com zonas mortas, o objetivo maior fol a determinacao
de estimativas poliedrais convexas externas do minimo conjunto de confinamento final
uniforme contendo a origem, para delimitar e analisar a estabilidade de possivel ciclo
limnite nele contido.As principais contribuicoes foram:

e Condicbes necessarias e suficientes para um poliedro fechado convexo ser positi-
vamente invariante. Baseado em uma formulacio de programacao linear destas
condi¢des necessdrias e suficientes, um procedimento recursivo eficaz foi proposto
para o calculo de uma aproximacao poliedral convexa externa do minimo conjun-
to positivamente invariante contendo uma vizinhanca arbitrariamente pequena
da origem.

e Condigbes necessdrias e suficientes para uma fungdo linear por partes ser uma
funcdo de Lyapunov. Baseado em uma formulagao de programacéo linear destas
condi¢des, um procedimento recursivo eficaz foi proposto para a construgio de
uma funcéo de Lyapunov linear por partes, que garante o confinamento final uni-
forme em uma aproximacao poliedral compacta e convexa do minimo conjunto
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positivamente invariante contendo a origem. O resultado final é uma estimativa
poliedral, positivamente invariante, convexa, do minimo conjunto de confinamen-
to final uniforme. Foi mostrado que a abordagem proposta é recomendada quando
o minimo conjunto de confinamento final uniforme contém ciclo limite.

Os resultados relacionados com as fun¢des de Lyapunov lineares por partes sdo 0s
mais importantes obtidos nesta tese. Algumas extensdes promissoras desses resultados
sao:

¢ tratamento de problemas de sintese de controladores com saturagio ou zona mor-

ta.

¢ tratamento de problemas de analise e sintese de controladores com n#o linearida-
des din&micas tais como histerese ou folga.

¢ tratamento de problemas de andlise e sintese de controladores para sistemas li-
neares por partes em geral e sistemas hibridos.
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