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Sumério

Este trabalho trata de sistemas dinamicos lineares, modelados por
varidveis de estados, com incertiezas nos parametros dos modelos. Seu
objetivo é o estudo do problema de determinar um ganho de reali-
mentagao linear e estatica de estados de modo que um sistema incerto,
em malha fechada, seja estdvel quadraticamente e possua norma H,
menor que um certo limitante prescrito. Asincertezas consideradas sao
pertencentes a dominios convexos na forma de poliedros fechados. A
principal propriedade a ser utilizada é a convexidade do problema tal
comno seré proposto. Para o caso continuo, condigbes necessarias e sufi-
cientes para a existéncia de solugao sao encontradas; no caso discreto,
somente condigoes suficientes o sdo. Um algoritmo que implementa
tais resultados é apresentado e, por Gltimo, exemplos numéricos para
as duas classes de modelos discutem a validade das solugoes.

Abstract

In this work, we analvse linear dynamic models, described by state va-
riables with uncertain parameters. The problem solved here concerns
the determination of a linear static state feedback gain that guarantees
guadratic stability and prescribed H, norm for the uncertain closed-
loop system. The uncertainties belong to polyhedral convex domains.
The main property of the stated problem is its convexity. For the
continuos-time case, necessary and sufficient conditions are obtained;
for the discrete-time, only sufficient condition are provided. An algo-
rithm that performs this result is developped and, finally, numerical
examples concerning both the continuos and discrete-time cases vali-
date our method.
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Capitulo 1

Introducao Geral

1.1 Introducao Geral

O estudo da robustez de sistemas de controle, modelados por varidveis de
estados, frente a incertezas quantc aos paradmetros destes modelos e a perturbagoes
no sinal de entrada é o objeto deste trabalho. Tal tema é fruto dos recentes avangos
no sentido de compatibilizar as anélises no dominio do tempo e da frequéncia.
Entenda-se aqui como um comando robusto aquele que permite ao sistema manter
o seu desempenho mesmo quando sujeito a incertezas em sua dinamica.

Apesar de este estudo possuir uma longa tradigao dentro da Teoria de Controle,
o termo “robusto” sé veio a se tornar corrente nos anos 70, no sentido colocado
acima. As incertezas que sao consideradas na literatura podem ser de diversos
tipos, mas aqui apenas aquelas que efetivamente possam afetar o desempenho do
sistema serao consideradas, ou seja, variacoes de parametros de ordem apenas
diferencial nao serac levadas em conta. Além do mals, como o tipo bdsico de
modelo adotado é o em varidveis de estados, apenas incertezas concernentes a
esta formulagao de sistemas serfo investigadas. Deste modo, as do tipo nao-
paraméliricas, associadas a modelos em fungao de transferéncia também deverao ser
desprezadas. Assim, no presente trabalho estaremos interessados em incertezas do
tipo paramétricas e deterministicas, na forma como mostrado abaixe com relagao
a uma matriz dinamica A:

i) incertezas do tipo limitada em norma: A = Ag + 64, para 64| < g;

i1) incertezas do tipo matriz intervalo: A = Ay + 3., ¢: 4;, para g < ¢; < G}

i1} incertezas do tipo pertencente a um dominio poliedral convexo fechado: 4 =

f:; a; A;, onde A; sdo os vértices do poliedroe a; 2 0, > oy = 1.

Como serd apontado na secao 1.4, as incertezas do Gitimo tipo incorporam
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as caracteristicas das demais e serdo, deste modo, aguelas unicamenteanalisadas
neste trabalho.

O estudo da robustez de sistemas modelados por varidveis de estadose sujeitos
a incertezas na forma acima tem origem no chamado projeto de custogarantido,
publicado por Chang e Peng em 1972 (para uma boa revisio histéricaquanto ao
problema de robustez, veja [9]; em especial quanto 3 linha seguida neste traba-
Tho, veja {26]). Trabalhos posteriores, como 14,5,16,26,30] consolidaramesta linha
de pesquisa, que pode ser denominada de Anilise de Robustez via Fancbes de
Lyapunov.

O Teorema de Lyapunov esteve tradicionalmente ligado & andlise & estabili-
dade de sistemas nio-lineares. No caso de sistemas lineares, ele fornece condigoes
necessarias e suficientes que asseguram a existéncia desta qualidade e sistema
em estudo. Caso passemos a considerar variacdes no modelo do sistema, o Teo-
rema também poderd ser utilizado para garantir condicdes de estabilidade, agora
acrescentadas do adjetivo “robustas”, mas somente o carater de suficEncia serd
assegurado. No entanto, de pouca valia seria esta anslise se nao for pessivel as-
sociar uma tinica condicdo de estabilidade robusta a todo o conjunto de variagdes
sofridas pelos pardmetros do sistema. Vem daf a idéia de se buscar sma finica
funcao de Lyapunov para todos os modelos pertencentes ao conjunto de incertezas
considerado, ou seja, a questao da estabilidade quadritica (definida na segdo 1.4), e
também de um ganho robusto estabilizante que seja independente dos pardmetros
do sistema, ja que estes sao passiveis de incertezas quanto aos seus valores. Tais re-
sultados s6 vieram a se efetivar, para o caso de incertezas atuando sobre as matrizes
A e B do modelo em varidveis de estado, por volta de 1987 {26], sendo baseados na
existéncia de uma solugao simétrica definida positiva para uma equacio algébrica
do tipo Riccati. Para o modelo de incertezas considerado, o Capitulo 1 apresenta
uma revisao dos principais resultados e defini¢des, mas utilizando {0 que sera uma
constante neste trabalho) uma abordagem geométrica baseada na convexidade dos
dominios de incertezas e de certas desigualdades matriciais.

A segunda parte do tema proposto, ou seja, a influéncia que distirbies no sinal
de entrada possam ter sobre o desempenho dos sistemas, traz consigo uma visao
histérica da prépria evolucdo de toda a teoria de controle. A traducfo para o caso
multivaridvel dos critérios de desempenho tipicos da analise cldssica no dominio
da freqiiéncia é um dos temas que mais fortemente tém atraido os pesquisadores
desta drea de conhecimento. Apesar dos avancos obtidos nos anos 70, que produzi-
ram, dentre outros resultados, a versao freqiiencial do Problema Linear Quadrético
(PLQ) [47], a andlise da resposta em freqiiéncia deste problema e as generalizacbes
dos métodos de anilise caracteristicos da formulagao fregiiencial, come o critério
de Nyquist, pemanenecia ainda um “gap” entre o que se produzia em termos de
desenvolvimento tedrico e o que efetivamente era possivel realizar em termos de
sintese de contreladores. Ora, em 1981, George Zames observou que parte deste
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problema se devia & inexisténcia de uma formulagao matemadtica sistematizada
para o projeto de controladores no dominio da freqiiéncia, que permanecia ainda
no velho limbo da tentativa e erro. Assim, ele propds o estabelecimento de uma
metodologia que levasse & defini¢do do projeto de compensadores como um pro-
blema de otimizagdo. Surge, entdo, a abordagem em H,, de sistemas de controle,
baseada, como apresentado na seg@o 3.2, numa critica ao (PLQ) quanto a tatica
de minimizar a influéncia dos sinais de perturbacdo sobre o sistema. As primeiras
solugoes, para os casos mono e multivaridvel, estiveram centradas no uso macigo
de técnicas de interpolagao de fungdes do tipo Nevanlina-Pick {12,43,48]. Apesar
de ainda hoje despertarem atengao, suas dificuldades de implementag¢ao computa-
cional rapidamente se tornaram evidentes. O aumento do interesse em torno deste
método de projeto sé se verificou a partir da publicagdo das primeiras versoes de
trabalhos envolvendo realizacdes no espago de estados, que datam de 1983-87 [13].
Os principais problemas destas versoes consistem ainda na alta complexidade com-
putacional, pois exigem a solucao de um grande nimero de equagdes tipo Riccati
e além disso fornecem controladores de alta ordem.

A geracao mals recente busca minimizar o volume de trabalho numérico dis-
pendido. Ela envolve a solugio de apenas duas equagoes tipo Riccati e estd ele-
gantemente descrita em [10], onde também sao derivadas relagbes entre as normas
H, e H, e métodos de célculo destas.

O nosso trabalho, no entanto, nao tenta solucionar o problema em H, na
forma apresentada nas referéncias citadas. Desejamos encontrar um comando que
ao mesmo tempo estabilize robustamente e garanta uma solugéao sub-6tima do
problema em H,, ou melhor, um valor méximo desta norma para o sistema em
malha fechada. Como serd discutido na se¢ao 3.2, isto possibilitard garantir um
nivel minimo de atenuag@o dos sinais de distdrbios que afetam o sistema. Esta
formulagao foi inicialmente proposta por Petersen em 1987 {31] e serd convenien-
temente analisada no Capitulo 3 deste trabalho.

Ja o Capitulo 4 é centrado na implementacao adotada para solucionar o pro-
blema desenvolvido no Capitulo imediatamente anterior. Note que o problema de
estabilizacdo com norma H,, preescrita, definido e desenvolvido no Capitulo 3,
passa a ser visto no Capitulo seguinte como um tipico problema de otimizac¢ao a
ser solucionado utilizando técnicas de programacao matemaética usuais neste caso.

Qual desias técnicas adotar é a quest@o a ser respondida no Capitulo 2. Nele,
o método do subgradiente 6timo desenvolvido para a minimiza¢ac de funcoes nao-
diferencidveis é comparado numericamente ac método de planos de corte para
se estabelecer qual destes deverd ser utilizado no Capitulo 4 para a solucac do
problema em H,,.

O pentltimo Capitulo apresenta uma série de exemplos numéricos onde se
discute a validade dos desenvolvimentos realizados. O principal empecilho a sua
execugao é a fraca disponibilidade de exemplos existenies na literatura, particu-
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larmente para o caso de sistemnas discretos. As conclusdes e propostas de novos
desdobramentos no problema em estudo finalizam este trabalho.

1.2 Estabilidade de Sistemas Continuos

Considere o sistema {SC) abaixo:
z(t) = Az{t) + Bult) (8C)

onde z(t) € R" é o vetor de estados e u(t) € R™ € o vetor de entrada de controle. As
matrizes correspondentes sao constantes {pardmetros completamente conhecidos
e invariantes no tempo) e possuem dimensoes apropriadas. O problema a ser
analisado neste item é o de estabilizd-lo assintoticamente, ou seja, encontrar um
ganho K de realimentagao linear e constante tal que os pblos da matriz de malha
fechada Ay = A — BK pertencam a C_. Iremos considerar que é possivel acesso
a todos os estados para efeito de medicao, uma vez que estamos interessados em
realimentaciao de estados.

Os resultados a seguir podem também ser encontrados em |16 ou {26]. Se-
guindo a abordagem iniciada na primeira referéncia, iremos sempre enfatizar as
propriedades geométricas das solugoes, particularmente quanto & sua convexidade.

Teorema 1.1 ([28]) O sistema (SC) € estabilizdvel se e somente se existir uma
matriz W = W' > 0 tal que

AW + WAz <0, Vz #£ 0 / Bz=0. (1.1)
Ezistindo W, um ganhe K estabilizante € dado por
K=R'BW"! (1.2)
onde B = K' > 0 deve ser tal que AW + WA < BR'B' .

prova: A demonstracao se encontra na referéncia citada. A existéncia da matriz
R é garantida pelo Lema de Finsler [16] .

Corolario 1.1 {{18]) Definindo o conjunto
CE{W=wW >0/ (AW +WA)z<0, 2#0 | B'z=0} (1.3)
temos gue:

1. C € convezo;

2. C € um cone, de modoque se We { = MW el, ViIecR,;



1.2  Estabilidade de Sisiemas Continuos 7

8. C # 0 se e somente o par (A, B) for estabilizdvel 0.
prova: Referéncia citada [7J.

Comentdrio 1.1 Note que este Corolario define propriedades geométricas para
a solugao do problema de estabilidade assintética, utilizando a convexidade da
restricao em relagao & matriz W .

A formulagao a seguir foi inicialmente proposta para o caso de sistemas com
parimetros incertos. Note que os resultados anteriores ndo sdao aplicdveis caso
a matriz B possua pardmetros nao completamente determinados. Assim, € in-
teressante encontrar uma transformagio no modelo do sistema {SC) que leve a
concentrar toda a sua dindmica em uma nica matriz, numa forma modificada de
um modelo autonomo. O conceito de sistema aumentado, proposto por Barmish
em 1983 |4] busca satisfazer este requisito, ao colocar todos os pardmetros do sis-
tema original apenas na matriz F, enquanto a matriz G é uma matriz constante,
dependente somente da dimensao do sistema em estudo.

Definicdo 1.1 {[4]) Associado ao par (A, B) do sistema (SC) existe um sistema
de dindmica aumentada defintdo por:

E(t) = Fz{t) + Gu(t) (SCA)
onde z € R, uEﬁEm,pﬁn+m, €
Iy [A -B

1

FE o o }e?}?"”, Gé{e}eé}%pm 0.

O Lema a seguir, devido & [4] para o caso incerto, é aqui exposto numa versao
para parametros conhecidos e leva 4 equivaléncia quanto a estabilidade do sistema
(SC) em suas versoes original e de dinamica aumentada.

Lema 1.1 {[4]) O sistema dindmico dado por {SC) € estabilizdvel por um controle
linear de reclimentiacao de estados se € somenie se 0 sisterna aumeniado dado por
{SCA) também o for .

prova: Veja referéncia citada [J.

O préximo resultado estende o Teorema 1.1 para o caso do sistema aumentado.
Sua formulagao original é encontrada em [26] ou em [16].

Teorema 1.2 O sistema (SC) € estabilizdvel por realimentacao linear de estados
se ¢ somente se entstir W = W' € R¥F na forma

W, W
W = [ WE Wz } (1.4)
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onde Wy = W] > 0, tal que
| FW+WF)z2<0, Vz # 0 € % /Gz=0 (1.5)
Ezxistindo W, o ganho K estabilizante € dado por
K=ww ' D. (1.6)

prova: Assumindo que (A, B) € estabilizdvel. Entao, por Lyapunov, existem P =
P' > 0 e K tais que

(A- BK)'P+ P(A— BK)<0.

Escolhendo
" [ P-l P—th }

Kp! ?

e,comoVz # 0/Gz=0¢édaformaz =z ! 07, para z # 0 & R", obtemos,
a partir da definigao do sistema aumentado, que

ZIFW+WFlz <0 Yz#0 / Gz=0.

A necessidade estd provada.
Agora, iremos assumir que existe W = W', particionada como em (1.4}, tal que
(1.5) seja satisfeita. Desenvolvendo os termos desta dltima:

(A—- BWW YW+ WA - BWW ) <0
e,para P=W; e K = W{W{l, teremos:
(A- BK)YP+ P{A—-BK)} <90
ou seja, o par {A, B) é estabilizdvel .

Comentério 1.2 Apesar de nada acrecentar sob o ponto de vista de anélise de
estabilidade, é interessante apor ao teorema anterior a restricac W > 0. Esta exi-
géncia ird conformar a matriz W de modo que o ganho K resultanie possua norma
reduzida. Isto é ficil de ser verificado, desde quese W = W > 0e W, = W] > <I
para ¢ > 0, entao:

Wy -~ WW W, > 0
Wy > W,W'W,
W, > KWK {1.7)

Como W, > el = Wy > eKK' = Jun(Ws) > e]K|®. Ou seja, como ¢
é urna constante, minimizando-se Anux{W3) estaremos minimizando um limitante
superior da norma do ganho estabilizante K . Além disso, pela expressao {1.7)
acima. ¢ sempre possivel escolher W de modo que W > 0 para Wy > el [0
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Corolario 1.2 Definindo o conjunto:

2

Ca 2 {W=W20/ £ [FW+WF]z < 0

Vz# 0 R /G'zme} (1.8)
teremos

1. {4 € convezo;
2. C4 € um cone, de modo que se W € (4, entdo AW € Cu, VAER,;
3. Ca# 0 se e somente se (A, B) for estabilizdvel [7.

prova: Trivial, desde que este Corolario € uma extenszo direta do Teorema 1.2 e
Corolério 1.1 .

Finalmente, note também que o resultado derivado no tltimo Corolério produz
um ganho que independe das matrizes do sistema {SC) em estudo. Além disso,
devido a convexidade com relagdo a matriz W, a solug@o do problema pode ser
encontrada por quaisquer das poderosas técnicas de programacao matematica que
utilizam tal propriedade, como, por exemplo, o0 método do subgradiente 6timo ou o
método de planos de corte. Tais metodologias serao convenientemente analisadas
neste trabalho.

1.3 Estabilidade de Sistemas Discretos

A extensao dos resultados da secio anterior para a classe de sistemas discretos
¢ o fim desta. Também como na segao anterior, especial atencao serd dada aos
aspectos geométricos das solugoes encontradas. Considere assim o modelo de um
sistema discreto como abaixo:

z(k +1) = Az(k} + Bz(k) (SD)

onde z(k) € R* é o vetor de estados e u{k) € ®™ é o vetor de controle. Nesta
secao trataremos apenas de sistemas com parametros conhecidos e sendo assim as
matrizes correspondentes sio constantes e possuem dimensOes apropriadas. Tal
como na se¢ao anterior, o problema em questao consiste na determinagao de uma
lei de controle em realimentacgao estatica de estados na forma

u(k) = —Kuzlk) (1.9)

que estabilize assintoticamente o sistema (SD} em malha fechada. Nossa hipétese
para realimentacao é considerar todos os estados acessiveis para medigao, ou seja,
estamos interessados em realimentacac de estados. Os resultados apresentados a
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seguir, derivados inicialmente ermn [16] e {26], levam a interessantes diferenciagoes
entre os sistemas de tempo continuo e de tempo discreto quanto a estabilidade
assintética.

Teorema 1.3 Seja o sistermna discreto autonomeo
z(k + 1) = Az(k) {1.10)
Este sistema € asstnioticamente estdvel se existir W = W' > 0 tal gue
AWA -~ W <0 (1.11)

prova: Como os autovalores de A e A' sdo idénticos, este resultado segue direta-
mente da versao discreta do Teorema de Lyapunov OJ.

O Lema abaixo, derivado em [16], é proposto com o fim de auxiliar na demons-
tragao do teorema que o segue.

Lema 1.2 Sejam dados T =T' > 0,8 = S >0 ¢ a relagae
FTF' < 8§ {(1.12)
com dimensées compativeis. Entao:
T '>FS*'F . (1.13)
prova: veja a referéncia citada [OJ.
Teorema 1.4 Seja agore o sisterna discreto
z{k + 1} = Az(k) + Bufk) {1.14)
O par {A, B) € estabilizdvel se € somente se existir W = W' > 0 tal que
TJAWA -Wlz <0, Vz#0/Bz=0 0. {1.15)

prova: Considerando que é estabilizavel. Entdo, existem K e W tais que, pelo

Teorema anterior,
(A-BK)W(A-BK) -W <0

Desenvolvendo e multiplicando & esquerda por z” e & direita por r, segue que:
T AWALz -2 AWK' Bz — 2 BKWAz+ 2 BEWK'B'r -z Wz <0

e porianto:
T [AWA -Wlz<0, Yz#0/Bz=0
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A necessidade esta provada.
Assuma agora que exista W = W' > 0 tal que (1.15) seja satisfeita. Entao,
pelo Teorema de Finsler [16], existe R = R’ > 0 tal que

AWA -~ W < BR'B (1.16)

Aplicando o Lema 1.2 & expressdo (1.16) e utilizando o Lema de inversao de
matrizes!, vem que:

AW A-W - AW B[R+ BW'B]  BW 4 <0
ou seja, existe @ = @' > 0 de modo que
APA—P—-APB|R+-BPB 'BPA+Q=0

onde P = W7 resolve a equagdo algébrica discreta de Riccati acima e fornece o
ganho estabilizante em malha fechada

K={R+BPB 'BPA (1.17)
Portanto, Ay = A — BK ¢ assintoticamente estdvel [J.

Comentdrio 1.8 Observe que, ao contrario do Teorema equivalente para o caso
continuo, o sistema discreto apresenta ganho estabilizante K dependente da matriz
A do sistema. Isto inviabiliza a extensao direta deste Teorema para a abordagem
de sistemas incertos J.

Coroldrio 1.3 Definindo o congunto:

S W=wWo0/z [AWA-W]z<0,

Yr # 0/ Bz = 0 1.18
/

~
Lo

temos que

1. Cp € convero;
2. Cp € um cone, de modo gque se W € (p, entao AW € Cp, VA E R,

3. Cp # 0 se e somenie se o par {A, B) for estabilizdvel .

A+ BCD)y '= A1~ A'B{(C~' + DA 'B)" DA%
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prova: A demonstragao é imediata, a partir da defini¢io de um cone convexo e do
Teorema 1.4 .

Note que, tal qual seu equivalente continuo, este Coroldrio agrega ao conceito de
estabilizabilidade propriedades geométricas associadas & convexidade da equacao
(1.15) com relagdo & matriz W que, como aponta o Comentdrio anterior, nao
podem ser utilizadas para a solugao do problema incerto como proposto. A solugao
para este dilema é obter uma formulagdo do problema de estabilizagiao na qual o
ganho resultante seja independente das matrizes de dinamica do modelo em estudo.
Como no caso continuo, a que permite tal resultado é a de sistema de dinamica
aumentada, exposta na Definigao 1.1. Sua versio para sistemas discretos € 6bvia e
direta, mantendo as mesmas caracteristicas anteriores de conter todas as matrizes
associadas & dindmica do sistema original em uma Gnica matriz F, além da matriz
GG constante e dependente apenas das dimensbes do sistema em questao. Também
permanece valido, mutatts mutandis, o Lemna 1.1, que relaciona a estabilizagao do
sistema original {no caso atual dado por SD) & do sistema aumentado.

A extensao do Teorema 1.4 para o sistemna de dindmica aumentada, mostrada
a seguir, é encontrada em [286].

Teorema 1.5 O sistema (SD) € estabilizdvel por realimentiagdo estdtica de estados
se e somente se extstir W = W' > 0 € RP*F na forma

W, W
W = { WE W,: ] (1.19)

onde Wy, = W] > 0 de modo que
VIFWF - Wlv<0 Vv #£0¢& % /Gv=0. (1.20)
Ezistinde W, o ganho estabilizante K ¢ dado por
K=ww ' 0. (1.21)

prova: Considerando que o par {4, B} ¢ estabilizdvel. Entdo existem P = P' >0
e K tais que

(A— BK)P(A- BK)~P<0
Assuminde W na forma

P PK
wz{KP KPK*PO’

notando que todo v # 0 / G'v = 0 pode ser escrito como v™ = [z : 0" e utilizando

a definicao do sistema aumentado, obtemos:

I
!

v FWF - Wv <0 Yv # 0/Gv=0.
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Portanto, a necessidade estd demonstrada.
Assumindo agora que existe W = W' > 0 particionada como em (1.19) e tal
que (1.20) seja satisfeita. Logo, desenvolvendo esta tltima:

v [FWF — We = = [(A - BW;W ) Wy (4 - ngwlwl)' . Wl}  +

+ =B [Ws - WIW,'W,] Bz
Como

W
W= [ W; gz } >0 = W;>WW W,

para W) > 0, teremos finalmente que
z (A~ BK)W,(A- BK) -W;lz <0
onde K = WjW,! é o ganho estabilizante do par (4,B) 0.

Comentéario 1.4 Observe que, caso a restrigio de semi-positividade de W nao
seja satisfeita, o cardter de necessidade deste Teorema estard comprometido. Isto
acontece de forma contraria ao caso continuo, onde esta restrigao nada acrescenta
do ponto de vista de demonstragao de resultados, ou melhor, de condicionar a
analise de estabilidade 4 satisfagao desta exigéncia .

Corolédrio 1.4 Seja o conjunto

E{W=W>0/vIFWF-Wv < 0

Ve £ 0€ R [ Gv=0) (1.22)

Cpa

Entdo as seguintes propriedades sao vdlidas:

1. {ps € convezo;
2. (pa € um cone, de modo que se W € Wpy, entdo AW € Wpy, ¥V A € Ry;

8. Cpa# 0 se € somente se o par (A, B) for estabilizdvel 7.

prova: Direta, pelo Corolério 1.3 e Teorema anterior [J.

Note que agora, gracas a formulacao de sistemas de dindmica aumentada, o
ganho K obtido é completamente independente das matrizes do sistema {SD). Tal
como para sistemas continuos e devido & convexidade da selugdo encontrada com
relacdo 2 matriz W, este resultado d4 margem para a utilizacido de técnicas de
programagcao matematica como o método do subgradiente étimo ou o método dos
planos de corte para a determinagao da matriz W que produz o ganho K desejado.
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1.4 Estabilidade de Sistemas Incertos: casos con-
tinuo e discreto

Seja entao o0 modelo em varidveis de estados de um sistema dindmico incerto,
dado por
6|z{t)] = Az(t) + Bu{t) (ST)

onde z(t) € R" é o vetor de estados e u{t) € R™ é o vetor de controle. O operador
6|-] é definido por &[z{t})] £ #(t) para sistemas continuos e &/z(t)] Lzt +1)

para sistemas discretos. As matrizes de parametros A e B nao tém seus elementos
precisamente conhecidos, mas, além de terem suas dimensoes definidas, pertencem

a conjuntos convexos na forma

1 I
DAé{Aémnxn/AxZaiAi/Za"&l’ &"ZO} (123)

gz t

J J
ﬁBg{BgéRnxmf!BzzngJ/Zﬁjml‘ ﬁj?_o} (}24)

i=1 7

que sio politopos convexos definidos pelas matrizes-vértices (4;, B;), de modo que
qualquer combinagao convexa entre os vértices também pertence ao respectivo
politopo.

Note que estas defini¢oes sao extremamente gerais com relagao as possibilidades
de incertezas estruturadas comumente definidas na literatura. Elas englobam,
por exemplo, os importantes casos de incertezas do tipo norma limitada e tipo
matrizes-intervalo, na forma de variagbes do modelo em torno de um ponto de
operagao. No entanto, quanto ao primeiro tipo citado, ou seja, incertezas do tipo
norma limitada, deve-se ressaltar que irao constituir conjuntos convexos na forma
de elipsdides, ou seja, politopos com um niimero infinito de vértices. Além destes,
como ja demonstrado em [16], pode-se também formular o problema de estabilizar
diversos pontos de operagao de um sistema através de um tnico ganho K.

Na verdade, este ¢ um problema central no estudo de sistemas incertos uti-
lizando a abordagem de equagoOes de estados. Procura-se determinar uma Unica
funcao de Lyapunov que leve a estabilidade de todo o dominio de incerteza consi-
derado e forneca um ganho, também tnico, que a garanta. O objetivo desta secao
é, entao, obter resultados equivalentes ao das duas anteriores, agora para o caso de
sistemas caracterizados como acima, ou seja, sisternas cujos parametros pertencern
a dominios convexos de incertezas. Adotaremos, durante todo o transcorrer desta,
uma abordagem unificadora com relacdo a sistemnas de tempo discreto e de tempo
continuo. Para iniciar, a seguinte definicio é fundamental.
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Definicdo 1.2 Um sistema incerto € quadraticamente estabilizdvel se admite u-
ma mesma funcdo de Lyapunov que garanta a estabilidade em todo o dominio de
ineertezas constderado .

Esta Definicio equivale a dizer que, para sistemas continuos, existe uma finica
matriz W simétrica e definida positiva e um ganho K de modo que a equagao de
Lyapunov em malha fechada

(A-BEKYW™ '+ WA~ BK)<0 (1.25)

seja valida para quaisquer A e B pertencentes aos dominios de incertezas con-
siderados. Para sisternas discretos, a mesma conclusao € retirada, agora para a
equacgao de Lyapunov discreta

(A— BK)W(A - BKY -W <0 (1.26)

Encontrar matrizes W e K que satisfacam a esta Definicao d4 origem ao chamado
problema de estabilizabilidade quadritica. A solugio deste para a estrutura de
incertezas dada passa pela utilizacao do conceito de sistermas de dindmica aumen-
tada associado a cada par {A, B} considerado, como adotado nas se¢oes anteriores.
Assim, sao definidas as matrizes

s A -B pxp 2|0 pxm -
Fm[o 0]63? , GM{I}E&‘ {1.27)

relativas ao sistema de dinamica aumentada
biz{t}] = Fz{t) + Gu(t) {1.28)

de modo que G é uma matriz constante e F' concentra todas as informagoes sobre a
dinamica do sistema original associado. Ora, mas A e B utilizados na definicao de
F pertencem aos seus respectivos dominios de incerteza dados por (1.23) e {1.24).
Define-se, entao, o dominio de incertezas Jr como o politopo convexo

H H
PF%{FEQWP/F?—Z%F&/Z)sfmlg}kizo} (1.29)

h=1 k=1
onde as matrizes Fj sao matrizes-vértices relativas aos sistemas dados pelos pares-
vértices {A;, B;), parat=1,---,Jej=1,---,J. Note que H 2IxJ representia
aqui o nimero de todas as combinagGes possiveis entre os vértices dos politopos
DA € DB.
Nos desenvolvimentos que se seguem, sempre que nos referirmos a uma matriz-
vértice, iremos associar a ela somente o indice i. Deste modo, um modelo-vértice
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(Ai, B;) (onde A; é um vértice do politopo Dy e B; um vértice do politopo Dg)
serd referenciado como {A;, B;) = (A, B}s = (Ax, Br). O exemplo abaixo torna
clara tal notacao.

Exemplo 1.1: Seja um sistema como (SI), onde os politopos D4 e Dp possuem
cada um dois vértices, na forma

pA:{A/Aza1A1+agA2, ay+ oz = 1, az,zZO}

Dp = {B | B=01B1+ B, hh+8:=1, 12> 9}-

Logo:
4 4
Dr={F | F=3 MF, Y =1 X 2>0}
h=1 hml
onde
A -B 4 B 4 -5 [ A -B;
Fl‘{o 0]’F2"[0 0}’F3“[0 0 Fy = o o |’

sendo o modelo vértice de n? 3 referenciado como (4, B); e as matrizes A e B
deste modelo como As e By, Portanto, o tnico indice a ser utilizado é o associado
ao politopo D 0.

A seguir, serao apresentados resultados que permitirao o estudo da estabi-
lidade guadrética de sistemas como (SI). Como nas ss¢bes anteriores, de suma
importancia serd evidenciar as propriedades geométricas associadas a cada uma
das solugoes. Serao estas que, posteriormente, irao possibilitar a aplicacdo das
técnicas de otimizagao Ja apontadas naquelas segoes. E interessante observar,
além do mais, que estes Teoremas sao generaliza¢oes para o dominio convexo dos
equivalentes expostos previamente.

Teorema 1.6 O sistema conlinuo (SI) é guadraticamente estabilizdvel por rea-
iimentacdo linear de estedos se € somenie se existir W = W' > 0 particionada
como

_ | W W pxp
wm{wz, W3}€§R {1.30)

onde Wy = W/ > 0, de modo que
2P W+ WFz2<0, YVh=1--H {(1.31)

para todo z # 0 € {z € R [/ G'z = 0}. Emstinde W, o ganho K estabilizante €
dado por
K=ww ! o (1.32)
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prova: Assuma que o sistemna é estabilizdvel VF € Dr. Entio, existemn matrizes
P = P> 0e K tais que;

(A- BK)P+ P(A- BK) <0

Logo, tendo W dada como

P PIK
w:[KP-l ? }

e utilizando a defini¢do de sisterna aumentado, pode-se escrever, em particular
para os h vértices, que

ZEW+ WFjz<0, VYh=1---H (1.33)

para todo z € {# # 0 / G'z = 0}. Logo, a necessidade estd demonstrada.
Assuma agora que exista W = W' > 0, particionada como em (1.30), de modo
que (1.31) seja satisfeita. Desenvolvendo esta Gltima, teremos que:

(Ah — BhK)H;} -+ VV}(Ah - BhK)f <0 (134)

onde K = WjW ' é o ganho estabilizante.

Pela definicao do dominio convexo Dr, para cada F € Dy, existem Ay, > O e
zfﬂ Ai = 1 de modo que o par (A, B) correspondente seja dado pela combinacao
convexa

N

(A, B) = Mn(Aw,By), h=1---H (1.35)

k
Assim, a partir de {1.34) e (1.3

|
o L

}, ¥ F € Dr obtemos

(A— BKYW; + Wi(A - BK) =

H (1.36)
= > w|(4n— BREK)W: + Wiy — BLK)] < ©
h=1
e o sistema é estabilizdvel quadraticamente [J.
Corolirio 1.5 Define o conjunto
Cie = {w =W >0 R | 2 FRW+WF]z<0,
{1.37)

Vh=1---H, Yz # 0/G'z=0}

Entdo as seguintes propriedades sao vdlidas:
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1. Cjc € um cone convero;

2. Cic # B se € somente se o sistema (SI) for estabilizdvel quadraticamente 1.

prova: Somente serd demonstrado o primeiro item, uma vez que o segundo advém
diretamente do Teorema como uma visdo geométrica de seu resultado. Portanto,
quanto 4 afirmativa de que o conjunto é um cone, basta verificar que, se W € (e,
entio claramente AW € (e, para VX € R,. Quanto a convexidade, de maneira
semelhante, tome W! € Cjc e W? € (jeo. Como as restrigdes que definem o
conjunto sao lineares em W, qualquer

W =W +(1-a)W
pertence a {jc, onde o € [O, 1] e este conjunto é portanto convexo em W J.

A seguir, sera feilo o mesmo desenvolvimento para o caso discreto. Porém,
primeiramente, iremos apresentar o Lema abaixo, devido a [16], que serd utilizado
na demonstracao do teorema que o segue:

Lema 1.3 Assuma que W = W' > 0 RF*F. Entao:

H
FWF' <> MEWF, VF € Dr 0. (1.38)

h=1
prova: veja |16 [1.
Teorema 1.7 O sistema discreto (SI) € guadraticamente estabilizdvel por realr-

mentacdo linear de estados para VF ¢ Dp se e somente se extstir W = W' > 0
particionada como

W W pxp
W= [ W W, } R (1.39)

onde W; = W] > 0, de modo gue
v E,WEF, — W <0 Vh=1---H (1.40)

para todo v # 0 € {v € B / G'v = 0}. Ezistindo W, o ganho estabilizante K €
dado por
K=wWw o. (1.41)

prova: Assuma primeiramente que o sistema € estabilizdvel quadraticamente V F €
Dr. Entao, existem matrizes P = P’ > 0 e K tais que

(A— BEK)P(A- BK) -P<0
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Para W dado como

KP KPK'

e uvtilizando a definicdo do sistema aumentado, pode-se escrever que

4
w::{ P PK ]20

vVIFWF — Wi <0 (1.42)

para todo v # 0 / G'v = 0 é valido, particularmente, para F = F;,. A necessidade
estd demonstrada.

Agora a suficiéncia. Assumindo que existe W = W' > 0, particionada como
definida em (1.39), de modo que (1.40) se estabeleca. Desenvolvendo esta 1ltima
e lembrandoque Vv # 0 € {v # 0 / G'v = 0} pode ser escrito como

v =z : 0], onde z € R", obtemos entao que

(4 — BaWIW YWy (4n — BWIWTY) — Wiz +

+ 2By [Ws = WIW W, Bz < 0
Como W é tal que

w:{wl W2

Wi W } >0 = W > WIWW, (1.43)

para Wy > 0, fazendo K = WiW,, teremos, portanto que
2" [(An — BuK)Wi(Ay — By K) - Wilz < 0 (1.44)

em todo {A4,,B;) € Dp. Pela definigdo do dominio convexo Dr, para cada F
existem A, > 0, Zfﬂ An = 1 de tal modo que o par {A, B} correspondente seja
dado pela combinagao convexa

(A? B} - i Ah(fi,g)h (1.45)

Assim, a partir de {1.44) e {1.45) e utilizando o Lema 1.3, para VF € Dr podemos
escrever que:

z'[(4 - BE)W:(4 - BK)' ~Wyjz <

H
<Dz [(Aw — BREK)Wi(4As — BoK) - Wiz < 0O
b=l

para h = 1--- H. A suficiéncia est4 provada e o sistema € estabilizével quadrati-
camente [].
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Coroldrio 1.6 Seja ¢ conjunio

CID é {WtW’E{} & mep/vﬁ{FhWF;—WEU < {]s

Vh=1---H, Vv # 0/Gv = 0}, (1.46)
As seguinies assertivas sao verdadeiras:

1. C;p € um cone convezo;

2. Cip # U se e somente se o sistema (SI} for estabilizdvel quadraticamente
vFelp .

prova: Somente serd demontrado o primeiro item, jé que o-segundo simplesmente
re-elabora o Teorema anterior em uma forma geométrica. Portanto, sua demons-
tracéo segue diretamente deste Teorema.

Tomando W € ({ip, entao, para A € R,

v [FOW)F, - W)y <0

paratodov # 0/ G'v = 0. Logo, AW € (;p e este conjunto € um cone.
Quanto & convexidade, basta verificar que dados W' e W¥ pertencentes a Cyp,
entao, como as Testrigdes que definem o conjunto so lineares em W, para a € {0, 1]

W=aW! + (1 — a)Wz € Cip.

e, portanto, o conjunto {;p é um cone convexe .

Observe a importancia, sob o ponto de vista de procedimento numérico, dos
Corolarios 1.5 e 1.6 anteriores. Agora, para verificagdo da estabilidade quadratica
de {SI), basta somente investigar se os modelos correspondentes aos vértices do
poliedro de incerteza possuem tal propriedade. A convexidade do dominio Ur ga-
rantiré, por outro lado, que todos os demais modelos também a possuam. Também
observe que o Comentario feito na se¢ao anterior com relagao a restrigao de semi-
positividade da matriz W para sistemas de tempo discreto permanece vélido no
caso incerto, como pode ser visto a partir da demonstragio do Teorema 1.7, sendo
esta a principal diferenca entre as duas classes de tempo guanto aos resultados
obtidos.

Note também que, dada as semelhancas entre estes resultados, é possivel uni-
ficar os Teoremas 1.6 e 1.7 em um tinico, que ird fornecer condigoes necessarias
e suficientes para a estabilidade quadratica de sistemas com parametros incertos
pertencentes a conjuntos convexos.
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Teorema 1.8 ([29]) O sistema (SI) € quadraticamente estabilizdvel por realimen-
tagdo linear de estados YF € Dp se e somente se existir uma matriz W = W tal
gue

T'WT > 0 (1.47)
T'ONW)T <0, h=1---H, (1.48)
W>0 (1.49)

onde T € RP*™ € uma matriz geradora de espaco nulo de G’ €, além disso,
Ox(W) 2 RYW+ WF| para sistemas continuos e O,(W) & F,WE, — W para
sistemas discretos. Ezistinde W, o ganho K associado € dado por

K=wWw ' .

A prova deste Teorema é feita decommpondo-o nos casos continuo e discreto
e vern diretamente dos resultados anteriormente derivados. Sua importancia re-
side em abrir margem para a utilizacdo de um mesmo algoritino numérico para a
solugao nas duas classes de tempo, bastando para tal somente alterar a fungao de
Lyapunov associada, com as conseqiientes mudangas que tal fato ird ocasionar no
método de programacao matematica adotado.

1.5 Conclusao

Neste Capitulo, além de apresentarmos inicialmente este trabalho e abordar-
mos sua organizacao interna e objetivos a serem alcangados, apresentamos também
uma série de resultados j4 anteriormente derivados, concernentes a estabilizagao
quadrética de sistemas incertos modelados segundo dominios convexos. A princi-
pal conclusao é quanto & anilise desta situacao somente para os modelos-vértices
do dominio, de modo que qualquer outro pertencente ao seu interior também tera
garantida a condicao de estabilizacdo procurada. Para a solucac numérica, di-
versos procedimentos de programacao matematica podem ser adotados, gragas
2 convexidade dos conjuntos {;o e Cip. Note que o problema de estabilizagao
quadratica na forma proposta pode ser escrito como

min {J{W) / We (;} {1.50)

onde o critério J{-) deve ser uma func¢io convexa em W.

No Capitulo a seguir, estaremos comparando duas implementagoes que solu-
cionam o problema (1.50) acima sob um critério convexo que leva a minimizagao
da norma do ganho K estabilizante, segundo a proposta levantada no Comentério
1.2. Aquela que se apresentar mais eficiente sob o ponto de vista numérico sera
posteriormente utilizada para a solucao do problema de estabilizacao quadrética
com norma f,, preescrita.



Capitulo 2

Estabilidade Quadratica via
Subgradiente Otimo

2.1 Introducao

Neste Capitulo passamos a estudar a metodologia de solugao do problema de es-
tabilidade quadratica. O Teorema 1.8 apresentado no Capitule anterior soluciona-
o tanto para o caso continuo quanto para o caso discreto e possibilita um ganho
K que garante esta condigao de projeto. Resta encontrar uma implementacgao
numeérica adequada a solugao proposta. O caminho a ser seguido é o apontado
pelos Coroldrios 1.5 e 1.6, que levam a uma abordagem geométrica do Teorema
acima. Assim, cormo ja enfatizado no Capitulo anterior, dois métodos se adequam
para tal: um, € o método dos planos de corte; outro, é o método do subgradiente
otimo.

O primeiro destes dois métodos encontra-se implementado em |1}, numa versao
inicialmente proposta em [16]. O segundo ¢, portanto, objeto deste capitulo, onde
pretendemos avaliar principalmente qual destes métodos serd mais eficiente sob o
ponto de vista numérico &, como conclusao, optar por um para posterior utilizagao
na solugao do problema em H.,.

Neste Capitulo nao estamos preocupados em detalhar a forma como a imple-
mentagao do método dos planos de corte foi realizada, nos colocando simplesmente
na qualidade de usuarios dos resultados ali obtidos. De todo modo, caso qualquer
destes métodos venha a ser o adotado, outra implementacao, utilizando as carac-
teristicas particulares para a solucao do problema em H,,, deverd ser realizada e
s6 entao oportunamente discutida.

O Capitulo é completamente baseado em [41]. A primeira segdo apresenta a
formulagao do problema de otimizacio de fungdes nio-diferencidveis. A segunda
discute o método do subgradiente 6timo e algumas variacoes deste encontradas

22
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na literatura. Na terceira sio realizadas comparacbes entre o comportamento
numérico deste método e o do método de planos de corte. A Ultima secao é
dedicada as conclusdes quanto aos resultados obtidos.

2.2 Formulacdo do Problema

Seja o problema:

min f(z) (P)
suj a 0:(z) < 0O

t€m=40,1,2,---}
que pode ser escrito em uma forma mals compacta como

min{f(z) / 6:{z) < 0,i ¢ m}

TER™ ’
onde f(x), 8;(z) sdo fungdes localmente continuas.

Definindo:
{z) £ max 8:(x)
1Em

o problema {P) acima passa entdo a ser escrito em uma forma ainda mais simples
COmo:

min{f(z) / v{z) < 0}. (2.1)

A solucdo de problemas como {2.1) nao € possive] através de métodos classicos
de otimizagao, pois a fungao ¢{z) nao é necessariamente diferencidvel em todos
os pontos de seu dominio. Particularmente isto acontece quando ¢(z) é assumida
como:

o(2) = max s [B00)] (22)
1Em
onde Ane.|0:(W) € a funcio autovalor méximo de 6;(W), 1 € m. Note que, para
um certo W para o qual

Amazigi(‘w}} = Amazggj{w)és t # .7‘

a funcao ¢{z) nao é diferenciavel [32].

A solugao encontrada para tais problemas é buscar uma extensao do método
classico do gradiente para o caso de fungoes que sejam nao diferencidveis. Mas,
como apontado em {32], [45] e [39] tal generalizacdo nao garante a convergéncia
para um ponto estaciondrio de {2.1}. Diversas varia¢des tém sido propostas, dando

origem a dois enfogues claramente diferentes.
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O primeiro, sob um ponto de vista histérico, origina-se na escola soviética,
que desenvolveu métodos ndo-monotdnicos de descida. Uma 6tima referéncia so-
bre tais métodos é [39]. O segundo enfoque foi desenvolvido na escola ocidental,
onde procurou-se métodos que sempre garantam a melhoria do valor da fungao.
Referéncias bastante interessantes sao, neste caso, (32, [3] e [24].

Neste trabalho nos deteremos, no entanto, apenas no método do subgradiente
4timo, seguindo uma linha j4 apontada anteriormente em [15] e abordando também
modifica¢des neste método sugeridas em [32]. O método serd aplicado para a
solucao do problema irrestrito

; = mi ) 2.3
min (z) = min max0;(z) (2.3)

onde 8,{z) e p(z) sao fungdes convexas, 1 € m.

2.3 Método do Subgradiente Otimo

Seja entdo o problema (2.3) no qual desejamos aplicar umn método tipo “gradi-
ente”. Como sabemos, um passo deste método para o caso de fungoes diferencidveis
¢ da forma:

Trs1 = Tp + O3S
onde
sy = —Vlzi)
kg , n
ap = {a = A% /¢ (2 + asp) — p(z) < —vo [[se)?, ki€ k\"}
e estamos utilizando a regra de Armijo para a defini¢do do tamanho do passo «.

Todavia, no caso de funcgoes nao-diferencidveis nao sera possivel definir a di-

recao de caminhada como sendo contraria a do gradiente da funcao no ponto zy,

pois nao poderemos determina-lo. Em seu lugar, iremos definir vetor subgradiente
de p{z) no ponic 7, = 7, como todo vetor £ que satisfaga a desigualdade:

plri) 2 elz) + (€ {m—22)) Tz SCR (2.4)

onde § é um conjunto compacto, limitado e convexo. O conjunto de todos os
vetores £ que satisfazem a esta definicdo é conhecido, para o casc de funcgoes
convexas, como ¢ subdiferencial de p{z} no ponto z, = x4, sendo dado por

do(z) E{ €/ plz1) = o{zd) + (€. {71~ 22)}), T,z2€ § C R}

Observe que a defini¢io de subgradiente dada por (2.4) estéd associada & idéia de
hiperplanos suportes. Veja a fig. 2.3.
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B

i

Figura 2.1: Hiperplanos suportes em um ponto nao-diferencidvel

Ao contrério das funcoes convexas diferencidveis, no caso em estudo é possivel
definir um sem-némero de hiperplanos suportes, cada um deles dado por

<£: (Ii W Eg)} =0

onde { é um vetor subgradiente de ¢(z). A partir desta expressao, conclui-se,
entao, que todo subgradiente é normal ao hiperplano suporte que o define. Além
disso, algumas propriedades do conjunto dy(x) devem ser enfatizadas:

(a} E um conjunto convexo, compacto, nao vazio e limitado quando definido sobre
conjuntos limitados;

(b) 8pl(z) C Glz) & co{8bi(z) / i€ I{z)} onde I{z) £ {i e m [ bi(z) = o(2)}
é o conjunto das fungdes 8;{z) ativas em z e co{-} é o contorno convexo de
{-} ou o menor conjunto convexo que contem {-};

(c) A derivada direcional de ¢{z) no ponto z na diregac s é definida como:

VA . plr +as) - plz)
dolese) £ Jig EEEEEE - e 06

(d) Para o caso de §;{z) diferencidvel, ¢ € I{z), a propriedade {¢} passa a ser dada
simplesmente como:

o>

do{z;s) = (5,V8:{z)) , 1€ I{z)
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e, da mesma forma, a propriedade {b) se reduz a:

Bp(z) = co{VA(z)} , i€ I(a)

Ora, entdo (c) mostra que a derivada direcional de p{z) é determinada por
um hiperplano suporte extremo cujo subgradiente produz a maior inclinagao no
ponto z considerado. Além disso, por (a), o conjunto dos subgradientes determina
um cone convexo no qual estard contida a dire¢do determinada por (¢). Entéo,
qualquer £ € dp(z) poderé ser escrito como

€2 Y AVh(z)
ie]{z)

onde os multiplicadores A; sao tais que

Z A,‘ =]
(1)

X >0

A partir de (c), se 2~ minimiza localmente ¢(z), entdo:

de(z” 3 8) >0 = max {(s,£ >0
ol ) > EEMz)( £ 2

ou seja, a condi¢ao necessiria de 12 ordem para um minimo local é que a derivada
direcional seja nao negativa em todas as dire¢des. Portanto, se 7 é uma solugao
local para (2.3}, teremos que

0€ dp(z’) (2.5)

o qual generaliza a condicdo de 1% ordem encontrada no caso de fungoes dife-
rencidveis, dada por Vio{z') = 0. Caso 0 € 0Jp(z), entao serd sempre possivel
encontrar um hiperplano que separe a origem {ou o vetor nulo} do conjunto de
subgradientes, hiperplano este dado por

(s,{z; —22)) =0
de modo que s satisfaz & condigao

< 0.
sggz)@, £

Para o método do gradiente, s é encontrada como a solugac do problema

s* = arg min{dp(z;s) / |ls| <1}
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No caso nao-diferencidvel, no entanto, teremos que

i

s = arg min{dp(z,s) / ] < 1}

= arg min max (8
g min max (s:8)

= arg max min{s
§ cEoole) nsnsx( &)

pois dp{z) é convexo e compacto. A minimizagdo é solucionada por

£
il
e logo
e = arg max (- e}

- o Ligl
arg Eg;;?z){m

ou, como a minimizagao de uma norma ¢é equivalente & minimizacao de seu qua-

drado:

& = J(z}x” (2.6)

onde A” é a solucao do problema quadritico
AT = - in A’ 2.
arg min, Q(z) A (2.7)

e J(z}, A{z) e Q{z) sao definidos como:

>

J{z) Vo(z), 1€ I{z)]

Alz) £ {A@&%’;i}qzi, X >0}

=l

card{I{z}}
= ntmero de elementos do conjunto I(z)

A
Qlz) = J(z)J(z)
Algumas conclusoes podem ser retiradas deste desenvolvimento:

{a} O vetor & = —i—l?—i define a direcao de maior descida da funcdo ¢{z) em z;
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[

curvas de nive!

cone das / ~

vé
direcoes 1(2)
de descida

Figura 2.2: Subgradiente Otimo: interpretacao geométrica

(b) Retornando & defini¢io do subgradiente, notamos que s~ define também a
dire¢ao de minima inclinagao;

(¢} O vetor ¢, como solucao do problema quadritico (2.7), é chamado de sub-
gradiente 6timo. Este subproblema também pode ser definido como

argmin{%i’ Z MVG(DF T A =12 M2 € A} (2.8)
s€l{r)

{(d) O subproblema quadritico também pode ser visto como o problema de deter-
minar §” € dp{z) que se encontra mais préximo i origem do espaco no gual
estd definido o conjunto. Neste caso, sua interpretacao é a de um problema
de distdncia minima entre um ponto € a origem do espago de definicao. Pode
ser visto também como o de determinar a combinagdo convexa de minima
norma entre os elementos-coluna de J{z};

(e} A interpretaciio geométrica deste resultado é mostrada na fig. 2.2, onde apa-
recem as curvas de nivel de uma certa funcao (). No ponto 7 a funcao nao
¢é diferencidvel e sao apresentados dois subgradientes extrermnos do conjunto
dp(z) = co{Vl{z}}. O subgradiente 6timo £ € Jp(z) pertence, como
mostrado, ao cone das dire¢des de descida.

Para finalizarmos, resta apenas dizer a respeito da regra de escolha do tama-
nho do passo a ser utilizada no Algoritmo mostrado a seguir. A regra adotada,



2.3 Método do Subgradiente Otimo 29

portanto, é a mesma apontada anteriormente no caso do método do gradiente,
ou seja, a regra de Armijo, modificada para fungdes nao-diferencidveis. As razoes
desta opgao serao posteriormente discutidas.

Deste modo, um Algoritmo que sumariza a extensao do método do gradiente
para © caso nao-diferencidvel é dado por:

Algoritmo 2.1 Método do Subgradiente Otimo

Dados zo € ®*,¢e,8,7€10,1); faga k =1, z; = z4 € vd para o prozimo passo;

passo 1 Determine s, tal que

sy = —argmin{3||&|° / & € 9p(z), i€ I(z)}

onde
I{z) ={iem/ |p(zi) - 8:(z)| < ¢}
Se |isgll < £, pare; caso contrdrio, vd para o prézimo passo.

passo 2 Calcule o tamanho do passe

ay 2 max{oa = §%,z € R [ plzp + as;) — o{zx) < —ovlisi]}
passo 3 Alualize as varidvers:

Tiry = T+ QSg

e retorne ao passo 1 .

Para a solugao do subproblema quadritico associado ao passo 1, duas pro-
postas foram implementadas. A primeira, utilizando (2.6) a (2.8) e solucionando
(2.6} através de seu dual, conforme apresentado no apéndice A. A segunda é &
implementagao da proposta de {46!, que busca encontrar o ponto de um politope
mais préximo & origem. A primeira soluclo exige que o problema seja convexo, ou
seja, a matriz Q de {2.6) deve ser definida positiva. J4 a segunda nao possui tal
resiricao, sendo insensivel a Q semi-definida. Ambas, porém, sao extremamente
lentas gquando Q possui autovalores mal-condicionados. Mas a solugao s” sempre
sera encontrada em um numero finito de iteracoes, sendo aplicado qualquer um
dos dois métodos.

A adogao da regra de Armijo para a selegao do tamanho do passo torna os
valores de a;, £ = 1,2,3, -+ bem comportados com relagao a outras formas de
selecio. Também € um processo muito mais rapido, pois requer apenas [ 4+ 1
avaliagoes da fungao, onde [ € o nitmero de iteracoes do loop de Armijo. A fig. 2.3
demonstra come € o comportamento deste método.
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Figura 2.3: Regra de Armijo

O principal atrative na aplicagao deste Algoritmo de subgradiente étimo esta,
portanto, em sua simplicidade. Mas também af reside sua principal fraqueza. O
métodoe do subgradiente 6timo possui, como todo método tipo gradiente, con-
vergéncia bastante lenta, sendo no méaximo linearmente convergente. Pode apre-
sentar problemas de zig-zag e, mais grave ainda, pode convergir para um ponto
naoc-estaciondrio, como apontado por [11] e [45], ou seja, pontos onde a condicao
de 1% ordem para otimalidade, dada por (2.5), nao estd assegurada.

A fim de solucionar este ultimo problema devermos primeiro observar o compor-
tamento do conjunto /{z), que determina quais subgradientes irao compor dy(z).
Ora, claramente a cada iteragao k, este conjunto ird ter uma variacao abrupta
ern seus elementos para £ = 0 e normalmente todos sao modificados entre uma
iteracao e outra. Isto leva 2 uma perda de continuidade em d¢{z), ocasionando
falhas na convergéncia, como citado.

Para tentar evitar este problema, duas propostas emergem. A primeira consiste
ern alterar a condi¢ao de otimalidade dada em (2.5}, de modo a escrevé-la em duas
equagoes:

>4 Vi{ze) =0 (2.9)
i%’ lo(ze) — 8;(zi) —¢] = 0 (2.10)

onde
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A >0

Entéo, em (2.10),0u A; =0 para @z —8{zk)<e ou XA; >0 para
o(zi) - 0{zs) > <. Logo,
VieIlz) = XM=0

Portanto, (2.9) e (2.10) estabelecem que
0 € Gp(z) C ®*!
onde o conjunto Gy(z) é dado por:
Golz) £ cof€ € B / € = [p(z) - 6:(2), Voi(z)] , i€ m)

sendo conhecido como o conjunto dos subgradientes aumentados. Cada elemento
£ € R" e este conjunio é claramente continuo, pois nio apresenta as mudangas
bruscas associadas a dp{z). Para aplicé-lo ao Algoritmo 2.1 anteriormente defi-
nido, a finica alteracio necessaria é no passo 1, que agora € escrito como:

Algoritmo 2.2 Método do Subgradiente Otimo (modificagdo)
passo 1 Determine s; tal gue

| £ — argmin{1|E]® / € € Golzi)}

Se llsill < e, pare; caso contrdrio, vd para o prérimoe passo [J.

0
E’Sk-. Sk

i

A segunda forma para afastar o fantasma de uma convergéncia para ponto
nao-estacionario parte da mesrna premissa, ou seja, a perda de continuidade no
conjunto I{z}. Agora, no entanto, o diagndstico é a falta de informagoes sobre a vi-
zinhanca dos pontos onde ocorre nao-diferenciabilidade. Para alterar tal situacao,
propoe-se entao o alargamento do conjunto I{z)}, redefinindo-o comeo:

Liz) = {i / o(z) ~0(z) ()} . €20

e definimos também o conjunto alargado dos subgradientes ou conjunto dos &-
subgradientes como:

Geplz) =co{V8i{z) /icl(z)} , €>0

Associada a estes conjuntos, temos uma regra de redugao no valor de e{z) de
forma que, quando z; — z”, entdo £{z} — 0. Portanto:

e(z) 2 max{e / l|s.I° < 65, z €N}

8¢ = —ATg mm{%ﬁé}%i? /| & € Goplz)}

e as modificacdes no Algoritmo 2.1 estao claras.
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Algoritmo 2.3 Mctodo do e-Subgradiente
passo 0 Dados 25 € R™, €, Erin, 6, 5,7 € [0,1]; fagaeo =0, k=1, 2z =zp ¢
vd para o prozimo passo.

passo 1 Determine s, de modo gue

Sgp = al"gmin{%[ifuﬂz / £€k € ng(,O(-Tk)}

Se |1se, || < &min, pare; caso contrdrio, vd para o prézimo passo.

passo 2 Se |is., || < €mn, €ntdo atualize o pardmetro de tolerdncra:

E(Ik) = max{s = 65;133( / HSekH > be; Z = 1727"'}

max?’

e retorne ao passo 1; caso contrdrio, vd para o prézimo passo.
passo 3 Se g, < eqin, pare; de outro modo, contfinue.

passo 4 Cdlcule o tamanho do passo oy, utilizando a regra de Armijo:

L z
ap = max{a =%z R [ olre+ as., ) — plze) < maqs(a:k)}
passo 5 Atualize as varidves:

Th+1 = I+ QpSe,

k = k+1
e retorne ae passo 1 (7.

A demonstracdo da convergéncia deste Algoritmo se encontra em [32]. Ele
apresenta propriedades como:

{a) Cada repeticao do ioop {passo I- passo 2 - passo 1) significa que foi encontrada
uma solugao 4tima local para a tolerancia considerada, ou seja, que 0 €
G o{z). O ajuste em £{z;) leva entao ao inicio da procura de uma nova
solucao. Logo, torna-se claro a necessidade do passo 4 e a modificacao na
regra de Armijo.

{b) O parametro é deve ser utilizado como uma sintonia fina para a regra de ajuste
da tolerancia. Se for muito réapida, tornara sem sentido sua existéncia; se
muito lenta, dificultard a convergéncia.

{c} Para o caso de problemas como (2.2}, a utilizagio do pardmetro € de tolerancia
faz com que se antecipem as possibilidades de dois autovalores se igualarem
ao longo do processo de otimizagao.
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(d) O alargamento do conjunto (z} leva a um aumento em sua cardinalidade e,
portanto, na dimensao do subproblema quadrético. Por outro lado, assegura
a continuidade de Gp{z), pois evita bruscas mudancas nos elementos de

I.(z).

(e) Sob um ponto de vista estritamente numérico, o comportamento deste Al-
goritmo € superior aos anteriores, tendo convergéncia muito mais rapida e
tamanho de passo melhor definido.

(f) Este Algoritmo segue diretamente o método do subgradiente 6timo, exceto
que, ao contrario do Algoritmo 2.1, aqui estao garantidas as propriedades
adequadas de continuidade no conjunto de subgradientes.

2.4 Analise Numériea

Para exemplificar a aplicacdo destes algoritmos, vamos utilizar o Algoritmo 2.1
para a solugao de um problema como {2.2}, aqui repetido por conveniéncia:

ming(W) = max Amaz [ {W)] (2.11)

onde W = W € RF*?. Problemas como este podem ser encontrados no estudo
de estabilidade de sisternas incertos, como proposio por [16] e apresentado no
Capitulo anterior deste trabalho. A implementacio aqui realizada baseia-se na
formulagao geométrica proposta através do Corolério 1.5 para o caso continuo ou
pelo Corolario 1.6 no caso discreto. O objetivo do problema torna-se entao obter
W = W' > 0 tal que a funcao (W) seja estritamente negativa ou menor que um
certo fator —n, n > 0 &€ MR, Neste tipo de problema. portanto, é essencial que
a solugao advinda da aplicacao do Algoritmo nos fornega com bastante nitidez a
informagao concernente ao sinal da fun¢io p{W). Todas as defini¢des quanto ao
problema a ser solucionado devem ser buscadas no Capitulo 1.
Dada uma matriz P = P’ > 0 com um espectro de autovalores

{A1, A2, Az, -, An} {(2.12}
e as fungoes de P

fl(P) = )‘n(P)
f2(P) = X, (PA+ PA)

onde 4 € R™" ¢ A(---) € o autovalor de {-- -}, entao

(P}
ap -
m = 2Azz2

apP
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Suponha agora que Ay < Ay < --- < A,.. Se A; < Aipa, entdo as fungdes definidas
acima serio diferencidveis com relagio a X; e, para fi{---), o gradiente seré dado
por xz; x\, onde z; é o autovetor associado a A; ; por outro lado, se ocorrerem
multiplicidades em alguns autovalores, na forma X; = Ajp1 = -+ = Ajp, (r =
multiplicidade de A;), tais fung¢des nao serdo diferencidveis com relagdo a A; e
iremos definir entdo o subgradiente de f(P) em P; para A; como toda matriz
£ ¢ R™*" que satisfaca

f(B) > f(P)+ &(P,— P) VP, Pe R (2.13)

O conjunto das matrizes £ que satisfazem (2.13) é chamado de gradiente ge-
neralizado de f{P) e denominado 8f(P). A cada subgradiente estd associado um
hiperplano suporte dado por:

(£, (Pr— P2)) =0

que é o hiperplano suporte do conjunto convexo definido pelo epigrafo de f(-) em
PQ.

Obviamente, para a solucao de {2.11) devemos utilizar métodos como os pro-
postos pelos Algoritmos 2.1, 2.2 e 2.3 anteriores. Mas, na forma como estd de-
finido o problema, podem ocorrer multiplicidades internas a cada f; relativas ao
seu maximo e deste modo estas fungbes nao serdo diferencidveis. Isso impede
a aplicagio de tais métodos, pois a convergéncia ndo é assegurada, podendo o
Algoritmo caminhar para um ponto nao-estacionario.

Redefinindo entdo {2.11) como:

min (W) = max A f; (W) (2.14)
FASELS

onde, em lugar de calcular o méximo dos méximos, simplesmente passamos a
trabalhar com todos os autovalores de todas as m funcdes (em um total de p x
m autovalores) e s6 entdo calcularemos o maximo. Assim, teremos encontrado,
portanto, uma maneira sutil de ultrapassarmos a dificuldade exposta acima.

O problema (2.14), modificagio de (2.11), se encontra, agora, em uma forma
adequada 2 aplicacao do método do subgradiente 6timo e suas variagoes, propostas
nos Algoritmos 2 e 3.

Os exemplos que se seguem sao encontrados em [26] e representam aplicagoes
numéricas destes Algoritmos. Foram, anteriormente, solucionados em [1] através
de um método tipo planos de corte segundo Algoritmo proposto inicialmente em
[16]. A compara¢@o a ser realizada entre o comportamento da solugao de {2.14)
pelo método de subgradiente étimo e a encontrada em [1] servird como base para
a escolha do método a ser utilizado no caso de otimizagao em H,, objeto principal
deste trabalho. Foram selecionados para tal anélise os exemplos 4.3.2 (“Comando
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Robusto de um HelieSptero™) e 4.3.4 (“Dependéncia de pardmetros”) da referéncia
citada. Os dados dos exemplos citados nao serao apresentados por nao exerceremn
fungao preponderante nas conclusdes a serem obtidas.

O estudo do comando robusto de um helicéptero é um dos exemplos que justifi-
cariam o estudo de fungoes nao-diferencidveis. Apés 214 iteragdes (25.79 Mflops),
a solucdo converge para a matriz

 1.8839 1.8192 0.6680 0.5144 0.5498 0.7961
1.8192 3.6475  0.7852 1.5102 -0.1776 1.0008
0.6680 0.7852 1.7346 --0.5176 -0.2033 0.1837
0.5144 1.5102 —-0.5176 1.6624 —0.1135 0.8112
0.5498 -0.1776 —0.2033 -0.1135 1.2674 0.5355

| 0.7961 1.0008  0.1837 0.8112  0.5355 1.7326 |

sendo o ganho estabilizante K dado por:

0.7086 -0.2934 -0.2905 -0.1114

K= 0.3952 --0.2806 0.2032 0.7119

com || K| = 1.23. Em |1, apds 100 iteragbes (15.18 Mflops), o programa converge
para:

[ 3.1582  0.1204  0.4680  0.8838  0.0367  0.3329 |
0.1294 2.4411 —-0.1964 0.1173 -—-1.3715 —1.0884
0.4680 -—0.1964 3.2110 —0.9179 04517 0.0712
0.8838 0.1173 —-0.9179 1.8362 04114 0.6651
0.0367 —1.3715 -0.4517 -0.4114 1.0902  0.3577
. 0.3329 ~1.0884 0.0712 0.6651  0.357 0.7797

W=

e o ganho K é dado por

K = 0.2140 —0.5783 -~0.3385 -0.4593
T ~0.0274 04563 0.1328 0.4710

com || K| = 1.07.

E interessante observar que, mesmo em um problema favordvel, o Algoritmo
apresenta um comportamento quase-assintdtico em relagao a zero, pelo menos
em um trecho de seu desenvolvimento, como pode ser observado no grafico 2.1
abaixo. Tal comportamento nao estd presente na simulagdo apresentada em [1],
onde {como colocado no grafico 2.10) a fun¢lo mostra-se uniformemente crescente
{pois a solugao é dual}, nao tendo trechos de inflexdo que tornem duvidosa sua
convergéncia para um certo ponto.

Nos dois outros exemplos, o primeiro infactivel e o segundo factivel, as de-
ficiéncias do método do subgradiente 6timo com relacio ao método de planos de
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Varidvess Fz. 4.8.2 Ez. 4.8.4: infac. Ezx. }.8.4: fac.
SubGrad. | Pl.Cort. | SubGrad. | Pl.Cort. | SubGrad. | Pl.Cort.
K| 1.23 1.07 - - 7.74 12.22
it 214 100 74 9 77 28
Mfiops | 25.79 15.18 1.94 0.04 1.00 0.13
o(W) |-02122 |- +9E1071 | - -0.0029 -

Tabela 2.1: Resultados dos exemplos numéricos

corte tornam-se mais evidentes. No caso infactivel, o comportamento assintético
novamente se apresenta, agora, no entanto, de forma pronunciada {(gréfico 2.4).
Tal fato se coloca como catastrdfico para o objetivo deste problema, pois, afinal,
no estudo de estabilidade de um sistema, se a fun¢do de Lyapunov apresenta este
comportamento, qual a conclusao que se deve chegar sobre a estabilidade? Além
disso, devido a necessidade de se trabalhar com elevada precisio, somente apés 74
iteracoes {1.94 Mflops) a solugdo é apontada como infactivel; em [1], tal solugio é
determinada apés apenas 9 iteragoes (0.03 Mflops). O mesmo se repete no iltimo
exemplo.

Os graficos 2.1 a 2.9 representam os resultados obtidos com o método do sub-
gradiente étimo para os dois exemnplos utilizados; os de 2.10 a 2.15 demonstram os
resultados destes exemplos para a implementagao feita em {1]. A tab.2.1 resume
os dados com relagdo & norma do ganho, iteragdes e nimero de flops para os dois
métodos. Observe o comportamento da norma e do tamanho do passo. No pri-
meiro exemplo nota-se que as duas varidvels tém comportamento similar préximo
ao ponto de cruzamento para a factibilidade. J4 no exemplo infactivel, a norma
nao diminuj seu valor enquanto o passo tende a zero assintoticamente, tal qual
o comportamento do valor da fungdo. No terceiro exemplo, um comportamento
inverso ¢ obtido, levando, neste caso, & convergéncia.
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Apds tais comparagoes, torna-se clara a superioridade do método adotado em
"1} sobre o proposto neste Capitulo. A lenta convergéncia, as dificuldades asso-
ciadas ao subproblema quadrético, & definigao do tamanho do passo e o compor-
tamento assintético com relagao a zero tornam este método, infelizmente, pouco
competitivo com relacao ao tipo planos de corte, quando aplicado & classe de
problemas como (2.14) {ou (2.11)). Sendo assim, concluimos que para a conti-
nuidade de nossos estudos de robustez de sistemas incertos, particularmente para
projetos envolvendo norma H., serd adotado como método de otimizacao aquele
implementado em [1].

2.5 Conclusao

No item anterior apresentamos a comparacdo entre o método do subgradiente
étimo e o proposto em (1], concluindo ser este Gltimo extremamente mais eficiente
quando aplicado 3 classe de problemas como {2.14). Isto nos levou a optar por
utilizd-lo nos desenvolvimentos que se seguem para o estude da otimizacio de sis-
temas incertos utilizando norma H , mas nao invalida a continuidade de estudos
dos métodos de otimizacao nao-diferencidvel. A prépria literatura citada aponta
as dificuldades do método. Novos desenvolvimentos ([24],/11]) parecem apontar
melhorias significativas dos resultados, particularmente quanto & convergéncia.
Permanecem, no entanto, os problemas relacionados ac subproblema quadratico
gue se mostrou, em nosso desenvolvimento, o mais grave e de mais dificil solucao,
particularmente quando, em algumas iteracdes, 2 matriz Q {veja Apéndice A)
torna-se mal condicionada. Uma questio em aberto neste Capitulo é quanto a
solugao do problema sujeito a restricoes. Dado que nem mesmo o problema irres-
trito teve comportamento adequado na solucdo do problema em estudo, optamos



2.5 Conclusao 40

por nao implementar tal extensdo. Uma boa referéncia neste caso é o método de
duas fases, como apontado em [32]. Vale lembrar ainda que em {33], o problema
em H,, para o caso de parametros determinados foi implementado utilizando-se
um método de fungoes nao-diferencidveis baseado na pentiltima referéncia citada.

O Capitulo a seguir se concentra em discutir o problema de otimizacao em H,,
tanto para sistemas de tempo continuo guanto discreto, de parimetros determi-
nados ou incertos.



Capitulo 3

Otimizacao em Hy: Proposicao
do Problema e Solucao Teodrica

3.1 Introducao

O problema de otimizagao via norma H, foi inicialmente proposto em 1981 por
George Zames em seu j& cldssico [48) com o objetivo de minimizar a sensibilidade
associada ao méaximo sinal de erro em resposta a uma entrada normalizada.

Os primeiros trabalhos apresentados (veja extensa bibliografia em {10,12,13])
estiveram ligados a busca da solugao desta abordagem através de métodos uti-
lizando teoria de operadores de varidveis complexas. As dificuldades de imple-
mentagao computacional encontradas levaram & entrada em cena de resultados
utilizando realizacOes no espaco de estados, mas que nao se tornaram satisfatérios
por envolverem a solucao de varias equacoes tipo Riccati e produzirem controla-
dores de alta ordem. Tais solucdes compreendem o periodo 1983-87.

As solucoes mais recentes estdo centradas na busca da simplificagao da im-
plementacao computacional, com vistas 4 popularizacao deste método de projeto.
Assim, [10] exige 2 solugao de duas equacdes tipo Riccati, uma associada ao pro-
blema de realimentagdo de estado, cutra ao de estimagao de estado. 135] generaliza
esta solugao utilizando metodologias de matriz pénsil e deslocamento de varidveis.

Neste Capitulo estamos particularmente interessados na solucdo do problema
em H. utilizando realimentacdo estdtica linear de estados, ou seja, considerando
completo acesso a todos os estados a partir da entrada de controle aplicada. Além
disso, o grau de informacao existente sobre os parametros do modelo em gquestiao
nao permite sua determinacao precisa, mas apenas dizer que pertencem a um certo
conjunto previamente estabelecido, caracterizando o que se denomina entao de sis-
tema com parametros incertos. Assim, solucdes como em [10,22,23,31,36,37,42] ¢
outras onde ou exige-se conhecimento preciso dos modelos do sistema em questao

41
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(matrizes A e B) ou a incerteza sobre seus valores é inserida de modo a simples-
mente limitar sua excursao em torno de um ponto de operagéo ([23]) ou, ainda
pior, admitem-se variacGes apenas na matriz A do sistema {{42]), nao sdo aplicéveis
ao problema como proposto. Ao contririo também das solucdes citadas, no caso
em estudo a lei de controle a ser determinada nao deverd depender seja da matriz
de dinamica A seja da matriz de entrada B.

Este Capitulo é organizado como segue: a segao (3.2} relaciona o problema
linear quadrético, sua versao freqiiencial e o significado da abordagem em H,. A
se¢do (3.3) é concernente ao cilculo da norma de fungdes no espago H,. Na se¢do
(3.4) define-se o problema de otimizacdo para o caso de sistemas continuos com
parametros conhecidos, segundo a formulagao de {31], [22] e [36]. A extensio para
sistemas discretos € proposta na secado {3.5) e a formulacio para sistemas incertos,
tanto de tempo continuo quanto de tempo discreto é objeto da {ltima segao deste
Capitulo.

3.2 Relacao entre Problema Linear Quadratico
e Norma H_

Um dos tdpicos centrais no desenvolvimento da teoria de controle utilizando
varidveis de estado tem sido a otimizacao da performance do sistema em estudo
segundo um dado indice de desempenho ou de custo, ou seja, a denominada Teoria
de Controle Otimo. O mais importante destes indices pela sua versatilidade é
o indice quadréatico, que deu origem ao chamado Problema Linear Quadrético

(PLQ):
O
Min J = / ' (1)Qx(t) + u'(t)Ru(t))dt (3.1)
0
suja z{t} = Az{t)+Bult), =z(0) =z (3.2
onde a expressao (3.2) representa o modelo do sistema em varidveis de estado
{logo, restricoes dindmicas), z{t) € B" é o vetor de estados, u{t) € ™ é o vetor
de entrada de controle e as matrizes possuem dimensdes compativeis, sendo que

Q=0 >0eR= R >0sao matrizes de ponderagao dos estados e da entrada de
controle. A solucao deste problema (]2] e [20]}, considerando horizonte de tempo

infinito, paréametros invariantes no tempo e completamente determinados, é dada
pela solucao tnica P = P' > 0 da conhecida equagao algébrica de Riccati

PA+A'P-PBR'BP+Q=0 (3.3)
que fornece um ganho de realimentacao linear estitica de estados na forma
u{t) = -—Kzlt)
— R B'Pz{t). (3.4)
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Exige-se para tal que o sistema seja de estado completamente controldvel e ob-
servavel. A propriedade estabilizante desta solugido pode ser facilmente demons-
trada, visto que em malha fechada

&(t) = (A - BK)z(t) {3.5)
e podemos reescrever a equacao algébrica de Riccati como
(A- BKYP+ P(A~ BK)+ PBR'BP+Q =0

O
A}P"}"PA;—PQJP:G (3.6)

que ¢ a equagao de Lyapunov para o sistema em malha fechada e, portanto, a
solugdo P = P' > 0 desta é também a solugio da equagio de Riccati dada por
(3.3}. Logo, o sistema em malha fechada é assintoticamente estével.

A preocupacgao em estabelecer vinculos entre os projetos no dominio do tempo e
da frequéncia levou a analise das caracteristicas do PLQ numa abordagem entrada-
safda. Assim, Kalman |21 demonstrou que, para sistemas tipo SIS0, a solugao
do PLQ pare realimentagao estética de estados possui fortes caracteristicas de
robustez como margem de ganho infinita e margem de fase de 60°. Tal resultado
foi estendido para o caso MIMO por Safonov e Athans em 1977, considerando
variagoes em cada uma das entradas.

A versao freqliencial do PLQ foi apresentada em 1976 47, O modelo em
estados foi redefinido de modo que

i(t) = Az{t)~ Bu(l) + Mw(t) (3.7)
y(t) = Nzlt) (3.8)

onde o sinal w{t) é a entrada de perturbacdo do sistema, contendo todos os sinais
externos a ele, incluindo entrada de referéncia, ruidos de sensores, etc. A fungac
de transferéncia entre a safda medida y({} e a2 entrada de perturbacio w(t) é dada
por

Ga(s) = N{sI - A)'M (3.9)

e iremos assumir que o sinal y{t) pertence ao espaco L0, 00| das fungdes vetoriais
quadraticamente integraveis no intervalo |0, 00|, tendo por norma

(ST

Ok = | vy v e (3.10

Considerando realimentagao estatica de estados tal como anteriormente, teremos
que
u(t) = —Kz(t) {3.11)
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e o modelo em malha fechada passa a ser dado por
2t) = Asz(t) + Muw(t) {3.12)
y(t) = Na() (3.13)

onde A; = A — BK é a matriz do sistema em malha fechada de estados e a
correspondente fungao de transferéncia torna-se

G(s) = N{sI - A;) ' M. (3.14)

Aplicando entdo um sinal impulso unitério 2 i-ésima entrada w;(t) e considerando
todas as demalis nulas, obtemos a saida y,(t} relativa apenas a esta entrada:

ylt) = L7 {N(sI— 4) Me;} (3.15)

onde e; é um vetor base que pondera a entrada aplicada e £L7'{-} é a transformada
inversa de Laplace. A minimizacio da influéncia do disttrbio w;(t) pode, portanto,
ser colocada como um problema de minimizar a energia do sinal relativo a esta

entrada, dada por:
1 e ©
G= = [T de. (3.16)
0

Logo, a partir de {3.10)

e utilizando o Tecrema de Parseval obiemos:

el ' 1 o iy e -
f w()w(t)dt = —f Y, (jw) Y (jw)d (3.17)
0 70
I g o
= = [T WG e (3.18)
FJO

QOra, como foi aplicado um sinal impulso unitério, para s = jw, teremos que:
Yi{jw) = Giljw) (3.19)

onde G;{jw) = N{sI— A4) 'Me,. Logo, de (3.16) - (3.19}, o problema de minimizar
a influéncia do distdrbio relativo & entrada w;(t) passa a ser dado por:

Min = [T Gle) Gilild
&

ou seja, este indice de performance corresponde a minimizar a norma da funcao
de transferéncia relativa & aplicacio de uma dnica entrada w;{t) = 8{t)e;.
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Considerando a aplicagao de tal sinal em todas as entradas, teremos, entao,
que o indice J passa a ser dado por:

Min J = ZJ,-
- ] Gi{yw)dw
= ;./(} gGi(}w) Gi{jw)dw
e pela aplicacao do Teorema de Parseval
1 foo
Min J = ;[ ZG,-(jw)“G‘-(jw)dw
rJo
1 oo
= - [T Tr(G(w) Gl de
T /0
1 =
= - |Gi(Fw)|id:
S ADMLCIERIES
= [ Y w0 (3.20)

ou seja, o valor do funcional J no dominio do tempo ou da fregliéncia é o mesmo.
Além disso (e este é o principal resultado), a minimiza¢io do funcional corresponde
& minimizacao da influéncia sobre o sistema de cada uma das entradas de distdirbio
w;{t). Observe também que, como:

Y{s) = G{s}W{(s)
entao, para § = jw e w arbitrario, mas fixo, teremos:
Y{jw) = GjwiW {jw)

e logo
Y ()1 = W ()G ()G i)W (i)

Normalizando com relagdo a W{jw)

Y3 W w)G (i) Cliw)W (jw)
W () 2 W (je) ¥ (i)
(G5a)W (), Glo)W ()
W (70).W (7))
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onde Om.x(-) representa o valor singular médximo da matriz G{jw), dado, a partir
do desenvolvimento anterior, por:

Omax |G (jw)] max ||Y (Jw)l: {3.21)

W wll=1

considerando w fixo, porém arbitrdrio, como ji colocado. O problema consiste
entao em minimizar a saida Y (-} correspondente a um sinal de disttirbio W{:) de
espectro conhecido.

Assuma agora umn problema inverso. Suponha que a tnica informacae dis-
ponivel a respeito do espectro do sinal de entrada seja que é limitado & unidade.
Por exemplo, admita que seia pertencente a uma classe de sinais definida por um
conjunto D como

D ={W(w) | Wiiw) = Waliw)V (i), V() <1}

sendo W (jw) interpretado como um filtro ou um gerador de entrada de distirbios.
Como agora nao hd um espectro de {regiiéncia conhecido, mas toda uma gama
ampla de sinais, nao temos como minimizar a influéncia do distdrbio utilizando
o conhecimento do espectro e atuando através de seu sinal médio de freqiiéncia,
como realizado anteriormente. QOutra abordagem ¢ necessaria. Por exemplo, vamos
aplicar toda a gama de sinais pertencentes & classe D, em seguida verificar qual
destes ira proporcionar o maior nivel de disttrbios e entdo minimizar a influéncia da
perturbagao a partir deste sinal. Isto significard a busca do sinal mais perigoso ao
sistema do ponto de vista de perturbagéo {ou seja, o “pior caso”) e, apds, minimizar
a energia associada a este sinal. Claramente, toda a influéncia desta classe de
distirbios aplicada serd convenientemente minimizada de maneira conjunta. Em
termos matemaéticos, tal procedimento equivale a, considerando We(jw) = I

1. Busca do “pior caso”

Y{(wiie
J o= Sup  max o, o {3.22)
W Gz <% W {w) e
Y (w)is
= SUPMAX t—— (3.23)
wem W (w)i:
= SUP Opax |G{Jw) {3.24)
wER
2. Minimizagao do “pior caso”
Min J (3.25)

suj a estabilidade em malha fechada
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Esta solugio passou a ser conhecida na literatura como otimizagao via norma
H ., pois o item (1) anterior equivale & norma da fun¢do matricial complexa G{s)
limitada no semiplano direito fechado e analitica no semiplano direito aberto, ou
seja, a norma das fun¢des G{s) assintoticamente estdveis, em uma terminologia de
Teoria de Controle ou &s fun¢des G(s) pertencentes ao espago de fungoes complexas
H ., em uma terminologia de Analise Funcional. Este problema pode ser enunciado
da seguinte maneira:

“Minimizar a maior norma L3{0,00] que a saida Y'(s)
possa ter em resposta a uma entrada W{s) correspondente
ao pier sinal pertencente ao conjunto D de sinais de en-
trada de perturbagdo que possa ser aplicado ao sistema
em estudo.”
A restricado 6bvia associada a sua solucao é a estabilidade do sistema em malha
fechada.
Fste problema serd entdo objeto de estudo das préoximas secoes deste Capitulo.

3.3 Meétodos de Calculo da norma H,

Para a solugao do problema de otimizagao em H,, como proposto, uma etapa
fundamental é o célculo da norma neste espago. Dois métodos serao expostos a
seguir. O primeiro faz uso direto da definigdo desta norma, como em (3.24). O
segundo utiliza a matriz hamiltoniana associada ao sistema em estudo. Esta se¢ao
é baseada em {7, 10}, e [34].

O primeiro método faz uso da defini¢do de ||G(s)l. aqui repetida por con-
veniéncia:

1G] o = 8UP Omax [G{Jw)] (3.26)

wER
onde Ona.{-) é o méximo valor singular de (-}). Tal valor pode ser encontrado
também através do diagrama de Bode dos valores singulares maximos correspon-
dentes a cada fregiiéncia w. A norma infinita sera o supremum de todos estes
valores. O algoritmo a seguir implementa este método.

Algoritmo 3.1 Cdleulo da norma H,, utiizando a definigao da norma

Dados : Modelo do sisterna em varidvess de estado:A, B, C; ganho estabilizante
K, de modo que A; = (A — BK) seja assintoticamente estdvel.

passo 1 : Determinar os limites inferior € superior de modo que



3.3 Métodos de Cidlculo da norma Hy, 48

passo 2 . Encontrar

1G(Mee = _ max  Oua|G(jwl -~ A7) Gliwl - 47)] O.

w € %Wmin y Wiiax

A segunda solugdo, mais elegante, é encontrada em [10]. Ela se baseia em
determinar o minimo valor de v para o qual a matriz hamiltoniana associada 2
equacao tipo Riccati

AX+XA+~4XBB'X+C'C=0 (3.27)

nao possua autovalores no eixo imaginéario do plano complexo C. Como sera de-
monstirado na se¢ao 3.4 deste capitulo, a esta equacgao estd associado um limitante
superior para a norma H, da funcéo de transferéncia

G(s) =C(sI- A4;) ' B (3.28)

Para tal, exigir-se-4 que o par {A4,C) seja observavel e que o par (A, B) seja
estabilizavel. O Lema a seguir unifica tais questoes e da origem ao algoritmo de
calculo apresentado logo apos.

Lema 3.1 Seja a matriz hamiltoniana

A 4 !BB
H:{WC'C 'Y_A, } (3.20)

onde A € estdvel e v > 0. Entao, as sequinies condicées sao equivalentes:
1. 7G(wfie < .
2. H nao possur autovalores no eizo imagindrio.

3. A matriz X = X' > 0 ¢ solucdo da equagdo algébrica tipo Riceali dada em
($.27) associada ¢ H se o par (4,C) for observdvel € o par (A, B} estabi-
lizavel .

prova: veja [10] O.

A partir deste Lema, é possivel construir um algoritmo para o cédlculo da norma
H,, de uma fungao complexa. Tal algoritmo é descrito abaixo.

Algoritmo 3.2 Cdlculo de norma H,, utilizando a matriz hamiltoniane do sis-
tema.

Dados : Modelo do sistema em varidveis de estado: A, B, C; ganho estabilizanie
K, de modo que (A — BHK} seja assintolicamente estdvel;
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u(t) C -1 z(t)
|

Figura 3.1: Exemplo 1

passo 1 : Determinar limitantes inferior € superior para a norma H,, de modo
gue v < 1G(8)llco < e, verificando se @ matriz H possui ou ndo autovalores
sobre o eizo tmagindrio.

passo 2 : Determunar o valor mdzimo v, de modo gue a malriz H nao possua
autovalores sobre o eizo imagindrio para uma certa precisio ¢ pré-estabele-
cida; ou melhor, encontrar v, tal que o minimo valor absoluto da parte real
de H seja menor que ¢.

passo 3 ||G(s)lie = Voo 1.

A principal dificuldade desta implementacao é a determinagao dos limitantes.
Os passos 1 e 2 baseiam-se em procedimentos de busca iterativa, mas, estabelecidos
os limitantes {que sdo grosseiros), a fungao minimo valor absoluto da parte real
dos autovalores de H tem garantida a convergéncia para o ponto desejado.

A seguir serao apresentados dois exemplos, para a melhor compreensao do
sentido desta norma.

Exemplo 1: Seja o circuito RC da figura 1, para o qual se deseja calcular a
norma H,, da funcao de tranferéncia entre a entrada u(t) e a saida g(t). Definindo
7 = RC, o modelo em variaveis de estado passa a ser dado por:

{i(t) = Lo o+ lap

T T
¥y=x

sendo a matriz hamiltoniana dada por:

H

H

—= {yr)?
1



3.4 Métodos de Cdlculo da norma H 50

Calculando os autovalores:

1

A+ - —={yr)?

AI"‘*H = T 1

1 A— -

.
2 1

det(\-H) = ¥~ () (1--~2):0

T g

cujas raizes sao dadas por:

+ 1 1
Ay = — =4/1-=
A

Logo, as seguintes situagoes sao possiveis para v € R,:
1.y <I= 226 CeR{A i} =0
2.9> 1= A2 € R
Portanto, o maximo < que minimimiza o valor absoluto da parte real dos

autovalores de H neste caso é dado por 7., =1 1.

Exemplo 2: Considerando agora A, B, C e o ganho estabilizante K como dados
abaixo:

—0.9896 17.4100 96.1500 -97.78000
A= | 02648 -0.8512 —11.3500 B = 0
0 0 —30.0000 30.0000
110
c=1101
100
K =] -0.9411 —1.1807 4.4346}

teremos que f sera dada por

g | (4 - BK) ~BB
B -C'C  —{A — BKY

e utilizando o algoritmo 2 cbtemos 4, = 1.7799 (1.

E interessante observar que o método proposto, para o caso de sistemas com
grandes dimensoes, pode ser por demais trabalhoseo, pois 2 matriz H é de ordem
2n. Além disso, os limitantes +; e ~, também podem se tornar criticos, fazendo
o algoritmo se desenrolar de forma lenta. O primeiro método apresentado tem o

H

inconveniente de exigir uma busca sobre w € [0, o).
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3.4 Otimizacao de Sistemas Continuos em H

Retornando agora & andlise do problema em estudo, consideremos o modelo de
um sistemna como em (3.13), aqui repetido por conveniéncia:

&(ty = Az(t)+ Bu(t) + Mw(t)
y(t) = Nz(t) (5C)

onde z{t} € " é o vetor de estados, u{t) € R™ é o vetor de entrada de controle,
w(t) & R € o vetor de distirbios e y(t) € R é a saida. As matrizes correspondentes
sdo constantes (parametros completamente conhecidos e invariantes no tempo) e
possuem dimensoes apropriadas.

O problema padriao em H, consiste em determinar uma lei de controle em
realimentagao de estados na forma

u(?) = ~K(s)z() (3.30)

(admitindo-se que todos os estados sio disponivels para realimentacdo) que, além
de estabilizar assintoticamente em malha fachada de estados o sistema (SC) em
estudo, garante a minimizagdo da maior norma L;[0,00] que a saida y(-) possa
ter em resposta a uma entrada de distirbio w(-)} [13]. Observe, no entanto, que
estamos admitindo que a saida medida seja o préprio vetor de estados {a menos
de uma ponderagao) e, além disso, interessados em obter o menor valor possivel
da norma H, entre a saida y(-) e a entrada w({-). Logo, uma motivacao direta é
a substituicdo da lei de realimentacéo dinamica de estados como acima pela sua
equivalente estédtica

u(t) = —Kz(t), (3.31)

caso esta mudanca nao acarrete perdas nos objetivos preescritos pelo problema.
Este resultado ¢ estabelecido no Lema abaixo, sendo devido a {22].

Lema 3.2 Seja vy a minima alenuacdo de distirbios possivel de ser oblida pe-
lo sistema (SC) utilizando-se a lei de realimentagdo dindmica de estados deda
por {3.80); considerando-se todos os estados disponiveis para realimentagdo, seja
entao v, sua equivalente para o case estdtico. Entao, teremos que vy, = ~g .

A demonstragao deste resultado, por demais extensa, pode ser encontrada em
{22] ou {49]. Sua importincia é clara, pois abre as portas da solu¢do do problema
em H,, utilizando-se somente realimentagao estatica de estados sem quaisquer per-
das quanto a eficicia, desde que os estados sejam disponiveis para realimentagao.
Assim, este problema passa a ser definido como:

Definigdo 3.1 {[31]) O sistema {8C) € dito ser estabilizdvel com atenuagdo de
distiurbios v se exisitr umna ler de realimentagdo estdtica linear de estados como em
{3.31}), satisfazendo as seguintes exigéncias:
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1. A matriz Ay = A — BK seja estdvel, ou melhor, todos os autovalores desta
matriz estejam em C_,

2. A matriz de fungdo de transferéncia de malha fechada
G(s) £ N(sI— A;)'M (3.32)

deve satisfazer o limitante
1G(s)lloo <y (3.33)

sendo a norma H, definida como

1G(8) oo = MaX Oy [G(1w)] (3.34)

i wER i

€ Omax () denota o valor singular mdzimo de G(-) 0.

O Lema a seguir estabelece a relagao existente entre uma inequagao algébrica
tipo Riccati e a existéncia de um limitante 4 & norma H, da funcio de trans-
feréncia G{s} dada em (3.32).

Lema 3.3 Seja~y > 0 uma constante dada e considere que a desigualdade algébrica
tipo Riccati a ele associada

AYP + PA;+~*PMM'P + N'N <0 (3.35)

admite uma solugao P = P' > 0 e que o par {45, N) € observdvel. Entao A; €
assintoticarnente estdavel € [G{s),, <y [J.

prova: Primeiramente, iremos demontrar que A; = A — BK é estéve] assintotica-
mente. Observe que, a partir de {3.35) e fazendo

Qr =" PMM'P+N'N >0 (3.36)

teremos que:
AjP+PA;+Q; <0 (3.37)

que € a expressao de Lyapunov em malha fechada associada a {SC). Como P =
P' > 0 é a solugao da desigualdade dada por (3.35), também o é da expressao de
Lyapunov associada. Se a matriz Q; = Q' for definida positiva, entéo o sistema
é assintoticamente estédvel em malha fechada; se Q; for semidefinida positiva,
considere z; o i-ésimo autovetor de A ; associado ao autovalor XA, satisfazendo
Ayz; = A;z;. Multiplicando (3.35) & direita por z; e & esquerda por z;, teremos:

:r;fA}Px,— + E;PAfE,' = ‘7~2:C:PMMFPIE,' —+ I;J]VHJVI,' S G
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ou

2R{\}z; Pz; + v 2] PMM'Pz; + £ N'Nz; < 0

Para
R{\}z;Pz; = 0= v *z; PMM'Pz; + z]N'Nz; < 0

Logo, este autovetor z; de A; estd no espago nulo da matriz N, ou seja, Nz; = 0.
Como o par (Ay, N) é observavel, o autovalor }; correspondente & z; é estdvel.
Neste caso, R{\;} < 0 e, portanto, A; é assintoticamente estdvel.

Agora iremos demonstrar que a norma H, da funcdo de transferéncia de malha
fechada admite um limitante superior. Para w € ®,, adicione e subtrala JwP a
equagdo (3.35) de modo que:

JwP _j'wP+A}P+ PAf+7“2PMzM'P+j\T’j\T <o

ou
~(~jwI—Af)'P - P(juwIl— As) + v *PMM'P + N'N <0

Como Ay € assintoticamente estdvel, entdo (—jwl ~ A;) é inversivel. Logo, pré-
-multiplicando por M'(~jwl — A})™! e pés-multiplicando por (jwl - A;)7'M

obtemos:
~M'P(jul - Af)TTM — M'(—jwl — A})TPM 4
YEM (~jul — AL TPPMM P(jwl - Af)TTM 4+
M(—jul - A7 IN'NGul— Af)7'M < 0 (3.38)
Definindo:
Lijw) & MP@wl- A 'M
L{—jw) & M'(-jul - 4})7'PM (3.39)
teremos, a partir de {3.32) e {3.38):
= L{jw) = L{—jw) + v *L{~jw) L{jw) + G(-jw) G(jw) < 0 (3.40)

Lembrande que
I =7 L= jw) IV I - 72 Lw)] =
= 7= L(jw) = L(~ge) + v~ L(~e) L)
e substituindo em (3.40)

G{~jw)Gliw) < V1= I~ L{~jw)y* T - v *L(jw)] (3.41)
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e obtem-se
G(~jw)Gliw) < T (3.42)

Portanto:
IGUwile <7 0.

J4 os préximos Lemas relacionam a existéncia de uma solucao simétrica e
definida positiva de uma inequagao algébrica tipo Riccati e um limitante v a
norma H dafun¢ao de transferéncia G{s) dada em (3.32). Primeiramente, irernos
apresentar o lema abaixo, devido a [36], que serd utilizado na demonstracdo do
resultado que o segue.

Lema 3.4 Suponha que a matriz Ay abaizo seja estdvel. A desigualdade
E'(—jwl — A})'QwI - Af)TE <471 (3.43)

€ verdadeira se € somenle se eristir uma solugdo X = X' da equagdo algébrica de
Riceats

AX +XA; -~ *XEE'X-Q=0 [0. (3.44)
prova: Veja a referéncia citada e [44] [J.

Lema 3.5 Considere que o sistema (SC) acima € assintoticamente estdvel e possut
G (jw)lie < 5. Entdo, a desigualdade algébrica tipo Riceati

AYP+ PAs+ ~*PMM'P+N'N <0
admite uma solugdo P = P' > 0 para (A;, N} observdvel 3.
prova: A partir do Lema 3.4, conclui-se que existe T = T" solugao de

AT +TA; =7"TMM'T + N'N
pois G{s} = N(sI —~ A;)7'M e a desigualdade do Lema é dada por
G(-jw)G(jw} < 41 <«
& M'{—jwl- A} )7 IN'N(jwl - A7 M < A1

Portanto, para P = -T

AP+ PA;+ 4 *PMM'P + N'N =0
e, pela estabilidade de (SC), concluimos que 7 < 0 = P > 0 e também

AP+ PA;+ 4 "PMM'P+ N'N <0
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Multiplicando 3 esquerda por z; e a direita por z;, sendo z; um autovetor de Ay
associado ao autovalor A; tal que Az = Xz, teremos:

7] Ay Pz + 7, PAszi + 4 'z PMM'Pz; + z;N'Nz; <0

Se Pz; = 0=> Nz; = 0 = PA;z; = 0. Mas como o par {4y, N) é observével, isto
s6 sera possivel para z = 0. Logo, P é definida positiva 0.

Teorema 3.1 Seja dado vy > 0 ¢ considere que o par (A;, N) € observdvel. Entao,
o sistema (SC) € assintoticamente estdvel com atenuagdo de distirbios v se e
somente se a desigualdade algébriea tipo Riccatt

AW + WAL + WN'NW + uMM'<0 {3.45)
admitir uma solucgo W = W' > 0, onde p = 7% [0.

prova: A suficiéncia é demonstrada utilizando o Teorema 32.3; a necessidade segue
a partir do Teorema 3.5, ambos para W = P~! .

Note a importancia deste resultado. Ele estabelece condigdes necessérias e sufi-
cientes para que um sistema como {SC) possa satisfazer a definicao de estabilidade
assintética com nivel prescrito de atenuacao de distirbios. Desde que seja encon-
trado um ganho K tal que as duas exigéncias da Definicdo 3.1 sejam satisfeitas,
entao o problema estard completamente solucionado. Este Coroldrio nao aponta
como determinar tal ganho. Além disso, como nosso objetivo central é o estudo
de sistemas lineares com parametros incertos pertencentes a dominios convexos,
é de extrema importincia que este ganho nao dependa das matrizes associadas a
dindmica do modelo em questdo. Note também que este dilema € semelhante ao ja
colocado no Capitulo introdutério. quando revisamos os resultados de estabiliza-
bilidade quadrética derivados em [16.. Outra semelhangas podem ser apontadas.
Veja o Teorema 1.1 daquele Capitulo. A convexidade de {3.45) com relagao a W
é uma delas. Do mesmo modo como no Coroldrie 1.1, podemos definir um con-
junto, convexo, é 6bvio, que sintetize em uma forma geométrica o resultado do
Coroldrio acima. Por outro lado, observe que as expressoes destes postulados sao
equivalentes, a menos de dois terrnos somados a {3.45) que levam a existéncia de
um limitante superior & norma H,, de G(s). De toda esta andlise, surge entao
a proposta de generalizar os resultados encontrados no estudo de estabilidade
guadrética, acrescidos da restricho de atenuagao méxima permissivel,

Assim, iremos transpor os Teoremas 3.3 e 3.5 para o caso de sistemas aumenta-
dos. Este resultado nos permitiré, como anteriormente no Capitulo 1, solucionar o
problema de otimizacao em H,, para o caso de pardmetros conhecidos e, posterior-
mente, também para o de pardmetros incertos, uma vez que, gragas a formulacao
aumentada adotada, o ganho a ser determinado serd independente das matrizes
de dinamica do sistema.
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Teorema 3.2 Seja dado 4 > 0. Entéo o sistema {SC) € assintoticamente esta-
bilizdvel com atenuvagao de distirbios v se e somente se a desigualdade algébrica
tipo Riccats

Z[FW+ WF + WRW +47%Q|z <0 (3.46)
admitir solugdo W = W' >0 para todo 2 £ 0€ {z € B [/ G'2 = 0}, onde
W W, _INN O MM O
ww{w‘; WJ’R“{ 0 e}*Q“[ 0 0] (3.47)

pertencentes a RPP e Wy = W{ > 0. Ezistindo W, o ganho serd na forma
K=WWw o (3.48)

prova: Admitindo que existe W nas condigdes exigidas de modo a solucionar (3.46).
Desenvolvendo esta expressao obtemos:

AW, — BW! + W, A" — W, B' + W,N'NW, + v IMM' <0
(A — BWIW YW, = Wy (A — BWIW, Y + WoN'NW, + 4 MM <0
Portanto, para K = WIW. ' e A; = A — BK, vem que:
AWy + WAL + WIN'NW, + 4y PMM <0

e a partir do Teorema 3.3, para W, = W, > 0, a fun¢io de transferéncia de
malha fechada G(s) = N(sI — Af)7'M é tal que ||G(s)|lx < v e 0 sistema é
assintoticamente estdvel. A suficiéncia estd demonstrada. Admitindo-se agora que
o sistema ¢€ assintoticamente estabilizéavel com atenuacao de distdrbios ~. Entao,
para todo w € R_, pelo Teorema 3.5,

M'(-5el = A NIN(jel - 4)7M < AT =

= AW+ WA, + WINNW, =y PMM <0
onde W; = W] > 0. Como A; = A — BK teremos que
AW, — BEW, + W, A - W, K'B' + W ,N'NW, + v MM <0
Logo, para
7 7 #
v

e pela definigdo do sistema aumentado, além de R e @ dados em (3.47), obtemos

|

z" {Fw + WF ~ WRW + WQ]E <o.
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pois todo z #0 € {z € RF** [ G’z = 0} é da forma 2’ = [z : 0]'. Finalmente,
adicionando a restri¢do proposta pelo Comentério 1.2, 2 matriz W deve ser tal que
W = W' > 0. A necessidade estd concluida J.

Observe que, como o Teorema 3.2 é uma generalizacao do Teorema 1.2 para o
problema em H,, o mesmo podera ser realizado para o Corolario 1.2 consegiiéncia
deste segundo. Ou seja, pode-se definir um conjunto (4, das solu¢des de (3.46)
que apresente as mesmas propriedades de (4 definido no Corolério citado. Esta
conclusao, de suma importancia em nosso desenvolvimento, é formalizada pelo
Corolério a seguir:

Coroldrio 8.1 Definindo o conjunto

Cay & {(W=W20/2[FW+WF +WRW++72Q]z<0,
Yz #£ 0 € ® [ Gz=0} (3.49)
teremos
1. Cay € converxo;

é
2. Cay # 0 se e somente se o par (A, B) for estabilizdvel com atenuagdo de
distirbios v 7.

prova: Para a demonstragao do primeiro item, observe que todos os termos da
restrigao que define o conjunto sao lineares em W, com excecdo do termo em K.
Basta entao provar que este é convexo com relagao dquela matriz e toda a expressao
o serd. Sejam entdo W' e W? € {p,e W = aW! + {1 — o)W, para a € [0,1].
Definindo g(W) = WRW, teremos gue:

g(W}) = WRW
e W e (1 — oW R laW! < (1 — o)W
= oW +{1—-a)W R [aW!'+ (1 - a)W* (3.50)

< og(W) + {1~ ajg(W?)

Logo, ¢(W) é convexa em W e, portanto, o conjunto (4, também o é.
O segundo item é uma visao geométrica do Teorema 3.2. Portanto, sua de-
monstragao segue integralmente a deste Teorema [7J.

Note, finalmente, que este Corolario é uma versao em dindmica aumentada
do Coroléario 3.1 anterior, porém, sem que o conjunto {4, possua a forma de um
cone. O que se obtém disso é uma metodologia de célculo do ganho K procu-
rado, que atende aos requisitos de estabilizacao assintédtica, atenuagac mdaxima
permissivel e independéncia com relacdo as matrizes de parametros. A convexi-
dade do resultado, por outro lade, abre caminho para a adocac de gualquer técnica
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de programacdo matemadtica associada a esta qualidade do conjunto de restrigoes
do problema, como, por exemplo, o ja enfocado método do subgradiente 6timo ou
o método dos planos de corte. O fato de n&o mals ser um cone nada restringe na
utilizagdo de qualquer uma destas metodologias numéricas.

3.5 Otimizacao de Sistemas Discretos em H

A extensao dos resultados da secao anterior para a classe de sistemas discretos
é o fim desta. Tal tema muito recentemente tem sido objeto de publicagdes por
parte de pesquisadores dedicados & solucao do problema em H., {veja [14,19]).
Isto provalvernente se deve as dificuldades de solu¢ao deste problema, que somente
hé pouco foram {até certo ponto) vencidas com a utilizagio de métodos no espago
de estados no caso continuo [10,35].

Considere entae o modelo de um sistema discreto como abaixo:

z(k+1) = Az(k)+ Bz(k) + Mw(k)
y(k) = Nz(k) (SD)

onde z(k) € R" é o vetor de estados, u{k} € ®™ é o vetor de controle, w(k) € R éo
vetor de disttrbios e y{k) € R" é a saida. Como nesta se¢do trataremos apenas de
sistemas com parametros conhecidos, as malrizes correspondentes sao constantes
e possuem dimensoes apropriadas.

O problema em questao consiste em determinar uma lel de controle em real-
mentacao estdtica de estados na forma

u(k) = ~ Kz(k) (3.51)

que, além de estabilizar assintoticamente o sistema (SD) em malha fechada, ga-
ranta a minimizagdo da malior norma L;i0,0c] que a saida y(k) possa ter em
resposta a uma entrada de distdrbios w{k). Nossa hipbtese para realimentagao €
considerar todos os estados acessiveis para medigao, ou seja, estamos interessados
em realimentacaoc de estados.

Neste ponto, um cuidado maior deve ser tomado com relagdo as diferengas
entre as definigoes de H, para tempo continuo e discreto. Para a classe de sistemas
discretos, L,[0, 00 € 0 espago das fungdes vetoriais de somatéria quadrada limitada
no intervalo |0, co| e tendo por norma

00 3
ikl = {3 oy} (3.52
k=0
O desenvolvimento realizado na segao {3.2) para demonstrar o relacionamento en-
tre o PLQ continuo e o problema em H_. torna-se entao vilido, mutatis mutand:s,
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sendo a norma no espago H,, das fun¢bes matriciais complexas G(z) limitadas no
exterior do circulo unitério fechado e analiticas no circulo unitario aberto, ou seja,
das fungdes G{z) assintoticamente estdveis, dada por

G(2) e = rmx omes [G(e)] (3:53)

onde o{-) corresponde ao valor singular maximo de ().

Como pode-se observar, todo o desenrolar desta secdo seguird completamente
a forma como realizada a anterior. Mas, infelizmente, nem todos os resultados
terao uma tradugao direta para a classe de sistemas discretos. A defini¢io abaixo
sintetiza os objetivos a serem alcancados para esta classe de sistemas.

Definicao 3.2 O sistema (SD) € dito ser estabilizdvel com atenuagao de distirbios
~ se eristir uma let de realimentagdo estdtica linear de estados corno em (1.9),
satisfazendo as seguintes exigéncias:

1. A matriz Ay = A - BK seja estdvel, ou melhor, todos os autovalores de Ay
estejam no interior do cireulo unitdrio centrado ne origem do plano complezo

C;
2. A matriz de fungdo de transferéncia de malha fechada
G(z) = N(zI - A;)'M (3.54)

deve satisfazer o limitante |Gz}l < [0,

O Teorema a seguir € o equivalente discreto ao Teorema 3.3. Ele estabelece a
relacao enire uma equacao algébrica tipo Riccati e um limitante ~ a norma H,,
da funcao de transferéncia dada em (3.54).

Teorema 3.3 Seja v > 0 uma constante dedae e considere gue o desigualdade
algébrica tipo Riccatt associada ao sistema (SD)

AYPA; — P+~ "PMM'P+ N'N <0 (3.55)

admite uma solucdo P = P' > 0 e também que o par (A;, N) € observdvel. Entdo
A; € assintoticamente estdvel e |Gz}l <~ O.

prova: Primeiramente, vamos demonstrar que Ay = 4 — BK é estdvel assintotica-
mente. A partir de {3.55):

(A~ BKYP{A-BK)- P+~ PMMP+N'N <0
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Fazendo
Qs =~ *PMMP+N'N

teremos que
APA; - P+Q;<0 {3.56)

que é a expressdo de Lyapunov em matha fechada associada a (SD). Como a matriz
P = P' > 0ésolugao de (3.55), também é de (3.56). Portanto,se Q; = Q for
definida positiva, entdo o sistema serd assintoticamente estével em malha fechada;
caso Q; seja semidefinida positiva, considere z; como sendo o i-ésimo autovetor
de A; associado ao autovalor A;, de modo que Asz; = A;zi. Logo, multiplicando
{3.55) & direita por z; e & esquerda por z;, obtemos:

2;AYPAsz; — 2Pz + 4 2] PMM'Pz; + 2N'Nz; <0
(10?12 Pr; + v 'z PMM Pz, + zN'Nz; <0
Se [A;| = 1 entao, para que a desigualdade seja verdadeira, teremos que:
4P PMM'Pz; + 2, N'Nz; = 0

ou seja, Pxr; = 0 e Nxz; = 0. Logo, o autovetor se encontra no espago nulo de
N. Considerando entao o par (A7, N) observavel, o autovalor A; deverd estar no
interior do circulo unitario; logo, sera estavel e, portanto, a matriz Ay é assintoti-
camente estavel.

A seguir iremos demonstrar que a norma H,, da funcao de transferéncia dada
em {3.54) admite um limitante superior. Assuma entido que (3.55) admite uma
solucéo definida positiva P = P’ > 0 e considerando

ceZ2 {z:ej“, wEEO,:@E}
adicione e subtraia {4'Pz + z7'PA) 2 (3.55) de modo que, apds manipulagdes:
—AP{zI - A) — (27T - AYPA — (-z7'I-AVP(zI - 4) +
~ v *PMMP + N'N < 0

Multiplicando & direita por (zI ~ A)7'M e & esquerda pelo seu conjugado trans-
posto:

~ M~z T~ A)TAPM - M'PA(zI - A)'M —
~ M'PM 4y 2M'(~21— A) I PMM P(z1 - A)'M + (3.57)

+ M-z 1-AYVINN{E-A)TM < O
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Utilizando a identidade:
Alzl — A) P = 2(21 - A -1

e definindo:

[
o,
™
Ss”
f

M'P(1 ~ A)'M
— 2 'M'P(-27'1- A)'M

it

teremos, a partir de (3.54) e (3.57)
~L{(=2"Y' + M'PM — L{2) + v *L(-z7"YL(2) + G(-z"1)'G(z) < 0
e, pela identidade

I—572L(=2 )L =97 "L(z)] =

= AI-L{z) = L{(=2"Y) + y7°L{~2"") L(2)
obltemos que
G(-z1YG(2) AT~ I~ L(—2z") "Y1 -~ L(z)] - M'PM  (3.58)
Como P é, por hipétese, definida positiva, teremos finalmente

G(—2"1G(z) <41

Definindo .
[G{2) foe = max A [Gle ) G(e™)]? (3.59)
wEio,7]
concluiremos que
1GE) e <y O-

Cormno ocorre em sistemas de tempo continuo, este Teorema, apesar de sua sig-
nificativa importincia ao relacionar a existéncia de solugao de uma desigualdade
algébrica tipe Riccati e a propriedade de estabilizar com nivel de atenuagao pres-
crito umn sistema discreto associado a esta expressao, nao apresenta como encontrar
um ganho que proporcione este resultado. Além disso, nao é possivel derivar no
caso discreto o mapeamento reverso entre a propriedade apontada e a desigual-
dade, ou seja, a solugio possui o cardter apenas de suficiéncia. Observe também
que o termo desprezado em (3.58) indica uma distancia minima entre a norma Hy
realmente encontrada e o valor v desejado. Ou seja, a versio discreta do problema
em H., nao fornece uma extensao completa tanto dos resultados anteriores para
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o caso continuo quanto, e malis interessante, dos préprios resultados para siste-
mas discretos considerando somente a restrigao de estabilizagao. Lembremos que,
no Capitulo introdutdrio, ao abordarmos a estabilizagao de sistemas discretos, os
resultados derivados foram sempre de cardter suficiente e necessério.

De qualquer modo, hé interessantes semelhancas entre os dois resultados, as
mesmas ja colocadas entre os Teoremas 1.2 e 3.3 e 3.5 no caso continuo. A con-
vexidade quanto a matriz W é seguramente a principal delas. Porém, da mesma
forma como na se¢do anterior, passaremos a estender os resultados do Capitulo
1, de modo a formular o problema em uma versao de sistemas de dindmica au-
mentada e, assim, podermos determinar um ganho K que atenda aos requisitos
de projeto desejados, quais sejam, estabilizagdo com nivel prescrito de atenuacao
de distiirbios e ganho independente das matrizes de parametros do sistema.

O Teorema a seguir representa, entao ¢ principal resultado desta segao. E uma
extensao do Teorema 3.3 para a formulacao em sistemas aumentados.

Teorema 3.4 Assuma que seja dado v > 0. Entdo o sistema (SD) € assintotica-
mente estabilizavel comn atenuagao de distirbios v se a desigualdade algébrica tipo
Rieeatt

v [FWF ~ W + WRW +772Q|v <0 (3.60)

admitir soluc@o W = W' > 0 para todo v # 0 € {v € W |/ G'v = 0}, sendo W
definida como

wy oWy ]
W= [ W, W |
para W, siméirica € estritamente definida positiva e
N'N © MM’ 0
Rw{ 0 0], Q.~h o o (3.61)
Existinde W, ¢ ganho estabilizante K ¢ dado por
K=WWw ' . {3.62}

prova: Desenvolvendo {3.60) obtemos
AW Ay — Wi+ WIN'NW; + 7 "MM' <0

onde Ay = A~ BK, K = WjW[ ! e as passagens intermedidrias ndo apresentadas
seguem da demonstracido do Teorema 1.5. Primeiramente iremos demonstrar o
carater estabilizante da solucao. Pelo Teorema 3.3, fazendo @y = Wi N'NW; +
v 2MM', entdo (A, B) € estabilizdvel se @; > 0e W, = P! > 0 de modo que

ALPA;—P+Q; <0
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Pelo Teorema 3.3, para que Qs seja definida positiva, basta que o par {4y, N} seja
observivel. A condigao de nivel maximo de atenuacgao de distirbios segue também
a partir do Teorema 3.3. Assim, para Wy = W| = P! > 0, a norma H, da funcao
de transferéncia G(z) = N(zI — A} M deve ser tal que |G(2)]|o < 0.

Observe que, infelizmente e de modo diverso ao caso continuo, as condigoes
apresentadas por este teorema sao apenas suficientes. Mas, apesar desta restrigao,
sao extremamente poderosas, por permitirem a solug2o do problema discreto em
H, utilizando realimentacio estética linear de estados tanto para a abordagem de
parametros conhecidos quanto para parimetros incertos, como sera visto na segao
seguinte.

O Corolério a seguir fecha esta se¢io, sendo a versao acrescentada da restrigao
em H.. do Corolirio 1.4.

Corolario 3.2 Defina o congunto
Coay = {W=W20/v [FWF - W+WRW+~72Q|v <0,
Vv £ 0/ G'v=0} (3.63)
Entao, as seguintes afirmativas a seu respeito sao validas:

1. Cpa~ € convezo;

2. Se Cpay # 0, entdo o par (A, B) € estabilizdvel com atenua¢do de distdr-
bros v 3.

prova: O primeiro item ¢ demonstrado a partir do Coroldrio 3.1, considerando-
se o termo quadritico em W. O segundo é uma extensao do Teorema 3.4 para
uma abordagem geométrica. Portanto, sua demonstragdo segue diretamente da
realizada para aquele resultado J.

Note que o conjunto ( pu, acima, ao contririo do seu equivalente citado acima,
é somente um conjunto convexo, ndo possuindo a qualidade de ser um cone devido
2 forma quadrética de W em (3.60). Nada se perde, porém e felizmente, com
relacao a forca deste resultado no estudo de estabilizabilidade de sistemas com
nivel permissivel de distiirbios, mesmo no caso incerto, como na segao seguinte
sera apontado. Finalizando, novamente gragas a utilizacao da forma em sistemas
aumentados, foi possivel derivar um ganho K que garanta os requisitos de pro-
jeto como ja apontados pela definicao 3.2, além da independéncia com relacao as
matrizes de parametros. A convexidade do resultado encontrado tera importantes
desdobramentos quanto & metodologia de solugao do problema. Note que esta é a
principal semelhanga entre as solu¢oes do caso continuo e do caso discreto.

A abordagem em sistemas com pardmetros incertos pertencentes a dominios
convexos € objeto da secao seguinte.
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3.6 Otimizacao de Sistemas Dinamicos Incertos
em H,: casos continuo e discreto

Esta se¢do é dedicada a estender os resultados das anteriores com relagao a
sistermas com paridmetros precisamente conhecidos para o nosso tema central, que
é a otimizacao de sistemnas incertos em H,,. Ao contrério da secao 1.4, nao podere-
mos adotar agui uma andlise inica com relagao aos problemas continuo e discreto,
devido as diferengas encontradas entre as solugbes quanto se acrescenta a restricao
de nivel méximo permissivel de atenuagao, como ji apontado particularmente na
secao 3.5.

Deste modo, considere o sistema incerto {SI) anteriormente definido na segao
1.4 e repetido aqui por conveniéncia.

é[z(t)] = Az(t)+ Bu(t) + Muw(t) (ST
y(t) = Nz(t)

onde z{t) £ ®" é o vetor de estados, u(t) € ®™ é o vetor de controle, w(t) € &
é o vetor de distirbios e y{t) € R é o vetor de saida. O operador é|-| continua
sendo definido como iz(t)] = z{t) para sistemas continuos e é{z(t)] = z(t + 1)
para sistemas discretos. As matrizes de pardmetros A e B pertencem a conjuntos
convexos poliedrais fechados como os do tipo Dy e Dp, respectivamente, definidos
por (1.23) e (1.24).

A propriedade central a ser utilizada é quanto a possibilidade de investigar
somente os modelos-vértices dos dominios convexos poliedrais considerados. Neste
sentido, esta se¢ao pode ser vista como uma extensao da se¢ao 1.4, agora com a
restricao de méximo valor da norma H,.. O que segue também pode ser encontrado
em {17,

A aplicacao das técnicas de otimizagio para o caso incerto somente nos ltimos
anos {a partir de 1987) veio a se tornar possivel, principalmente para a estrutura de
incertezas aqui considerada, conforme apontado na introdugao geral deste traba-
lho. Particularmente para otimizacao em H, poucos trabalhos foram publicados
concernentes a este enfoque de modelamento. Como também j2 apontado, para o
problema discreto, principalmente, a literatura existente é ainda incipiente. Va-
mos iniciar nosso desenvolvimento, estabelecendo a defini¢io do problema em H
para o caso de sistemas incertos.

Definicdo 3.3 ([23]) O sisiema (SI) € dite ser estabilizdvel com atenuagdo de
distirbios ~ se existir uma let de realimentagdo esidiica linear de estados na forma

u{t) = ~ Kz{t)

satisfazendo as sequinles erigéncias:
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1. Estabilizar guadraticamente o sistema (SI).

2. A mairiz de fungdo de transferéncia de malha fechada
G(s) & N(sI - A )M

deve satisfazer o imitante
1G(s)flee <

para todo A € Ds e todo B € Dp, sendo Ay = A— BK a matriz do sistema
em malha fechada (7.

O Teorema a seguir fornece condicbes necessdrias e suficientes para a solugao
do problema na forma como definida acima, para o caso de sistemas continuos. £
o principal resultado deste trabalho para esta classe de sistemas.

Teorema 3.5 O sistema continuo (SI) € estabilizdvel guadraticamente com ate-
nua¢do de distirbios ~ se e somente se existir uma matriz W = W > 0 que
satisfaga @ desigualdade

Z|FW + WH+WRW +47°Q|z<0  h=1-H (3.64)

para todo z # 0 € {z € R | G'z = 0}, onde

Wy owy [ AN 0 MM 0
R R N R R

pertencentes a RF e Wy, = W| > 0. Ezistindo W, o ganho robusto estabilizante €
dado por
K=w,w ' .

prova: A necessidade vermn da generalizacdo do Teorema 3.2 para todo o dominio
convexo Dp, em particular para os seus h vértices. Assim, se o sistema é quadrati-
camente estabilizdvel com atenuacgao minima de distarbios 7, entao a desigualdade
(3.64) seré vélida para todo h=1---H.

A suficiéncia é similar & demonstracao realizada para o Teorema 1.6 e é uma
extensao do Teorema 3.2 para o problema incerto. Assim, assumindo que existe W
tal que {3.64) seja verdadeira, entdo, pelo Teorema 3.2, cada um dos h vértices é
estavel assintoticamente com atenuacao de distrbios 4. Resta apenas generalizar
este resultado para todo o dominio Dr. Deste modo, desenvolvendo os termos em
(3.64) para W particionada como acima, obtemos

(An — BREKOW, + Wi{A), — BoKY + WiN'NW, + v *MM' <0
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onde K = WIW[ ' é o ganho robusto. Pela convexidade do dominio Df, qualquer
par {4, B} € Dp é dado pela combinagio convexa

E

H
(A,B) = Z }\h(A,'B}‘) ) }\h =1
h=1

h=1

Logo, VF € Dr, temos que:
(A~ BK)W; + Wi(A ~ BK) + W,N'NW, +y MM =

H
= 3 M[(4n — BAK)W, + Wi(A, - BuK)' +
h=1

+ WiNNWy + 9 2MM] < 0
e o sistemna (SI) é quadraticamente estabilizavel com atenuagao de distirbios v [J.

Comentdrio 3.1 A importincia deste resultado reside no mesmo sentido ja an-
teriormente abordado para o problema apresentado no Capitulo 1. Ou seja, em
Jugar de verificarmos se todos os possiveis pares (A4, B) € Dy satisfazem a condigao
de estabilidade guadrética com atenuacao de distlirbios ~y, iremos reduzir tal in-
vestigacdo apenas para os H modelos-vértices do poliedro convexo determinado
pelo dominio Dr de incerteza. As vantagens deste procedimento sdo evidentes e
ele significa a extensao do Teorema 1.6 para o problema em #,, e do Teorema 3.2
para o caso incerto OJ.

O Corolério abaixo traduz o Teorema anterior em uma forma geométrica, sendo
também a extensdo do resultadc obtido no Coroldrio 1.5 quanto a estabilidade
quadrética, porém, agora, adicionando a restricao em H..

Coroldrio 3.3 Definag o congunio:

£

Cicn {(W=w2z>0/ 2 [RW+WF+WRW +77Q]z < 0,

Vh=1--H Yz #0¢® | Gz=0]
Entdo as seguintes propriedades se estabelecern:

1. Lo~y € convezo;

2. Cron # 0 se e somente se o sistema (SI) for estabilizdvel quadraticamnente
com atenuacao de disturbios v .
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prova: O primeiro item segue a partir da definigao de conjunto convexo. Para Wle
W? € Cio-, sejaentao W = aW!+ (1 - a)W?. Como todos os termos das restrigoes
que definem o conjunto sdo lineares em W, com excessao do termo em R, devere-
mos somente demonstrar que este define uma fun¢io convexa com relagio aquela
matriz. Deste modo, pela demonstracdo do Corolério 2.1, concluimos diretamente
que o conjunto Cjo, € convexo em W.

Quanto ao segundo item, basta verificar que ;¢ é o conjunto das solugoes
W associadas ao Teorema 3.5, ou seja, representa somente uma visao geométrica

deste teorema [J.

A seguir, serd abordado o mesmo problema para a classe de sisternas incertos
discretos e, apés, serao comentadas as diferencas existentes entre as duas definigoes
de tempo na solugdo deste problema.

Teorema 3.6 O sistemna discreto (SI) € estabilizdvel quadraticamente com ate-
nuagdo de distirbios ~ se ezistir uma matriz W = W' > 0 que salisfaga a desi-
gualdade

v [FWE, ~ W+ WRW +77°Q|v < 0 (3.65)

para Vv #0€ {v € R* / G'v =0}, todo h = 1--+- H e sendo

W, W, [~N 0 MM 0
w"{w,; Wg] : R“""[ 0 e} ’ Q“[ 0 o]

pertencentes a R¥*F e Wy = W] > 0. Emistindo W, o ganho robusto € dado por
K=WwWw 1 .

prova: Se a desigualdade (3.65) é vélida para W = W' > 0 em cada um dos
h vértices, entdo estes modelos sao estabilizdvels com atenuagdo . Logo, resta
somente estender este resultado para tode o deminio convexo de incertezas. Assim,
basta verificar que qualquer par {4, B} € Dr é dado pela combinagao convexa dos
modelos-extremos. Pelo Teorema 1.7 e Lema 1.3:

v [FWF — W+ WRW+ Qv <

H
<3 M [BaWE, - W+ WRW +472Qv

h=}
< @

e portanto o sistema é estabilizével quadraticamente com atenuacac de distirbios
~ se existir W como proposto, tal que (3.65) se verifique [J.
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Corolario 3.4 Seja o congunio

e

Cipy = {W=W20/v|RWF,-W+WRW+~7Qv < 0,

Yh=1--H Vu#0¢c® [/ Gv=o0}
de modo gue as seguintes propriedades lhe sejam inerentes:

1. Cyipy € convero;

2. Cipy # 0 entdo o sistema discreto [SI) € quadraticamente estabilizdvel com
atenuagdo de disturbios v 7.

prova: Com relagdo ao primeiro item, note apenas que as restrigoes que definem o
conjunto possuemn as mesmas caracteristicas de linearidade com relacao a W que
as do Coroldric 3.3. A demonstragao anterior €, portanto, integralmente vélida
neste caso.

O segundo item é uma visualizacdo geométrica do Tecrema imediatamente
acima e, deste modo, (;p. € 0 conjunto das solugoes W a ele associadas 7.

Comentdario 3.2 Da mesma forma como ocorre no caso continuo, o Teorema
3.6 generaliza os resultados de seu equivalente em parametros determinados para
todo o dominio convexo. Alé disso, abre margem para verificarmos se apenas
os modelos-vértices do dominio de incerteza satisfazem as propriedades exigidas
de estabilidade quadritica, nivel méximo permissivel de atenuacho de distirbios
e ganho independente das matrizes de parametros, garantindo, no entanto, tais
resultados para todos os modelos contidos no poliedro convexo Dp. Apesar de
ser um resultado somente suficiente, no caso discreto e de parametros incertos
é unico, pelo menos na literatura de conhecimento do autor deste trabalho. O
“gap” existente gque impede o cardter de necessidade destes resuitados se deve
as dificuldades para o mapeamento LQ-H,. se tornar biunivoco no caso discreto.
Resultados como os apresentados em [14] ndo se aplicam a nossa abordagem, por
apresentarem uma estrutura nao-linear para a definicao do ganho [O.

3.7 Conclusao

Assim, finalizamos este Capitulo, onde estivemos centrados na resolugao do
problema de otimizacao em H, tanto para sistemas determinados quanto incer-
tos, de tempo continuo ou discreto. Procurou-se demonstrar relacdes entre os
problemas LQ e H,., definindo-se este tltimo a partir da critica ao primeiro e bus-
cando entender seu significado de uma forma também intuitiva, a partir da idéia
de minimizar a influéncia do sinal mais perigoso ao sisterna. Foram apresentados
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dois métodos de cédlculo da norma H., um baseado na prépria definicio desta
norma, outro utilizando a matriz hamiltoniana associada ac modelo do sistema
em variaveis de estado.

No caso continuo, condi¢des necessérias e suficientes foram derivadas e o Co-
roldrio 3.3 abre margem para a sclugio do problema utilizando poderosas técnicas
numéricas, como a proposta em [16]. No caso discreto, onde apenas condigoes sufi-
cientes foram obtidas, a mesma abordagem numérica sera executada, com base no
Corolério 3.4. Em ambos os enfoques de tempo, a convexidade é o ponto central
para o sucesso dos resultados encontrados e, particularmente no caso incerto, é
o que permite generalizar para todos os modelos contidos no dominio convexo de
incertezas os resultados obtidos apenas com relagio aos vértices deste poliedro.
Alémn disso, devemos ressaltar também que os ganhos K determinados sao, para
as duas abordagens, independentes das matrizes de pardmetros A e B.

O préximo Capitulo é dedicado & discusséo do algoritmo numérico utilizado e
sua implementacio para solucionar o problema de otimizagao em H.



Capitulo 4

Solucao do Problema em Hyo

4.1 Introducao

Seja o sistema linear continuo incerto (81) dado por:

siz{t)] = Az(t) + Bult) + Muw(t)
y(t) = Nz{y (51)

onde z{t) € R" é o vetor de estados, u(t) € R™ é o vetor de controle, w(t) € R?
é o vetor de perturbagoes e y{t) € R" é o vetor de saida. O operador §/-] é como
definido na secdo 1.4. As matrizes de parametros A e B, como anteriormente, per-
tencem a dominjos convexos na forma de poliedros fechados e possuem dimensoes
adegquadas ao problema.

O objetivo deste capitulo é a solucio do problema de estabilizar quadratica-
mente o sistema incerto acima e garantir, ao mesmo tempo, uma atenuagao de
distiirbios maior gue uma constante positiva . Esta solucao foi determinada na
secac 3.6, podendo ser formulada como

min J(W) (P1)
suja W € (p,

onde o critério J{-} deve ser tal que mantenha a convexidade do problema e o con-
junto (y, é como definido nos Corolarios 3.3 {caso continuo) e 3.4 (caso discreto).

Note que a formulagdo proposta para o problema estd intrinsecamente rele-
cionada & abordagem geométrica enfatizada no Capitulo anterior. A guestao é,
entao, como transcrevé-la em uma forma implementével por um método numérico.

70
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Analisando os corolérios citados acima, podemos escrever (P1) como:

min J(W) (P2)
suja 'O, (W)T < O h=1.--H
W > €1

onde T' € R™*P é matriz geradora do espag¢o nulo de G' e £ > 0 deve ser suficien-
temente pequena.

A generalidade desta definicdo do problema de estabilidade quadrética com
nivel prescrito de atenuacgéo, vdlida tanto para o caso continuo quanto para o dis-
creto € a primeira observagao a ser feita. A definicio adequada de ©, (W) ird
diferenciar as duas abordagens de tempo. Note também que realmente as ex-
pressoes acima respondemn plenamente & questdo posta anteriormente, ao traduzir
a restri¢do geométrica de (P1} como um conjunto de restrigbes convexas perfei-
tamente implementdveis por um método de otimizagao que utilize a convexidade
de (P2) como uma ferramenta essencial em sua performance. Além disso, ao exi-
girmos que W seja definida positiva, estamos diretamente associando a W, esta
defini¢do em sinal. Por outro lado, para W nesta forma, C;, torna-se um conjunto
convexo fechado. Observe finalmente que, como apontado pelos Comentarios 3.1
e 3.2, teremos necessidade de investigar apenas a validade dos resultados nos H
vértices do dominio poliedral de incertezas

H H
DF:{FégRPXp/IFﬁZ AnFy Z Ap =1, ;\hzﬂ}
h=1 A=1
gragas a sua convexidade.
Para a solu¢do do problema {P2) acima, duas técnicas emergem diretamente. A
primeira € a exposta no Capliulo 2 deste trabalho para o caso de estabilizabilidade
guadréatica. Baseado na observagao de que este problema pode ser escrito como

min max J{W)

poderiamos utilizar em sua solugao técnicas de minimizagao de fungoes nao-di-
ferencidveis, como jé anteriormente apontado no Capitulo citado e realizado em
133]. Mas, devido aos problemas abordados na conclusao daquele Capitulo, esta
parametrizacdo nao serd utilizada e, sendo assim. a metologia a ser adotada na
solucio deste problema serd aquela proposta em |16] e implementada com sucesso
em [1] para ¢ problema de realimentagio de saida.

Utilizando ao méximo a convexidade do problema, a cada iteragao € gerado
{como solucio de um problema linear associado as restrigdes} um hiperplano se-
parador entre o conjunto (., das restrigdes presentes e a solugao atual W, que ird
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fornecer a nova solugao W*. Se W* € (., entdo a soluglo 6tima foi encontrada;
se nao, nova iteracao é realizada e assim sucessivamente.

Este breve sumaric do algoritmo utilizado serve simplesmente para apontar
a utilizagao da técnica de planos de cortes nesta solugio. O grupo de restricoes
que definem o conjunto (;,, na forma apresentada no problema (P2), constitui
a fungao objeto do corte. Assim, observe que estas restrigdes podem ser escritas
como:

Tf@h (W)T < el = Pr = }‘max [T'@h (W)T} <€ (4.1)

W>el = pyor= Ao (-W) <e (4.2)

Note que a primeira restrigao deve corresponder a
fo (W) = h;g}ia}% ph = h:gaxﬁ Amax E'T’@h (WT] < ¢ (4.3)
ou seja,

so ) = e {101 S0 ) 0] [3])

onde I é uma matriz identidade de ordem n e 8, (W) fol particionada de modo
que Oy, (W) possua dimenséo n x n. Logo:

feo (w) - hlr_:nla)f*? Amm{{ehu (‘W}}

Portanto, o sentido de se definir a matriz 7" nao ¢ outro que simplesmente um ar-
tificio matematico para trabalharmos somente com a partigdo 0, (W) da fungio
matricial ©, (W), que é aquela diretamente envolvida com os objetivos de es-
tabilizabilidade quadritica e atenuacdo ~, como pode ser concluido a partir da
demonstracao do Teorema 3.5.

O cilculo do hiperplano suporte serd desenvolvido nas duas préximas segoes,
nos casos continuo e discreto. A seclo 4.4 serd dedicada ao desenvolvimento do
algoritmo numeérico que implemente a solugao apresentada e o capitulo termina
com as conclusGes pertinentes.

4.2 Solugao do Problema de Otimizacido em H:
caso continuo

Primeiramente iremos nos dedicar ao calculo dos planos de corte para o con-
junto de restrigoes dado por (4.1}, mas utilizando a notacao proposta em {4.3) pelo
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seu carater generalizante. Além disso, devemnos lembrar que, no caso continuo, a
fungéo ©, (W) é dada por

O, (W) = B, W+ WF, + WRW +~7%Q

Seja entac W = W, tal que

fe (wo)zo = T!@hu (WO)TZU

onde o vértice h = hg é aquele associado & solugdo de (4.3) e z; é um autove-
tor arbitrdrio de norma unitdria associado ao autovalor méximo de T'8;, (Wy)T.
Assim, pela definicao de fg (W), para todo W = W' > 0 teremos que:

fe ('VJ) Z zéT’@h“ {W)TZO
Logo:

f@ (w) 2 ZEET’{FM;‘M) + M}F;L., + ‘MiRw + WAQQ]TZO
= fo (W) + 2,T" [ Fay (W = Wo) + (W = Wo) Fy,, +

+ WRW ~ WoRWo| Tz (4.4)

O Lema a seguir destaca um resultado que serd utilizado tanto no caso continuo
quanto no discreto.

Lema 4.1 Sejam W e Wy matrizes arbitrdrias e de mesma definigdo em sinal e
R = R' > 0. Entdo a seguinte relagao se assegura:

WEW — WeRWo > WRW, - WoBRW —2WeRW, . {4.5)
prova: Como W e W, possuem a mesma definigao em sinal, podemos escrever que:
(W - W R{W - W) >0.

Logo, desenvolvendo a expresio acima, e somando e subtraindo Wy R W, obtemos
a expressao exigida 7.

Deste modo, a partir de {4.4):

fo (W) 2 fo{Wo) + T [Fay (W ~ Wo) =+ (W = W) Fy, = WRYp +

+ WoRW — :zngijTzo
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Escrevendo sob a forma de trago, utilizando propriedades deste! [40] e definindo

9o 2 Tao2,T' {4.6)
obtemos
fe (W) > fe (we) + ‘I‘r{t?th‘, (w — W{)) + Jg (w - ws) F}iu +
S WRWs + 9 WoRW — 260 '{;ng}
> fo (o) + Tr{9oFh, (W — Wo) + doFy, (W — Wo) +
+ o WoRW + o WoRW — 20 Wo R W
> fo (Wo) + Tr{206Fn, (W — Wo) + 200WoR (W — W) }

> fe (W) + Tr {[2 (F,’l“ + RW@) %}’ (W~ we)}

> fo (Wo) + {[2(F1, + BWo) do] . (W - Wo)). (4.7)

Note neste ponto que o hiperplano tangente a uma fungao f{a) em um ponto
a = ap é dado por |25]

H{a) = flac) + {x.(a — ao}) (4.8
de modo que
fla) > H{a) (4.9)

sendo x um vetor pertencente ac conjunto dyp{a) dos subgradientes desta fungao
no ponto considerado.

Logo, por simetria, a expressao do hiperplano suporte ou plano de corte 2
fo (W) em W = W, serd dada por

fo (Wo) + (Y&, (W — Wo)) =0 (4.10)

onde

YS 2 2(F, + RWo)dq (4.11)

é, portanto, o subgradiente procurado.

UIr(AB) = Tr(BA)
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Utilizando a condigdo imposta por {4.3), desenvolvendo o produto internc e
assumindo por simplicidade que £ = 0, obtemos:

fo (Wo) + (Y8, W) — (¥3,Wo) <0

Assim:
(Y&, W) < (Y8, %o) ~ fo (Wo) (4.12)

Varmos avaliar esta filtima expressao. Desdobrando o primeiro termo do se-
gundo membro:

(Y&, Wo) = (2F}, 8+ 2RWu?, Wo)
= 2 Tr{9Fn, Wo -+ OWoR Wy } (4.13)
Substituindo ¥, dado por (4.6), teremos que:
(Y& W) = Tx{Tzz)T'Fy Wo + WoF) TzozhT' +
+ T2y T WoRWo + WoRWeT2025T"}
= 2 T'[Fa, Wo + WoF,, + WoRWo+ WoRWo| T2
= 2T {Fo,Wo+ WoF}, + WoRWo+~72Q} Tzo +
+ 2, T{ WeRWo — 777 Q} Tz,
= fo (Wo) + 2T { WeR Wy — 472Q| T2
Levando em {4.12):
(Y&, W) < 27 {WeRWo—~7'Q} T2 (4.14)
e, finalmente, substituindo W como dado a partir de sua definicao, obtemos
(Yo W) < oy {WiN'NWyo — v *MM'} 5o

< b, {4.15)

que evidencia o corte separador entre um valor inicial W, e uma solugac methorada
W, para o conjunto de restricoes dadas por {4.1}). Observe que este célculo foi
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conduzido tendo em vista unicamente o vértice kg que mais pesadamente viola a
restrigio (4.1).

Restam os cortes relativos & restrigao (4.2). Note, como dito anteriormente,
que esta expressao leva a

W>el = W, >el (4.16)

para € > 0 dado. Assim, pelo desenvolvimento anterior, definindo:
fw (W) = Anux (- W) (4.17)
e assumindo a existéncia de W = W, tal que Wozo = fw (Wo)z0, onde, como

anteriormente, z; é o autovetor associado ao autovalor maximo de Wy. Aplicando
as propriedades do trago , obtemos a expressao do corte:

(Y. W) < —¢ (4.18)

para
S (4.19)

Como sera analisado na préxima secdo, dadas as caracteristicas do método
numérico adotado, o corte 6timo em uma certa iteragio £ é dado pelo hiperplano
suporte associado a restrigao mais violada, ou seja:

Teorte = max{fe (W), fw (W)} (4.20)

Algumas observacoes devem ser levantadas com relagdo ao desenvolvimento
realizado:

¢) O problema (P2) possui um problema “master” na forma

min  {|G{jw)fle (P3)

suj a W e C;cq

Note as diferengas entre (P2} e (P3). No primeiro deseja-se, como dito an-
teriormente, encontrar K de modo a garantir a estabilidade guadratica com
nivel méximo -y de atenuagio de distirbios do sistema incerto {81} em estudo.
O segundo trata do problema de encontrar a solugao |G{jw)| .., = Ymin
tima e um ganho K~ associado que a produza. Ou seja, busca-se determi-
nar a minima atenuacao de distiirbios {ou a minima norma H,,) associada
3 estabilidade quadratica que o sistema (SI) pode possuir. Portanto, (P2)
é um sub-problema de {P3), sendo sua solugao {proposta pelo Teorema 3.5)
para um = prescrito, sub-6tima para este tltimo problema. Uma sequéncia
~-iterativa de solugoes de (P2) ird encontrar ~y,, solucao de (P3}), podendo-se
adotar para tal um procedimento de busca dicotémica com relagao & variavel
5.
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i) A funcdo objetivo J{(W) do problema {P2) acima deve ser tal que mantenha
a convexidade deste. Um outro critério que pode ser adicionado é a mi-
nimizagao do ganho K associado. Pelo desenvolvimento realizado para o
calculo dos planos de corte e baseado no Comentéario 1.2 do Capitulo ante-
rior, note que a seguinte sequéncia de desigualdades leva & definicao de uma
funcao com tals caracteristicas:

Ws = G'WG > KW, K' > ¢eKK'
Escolhendo entao J{W) como
J(W} = 'I‘I‘(Wl) + £ ’.FI'(Wg) (4.21)

obteremos W conformada a um minimo K. O termo em W, é acrescentado
de modo a melhorar a estabilidade numérica do algoritmo. Outras fungoes
de custo podem ser propostas, relacionadas a outros critérios de otimizacao
desejados, mas sempre devem ser convexas com relagdo aos elementos de W.

177) O conjunto convexo o, apds os desenvolvimentos realizados, passa a ser
definido como:

Cron 2{W =W e R | (¥, W) < 6, Y € Suc} (4.22)
onde
5 B
Zve = | Ik (4.23)

1

h
[Y = (2F.+ RW)z2' € ®°° | G'z=0,

L, £
fzf=1}, h=1---H (4.24)
Tua £ {V=-2 € ®9 ) |z] =1} (4.25)
b, =2T(WRW — ~2Q) Tz, para h=1---H
& £ (4.26)

by =€

Portanto, o seguinte Algoritmo conceitual soluciona {P2), subproblema de (P3]).

Algoritmo 4.1 {conceitual) Solugdo do problema (P2) de estabilizagdo quadrd-
tica com nivel preserito de atenuacaoe de distirbios.
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Dados : Sistema {SI), nivel de atenvagdo mdzimo desejado, mairiz Wo.
passo 0 : Faga £ = 1; W= W.
passo 1 : Determinar se Wy € Croy. Caso afirmativo, entdo W, € solugdo; caso

contrdrio, entdo alguma restricdo associada a este conjunto estd sendo vio-
lada; prozime passo.

passo 2 : Cdlculo do hiperplano separador entre Wy e Cre,, de modo que a nova
solugdo Werq seja factivel para o conjunto de restrigbes presentes, caso seja
encontrada.

passo 3 : Faga Weoy = W,, £=1£-+1 € retorne ao passo 1 [1I.

Passemos entao a resolver o Algoritmo proposte, de modo a torné-lo imple-
mentavel. O passo 1 propée determinarmos se a solugao presente pertence ao
conjunto das solucdes do problema. Para tal, deveremos encontrar o valor das

funcdes-restrigbes e verificar se estao preenchidas as condigdes exigidas, dadas em
(4.1)-(4.2} e resumidas aqui como

A {OR (W)} <&, h=1---H+1 (4.27)

Em caso positivo, a solugcio 6tima do problema (P2} foi encontrada. Em caso
negativo, alguma resirigdo associada ao conjunto Cfoq esta sendo violada e deve-
rernos calcular o hiperplano separador entre W; e Cig,. Ora, observe que (4.22)
define um conjunto de restrigdes lineares sobre os elementos de W, na forma

Y. Wy<é (4.28)

Sendo assim, o cdlculo do hiperplano separador {ou da nova solugdo W) pode
ser interpretado como um subproblema linear, cuja fungao objetivo seja a propria
funcao de custo do problema-macro, dada, como ja analisado, por {4.21}. Como
esta 1ltima pode ser escrita na forma:

JW) = Te(W,) + & Tr(Ws)

- CwV

onde Wy significa a matriz W em uma forma vetorial, o problema linear {PL} em
questao na iteragdo £ € definido por:

min c W, (PL)

suja (Yo, Wy < & i=1---4

sendo ¥; € Ty dado em {4.23) e §; definido em {4.26). Observe que o corte definido
na iteragao 1 representa uma restricao para todas as demais que a seguem.

Um Algoritmo implementével ({16]} é entao apresentado:
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Algoritmo 4.2 Solugao do Problema (P2} de estabilizagdo quadrdtica com nivel
prescrito de alenuagdo de distirbios.

Dados : Sistema (SI), nivel de atenuacdo v desejado, matriz Wp.
passo 0 : Fagcaf = 1; We = W,.

passo 1 : Determinar se Wy, € Cjo,. Caso sim, entdo Wy € solugdo dtima; caso
nac, vd para o prozIimo passo.

passo 2 : Reselva o seguinte problema linear:

min cW,
syya (Yo, W) < & 1=1..-¢

passo 3 : Faga Wy = Weiq, £ =€+ 1 ¢ retorne ao passo 1 [J.
Algumas considera¢des quanto a este Algoritmo:

1) O passo central em sua implementagio é o problema linear associado. A tética
aplicada a solugao deste problema seréd determinante nas caracteristicas de
convergéncia do Algoritmo. Note que a cada iteragcdo um novo conjunto de
restrigoes estard sendo incorporado ac PL. Dada a sua importédncia, iremos
comentar a metodologia empregada em item a parte, apds a secao dedicada
& analise do caso discreto.

17) Caso o PL possua solugio, entio o Algoritmo retorna ao primeiro passo; caso
seja infactivel, entao o problema (P4) nao admite solugao e Cjo, = §. Ou
seja, a factibilidade de {P4} serd detectada através da existéncia de solucio
no PL.

i1t) A solugo W produz K = WW[ ! que torna o sistema (SI) estavel quadrati-
camente com atenuacao de distdrbios 7.

4.3 Solucao do Problema de Otimizacao em H:
caso discreto

Em todos os desenvolvimentos anteriores realizados para o problema em H,
como em estudo, sempre se observou a extrema similaridade entre as andlises de
tempo discreto e tempo continuo. No Capituie 3, verificou-se que a solugao dis-
creta encontrada possul um “gap” de necessidade em sua formulacao, devido as
dificuldades para tornar o mapeamento LQ-H, biunivoco nesta classe de siste-
mas. Ou seja, o resultado determinado limita-se a ser suficiente para a solugao
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do problema de estabilizabilidade quadrética aliada a umn nivel prescrito de ate-
nuagdo de distirbios. Esta é a principal divergéncia, portanto, entre as solugoes
continua e discreta. Por outro lado, o problema (P2) e o algoritmo 4.2, gragas &
generalidade que imprimem & abordagem feita, sdo vélidos tanto para o problema
discreto quanto para o continuo. Deste modo, o ponto central deste tépico serd
o calculo do plano de corte, segundo a linha j4 adotada na secao anterior. Note,
no entanto, que apenas o desenvolvimento relativo & restri¢io (4.1) serd realizado,
uma vez que a restrigdo (4.2) é comum 3s duas anélises de tempo e jé teve o plano
de corte associado calculado. Além disso, todas as defini¢oes estao sendo feitas
com relagio aos vértices do dominio convexo Dy ao qual pertence {SI) e, utili-
zando o Corolério 3.4, generalizadas para todos os possiveis sistemas exisientes
neste dominio.

Considere, portanto, que no problema {P2), a funcao matricial 8 (W) para o
sisterna {SI) discreto em sua versdo de dinamica aumentada seja definida por:

O (W) = FhWF,i ~ W+ WRYW ”‘f*’?wzQ (4.29)

onde Fy, K e ) sao como anteriormente. Da mesma forma como no caso continuo,
seja entao:

f@ (WQ)Z{; = T'@},ﬁ (W{})TZQ

de modo que, para tode W = W' > 0, teremos
fe (W) 2 2T"04, (W) Tz
Logo:
fo(W) > AT [F,WEF, ~ W+ WRW + Q| T
> fo (Wo) + 2T [Foy (W~ Wo) Fy, — (W = Wo) +
+ WRW — WoRWo| Tz
Utilizando o Lema 4.1:

fo{W) > fo(Wo)+ 2T [F, (W ~ Wo) F}, — (W — Wo) + WRW +

€)

+ WoRW ~ 2WoRWo| Tz
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ou, colocando sob a forma de trago e tendo ¥, como definido em (4.6):

fo (W) 2 fo(Wo) + Tx{doFu, (W — Wo) F, — 0o (W — Wo) + S WRWo +
+ S WoRW — 28, WoR Wo }
> fo (Wo) + Tr{ Fp,9oF}, (W — Wo) — B0 (W — Wo) + 200 WoRW +
~ 20 WoRWo
> fo (Wo) + Tr{[F}, 90 F, — v + 20cWoR] (W — W) }

> fo (Wo) + {[FiB0Fs, — Po+ 2RWado] , (W — Wo))
ou seja, o hiperplano de corte & fungao fg (W) em W, é dado por
fo (Wa) + (Y8, (W = Wo)) =0 (4.30)

onde

YS £ Fl 9oFn, — 90 + 2RWodg (4.31)

é o subgradiente associado.
Desenvolvendo a expressao (4.30) e adicionande a condi¢ao imposta pela res-
tricao {4.3). obtemos:

<}J§%’M‘}> S <Y£* w{}) " f@ (WO) (432)
Calculando o produto interno indicado no lado direito da expressao:

(YS W) = ((Fi9F.—9+2RWed), W)

= Tr{F0FWo— 0Wo+ 9 WoRWo + WoRWo? |
Substituindo o valor de ¥:

(YO, We) = Te{F'Tve{T'FWy — Tuov;T' Vo +

+ Tt T'WeRWeG +G WoRWoTwoupT" }
Apés algumas manipulacoes, obtemos:

(Y&, W) = oyT'{FWoF' ~ Wo+ WoRWo+ 7°QTvo +
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+ U:}T’{W{}RWO - 'y_zQ}Tvo

= fo(Wo) + vhT'{ WoRWo —~7*Q} T (4.33)
Substituindo em (4.32):

(Y&, W) < ofT'{WoRWo —17*Q}To
< zf {WioN'NWy — v 2MM'} 7

< 6510 (4 ’34)

que evidencia a expressao do corte, sendo a equivalente discreta para (4.15). Ob-
serve que, tal como esta ltima, a expressao (4.34) determina um conjunto de
restrigoes lineares sobre os elementos de W.

O conjunto convexo de solugoes (;p., € dado agora por:

Cip 2{W € B/ (Y, W) < 6, Y €Typ) (4.35)
onde
, H+
Tep = |J e (4-36)
k]
T, £ {Y::( WU Py — oo’ + ZRWe') € R/ Glv =0,
wi=1}, h=1-H (4.37)
Taa = {Ym—mm:’ e JPE/ ijvgémi} {4.38)
by =0T {WRW - ~2Q)Tv, para h=1---H
§ 2 (4.39)

5H+1 =&

de modo que o algoritmo-solug¢do ird determinar se W € (yp,.

Todo o desenvolvimnento anterior. mutaiis mutandis, novamente ¢ vilido para
© caso discreto, inclusive a funcao objetivo dada em {4.2}, os Algoritmos 4.1 € 4.2
anteriores e os respectivos Comentarios. A grande restricao é o carater apenas
suficiente da solucao encontrada.
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4.4 Implementacic do Algoritmo

O objetivo central desta se¢io € a descrigao da implementagao realizada para
a solucio do problema P2, utilizando os caminhos propostos pelo respectivo Algo-
ritmo.

A solucdo apresentada se baseia na utiliza¢io de um método tipo planos de
corte. Uma breve descricio deste método ird auxiliar no entendimento da imple-
mentacao. Tal descricio é baseada em [25].

Seja entao o problema:

min ¢z
suja z € § (4.40)

onde § é um conjunto convexo fechado e considere um politopo P, que contenha
$. O Algoritmo a seguir demonstra a aplicacdo do método a solugao do problema
acima.

Algoritmo 4.3 ([25]) Método dos Planos de Corte

Dado : P}; oS,

passo 1 : Minimizar ¢'z sobre P, obtendo um ponto 1 em Fp. Se z; € §, entao
x; = x € solugdo dtima; de outro modo, continue.

passo 2 : Encontre um hiperplano Mi separader entre o ponto Ti e o conjunto §, ou
seja, determine o hiperplano suporte ao conjunto S no ponto z; de modo que
Sc{z/az<b}eare {z/ a,z>b}, onde ap € by sao os coeficientes
do hiperplano X;.

passo 9 : Atualize Fy, incluindo o hiperplano suporte gerado no ttem anterior como
wma nova restrigide na forma alx < by, de modo a obter Fri . Retorne ao
passe I ).

Observe que a cada iteracao um novo conjunto de restri¢des determinado pelo
hiperplano ¥; é acrescentado ao problema. Deste modo, cada nova solugao zx43
gerada é sempre factivel e melhorada com relagao &s anteriores. O conjunto de
solucoes § ou é determinado (construido) pela intersecgao de todos os hiperplanos
¥, gerados ou é determinado (encontrado) a partir do continue fatjar que cada
iteracio realiza sobre o politopo F, inicial. Lembre-se que §, como um conjunto
convexo, é a intersecgao de todos os subespagos que o contém e, deste modo, a
solucdo de {4.40) pode ser vista como a de um problema de programacao linear
tendo um conjunto infinito de restrigdes, os hiperplanos #; acima. Associado a



4.4 Implementacio do Algoritmo 84

I

Figura 4.1: Corte relativo a ¥;.

este problema linear, podemos definir um problema dual na forma

max Z Al
el
suj a Z Mg, = ¢

ic]

Ay > 0 t € 1

onde I é o conjunto infinito dos indices dos subespagos ¥; que contém § =
{z / dz < b, i€ I}. Um certo subconjunto finito I de J iré determinar o
politopo F, que contem o subconjunto § e uma solugao Ay factivel para o pro-
blema dual acima mas nio necessariamente 6tima. O método dos planos de corte
trabalha, portanto, em busca da otimalidade do problema dual linear associado a
{4.40).

Da discursao anterior e do préprio Algoritmo apresentado na secao 4.2, note
a importancia do passo 2 dentro do desenrolar deste método. A determinacao
do hiperplano separador é o elemento fundamental no seu sucesso. A distancia
entre o hiperplano ¥ii; gerado e o ponto z; corrente determina o que se denomina
profundidade do corte associada a este hiperplano, ou seja, o quanto o politopo Feit
iré se aproximar do conjunto de solugdes § e, logicamente, qual serd a velocidade
de convérgencia do Algoritmo.

A seqgiiéncia de figuras 4.1 a 4.3 fecha este preambulo sobre o método dos planos
de corte.
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Figura 4.2: Corte relativo a X;.

Figura 4.3: Corte relativo a ;.
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Note, finalmente, que este método incorpora uma linearizagao implicita sobre
a fungio convexa que determina o corte k em questao.

Apés esta abordagem do método dos planos de corte, retornemos ao problema
central deste trabalho, qual seja, o problema P2 da se¢ao anterior e passemos
a descrever a implementagio realizada para sua solugdo. O Algoritmo abaixo
explicita o caminho adotado. Note as relagoes com o anterior.

Algoritmo 4.4 Solucao do Problema P2

Dados : Matriz F do sistema aumentado; dimensoes n ¢ m do sistema original;
matrizes de ponderacdo do estado N e de ponderacdo dos distirbios M, nivel
de distirbio 4 mdzimo permatido.

passo 1 :Delerminar Q, e R,
Q.=Q ¢ R,=~°R.
passo 2 : Determinar a fungdo objetivo desejada
J = cWy

onde Wy ¢ a matriz W transformada para uma forma vetorial.

passo 3 : Gerar um conjunto n, de restrigées, cada uma delas associada a um dos
eizos do espaco de decisdo dos elementos de W, sendo n, o nimero de ele-
mentos diferentes desta matriz simétrica, dado, portanto, por

n = P21
2
onde p=n-+m € a ordem de W.

passo 4 : Gerar, a partir do conjunio de resirigbes anieriores, uma base nueral
faetivel Vi associeda ao espaco dos elementos da matriz W. Isto corres-
ponde & fase I da solugao de um problemea linear. Faga k = 1.

passo 5 : Solucione o problema linear abaizo:
min W
suja LWE < b
(4.41)
WEQ)---WE(r)  drresirito

WEr+1)---W(n,) > 0
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tendo base inicial VY e r = p(p—1}/2 como o nimero de varidveis irrestritas,
correspondentes aos elementos de W fora da diagonal principal. O conjunto
de indices-base associado & solugdo WE € a nova base V™' para a iteragdo

segquinte.

passo 6 @ Determine os hiperplanos de corie as restrigoes O (wk) <eeWrt>e; de
acordo com as se¢es anteriores, estes hiperplanos podem ser escritos como

(Yo,  W*) < bo, h=1 .- (H+1). (4.42)

onde Yy, € o subgradiente associado as resirigoes em WE e &, indica a pro-
fundidade do corte.

passo 7 : Determinar:

QL - i:ll-’l-’?{afgi_i“])( D'h’ wk) (443)

passo 8 : Se 0%, < ¢, pare: a solugio W™ = W* € Gtima para o problema considerado
e W™ € (C;,; caso ndo, acrescente a restrigdo i correspondente a Nk, a matriz
L de restri¢des e ao vetor b, faca k = k+1 e retorne ao passo 5, solucionando
o problema linear com base inicial Vg .

Héa uma série de pontos a serem examinados neste Algoritmo. Observe que
o coragao do procedimento encontra-se na seqiiéncia iterativa de passos 5 a 8§,
que implementa ¢ método dos planos de corte. Tal qual neste, a cada iteragao o
conjunto F; caminha na direcao do conjunto solugio (., de modo que, se Wk € 54
entdo ou W* € (., e é a solugdo étima ou W¥ g (, e pode-se escrever um
hiperplano separador entre #* e ;. tal que o novo conjunto F; atualizado com
esta nova restricao esteja mais préximo do conjunto solugao. Por isso, a base i
é factivel como inicial para a solugiio do problema linear na iteragao k+1 seguinte.

Outro ponto que merece destague € quanto a profundidade do corte adotada.
Observe, pelos passos 6, 7 e 8, gue esta é sempre associada 3 restrigao mais vi-
olada denire o conjunto gerado no passo 6. Deste modo, garante-se a maxima
profundidade, aumentando-se conseqiientemente a velocidade de convergéncia do
Algoritmo.

A tética empregada na solucdo do problema linear apontado no passo 5 é outro
ponto digno de nota e, sem davida, central no sucesso do Algoritmo como proposto.
Primeiramente, vamos nos ater a fase I deste problema, passo 4 do Algoritmo, onde
gera-se uma base inicial factivel para o problema em consideragao. E um problema
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linear do tipo:
min ¢ Wy

suj a LWy < b

(4.44)
Wy (1) Wy{r) irrestrito

Wy(r+1)---Wy(n,) > 0

onde a matriz L determina restri¢des lineares associadas a cada um dos eixos do
espago dos elementos de W. Como exemplo, para n = 2 e m = 1 (sistema tipo
SISO de 2¢ ordem):

-1.0 0 0 -05 05 O ]
0 -1.0 0 -05 0 -05
L. 0 0 -10 0 -05 -05
0 0 0 —-10 0 0
0 60 0 0 ~10 0
0 0 06 0 0 -10]

Este problema ¢ transformado para sua forma dual

min b'A
suja LA = ¢ (4.45)
A >0

sendo esta solucionada por um método tipo simplex. Ou seja, o problema linear é
colocado num lableau dual e este solucionado por um método primal. No exemplo
em questao e considerando o vetor de custos como

Ner
s e o,

¢=; Uiy Tixp)

{ou seja. a fungao objetivo adotada é Tr¥), a base inicial Vg a ser utilizada no
passo 5 é
Ve=14561 23 ]

Caso nao seja possivel encontrar Vg, o problema é entao infactivel, como costu-
meiramente ocorre na solu¢ao de um problema linear por um método simplex em
duas fases.

Resta, portanto, apenas analisar o passo 5 em si. O objetivo deste é determinar
uma matriz W¥ que atenda ao conjunto de restricdes presentes dado pela matriz L,
conforme deixa claro a expressao (4.41). A tética empregada para solucioné-laé a
mesma ja descrita no pardgrafo anterior para a procura da base inicial, qual seja,
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dualizé-la e posteriormente resolver o tableau dual por um método tipo simplex.
Note, entretanto, que a cada iteragao uma nova restricao é acrescentada a L, de
modo a crescé-la em nimero de linhas. A tética de dualizacao, empregada na
forma mostrada em (4.45), leva, assim, & solucao do problema em L', ou seja,
a dimensao do vetor base serd sempre a mesma e nunca maior que ¢ nimero
de elementos distintos da matriz simétrica W*. Isto permite utilizar como base
inicial para a iteragio seguinte a mesma obtida como base final na geracio de W*,
proporcionando, portanto, uma considerdvel diminuicdo no volume de trabalho
numérico demandado pelo Algoritmo.

4.5 Conclusao

Neste Capitulo, o tema central foi a formalizacdo de um procedimento numérico
implementédvel gue solucione ¢ problema P4, central neste trabalho. Etapas im-
portantes foram o desenvolvimento dos planos de corte para os casos continuo
e discreto realizados nas secoes 4.2 e 4.3. A forma numericamente utilizével do
Algoritmo foi obtida na dltima secdo, onde detalhes como a solugao do problema
linear em um tableau dual por um método primal, proporcionando menor esforco
numeérico, foram devidamente enfocados.

O proximo Capitulo se concentrard na apresentacao de exemplos numéricos do
método proposto, tanto para as abordagens incerta quanto determinada, continua
ou discreta.



Capitulo 5

Exemplos Numéricos

5.1 Introducao

Este Capitulo é dedicado a apresentagao de exemplos numéricos que buscam
validar as solugoes tedricas anteriormente obtidas. A implementagao utilizada
é baseada nos desenvolvimentos realizados no Capitulo anterior para o método
dos planos de corte. Como ja& discutido na introdugao deste trabalho, somente
nos ultimos trés anos solugoes irnplementdveis do problema de otimizagao em H,,
comecaram a surgir na literatura. Deste modo, poucos exemplos estao disponivels
com o fim de comparagao dos resultados encontrados, particularmente quanto ao
problema de sistemas com parametros incertos. Assim, os exemplos aqui apre-
sentados serao advindos de trabalhos associados ao problema incerto e nao, infe-
lizrnente, de outros que ja tivessem sido publicados tratando especificamente do
problema em H.

A organizagao desta sequéncia de exemnplos é feita da seguinte forma: primeira-
mente. iremos apresentar um exemplo de sistema continuo exatamente conhecido
onde discutiremos aspectos numéricos do algoritmo implementado e também da
fungao objetivo a ser utilizada. Isto serd feito tanto para o caso de sistemas
continuos quanto sistemas discreios. A seguir, iremos apresentar, também para
os casos continuo e discreto, exemplos de sistemas incertos onde se deseja fixar
um valor da norma H,, e garantir a estabilidade guadratica em malha fechada.
Algumas variagoes dos resultados serac discutidas e griaficos de valores singulares
maximos e nuvens de lugares de raizes ajudardo a melhor avaliar os resultados
obtidos.

90
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5.2 Exemplos: Sistemas Continuos

Esta segao é dividida em duas partes: a primeira é dedicada a discutir o al-
goritmo para o caso de um sistema determinado; a segunda, é voltada para a
aplicagao do problema incerte. Na primeira, iremos abordar variagdes quanto a
fungZo objetivo a ser adotada [ que sempre deve manter a convexidade do problema
analisado), ilustraremos o desenvolvimento numérico do algoritmo e as possibili-
dades de fixacao dos valores da norma H,,. Na segunda parte, iremos verificar o
comportamento do problema incerto, ilustrando o resultado obtido com uvm dia-
grama dos valores singulares dos diversos sistemas contidos dentro do dominio
convexo em questao.

Sistemas Continuos Determinados

O exemplo a ser adotado é derivado de [38], tendo j4 sido utilizado em [26]. £
referente a estabilizacao do modo longitudinal de um avido de caca modelo F4E em
dois pontos em torno de um ponto de operagac. Aqui, apenas o sistema nominal
é considerado, sendo os dados relatives ao modelo mostrados abaixo:

—0.8251  17.76  90.245 —91.44
Ag=] 01734 -0.7549 -11.1 | ,By = 0
0 0 ~250 250

Duas fungoes objetivo terao o seu comportamento avaliado a seguir. A primeira,
¢ = Tr (W3} +eTr (W), foi discutida anteriormente na segao 4.4, onde foi colocado
que o primeiro termo incorpora um limitante superior a norma do ganho K e o
segundo garante um bom comportamento numérico ao algoritmo. A segunda,
¢ = Tr (SW) garante as mesmas caracteristicas, ja que a matriz de ponderagao S
pode ser facilmente utilizada para realizar tal tarefa.
Assim, foram realizadas diversas simulagoes, envolvendo vérios valores prescri-
tos de 7, para
i
S=1, N=[100] eM=|0
0

e £ = 0.001. O valor citado a seguir como v, € aquele para o qual exigiu-se somente
que a condigao de estabilidade fosse satisfeita, ou seja, é o caso para o qual teremos
N=[000]jeM=]0 0 0]. Eleé tomado como referéncia com relagio 2
possilidade de alcancarmos uma norma H, de valor o mais baixo possivel. Ora,
€ 6bvio que a validade de solucionarmos este problema sé estard assegurada se
obtivermos uma norma menor que 7,. Utilizando a primeira fungao objetivo,
encontramos 7y, = 0.1433; para a segunda, 7y, = 0.3900. Os resultados estao nas
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~ | Norma Hy, | Norma K | it
1.00 0.0951 1076 48
0.50 0.0924 3.2095 58
0.20 0.0R77 18.5610 | 101
0.14 0.0821 30.4906 | 110
0.10 0.0707 48.7486 | 125
0.05 0.0439 83.0028 | 137
0.01 0.0045 01.0586 | 128

Tabela 5.1: Resultados para ¢ = Tr{Ws) + eTr(W,).

v | Norma H,, | Norma K | it
1.00 0.4210 0.5747 92
0.50 0.3226 0.5815 81
0.39 0.2724 0.5885 a7
0.10 0.0793 0.9580 110
G.05 0.0441 1.5690 124
0.01 0.0053 4.0119 132

Tabela 5.2: Resultados para ¢ = Tr(W)

tabelas 5.1 e 5.2, que contém os valores de 7, norma H, encontrada {calculada
pelo primeiro método da se¢do 3.3), norma do ganho e nimero de iteragdes.

Note que ao diminuirmos os valores exigidos para ~, passamos a obter maiores
normas de ganho e aumento no numero de iteragoes, Isto € exatamente o que se
espera quanto a resultados neste problema, ]2 que o sistema ird dispender um maior
esforco no sentido de garantir o nivel de atenuacdo procurado; isto obviamente
torna mais dificil o desenvolvimento numérico do algoritmo em busca de W € (.
E claro, portanto, que ¢ conjunto solugdo procurado (., C {,, para v < 7.

Comparando os dados das duas tabelas, deveremos agora definir qual serd
a funcao objetivo a ser adotada nos desenvolvimentos subseqiientes. Note que
uIm parametro que seguramente deve nortear tal definigao é a distancia entre o
valor exigido e o valor alcancado para a norma H,. Este parametro ird indicar
se os nossos resultados podem ser considerados de alguma forma conservativos.
Analisando as duas tabelas, conclui-se que a segunda fungao utilizada se comporta
de melhor forma quanto a este parametro. Por exemplo, para v = 0.1, o erro obtido
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¢ da ordem de 20%, enquanto para a primeira chega a 30%. Outra questoes que
podem contribuir nesta defini¢io sho o niimero de iteracbes e a norma do ganho
K obtido. Quanto 3 primeira, a fungao em Tr(W) provoca um maior esforgo por
parte do algoritmo; quanto a segunda, chega a ser gritante a diferenga entre os
valores encontrados nos dois casos, de forma favordvel 3 esta dltima fun¢ao citada.
Além disso, observou-se no transcorrer das simula¢des que a segunda fungao leva
a um melhor condicionamento numérico para o desenrolar do algoritmo.

A partir das observagdes {eitas, somos levados a concluir que a segunda fungao é
a que melhor se adequa ao nosso estudo, particularmente pela menor distincia en-
tre a norma proposta e a efetivamente encontrada. Deste modo, a fungao objetivo
a ser adotada em todos os desenvolvimentos posteriores é

J=Tr(SW)

para § = L

A seguir, ilustraremos o comportamento numérico do algoritmo e o signifi-
cado da norma H, no sentido aqui abordado, ou seja, associado & busca do sinal
mais perigoso ao sistema e & minimizacdo de sua influéncia. Os grificos 5.1 a 5.3
demonstram o desenrolar da funcao objetivo, dada por p, da varidvel a ser mini-
mizada w (correspondente & restrigio mais violada, ou seja, ac autovalor maximo
dentre as matrizes ~W, @, (W), h = 1--- H e —W}} e também o diagrama dos
valores singulares méximos, para v = 0.01 = —20 dB. Note, no gréfico 5.1, a
demonstracao da convexidade do problema em estudo, pelo forma continuamente
crescente de p. No grafico 5.2, observe que, como o método dos planos de corte nao
garante um comportamento monotonicamente decrescente do algoritmo, a varidvel
w apresenta saltos em seu desenrolar, mas com uma ‘envoltéria’ que demonstra a
convergéncia para os valores desejados. O tltimo grafico demonstra que a condigao
exigida de atenuagao é claramente satisfeita, pois toda curva de valores singulares
méaximos se encontra abaixo do nivel de disturbios méximo prescrito.

AVIAD F4f:-det, -
25 E F ] 150 A‘r’iAS F@_de},
- o TOOH .......... ,,,,, e
° g : ;
£
N Q 50 N
O : 1 o ;
0 50 100 150 50 100 150
Heragcoes iterocoes

Grafico 5.1 (Grafico 5.2
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Grafico 5.3

Sistemas Continuos Incertos

A seguir € analisado um exemplo do problema H,, continuo incerto. Ele é reti-
rado de [30] e também foi abordado em [16]. Refere-se ao problema de estabilizar
simultaneamente um conjunto de quatro pontos de operacio de um sistema linear.
Na referéncia inicial, é proposto um ganho nio-linear que efetiva tal questao. A
segunda referéncia soluciona-o através de um ganho linear estitico. Os dados a
seu respeito sao apresentados na tabela 5.3 e correspondem ao vértice

a1 o da ""”b;
_las a;  ae 0
B=19 0 -30 —30
0 0 0 0

€ Dg.

As matrizes de ponderacioe da entrada de pertubacio e do controle sio dadas
respectivamente por:

1
. J100
M= g eA*{{}}G]'

Solucionando-o através do algoritmo desenvolvido neste trebalho e utilizando
a fungac objetivo definida acima, obtemos em 70 iteracbes, somente para o case
quadraticamente estavel, 4, = 0.66 = —3.6 dB e um ganho

K= [ ~0.0505 —0.7009 —0.2314 } _
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P.O. 1 2 3 4
a3 —{}.9806 | —0.6607 | —1.702 | —-0.5162
as 17.41 18.11 50.72 29.96
a3 96.15 84.34 263.5 178.9
a4 0.2648 | 0.08201 | 0.2201 | —0.6896
as ~0.8512 | —0.6587 | —1.418 | ~1.225
ag -11.39 | —10.81 | —31.99 -30.38
by —-97.78 | —272.2 | —-85.09 ~175.6

Tabela 5.3: Dados para o problema dos quatro pontos de operagao

Impondo agora um valor minimo v = 0.5 Z ~6 dB de atenuvacao dos distirbios
presentes i entrada deste sistemna, encontramos em 119 iteragbes um valor real de
1G(8)]lec = 0.3446 = ~0.25 dB fornecida pelo fechamento de malha em estados
com um ganho linear

K =] -1.2743 -10.8766 2.2512 ]

Os gréficos abaixo ilustram os resultados obtidos. O primeiro (gréifico 5.4)
representa o diagrama dos valores singulares méximos para os quatro sisternas-
vértices em malha fechada. A linha horizontal representa o valor prescrito da
norma H.. Claramente observa-se a validade da solugao encontrada, uma vez que
todas as quatro curvas estdo abaixo do valor exigido.

O segundo gréfico (grafico 5.3) é o que se denomina ‘nuvem de lugares de
rafzes’. Representa as posigdes dos autovalores das matrizes Ay = A — BK de
malha fechada de todas as combinagdes convexas tomadas dois a dois entre pares
de vértices do dominio convexo Dp definido por este modelo. Note, portanto, que
qualquer modelo (4, B) € Dy satisfaz a exigéncia de estabilidade quadratica.

Qunt pont. Ope.

0 TTTTTT YT T Y o0 NLW, LUG. RAIZES

a8

101 102
w (rad/s) Re

Grafico 5.4 Grifico 5.5
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5.3 Exemplos: Sistemas Discretos

Neste item iremos simplesmente apresentar o comportamento numérice do al-
goritmo no caso de sistemas discretos, além do diagrama de valores singulares. Ja
que a solugao do problema discreto apresenta uma grande similaridade com a do
problema continuo {conforme pode-se inferir a partir do Capitulo 4), as mesmas
conclusdes obtidas anteriormente quanto i definigao da fungao objetivo permane-
cem validas. Tal como o equivalente continuo, separaremos as anélises dos casos
determinado e incerto. Na primeira, estaremos voltados para a questao numérica;
na segunda, discutiremos a validade da solugéo encontrada e suas restri¢oes para
o problema discreto.

Sistemas Discretos Determinados

O exemplo em questao é o mesmo anteriomente utilizado na anélise do pro-
blema continuo determinado. Portante, os dados pertinentes estao na respectiva
subsecao. Aqui, no entanto, irernos discretizar este sistema de modo que

Ad = exp(AOAi)

At
Bd:f exp{AgAt)Bodr
0

onde At é o periodo de amostragem considerado. Logo, para At = 0.01 s, obtemos

0.9919 0.1762 0.3245 —{.53462
Ag =1 0.0017 09926 -0.0402 | ,e B;=| 0.0704
O 0 0.0821 6.9179

As matrizes M e N sao dadas por
i
N=[100] eM=]0
G

A norma H, para a solu¢do simplesmente estabilizante é dada, em 25 iteragoes,
por 11,2554 = 21.03 dB devida a um ganho K = | —~0.4584 —0.8842 —0.3437 |.
Impondo um valor de v = 5 = 14 dB, obtemos entao, em 50 iteragoes:

K =[-25581 -16412 —0.8483 |
que proporciona |G(z){le = 3.9439 = 11.9 dB para o sistema em malha fechada.
Os gréficos 5.6 e 5.7 abaixo representam o comportamento numérico do algoritmo
para obter este resuitado. As andlises quanto a p e w seguem as jé realizadas para
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o caso continuo. O diagrarna de valores singulares maximos {gréfico 5.8) aponta a
corregao do procedimento adotado. Todas as curvas se encontram abaixo do valor
exigido como nivel maximo permissivel de distéirbios no sistema.
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Sistemas Discretos Incertos

Neste item iremos utilizar o mesmo sisterna discreto obtido acima, mas consi-
derando incertezas quanto aos valores de seus parimetros da ordem de 10% sob
o modelo {4,, B;). Os mesmos valores de M e N serzo utilizados, de modo que
a mesma intensidade de pertubacgOes seja aplicada ao sistema e a mesma pon-
deracao de estados componha a sua saida. A simulagao realizada a partir des-
tes dados, para o problema de estabilizagdo quadritica, fornece em 43 iteracbes
K = -16900 —3.0880 —0.5746 | e v, = 32.3779 = 30 dB. Considerando um
valor maximo de pertubagao v = 30 = 29.5 dB, o algoritmo agora encontra em 53
iteragoes

K =[-26021 —3.5732 —0.8548 |
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que, por sua vez, leva o nivel méximo encontrado de pertubagoes a |Gz} =
16.8211 = 24.5 dB. Novamente o sucesso do procedimento exposto torna-se claro,
particularmente a partir da visualizacdo do gréfico 5.9, onde estdo demonstrados
os diagramas de valores singulares méximos de todas as combinag¢bes convexas
tomadas dois a dois de modelos-vértices em malha fechada. A linha horizontal, que
indica o valor exigido de norma H,,, se encontra acima de todos estes diagramas.
A propriedade estabilizante da solugao é validada através da ‘nuvem de lugares de
raizes’ apresentada no gréfico 5.10. Lembre-se que a solugao discreta encontrada
é, ao contrério da continua, de cariter somente suficiente.

DIAG. VAL. SING. (INC.)
T T2
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(Grifico 5.9 {rafico 5.10

5.4 Conclusao

Os exemplos apresentados neste Capitulo demonstraram a validade de todo o
procedimento anteriormente desenvolvido nos Capitulos 3 e 4. A apresentagao dos
diagramas de valores singulares e das nuvens de lugares de raizes dao o tom desta
validade.

O caréter unico do algoritmo adotado com relagao aos problemas continuo e
discreto permite que os desenvolvimentos realizados no caso continuo sejam esten-
didos para o discreto, como a determinagao da fungao objetivo vista neste Capitulo.
Nas simulagoes feitas, observou-se que o caso continuo determinado possibilita tor-
nar ~ bastante reduzido com relacdo a 7,. No caso discreto nem sempre isso serd
possivel.

O problema incerto apresenta uma maior dificuldade de solugao numérica. O
aumento no nimero de iteracdes reflete diretamente tal fato. Além disso, ha
dificuldades para se encontrar wma sohigao que garanta v << ;.

Tanto no caso incerto quanto no determinado, o problema discreto permiie uma
maior riqueza de andlises, devido 2 maior complexidade inerente a sua solugao.



Capitulo 6

Conclusao Geral

Neste trabalho estivemos centrados na solucéo do problema em H,,, numa
abordagem voltada para a minimizacdo da influéncia dos sinais de pertubagao
presentes na entrada de um sisterna modelado em varidveis de estados no qual
ocorrem incertezas quanto acs valores dos parametros que definem o modelo. Ou
seja, busca-se minimizar os efeitos do sinal mais perigoso ao sistema sob o ponto
de vista de distirbios, minimizando-se conjuntamente os efeitos de todo o espectiro
de sinails a ele associado.

A solucho apresentada para este problema pode ser vista como uma extensao
de [16], acrescida da restricdo quanto ao nivel méximo de distdrbios. Tal como
nesta referéncia, admitiu-se aqui que os modelos que definem o sistema em es-
tudo sdo pertencentes a conjuntos convexos na forma de poliedros fechados. Esta
forma geométrica de definicio do sistema possibilitou a generalizagao para todo
o dominio convexo dos resultados vélidos para os modelos-extremos deste polie-
dro. Além do mals, gragas a convexidade das desigualdades envolvidas, podemos
definir conjuntos convexos de matrizes-solugoes. Para sistemas continuos, estes
resultados compreendem o Teorema 3.5 e 0 Corolario 3.3. Para sistemas discretos,
o Teorema 3.6 e o Corolério 3.4 sac os principais resultados. Em ambos os casos,
as condi¢des convexas derivadas relacionam as especificagoes de estabilizabilidade
quadratica com valor méximo permissivel de distiirbios no sistemna a uma matriz
W que fornece um ganho linear e estitico de realimentagao de estados indepen-
dente das matrizes de parametros do sistema. No caso continuo, tais condigdes sao
de carater necessario e suficiente; porém, no caso discreto, apenas a suficiéncia dos
resultados é garantida, devido as dificuldades de se tornar o mapeamento LQ-H,
biunfvoco nesta abordagem de tempo. Topdavia, por se tratar de aplicacao da
técnica em H, a sistemas incertos {uma linha ainda pouco explorada desta meto-
dologia), estes resultados se tornam extremamente importantes, particularmente
para a abordagem discreta, que sé muito recentemente se tornou alvo da anélise
dos pesquisadores dedicados a esta drea, ainda assim somente em problemas de
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parametros conhecidos.
O problema como proposto é escrito na forma

min{J(W} |/ We(,}.

onde a fungao objetivo deve ser convexa. Para a sua solugio foi adotado o método
dos planos de corte, que se adequou muito bem a esta tarefa, novamente devido
a convexidade do problema e particularmente do conjunto de solucgdes C,. A
descrigao da implementagao realizada deste método foi feita no Capitulo 4, onde o
calculo do hiperplano separador entre o conjunto solugao numa certa iteragao e a
matriz W da iteragao anterior é o principal resultado, sendo derivada para ambas
as abordagens de tempo. O algoritmo 4.4 explicita de forma clara os caminhos
utilizados nesta solugae. Nele, o cdlculo do hiperplano separador é associado a
restrigao mais violada do conjunto C.,, de modo a garantir a méxima profundidade
no corte realizado. O coracdo de toda a metodologia desenvolvida é a solucao
do subproblema linear apresentado no passo 5 deste algoritmo. Detalhes desta
solugao sao apresentados na segao 4.4,

Os exemnplos numéricos demonstram a validade das solugbes tedricas e a forga
do algoritmo desenvolvido para implementd-las. Os grificos que ilustram tais
exemplos garantem esta verificacao, pois apontam que realmente os sistemas em
malha fechada sao estdveis e possuem atenuacgao de distirbios maior que urmn limite
pré-estabelecido.

Seguramente, a principal contribuicao deste trabalho situa-se em, pela primeira
vez. realizar uma andlise convexa do problema em H,,, incluindo-se af os modelos
incertos tanto continuos quanto discretos. E esta forma de analise que devera
nortear a continuidade das pesquisas quanto a esta metodologia de projeto. Assim,
a solugao deste problema utilizando realimentagao de saida é o préximeo alvo a ser
atacado. Outro problema que resta a ser investigado é, como ji apontado no
Capitulo 4, o de determinar a minima norma H,, e um ganho K~ associade que
a garanta e leve o sistema a estabilidade. Uma terceira linha de continuidade
deste trabalho é acrescentar & definigao do modelo, primeire, uma ponderagao
do controle ¢ apds uma ponderacao da pertubagao na variavel de saida. Além
disso, restaria buscar métodos alternativos de solucdo numérica mesmo do atual
problema, no sentido de possibilitar a simulacao de exemplos de maior porte que
aqueles apresentados.
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Apéendice A
Solucao do Problema Quadratico

Seja o problema de programacao quadrética:

. 1
min FA'QA
'suja )\EAﬁ{A/E::}A,, A,EO}
que pode ser escrito na forma
min IANQA

suj a A>0 {0}

Definindo:
'}\1 =
Y Ao = Hrod
A= A
vern:

Z)\iz}ﬁc’ym%,\,z}

=}
onde € = [1--- 1}2,_;)x1 e entao

A =1-—¢u
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SEARHND

Como, pela 1?2 restricao, A > 0, teremnos que:

©w=>0 0 1
<
A30:>{1%6,#20:>[1]+[_£.}u20:>1€pwb

ou

v = b—Ru

O problema de programacao quadratica entao se torna:

min (b~ Rp)'Q(b ~ Ru)

suj a Ruy<b

ou
min Ju'Hu +du
suj a Ap < b
onde
H=2R'QR
d = -2VQR
A=R

O lagrangeano associado é:

i
Lip,z) = 5#}}’:{2: +d'u+ z'(Az — b)

que € estritamente convexo para H > 0 e possui minimo em
p=—H1ld- H' Az

O problema dual associado é entao

1 i
max ¢P{z) = 53:'133 +z'e — éd'ff“ld
suja z >0
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onde
D=—AH 14

C=-b-AH'd

Para solucioné-lo, encontre o ponto de estacionariedade

Vi(z) =Dz +c=0=

j
2 Dijzj + ¢

i#)

= Iy = I, Do
J

e, a fim de determinar o valor de z”, teremos que

z; = max{0, z;}
el L. . . .
Caso z —z" | < erro, pare. Caso contrario, continue e repita o procedimento.
Este método é extremamente eficiente para problemas convexos, onde H > 0
e Q > 0O, mas falha quando tal condigao nao é assegurada.



