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RESUMO

Este trabalho enfoca a resolugio do problema de estoque e roteamento de veiculos
(PERV). O problema é modelado matematicamente como um problema de otimi-
zagao combinatorial onde o problema do longo prazo é transformado em um de curto
prazo, incluindo custos para representar a influéncia das decisées atuais no faturo.
A estocasticidade da demanda dos clientes é considerada através de estoques de se-
guranga, calculados em fun¢ao da distribuicac de probabilidade da demanda de cada
cliente e da relagdo de custo entre uma entrega normal e uma entrega de emergencia.
Sao apresentadas trés formulagoes para o problema. As duas primeiras nio incluem
restrigoes sobre a duragdo das rotas e estdo baseadas no problema de roteamento de
veiculos (PRV) ou no problema do caixeiro viajente (PCV). A terceira formulacio
incorpora restrigbes sobre a durac¢io total das rotas executadas por um veiculo. A
metodologia de resolugio utilizada parte de uma das formulagdes apresentadas. Pa-
ra as duas primeiras formulagdes basta simplificar a funcio objetivo para obter um
problema de atribuicdo generalizado. Em seguida, sio resolvidos os subproblemas
resultantes, que podem ser PRVs ou PCVs, para obter uma solugdo inicial. Na ter-
ceira formulacao sdo relaxadas as restricdes de disponibilidade de atendimento dos
veiculos para que possa ser empregada uma solugio obtida por uma das formulagoes
anteriores. Em seguida, é utilizada uma heurfstica para encontrar o conjunto das
rotas atendidas em cada veiculo. Duas heuristicas sdo sugeridas para a melhoria da
solucao inicial : busca tabu com penalidades e trocas simultineas. Sio apresentados
resultados das heuristicas propostas para o problema. Também é feita a comparagao

entre as solugdes do modelo dindmico proposto e do modelo periddico.
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ABSTRACT

This thesis focuses on the Inventory Routing Problem (IRP). It is modeled as a
combinatorial optimization problem where the long-term issues are reduced to the
short term with the inclusion of special costs that represent the influence of present
decisions in the future. The client’ demands stochastic nature are treated by safety
stock levels, which are obtained by means of the demands probability distribution
and the ratio between the normal and emergency delivery costs. Three problem
formulations are presented. The first two do not include restrictions on the length
of routes and are based on the Vehicle Routing Problem (VRP) and the Traveling
Salesman Problem (TSP). In the third formulation, restrictions on the vehicles total
workload are added. To solve the IRP we begin with one of the formulations. For
the first two, the objective function is simplified in order to produce a Generalized
Assignment Problem, then, the subproblems, VRPs or TSPs, are solved and an initial
feasible solution is obtained. For the third formulation we also have to relax the
restrictions on the total workload of the vehicles to obtain an initial solution using one
of the earlier formulations. To assign the routes to the vehicles a heuristic algoritm
is used. Two heuristcs for the improvement of the initial solutions are suggested:
tabu search with penalties and simultaneous exchanges. Computational results are
presented for the two heurists. Finally, we compare two approaches for the IRP, the
proposed dinamic model and the periodic model.
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Capitulo 1

Introducao e Histdérico

1.1 Introducao

O Problema de Estoque e Roteamento de Veiculos (PERV), como o préprio nome diz,
surge da unido de dois problemas classicos em Pesquisa Operacional. Estes problemas
ja foram amplamente estudados e possuem uma extensa bibliografial. No Problema
de Estoque o objetivo ¢ minimizar os custos relacionados & estocagem, compra e/ou
producao de um determinado bem, respeitando as restricoes que em geral envolvemn
a capacidade de estocagem e a forma de operacio da empresa. No Problema de
Roteamento de Veiculos (PRV) o objetivo é distribuir (ou recolher} um produto de
forma a minimizar um objetivo que normalmente contempla a distincia percorrida
efou o nimere de veiculos utilizados e/ou tempo gasto na distribuigao, respeitando
restricoes de capacidade de carga dos vefculos, duracao maxima das rotas, horério de
atendimento, entre outras.

Em vérias situagbes reais estes problemas estdo relacionados. Na pratica, quase
todos os problemas de roteamento de veiculos que envolvemn a distribuicio de produtog
podem ser vistos como PERVs onde as decisdes sobre a aquisicao sdo feitas pelos
clientes. O distribuidor sé decide como distribuir, e no maximo dispde de um prazo
determinado para realizar a entrega.

O problema se caracteriza como um PERV quando a decisio sobre quanto e quando
entregar a cada cliente é feita pelo distribuidor. Normalmente, esses problemas sio

tratados separadamente mesmo quando estas decisdes sio tomadas dentro de uma

'Para o PRV ver [7] e para o problema de estoque (28]



mesma empresa.

No PERV temos que distribuir um produto a partir de um depésito central a
clientes que dispoem de estoques locais, buscando minimizar os custos totasis de dis-
tribuigao e estocagem. Neste problema a decisdo sobre quando e quanto emniregar é
feita pelo distribuidor que se responsabiliza pelo suprimento ( e falta } do produto
aos clientes. O PERV ¢é mais facilmente aplicavel quando o depésito cemtral e os
depédsitos locais pertencem a uma mesma empresa. Na maioria das empresas nesta
- situacao as filiais ou agéncias que controlam os estoques locais tomam suas decisdes
isoladamente, o que nado permite ao distribuidor (normalmente outro orgao da em-
presa) aproveitar os beneficios que uma decisao conjunta poderia proporciomar. Isto,
em geral, ocorre devido as dificuldades operacionais e de comunicacio, e & falta de
ferramentas de apoio a decisao que permitam a consideracio simultanea dos diversos

aspectos do problema.

1.2 Histdérico

Podemos dividir os modelos que tratam o problema de estoque e roteamento de
veiculos em duas classes : os que se preocupam mais com a parte de estoque, conside-
rando os custos de estocagem e a determinacio de politicas de reabastecimento; e os
que se preocupam mais com o problema de roteamento de veiculos, tratande apenas
o reabastecimento e o custo de escassez do produto no cliente. Entre os modelos que
tratam mais detalhadamente o problema de estoque temos :

Burs , Hall, Blumenfeld e Daganzo [8] apresentam uma abordagem analitica
a0 invés da abordagem algoritmica utilizada no restante dos trabalhos discutidos. Sio
analisadas duas estratégias conjuntas para os problemas de transporte e estoque : o
transporte direto ou a utilizagdo de rotas para atender varios clientes (roteamento).
Para o caso de transporte direto, o custo de distribuicio é fixo no cilcule do lote
econdémico no problema de estoque. No caso de roteamento, os clientes sio agrupados
el regices que passam a ser consideradas como um cliente. Sio utilizadas férmulas
aproximadas para avaliar as distancias percorridas dentro da Tegiao.

Federgruen e Zipkin [19] apresentam um modelo para o PERV que considera
demandas estocésticas nos clientes e os custos de estocagem e de escassez do produto

nos clientes. Neste enfoque o tamanho das entregas é uma variavel do modelo, bem
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como as rotas que serao utilizadas para a distribuicdo. O modelo pode ser resolvido
de forma exata através da técnica de decomposicio generalizada de Benders em que
o problema mestre produz uma alocacao de clientes as rotas. Esta alocacéo produz
como subproblemas véarios Problemas do Caixeiro Viajante (PCV) - um para cada
rola - e um problema de alocacio de estoque nio-linear. Eles também apresentam
uma heuristica para realizar trocas de nés entre rotas, utilizando uma aproximacaoc
para o ganho referente ao problema de estoque. Sao apresentados resultados da
heuristica para problemas até 75 nds.

Anily e Federgruen [1], apresentam uma abordagem periédica para determinar
estratégias de reabastecimento dos clientes. Neste problema os clientes sio divididos
em “regiGes” e sempre que um cliente da “regidio” recebe uma entrega, todos dentro
da regiao também recebem. Um cliente pode pertencer a mais de uma regido, neste

caso, cada regido a qual o cliente pertence recebe uma porcentagem da sua demanda.,

A maioria dos trabalhos sobre o PERV na literatura priorizam o problema de ro-
teamento de veiculos. Muitos modelos j4 foram testados em aplicagdes reais como a
distribuicao de propano {Golden et al [27]), o recolhimento de detritos do tratamento
de esgoto {Larson [30]), a distribuicdo de polipropileno (Dror e Ball [15]). Estes mo-
delos, apesar de considerarem a necessidade de reabastecimento dos estoques locais,
nao tratam explicitamente os custos de estocagem. Neles o problema ¢ distribuir {ou
recolher} um produto de forma que este nao falte (exceda) nos estoques locais, sem
considerar a disponibilidade deste nos depésitos centrais.

Em Ball [4] é apresentada uma revisio sobre os modelos e algoritmos para a
resolucéo do PERV. Nesse artigo ele denomina os PERVs como problemas de alocacgio
e roteamento, pois isto s6 deve ser decidida a rota pela qual os clientes serio atendidos,
mas também o dia em que se far4 o atendimento. Ele divide as formulagdes para o

problema de alocagdo e roteamento (aqui, chamado PERV) em trés classes:

(DEV) : Formulagio Dinadmica com quantidades varidveis de entrega. Nessa for-
mulagao os consumidores podem ser atendidos, cada vez, através de uma rota
diferente, dai o uso da palavra dinamica para essa formulagio. A quantidade a
ser entregue a cada consumidor em caso de atendimento é uma das variaveis de
decisdo. Essa formula¢do modela o problema proposto por Bell e outros {6] para

a distribuicdo de gases industriais.



(DEF) : Formula¢ao Dindmica com quantidades fixas de entrega. Nessa formulacio
a demanda dos consumidores varia conforme o periodo de atendimento mas
tem um valor fixo para cada periodo. Isto simplifica o problema em relagao
a formulagao (DVD) mas restringe as possibilidades de distribuicio quando a
capacidade de estoque dos consumidores estd préxima a capacidade do veiculo,
e portanto, cada veiculo pode atender a poucos consumidores. Essa formulacao
modela os problemas propostos por Assad e outros [2, 3], Dror e outros 115,16, 17]
e Golden e outros [27].

(P) : Formulagado Perfodica. Nessa formulacio os consumidores sio atendidos sempre -
utilizando as mesmas rotas. Christofides [11], em 84, foi o primeiro a abordar
o PERV de forma periédica. Em 88, Larson [30] sugere um modelo periédico
para tratar o problema do recolhimento de detritos do tratamento de esgotos.

Seguindo o trabalho de Larson, Webb [36] sugere melhorias sobre este modelo.

O modelo dindmico apresentado por Bell e outros [6] foi aplicado para a distri-
buicao de gases industriais. Nestes problemas o nimero de consumidores atendidos
em cada rota era pequeno, normalmente dois e no maximo quatro. Nestas condigoes
utilizar entregas fixas restringe muito a possibilidade de otimizacdo. Assim, foram u-
tilizadas entregas varidveis que devern suprir o consumidor com quantidades minimas
e maximas durante o periodo de planejamento. O modelo mateméatico utikiza uma
formulacao de parti¢ao de conjuntos (“set partitionning”) e para ser resolvido requer a
enumeracao de todas as combinagdes possivels de rotas. Como o niimero de consumi-
dores atendidos por rota é pequeno cada consumidor estard em um conjunto reduzido
de rotas, e de combinacgées possiveis. No entanto, a dimensio dos problemas tratados,
com centenas de consumidores, produz mesmo assim, problemas com grande ndmero
de combinacoes.

Em Golden e outros [27] é apresentada uma metodologia para a resolugao de um
PERV aplicado a distribuicio de propano. A companhia estudada atendia 110.000
clientes emn 60 distritos, sendo 1500-3000 clientes atendidos por distrito. A resolugdo é
feita para o dia corrente. Sio considerados para atendimento apenas os consumidores
com estoque abaixo de um limite minimo. Para decidir quais consumidores serdo
atendidos é utilizado um algoritmo para a solugio do Problema do Caixeiro Viajante

com Restrigao de Tempo (PCVRT) com um lucro associado a cada cliente. Este lucro
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¢ calculado por uma fungio que cresce nao-linearmente conforme o estoque no cliente
se aproxime de zero. As rotas sio formadas utilizando uma heuristica de Clark e
Wright [14] para o PRV e sdo entao assinaladas aos veiculos através de uma heuristica
de empacotamento {“Packing”). E mostrada uma simulacao do algoritmo para 3

meses que mostra um aumento de 8,4% na quantidade de galdes/hora distribuidos.

Christofides e Beasley [11] apresentam um modelo para resolver o Problema de
Roteamento de Veiculos para um Periodo (PRVP). Nele os clientes devem ser atendi-
dos durante um determinado periodo p. Dentro deste perfodo cada cliente determina
quantas vezes deseja ser atendido e quais as possibilidades de atendimento. Por e-
xemplo, um cliente pode decidir se quer ser atendido 2 vezes na semana, segunda e
quinta ou ter¢a e sexta. Qu pode, simplesmente, ser atendido uma vez em qualquer
dia da semana. O modelo ¢ resolvido utilizando heuristicas, j4 que pela sua comple-
xidade uma solugao exata € impraticével. Sdo apresentadas duas heuristicas para a
resolugao do PRVP que utilizam relaxagdes do problema. Na primeira é utilizada a
relaxacao para o problema das medianas que tem por objetivo minimizar a soma das
distancias entre os consumidores e os centros escolhidos para cada dia. Na segunda,
um problema do caixeiro viajante (PCV) é resolvido para cada dia, ao invés de um

PRV.

Larson [30] apresenta um modelo periédico para o PERV estratégico. O modelo
foi utilizado para avaliar o nimero de barcacas necessarias para recolher os detritos re-
sultantes do tratamento de esgotos na cidade de Nova York. Neste problema é possivel
considerar que estd sendo feita a distribuigio de espacos vazios para os reservatérios.
No seu modelo sdo obtidas rotas atendidas periodicamente. O periodo é determinado
pela capacidade das barcagas e pelo tempo esperado para que os depédsitos das es-
tagdes de tratamento fiquem cheios. Larson apresenta uma heurfstica para resolucao
baseada no algoritmo de “savings” de Clark e Wright [14].

Webb [36], apresenta uma extensio ao modelo de Larson em que s&o introduzidos
dois novos conceitos : perfodo e fase de reabastecimento dos clientes. Nesse modelo,
um conjunto de clientes pode ser atendido por um conjunto de subrotas ac invés de
uma unica rota. O conjunto R, = { 0-1-2-0, 0-1-2-3-0, 0-1-2-0 } mostra uma forma
de atender aos clientes 1,2 e 3 através de 3 subrotas. O periodo determina o intervalo
de atendimento do cliente em mimero de subrotas. O periode dos consumidores 1 e 2

da rota #; € 1 j4 que sao atendidos em todas as subrotas; ja o perfodo do consumidor
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3 € 3 pois ele serd atendido apenas a cada 3 subrotas. A fase é o ndmero de subrotas,
a partir do inicio do conjunto. onde ocorre o primeiro atendimento. A fase dos
consumidores 1 e 2 no exemplo é 1 pois eles sio atendidos na primeira subrota; ja a
fase do consumidor 3 € 2 pois seu primeiro atendimento serd feito na segunda subrota.
Webb mostra resultados comparativos em que o modelo com perfodo e fase apresenta
resultados por volta de 3% melhores que os do modelo simples proposto por Larson.

Dror e Ball [15] propoem um modelo néo periédico que reduz o problema de longo
prazo para o curto prazo. As quantidades que serdo entregues sio fixas para cada
periodo de atendimento. Para este modelo, Dror, Ball e Golden [16] propdem du-
as abordagens heuristicas as quais é adicionada uma fase de atribuicio das rotas aos
veiculos para decidir as rotas atendidas em cada jornada de um veiculo. Essa inclusio
torna o problema semelhante ao modelado por Golden [27], onde um vefculo poderia
atender a mais de uma rota. Na primeira heuristica um Problema de Atribuicao
(Generalizado (PAG) € resolvido utilizando uma linearizacio da funcio objetivo para
encontrar os consumidores atendidos em cada dia, em seguida é resolvido um PRV
para cada dia. A segunda heuristica resolve um problema que é referido como PRV
Muiltiplo (PRVM) que resolve o problema global sem divisio alguma considerando
os aspectos temporais e espaciais simultaneamente. Em ambas as heuristicas depois
de definidas as rotas é utilizada uma heurfstica de empacotamento para encontrar
as rotas atendidas por um veiculo. Sido comparadas as solugbes obtidas pelas duas
heuristicas, e 0 método de Atribuigdo/Roteamento mostrou-se aproximadamente 25%
superior a0 PRVM. Dror e Levy [17] apresentaram duas heuristicas para a melhoria
das solugbes do PERV onde sio utilizadas trocas de nés entre rotas. Uma heuristica
“gulosa” que realiza a melhor troca existente e, outra que realiza diversas trocas si-
multaneamente utilizando um problema de emparelhamento (“matching”) para evitar

que uma troca realizada interfira em outra.

1.3 Escopo do Trabalho

A motivagdo para este trabalho foi a de tratar o problema de distribuigio de medidores
da CPFL. A CPFL é uma empresa de distribuicdo de energia elétrica que atua no
interior de Sao Paulo. A sede da empresa fica em Campinas, e ela possui diversos

distritos no interior. O almoxarifado central da empresa fica em Campinas e faz a
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distribuicdo para os almoxarifados nos distritos.

Inicialmente, o objetivo era estudar a distribuicio apenas dos medidores residen-
ciais, que é feita em separado dos outros materiais. Os medidores sio distribuidos a
partir da sede a aproximadamente 160 seccionais. Os medidores residénciais podem
ser de 3 tipos : mono, bi e trifésicos, sendo que os dois primeiros correspondem a
mais de 90% dos medidores. Atualmente as seccionais sio atendidas através de 4
rotas quinzenais.

Pretendia-se com a utilizagdo de uma abordagem dindmica reduzir o estoque to-
tal de medidores da empresa. Isto seria atingido, principalmente, pela reducao dos
estoques nas seccionais. Através de um atendimento mais rapido caso ocorresse falta
de medidores, as seccionais teriam maior confianga nas entregas e reduziriam seus
estoques de seguranca.

O trabalho apresentado aqui esta relacionado mais diretamente aos trabalhos a-
presentados por Dror, Ball e outros {15, 16, 17]. No capitulo 2 discutiremos as carac-
teristicas do problema e apresentarermos trés modelos matematicos para o problema.
Os dois primeiros modelos sdo equivalentes e foram inspirados nos modelos apresen-
tados por Dror e Ball [15] para o PERV.

Estes modelos reduzem o problema de longo prazo da distribuicéo para o curto pra-
zo através de estimativas dos custos que as decisdes hoje podem acarretar ne futuro
(chamados de custos futuros) . Assim, a antecipagio de uma entrega pode repre-
sentar um ganho ou um custo extra nos periodos subseqiientes, que serdo modelados
através dos custos futuros. O modelo matematico é deterministico e procura através
de estoques de seguranca considerar as caracteristicas estocasticas da demanda nos
consumidores.

O modelo resultante pode ser visto como um problema de roteamento de veiculos
(PRV) em que sdo adicionadas restrigdes para garantir que as entregas sejam feitas
antes que falte produto nos consumidores e, onde existem custos diferentes conforme o
dia do periodo de planejamento no qual o consumidor serd atendido (custos futuros).

O terceiro modelo proposto incorpora também as restrigoes de disponibilidade dos
veiculos, isto €, o tempo que cada veiculo pode ser utilizado para atendimento dos
consumidores. A incorporagio desias restricdes é importante principalmente quando
a frota € utilizada intensamente e cada vefculo tem uma carga de trabalho préxima &

sua disponibilidade.



O terceiro capitulo apresenta duas abordagens utilizadas para resolver o problema.
Em ambas o problema é dividido. Na primeira, resolve-se um problema de atribuicio
para encontrar quais consumidores serao atendidos em cada subperiodo do periodo de
estudo, e a seguir € resolvido um problema de roteamento. Na segunda, a atribuicdo
dos clientes ¢ feita diretamente dos consumidores is rotas para entio resolver um
problema do caixeiro viajante (PCV) para encontrar as rotas efetivas. Estas duas
abordagens foram utilizadas para gerar as solugdes iniciais para os modelos, a partir

das quais foram empregadas heuristicas de melhoria.

Sao apresentadas duas heuristicas de melhoria. Na primeira, baseada na heuristica
de troca de nds, as avaliacbes das inser¢des e retiradas de nds levam em conta otimi-
zagoes locais { Gendreau e outros [22] ). Sido consideradas vérias trocas simultineas.
Para evitar que uma troca afete outras é permitida apenas uma troca de cada vez
em uma dada rota. A segunda heuristica utiliza busca tabu [24, 25] para permitir ao
algoritmo sair dos minimos locais. A abordagem utilizada estd baseada na heurfstica
proposta por Gendreau e outros [23] para o PRV que através de penalizagdes nas
restrigbes nao atendidas, permite ao algoritmo partir de solugdes infactiveis ou pro-
duzi-las durante o processo de busca. A combinacio da heuristica tabu com um
procedimento que utiliza parametros variaveis de penalizacio confere maior flexibi-
lidade ao algoritmo. Isto facilita ainda mais a saida dos minimos locais tornando
bastante reduzida a possibilidade de ciclagem, isto é, que as solugoes obtidas fiquem
se repetindo durante a busca. Permite, também, que uma grande quantidade de

iteracoes seja feita sern grandes riscos de ciclagem.

Para resolver o modelo com restrigdes de disponibilidade dos veiculos foi utilizado
o mesmo método, ja descrito, para a obtencio de da solucio inicial, ao qual foi
acrescentada uma fase para decidir quais as rotas atendidas para cada veiculo. A
solugao inicial obtida desta forma pode nao ser factivel. Isto torna imprescindivel a
utilizagdo de um procedimento de factibilizacéo da solucio. Por isso, fol empregada a

busca tabu com penalidades para, simultaneamente, factibilizar e melhorar a solugéo.

Finalmente, no capitulo 4 sdo apresentados os resultados obtidos. Inicialmente sio
discutidos os pardmetros de geracio dos problemas utilizados para testes do algorit-
mo. Os dados para cada problema teste foram gerados aleatoriamente. A seguir, é
apresentada a metodologia para a comparacao dos resultados obtidos nos testes das

heurfsticas testadas. S&o apresentadas comparagoes do desempenho dos algoritmos
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propostos para obtengdo das solugdes iniciais, bem como dos algoritmos de melho-
ria. Para os algoritmos de melhoria sao apresentados resultados comparativos para
alguns dos parametros utilizados nos testes. Finalmente, sio apresentados os resulta-
dos referentes ao modelo, obtidos através de simulagoes, e a comparacao destes com
os resultados de uma solugées periddicas (Larson 1301 ).

No capitulo 5 discutiremos as conclusdes do trabalho e as propostas de estudos

futuros.



Capitulo 2

Modelo Matematico

O Problema de Estoque e Roteamento de Vefculos (PERV) consiste em encontrar
a melhor forma para distribuir um produto para consumidores com estoques locais
partindo de um depdsito central. Esta distribuicio deve ser feita de forma a evitar
a falta de produto nos consumidores, e minimizar os custos totais de estocagem e
distribuigao. O PERV surge em situagdes onde o distribuidor decide quando e quanto
entregar aos consumidores, ao contrario dos problemas tradicionais de distribuicio em
que a quantidade a ser entregue é decidida pelo cliente e no méximo o distribuidor
pode decidir quando entregar (dentro de um determinado prazo).

Neste trabalho, o modelamento do PERV segue a linha do modelo apresentado
por Dror e Ball [15] que reduz o periodo de planejamento das rotas do longo para o
curto prazo, buscando com isto, reduzir e simplificar o problema além de minimizar os
efeitos da estocasticidade da demanda. Neste modelo os consumidores sio separados
emn dois grupos: os que precisam ser atendidos durante o periodo de planejamento e
os que podem ser atendidos de acordo com a conveniéncia.

Os consumidores que necessitam obrigatoriamente de atendimento sio determina-
dos pela provével falta do produto e geram as restrices de atendimento, enquanto
os que podem ser atendidos de acorde com a conveniéncia, criam as possibilidades de
otimizagao das rotas visando a redugdo dos custos de longo prazo.

O PERV herda as principais caracterfsticas realistas do problema de estoque :
demanda estocdstica e dindmica. Enquanto que o roteamento de veiculos mostra-
se importante do ponto de vista otimizante, isto ¢, na possibilidade de reducao dos

custos,
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Neste capitulo serd discutido um modelo matematico que procura levar em conta,
as caracteristicas do PERV associadas ao problema de estoque e, as possibilidades de
otimizagao fornecidas pelo problema de roteamento de veiculos (PRV).

A seguir, sera discutida a forma pela qual estas caracteristicas sio tratadas no
modelo. Posteriormente, serdo apresentadas as formulacdes matematicas utilizadas

na sua resolucao.

2.1  Caracteristicas do Problema de Estoque

Nos problemas que envolvem estoques, conhecer a demanda futura do produto esto-
cado € fundamental. Essa previsio pode ser feita, por exemplo, utilizando histdricos
da demanda. Mesmo assim, é comum haver variacdes na demanda prevista ao longo
do tempo, pela influéncia exercida por fatores econdmicos, tecnolégicos, entre outros.
Durante o ano existem periodos em que a demanda é mais acenfuada, e outros em
que o consumo € baixo. Esta sazonalidade da demanda depende, é claro, do produto
considerado. Por exemplo, o Natal é um periodo de demanda alta para quase todos
os itens, enquanto no dia das criancas aumenta a venda de brinquedos. A analise dos
problemas que envolvem estoques de produtos é, normalmente, feita a longo prazo
para permitir que a previsao das compras e datas de entrega sejam feitas com ante-
cipagao e, impedir que tomadas de decisdo atuais possam comprometer o futuro. E
comum nestes problemas encontrarmos o ano como periodo de planejamento.

Essa sazonalidade da demanda obriga que, para a utilizacio eficiente dos recursos
da distribuicdo, a solugdo do PERV seja dinamica. A forma de atender os consumi-
dores deve variar durante o anoc de acordo com a demanda, para aproveitar da melhor
forma possivel os veiculos e estoques locais dos consumidores.

Mesmo considerando a sazonalidade e realizando uma boa previsdo sobre a evo-
lugao da demanda, nao é possivel saber de anteméo qual sera o consumo exato a cada
semana ou dia do ano. Quanto mais distante for o periodo considerado, maior é a
probabilidade de erro na previsio. Isto dd ao problema uma caracteristica estocistica.

Estes dois fatores levaram & opgio pelo modelo proposto por Dror e Ball [15], onde
o planejamento das rotas € feito para um perfodo curto no qual cada consumidor é
atendido no méximo uma vez. Isto possibilita uma melhor estimativa das demandas

no periodo e a alteracio das rotas usadas para atender os consumnidores durante o
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ano. Evita ainda que imprecisbes na previsdo da demanda sejam acumuladas, além

de reduzir o tamanho e a complexidade do problema.

2.2  Periodo de Entrega

O pericdo minimo de planejamento de uma rota é chamado periodo de entrega {(PE).
A definigao do PE determina também o comprimento maximo de uma rota, viste que
todos os veiculos devem retornar ao distribuidor até o final do PE. Também devemos
considerar a possibilidade de que num PE, um mesmo veiculo possa realizar mais de
uma viagem (rota).

Quanto maior o PE, mais longas poderdo ser as rotas executadas e maior a fle-
xibilidade na designa«;éé das rotas aos veiculos disponiveis. Aumentam assim, as
alternativas de otimizagéo da solugio. Outra questdo envolvida na definicio do PE
diz respeito a quantidade de produto entregue. Sempre que um consumidor é aten-
dido, seu estoque € reposto ao nivel miximo. A quantidade de produto que sers
entregue a cada consumidor é estimada para cada PE ¢ é fixa dentro dele. No en-
tanto, durante o PE pode ocorrer consumo do produto, o que acarreta uma diferenca
entre a quantidade real necessria no consumidor, no inicio e fim do PE. Quanto
maior o PE, maior serd esta diferenca e, portanto, ha um aumento na imprecisao da
estimativa da quantidade que deverd ser entregue.

Ha casos em que o perfodo de entrega pode ser determinado pela prépria forma de
operagao do distribuidor, Por exemplo, se o distribuidor exige que todos os vefculos
retornem ao final do dia, o perfodo podera ser no méaximo de 1 dia {ou 8 horas}; outra
opgao seria um PE de 1/2 dia. O PE mais natural em problemas que nio envolvam
grandes distancias é de 1 dia.

O tamanho do PE pode, dependendo do problema modelado, ser difici} de calcular.
Estes casos, exigem uma ponderaciao cuidadosa que devem levar em conta os fatores
de otimizagao e precisdo na estimativa da quantidade entregue. Estas situacdes sio
comuns, principalmente quando a drea de atuacio do distribuidor é grande ( maior que
300 km de raio, por exemplo), onde as rotas dificilmente poderio ser percorridas num
unico dia. Isto inviabiliza a utilizagao de 1 dia como PE. Nestes casos, dependendo
da necessidade de precisio na estimativa da quantidade entregue, o PE podera ser de

2 dias até 1 semana (5 dias).

12



! i 1
! 1 1
1 1 1
i i !
- | 1L 1L H it } {
Veiculo 1 | .- %:E v R :; re ;
! i i
, | | T | 1 P
Veiculo 2 s ) i Ro ! :| R4 | :c R7 | :
3 3 ]
| i i

PE 1 PE 2 ' PE 3
]

PO

Figura 2.1: Solugdo Temporal do PERV

2.3 Periodo Operacional

O perfodo em que as rotas sdo planejadas é chamado de periodo operacional (PO).
Cada periodo operacional deve englobar um numero inteiro de PEs. A escolha do
tamanho do PO sofre o efeito de limitagdes impostas pelo modelo adotado e deve

levar em conta as caracteristicas operacionais da distribuicio.

Como no caso do PE, um perfodo operacional maior permite uma maior otimizacio
das rotas, visto que um maior nimero de consumidores seréd considerado, mas em
contrapartida, ha um aumento no tamanho do problema. Além disso, maiores serio
os erros acumulados devido a aleatoriedade da demanda e, portanto, maior serd a
proba’bilidade de mudangas nas rotas devido & escassez antecipada de produto nos

consumidores.

A utilizagdo de um PO curto possibilita a reducdo na imprecisio e no tamanho do
problema, além de uma simplificagio do modelo (que impoe uma limitacdo) : durante
um periodo operacional cada consumidor serd atendido no maximo 1 vez. A limitacao
imposta € que o PO ndo pode ser maior que o tempo de duracio do estoque local
de cada consumidor, pois desta forma um consumidor poderia necessitar de dois ou

maits reabastecimentos durante o PO.

A figura 2.1 ilustra a execugdo no tempo de uma solugio para o PERV utilizando
2 veiculos. O PO é composto por 3 PEs cuja duracio é de | dia. Em cada PE, cada
veiculo pode executar qualquer nimero de rotas desde que estas iniciem e terminem
durante o PE.
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Abordagens Operacionais

Na operacionalizagdo do modelo existem varias abordagens possiveis entre elas :
P 3

e Planejamento Rigoroso : as rotas planejadas sio seguidas a risca; caso algum
consumidor tenha de ser atendido adiantadamente devido & escassez, ele € reti-

rado da rota.

® Planejamento Corretivo : Possibilitar alteracées das rotas durante o PO caso

ocorram imprevistos, como escassez nos consumidores, caminhio guebrado.

¢ Planejamento Encadeado : Utilizar um PO maior que o que sera efetivamente
utilizado. Por exemplo, um PO de 7 dias em que apenas os 5 primeiros sao

utilizados, apés os quais um novo planejamento é realizado.

Vale a pena observar que caracteristicas operacionais podem determinar grandes
alteragdes no problema geral. Por exemplo, o distribuidor poderia receber dos consu-
midores ao final de um PO informacdes precisas sobre a situacdo do estoque local e
sobre a demanda para cada PE no préximo PO. O problema de curto prazo deixaria de
ser estocastico e passaria a ser determinfstico, visto que a demanda nos consurnidores
esta garantida. Porém, isto nao implica que o problema de longo prazo seja deter-
ministico, pois pode ser impossivel prever a demanda para os periodos operacionais

subseqiientes.

2.4 Custo Futuro

O custo futuro modela os efeitos da solucio obtida para o PO a longo prazo. No
modelo, o custo futuro refere-se & situacio dos estoques ao final do PO estudado.
Este custo é originado por entregas feitas antes da data limite para a entrega (PE
critico), e € calculado em fungio do estoque esperado em cada PE. Sempre que uma
entrega € feita, o estoque do consumidor atendido é reposto.

Em funcdo da situagio em que o consumidor estd sendo considerade no PO, a
entrega antecipada pode representar um ganho ou custo no futuro. Caso o consumidor
necessite ser atendido no PO corrente, isto é, seu PE critico ocorre durante o PO,
uma entrega antecipada implicard numa menor quantidade de produto entregue e,

portanto, ao final do PO haverd uma menor quantidade de produto no consumidor e
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mais entregas poderao ser necessarias no futuro. Por outro lado, se um consumidor
que nao necessita de entrega no PO corrente receber o produto, ao final do PO
haverd maior quantidade de produto no estoque e, no futuro, serdo necessirias menos
entregas, o que representara um ganho. Neste dltimo caso, haverd um custo para
realizar a entrega (nao necessiria) no PO corrente, e portanto, do compromisso entre
o custo desta entrega e o ganho futuro estimado ¢ que se avaliard a conveniéncia da

entrega.

Atendimento Obrigatério

Neste caso, estao os consumidores que necessitam de atendimento durante o PO
(conjunto M), isto €, o prazo limite para a entrega (PE critico) destes consumidores
esta dentro do PO. A antecipagdo da entrega para um consumidor em ¢ € M produz
ao final do PO, uma “quantidade néo entregue” resultante da diferenca entre a melhor
entrega (capacidade total do estoque) e a entrega realizada. Esta “quantidade nio
entregue” ¢ igual ao estoque existente no consumidor (ee;} no PE j da entrega. O
custo futuro é obtido multiplicando-se o custo estimado para realizar uma entrega
ao consumidor i (b} pela rélagéo da “quantidade nio entregue” e da capacidade de
estoque. A figura 2.2 mostra a situacéo do estoque de um consumidor, cujo PE critico
€ 3. Se a entrega fosse realizada neste PE, o estoque ao final do PO seria o indicado
por ga. Caso o atendimento fosse antecipado para o infcio do PO atual (PE 1), o
estoque ao final do PO seria ¢,. A diferenca entre g3 e ¢; é igual ao estoque existente
ne n6 ¢ no PE 1. O custo futurc para uma entrega no PE j pode ser determinado

assim :

cij = e;j b (2.1)

onde :

¢;; + Custo futuro para atender o né 7 no PE ;.
e¢;; : Estoque esperado do né i no PE j.

T; : Capacidade de estoque do né 1.

b; : Custo estimado para atender o né 1.
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Figura 2.2: Atendimento antecipado em M

Atendimento Facultativo

Nos consumidores que podem vir a ser atendidos durante o PO (Conjunto M), o
ganho esperado para uma entrega antecipada ¢ caleulado multiplicando-se o custo de
atendimento pela relagao entre a quantidade entregue e a capacacidade de estoque. A
figura 2.3 mostra a situagdo do estoque de um né i em M. Caso ele nio seja atendido,
seu estoque ao final do PO serd ¢, e se o atendimento for feito no PE 4 seu estoque
serd gs. A diferenca ¢4 — g, € a quantidade entregue e representa o ganho faturo da

entrega. O custo futuro (negativo), neste caso fica :

Cij = —

T; — eey;
T b; (2.2}
E importante observar que o custo de entrega b; utilizado no calculo dos custos
futuros nao é obvio para este modelo, visto que os nés podem ser atendidos cada vez
por uma rota diferente. Isto é complicado ainda mais pelo fato do custo b, também
influenciar na politica de entregas e assim, indiretamente, no préprio custo b;.
Em situages praticas a demanda prevista para cada PE é constante. Para estes
casos, considerando a demanda do consumidor 7 constante e igual a y; e a situacio

inicial do estoque como ee;q, temos as seguintes férmulas didrias para o custo futuro :

Conjunto M c.ij' = @;—;{i{&- (2.3)
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Figura 2.3: Atendimento antecipado em M

= 1; — eey iJ
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2.5 Estoque de Seguranca

O PERV ¢, em geral, estocdstico. Isto é, nio permite prever com precisao quando o
estoque local de um consumidor ird terminar ou quanto sera necessirio para completar
o seu estoque quando ocorrer o reabastecimento.

Se fosse utilizado um modelo rigoroso para resolver o problema, seria necessario
utilizar varidveis aleatérias para representar a demanda dos consumidores em cada
unidade de tempo (PE) e, a otimizacio deveria ser feita através da, minimizacio do
custo esperado. Isto seria computacionalmente invigvel para problemas praticos.

Desta forma, optou-se pela utilizagio de estoques de seguranga na determinacio
do PE limite para atendimento (PE critico) e, de capacidades ficticias nos caminhées
para reduzir a possibilidade da carga no caminhio ser insuficiente para atender todos
os consumidores na rota.

A abordagem que foi adotada para o estoque de seguranca e as demonstragdes no
apéndice A seguem aquelas apresentadas por Dror e Ball [15]. Nas equagdes a seguir
o indice dos consumidores serd omitido por simplificagdo. Considerando as demandas

{r¢) como varidveis aleatérias com média #, varidncia o e funciio acumulada de
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distribuicao F(r;), temos que a demanda do consumidor durante ¢ dias serd :

t
Re= 3 r; (2.5)
i=1
A probabilidade de que o estoque do cliente se esgote no PE ¢ (Ps(t)) é dado por :

Ps(t) = Prob{Estoque do né terminar no PE t, caso nao
 haja entrega anterior]
= Prob[R;.1 < Ey < R)]
= Prob{R:_; < Ey] — Prob{R, < E]
= FUN(Ey) — FO(Ey)

onde :
Ey : Estoque inicial do consumidor.

FE(E)Y : K-ésima convolugao da funcéo F.

Se a unica forma de conhecer a situagio do estoque de um consumidor for visitando-
o (realizando a entrega), o estoque inicial do consumidor Ej serd a capacidade de
estoque 7. Caso haja uma forma de conhecer a demanda ap6s uma reposicao de
estoque, esta informagao pode ser usada para reduzir o estoque de seguranca.

O custo esperado para uma entrega no PE ¢, caso nio Laja escassez antes, serd
a soma do custo estimado para uma entrega (b) com o custo futuro ¢ calculado
segundo (2.3). No caso da escassez do produto ocorrer antes do PE t, digamos no dia
J, teremos o custo relativo a uma entrega emergencial S! acrescido ao custo futuro
¢;. Para cada PE até o dia j antes de ¢, devemos multiplicar o custo (S + ¢;) pela
prebabilidade de que ocorra escassez no PE j { P,(j) ). Abaixo, é mostrada a férmula

para o calculo do custo esperado :

i—1

CE()=3 PS5 +¢)+ (1 ~—ZP5 } (b+ ;) (2.6)

i=1

O fator (1 — 3i_, Ps(7)) ¢ a probabilidade que nio ocorra escassez até o PE £,
Como o obgetlvo do problema é entregar ao menor custo possivel, uma entrega

“deveria ser feita no ponto de minimo ¢* da funcdo (2.6). Se a funcio CE(t) for

1A S pode ser somado o custo de insatisfagio do cliente.
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Figura 2.4: Custo Esperado

convexa, podemos garantir que as entregas posteriores a #* serao progressivamente
piores. Portanto, nesta situagdo faz sentido que o estoque de seguranga £S5 seja
a quantidade esperada no PE ¢*. Neste caso, deve ser feita uma entrega quando o
estoque do consumidor ficar abaixo de £S. O estoque de seguranca pode ser calculado

COINo

ES = FEy— ut* (2.7)
o= mtin{CE(t) 1<t < %9}

A tungao CL(t) é estritamente convexa, caso P,({ + 1) > F,(t}). Esta condigio é
satisfeita para uma distribuicdo normal de demanda. No apéndice A sdo mostradas
as demonstragdes feitas por Dror e Ball {15] para as condicdes descritas acima. A
figura 2.4 mostra o grafico da funcio CE(t) para uma distribuicio normal.

Em situagoes reais ndo existe demanda negativa, o que pode ocorrer em uma dis-
tribuicdo normal. Neste caso, o mais certo é utilizar-se uma distribui¢do normal
truncada. Se o desvio padrao da demanda no PE estiver longe da média, a probabili-
dade de ocorréncia de uma demanda negativa é pequena e pode-se desprezar o efeito

das solugoes negativas.

2.5.1 Capacidade dos Veiculos

Além dos estoques de seguranca para os consumidores, € necessario considerar que a

capacidade do veiculo pode ser insuficiente, pois caso as demandas dos consumidores
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atendidos numa rota sejam maiores que as estimadas, faltard produto para suprir
o restante dos consumidores da rota. Para resolver este problema serd utilizada a
abordagem de Stewart e Golden [35] que utiliza capacidades artificiais reduzidas para
garantir que a probabilidade de falha (veiculo sem produto antes do final} na rota
seja pequena. A reducio na capacidade do veiculo permite que haja uma sobra. Esta

sobra serd utilizada caso as demandas nos consumidores sejam maiores que a média
esperada, para reduzir a possibilidade de um ou mais consumidores na rota nio serem

atendidos.

2.6 Formulagoes para o Problema

Existemn varias formulagdes possiveis para o PERV. Aqui serdo discutidas duas for-
mulacoes equivalentes propostas por Dror e Ball. Uma tem por base o Problema de
Roteamento de Veiculos (PRV) e outra o Problema do Caixeiro Viajante (PCV). Sera
também apresentada uma terceira formulagio que permite incorporar restrigdes sobre

a utilizagao dos veiculos na execucio das rotas.

O problema pode ser modelado como um grafo nio orientado, onde os consumi-
dores representam os nés e os caminhos entre eles sio as arestas. Cada né do grafo
tem atributos como a demanda, a capacidade de estocagem local, localizacio, eic. Os
arcos, por sua vez, ligam dois nés (consumidores} z e y e sio representados por um
par ordenado (z,y), podendo ter atributos como disténcia e duracio do trajeto entre
z e y. No nosso caso, o problema considerado ¢ simétrico, isto é, (z.y) = (w,z), e a

duracdo das viagens é proporcional & distdncia entre os nés.

As formulagdes a seguir consideram o problema deterministico. O tratamento da
aleatoriedade da demanda é feito previamente. Primeiro através da definicéo dos PEs
criticos, que por sua vez devem levar em conta os estoques de seguranca discutidos na
secao anterior. K também, utilizando capacidades ficticias reduzidas para os veiculos,
o que reduz o risco de que falte produto durante a entrega. Também pode ser feito,
a posteriori, um tratamento estocdstice nas rotas obtidas, visando reduzir o custo
esperado de entrega. As rotas podem ser refeitas levando em conta as distribuicoes

de demanda nos clientes como discutido por Dror e outros [18].
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2.6.1 Formulacao baseada no PRV

Nesta formulagao, o PRV ¢ utilizado como subproblema. Ao PERV cabe “escolher”
o melhor conjunto de nés para cada PE, cujo custo de roteamento é avaliado pelo
PRV. As restri¢bes relativas as rotas ficam no PRV, enquanto as restrigdes relativas
aos dias limites de entrega ficam no PERV. O objetivo é a minimizacao do custo total
presente e futuro.

Esta formulagio serd utilizada também, na obtencio de uma solugdo inicial para o
problema, como serd discutido no préximo capitulo. O PERV é modelado como um

Problema de Atribuigio Generalizado (PAG) com funcao objetivo néo linear.

Min % {PR‘/_;(SJ) + icijﬂfi‘j} (28)

i=1 i=1
Sujeito a :
t
Say = 1 para todo ¢ € M. (2.9)
=1
W .
Yz < 1 para todo 1 € M. (2.10)
=
thjxg < QT para _} = 1., 2, . W. (211)
gzl
S;= {i:zy;=1} paraj =12 W (2.12)
zi; € {0,1} para todo 1, 7. (2.13)
Onde :

M : Conjunto dos nés que devem ser atendidos no PO.

M : Conjunto dos nés que podem ser atendidos durante o PO.
m : nimero total de nds considerados (M U M).

¢;; + Custo futuro caso o né i seja atendido no PE 7

S; + Conjunto dos nés atendidos no PE ;.

t; + PE critico do né 1.
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PRV;(S) : Custo do roteamento dos clientes em S de acordo com as demandas destes
no PE j.

W . Numero de PEs do periodo operacional.
QT : Capacidade de entrega do distribuidor em cada PE.

qu: : Quantidade a ser entregue caso o né ¢ seja atendido no PE j.

{ 1 se omnd ¢ for atendido no PE j.
Ty =

0 caso contrario.

A fungao objetivo (2.8) procura minimizar os custos de distribuigdo no perfodo
operacional corrente PRV;(S;) e os custos futuros, escolhendo os melhores conjuntos
S;. As restrigbes (2.9) garantem que todo 1né ¢ em M seja atendido uma tinica vez
até seu PE critico ¢;, e (2.10) garante que cada né em M pode ser atendido no
maximo uma vez. As restricdes (2.11) garantem que a capacidade de atendimento da
frota de veiculos seja respeitada. Estas restricbes poderiam estar localizadas apenas
no PREV. Nesse caso, o custo PRV;(5;) seria infinito se ndo houvesse capacidade
suficiente para atender ;. Porém, elas foram adicionadas ao PERY porque na fase
de resolucao serd feita uma simplificacdo da fungio objetivo que impede a utilizacao
do PRV para limitar o atendimento. As restricées (2.12) definem o conjunto de nds

que serd roteado em cada PE.

Modelo para o Problema de Roteamento de Veiculos (PRV)

No modelo classico do PRV o objetivo é distribuir um produto partindo de um
depésito, utilizando veiculos com capacidades limitadas, a um conjunto § de con-
sumidores com demandas conhecidas. O modelo para o PRV que apresentaremos
a seguir € bastante simples, com restri¢des apenas sobre a capacidade dos veiculos.
Existem modelos mais sofisticados que incorporam restrigdes para o comprimento das
rotas e Janelas de tempo para o atendimento de cada né. Porém, no modelo adotado
estas sofisticagdes ndo sio incluidas. No caso da obtenc¢do de uma solucdo inicial

pode-se inclusive dizer que sio desnecessdrias.

O modelo matematico para o PRV pode ser definido como :
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NR
PRV(S) = Min 3 PCV(S) (2.14)

k=1
Sujeito a :
NR
Z Tip = 1 para: € 5. (215)
k=1 7
> gira < RV parak=1,2.... ,NR. {2.16)
€5
Sp= {i:zg =1} parak=12 . NR (217
Tip € {0,1} para todo 1, k. (2.18)
Onde :

PCV(Sk) : Custo da Solugdo do Problema do Caixeiro Viajante para a rota Sk.
NE : Namero de rotas.

QV : Capacidade de carga do Veiculo.

g; » Quantidade a ser entregue ao né i.

S : Conjunto dos nés que devem ser roteados.

Si : Conjunto dos nés atendidos através da rota k.

{ 1 se o no: for atendido pelo veiculo k.
Tig =

0  casc contrario.

Problema do Caixeiro Viajante

O PCV ¢é um dos problemas mais estudados em Otimizagio Combinatéria. Definido
um grafo G =(V, A)emque V = {v;, v,,... ,VUm} €0 conjuntodendse A = {(vi,v;) -
vi,v; € V} é o conjunto de arcos, com custo nio negativo ¢;;, o objetivo do PCV é
encontrar o circuito que passa por todos os nds ao menor custo possivel.

Existem diversas formulagdes matemaéticas para o PCV. A principal diferenca entre
elas esta nas restri¢oes para a eliminacao de sub-circuitos que nao passam por todos
os nds. Nao apresentaremos nenhuma destas formulagbes para o PCV, jd que, na
resolugao serao utilizadas heuristicas que nao fazem uso da formulacdo matemdtica

do problema.
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2.6.2 Formulagao baseada no PCV

Esta formulagdo também supde um modelo de atribuicéo, mas neste caso, a atribuigao
¢ feita diretamente dos nds as rotas. O dia de entrega fica definido pela. solucio
encontrada pela atribuicao dos nés as rotas, visto que, cada rota k estd prevista para
ser executada em um PE especifico 6. ‘O ndmero de rotas que serio percorridas em
cada PE deve ser definido previamente e pode ser um multiplo do nimero de veiculos

disponivel para executar as rotas. A seguir é apresentada a formulacao

NR mn
Min Y {PC‘V(S’;;) + Zcﬁkl’;’k} {2.19)

k=1 1=1
Sujeito a :
N zy = 1 para todo 1 € M. {(2.20)
kew;
NR L
ngk < 1 para todo i € M. {2.21)
k=i
> qsra < QV para k=1,2,... ,NR. (2.22)
=1
Sp= {itxpx=1} parak=12,... NR. {2.23)
Ty € {0,1} . para todo i, k. (2.24)
Onde :

8+ PE em que a rota k é percorrida.

ci; « Custo futuro caso o né ¢ seja atendido no PE ;.

Sk : Conjunto dos nds atendidos pela rota k.

v; : rotas percorridas até o PE critico do né 1.

PCV(5) : Custo da Solugio do Problema do Caixeiro Viajante para o conjunto S.
N R : Nidmero de rotas do periodo operacional.

@V : Capacidade de carga do veiculo.

¢i; » Quantidade que serd entregue caso o 16 7 seja atendido no PE j-
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M, M : Conjunto dos nés que devern e que podem vir a ser atendidos durante o PO,

respectivamente,

{ 1 se o noé i for atendido pela rota k.
i —

{0 caso contrario.

As diferengas desta formulagdo para a anterior (2.8) - (2.13) estdo na funcio obje-
tivo que ao invés de contemplar a soma dos custos dos PRVs contempla o custo das
rotas pelo PCV. As restri¢coes também sao semelhantes mas. na restricdo de capaci-
dade ¢ utilizada a capacidade do veiculo ao invés da capacidade total de entrega para
o PE. Esta capacidade pode ser a capacidade real ou uma capacidade ajustada.

Nesta formulagao o problema principal (2.19) - (2.24) tem maior controle sobre
o problema, pois a rota utilizada para atender o consumidor é decidida por ele, ao
contrario da formulagao anterior que s6 decide o PE para a entrega. O problema, pode
ser resolvido utilizando uma abordagem semelhante a de Fisher e Jaikumar i21] com
o acréscimo dos custos futuros. A resolucac do problema empregando esta formuiégéo

sera discutida ne capitulo 3.

2.6.3 Formulacao Veiculo-Rota

Nesta formulagdo, ac contrério das anteriores, veiculos e rotas tém significados distin-
tos. Na prdtica um veiculo pode percorrer mais de uma rota no mesmo PE, desde que
haja tempo suficiente. Nas formulacées anteriores este fato nao era contemplado no
modelo de otimizacio. E claro que a partir das solugbes propostas o operador poderia
utilizar um veiculo para atender mais de uma rota. Na aplicacio de seu modelo na
distribuigdo de polipropileno Dror e Ball [15] reportam que as rotas obtidas poderiam
- “sern grandes esfogos” - ser agrupadas permitindo que um veiculo atendesse duas
ou trés rotas.

Este fato parece razodvel se as quantidades entregues aos consumidores nio fo-
rem demasiadamente diferentes e, nio existiremm “clusters” de consumidores muito
distantes da garagem. Caso um destes fatos ocorra, as rotas obtidas podem ter com-
primentos muito diferentes, tornando dificil a avaliagio do mimero de rotas que um
veiculo pode atender. Desta forma, é sugerido um modelo onde, além da atribuicio

dos consumidores as rotas (formulacio PCV), também é contemplada a atribuicio
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das rotas aos veiculos. Esta formulagao de dupla atribuicio estd descrita matemati-

camente a seguir :

Min Z

Sujeito a :

day =

kEy;
NR
Yoz <
k=1
M
> qis,air <
i=1

Z Yr =

£€V5k

R
: TPCV(Sk)yM _<_
k=1

Sg =

Yl T35 &

Onde :

QV

Tarax
{Z cdgp = E}
{0,1}

6, + PE em que a rota k é percorrida.

{PCV(S;C) +3 @ 5,‘3?1'::}
=1

para todo 1 € M.

para todo i € M.

para k=1,2,...,NR.

para k=1,2,....NR.

paral=1,2,... , NV

para k =1,2,...,NK.

para todo ¢,k

¢ij » Custo futuro caso o né 7 seja atendido no PE j.

(2.25)

(2.26)

(2.27)

{2.28)

(2.29)

M, M : Conjunto dos nés que devem e que podem vir a ser atendidos durante o PO,

respectivamente.

N R : Numero maximo de rotas para o PO,

NV : Nimero total de vefculos para o PO. (Veiculos disponiveis por dia multiplicado

pelo nimero de PEs).

PCV{E} : Custo da Solugao do Problema do Caixeiro Viajante para o conjunto S.

¢V : Capacidade de carga do veiculo (frota homogénea).

qij * Quantidade a ser entregue caso o né 7 seja atendido no PE 7.
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R, : Conjunto das rotas atendidas no dia em que o veiculo I serd empregadio,
Sy : Conjunto dos nos atendidos pela rota k.

TPCV(S) : Tempo de duragio da rota obtida pelo PCV(S).

Tarax : Tempo Disponivel de cada veiculo durante o PE.

v; : rotas percorridas até o PE critico do né i.

V; + Veiculos disponiveis no PE j.

1 seond for atendido pela rota %.
Lk = ;o
0  caso contrario.

1 se arota k for atendido pelo veiculo .
YR = 0 caso contrario.

Esta formulagdo é formada basicamente pela formulacio PCV (2.19)-(2.24) acres-
cida das restricdes (2.29) e (2.30), que garantem que uma rota seja atribuida a um
unico veiculo e, que a soma das duracdes das rotas nao exceda o tempo disponivel de
cada veiculo.

O maior realismo desta formulacio, tem como contrapartida, uma complexidade
maior para encontrar a sohigao 6tima e, dependendo do problema, mesmo uma solugao
factivel. Na resolugdo desta formulagao foi empregada uma heuristica de busca tabu
que utiliza penalidades para permitir que se parta de uma solucgio inicial infactivel.
Desta forma, ac mesmo tempo busca-se uma solugéo factivel e melhora-se a solucdo
de partida. Salientamos que a formulacio veiculo rota é uma contribuigao original

desta tese.

2.7 Custo de Entrega

Um dos dados necessarios para efetuar o caleulo dos custos futuros é o custo de
entrega b;. Este custo seria relativamente simples de ser calculado em problemas
onde as rotas sdo fixas, isto é, um né € atendido utilizando-se uma tnica rota. Para
este caso poderia ser utilizado, como estimativa razogvel para o custo marginal, o

valor :
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b= PCV(S) — PCV(S — i) (2.33)

Para ser preciso, poderiamos utilizar :

b, = PRV(S) — PRV (S —i) (2.34)

Para compactibilizar este custo com o custo de atendimento real multiplicaremos o
custo marginal pela razdo entre o custo total (PRV(S)) e a soma dos custos marginais
(Bs = Tjes by). Desta forma temos que:

, PRV (S
s PRVS)
B,

Utilizar a equacdo (2.35), sem diivida, requer um um elevado tempo computacional,

(2.35)

podendo ser necessario ainda, empregar heuristicas na resolucdo. Mas, o importante
neste caso, é que existe um meio de obter um &, com uma precisao razoavel,

No caso do PERV, como j4 foi discutido no item 2.4, um né pode ser atendido cada
vez por uma rota diferente. Além disso, o préprio custo de atendimento influencia
a solugao e portanto o custo de entrega. Assim, calcular este custo com exatidio &
impossivel, e mesmo uma estimativa razodvel torna-se uma tarefa complexa.

Dror e Ball [15] sugerem uma forma de calcular o custo de entrega que utiliza
algumas rotas “boas”, procurando repartir seus custos de forma Justa entre os nos.
Estas rotas “boas” podem ser obtidas de um histérico ou de um conjunto de nés
pProximos.

Aqui, sugerimos uma férmula para avaliar o custo baseado nas distincias do né
¢ ao depdsito central (di) e a um conjunto de nés préximos, e na capacidade de

estoque. Esta férmula utiliza trés parametros :

« : Multiplicador de distncia para os nés mais préximos; seu valor ¢ menor que 1.

A : Porcentagem minima de participacio da distancia do 16 i ao depdsito represen-

tada por dy.

N Namerc de vizinhos considerados na andlise.

Nesta formula, # representa um seguro contra a falta de produto no consumidor,

que poderia ocasionar uma viagem direta. A ponderacio da importancia da distancia
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direta € {eita segundo a capacidade de estocagem do consumidor, que é a maior entrega
possivel. As distancias para os nés mais proximos teram maior importincia. Uma
poténcia o’ representa a participacio do j-ésimo né mais préximo na composicao do

custo. A férmula para o cdlculo estd apresentada a seguir :

b,’ = min(?dig, pidig + (1 - p,') * dpgm) (236)
onde :
N d: ora(yQd
dpy, = o=l - 2;” (2.37)
=1
pi = maz(l,f+ —% (2.38)

ord;(j) = j-ésimo elemento da lista de nés em ordem crescente de distincia ao né

@) = Capacidade de carga do veiculo.

e; = Capacidade de estoque do né 1.

Os valores utilizados para o pardmetro a situam-se entre 95 e 97%, para  foi
utilizado entre 5% e 10%, finalmente, para o valor de N utilizamos entre 5% e 10%
do numero total de nés do problema. Para avaliar melhor os pardmetros pode ser feita

uma simulacdo para diferentes valores. Esta simulacio serd discutida no capitulo 4.
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Capitulo 3

Técnicas de Resolucao

Neste capitulo serao discutidas as técnicas e algoritmos empregados para a resolucio
do PERV. Esta demonstrado que o PRV pertence a classe dos problemas NP-hard
[32]. Como o PERV tem o PRV como caso particular, ¢ altamente improvavel que
seja proposto um meétodo exato capaz de resolvé-lo em tempo polinomial. Por este
motivo optou-se por algoritmos aproximados. Isto se justifica pela grande dimensio
dos problemas reais de estoque e roteamento o que inviabiliza o uso das técnicas
exatas. A seguir serd detalhado o enfoque heurfstico utilizado.

A metodologia de resolugao do problema est4 mostrada na figura 3. Primeiro serd
feita uma relaxagio do problema para obter uma solugéo inicial. Para as formulacdes
baseadas no PRV e no PCV a relaxacio é simplesmente uma linearizacio da funcéo
objetivo e as solugdes iniciais sao factiveis. No caso da formulacio Vejculo-Rota, além
da linearizacao da funcao objetivo também serao relaxadas as restrigdes de atribuicao
das rotas aos veiculos, e portanto a solucio inicial pode ser infactivel. Em seguida,
serao utilizadas heurfsticas de trocas de nés para melhorar a solucdo inicial. Estas
trocas podem ser realizadas uma de cada vez, ou em blocos. No caso da solugao inicial
ser infactivel € aplicada uma heuristica de busca tabu com penalidades que procura,

a0 mesmo tempo, encontrar uma solugdo factivel e melhorar a solucio.

3.1 Solucac Inicial

A solugdo inicial serd obtida resolvendo-se um modelo de Atribuicdo Generalizado

gerado a partir das formulacoes PRV e PCV do Capitulo 2. Para tanto, faz-se uma
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Formulagao

Relaxacao

r

Sol. Inicial

Heuristica de Melhoria

Solucao Final

Figura 3: Metodologia de Resolucao.

aproximagao linear da fungéo objetivo. Na formulagéo PRV a parte referente ao custo
de roteamento é eliminada, e considera-se apenas o custo futuro. Na formulacao PCV,
além do custo futuro serd utilizada uma semente para cada rota, a partir da qual sera
feita uma aproximacdo do custo de atendimento do né. Isto garante o respeito as

restrigbes de capacidade do problema, e portanto, & factibilidade das solugbes.

3.1.1  Solugao inicial pela formulacio PRV

A solucéo inicial é obtida pela linearizacio da funcio objetivo da formulacio PRV
(2.8)-(2.13) do PERV mostrada no capitulo anterior. E muito dificil fazer uma esti-
mativa da contribuigio do PRV (S;) na funcio objetivo (2.8}, pois nao se pode prever
por onde as rotas passarao em cada PE. Assim, esse termo serd desprezado, s res-
tando o custo futuro esperado do PE. Nestas condigdes, fica considerado apenas o
aspecto temporal - quando entregar ? - do problema.

Para tornar a formulacao mais aderente ao modelo de Atribuicdo Generalizado foi

introduzido um PE adicional ao final do PO corrente que seré utilizado para atribuir
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os consurmidores em M que nao forem atendidos durante o PQ. Os custos fuiuros
dos n6s cw41y; para os nds 1 € M serd 0, pois nao ha ganho ou perda se estes nés
nao forem atendidos. Para os nés ¢ € M os custos futuros serdo infinitos para os
PEs posteriores ao PE critico, isto é ¢;; = 0o para j > t;. Desta forma, as restricoes
{2.9) e (2.10) podem ser reescritas em um tnico grupo de restricdes de atribuicao

(3.3). A formulagdo obtida estd mostrada a seguir como um modelo de Atribuicao

Generalizado :
Wi+l m .
M'zn z Zcijl‘ij (31)
=1 =i
Sujeito a :
gz < QT paraj=1,2,... W41 (3.2)
i=1
W1
Say= 1 parai=12....m (3.3)
j=1
z;; € {0,1} para todo ¢, . (3.4}
Onde :

ci; + Custo futuro caso o né 7 seja atendido no PE j. Para os nés em M o custo
futuro de atendimento fora do PO ¢ 0. E nos nés em M o custo do atendimento

apos t; é infinito.
m : Ntmero de nés em M U M.

M,M : Conjunto dos nds que devem e podem vir a ser atendidos durante o PO,

respectivamente.

QT : Capacidade méxima de distribuicio em cada PE. Ntmero de rotas previstas

multiplicado pela capacidade dos vefculos.
gi; : Quantidade a ser entregue caso o né ¢ seja atendido no PE 7.
t; : PE critico do nd 3.

W : Nimero de PEs no PO corrente.
{ 1 seond i for atendido no PE j.
T —

(0 caso contrario.
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Resolugao do Problema de Atribuicdo Generalizado

No Problema de Atribuigdo Generalizado (PAG) temos um conjunto de = agentes
para executar m tarefas. Cada agente tem uma capacidade de atendimemto. Cada
tarefa z tem um custo c;; para ser realizada pelo agente j, e necessita do tenmspog;;. A
formulagao (3.1) - (3.4) é um caso particular de PAG onde os agentes sio os PEs e as
tarefas sao o atendimento aos consumidores. O algoritmo escolhido para a resolucio
do PAG fo1 o proposto por Ross e Soland [34]. Este algoritmo resolve um Branch &
Bound que utiliza-se de uma relaxacdo das restrigdes (3.2) para obter um: limitante
inferior. Em cada subproblema basta encontrar para cada tarefa o melh:or agente
assim, z;;» = 1, onde j° = arg min {¢;} para cada i. O restante das vari:aveis tem

valor 0. Calcula-se a utilizagao total da capacidade de cada agente na solucio :

m
G; = qujxij para j = 1,2,...,n,
1=l
Se todos os agentes forem factiveis, G; < QT}, a solugio étima foi encontrada.
Caso contrério, resolve-se um Problema da Mochila para cada restricio de atendi-
mento infactivel buscando transferir carga para os demais agentes (PEs). Para cada
restri¢do G5 > QT; . avaliamos o custo extra de executar cada tarefa 7 atribuida ac
agente j (conjunto V;) através do segundo melhor agente s; . Assim, o memor custo
para transferir o atendimento da tarefa ¢ fica p; = Cis; — €;;. O problema da mochila

obtido fica :

PM(V;) = Min Z piy (3.5)
i€V,
Sujeito a :
doa(l—y) < Q@ (3.6)
i€V, _
yi € {0,1} paraieVy (3.7
onde :

¢J; : Capacidade do agente j.
PM(V;) : o custo obtido com a resolugdo do problema da mochila.
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yi =1 : indica que a carga foi transferida do agente j para o agente s; e pertanto

faz-se r;; = 0e xy, = 1

Novamente verifica-se a factibilidade da solucio. Se esta for factivel, o sulspreblema
esta resolvido. Caso contrario, se o custo da solugdo relaxada for maior que a melhor
solugao factivel encontrada o subproblema esta sondado. Se o subproblenna sao for

sondado, escolhe-se uma variavel e faz-se o “branch” do subproblema .

Resolugao do Problema de Roteamento de Veiculos

A partir da atribuicdo feita pelo PAG, é necessdrio tracar as rotas para <cada PE.
Isto € feito resolvendo um problema de roteamento de veiculos (PRV) para os nés
que serio atendidos em cada PE. Para o roteamento, podem ser utilizados afgoritmos
exatos [10. 29] ou algumas das diversas heuristicas [13, 12, 26, 21] que permitem
considerar varias restrigdes adicionais sobre as rotas. O método utilizado aqui, realiza
a decomposigao em um problema mestre (Problema de Atribuicio Generalizado -
PAG) e sub-problemas (PCVs). Este método foi proposto por Fisher e Jaikumar
[21] e foi escolhido pelos bons resultados nos testes apresentados e também pela
facilidade de implementacéo, jd que o algoritmo para a resolucio do PAG pode ser
o mesmo utilizado na resolugdo do modelo (3.1) - (3.4) do PERV. Este métode pode
ser classificado como do tipo “cluster first, route second” no sentido em que primeiro,
os nds de cada rota sio agrupados para depois determinar a meﬁhor rota passando
por eles (PCV).

A heuristica simplifica a fun¢ao objetivo da formulacdo substituindo a fumcéo nao
linear PCV(S} da equagéo (2.14) por uma aproximacio linear. Esta aproximacao
¢ feita escolhendo-se pontos de referéncia, chamados sementes, para construir eada
rota. O resultado é um PAG que pode ser resolvido utilizando o algoritmo de Ross
e Soland. Um fator determinante na qualidade da heuristica de Fisher e Jaikumar é
a escolha das sementes e a forma de célculo dos custos de atribuicido dos nds a estas
sementes. As sementes podemn se localizar em nés ou em coordenadas geograficas.
Fisher e Jaikumar sugerem em seu artigo uma forma de calcular as sementes de cada,
“cluster” quando as distancias sdo euclideanas. Estas sementes s3o pontos na bissetriz
de cones gerados a partir do né central e cuja distancia do né central é ponderada de

acordo com os momentos das cargas.
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Aqui, optamos por uma estratégia mais simples proposta por Christofides [11] para
obter os centros dos “clusters”. A semente escolhida é sempre o né mais distante do
conjunto de sementes ja selecionado, que serd injcializado comn o né central. Viarias
sementes geradas por este método encontram-se em pontos extremos, bem distantes
do né central. O custo de atribuicio de um né 7 a uma semente s em [21] é a diferenca
entre uma viagem direta entre o depdsito e a semente {dp;) ou esta mesma viagem
passando pelo né 1 (dy; + di;). Para evitar que as sementes em pontos extremos ti-
vessern um custo baixo de atribuicdo mesmo para nds muito distantes da semente -
0 que ocorreria caso o custo acima fosse utilizado - foi feita uma adaptacio visando
aumentar a importancia da proximidade entre a semente e 0 né. Isto foi feito multi-
plicando a diferenga das distancias ao depésito (d;g — dso} por um pardmetro © < 1,

A férmula para o célculo da aproximacio ca,; estd mostrado a seguir :

€y = IIN {dsi -+ @(d{g.m dso)gdis + @(d@z - dgs)} (38)

onde : B <1

Se o valor de © for 1, temos o mesmo calculo de Fisher e J aikumar, quanto menor
o valor © maior serd a importancia da distancia d,;. Os valores sugeridos para ©
estao entre 0.70 e 0.90.

Apds a execugdo do PAG para o PRV, que obtera os consumidores pertencentes
a cada rota resta definir as rotas. Para isto, resolve-se para cada conjunto de nés
um problema do Caixeiro Viajante. Para o PCV foi empregada a heuristica de Lin e
Kernigham [33], que parte de uma solucéao inicial e através de trocas de arcos obtém
uma solugéo 3-opt garantida. Isto quer dizer que a solucdo obtida nio pode ser
melhorada por nenhuma troca de 3 de seus arcos por quaisquer outros trés arcos que

formem uma solucao factivel. A heuristica est4 resumidamente descrita, a seguir.

Heuristica de Lin e Kernigham para o PCV

Nesta heuristica um arco z; = (#1,1;) da rota atual é selecionado para iniciar as
trocas. A partir de t; busca-se o arco y; = (t2,t3) que produza o maior ganho
@1 = |z1] — |y1], onde |z| representa o custo do arco z. O arco ¥ € inserido e
Ty = (i3.14) ¢ retirado. Agora, dependendo da posigao de #4 na rota atual podemos

ter uma situagao onde a inclusao de (4,;) produz uma nova rota factivel (figura 3.1),
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Figura 3.1: Arco (t4,1;) produz solugéo factivel
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Figura 3.2: Arco (t4,1:) produz subrotas

ou onde a inclusao de {f4,%;) produz duas subrotas (figura 3.2). Neste dltimeo caso,
um novo arco deve ser escolhido para retirada antes que uma solucao vidvel seja
obtida. As trocas prosseguem, sendo que a i-ésima troca envolve a retirada de um
arco (fy,-1,12:) e a insergéo do arco {t._z,12i-1}, enquanto a soma dos ganhos obtidos
for positivo e maior que o ganho da melhor solugao encontrada. Nas duas situacdes
(figura 3.1 e figura 3.2), apds a terceira iteragdo deve sempre ser possivel obter uma |

solugao factivel ao inserir-se o arco (f4;,41).

Este enfoque para produzir solugdes iniciais para 0 PERV pode fornecer solugaes
de ma qualidade pois no modelo PAG, que atribui nos aos PEs, ndo é considerado o

aspecto espacial do problema. Desta forma, dois clientes muito préoximos podem ser
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atendidos com apenas um PE de diferenca. Neste caso, adiantar uma das entregas
para reduzir o percurso total com um pequeno aumento no custo futuro poderia ser

a melhor politica.

3.1.2 Solucao Inicial da Formulacao PCV

A utilizacao da formulagao PCV é, de certa forma, a unizo das duas etapas de reso-
lugao da formulagiao PRV do item anterior, ou seja, a resolucao de PAG inicial para
decidir quais nés serao atendidos nos PEs e a resolucdo do PAG do roteamento para
decidir em quais rotas cada 16 serd atendido. Nesta formulacio a decisio sobre quails
nés serao atendidos em cada rota € feita conjuntamente.

Na resolucao utiliza-se novamente um PAG, mas neste caso os nés sio atribuidos
diretamente a rotas ao invés de PEs como no item anterior. Foi utilizada a abordagem
de Fisher e Jaikumar para o PRV com a linearizagio do custo PCV na funcio objetivo
(2.19). A escolha das sementes que serdo utilizadas para as aproximagoes € um fator
determinante para a qualidade da solucdo inicial. Neste caso hd uma dificuldade
adicional na escolha pois, no sé temos que escolher as sementes, como também, o
PE em que as respectivas rotas serao realizadas.

O metodo de escolha leva em conta o prazo limite para o atendimento dos clientes
(PE criticos) e as possibilidades de otimizacio. As sementes s sao escolhidas entre
um conjunto de nés €' que possuem PE critico nos 7 préximos PEs, e o critério
utilizado € o da distédncia méxima para o conjunto das sementes j& assinaladas. Este
conjunto ¢ inicializado a cada PE com as sementes de PE anterior acrescido do centro
de distribuigdo. O conjunto de nés com PE critico § é chamado 'C;. O algoritmo
para a escolha das sementes estd mostrado na figura 3.3.

A aproximagdo linear utilizada foi a mesma da equacio {3.8). Resolvido o PAG
obtemos os nés que seréo atendidos em cada rota e basta agora resolver um Problema
do Caixeiro Viajante para cada rota como no item anterior para obter a solucéo inicial.

As solugdes iniciais obtidas pela formulacdo PCV tendem a ser melhores que as
obtidas pela PRV, pois aqui sdo considerados também os aspectos espaciais ao invés
de apenas os temporais. Mas, a dificuldade de escolher “boas™ sementes e também o
numero adequado de rotas em cada PE pode produzir solugdes iniciajs ainda muito

“ruins”.



So=10
Para cada PE i faca :
im=min(m,7+7T)
C = Ué-"__"_“; e,y
Si=10
SC = §;,_; U No Distribuidor
Até completar o n. de rotas para o PE ¢ faca :
s = argrec mar{mingesc{du}} ]
SC=8CUs
S; =5, Us

Figura 3.3: Algoritmo para localizacao de sementes

3.1.3 Conjunto Inicial de Nés

Um aspecto gue deve ser decidido antes da determinacio da solucido inicial é o con-
junto de nés que serd utilizado. Podem ser considerados somente os consumidores
que devem ser atendidos (M) ou adicionados todos os consumidores que podem ser
atendidos (M). Para obter uma solucio factivel nio faz diferenca se os nés em M
serdo utilizados ou nio na solugao. Sua inclusédo pode reduzir os custos totais, mas
produz, em contrapartida, um aumento das dimensdes do problema.

Para saber se uma entrega antecipada proporcionara ganhe, é preciso COHIparar o
custo da entrega efetiva com o custo futuro esperado. No caso da formulagac PRV,
em que nao foi utilizada nenhuma consideracdo espacial, ndo faz sentido incluir estes
nos ja que ndo hd como avaliar o custo da entrega. Na formulacio PCV, podemos
utilizar uma aproximagao linear (equagio 3.8) para estimar o custo do atendimento
antecipado do né ¢ através da rota com semente s (ca;,). Se a soma do custo futuro
estimado ¢;; com a aproximagao ca;, for negativa podemos prever um ganho fuiuro,
e portanto, esta entrega serd considerada na solucdo.

As caracteristicas do método de resolucio do PAG dificultamn bastante a obtencao
de uma solugao factivel quando os nés em M sao utilizados. Os custos de inclusio sio
sempre negativos (de outra forma nao haveria sentido em incluir essas possibilidades).

Logo, as variaveis relacionadas aos consumidores em M que excedem a capacidade
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de atendimento durante o PO devem ser todas fixadas em 0 antes de obter-se uma
solugao factivel.

A escolha de uma porcentagem minima da capacidade de estoque para que uma
entrega seja considerada ¢ uma das formas de reduzir o nimero de nés em M, sem
reduzir demais as possibilidades de otimizagao. Assim, se a capacidade de estogue de
um cliente for de 2000 unidades e tivermos uma porcentagem minima de 60%, uma
entrega so sera considerada caso, ao menos, 1200 unidades forem entregues. A quanti-
dade prevista para entrega sera calculada para cada PE dentro do PO e, uma entrega
antecipada serd considerada apenas nos PEs onde a quantidade entregue atingir a
porcentagem minima. Neste caso, os nds em M seriam aqueles que respeitassem a

porcentagem minima em ao menos um dos PEs do perfodo operacional.

3.2 'Trocas de Nés

A melhoria da solugao inicial pode ser feita através de heuristicas que realizem a troca
de nds entre rotas. Estas trocas devem ser realizadas, entre nds de rotas distintas,
mantendo a factibilidade da solugio, até que nido se encontre nenhuma troca que
produza melhora na solugdo (minimo local foi atingido). As trocas de nés para a
melhoria da solugdo do PERV foram sugeridas por Dror e Levy [17]. Estas trocas

podem ser, basicamente, de quatro tipos :
Troca Stmples : Um nd ¢ sai da rota r; e entra em outra ry. (fig.3.4)

Troea Cruzada : Um nd iy da rota ry é inserido na rota r; e 0 né 1, de 7, & inserido
em ri. (fig.3.5)

Inser¢do : Um né 1 que ndo esta sendo atendido no PO corrente passa a ser atendido
na rota r. (fig.3.6)

Retirada : Um nd ¢ que nao precisa ser atendido (em M) é retirado de uma rota r,
deixando de ser atendido no PO. (fig.3.7)

Para os nds pertencentes ao conjunto M é criada uma rota ficticia para faclitar
a manipulacido das trocas. Dror e Levy separam as trocas envolvendo nds em dias
diferentes, o que na pratica nao difere da troca envolvendo rotas atendidas no mesmo

dia. Eles também incluem uma troca dupla onde um né na rota ficticia é inserido em
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Figura 3.4: Troca Simples

Figura 3.5: Troca Cruzada

Figura 3.6: Insercéo

LEM ol

Figura 3.7: Retirada
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Figura 3.8: Insercéao Tipo 1

uma rota e um né desta rota é inserido na rota ficticia. Esta troca nao foi incluida pois
parecem ser bastante limitadas as situacoes onde esta troca seja imprescindivel para
melhorar a solugdo. Na maior parte das vezes, esta operacao pode ser substituida
por uma insergao e uma retirada. Além disso, a heuristica utilizada para reduzir o
nimero de trocas analisadas nao funcionaria para este tipo de troca.

Para avahiar as trocas utilizou-se a idéia das inserces e retiradas otimizadas de
Gendreau e outros {22]. Essas insercdes e retiradas envolvem mais arcos que simples
insergoes entre nos consecutivos ou a retirada de um né ligando os nés adjacenties na
rota. Gendreau e outros apresentam dois tipos de insercdes que envolverm a escolha de
3 ou 4 nos, com a retirada de 3 ou 4 arcos e insercio de 4 ou 5. No caso da escolha de
3 nds ha a possibilidade dos nés escolhidos resultarem na retirada de apenas 2 arcos.
Para simplificar, classificaremos as insercées e retiradas em 4 tipos, de acordo com o
nimero de arcos retirados. As figuras (3.8) a (3.12) mostram os 4 tipos de inser¢ao
com os n6s escolhidos e o resultado obtido apés a insercdes. Os nds escolhidos sio

chamados de v;, v;, v; e v; € né inserido é o v.

Tipo 1 (Figura 3.8)

Insercdo simples entre dois nds. Neste caso escolhe-se o 16 v;, Tetira-se o arco {v;, visy)
e inserem-se 0s arcos (v;,v) e (v,vi41), sem nenhum segmento invertido.

Tipo 2 (Figura 3.9)

Escolhem-se dois nés (v; € v;) com v; # v;. Retiram-se os arcos (vi,vitsi) € (v5,v501)

e inserem-se os arcos (vi,v) e (v,v;) e (Vig1,7;41), com o segmento {14+ 1,7) invertido.
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Figura 3.10: Insercao Tipo 3

E interessante notar que a inser¢do tipo 1 pode ser obtida fazendo j =7 + 1.

Tipo 3 (Figura 3.10)

Escolhem-se trés nés (v, v; e vx) com v; # v; # vy, € vy # vip1. Além disso, o né
vr deve estar no segmento que vai do né v; a v;, caso contrario uma subrota serd
formada ( fig 3.11 ). Retiram-se os arcos (Vi vig1), (vj,0501) € (v, Uks1), € inserem-se
os arcos (v, v) € (v,9;) € (Viz1.vk) € (vj41,Ve41). A insercio tipo 1 pode ser obtida

fazendo j=i+1 e k=j+1, e a inser¢io tipo 2 fazendo k = j + 1.
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Figura 3.12: Insercao Tipo 4

Tipo 4 (Figura 3.12)

Escolhem-se quatro nds (v;, vy, vk € ;) com v; #, v # v # viy1 # vj41. As sequéncias

denés: v;<wv; Zoy<vpew #ovp <oy < v; produzem subrotas, e portanto nao

devem ser consideradas. Retiram-se os arcos (vi, vip1), (v;, vj01), (v, vk ) € {vy,v11)

e inserem-se 0s arcos (v;,v) e {v.v;) e (vigr,vz), (Vier. 1), € (vs—1,vi—1) neste caso

os segmentos invertidos dependem da disposicao dos nés na rota. Quando j =/ ou

¢t = k também ocorrem casos onde sio retirados apenas 3 arcos, e quando ambos sao

iguais, temos a inserc¢do tipo 2 invertida.
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As retiradas ndo serdo descritas aqui pois sio operacdes inversas as insercoes onde
0 no v; € sempre o n6 anterior ac nd retirado v.
As trocas factiveis sao avaliadas e, se apresentarem reducio do custo tetal. serio

guardadas em uma lista. A partir daf existem trés politicas possiveis :

a) Realizar as trocas uma de cada vez até que se esgotem.
b) Realizar vérias trocas simultaneamente.

c) Realizar apenas a melhor troca e depois recalcular as trocas.

Vamos analisar cada uma destas politicas.

Trocas Encadeadas

A melhor troca existente na lista é feita e sdo excluidas as trocas afetadas pela troca
realizada. Esta heuristica é rdpida, mas ndo garante a realizacio das melhores trocas

em termos globals.

Trocas Simultineas

Nesta politica € necessdrio saber quais trocas serio afetadas em relacio a cada troca
possivel. Isto gera uma matriz que, acrescida das restricbes para evitar que diversas
trocas em uma mesma rota gerem uma rota infactivel quanto a capacidade do veiculo,
produz um problema muito complexo e diffcil de ser resolvido. O problema pode ser
simplificado se considerarmos que apenas uma troca pode ser realizada envolvendo
cada rota da solugdo. Desta forma, se cada troca gerar rotas factivels, a solucdo final

sera factivel. O problema pode ser escrito como um problema de particao, segundo a

formulacao :
A!'
MIN Z CT; (3.9)
i=1
Az < 1 (3.10)
z; € {0,1} para todo 7. (3.11)
onde :
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A : Matriz onde as colunas sio as trocas factiveis que produzem ganho e as linhas
sao as rotas existentes. Matriz constituida de Us e 1s onde A;; = 1 se a troca i

envolve a rota j e A;; = 0 caso contrario,
¢; : Custo da troca 1.

N : Nimero de trocas analisadas.

1 se a troca 1 for realizada.

e {0 caso contrario.

A resolugao do problema (3.9)-(3.11) ¢ feita utilizando uma heurfstica para o pro-
blema de recobrimento proposta por Beasley [5]. Para utilizar esta heurfstica em um
problemna de particdo, o custo foi acrescido de uma constante (7, maior gque 0 maior
ganho' de uma troca, para que todos os custos fossem positivos. Foram, também,
introduzidas colunas de folga com custo igual a constante G para cada rota. Se o
método de resolugao fosse exato, a solugio do problema modificado seria factivel para
o problema original. Porém, como foi utilizada uma heuristica, a solucio pode ser
infactivel, isto é, pode existir mais de uma troca sendo realizada em uma mesma ro-
ta. Daf ter sido introduzida uma funcao para factibilizar a solugao retirando a troca

repetida que produz o menor ganho.

Melhor Troca

Nesta politica, a melhor troca 7* da lista é realizada. As trocas da lista que envolvem
rotas alteradas por 1* sdo retiradas. S&o avaliadas novamente as irocas possiveis
envolvendo as rotas alteradas pela troca t*. Repete-se o procedimento até que nao
exista nenhuma troca na lista. Este é um procedimento “guloso” que consome um

tempo elevado em funcdo do recdlculo das trocas.

Os testes realizados foram feitos apenas para a heurfstica de trocas simultineas
que pareceu a mals promissora das trés, pois introduz uma componente do tipo “look
ahead” ou visdo de longo prazo, ausente nas demais. Isso parece compensar o malor
tempo de execugao.

Outro aspecto a destacar é a grande quantidade de trocas cruzadas possiveis entre
duas rotas. Se tivermos, por exemplo, duas rotas com 10 nés em cada uma, havera 100

trocas cruzadas possiveis. E claro que muitas delas serso bastante riins, ou mesmo
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infactiveis, mas para saber isto terfamos que testar todas as possibilidades. Para
evitar este grande esforgo computacional, que na maioria das vezes nao resultard em
ganho algum, foi adotada uma forma de reduzir essas comparacoes. Isto é feito através
de uma avaliagdo para cada né das melhores rotas existentes para uma insercio.
Assim, avaliamos a insercdo de um né ¢ em todas as rotas da solucio que possam
resultar numa solugao factivel, e as p melhores rotas sio armazenadas no conjunto Fi.
Desta forma, as trocas cruzadas envolvendo duas rotas R, e Ry que serdo avaliadas

sao determinadas pelo par :
(,j)={teR|Rie€Fjeje Ry | Ry € F}}

Isto reduz significativamente o mimero de trocas avaliadas e mantém a avaliacio

das trocas com melhores possibilidades para a melhoria da solucio.

3.3 Trocas baseadas em Particao de Conjuntos

Para melhoria da solugéo foi feita uma tentativa baseada numa heuristica onde seria
utilizado um algoritmo de particio de conjuntos. Na heuristica ao invés de utilizar
trocas como na se¢ao anterior seriam utilizadas rotas. Para garantir a factibilidade da
solugdo basta entdo que todas as rotas geradas sejam factiveis e que sejam respeitadas
as restrigoes de atendimento, cada né do conjunto M deve obrigatoriamente ser aten-
dido uma vez durante o PO e os nds em M podem ser atendidos no maximo uma vez.
Neste modelo cada rota é formada por um conjunto de nés que tem um determinado
custo. O objetivo € atender todos os nés, cada né através de uma dnica rota, através
de um conjunto de rotas. Partindo de uma solucéo inicial factivel com rotas Ky para
k =1,...,K, procura-se melhorar a solucio através de retiradas e msergoes de nds
da solucao. Para cada né da solugdo é testada sua insercio em um grupo de rotas
empregando o mesmo critério utilizado para reduzir a avaliagio das trocas cruzadas
na heuristica de trocas. A insercio do né é testada em todas as rotas originais Fy
ou nas rotas em que um no ¢ foi retirado (Ry;). Das rotas que apresentaram solucio
factivel escolhe-se ¢ rotas que apresentaram menor aumento de custo. Fstas rotas
serao utilizadas como colunas no modelo de particéo de conjuntos. Cada né em M

ou M serd uma linha. Para cada né em M ¢ criada uma coluna adicional apenas com
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0 né, para representar a possibilidade deste né nao ser atendido. O custo das colunas

é o custo da rota. O modelo pode ser escrito matematicamente como :

Min Z CTiTh (3.12)
keTr
Sujeito a :
Az = 1 (3.13)
e € {0,1} parakeTr (3.14)
onde :

A : Matriz binaria de dimensao (m,Tr) onde as colunas representam rotas (conjuntos
de nds) e as linhas os nés. Em uma coluna Ay, um ndé 7 contido na rota tera

A = 1. Caso 0 né 7 ndo pertenga a rota teremos Ay = 0.

cry @ Custo da rota k incluindo os custos futuros. Seja S; o conjunto de nés da
rota k, Dy a soma das distancias percorridas na rota k, §; o PE em que a rota
k & percorrida e ¢;; o custo futuro de atender o né i no PE 7. Temos que

cry = Dy + ZiESk Cigy -

, I searota k fizer parte da solucao.

= 0 caso contrario.

Para resolver este modelo, como no caso da heuristica de trocas, foi utilizada uma
heuristica de recobrimento. No entanto a tentativa de se melhorar a solugao desta
forma néao foi bem sucedida. Isto se deveu a utilizacio de uma heuristica, que apesar
de promissora (nos testes apresentados por Beasley em [5] alcangou sohigbes préximas
do 6timo) ndo conseguiu na maioria dos problemas testados encontrar uma solugao
nem ao menos igual & inicial. Isto pode ter ocorrido, ou porque a reducao conseguida
com as trocas fosse muito pequena ou porque muitas das colunas da solucao sao
parecidas (colunas originadas da mesma rota) e isto pode dificultar a obtencdo de

uma solugdo “boa’ pelo algoritmeo.
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3.4 Solucao para a formulacao Veiculo-Rota

Para resolver a formulagdo mais complexa (Veiculo-Rota) discutida no capitulo an-
terior foi escolhida uma heuristica que permite a utilizagao de uma solucio inicial
infactivel. Assim podemos utilizar uma solugio obtida pelas formulacées PRV e PCV
sem a consideracio da disponibilidade dos veiculos. Em seguida podemos utilizar
uma heuristica baseada no problema de seqienciamento de multiprocessadores para
alocar as rotas aos veiculos. E a partir dessa solucio, uma heuristica busca factibilizar

e otimizar a solucdo simultaneamente.

3.4.1 Solucao inicial para a formulaciao Veiculo-Rota

Como ja observado anteriormente, a heuristica tabu foi escolhida, principalmente,
por possibilitar a utilizacdo de uma solucio inicial infactivel. Isto é especialmente
interessante no caso da formulagio Veiculo-Rota pois possibilita a utilizacio de uma
solugdo inicial obtida sem a consideracio da diSPOﬁibiIidade de tempo dos veiculos.
Nesta secao discutiremos como uma solugio obtida através das formulagoes PRV ou
PCV pode ser usada como solugao inicial para a formulacio Vefculo-Rota.

Partindo de uma solugéo onde o tempo de execucao das rotas foi desconsiderado,
inicialmente devemos avaliar a duragio de cada rota da solugdo. Na formulagao
Veiculo-Rota (2.25)-(2.32) temos para cada PE uma quantidade de veiculos disponivel
para executar as rotas, cada um com sua disponibilidade de tempo. Assim, as rotas
iniciais f pertencentes ao PE & terdo de ser alocadas aos K veiculos disponiveis no
PE.

Considerando que a solugio pode nao ser factivel, temos que fixar um objetivo
para este caso. Entre os objetivos possiveis temos : (1)- minimizagio do niimero de
veiculos infactiveis (com limite de tempo ultrapassade); (2)- minimizacio do tempo de
utilizagao do veiculo com maior tempo de atendimento; {3)- minimizacio da soma dos
tempos excedidos em relagdo a disponibilidade de todos os vefculos. Na hipétese (1)
teriamos que compor a fungao objetivo com uma das outras hipéteses para proibir que
um vefculo recebesse todas as rotas, caso nfo houvesse solugio factivel. As hipoteses
(2) e (3) sdo as mais razodveis sendo que a (3) foi escolhida por ser a forma de
penalizagao da funglo objetivo utilizada na heuristica de busca tabu. A hipétese (2),

no entanto, tem a vantagem de distribuir mais equitativamente o trabalhc em caso
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de necessidade de horas extras. O problema matematico utilizando a funcéo objetivo

(3) para o PE & fica :

K NR
Min Z max {0, Z Dz —Thax)
k=1 =1
Sujeito a :
K
Z Tip = 1 para j = 1,2,... NR.
k=1 :
rjx € {0,1} paratodo j, k.
Onde :

D, : Duracao da rota j.

K : Nidmero de veiculos disponiveis no PE h.

NR : Numero de rotas na solugdo inicial do PE h.
Taax : Tempo disponivel para cada veiculo.

{ 1 se arota y for atendida pelo veiculo k.
LTk =

0 caso contréario.

(3.15)

(3.16)

(3.17)

As restrigdes (3.16) garantem que cada rota seja atendida por um tnico veiculo, e

(3.17) garantem a integralidade da solugio. A resolucio deste problema é feita através

da adaptagio de uma heuristica para o problema de seqiienciamento de multiproces-

sadores (“Multiprocessor Scheduling”). Inicialmente, vamos classificar os vefculos em

tres categorias :

Desvantajosos : O veiculo ndo esté sendo til para melhorar a solucio, mas também,

nac esta prejudicando diretamente.
Bons : O veiculo estd favorecendo a solugdo.

Ruins : O veiculo estd prejudicando a solucio.

A utilizagdo média de cada veiculo pode ser célculada como : D,, = i D(R)K.

De acordo com a média D, podemos dividir o problema em dois tipos :
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Dy, < Tamax A demanda média é menor que a disponibilidade dos veiculos. Neste
caso, podemos esperar que nao seja necessario fazer horas extras em nenhum
veiculo. Podemos dividir os veiculos, de acordo com a utilizacao total UT;, em

trés categorias :

UTy > Thyax @ Neste caso, o veiculo estd em situacio ruim pois estd havendo
um custo de hora extra que nao seria necessario para o limitante da melhor
solugdo. Isto ndo quer dizer que a solugio étima nao tenha vefcules em
situacao ruim,

Dy, < UT, <Tuax o Neste caso, o veiculo estd em situacao boa pois nao estd
ocorrendo custo extra e o veiculo esta atendendo no minimo a sua parte (em

média) na distribuigio das rotas.

Dy > UTy : Neste caso, o veiculo estd em situacio desvantajosa pois apesar de

nao produzir um custo extra, o seu atendimento est abaixo da média.

Dy, > Tarax © A demanda média é maior que a disponibilidade dos veiculos. Neste
caso, podemos esperar que em cada veiculo seja necessirio realizar ac menos

D, — Tarax horas extras. Podemos classificar as rotas assim :

UTy < Twax : Neste caso, o velculo estd em situacdo ruim pois nio esti se
aproveitando toda a sua disponibilidade e, em decorréncia, outro veiculo

realizard mais horas extras, o que aumentara o custo da solucao.

Tarax S UTy < D, 1 Neste caso, o veiculo estd em situagao boa pois estd utili-

£

zando toda a sua disponibilidade e nac estd acima da média.

UTy > Dy, ¢ Neste caso, o veiculo estd em situagio desvantajosa pois, apesar
de estar utilizando toda a sua disponibilidade, o atendimento maior que a
media pode levar algum veiculo a atender menos que Tarax, produzindo um

custo adicional.

A heuristica utilizada toma as rotas uma a uma e faz sua atribuigdao aos veiculos.
Os veiculos sao.colocados em uma lista circular de acordo com a situagdo em que se
encontram. O primeiro veiculo na lista da situagém inicial é escolhido como veiculo
corrente. As rotas sdo atribuidas ao veiculo corrente enquanto a atribuicao nao mudar

a situagao do veiculo. Caso uma atribuicio leve o veiculo a uma situagdo boa ele é
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retirado da lista de veiculos inicial e posto na nova lista boa. Caso a atribuicio
produza outra situacao (ruim ou desvantajose) um novo veiculo é testado. Se apds
um determinado nimero de testes nao for encontrada uma atribuigao favoravel para
a rota, a melhor entre as atribui¢bes testadas serd feita. Se forem esgotadas as rotas

na situagao inicial, as rotas em situacdo boa serdo utilizadas para as atribuicdes.

3.4.2 Busca Tabu com Penalidades

A beuristica utiliza um procedimento de busca tabu proposto por Glover [24, 25]. Para
permitir o aparecimento de solugdes infactiveis durante o processo de otimizacio, ou
como solugao inicial, foi empregada a abordagem proposta por Gendreau e outros para
o PRV [23]. Esta abordagem que utiliza penalizacdes sobre as restrigbes de carga dos
veiculos e duracdo das rotas com multiplicadores varidveis. Na formulacio Veiculo-
Rota do PERV, como ndo existe restri¢do sobre a duracio das rotas, a pemalizacio
serd feita sobre a restri¢do de tempo de utilizacio dos veiculos.

Na busca tabu ¢ preciso descrever os movimentos: operacdes que alteram a solugdo.
Isto tem por objetivo identificar os estados atingidos anteriormente e assim proibir
que uma solugao ja obtida se repita, provocando ciclagem. Aqui, um movimente serd
representado por um par né-rota (z,7) que indica que o né z entrou na reta r. A
lista tabu armazenard os movimentos proibidos, que serdo o reverso dos movimentos
realizados. Assim se o movimento (z,r) foi realizado, retirando o né z da rota Ry e
inserindo-o na rota r, ¢ movimento reverso (z, ;) entrard na lista tabu. Desta forma,
o né x nao podera voltar a rota R; enguanto este movimento estiver na lista tabu.

A hista tabu utilizada é bastante simples. Cada movimento fica na lista por um
numero aleatdrio de iteragdes. A aleatoriedade visa reduzir ainda mais a possibilidade
de cic]&gem. Foi utilizada uma distribuicao uniforme entre N,.;, e Niaz, garantindo
que a lista nao tenha mais de N,,,, elementos e que um movimento reverso ndo se
repita antes de N,,;, iteragdes. A manutencéao da lista é feita a cada iteragdo, quando
os movimentos que atingiram o limite de iteracdes sao retirados.

Nao ¢ absolutamente impossivel que no decorrer da busca a mesma solucae volte a
se repetir mesmo com os seus movimentos proibidos. Vejamos um exemplo : partindo
de duas rotas R; = (0,1,2,0) e By = (0,3,4,0), sendoo né 0 a origem e a trajetdria

definida pela seqiiencia dos nés. Suponhamos que o movimento (1, Ry) seja o melhor
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encontrado. A solugio resultante serd Ry = (0,2,0) e Ry = (0,1,3,4,0) e a lista tabu
L= {(1,R)}.

Com a nova configuracio das rotas o melhor movimento encontrado & (3,Ry) e
a nova solugao serd Ity = (0,2,3,0) e R, = (0,1,4,0) e a lista tabu L = { (1, Ry),
(3, Rz) }. .

Realizando o movimento (4, B;), a nova solucio serd R; = (0,2,4,3,0) e Ry =
(0,1,0) e a lista tabu L = { (1, Ry), (3, Ra), (4, Rs) }. |

Realizando o nove movimento (2, R,), que nio estd na lista tabu, temos a solucao
micial, Hy = (0,3,4,0) e Ry = (0,1,2,0}, em que apenas o nome das rotas apare-
ce invertido. Assim, mesmo sem desrespeitar os movimentos proibides foi possivel
retornar a uma solugio anterior. Esta, no entanto, é uma situacdo limite dificil de
ocorrer na pratica. Além disso, na heurfstica existem outros mecanismos para evitar
a ocorréncia de ciclagem como o comprimento aleatério da lista tabu, a possibilidade
de aparecimento de solugdes infactiveis e os valores varidveis de a e 8 (multiplicadores
de penalizacio).

A cada iteragdo o melhor movimento “néo-proibide” é calculado utilizando a
férmula (3.18) para o custo real da solugio e (3.19) para a solugao penalizada. Caso
a solugao seja factivel, ndo existe custo de penalidade e F1 = F2. Para sinplificar
a notagao, chamaremos de rota & a seqiiéncia Ry, = (ve,v1,v2,...,00), onde v; € Ry
indica que v; é atendido na rota Ry e (v;, v;) € Ry indica que o trecho de »; a v; é

percorrido na rota Hy.

J"E:Z{ 2. di+ Zwk} (3.18)

E {(i5)eR; i€ Ry

i€R; kel

Fo=Fl+ a; [mal'(ﬁa > G, — QV)} "’rﬁz {mﬂﬁ?(& > Dyp— TMAX)E {3.19)

onde :
@, 3 : sio parametros de penalizacio.
é; : Periodo de entrega da rota k.
o; 1 Tempo fixo de atendimento ao né 5.
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¢;; + Custo futuro para atender o né 7 no PE j.

Dy Tempo gasto na execucao da rota, Dy = 2zie ey dii T Loehy, O
d;; : Distancia entre os nds 7 e j

QV : Capacidade de carga do veiculo.

Trwax : Tempo Total disponivel do veiculo durante OIPE,

V. @ Conjunto das rotas atendidas pelo veiculo v.

Os valores de a e 4 devem variar durante as iteracdes para permitir a alternincia de
solugoes factiveis e infactiveis. Assim se as solugoes ficaremn infactiveis durante véarias
iteragbes, o valor dos parametros deve ser aumentado, favorecendo o aparecimento de
solugoes factiveis e vice-versa. Reduzir os valores de o e 3 parece um contra-senso, ja
que o objetivo final ¢ uma solucao factivel. O que torna interessante o aparecimento
de solugoes infactiveis é que no processo de busca tabu seu aparecimento facilita que
se escape dos minimos locais, permitindo a exploragio de novas regides com maior
facilidade.

Avaliar todas as possibilidades de insercio de um né a cada iteracio pode ser
demorado e improdutivo. Para evitar isto, Gendreau e outros [23] utilizam uma
lista de vizinhos préximos para identificar as rotas com melhores possibilidades para
insercéo ( todas as rotas contendo um né vizinho ). No PERV a situacio é mais
complicada pois um né pode ser atendido até o seu dia critico e portanto nio podemos
avaliar efetivamente os nés vizinhos que poderiam ser utilizados. Haveria o risco de
nao existir nenhum né vizinho que resultasse numa solucio factivel. Neste caso foram

utilizadas duas técnicas para restringir as possibilidades de insercao :

o Abertura da janela : é o mimero méaximo de PEs em que o atendimento de um
consumidor pode variar a cada iteragio. Assim, se o consumidor z; é atendido
na solugdo corrente por uma rota do PE 7 e o valor da abertura da janela for 2,
s6 serao considerados os movimentos que Insiram o né z; em rotas percorridas
entre os Pls 5 e 9; observando-se, é claro, a restricio de atendimento aié o
dia critico. A abertura da janela devers variar no decorrer das iteragoes; caso
nao esteja sendo observada uma methora na solucdo o valor da abertura deverd

aumentar. Caso seja encontrada uma solugio melhor, a abertura serd reduzida.
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o Lusta de melhores rolas € uma adaptagao da idéia da lista de vizinheos de Gen-
dreau e outros para o PERV. A lista é calculada a cada z iteracdes onde sio
testadas todas as rotas onde um 1né poder4 ser inserido e as p melhores sio ar-
mazenadas numa lista. A partir daf os testes de insercio serio realizados apenas

sobre as p rotas da lista, até que uma nova lista seja calculada.

Um dos problemas observados durante os testes do algoritmo foi a redugio do
nimero total de rotas. Esta redugio apesar de ser desejada do ponto de vista de
otimizagao - reduz a distancia total percorrida - acaba por tornar o problema pemiav
nentemente infactivel. Isto ocorre, porque, na lista de melhores insergées a insercio
de um né em uma rota vazia dard sempre o custo mais elevado, portanto apoés uma
rota ficar vazia ela nunca mais receberd uma insergido. Adotou-se um procedimento
complermentar para analisar a formagao de novas rotas ou a insercio de um né nu-
ma rota vazia como movimentos possiveis. Assim, caso a solugdo fique muito tempo
infactivel o valor de a ficard muito elevado favorecendo a criacio de uma nova rota.
Como o objetivo deste procedimento é a manutengao da factibilidade e, no espfrito da
busca tabu - evitar que as solugbes se repitam apds poucas iteracdes - o procedimento
deverd ser utilizado apenas apds um mimero razodvel de iteracdes. O valor utilizado

nos testes foi de 30 iteragoes.
Algoritmo de Busca Tabu com Penalidades

TterTabu=0:

= _AnLCLo;

B=pf1nicio;

F1 = Custo da solugao inicial segundo (3.18).

Se a solucgao inicial é factivel F2 = F1

Caso contrario calcula F2 segundo (3.19)

Fl =F1;

F2=F2:

Enquanto o numero de iteragdes sem melhoria de F1* ou F2*
for menor que MAX ITER.SEM_MELHORIA faga :

Se IterTabu for miltiplo de NUMITER_ATUALIZACAO MELHORES

Atualiza lista das p melhores rotas para insercao LM, para todo nd 1.
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Escolher randomicamente ¢ nds e formar a lista L.
Para cada ndé ¢ em L faca :
Para cada rota r em LM, faca :
F2 = Custo da solugao penalizada obtida com a insercao do né i na rota r.
Se Flpin < F17 e{i,r) € ListaTabu faca:
F2oin=F2,
mov=(7,r);
Se a solugao ¢ factive] (logo, F1=F2) e F2 < F1* faga:
Flopim=F2;
move=(z,r);

Se IterTabu for miltiplo de ITER.TESTE_CRIACAO_ROTA faca:
Testar a criacdo de uma nova rota.

Sejam os custros da melhor rota Fl,m ou F2mm.
Se Flum < F1*

F1™ = Fluin:
Caso contréario

Se F2min < F2" fazer F2° = F2pin;

Realizar o melhor movimento transferindo o né 7 da rota Ry para a rota r;

ListaTabu = ListaTabu U (¢, Ry, IterTabu 4+ UniformelNoin, Nomaz));

IterTabu=TIterTabu-+1;

Retirar os elementos (¢, r, z) com z < IterTabu da ListaTabu.

Se Iterl'abu for miiltiplo de ITER MUDANCA PARAMETROS.
Caso todas as dltimas ITER MUDANCA PARAMETROS solucdes
sejam factiveis faca:

a=a2
Caso todas sejam infactiveis fazer :
o =qa X 2.
Repetir o mesmo procedimento em relacio 2 5.

Restaurar melhor solucdo encontrada.

FIM

Para analisar as inser¢bes dos nds nas rotas podem ser utilizados diversos procedi-

mentos : a simples avaliagdo da melhor insergéo entre dois nés, a avaliacdo de trocas
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com uma otimizacado local, métodos heuristicos para a solugao do PCV, ou mesmo
métodos exatos. O mesmo ocorre em relagio a retirada dos nés. No caso de utilizacio
de uma heuristica simples, pode ocorrer que apds varias trocas as rotas fiqguem muito
ruins, O que ocorreu nos casos testados no capitulo 4. Isto levou & inclusio de uma
rotina para a otimizagéo local das rotas apds um determinado mimero de iteracoes.
O algoritmo de busca tabu com penalidades, acima, é executado duas vezes com
valores diferentes para o nimero de elementos na lista de melhores rotas consideradas
{p) e para o nimero de nds testados a cada iteragao (g). Na primeira rodada procura-
se encontrar uma boa solucdo com baixo custo computacional, utilizando valores
baixos de p e ¢. A melhor solugao encontrada é utilizada como soluc¢ao inicial para a

segunda execugao com valores mais altos de p e q.

3.5 Resumo da Metodologia de Resolucao

A figura 3.13 apresenta resumidamente a metodologia de resolucdo para o PERV
apresentada neste capitulo. Inicialmente, simplificou-se uma das 3 fbrm.ulag&es pro-
postas no capitulo 2: Formulagdo baseada no PRV (FPRV), Formulagio baseada no
PCV (FPCV) e Formulagao Veiculo-Rota. Com simplificagio das formulacdes obti-
vemos um Problema de Atribuicio Generalizado (PAG), que divide o problema em
subproblemas. Os subproblemas, PRVs e PCVs, sio entdo resolvidos para obter a
solugao inicial para as duas primeiras formulagoes. Para resolver a FVR sao rela-
xadas as restricdes de atribuicao das rotas aos veiculos, isto permite a utilizaciao de
uma das outras duas formulacdes para resolver o problema relaxado. Em seguida,
utiliza-se uma heuristica de seqlienciamento de multiprocessadores para encontrar o
conjunto de rotas atendidas em cada jornada de um veiculo. Como a solucio inicial
desta formulagao (FVR) pode nio ser factivel, s6 sera utilizada a heuristica de busca
TABU com penalidades para, ao mesmo tempo, factibilizé-la - caso' ela seja infactivel
- e melhora-la. Para as formulagées FPRV e FPCV pode-se utilizadar qualquer uma

das duas heuristicas de melhoria proposta : busca TABU ou TROCAS simultineas.



FPRV FPCV FVR

PAG PAG Sol. Inicial
FPRV ou FPCV

PRV PCV

Seq. Mult.

¥ )

<Sol. IniciaD CSOI. IniciaD .
\ Sol. IniciaD

TABU TROCAS

C Sol. FINAL )

Figura 3.13: Resumo das Metodologias de Resolugio




Capitulo 4
Resultados Computacionais

Os resultados dos testes realizados estao divididos em 2 partes : na primeira discutem-
se os resultados numéricos dos métodos de resolugdo do modelo com e sem limitacio
de tempo de utilizagio dos veiculos durante o PE. Na segunda parte sio analisados
os resultados do modelo em si, considerando os custos de entrega e as margens de
seguranga, tendo por objetivo analisar a aderéncia do mesmo. Antes porém devem

ser criados os problemas que serdo usados para os testes.

4.1 Criacao dos Problemas Teste

Os problemas teste foram gerados aleatoriamente utilizando pardmetros de geracio
diferentes para cada série de problemas. Para a resolucdo do PERV devem ser forne-
cidos os seguintes dados :

Sobre os veiculos : ndmero disponivel em cada PE, capacidade de carga e tempo
maximo de utilizacéo.

Sobre os consumidores (nés) : localizagéo; demanda média, distribuicio de proba-
bilidade e variéncia: capacidade de estocagem e situagio inicial do estoque; e final-
mente, o tempo fixo necessario para o atendimento.

Nos testes realizados o tempo fixo de atendimento foi considerado igual para todos
os consumidores, bem como a distribui¢io (Normal) . O desvio padrao 8 da demanda
foi calculado como um percentual fixo da demanda média pu.

Os problemas foram gerados utilizando os seguintes pardmetros :

o Localizagdo dos nds : Foi utilizada uma distribuicio uniforme dentro de uma

58



Tabela 1I: Caracteristicas dos Problemas-Teste

Série | Area Duracao | PO Cap. Estoques Locais (%)
Estoque Média 01 02 03
A 100x100 7 7a13 30 16 - 50 | 15 - 45 | 20 - 40
B 100x100 | 15a 25 25 10-40 | 15-35 120 - 30
C 200x200 | 20 a 40 17 3-31 1 5-29 110- 24

area retangular. Foram utilizadas duas areas uma-de 100x100 outra de 208x200.

Capacidade de Estocagem dos nés : Distribuicao uniforme entre uma porcenta-

gem minima e maxima de ocupacdo da carga do veiculo utilizado na distribaicio.

Demanda média dos nés : Distribuicao uniforme entre um valor que permita ao
estoque durar entre um ndmero maximo MAX_DIAS e minimo M/ V.}JIAS

de dias. Quanto maior a demanda média, menor é a duracio dos estoques.

Sttuagao inicial dos estoques : Este foi o pardmetro mais dificil de ser acertado.
Para a situagéo corrente nao poderia ser utilizada simplesmente uma distribuicao
uniforme, pois isto levaria um grande nimero de nés a necessitar de atendimento
no primeiro PO, tornando dificil encontrar uma solugio factivel e nao permi-
tindo uma melhor otimizagao das solucdes. Para evitar isto foi utilizada uma
distribuicdo uniforme em que foi adicionada uma porcentagem da capacidade de

estocagem do nd.

A descrigao das caracteristicas de cada série de problemas estd mostrada na ta-

 bela I. A coluna Dura¢do Estogue mostra os valores de MIN_DIAS e MAX DIAS,

respectivamente. PO € o numero de PEs que compde o PO para os problemas. As

ultimas colunas trazem a porcentagem da capacidade do veiculo que é ocupada por

um estoque local. Existem trés variagbes para cada problema, todas com a mesma

média, com percentuais minimos e méximos de capacidade diferentes. A lista dos

problemas gerados com as respectivas caracteristicas estd mostrado na tabela II. A

coluna rotas desta tabela apresenta o nimero de rotas que poderdo ser executadas

em cada PE do problema. Os problemas estio divididos em trés séries A/ BeC.

Dentro destas séries existem problemas com diferentes nimeros de nés, para cada um
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Tabela II: Problemas-Teste Gerados

série | numero de ndés | problema | rotas
A 50 s050a?? 2
70 s070a?? 3
100 s100a?? 4
150 s150a?? 5
B 150 s150a7?? 2
200 s200a?? 3
250 $250a7?7 4
300 s300a77 4
C 250 §250¢77 2
350 5350¢77 3
450 s450¢77 4

existern tres diferentes variacoes de capacidade de estocagem. todas com a mesma
média e com ndmeros 01, 02, 03, respectivamente.
Os testes foram realizados em uma estagdo de trabalho SparcStation 14+. Os

algoritmos foram implementados na linguagem C.

4.2 Avaliagao das Heuristicas

A avaliagao das heuristicas sera feita utilizando apenas o resultado numérico obtido a
partir do modelo, sem considerar os custos reais da solucio. Serdo utilizados os custos
futuros calculados pelo modelo utilizando a estimativa dos custos de entrega discuti-
dos no item 2.7 e os custos das rotas obtidas na resolucio. Assim na avaliacao das
heuristicas nao sera discutida a qualidade dos custos futuros utilizados, a necessidade
de entregas de emergéncia em decorréncia de escassez antecipada nos consumidores,
nem a incapacidade dos veiculos atenderem todos os consumidores em uma rota em
virtude de demandas maiores que as previstas. Consideracdes sobre estas questoes
serdo feitas apenas nas simulacoes utilizadas para avaliar o modelo em si.

A avaliacao serd feila para as solugdes iniciais obtidas pelas formulagdes PRV e

PCV, e para as heuristicas de melhoria descritas no capitulo anterior. Nesta avaliacio
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sera utilizada uma pseudo-simulacao que abrange 20 POs. As demandas sio sempre
iguais a demanda média, para evitar a influéncia dos fatores estocasticos nas solucdes
obtidas. Uma solucao padrao foi escolhida para cada PO para garantir que as solugoes
iniciais de cada PO sejam as mesmas. Com a mesma situacio nio infcio de cada PO

podemos aplicar os métodos de resolucao para medir a qualidade das solucdes.

4.2.1 Solucao Inicial

A avaliacdo da solugio inicial obtida serd feita sobre os dois enfoques propostos :
através da formulagdo PRV e através da formulacio PCV. Ainda, na formulacao
PCV serao analisadas solugdes iniciais com e sem os nés em M. Na formulagio PRV,
os nés em M nao foram considerados, pois s6 faz sentido realizar entregas nestes nos
se pudermos aproveitar uma viagem a nés proximos. Como na formulacio PRV nao
hd como fazer avaliagoes espaciais, nao faz sentido que estes nés sejam introduzidos no
PAG. Mesmo assim, foram realizados alguns testes - que nio serdo apresentados nas
comparagoes, - que mostraram solugbes muito piores que os demais métodos, tanto
em valor como em tempo de execugio. Além disso, esta forma de resolucio é a que
apresenta a maior dificuldade para encontrar solucdes factives.

O método utilizado para a resolugao do problema de atribuicio generalizado (PAG)
muitas vezes encontrava dificuldade em encontrar uma solucio factivel. Para evitar
uma demora muito grande, a execucio do algoritmo de Ross e Soland para ¢ PAG
fol limitado a 40.000 iteracdes. Também foi utilizada uma heurfstica para reduzir a
precisdo em 0.5% a cada 1.000 iteracbes caso nao fosse obtida uma reducdo no valor
da melhor solucdo. Desta forma muitas vezes o limite de iteracdes foi atingido sem
que se obtivesse uma solu¢io factivel. Isto ocorreu com nﬁuita frequencia, nos testes
realizados.

A tabela 11 mostra um resumo dos resultados obtidos para as solucdes iniciais. As
tabelas IV, V e VI mostram os resultados para as séries A.B e {, respectivamente. A
coluna %C das tabelas indica a porcentagem da capacidade maxima de distribuicio
que foi utilizada. Este resultado é obtido dividindo-se a soma das demandas médias
por PE de todos os clientes pela capacidade de distribuiciio em cada PE. A capacidade
de distribnicdo é obtida multiplicando-se o niimero de rotas pela capacidade de carga

de veiculo.
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Tabela I1I: Resumo Geral da Comparagao p/ Solugao Inicial

serie | nés | POs® PRV PCV PCV com M
I* | M%e T 1 | M% T I | M% T
A 50 | 47 || 8| 6.4 | 1431 6 154 | 710l 9 {00 | 1944

70 | 51 1} 67 | 157168 4713 & | 0.0 | 261.1
100 | 46 10| 86 [246.1 | 5 | 94 | 2264 9 | 0.0 | 1182
150 1 11 (131 7.0 | 8827 (26119 1115 44 | 0.0 | 3948
subtotal 155 || 50 F 7.2 | 1158 (|38 84 | 1460 70 | 0.0 | 5586
B 150 | 28 || 8 | 286 | 101.4 | 111673539 34 | 0.0 | 2341
2000 33 || 5| 276 1178210 6 |16.9]3003) 25 | 0.0 | 2814
250 1 29 | 17| 19.5 | 983.8 | 3 |16.3|315.11 20 | 0.0 | 4005
300 | 6 (130 185 | 1743 || 28 [ 11.5 ) 1758 || 52 | 0.0 | 8878
subtotal 94 160 | 23.6 | 3006 | 48 | 154 | 2727 | 131 | 0.0 | 18038

C 250 1 59 0| 226 4.0 0 231 2811 1 0.0 212
350 1 55 0 26.2 93 1 1 1271 307 5 0.0 2018
450 | 47 3 7.7 98.8 0 1 | 357 847 10 | 0.0 3559
subtotal 161 31255 [ 10811 2 [ 286 1272 16 | 0.0 5789

“Numero de POs em que as solucdes obtidas para os 3 métodos foram factiveis.
?Numero de problemas infactiveis
“Percentual médio acima da melhor das trés solucdes iniciais

4Tempo Total {seg)

Os resultados da tabela III mostram que as solugdes obtidas pelo método PCV
com M obtiveram sempre os melhores resultados. Este método, no entanto, obteve
solugdes infactiveis para um ndmero elevado de POs, muito superior aos dois outros
métodos. Além disso, os tempos de execucgao para este método foram véarias vezes
superior aos tempos do PCV e PRV. Isto levou a uma opcéo entre o PRV e o PCV.
Nos resultados obtidos 0 PCV e 0 PRV parecem equivalentes. Enquanto o PRV foi um
pouco melthor para as séries A e C, o PCV foi “bem” melhor para a série B. Também
nos tempos de execugdo os dois métodos ndo apresentam grandes diferencas. Ja, o
numero de POs infactiveis para o PCV foi sempre um pouco menor que para o PRV.
Isto levou-nos a escolher este método para obter as solugbes iniciais para os testes

seguintes.
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Tabela IV: Solucao Inicial Série A -

prob. rot® | %C | POs® PRV PCV PCV com M
I° | Valor? | T I | Valor T I | Valor T
s050a01 | 2 7351 15 4 | 1578 | 0.3 2 11565 499 [ 3 | 14.79 | 62.2
s050a02 2 75.6 19 H 17.67 0.2 1 11747 | 18.0 1] 16.43 | 30.2
s050a03 p 81.0 13 3 11.27 | 138 3 11118 3.1 5 110.73 1 102.0
s070a01 3 76.0 19 0 | 2458 7.0 0 | 24.31 1.0 1 12235 59.0
s070a02 { 3 | 7411 15 0 19.04 | 3.8 1 11925 264 ;) 5 | 18.82 | 133.8
s070a03 | 3 73.6 1 17 1] 2144 1 4.9 O | 2154 19.7 || 2 | 19.67 1 68.3
5100a01 4 T7.4 19 1 31.42 | 58.3 1 132241 41.0 1 12891 299.3
100202 { 4 | 868 12 5 1 19.01 {1496 || 2 | 19.21 1 1316}l 5 | 17.80 | 453.6
s100a03 {1 4 {8531 15 4 12525 | 382 | 2 | 2488 80.8 || 3 | 22.90 ! 420.3
s150a01 | 5 | 96.0 4 8 7.55 13060 8 | 7.89 13043 ) 141 6.96 | 1145
s150a02 ] 5 | 98.0 11 934 [2257 || 11| 9.60 | 511.7 || 15| 8.67 | 1542
s150a03 | & | 97.0 121 530 (3510 7 | 574 | 20861 15| 5.14 1261

“Ndmero maximo de rotas em cada PE.

*Nimero de POs em que as solucdes obtidas para os 3 métodos foram factiveis.

Nimere de problemas infactiveis

4Custo da solugio em milhares de unidades percorridas

“Tempo (seg)
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Tabela V: Solugéo Inicial Série B

prob. rot. | %C | POs PRV _ PCV PCV com M
1 | Valor T I | Valor T I Valor T
s150b01 2 98.3 6 5] 947 | 288 6 | 858 2204 )12 7.12 | 915.9
s150b02 ¢ 2 86.1 12 0 19,457 25.8 2 | 17.08 | 407 § 12| 1525 711.2
s150h03 2 99.5 10 3 | 14.23 | 46.8 3 11337 928 || 10} 11.37 1 T14.0
s200b01 3 88.2 i1 0 | 2364] 16.8 3 | 21.81 | 117.2 4| 9 | 18.60; 1011
s200b02 | 3 88.1 12 G | 25.80 | 27.0 312323 99.2 8 1 20.67 1 760.8
s200h03 3 90.5 10 5 | 2150 | 1344 1 0 | 19.86 | 83.9 & 1 16.47 | 1042
s250b01 4 83.0 16 3 12467 | 3132 2 1237711154 9 | 2055 | 1449
s250L02 4 83.3 10 6 | 24.58 | 244.5 | O | 23.89 1 1034 || 7 | 20.77 | 1286
s250b03 | 4 83.3 9 8§ | 2252 1426.1 || 1 | 21.84 11002 4 | 1847 | 1270
s300b01 4 100.2 1 10| 2.86 | 715.7 || 12 | 2.72 | 617.0 | 18 | 2.41 | 3180
s300b02 | 4 | 99.3 3 9 | 761 | 4098 ) 8 | 7.11 | 536.0( 16 | 6.43 | 2573
s300b03 | 4 99.6 2 11| 5.05 | 618.0 473 16046 | 181 4.26 | 3125
Tabela VI: Solucao Inicial Série C
prob. rot. | %C | POs PRV PCV PCV com M
I Valor{ T Iy Valor | T I Valor
s250c01 | 2 17631 20 [ 05286 0.9 05049 0.9 || 0] 40.23 | 36.1
s250c02 + 2 79.3 1 19 015320 09 ||[049.68 | 1.1 || 1] 40.45] 136.0
s250e03 2 | 77.2 | 20 014916 ) 2.2 104822 0.8 | 0| 46.86 | 39.9
5350¢01 3 70.6 1 20 017141 1.8 1 07339 23 || 055714518
$350c02 3 746 17 06192 1.6 || 1|62.11 352 3| 46.96 | 1155
$356¢03 3 72.0 | 1R 0165991 1.9 ||0]6532| 2.2 1| 215571 411.0
s450c01 ¢ 4 | 72.9 1 14 06277 | 181 || 1 | 66.71 | 47.1 { 6 | 49.49 | 168.2
s450c02 | 4 73.1 ) 17 178064448 0 81.92 33.4 |1 21 62.46 | 1705
s450cf3 | 4 72.G 1 16 21705513590 7536 4.2 || 2| 55.54 | 1686
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4.2.2  Avaliacao das heuristicas de Melhoria

As heuristicas de melhoria serdo avaliadas da mesma forma que a solucio inicial.
Cada problema serd resolvido para 20 POs partindo de uma situacio inicial. que é
atualizada a cada PO utilizando a mesma solugao - que também foi utilizada para
os testes das solugbes iniciais. Serd testada a heuristica de trocas discutida na secio
3.2 onde sera avaliado o desempenho da heuristica em relacio ao tamanho da lista de
melhores rotas utilizado. Também serd avaliada a utilizacio do algoritmo de busca
tabu com penalidades proposto para a formulagio veiculo-rota (secio 3.4.2} para

resolver problemas das formulagdes mais simples.

Avaliacao da Heuristica de Trocas

Nesta avaliacdo foram comparados apenas os POs do problema onde a solucio imicial
obtida pela formulacdo PCV é factivel, j& que esta é uma pré-condicio para a uti-
lizagao da heuristica, O nimero de POs considerados é maior que os utilizados no
itern anterior, onde s6 foram considerados os POs com solugdes factiveis para os 3
métodos conjuntamente. Isto ndo permite uma comparacio direta entre as solucoes
iniciais do 1tem anterior e as solugées melhoradas. Para avaliar a melhoria da solucio
seréd incluido na comparagdo o valor obtido nas solucdes iniciais.

A heuristica de trocas utiliza um unico parameto p que é o nimero de elementos na
lista de melhores rotas para inserg¢do. Esta lista é utilizada para verificar quais trocas
cruzadas serdao avaliadas. Quanto maior for p major sera o nidmero de trocas testadas,
porém ¢ dificil prever o comportamento do nimero de trocas cruzadas avaliadas de
acordo com o crescimento de p. Na heurfstica, para que uma troca cruzada envolvendo
dois nés seja testada, ambos devem ter como melhor insercdo a rota & qual o outro né
pertence. Assim, suponhamos que existam 4 rotas com 5 nés em cada. Se p = 1, cada
né terd apenas uma rota com a qual poderd ser feita uma troca cruzada. Podemos
supor, por exemplo, que os 5 nds das rotas 1 e 3 tenham como melhor rota para
insergao as rotas 2 e 4 respectivamente, e vice-versa. Neste caso teremos 5x5 = 25
avaliacOes para as trocas entre 1 e 3, e o mesmo para 2 e 4. Portanto teremos 50
avaliagoes no total. Se tivermos p = 3, todas as trocas cruzadas possiveis serdo
testadas. Como existemn 6 possiveis combinagdes de duas rotas e em cada uma serio

feitas 25 avaliagdes, logo, no total serdo 150 avaliagbes. Portanto, neste caso temos
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Tabela VII: Avaliagio Heurfstica de Trocas (Série A)

prob. %C | Ini® p=2 p=3 p=28

%M? | Valor | T¢ || %M | Valor T %M | Valor T

s050a01 | 76.3 | 18.99 | 15.7 | 16.01 | 48 || 157 | 16.01 | 55 || 15.7 | 16.01 | 59
s050a02 | 79.3 | 1748 || 16.9 | 1453 | 47 || 17.0 | 14.51 | 55 4 17.0 | 14.51 | 60
s050a03 | 77.2 | 15.51 || 17.0 | 12.88 | 29 4 17.2 | 12.85 | 31 || 17.2 | 12.85 | 34

s100a01 | 70.6 | 32.24 || 15.9 | 27.10 | 214 || 17.5 | 26.91 | 285 || 16.3 | 26.91 | 315
s100a02 | 74.6 { 30.49 || 11.5 [ 26.97 | 133 || 11.5 | 26.99 | 270 || 11.5 | 26.97 | 168
s100a03 | 72.0 | 29.53 || 13.5 | 25.54 | 153 || 13.5 | 25.53 | 170 || 13.6 | 25.50 | 190

s150a01 | 72.9 | 25.99 || 14.3 | 22.28 | 203 || 14.2 | 22.29 | 225 { 14.2 | 22.29 | 251
5150202 | 73.1 | 18.90 || 13.6 | 16.33 | 145 | 13.8 | 16.29 | 163 || 13.8 | 16.30 | 200
s150a03 | 72.0 | 28.02 || 10.9 | 24.96 | 219 | 11.4 | 24.83 | 263 || 11.3 | 24.84 | 303

%Valor da solucio iniccial
*Porcentagem de melhoria em relagio & solugio inicial

“Tempo (seg)

um crescimento linear. Por outro lado, para p = 1 pode nio existir nenhuma troca
cruzada se os 5 nds da rota 1 tiverem como melhor insercio a rota 2, e os nés da rota
2 tiverem a rota 3, e assim por diante. E assim, o crescimento possivel para o caso
p = 3 acima seria infinito.

Os resultados dos testes para a heurfstica de trocas para as séries A, B e C de
problemas estao mostrados nas tabelas VII, VIII e IX, respectivamente.

Na tabela X séo apresentados resumidamente os resultados da heuristica. Pode-se
notar que houve uma melhoria praticamente insignificante ao aumentarmos o valor
de p de 2 para 8, para todos os problemas. Também os tempos de execucio sofreram
um aumento (bem maior que a melhoria das solucées). Isto mostra que neste caso
as solugdes obtidas sofrem pequena influéncia do nimero de rotas avaliado para as

trocas. Um valor razodvel para p situa-se entre 2 e 5.

Avaliaggo da Busca Tabu com Penalidades

A busca tabu com penalidades que € utilizada para a resolucio da formulacio vefculo-

rota pode também ser utilizada para resolver o modelo mais simples. Para isto basta
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Tabela VIII: Avaliacao Heuristica de Trocas (Série B)

prob.

%C

Ini.

p=2

p=8

%M

Valor

%M

Valor

%M

Valor |

5150b81
s150b02
s150b03

76.3
79.3

77.2

21.59
26.89
25.04

18.9
8.5
17.3

17.51
21.92
20.70

241
321
262

18.5
i8.7
17.4

17.60
21.87
20.69

255
361
299

18.7
18.7
17.4

17.56

21.87

20.69

226
324
278

s200b01
s200b02
s200b03

70.6
74.6
2.0

35.19
33.74
41.54

18.6
18.5
19.9

28.64
27.50
33.70

564
a7y
741

18.5
18.9
19.4

28.69
27.37
33.50

616
685
862

18.6
19.8
19.4

28.67

27.41
33.4%

585
579
798

s300b01
$300b02
s300b03

72.0
73.1
72.0

21.54
32.25
31.76

16.3
136
5.1

18.02
27.87
26.97

736
977
921

i6.4
13.5
15.3

18.01
27.89
26.91

713
985
938

16.3
13.8
15.3

18.03
27.88
26.89

622
973
560

Tabela IX: Avaliacdo Heuristica de Trocas

(Série C)

prob.

%C

Ini.

p=2

pP=23

p=8

%M

Valor

%M

Valor

oM

Valor

5256c01
s250c02
8250c03

76.3 | 50.49
79.3 1 52.77
77.2 | 48.27

35.3
34.0
37.8

32.65
34.83
30.02

592
621
654

35.6
33.9
37.6

32.54
34.86
30.10

35.6
34.0
37.8

32.51
34.83
30.01

799
849
874

s§350c01
$350c02
8350c03

70.6 | 73.39
74.6 | 70.61
72.0 | 73.57

37.6
35.3
35.8

45.76
45.65
47.20

1248
1246
1431

37.7
35.4
36.1

45.74
45.62
47.05

37.7
35.4
36.1

45.74
45.62

47.00

1637
1610
1985

5450c01
s450c02
s430c03

72.9 | 91.63
73.1 | 98.12
72.0 | 96.80

36.1
314
33.8

58.53 | 2171
2377
64.12 | 2530

67.34

35.9
31.5
33.8

58.72
67.17
654.08

35.2
31.6
33.8

58.81

67.13
64.10

2479
2641
3226
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Tabela X: Resumo Heuristica de Trocas

serie | nos p=2 D=5 p=25
%Me | T %M T %M T
A 50 16.5 124 16.6 141 16.6 153

100 | 13.6 500 13.8 1 609 13.9 ] 673
150 ] 12.9 567 13.1 | 651 13.1 ] 754

subtotal 14.3 0 1191 | 14.5 § 1401 |} 14.5 | 1580

B 150 | 18.2 824 18.2 ] 915 183 ] 828
200 | 18.7 | 1884 § 189 | 2163 | 189 | 1972
300 1 15.0 | 2634 | 15.1 | 2636 || 15.1 | 2464

subtotal 17.3 | 5342 {1745 5714 || 174 | 5264

C 250 | 35.7 | 1867 |l 35.7 1 2163 i 35.8 | 2522
350 || 36.2 | 3925 | 36.4 | 4529 | 36.4 | 5232
450 & 33.8 | 7078 | 33.7 | T724 | 33.7 | 8346

subtotal 35.2 | 12870 || 35.3 | 14416 || 35.3 | 16100

“Percentual médio de melhoria da solugio

¥Tempo Total (seg)
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fazer o nimero maximo de rotas VR na formulagao (2.25) - (2.32) igual ao ndmero
de veiculos NV. F também fazer o tempo disponivel para atendimento dos vejculos
infinito (Tayax = o).

Inicialmente, a avaliacdo da resolucio dos problemas serd feita da mesma forma que
para a heuristica de trocas. Neste caso serao avaliados os parametros do mimero de
iteragoes e do tamanho méximo da lista de melhores rotas para inser¢io. Em seguida,
sera avaliada a capacidade deste algoritmo em obter solucdes factiveis partindo de
solugGes iniciais infactiveis.

Valores utilizados

Alguns parametros do algoritmo tabu mostrado na pagina 54 nio foram estudados
em maiores detalhes. Os valores escolhidos seguiram a sugestio de Gendreau e outros
[22] pois néo havia em nenhum dos casos motivos para esperar que sua alteracao
produzisse grandes melhorias na qualidade das solugdes ou nos tempos de execugio

da heuristica. A seguir serdo apresentados os valores e os motivos para sua utilizagao.

Qinicic = Pinicio = 1.0 :

ITERMUDANCA PARAMETROS = 10 : Valores sugeridos por Gendreau e ou-

tros.

NUM ITERCRIACAOMELHORES = 30 : O mimero de iteragdes entre os tes-
tes de criagdo de uma nova rota foi fixado tendo por objetivo a nao repeticio da
criagao de uma mesma rota apds poucas iteracdes e permitir ao algoritmo sair

“rapidamente” de uma situacao de infactibilidade.

NUM_ITER ATUALIZACAO MELHORES = 20 : Este valor foi escolhide ten-
do em mente o custo computacional adicional do teste de diversas insergoes e a
maior esperanca de melhoria da solucéo, conseguida mantendo a lista de melho-

res rotas para insercao atualizada.

Niin = 7y Nper = 13 ¢+ Estes valores foram utilizados tendo em vista que a lista
deveria ser grande o bastante para impedir a ocorréncia de ciclagem mas nio
tac grande que a lista de movimentos tabu viesse a limitar demasiadamente o

processo de busca.

Inicialmente, foi testada a variagdo do mimero de elementos na lista de mefhores
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Tabela XI: Avaliagao Heuristica Tabu (Série A)

prob. %C | POs | sol. Ini p=3 p=

%Me | Valor | T | %M | Valor T
sb0all | 76.3 | 1R 18.9G 19.9 1 1521 | 80| 19.9 1521 89
s050a02 | 79.3 | 19 17.48 206 { 13.87 | 87| 205} 13.90 96
sG50a03 | 77.2 | 17 15.51 20.1 | 1240 62} 206§ 12.32 | 69
s100201 { 706 1 19 32.24 19.3 | 26.02 | 213 § 19.5 | 25.95 | 318
s100a02 | 746 | 18 30.49 14.3 | 26.14 1 169 || 14.4 | 26.10 | 220
s100a03 | 72.0 | 18 29.53 17.0 2451 | 176 || 16.9 | 24.54 | 271
s1b0a0l | 729 | 12 25.69 16.8 1 21.63 | 202 || 16.2 1 21.77 1 231
s150a02 | 73.1 9 18.90 14.7 | 16.13 | 118 | 15.2 | 16.03 | 175
s150a03 | 72.0 | 13 28.02 13.2 | 24.32 1 172 £ 13.2 | 24.33 | 252

“Porcentagem de melhoria em relagio 3 solugio inicial

*Tempo (seg)

rota para inser¢do (p) para os valores 3 e 7, para um niimero fixo de 600 iteracdes.
Os resultados destes testes estdo mostrados nas tabelas X1, XII e XII1.

Em seguida, foi avaliado o nidmero de iteragdes. Para isto foram feitos testes com
valores de 300, 600 e 1000 iteracoes com o parametro do nimero de elementos na lista
igual a 5 (p = 5). Os resultados destes testes estdo mostrados nas tabelas XIV, XV
e XV1.

A tabela XVII apresenta os resultades comparativos dos testes realizados sobre os
parametros de nimero de iteragoes sem melhoria i e do nimero p de elementos na
lista de melhores rotas para insergdo, respectivamente.

Analisando a variagdo de p podemos observar que os valores médios de melhoria
em relagao a solugdo inicial (%M) apresentaram resultados esperados. As solucdes
obtidas melhoraram e os tempos de execugiao aumentaram com o crescimento de P
Em alguns casos particulares, no entanto, as solucées para valores maiores de p foram
piores. Por exemplo, as solugdes dos problemas da série C com 250 nés foram melhores
com p =3 (37.7%) do que para p = 5 (37.2%).

Na avaliagao do efeito do aumento do nimero de iteracdes 1 com valores fixos de

p (no caso p = 5) também ocorreu a melhoria das solucdes e aumento dos esforcos
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Tabela XII: Avaliagio Heurfstica Tabu (Série B)

prob. %C | POs | sol. Ini p=3 p=7T

%M | Valor T || %M | Valor T
s150b01 | 76.3 1 14 21.59 # 215 | 16.94 | 195 || 21.2 | 17.02 | 23%
s150b02 | 79.3 ] 18 ¢ 26.89 21.2 { 2119 | 240 |} 216 21.07 | 315
s150b03 | 77.2 ) 17 25.04 19.8 1 20.09 | 217 4 21.6 | 19.64 | 258
8200b01 | 70.6 | 17 35.19 || 20,1 28,12 | 520 || 20.9 | 27.84 | 676
s200b02 | 746 | 17 33.74 1§l 21.3 | 26.57 | 548 || 21.7 | 26.42 | 657
s200b03 | 72.0 | 20 41.54 {1 20.2 | 33.13 | 514 || 20.6 | 32.98 | 730
s300b01 | 72.0 8 21.54 16.8 | 17.93 | 556 | 17.8 | 17.71 704
s300b02 | 73.1 12 32.25 15.5 1 27.24 | 371 4 16.7 | 27.20 | 757
s300b03 | 72.0| 12 31.76 16.1 ; 26.64 | 539 || 16.8 | 26.41 | 682

Tabela XIII: Avaliacdo Heuristica Tabu (Série C)

prob. %C | POs | sol. Ini p=3 p=17T

%M | Valor T | %M | Valor T
s250c01 | 76.3 1 20 5049 | 375 31.58 7 7741 37.3 3165 814
§250c02 | 79.3 | 20 52,77 1 36.1 | 33.74 | 767 | 36.3 | 33.63 | 863
§250c03 | 77.2 | 20 48.27 11 39.5 | 20.18 | 613 || 39.6 | 29.15 714
s350c01 | 70.6 | 20 73.39 || 38.8 | 44.95 1 1297 | 38.4 | 45.21 | 1446
s350c¢02 | 746 | 19 70161 36.3 | 44.98 | 1091  36.2 | 45.02 | 1377
5350c03 | 72.0 | 20 73.57 37.3 46.16 | 1017 || 37.8 | 45.78 | 1343
s450c01 | ¥2.9 1 19 891.63 ] 35.1 | 59.49 | 1895 || 35.9 | 38.77 | 2351
5450c02 | 73.1 | 20 98.12 || 31.5 | 67.21 | 2430 | 32.3 | 66.44 | 2739
s450c03 | 72.0 ¢ 20 96.80 |1'34.9 | 63.01 | 2374 | 34.8 | 63.09 | 2541




Tabela XIV: Avaliagio Heuristica Tabu (Série A)

prob.

%C

Ini.

t = 300

1 = 600

1= 1000

%M

Valor

%M

Valor

oM

Valor

s050a01
s050a02
s050a03

76.3
79.3
V7.2

18.99
17.48
15.51

19.9
20.5
20.6

15.21
13.90
12.32

86
94
66

20.3
20.8
20.9

15.13
13.84
12.27

176
199
142

20.5
20.9
21.0

15.1
13.82
12.26

s100a01
£100a02
s100a03

70.6
74.6
72.0

32.24
30.49
29.53

19.5
14.1
16.5

25.96
26.19
24.65

287
200
225

19.8
15.0
17.6

25.87
25.91
24.32

538
461
478

19.9
15.4
18.2

25.82
25.8
24.17

s150all
5150202
s150a03

72.9
73.1
72.0

25.99
18.90
28.02

16.5
14.8
13.1

21.74
16.10
24.36

183
137
206

16.9
16.0
13.7

21.61
15.87
24.18

443
318
400

17.0
15.8
14.3

21.58
15.92
24.0

Tabela XV: Avaliacio Heuristica Tabu (Série B)

prob.

%C

Ini.

1= 300

1 = 600

1= 1000

ToM

Valor

%M

Valor

%M

Valor

s150b01
5150b02
s150b03

76.3
79.3
77.2

21.59
26.89
25.04

21.3
21.3
20.0

17.0
21.17
20.01

22,5
23.1
22.0

16.73
20.69
19.54

508
726
585

22.4
23.5
22.0

16.75
20.56
19.53

642
979
830

s200b01
s200b02
s200b03

70.6
74.6
72.0

35.19
33.74
41.54

20.7
21.9
20.8

27.96
26.34
32.89

21.1
23.2
21.7

27.75
25.90
32.54

1126
1662
1498

22.1
23.4
22.5

27.42
25.85
32.21

2077
2322
2539

s300b01
s300b02
s300b03

72.0
73.1
72.0

21.54
32.25
31.76

17.3
15.3
157

17.82
27.32
26.77

18.5
16.7
17.3

17.55
26.88
26.26

1000
1146
1387

18.7
17.2
17.6

17.52
26.73
26.18

1332
1929
2021




Tabela XVI: Avaliacio Heuristica Tabu (Série C)

prob. Z%C | Ini. i = 300 1 = 600 i = 1000
%M | Valor T || %M | Valor T | %M | Valor T
s250c01 | 76.3 | 50.49 || 36.8 | 31.89 TO0 3 39.4 | 30.61 | 1974 | 39.4 | 30.58 | 2653
§250c02 | 79.3 | 52,77 || 35.8 1 33.90 | 772 4 37.5 1 3298 | 1826 | 38.4 | 32.49 | 2754
§250c03 | 77.2 | 48.27 |} 39.1 | 29.42 583 11 41.2 | 28.38 | 1714 || 41.8 | 28.09 | 2596
§350c01 | 70.6 ; 73.39 4 38.7 | 44.99 | 1353 || 40.9 | 43.34 | 3714 || 41.4 | 43.03 | 4977
s350c02 | 74.6 | 70.61 | 36.6 | 44.80 | 1171 || 38.4 | 43.50 | 2889 || 38.6 | 43.32 | 3970
s350c03 | 72.0 | 73.57 {| 37.7 | 45.80 | 1313 || 39.4 | 44.58 | 2809 §i 39.6 | 44.44 | 3758
s450c01 | 72.9 | 01.63 || 36.5 | 59.09 | 2174 | 36.7 | B7.98 | 4966 || 37.2 | 57.60 | 7490
s450c02 | 73.1 | 98.12 || 31.9 | 66.84 | 2401 | 33.0 | 65.71 | 5541 || 33.3 | 65.42 { 8331
s450c03 | 72.0 | 96.80 || 34.4 | 63.54 | 2102 |} 33.9 | 62.06 | 5450 || 36.4 { 61.60 | 7855
Tabela XVII: Resumo Heuristica Tabu com Penalidades

serie | nos 300,3“ 300, 7 300.5 600.5 1000,5
gMb LT M T %M | T %M T %M T

A 50 20.2 229 2051 254 20,0 | 246 20.7 ¢ 517 208 792
100 | 16.9 538 16.9 | 809 16.7 713 17.5 ] 1477 ;1 17.8 | 2425

150 || 14.9 492 14.9 ] 658 1481 526 15.5 | 11631 §j 15.7 | 1713
‘subtotal 173 | 1079 ) 173 ) 1721 j 17.3 1 1238 11 17.9 | 3155 i 18.1 | 4030
B 150 3 20.8 632 21.5 ] 811 20,8 700 225 4286 | 22.6 | 6938
200 | 20.5 | 1582 || 21.1 ) 2063 | 21.1 | 1892 |1 22.0 | 3533 | 22.7 | 5282

300 ) 16.1 | 1666 § 17.1 | 2093 || 16.1 ] 1660 || 17.5 ; 1819 || 17.8 | 2451
subtotal 19.1 | 3900 § 19.9 | 4967 || 19.4 | 4252 1| 20.7 | 9638 || 21.0 | 14671
C 250 || 37.7 | 21566 || 37.7 | 2391 | 37.2 | 2055 |} 39.4 | 5514 || 39.9 | 8003
350 || 37.4 | 3405 || 374 | 4166 || 37.7 | 3837 || 39.6 | 9412 1 39.9 | 12705

450 || 33.8 | 6699 || 34.3 | 7631 || 34.3 | 6677 || 34.5 | 15957 | 35.6 | 23676
subtotal 36.3 | 12260 § 36.5 | 14188 | 36.4 | 12569 || 37.8 | 30883 || 38.5 | 44384

Scorrespondemn aos valores de 7 e p, respectivamente

Percentual médio de melhoria em relaciio & solucdo inicial

*Tempo Total (seg)




computacionais conforme o valor de 7 aumentava. As melhorias observadas foram
bem maiores para 0 aumento proporcional de ¢ do que para o crescimento de p. Para
as séries A,B e C a melhoria de %M com o crescimento de p de 3 para 7 foram : 0.1%,
0.8% e 0.2%, respectivamente. Enquanto que, para um aumento proporcionalmente
menor para ¢ de 300 para 600 iteragdes as melhorias obtidas foram : 0.6%, 1.3%
e 1.2%. Em compensacao os tempos de execucdo também aumentaram bem mais
(60%, 27% e 16%) contra (155%, 127% e 146%). O que leva a concluir que para
esta heuristica o mimero de iteragbes e o nimero de elementos na lista devem ser
escolhidos levando em conta o compromisso entre tempo de execucéo e qualidade da

solucao.

Avaliagao Geral das Heuristicas de Melhoria

Analisando as tabelas X e XVII, que contém os resumos dos resultados da heurfstica
de trocas e tabu com penalidades, respectivamente, podemos verificar a superioridade
da heuristica tabu sobre a de trocas. O pior resultado da heurfstica tabu obtido na
série de testes para 1 = 300 e p = 3 (17.3%, 19.1% e 36.3%) para as melhorias médias
nas séries de testes (A, B, C) sao melhores que a melhor série para a heuristica de
trocas com p = 8 (14.5%, 17.4% e 35.3%). Os tempos de execucido também foram
melhores na heuristica tabu 1079, 3900 e 12260 seg contra 1580, 5264 e 16100 seg
para a heuristica de trocas. Comparando a melhor solucao tabu contra a melhor
solugao para as trocas temos que a solugao tabu consegue uma maior melhoria na
solugdo inicial. Esta methoria fol mais de 3% acima da heuristica de trocas (3.6%,
3.6% e 3.2%). Neste caso, deve ser levado em conta que uma parte desta melhoria
foi obtida através de tempos de execucio 3 vezes maiores. Uma outra comparagio
interessante resulta quando se comparam as melhorias obtidas quando sio concedidos
aproximadamente os mesmos tempos para as heuristicas. Neste caso, a vantagem da

heuristica tabu é de aproximadamente 3%.

Capacidade de Factibilizagio da Heuristica Tabu

Os periodos onde as soluges iniciais foram infactiveis nio foram utilizados para efeito
de comparagaoc entre os algoritmos de melhoria. Neste teste a heuristica de busca tabu

com penalidades foi utilizada nos casos em que a solucio inicial foi infactivel com a
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Tabela XVIII: Factililizacio das Solugoes Iniciais

serie | nds | POs Inf.” | Rot Inf.b TABU
POs Fact. | Rot Fact. | % Rotas® | T¢
A 50 16 1 7 44 22
100 30 1 8 27 93
150 26 199 7 110 55 309
subtotal 37 245 9 125 51 424
B 150 11 47 3 24 31 92
200 6 31 3 28 80 235
300 28 260 1 46 18 1601
subtotal 45 338 7 98 29 1328
C 250 0 - - - -
350 1 1 100 80
450 1 1 100 89
subtotal 2 13 2 13 100 169

¢Namero de POs com soluctes iniciais infactiveis,

?Total de rotas infactiveis para os POs

“Percentual médio de rotas factibilizadas

dTempo Total (seg)

finalidade de testar a sua capacidade de factibilizar tais solugdes iniciais.

A tabela XVIII apresenta de forma resumida os resultados obtidos. Na coluna POs
inf. € mostrado o ndmero de periodos operacionals infactiveis. A coluna Rotas inf.
mostra o total de rotas infactiveis para os POs. As colunas POs Fact e Rotas Fact
mostram, respectivamente, o nimero de POs e rotas factibilizados pelo algoritmo. A

coluna % Rotas mostra o percentual médio de reducio no nimero de rotas infactiveis.

Ja a coluna 7 mostra o tempo total de execugdo em segundos.

Como pode ser observado os problemas mais restritivos (série B} s3o os mais dificeis
de serem factibilizados. Houve reducio de apenas 29% em média nas rotas infactiveis.

Ja, nos problemas da série C, que tem bastante folga, todas as rotas infactiveis foram

Tactibilizadas.




4.3 Avaliacao dos Modelos

Nas avaliagoes feitas até aqui foi medida a “performance” dos métodos e heuristicas u-
tilizadas na resolugéo do modelo matematico. Aqui, faremos a avaliagdo da qualidade
do préprio modelo para resolver o problema proposto. Como os problemas tratados
sao estocasticos é necessario realizar uma simulacao para saber se o modelo é aderen-
te & realidade. J& discutimos no item 2.7, que a estimativa dos custos esperados de
entrega b; de cada né ¢ é dificil de ser feita. Esta é outra razio para realizarmos uma

simulagao. Assim, podemos avaliar se os custos b; estimados sdo razoiveis.

Na simulagio, a solugao obtida - através da resolugao do PERYV - para o primeiro
PE é executada. Isto é, as rotas da solu¢do sio percorridas e as entregas sao feitas.
Como discutimos no item 2.5, as demandas estocdsticas dos consumidores podem ser
maiores que as esperadas e pode faltar produto no caminhao durante uma entrega.
Para evitar que isto ocorra com freqliéncia a capacidade real do veiculo utilizado na
distribuicao é 10% Stiperior a capacidade ficticia utilizada no PERV. Mesmo assim,
ainda existe a possibilidade de que venha a faltar produto durante as entregas. Por
isso, as rotas da solugdo sao percorridas durante a simulagéio e a cada parada, a
necessidade real do consumidor é atendida, isto é, seu estoque é reposto. Caso a carga
restante no veiculo seja insuficiente para atender a pelo menos 30% da necessidade
estimada para o préximo consumidor da tota, o veiculo passara direto ao consumidor
seguinte, que também é testado para o atendimento minimo de 30%. Caso nao seja
possivel atender mais nenhum consumidor o veiculo retornard ao distribuidor. Ao
final do PE, sao geradas as demandas estocdsticas dos consumidores durante o PE,
e atualizados os estoques locais. Em seguida, a solucdo para o segundo PE do PO é

utilizada na simulagao, e assim por diante até o final.

Este procedimento de simulagio é semelhante ao utilizada por Golden e outros
[27] para a distribui¢4o de propano. Mas, neste modelo hd a possibilidade de escassez
antecipada no cliente. Neste caso uma entrega de emergéncia devera ser realizada.
O custo desta entrega € o custo de uma viagem direta de ida e volta ao consumidor
acrescido de um custo de insatisfacdo. Além disso, é necessario considerar que na
solugao do PERV para os PEs seguintes pode estar previsto o atendimento “normal”
deste consumidor - atendido por uma entrega de emergéncia - o que tornaria a en-

trega “normal” desnecessiria. Neste caso, seria possivel resolver novamente o PERV
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considerando a situagao atual. Porém, optou-se por manter as solucdes para os PEs
restantes do PO apenas alterando arota que atenderia ao consumidor (e) j& atendido.
Na nova rota o veiculo ira diretamente do consumidor anterior (e — 1) ao consumidor
seguinte (¢ + 1).

Nos testes executados o objetivo era conseguir a melhor solugao possivel, por isso,
foi empregada a heuristica de busca tabu com penalidades para melhorar a solucao
inicial. O ndmero de iteracdes sem melhoria foi fixado em 1000 e o valor de p = 10.
O nimero de POs foi aumentado para 40, visando obter um resultado mais confidvel
dadas as caracteristicas aleatérias do problema. Para permitir uma comparacio ra-
zoavel entre o modelo eipresentado e uma solugao periddica, os veiculos foram dotados
de tempo de utilizacao ilimitado.

A solugdo periddica foi obtida utilizando o modelo proposto por Larson [30]. O
objetivo proposto por Larson era a minimizacio do ndmero de barcacas utjlizadas
para recolher os residuos produzidos no tratamento de esgotos. A solucio é obtida
por uma adaptagao da heuristica de “savings”. A utilizacdo da barcaca é calculada em
funcao do perfodo e da dura¢éo da rota. O ganho (“savings”) representa a reducio na
utilizagao das barcagas resultante da uniao de duas rotas. Neste caso, foi empregado
como objetivo do problema periédico a minimizacio da distdncia percorrida, que
representa o custo da solugao. O resultado final foi convertido em termos de custo
por unidade entregue para ser comparado com a solucio nio-periédica simulada.
Para a solugao periédica também foram utilizados os mesmos estoques de segurénga.

empregados na solugao simulada.

As tabelas XIX, XX e XXI apresentam os resultados obtidos na simulacio. Os
valores sdo apresentados em custo por 1000 unidades entregues. A coluna Sol. S apre-
senta os custos totais da simulagao, considerando os custos produzidos por entregas
de emergéncia. A coluna Sol. F apresenta os resultados da simulacio sem considerar
as entregas emergenciais. A coluna 7' mostra os tempos de execucido das simulacoes.
A coluna Period apresenta o resultado obtido pela solucio periddica. E finalmente, a
ultima coluna (% D/P) mostra os percentuais do custo da simulacio da coluna Sol.
" sobre a solugao periédica. A coluna Sol. F foi empregada para comparacio em
virtude dos custos da solugao periddica também néao levarem em conta as entregas

emergenciais.

Como pode ser obervado nas tabelas, o custo da solucio nao-periédica foi sempre
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Tabela XIX: Simulacdo do Modelo {Série A)

prob. Sol. 8 Sol. F | T (min} | Period | % D/P®

s050a01 | 29.4 28.0 240 28.2 2.34
s050a02 | 287 27.8 244 26.6 4.51
s050a03 | 27.4 27.2 217 259 5.02

Subtotal 4.12

s100a01 | 26.4 | 25.6 319 | 243 1 535
s100a02 | 25.3 | 24.6 287 29.4 9.8
5100203 | 25.1 | 24.4 278 23.4 4.27

Subtotal 6.48

s150a01 | 24.5 24.0 654 224 7.14
s150a02 | 24.6 23.9 670 22.3 2.69
5150203 | 25.1 23.7 662 22.1 7.24

Subtotal 5.69

*% da solu¢io dindmica simulada superior & periédica

Tabela XX: Simulacio do Modelo (Série B)

prob. Sol. § | Sol. ¥ | T (min} | Period | % D/P

s150b01 | 43.5 43.1 130 39.2 9.95
s150b02 | 42.9 42.7 120 38.4 11.20
s150b03 | 42.7 42.3 125 38.3 10.44

Subtotal 18.53

s200b01 | 40.7 40.3 258 36.9 9.21
s200b02 | 39.4 39.0 260 35.3 10.48
s200b03 | 39.8 39.2 261 35.8 9.50

Subtotal 9.73

s300b01 | 38.1 37.9 516 33.7 i2.46
s300b02 | 37. 37.5 466 34.0 10.29
8306b03 | 37.5 37.3 485 33.6 11.01

@]

Subtotal 11.25




Tabela XXI: Simulacdo do Modelo (Série C)

prob. Sol. S| Sol. F | T (min) | Period | % D/P
s2530c01 | H4.1 53.9 240 47.2 14.19
§250c02 : 528 H2.5 244 47.3 10.99
s250c03 | 51.6 | 514 | 217 | 474 | 8.44
Subtotal 12.67
s350c01 | 52.7 52.7 319 46.8 12.07
s330c02 | 50.9 50.9 287 46.3 9.94
835003 | 50.7 50.6 278 46 .8 8.12
Subtotal 10.04
- s430c01 | 50.6 50.3 654 44.6 12.78
s450c02 | 50.0 49.8 670 44.2 12.67
s450c03 | 50.5 50.2 671 45.1 11.31
Subtotal 12.25

maior. Nos problemas da série A as solugoes simuladas foram por volta de 5% mais
caras, enquanto nas séries B e C, a diferenca foi bem maior : =10% e =12%, res-
pectivamente. Isto pode indicar que o aumento do tempo de duracao dos estoques
locais torna o modelo ndo-periédico pior em relagio o modelo periédico. Isto parece
razoavel ja que as solucdes periddicas tornam-se menos suceptivels a estocasticidade
da demanda. Por outro lado, isto pode ser provocado pela mé qualidade dos custos
de entrega utilizados.

De qualquer forma € preciso considerar que as solucdes nao-periddicas tem major
facilidade de serem colocadas em prética. Pelas caracteristicas da solucio periddica
varias rotas podem necessitar de atendimento na mesma hora o que tornaré impossivel
executar a solugdo obtida. Além disso, se a demanda dos clientes se alterar muito
durante o ano, a solugao periddica ou se tornard “ruim” ou ters de ser alterada. No
caso da alteracio haverd um custo de adaptacdo para a nova solucéo periédica. Para
casos extremos, onde a demanda varia muito dentro de um tnice més é improvavel

que uma solucéo periddica seja satisfatéria.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos o modelamento matematico do Problema de Estoque e

Roteamento de Veiculos (PERV) e alguns algoritmos capazes de resolvé-lo.

5.1 Resultados Obtidos

Foram discutidas as caracteristicas do problema e como elas sio tratadas no modelo.
Estas caracteristicas sdo determinadas principalmente pelo problema de estoque que
envolve a previsao da demanda nos clientes. A demanda é, normalmente, estocastica
e o modelo trata esta estocasticidade com o uso de estoques de seguranca e capaci-
dades reduzidas nos veiculos. O estoque de seguranga ¢ avaliado do ponto de vista
econdmico, isto €, serd o estoque no ponto de minimo da fungéo de custo esperado.
Esta funcao depende da distribui¢do de probabilidade da demanda, e da relacio entre
o custo de uma entrega normal e de uma entrega de emergéncia.

No modelamento matematico é feita a redugio do horizonte de planejamento do
longo para o curto prazo. Isto reduz o tamanho do problema e permite que ele seja
tratado através de uma adaptacdo do Problema de Roteamento de Veiculos (PRV).
Para nao perder a visdo de longo prazo, foram utilizados custos futuros para avaliar
o efeito das solucoes atuais no futuro.

No modelo os clientes sdo divididos em dois grupos : M - clientes que devem
ser atendidos durante o periodo de planejamento, chamado de perfodo operacional
(PO), e M - clientes que podem ou nao ser atendidos dependendo da conveniéncia.

Os clientes em M serdo aqueles cujo estoque ficar abaixo do estoque de segurancga
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durante o PO corrente.

Foram apresentadas trés formula¢des para o PERV. As duas primeiras sio equi-
valentes e a terceira incorpora restrigdes adicionais para a alocacio das rotas aos
vejculos. A metodologia proposta para a resolucio do problema faz wma simplifi-
cagao das formulagdes a partir da qual se obtém uma solucdo inicial. Em seguida,
aplicamn-se heuristicas de melhoria sobre as solugdes iniciais para obter a solucio final.

Foram apresentados dois algoritmos para a obtencao das solucgdes iniciais. Ambos
utilizam um Problema de Atribui¢do Generalizado para dividir os clientes em sub-
conjuntos, que sao usados para resolver os subproblemas. No primeiro, os nds sao
divididos em periodos de entrega (PEs), para cada PE serd resolvido um PRV. No
segundo, a divisdo ¢ feita em rotas que sao executadas em um determinado PE, e
os subpréblemas resolvidos sio PCVs, utilizados para encontrar as rotas percorridas.
No primeiro método o problema principal s6 leva em conta o aspecto temporal, isto
é, o dia da entrega. Enquanto que, no segundo, os aspectos temporais e espaciais sio
contemplados.

Foi abordada a questio do atendimento aos clientes em M na solucio inicial.
Como estes clientes poderiam ser reabastecidos antecipadamente apenas se isto fosse
interessante do ponto de vista econémico, sé faria sentido considera-los se houvesse
alguma forma de avaliar o custo para realizar a entrega. Para o método baseado
no PRV, como s6 sao considerados os aspectos temporais, os nés em M nio foram
utilizados. J4, no caso do PCV, faz sentido utilizar estes nés pois, além do aspecto
temporal, é empregada uma aproximacao linear para estimar o custo de atendimento
do cliente através de cada rota.

Nos testes, o método baseado no PCV que continha os nés em M obteve as melho-
res solugoes. No entanto, o nimero de POs em que as solugbes obtidas pelo método
foram infactiveis foi muito maior que os demais. Apesar dos bons resultados, como
o principal objetivo na obtencdo de uma solucio inicial é a sua factibilidade, este
método foi preterido. Entre as solugbes que sé utilizaram os nés em M, as solugdes
do PCV {oram praticamente equivalentes as do PRV. No entanto, o nimero de POs
com solugoes infactiveis obtidas pelo PCV foi um pouco menor. Por este motivo, o
método baseado no PCV foi escolhido para gerar as solucdes iniciais no restante dos

testes.

Foram testadas duas heuristicas para a melhoria da solucio inicial : busca tabu com
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penalidade e trocas. Elas conseguiram grandes melhorias sobre as solucdes iniciais.
A heuristica tabu conseguiu, no entanto, melhorias por volta de 3% superiores a
heuristica de trocas, as custas, porém, de muito tempo de processamento. No caso
da heuristica tabu as melhorias obtidas chegaram a até 40%, e a melhoria média
nos problemas testados foi de aproximadamente 25%. Isto demonstra a importancia
desta etapa de resolugdo e ressalta a impossibilidade de tratar todos os aspectos do
problema na solucdo inicial. Outra caracteristica muito importante da heuristica tabu
com penalidades é a possibilidade de utilizar solugoes iniciais infactiveis. Isto facilita
muito a obtengao de uma solugao inicial na resolucao de problemas reais onde existam
diversas restrigoes especificas.

Esta caracteristica da heuristica tabu permitiria utilizar a formulacio PCV com
os nés em M para obter uma solucio inicial. Isto porque, como ja fol disc&tidb, ele
obteve as melhores solugdes iniciais, mas fol preterido por produzir muitas solucdes
infactiveis. Fsta combinacdo de solucéo inicial e heuristica de melhoria, no entanto,
nao foi testada e fica como sugestio de estudo futuro.

Pelas caracteristicas estocasticas do problema, foi necessirio utilizar uma simu-
lagdo para melhor avaliar o modelo dindmico proposto. Este procedimento de simu-
lagéo avalia os custos da solugao para 40 PQOs, levando em conta os custos das entregas
de emergéncia e das rotas percorridas nas solugdes propostas pelo PERV.

Nas simulagées realizadas o modelo dinadmico apresentou solucdes inferiores ao
periodico. Nos problemas testados, a solugdo dindmica foi em média 9% mais cara
que a solugdo periédica. Apesar dos testes apresentados mostrarem que a solucao
periddica € meihor que a dindmica, é interessante destacar que a solucio dinimica
termn muitas caracteristicas que a tornam atraente. Entre estas caracteristicas podemos

destacar :

e Na solugio dinadmica a situagao dos estoques no inicio do periodo operacional é
um dado importante que é considerado pelo modelo. Ji a solugio periddica nao
considera a situagao inicial, por isso ela pode nao ser imediatamente implantével.
Se considerarmos uma solugio possivel em que ao menos um cliente de cada
rota esteja inicialmente com menos de 15% de sua capacidade, teremos que
imediatamente atender a todas as rotas, o que seria impossivel. Assim, teriamos
que ter um periodo de transigdo para a solugao periédica. Outra situacio possivel

¢ que tenhamos numa rota 3 clientes cormn 10, 70 e 90% de suas capacidades de

82



estoque. Neste caso, na primeira entrega, que deveria ser feita com urgéncia,

uma quantidade pequena seria entregue aos 2 iltimos clientes.

e Uma situagao que pode ocorrer em problemas reais é a variacio freqiente da
demanda média, ou ainda, que a demanda média néo seja constante, como con-
siderado nos problemas testados. As demandas diferentes fazem parte do modelo
dinamico, apenas sendo necessério incluir fungdes para o cdleulo do estoque de
seguranga para a distribuigdo de probabilidade especifica da demanda. Neste ca-
s0, no entanto, uma solu¢io periddica torna-se dificil de ser empregada pois, ou
se continua com a ineficiéncia provocada pela alteragao das demandas ou, serdo
necessarias alteragbes constantes na solugio periédica, que produzirio perdas

sempre que se realizar a transicao.

e Mesmo na situagio ideal de demanda constante o modelo periédico apresenta
algumas dificuldades operacionais que impée perdas de vez em quando. Poe
exemplo, esporadicamente varias rotas com periodos diferentes podem coincidir,

obrigando que uma ou mais delas sejam atendidas antecipadamente.

Além disso, mesmo na situagio ideal para o modelo periédico (demanda média
constante), o modelo dindmico pode aproveitar melhor algumas caracteristicas es-
pecificas do problema. Isto ocorre, por exemplo, quando o estoque local dos clientes
pode ser conhecido sem que uma entrega seja feita. Neste caso, se a demanda no
cliente for menor que a esperada, no modelo dinamico podemos adiar a entrega. Ja
para a solugdo periddica, esta informagao é mais dificil de ser aproveitada pois, a
entrega s6 podera ser adiada se isto for vantajoso na analise conjunta dos nés da rota
periédica (seria necessirio que vérios outros nds tivessem demandas menores que as
esperadas). O mesmo ocorre no caso da demanda de um cliente ser SUperior a es-
perada. Isto possibilita, ainda, que no modelo dindmico, os estoques de seguranca
sejam reduzidos. Alguns resultados obtidos em testes néo reportados no capitulo 4
mostram que o conhecimento prévio da situacio dos estoques no inicio do PO reduz
o custo da solugdo dindmica. Em alguns casos, as solucdes obtidas com este dado
foram melhores que as solugdes periédicas.

Finalizando, o modelo periddico parece ser definitivamente melhor apenas quando a
demanda ¢ constante e quando o problema néo apresentar caracteristicas que possam

ser melhor aproveitadas pelo modelo dindmico. Fora disto, teria qgue ser feita uma
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comparagao entre as solugoes dos modelos para avaliar qual o melhor para resclver o
problema estudado.

Em relagao aos tempos de execugao das simulagoes é preciso considerar que uma
simulagdo - que chegou a levar 10 horas de maquina {SparcStation 14+) - sb serd
necessaria no inicio da operacao do sistema para o ajuste de alguns pardmetros do
modelo como, por exemplo, os custos de entrega. A solucido de um tnico perfodo
operacional gastaria aproximadamente 15 minutos para os problemas de 450 nés {série

C), o que nao criaria nenhum empecilho a operacao semanal, ou mesmo diaria.

5.2 Estudos Futuros

As propostas para estudos futuros mais imediatos sao divididos em duas partes : a
primeira trata de ampliar as andlises sobre o comportamento das solucoes da simu-
lagdo e, a segunda, abordar o problema tratando miltiplos produtos ou o custo de
estocagem.

Entre as analises estao um estudo mais detalhado dos custos de entrega e o de-
senvolvimento de uma férmula mais efetiva para o seu célculo. Poder-se-ia também,
analisar as solu¢Oes finais obtidas se fosse empregada a solucio inicial PCV com M
com a melhoria desta sendo feita pela heuristica tabu que, também, teria por obje-
tivo factibilizar o grande nimero de solucdes iniciais infactiveis. Analisar o efeito de
mudangas na operagao da distribuigao, isto é, trocar a politica rigorose empregada na
simulagao que nao permite modificar as rotas no caso do né jé ter sido atendide por
uma entrega de emergéncia. Neste caso, poderia ser testada uma politica corretiva,
onde novas rotas seriam recalculadas. Também seria interessante fazer um estudo
mais detathado sobre o efeito do conhecimento prévio da situacio dos estoques sobre
as solugoes do modelo dindmico, como discutido anteriormente. Cabe ressaltar que,
hoje, com as facilidades da automacéo, os clientes poderiam ser interligados ao dis-
tribuidor de forma a permitir que este conheca a situacio dos estoqgues locais de cada
cliente.

O problema tratado aqui aborda a questao da distribuicdo de um tnico produto. O
modelo poderia ser alterado para permitir o tratamento de problemas de distribuicio
de varios produtos diferentes. Uma forma simplificada de tratar este problema seria

alterando o calculo dos estoques de seguranca. Mas, para tratar o problema mais a

84



fundo seriam necessarias alteragoes no modelo.

O modelo proposto considera que ao atender um cliente, o estoque deste € reposto
a0 nivel maximo. Se forem considerados os custos de estocagem, a melhor opcao
para o atendimento poderia nao ser mais a reposicao da capacidade total do estoque.
Portanto, a consideragao dos custos de estocagem nos clientes (ou no distribuidor)
alteraria o modelo utilizado. Para incorporar os custos de estocagem ao modelo
poderia ser feito um tratamento prévio, para determinar qual o nivel ideal de reposicao
de estoque para cada cliente.

Estas propostas de estudos futuros visam incorporar ao modelo caracteristicas
adicionais que permitam tratar mais adequadamente o problema de distribuicio de
medidores discutido no capitulo 1. Como os medidores nao ocupam muito espaco
e as quantidades distribuidas ndo sdo grandes, nio existe na pratica um limite de
estoque que o modelo proposto requer. Portanto, o dimensionamento deveria ser
feito pelo préprio modelo, ponderando os custos de estocagem (custo financeiro e
seguro) e o custo de entrega. Também seria interessante que fosse feito um tratamento
multiproduto do problema, ja que existem 3 tipos de medidores.

Numa pesquisa futura espera-se empregar os resultados nesta tese para resolver o

caso dos medidores da CPFL
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Apéndice A
Estoque de Seguranga

Neste apendice, sio demonstradas as consideracdes feitas em relacio ao custo esperado
e o estoque de seguranca discutidas na secao 2.5.

Considerando as demandas (r;) como variaveis aleatérias randomicamente distri-
buidas, com média y, varidncia o? e fungio distribuicio acumulada F(r¢). Temos que

a demanda do consumidor durante ¢ dias sera :

1
i=1
A probabilidade de que o estoque se esgote no PE ¢ {Ps;(t)) é dado por :

Ps(t) = Prob{Estoque do né terminar no PE t, caso nio
haja entrega anterior]
= Prob[R,_1 < Fy < R,
= Prob[R,_y < Ep] — Prob[R, < E]
= FU-N(Ey) — FO(E)

onde :
FENE) : K-ésima convolucio da funcio F.
Considerando, ap = Eob/T e a = ub/T temos que ¢; = ag — at. O custo esperado

CE(j)} é dado por :

u

=1

> (54 ¢} P, %—(E—if-’s(j)) (b+ ;)
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{1 H

= (S+ao~aj)P(7) + (1-—2}35(_}')) {b+ ag — at)

i=1

t—-1 ol [4
= (S+a.g)ZPs(j)—aZsz(j)+ (1WZP5(;‘)) (b+ ag — at)
= (S4a)(l —F1y_q f(}f(i*i) — F7)j + (z — (1~ F““”)) (b+ag — at)

—

t—1
= S(1—=FY) 4 —apFtV—g ST(FUY w4 PB4 gq — af)

=1
-1 ) i—1 ]
= SU-F" ) pao—a S FU V- S Fj | 4 bFED _ gD (A 9)
=1 =1
Para as somatérias Z;;i FlU=14 . j;é FUY) temos :
FO 42FY 43F* ... #(t~ 1FUY +0

~1FY —2F? — . —(t-2F%Y (- 1)FE-D
= F° 4F' 4F* 4. .. +F=2) —(t — 1}F-1

e N e LA
Assim, (A.2) fica :

w2
CE() = SQ—-F')ytag—ad F+a(t—1)F0Y g pt-D 4 ppl-1)

=1

-2
= S(1—FY)tap—-ad F—aF 1 4 ppt-1
F=1
-1 ]
= S(1—-Ftag—al FI4ppt) - {A3)

Fm=i
O custo 5 para um atendimento de emergéncia de um 1né deve ser maior gue o
custo b, caso contrario os consumidores s seriam atendidos quando o produto falta-
se. Podemos fazer, § = 5+ b, onde 5’ é a parte do custo de emergéncia maior que

o custo de entrega estimado b. assim podemos simplificar a equacdo (A3):

i—3
CE() = (S+0(1-F" ) tay+b—ad F4pptD

J=1

t—1
CE(ty = S0—-F"Ntag+b-ad F ' (A.4)

i=1
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O objetivo deste cilculo ¢ entregar ao menor custo possivel assim a entrega ao
consurnidor deve ser feita no ponto de minimo £* da funcao (A.4), se esta for convexa
o primeiro minimo encontrado serd o melhor ponto para realizar uma entrega (*),
e qualquer entrega posterior implicard um custo crescente desta forma o estoque
esperado no PE 1" serd o estoque de seguranca. Neste caso, uma entrega devera
ser feita antes que o estoque do consumidor fique abaixo deste estoque de seguranca

ES). Assim , o estoque de seguranca pode ser calculado como :
g P

ES = Eo—ut* (A.5)

o= mtin{CE(i) 1<t L Eﬁ}
i
TEOREMA 1 Se F(t + 1) > P(t) para todo t = 1,2,..., | Eo/p], entio CE(t) €

estritarnente convera no intervalo.

Demonstracao : :
Definindo A(t) = CE{t — 1) — CE(t). Para que CE{t) seja estritamente convexa,
termnos que provar que A(t) > A(t + 1). Calculando A{t) temos :

i—32 i1
Alt) = SU=FNtbatb—ay I~ (SA-F ) pag+b—a¥ F)
=1 g=1
t-2 t=1
= —SFE g3 F 4 S gy
7=1 F=1

— aF(t—l} + SJ{F(tml) _ F{i~2})

Agora mostraremos que A(t) > At +1). Por hipdtese Py(t) > P,(t — 1), assim
multiplicando os dois lados da equagio por um nimero positivo S’ e somando um

numere positivo Py(t) no lado esquerdo nao alteraremos a hipdtese, assim segue que :

S'P(t) + aPt

) SP(t—1) =
S{FUY FOYy 4 g(Fi-1) Fi

)

)

S!(F(t—Z} _ F{im})) =
FO L5 p@ F(twl)) .
Alt+1)

aF{t—l) + S!(F(t—l} . Fin

VooV
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TEOREMA 2 5S¢ F € uma distribuigdéo normal ¢ o coeficiente de varimcio ¢ =
ofp <1 entdo para2 <t < Egfu —1, P(t+ 1) > Fil1),

Demonstracao :

Para uma distribuicao normal temos que :

1 = 2
PO = — [ e,
vV 27 Joo ’

onde z = (Eg—tu)/v'to. Logo para provar que Pi(t) é crescente (P(t} > Py f{t—1))
temos que mostrar que FU~U — F) cresce, para isto basta mostrar que o/dtf ()

decresce. Assim basta provar que (d?/dt?)F) é negativa para 0 < t < Eg/p — 1.

Assim :
4 1 z 2
- —x*/2 )
dzsz_me dz <0 (A.6)
Definindo g(z) = [*_e " /%dz e diferenciando g{z) duas vezes em relacio a ¢
temos :
d 2 dz
— ~ e -z /2_.
dig(“) € dt ¥
d? 2y (dz)° 2 d?z
il S 21 et —z2f2 =
229%) = (di) e
e
d _ (B ip)
& A3/2g
dtt  45/%0
Podemos reescrever a condicao de suficiéncia como :
L ooy = Bt ) Bo ) _yy 3Fotiu ap
dt? /20 x 4432 4452

Multiplicando a inequacio por 40t%%/e~%* /2 que é um ntimero positivo, obiemos

Eo+tu)(Eo + tp)?
_Eot tp)(Ey #)+@Eﬁ¢M<G$

ic?
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3ipEoo® + Puo? — (B} — ') (Eo+1p) < 0 =

Fazendo, w = Ey/p — 1, e substituindo Ey por u{w + 1) temos :

Stp(w + 1)o® +t2u0? — (1P (w + 1) — 2P (plw + 1) + tp) < 0 =

3t{w+ Dou + 1207 ~ (w+1P1% — (w-+ 112 + (w + D2+ 3% < 0

Dividindo a inequacao por p®, que é sempre positivo. e substituindo o/p pelo

coeficiente de variagao ¢, temos finalmente :

Hw+ D+t —(w+ 1P = (w+ DU+ (w+ 1)+ P <0 =
Stwe? + 3t 41207 -~ 30 3w 1 — w12 A P e )

twe® — w?) + 3(tc? — w) + (thw — tw?)+
B+ D) -2+ (P =)= (t+1) < 0 (A.7)

Cada termo agrupado da inequagio (A.7) é negativo parat < wcome < 1. O
limite do tempo de atendimento ¢ esta dentro do limite estabelecido (w= Fpfp —
1), que representa o prazo limite para atendimento. Para atender a condicio de
suficiéncia da inequagdo (A.7) o éevio.pa,dréo o nao pode ser superior & média u. Na

inequagéo ainda resta um termo “—{f + 1)”, negativo, de sobra.
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