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RESUMO

Sistemas  lineares  discretos, invariantes no tempo, sujeitos a
incertezas de parametros do processo, sio considerados neste trabalho. Para um
controlador dado, a maior regiio de incerteza hiperretangular no espage de
parametros do processo € calculada, tal que os pélos do sistema em malha
fechada estejam contidos em uma regido conexa desejada no circulo unitdrio.
Isto € equivalente a determinar os intervalos médximos para os pardmetros
incertos do processo, de modo que a estabilidade relativa do sistema seja
assegurada. Uma medida de robustez & definida a partir desta regido de
incerteza, para um controlador dado.

Além do problema da robustez, considera-se também neste trabalho, a
presenga de perturbagdes estocdsticas, sendo um dos objetivos do controle a
minimizagio da variancia, denotada por Jz’ dos sinais de saida e controle,

Um  procedimento de projeto € proposto, para a obtencdo do
controlador que minimiza a maior variancia 32 (dentre todos o0s pardmetros do

processo considerados}), ac mesmo tempo em que assegura a robustez diante das
incertezas nominais.

Palavras-chave: Sistemas lincares; atribuicio de regido de pdlos; controle
robusto; perturbagdes estocdsticas; controle de minima variancia.

ABSTRACT

Linear time-invariant discrete-time systems subject te uncertainties
of plant parameters are considered in this work. For a given controller the
greatest hyperrectangular region of uncertainty in the plant parameter space
is calculated, so that the closed-loop system poles stay confined to a desired
connected region in the unit circle. This is equivalent to determining the
maximal interval bounds on the uncertainties of the plant parameters such that
the relative stability of the system be invariant. A robustness measure of a
given controller is defined from the structure adopted to the uncertainties.
Also the presence of stochastic perturbations acting in the plant are
considered and the output/control signal variances are the performance index
{called .12) to be minimized. Finally, a design procedure, based on gradient

directions, that iteratively modifies the controller parameters such that the
.I:J3 performance index is decreased under the restriction of robust D-stability,

is presented.

Keywords: Linear systems; pole region assignment; robust control; stochastic
pﬁrturbations; minimum variance control.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO



Um dos pgrandes desafios da engenharia de controle atual € o projeto
de controladores robustos para processos que ndo podem ser modelados com
exatiddo. Nio € suficiente projetar um controlador .que apresente estabilidade
¢ desempenho adequados para um modelo nominal. Um controlador robusto garante
estabilidade e desempenho para toda uma familia de modelos lineares usados
para representar um processo real.

O problema de andlise e projeto de sistemas de controle de processos
com parametros incertos € um problema de controle robusto extremamente
ampid. Uma descrigdo geral das diversas abordagens existentes na drea pode
ser vista em é;ljak {1989) ¢ De Larminat (1989).

Numa perspectiva histérica, segundo relato de {(Dorato, 1987), talvez
a primeira proposta de solucdo para o problema tenha sido a patente de H.
S. Black (Black, 1927 apud Dorato, 1987). Nela, Black propunha uma
realimentagdo com ganhos altos para o projeto de um sistema
(amplificador de tubo a vdcuo), dadas as incertezas do processo (grandes
variagdes  nas caracteristicas do tubo). Infelizmente, a maioria destes
sistemas se tornava instdvel devido aos altos ganhos utilizados.

Somente a partir dos resultados de Nyquist em 1932 € que o
compromisso  entre  estabilidade dindmica e ganhos elevados pode ser
analiticamente compreendido. O critério de estabilidade de Nyquist e o
conceito de Black de ganhos elevados formam a base do projeto de controle
robusto desenvolvido no cldssico livro de Bode {Bode, 1945 apud Dorato,
1987). O método de Bode para o projeto de sistemas robustes foi  extendido
por Horowitz (Horowitz, 1963 apud Dorato, 1987) para plantas com variagdes
finitas. O periodo de 1927 a 1960 poderia se chamar de "periodo cldssico em
sensibilidade”.

O proximo grande periodo em teoria de  sistemas de controle foi o
periode entre 1960 e  1975. Chama-se este periodo de ‘“periodo de

varidveis-de-gstado”. No comeg¢o dos anos 60 R. E. Kalman introduzie diversos
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conceltos, usando vartdvels de estado, como: controlabilidade,
observabilidade, LOR (Linear Quadratic Regulator), estimagio dc¢ estado dtima,
etc. Infelizmente, com raras exceg¢des, o problema de incerteza no processo foi
bastante ignorado durante este periodo. Uma notdvel excegdo foi a introdugio
de "Sensitivity Comparison Matrix" (Cruz and Perkins, 1964 apud
Dorato, 1987) para a andlise de sistemas MIMO.

No final dos anos 70 e comego dos anos 80 apareceu um interesse
renovado no problema de incertezas paramétricas. Nesta mesma £poca, alguns
resultados  significantes foram obtidos na andlise de sistemas multivaridveis
no dominio da frequéncia. Em particular, o conceito de matrizes coprimas
fracionadas para  sistemas multivaridveis foi introduzido como ferramenta por
Youla, Jabr e Bongiorno, dentre outros. Além disto, o critério de Nyquist foi
generalizado  para  sistemas multivaridveis  por  Rosenbrock (Rosenbrock,
1974 apud Dorato, 1987) . Esta confluéncia de interesses em sistemas
incertos ¢ multivaridveis levou, no corrente periodo, ao que foi referido de
Controle Robusto Moderno.

Dentro do controle robusto moderno, um teorema extremamente
importante, que gerou a publicagio de indmeros artigos, fol o teorema de
Kharitonov  {Kharitonov, 1979), sobre a estabilidade de wuma familia de
polindmios, para sistemas em tempo continuo. Uma prova simplificada deste
teorema pode ser vista em Yeung and Wang (1987) .

O teorema de Kharitonov fornece condigfes necessdrias e suficientes
para a estabilidade de uma familia de polindomios com coeficientes incertos a
partir do teste de estabilidade em apenas quatro polindmios especialmente
construidos a partir das incertezas. Este teorema apresenta, contudo, duas
limitagbes Importantes: ndo trata a dependéncia entre coeficientes incertos e,
na sua forma original, sé € aplicdvel ao caso continuo.

Entre os trabalhos que utilizaram este teorema tem-se o de Barmish

{1984), o de Bialas e Garloff (1983) e o de Anderson et al. {(1987) = Soh
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(1989).

Extenstes do teorema de Kharitonov para polindmios de sistemas em
tempo discrete foram desenvolvidas em Soh et al. (1985,1987), Hollot e
Bartlett (1988) e ainda Bose et al. (1988).

Todos estes trabalhos contudo apresentam o incoveniente de nio
considerar a dependéncia entre os coeficientes do polindmio caracteristico. J4
gue na maioria dos problemas de controle esta dependéncia € importante, estes
trabalhos se mostram conservativos, limitando a aplicagio dos resultados.
Nestes casos, o teorema de Kharitonov fornece apenas uma condigdo suficiente.

Um resultado interessante que procura contornar estas limitagdes €
¢ teorema de Bartlett-Hollot-Lin, que se encontra transcrito em Bartlett e
Hollot (1988). Este teorema fornece condigdes necessdrias e suficientes para
verificar se as raizes de um politopo de polinémios estio contidas numa regiio
conexa qualquer no plano complexo. Uma simplificacio do teorema de
Bartlett-Hollot-Lin para o caso discreto ¢ apresentada também em Bartlett e
Hollot (1988) e em Ackermann e Barmish (1988). Estes resultados, na pritica
podem ter seu uso limitado devido a explosao combinatorial gue surge no teste

t

de estabilidade, mesmo para um nimero moderado de parimetros incertos {(Siljak,

1989).

Uma importante contribuigio para o problema de alocagio de pdlos
robusta foi dada por Ackermann (1980). Neste trabalho, obtém-se
geometricamente o conjunto dos controladores admissiveis para um sistema

dinamico, com finitos pontos de operagio, mantendo-se a estabilidade relativa.
Uma grande dificuldade, contudo, neste método, estd na base geométrica, € nio
algébrica, que € utilizada.

Outros trabalhos desenvolvidos no sentido de se reduzir o cardter
conservativo do teorema de Kharitonov sdo Biernack et al. {1987} e Wei ¢
Yedavalli (1987). No trabalho desenvolvido por Biernack et al. (1987), o grau

de estabilidade de um regulador € associado & maior regido hiperesférica de
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variagdo paramétrica do processo tal que o sistema em malha fechada ndo se
torne instdvel. O raio desta hiperesfera fornece uma medida de robustez do
controlador dado.

Santos-Mendes (1988} propde um método de sintese de reguladores
robustos similar ao desenvolvido por Biernacki et al. (1987). Neste trabalho,
considera-se regides de incerteza paramétrica do tipo elipsoidal. Associa-se,
entdo, a um controlador dado uma medida de robustez correspondente % maior
hiperelipse no espago de parametros do processo, tal que o sistema em malha
fechada mantenha seus pdlos em uma regido conexa qualquer no plano complexo. O
problema de sintese € resolvido de maneira iterativa a partir de um
controlador inicial. A cada iteragdo, o vetor de parimetros do controlador &
modificado segundo uma diregdo de crescimento da medida de robustez.

A abordagem de Aratdjo (1991), que é adotada aqui, segue a mesma
linha de Santos-Mendes {(1938). A diferenca entre os dois trabalhos consiste no
tipo de regido de incerteza paramétrica considerada. Em Araijo (1991) os
pardmetros estdo sujeitos a intervales de incerteza, o que resulta em uma
regido hiperretangular no espago de parametros do processo.

No trabalho aqui apresentado, além do problema de robustez, leva-se
em consideracio também a presenga de perturbagdes estocdsticas que influenciam
os sinais de controle ¢ safda. A importincia de se considerar estas
perturbacdes em controle de sistemas foi ressaltada desde o inicio do
desenvolvimento da teoria de controle (Astrbm, 1970).

Considere~se como exemple, as dificuldades encontradas no projeto do
controle de um radar aéreo durante a segunda guerra mundial, segundo relato de
A. C. Hall (Hall, 1956 apud Astrdm, 1970). Hall conta que a equipe de projeto
do radar se viu desencorajada apds ter desenvolvido um refinado equipamento
para teste, Iignorando, contudo, a presengca de rufdo, com o resultado de que o
desenvolvimento do sistema foi altamente insatisfatdrio, caracterizado por wuma

grande quantidade de "jitter”. Na tentativa de encontrar uma resposta para ©
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problema, a equipe fez uso das técnicas de resposta em frequéncia conseguindo
um novo sistema com  resposta transitdria satisfatdria e uma quantidade
reduzida de "jitter".

Algumas das caracteristicas da teoria de controle deterministico,
como a hipétese de conhecimento do valor exato dos parametros do processo, $30
altamente improvdveis na pratica (Astrdm, 1970) .

Quando a teoria de controle dStimo deterministico foi introduzida, os
cientistas da drea criticaram particularmente o fato de que a teoria nio
mostrava diferencas entre sistemas de malha aberta e malha fechada, e o fato
de que n%o havia nenhuma dindmica na malha de realimentagio. Esta ¢ uma das
razbes da famosa discussio sobre a distincia entre teoria e prédtica de
controle. Atualmente, hd um consenso quanto as limitagces do controle
deterministico. O centro da questio € que nenhum modelo realistico para
perturbacdes € wusado na teoria de controle deterministico. Se uma certa
perturbacdo € introduzida, esta ¢ sempre colocada como uma fungio que €
conhecida a priori (Astrom, 1970).

Quando isto ocorre, e o sistema ¢ governado por uma equagio
diferencial com solugdo dnica, fica claroc que o conhecimento das condigoes
iniciais permite o conhecimento do estado do sistema em um  instante qualquer
de tempo. Isto explica porque nio hd diferencas de desempenho entre um sistema
de malha aberta ¢ um de malha fechada.

Uma das principais caracteristicas de perturbagbes praticas reside
na impossibilidade de previsio exata de seus valores futuros. Portanto, &
impossivel modelar uma perturbagio por uma fungio analitica. Utiliza-se,
entdo, o0s conccitos estatisticos para modelagem de perturbacdes encontrados na
teoria de processos estocdsticos (Papoulis, 1989).

O trabalho aqui apresentado trata de modelos ARMAX (auto-regressivo
média mdvel com entrada exdgena), descritos por equacdes a  diferenca lineares

(ou linearizadas). Supde-se que as perturbagdes estocdsticas possam  ser
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descritas conforme o teorema da fatorizagio espectral (Astrbm, 1970), segundo
o qual qualquer processo estocdstico estaciondrio com média zero e densidade
espectral racional pode ser representado como a safda de um sistema linear
cuja entrada € uma sequéncia branca de varidveis aleatdrias.

Adota-se  como findice de desempenho a varidncia do sinal de safda
{ou controle), denotada por 32 » a qual se deseja minimizar. Portanto, o
problema passa a ser considerado da seguinte maneira: caso o problema de
robustez apresente mais de uma solugio, encontrar aquela gque forneca o melhor
comportamento do ponte de vista estocdstico, ou, em outras paiavras, encontrar
um controlador que minimize o {ndice de desempenho 32 , considerando-se as
restrigoes de estabilidade robusta.

O problema conjunto envolvendo robustez e desempenho estocdstico,
que serd designado a partir daqui como problema J2/Robust0, & resolvigio
através de um algoritmo iterativo que utiliza as diregoes dos gradientes das
fungdes medida de robustez e J2 em relagdo aos parimetros do controlador,
quando estes existem. Nas situagbes em que o gradiente da fungio medida de
robustez nao existe, propde~se uma diregdo de busca alternativa.

A contribuicio deste trabalho consiste no tratamento da rejeigido
a perturbagdes estocdsticas, que ndo ¢ considerado no trabalho de Araijo
(1991). Vale ressaltar, contudo, que os casos abordados agqui se limitam a
sistemas SISO (entrada-simples, saida-simples) em tempo discreto.

Uma outra abordagem envolvendo simultancamente a robustez em
relagio 2 estabilidade e em relagio a um indice de desempenho (LOG) pode ser
encontrada em (Ghaoui, 1990).

O conteido do trabalhe aqui apresentado estd organizado da seguinte
maneira . O capitulo 2 descreve a formulagio do problema }zlfiobusto e a
metodologia adotada na solugio do mesmo. O capftulo 3 descreve com detalhes o
problema da estabilidade robusta, conforme desenvolvido em Araijo {1991). No

capitulo 4 desenvolve-se a efetiva contribuicio aqui apresentada,
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tratando-se¢ da solugio do problema dc¢ minlmizagio das varidncias dos sinais
relevantes ao sistema, considerando-se o desenvolvimento do gradiente da
fungao JZ. Apresenta-s¢ também dois algoritmos para a solugio do problema
J 2/Robusto. O capitulo 5 apresenta algumas aplicagBes utilizando os algoritmos
propostos €, finalmente, as conclusdes do trabalho sio apresentadas no

capitulo 6.
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CAPITULO 2

FORMULACAO DO PROBLEMA

2.1 INTRODUCAQ

2.2 MODELO DO PROCESSO

2.3 EsTRUTURA GERAL DO CONTROLADOR
2.4 A EsTABILIDADE ROBUSTA

2.5 A FuncAo pe Custo J2

2.6 MeETODOLCGIA DE PROJETO



2.1 INTRODUCAD

Neste capitulo, descreve-se as estruturas consideradas para planta e
controlador, bem como as Incertezas relativas aos parimetros do processo.
Descreve-se também as caracteristicas pgerais dos dois problemas abordados
neste trabalho: o problema de robustez de desempenho diante de incertezas
parameétricas e o problema de rejeicio a perturbagdes estocdsticas, além da

metodologia utilizada na solugiio do problema conjunto.

2.2 MoDpeLo Do PROCESSO

Em projetos de sistemas de controle, a consideragio de incertezas no
modelo da planta a ser controlada constitui um fator de extrema importincia.

Neste  trabalho, analisa-se a influéncia  destas incertezas no
comportamento deterministico e estocdstico de sistemas de tempo discreto do
tipo ARMAX (modelo auto-regressivo média mdvel com entrada exdgena).

Considera-se o comportamente dinadmice do processo como sendo
modelado por uma equagio a diferengas linear e monovaridvel, dada por :

na nb nc

y(O = -Fa.yl-i) + Zbi.u(t*dwi) + L&), (2.1)
i=1 =0 P =0

onde :

y{t) € a varidvel de saida no instante (;

u{t) é a varidvel de controle no instante t;

a , i=1,2, ..., na .

bl , i=0,1, ..., nb e

c, , i=0,1, ..., nc sdo os parimetros do processo,
H
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na, nb e nc definem os horizontes de recorréncia;

d € o tempo de atraso do processo e

g€(t) ¢ componente de uma sequéncia de varidveis aleatérias, de
distribuicio normal, ndo-correlacionadas, de média nula (E{€} = 0) e

variancia E{Ez} = vark.

A equagio (2.1} também pode ser escrita utilizando-se o operador

atraso Z“I, como :
-1 -d . -1 -1
Alz )y(t) = z Blz () + Clz ).EW) , (2.2)

. . . . -1 -
onde a varidvel z estd associada também % transformada 2z, e A(z '), B2 }) e

-1 = e A -1
C(z °) sao polinémios em z °, dados por:

-1 -1
A(z)=1+alz taz  +..+a z

B(z ) (2.3)

1
o
<
+
l'_'_lCJ"
~N
~
Y
=2
)
+
+
o
]

cizh

i
oo
-+
g
™

+
o
™

+
0
N

Assume-se que as raizes do polindmio cz'h estejam dentro do
circulo unitdrio.

Assume-se também que a forma ¢ a ordem das equagbes do medelo nao
variam, € que seus pardmetros sdo fixos, muito embora mudangas lentas em
relagdo 2 dinamica do sistema em malha fechada nio representem dificuldades do
ponto de vista pritico.

A abordagem das incertezas paramétricas é dada com maiores detalhes

no capitulo seguinte.
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2.3 EsTRUTURA GERAL DO CONTROLADOR

Dadas as incertezas nos parametros do processo, deseja-se encontrar
um controlador fixo que, além de assegurar a estabilidade do sistema em malha
fechada, satisfaga também certos critérios de desempenho deterministicos e
estocdsticos, Este trabalho se limita a encontrar contreoladores cuja estrutura
¢ dada, e apenas os parimetros dos mesmos sZo otimizados.

Considera~se aqui que a lei de controle € linear com relagio as
varidveis medidas (u(t) e y(t}) e & referénecia, ou seja, a cada instante a
varidvel u(t) ¢ calculada segrindo a equagdo abaixo :

nh ng ne

uf{t) = -y hi.u(t«i) - Y gi.y{tmi) + 3 ei.w(t-:) , (2.4)
i=1 i=0 i=0

onde :

u(t) e y(t) sido as varidveis de controle e safda do processo;

wi(t) € a varidvel de referéncia;

hi’ i=1,2, ..., nh ,

g i=0,1, ..., ng e

€. i=0,1, .., ne s#o os parimetros do controlador ¢ nh, ng e ne

definem as ordens do mesmo.

A equagio (2.4) escrita em termos do operador atraso 2! fica :

Hz D) = -Gz Dyt + B Haw (2.5)
onde G(z''), HGE" e Ez" sao polinémios em 2! dados por:
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-1 = -1 -2 ~ng
Gz ) g, t gz +gr o+ + gngz
HEZ )= 1+ hlz' + hzz'2 + ... +h hz“"h
" (2.6)
EGYh= 1 +ezlvcz?4 . 4e 2™
1 2 ne

Considera-se o sistema de controle linear em malha fechada dado na

figura 2.1.
As fungoes de transferéncia em malha fechada para os sinais de

controle e safda com relagdo aos sinais de referéncia e ruido branco sio dadas

por :
u(t) = AE wit) - SL £(D)
AH + z "B.G AH +z "B.G
4 (2.7
y(t) = z iE wit) + H'C_d £(t)
AH+ z B.G A.H +z B.G
: Planta AL < !
N A :
wi(t) E +® adp) | zd B ! 20)
H _ ! A +<
G
H

Fig. 2.1. Sistema de Controle em malha fechada.
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Observa-se gue existem duas componentes, uma deterministica e outra
estocdstica. A componente estocdstica determina a varidncia dos sinals de
saida e controle, enquanto que o polindmio caracteristico estd relacionade i
estabilidade robusta (localizagdo dos pdlos em malha fechada).

A seguir, os dois problemas serdo descritos separadamente {robustez
e estocdstico) e, finalmente, a metodologia utilizada na otimizagio do

problema conjunto serd apresentada.

2.4 A EsSTABILIDADE RoBUSTA

Para o problema de robustez, ou alecagdo de pélos robusta,
considera-se © polindmio caracteristico do sistema em malha fechada, definido

por T(zwi), com grau nt, dado por :
T = A DHE + 2B o™ (2.8)
e nt ¢ dado por
nt = max [na + nh;d + nb + ng] . (2.9)
Somente a alocagao de pdlos € tratada (e ndo a alocagio de zeros),
por influir predominantemente no comportamento da resposta transitéria.

Os polos do sistema em malha fechada sdo obtidos pela  solugdo da

equagao caracteristica :

ACHHEY + 27%BE GG = 0. (210

Considerando-s¢ que os coeficientes de Az e B@ED este jam
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dentro de uma regido do espago paramétrico conhecida e priori, o objetivo do
projeto de um controlador robusto € obter os coeficientes dos polindmios
Gz') e H(z') que, combinados com todos os possiveis valores de A" e
B(zml), fornecam pdlos localizados sempre em uma dada regiio D do cfrculo

wnitdrio, no plano complexo.

Tendo em vista os cdlculos necessdrios 4 obtengio do controlador

robusto, adota-se um tratamento matricial para a equagio polinomial (2.8).

}T na+nb+2

nb R

A
Sejam p=[ 1 a a, .. a b b .. b

]T

x=[ 1 h1 h2

ng+nh+2 .
€ R 0s vetores cujas  componentes sdo  0s

hnh By B - gng
coeficientes dos polindmios do processo, A(Z-l) e B(z_l), ¢ do controlador,

G(z_l) e H(z_l), respectivamente ( o indice superior T denota transposicio}.

Assim, a equagdo (2.8) pode ser escrita como :

t=X(x)p , (2.11)
ou na sua forma dual
A
t=M(plx . {2.12)
T at+l . =
onde t={t9 t1 tm] R € o vetor cujas componenies s3o0 oS

coeficientes do polindmio caracteristico (2.8), que pode ser escrito como :

TeH=t +tzt+ o+t 2™ ) (2.13)
¥ 1 113

(nt+1)x{na+nb+2) e A a(atﬂ)x(ngnﬁnh«b}i)

As matrizes X(x} € R M(p) € sdo dadas por:
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na+}l nb+1

1 o+ __ 0o }d
h 1 :
- h1 £ 0
X(x)= h“h h 1 g . (2.14)
nh . h "¢ g5
A T :
0 nh;O gng
nh+] ng+l
| b ]
1 6o o }d
.1 ! ,:b 0
. d 1.0
Al '
M(p)= a . 1 b (2.15)
a , nb b
na . ' .0
L1, .
0 a ‘0 by
nas

Observa-se entdo que, para um dado controlador x fixo, os
coeficientes do polindmio caracteristico sio fungdes lineares dos parametros
do processo, o gue € fundamental na solugdo do problema de robustez.

Os resultados aqui apresentados referem=-se a sistemas em tempo
discreto com uma entrada e uma saida. Esta restrigio, na verdade, se deve i
inclusdo do problema estocdstico e serd discutida mais adiante. O tratamento
original de robustez abordadc em Aradjo (1991) abrange também sistemas
continuos ¢  sistemas do  tips  entrada-simples safda-miltipla  ou
entrada-miltipla saida-simples.

O problema de se encontrar o controlador robusto pode admitir virias
solugdes, ou, até mesmo, nenhuma. Para permitir a compara¢io entre

controladores, define-se um critério chamado de medida de robustez.
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T na+nb+l
Sen ={a [ u
do p=[ N a b b b I R vetor que contém
os parametros incertos do processo ¢ assumindo incertezas do tipo intervalo,
pode-se dizer que a regido que contém todos os possiveis vetores p ¢ dada por

s . . +nb+1
uma regido hiperretangular T, contida em R"™"

, € definida a partir dos
limites inferior e superior de cada parametro.

Considerando-se o projeto de sistemas de controle com incertezas nos
parametros do processo, ¢ frequente a especificagio de findices de desempenho
em termos de intervalos aceitdveis para as caracteristicas de resposta
transitéria. Como a resposta transitéria estd diretamente relacionada &
localizagdo dos pélos do sistema, estas especificagoes podem ser traduzidas
por uma regido no plano complexo onde devem estar localizadas as raizes da
equagdo caracteristica em malha fechada,

A figura 2.2 mostra uma regido do plano complexo bastante utilizada
em  projetos de controladores por alocagdgo de pélos  (Ogata, 1987;
Ackermann,1985) . A mesma refere-se a especificagdes de resposta transitéria
para um sistema de scgunda ordem com entrada em degrau unitdrio, que também
pode ser utilizada para sistemas de ordem superior apresentando um par de
pélos dominantes. O comportamento dinamico de sistemas de segunda-ordem pode
ser descrito em termos de dois parimetros: o coeficiente de amortecimento £ e
a frequéncia natural nioc amortecida W, tendo em vista que as outras
especificagdes de resposta transitéria podem ser obtidas a partir destes (Kuo,
1980; Franklin Powell, 1980). A regiio vista na figura 2.2 garante como
caracteristica de resposta transitéria um amortecimento maior do que Ei € um
tempo de acomodagio t. menor do que 4/0‘I (critério de 2%).

Neste trabalho, supde-se a existéncia de uma regidio conexa D
qualquer, no plano complexo, interior ao cfrculo unitdrio, que represente o
comportamento dindmice descjado do sistema em malha fechada. Denota-se o

contorno desta regiio por D .

Deseja~se, portanto, obter um controlador x, tal que o sistema em
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malha fechada possua estabilidade relativa ou D-estabilidade (todos os pélos
em D) robusta em relagdo s incertezas paramétricas do processo, limitadas 2

regidio I definida anteriormente.

im{z]

Fig.2.2- Regido desejdvel para os pdlos de malha fechada no plano z.

Um polindbmio caracteristico Tz que possua todas as rafzes na
regidao D do circulo unitdrio € dito polindomic D-estdvel.

Para um controlador dado, representado por seu vetor de parimetros
x, € possivel definir uma fungio medida de robustez associada a maior regido
de estabilidade relativa (dentre uma fami{lia de regides) associada ao mesmo. A
definigdo rigorosa desta func¢io e a de sen dominio sdo apresentadas no préximo
capitulo.

No projeto iterativo de controladores  robustos, avalia-se
inicialmente a robustez de um controlador inicial dado x através da funcgio
medida de robustez. Em seguida, executa-se um algoritmo de busca do

controlador que maximiza a fungio medida de robustez. Isto € feito através de
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modificagdes nos pardmetros do controlador numa determinada diregio. Esta
dire¢do € a do gradiente da funcgio medida de robustez, calculado em relagio
aos pardmetros do controlador. Caso o gradiente nio exista, outra diregio de
busca serd proposta.

Um controlador obtido por este processo serd uma solugio para o
problema de robustez se a regido D definida no circulo unitdrio contiver os

pélos em malha fechada tendo em vista as incertezas assocladas aos parametros.

2.5 A FuncAo pe Custo J2

Como jd foi dito anteriormente, a importancia do tratamento
estocdstico em sistemas de controle estd ligada a necessidade de se
introduzir modelos de perturbagdes mais realistas que sc aproximem das

situagdes encontradas na prdtica.

Estas perturbagdes sio caracterizadas por modelos estatisticos, e
uma de suas principais propriedades ¢ a impossibilidade de se prever com
exatiddo seus valores futuros,

Assume-se que a perturbagdo atuante no sistema £(t} pode ser
descrita como a realizagdo de um processo estocdstico estaciondrio normal com
densidade espectral racional, ¢ que um dos objetivos do controle é minimizar a
variancia da safida ou do controle, denominada JZ, para os diversos valores
possiveis de parametros do processe.

Como o tratamento para o sinal de controle u(t) ¢é andlogo ao do
sinal de saida y(t), apenas este dltimo serd abordado.

Tomando-se a componente estocdstica do sinal de safda na equagio

P -1 P
(2.7}, tem-se a seguinte funcio de transferéncia P(z ) relacionando a saida
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y(t) com a perturbagio estocdstica E(t):

Pz = H.C (2.16)

AH+ z 'BG

A wvariincia do sinal de saida, denotada por Jz’ ¢ dada a partir
desta fungdo de transferéncia, e, como serd demonstrado mais adiante, pode ser
escrita como

T
i X .Vl(p,c,w).x

2n

dew

2
J. {p,c,x} = E{y"} = ,
z(p ) b T Qan

x .V _{p,c,w).x
-7 2
onde p e X sdo os vetores contendo os parimetros do processo (a_,b ) e do
1 H

controlador (hi,gi), respectivamente, definidos anteriormente; ¢ € um vetor

- soa s -1 x X
que contém os parimetros do polinomio C(z ), V_ e Vz sfo matrizes, e w € a

1
varidvel de integragio.

A questio que se coloca é a seguinte: supondo-se que o problema de
robustez admita wvdrias solug¢des, encontrar, dentre estas, aquela que fornega
os menores valores para a varidncia .!2 calculada para o pior caso dentre os
valores de parimetros incertos das regides T ¢ IIC, onde Hc € a regido
hiperretangular que contém todos os possiveis vetores incertos c.

A estratégia utilizada para a solugdo deste problema consiste na
utilizagdo de uma diregio de modificagio de x, usada iterativamente, de forma
a se minimizar o mdximo da fungio de custo J2 dentre todos os parimetros do
processo, ou seja :

min max J (p,c,x)
X p,e (2.18)

Para isto, adota-se um  procedimento heuristico, baseado em extensas

observagdes do comportamento da fungio Jz(p,c,x) em relacic a {(p,c}. A fungio

2.11



Jz(p’C'X) € convexa em relagdio aos parimetros do processo na grande maloria
dos casos. Assim, na prdtica a maximizagdo na equagio (2.18) pode ser

substituida por :

p..c (2.19)

onde P, . ¢, sdo formados pelas combinagtes dos extremos das regides I e ch,
jd que o mdximo de uma fungio convexa, sujeita a um dominio politdpico,
encontra-se nos extremos do mesmo.

A diregdo do gradiente de J2 em relagio a x (associade ao valor de
(p,c) para o pior Jz) pode ser facilmente obtida a partir de (2.17). Esta
direcdo ¢ entdo utilizada nos algoritmos propostos, juntamente com o gradiente
da fungio medida de robustez em relagio a x , a fim de se otimizar os dois
critérios. Como a convexidade de Jz(p,c,x) em relagio a (p,c) ndo € garantida,
no iniciec e no final dos algoritmos, uma rotina de otimizagio global ¢ usada

para assegurar os valores exatos da funcgido de custo ‘]2'

2.6 MeTODOLOGIA DE PROJETO

A partir dos fatos descritos anteriormente, pode-se construir um
processo iterativo que, wusando as diregdes dos gradientes, minimiza a
variancia 12 a0 mesmo fempo que assegura a restriciio bdsica de alocagio de
polos robusta. Uma medida da “capacidade” de alocagio de pédlos de wum
controlador diante das incertezas paramétricas € dada através da  medida de
robustez do mesmo, mencionada anteriormente. Dois algoritmos sio apresentados
para a solugdo do problema. Os algoritmos sio executados sempre no dominio dos

controladores que jé satisfazem o problema da D-estabilidade robusta.

O primeiro algoritmo irabalha de uma maneira iterativa, modificando
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os parametros do controlador segundo duas situagbes distintas, Quando o
controlador possul uma medida de robustez acima de um certo valor "de folga",
considera-se somente o gradiente da fungido J2 a ser minimizada. Caso a
robustez do controlador se encontre abaixo deste limite, utiliza~se uma
diregdo que combina ambos os gradientes (robustez e ‘]2) de forma a minimizar
.}2 sem que a robustez se degrade,

Assim, obtém~se no final um controlador com um indice de robustez
proximo do especificado nos dados de projeto, € com a fungio de custo J2
minimizada.

O segundo algoritmo trabalha com um inico gradiente envolvendo uma
fungdo que pondera os dois critérios em questdo, ou seja, a medida de robustez
e a wvariancia JZ. O algoritmao ¢ inicializado com um controlador de medida de
robustez mdxima , e uma ponderagio inicial que favorece somente a medida de
robustez. A ponderagio ¢ entdo aumentada progressivamente, permitindo uma
diminuvicdo na variancia JZ, em detrimento de uma diminvigio no indice de
robustez. O algoritmo termina quando se chega a um controlador com indice de
robustez préximo do especificado nos dados de projeto. Este algoritmo, além de
permitir varlagbées mais suaves na medida de robustez ao longo do processo
iterativo, possibilita também uma andlise de compromisso entre os dois
critérios, através de uma curva de otimizagdo tracada com valores obtidos nas

iteragdes do mesmo.
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CAPITULO 3

DESCRICAO DO PROBLEMA
DE ROBUSTEZ

3.1 INTRODUCAOD
3.2 DESCRICAO DAS INCERTEZAS DOS PARAMETROS
3.3 A FuncAo Mepipa DE RoBUSTEZ

3.4 O GRADIENTE DA FUNCAO MEeDIDA DE ROBUSTEZ



3.1 INTRODUCAOD

Descreve-se, neste capitulo, oS resultados apresentados na
dissertagdo de mestrado de Aradjo (1991), e que constituem parte essencial do
trabalho  aqui  desenvolvido. Analisa-se, primeiramente, a descri¢dic das
incertezas paramétricas e as transformagdes de coordenadas no espago de
parametros do processo que simplificam o tratamento matemdtico. Aborda-se, em
seguida, a funcdo medida de robustez m{x) associada a um dado controlador x.
Esta medida de robustez estd relacionada, por definigio, com a maior regido I
de estabilidade relativa, associada ao controlador dado.

Finalmente, desenvolve-se o gradiente da fungio medida de robustez
m{x), que permite a modificagio dos parimetros do controlador x de tal
maneira que a regido hiperretangular de estabilidade relativa admissivel, no
espago de parametros do processo, seja aumentada. Esta diregdo de busca
(gradiente) ¢ utilizada juntamente com outro gradiente (associado a fungio de
custo J, que serd descrita no capitulo seguinte) em dois algoritmos iterativos
que se propéem a otimizar simultaneamente o indice de robustez e os efeitos

da perturbagio estocdstica (representados na fungio de custo Jz)‘

3.2 DESCRICAO DAS INCERTEZAS DOS PARAMETROS

Como jd foi dito anteriormente, os parametros do processo, dados

pelos coceficientes a, e b de Az e B(z‘l), estdo sujeitos a wvariacles
t I

limitadas, formadas pelos seguintes intervalos de incerteza :

poor (3.1)
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onde os a e _lzj sioc os limites inferiores e os ;i e {)j sio os limites

superiores, supostamente conhecidos, dos parimetros incertos. As incertezas
dos parametros ¢ de C(z'') somente influenclam o comportamento estocdstico
(ver equagio 2.7), e, por isso, nio sdo abordadas neste capitulo. A descricio
das incertezas através de intervalos ¢ justificada por ser esta a forma na

qual se apresenta a maioria dos problemas prdticos.

Sejam p=[ a a b b ..b. 1T nasnb+l p =l 51 52

€ R
=1 T2 na ~0 1 Tnb

1]

- T na+nb+l s 5
a b b .. bl & g™" os vetores cujas componentes sio oS
na o 1 nb

limites inferiores e superiores, respectivamente, dos parametros incertos do

processo. O vetor de pardmetros p pertence, entio, a uma regido de incerteza

aberta, indicada por T , que pode ser definida como:

= p/ p e R JQ(p-p) <1} , (3.2)
onde Q € {Rz(naénbﬂ)x(namm”, p, € R ™ ¢ o centro da regido 1T e 1
denota o vetor [ 11 .11 Rz(n“nbﬂ}. Qe p, sdo dados por :
C
Q= --—- s (3.3)
~C
onde C e RIM¥HPHIx(nasnbal) € dada por
2/(a1_§1) 0
C= (3.4)
0 2/{bnb-§nb)
e
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p,= . (3.5)

A regido T descreve um hiperretingulo aberto no espago de parametros
na+nb+1
R » € representa a Incerteza paramétrica definida iniclalmente no
projeto.
Em muitos problemas prdticos pode-se encontrar uma relagdo de
dependéncia linear entre os parametros do processo. Nestes casos, o vetor de
P p P

parametros p pode ser escritc em funcdo de um vetor q, que contém os

parametros realmente incertos do processo, ou seja :

p=Sq+ S, (3.6)

nxng

onde q & IRMI, § € R e s0 € R" é um vetor constante, ¢ n = na+nb+1.

A matriz 8 € suposta ter posto de coluna completo, sem perda de
generalidade, pois de outro modo poderia ser redefinida.

Obtém-se, nestes casos, uma simplificagio do problema jd que o grau
de incerteza € reduzido.

Analogamente a (3.2), o vetor de parametros realmente incertos q

pertence a uma regido I, definida por :
m={ ¢/ g e R"* ,Qlgq) <1} , (3.7

2nqxng

onde q, € R™, Q € R el1eRY Qe 9, sao obtidos de forma andloga as
equagdes (3.3) e (3.5), respectivamente.

Utilizando-se uma transformagio de coordenadas no espago de
parametros R, pode-se obter uma normalizagdo das incertezas paramétricas
que € extremamente util no cdlculo da fungio medida de robustez, a ser

definida na segio 3.3 .

. - - - n
Considera-se a seguinte transformagio de coordenadas no espago R 1,
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q= "l(q*—qo) , (3.8)

onde q. e R" e R e R,

De acordo com (3.7), tem-se que:

O{q-q0) <1 . (3.9)

Substituindo-se (3.8} em (3.9), obtém-se:

OR'q <1 : (3.10)

Definindo-se, entio :

@1'31)/2 0
, (3.11)

0 (qnqug_nq)lz

onde C e RV ¢ a matriz que compde @, segundo a equagio (3.3),
considerando-se apenas os parametros cfetivamente incertos. q. e q, , Vi
-1 1

i=1,2,...,1i¢, sdo os limites dos intervalos de incerteza destes parametros. A

equagao (3.10) fica reduzida, entdo, a

Qg <1 (3.12)

2ngxng

onde Q¢ R € dada por :
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* 0 1
Q = | e i (3.13)

-1 0

0 -1

Como ai > g, ,¥L, a matriz C serd sempre inversivel, o que garante,
sempre, a possibilidade da transformacgdo de coordenadas.
A partir desta transformag@o, as iIncertezas definidas em (3.7)

passam a ser representadas pela regido aberta, denotada por P, descrita por :
P={ q/q eR"™0Qq< 1} (3.14)

Esta regiio P representa uma regiio hipercibica centrada na origem
do novo sistema de coordenadas, no espago de parametros efetivamente incertos
R™.

A representagdo normalizada das incertezas dos pardmetros permite,
assim, o mapeamento da regido I na regido P, ou seja, ge W e q' e P .

Substituindo-se ¢q na equagio (3.6) por q*, utilizando-se¢ a eguacgio
(3.8), obtém-se a relagio entre o vetor de parimetros p e o vetor de
parimetros incertos normalizados q*, como ¢ dada a seguir :

p= S’R’qs + S’qg +s (3.15)

Esta equagdo pode ser escrita da seguinte maneira :

—
[y
o
et
<
[y

= |- -] === . (3.16)

el
~
)

s , 8 9
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Definindo-se as matrizes S € R como:

S= m.l..,h.:__?_ e R(ﬁ+1)x(nq+i) (3.17)
T
140
R= |[—1---] & R(ﬁq+1)x(nq+1) , (3.18)
a ®
entio:
1 . 1
e i el B (3.19)
P q

com S,=SR, S* € %?(“+})x(nq+13.

Nos casos em que os parametros do processo a_ ¢ b _apresentam uma

1 ]
dependéncia ndo-linear dos pardmetros que realmente variam, pode-se determinar
uma regido de incerteza hiperretangular que contenha a regiic de variagio

paramétrica real. Contudo, pode ocorrer, nestas situagdes, gue o problema se

torne demasiado conservativo.

3.3 A FuncAo Mepipa DE ROBUSTEZ

O problema de robustez proposto consiste na obtengio de um
controlador x que aloque os pdlos do sistema em uma regido D pré-definida no
plano complexo, considerando a regido de incerteza paramétrica inicial dada.
Como o problema pode admitir multiplas solugbes, a definigdo de uma fungio

medida de robustez surge naturalmente como um critério gue permite a
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comparagéioc entre controladores.

A fungio medida de robustez m(x) de um dado controlador x est4d
relaclonada 3 malor regiio T de estabilidade relativa, assoctada ac mesmo.
Portanto, dado um controlador que satisfaga certas restrigdes com relagdo ao
parametro p o’ € sempre  possivel encontrar a maior regido de incerteza
paramétrica permissivel para o processo, mantende ainda todos os pdlos do
sistema na regido D.

Para o cdlcule da fungdo medida de robustez, utiliza-se o conceito
intermedidrio de medida de robustez local m(x,z), que € calculada em um ponto
z do plano complexo, pertencente h fronteira D da regido D.

Apresenta-se, a seguir, algumas definicées necessdrias ao cdlculo da
medida de robustez local.

Considere~se a familia de regides hipercibicas, parametrizada pela

varidavel k, definida abaixo :

Pk)={q/ q ¢ R ,Qq <k) ) (3.20)

onde k denota o vetor [ k k ... k ]T € TRZ“q, com k € [0,»). Para k=1 tem-sec a
regiao de incerteza definida inicialmente no projeto. O parametro k serd
utilizado na definigcio da fungio medida de robustez m(x).

Retomando-se a equagido matricial do polinédmio caracteristico (2.11),

*

com p substituide por q, tem-se

=X(x) —— | = X8| - | . (3.21)

Explicitando~se a  dependéncia dos coeficientes do  polinémio
caracteristico (dados em t} em relacio aos parametros do controlador x e aos

=
parametros incertos representados por g, pode-se escrever :
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"1 = Txg 2 . (3.22)

Define-se um controlador x como sendo D-estabilizante para a
regido de incerteza paramétrica nominal dada, se Vq‘ e P, entdo T(x,q',z)=0 =
z € D.

Definigdo: A fungio m(x), que dd a medida de robustez de um
controlador x qualquer, é definida como sendo o maior valor do parimetro k em

(3.20) , chamado k_, tal que para Vq' € P(k ), T(x,q',z)zo =z eD.

A medida m(x)= km permite determinar a maior regiio de incerteza 0
de estabilidade relativa associada ao controlador x. Além disso, permite a
comparagio entre dois controladores, associando a nogdo de "mais robusto”
aquele que possuir maior regido de incerteza associada.

Em virtude da complexidade associada 2 fungio medida de robustez,
para a qual nio foi possivel determinar uma expressio analitica direta,
diversos conceitos intermedidrios sio definidos para o célculo da mesma.

Considera~se a definigdo do conjunto W de controladores x
D-estabilizantes para o vetor de parametros central do processo (q'=g & pwpo),
ou seja :

ngt+nh+2

w={ x/x € R JT(x,0,2)=0 3 z € D } , (3.23)

onde 0 denota o vetor nulo em R"Y,

Estabelece-se, entdo, a seguinte proposigio :

Proposigao 3.1.

Sejam x um controlador pertencente a W e k' um nimero real
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nao-negativo.
Se T{x,q’.z)io para ¥ q- ePlk)evVze D',

entio T(x,q..z)#:() para ¥ q‘ € P(k’) eV zeD

A demonstragio desta proposicio € similar aquela da proposigio 3.1
apresentada em Santos-Mendes {1988).

Esta proposigio garante entdc gue, na determinagio de km, é
suficiente restringir a andlise aos pontos pertencentes & fronteira D‘, o que
leva 2 definicio do conceito intermedidrio de medida de robustez local m(x,z)

, associada a um ponto z € D., dada por :
mix,z)= l«:z , XeW . {3.24)

onde kz ¢ o maior valor do parimetro k em (3.20), tal que V q' € [P(kz).
T(x,q‘,z)wt(). Ou seja, l':z ¢ o maior valor de k tal que qualquer vetor de
parametros em i?(kz) combinado com o controlador x nio apresente z como raiz da

equac¢io caracteristica.

A partir da proposigio 3.1 e da definicio da funcio medida de

robustez local, pode-se concluir o seguinte:

Coroldrio 3.1.
A fungio medida de robustez m(x), definida anteriormente, pode ser
dada por:
m{x)= min m(x,z) , X e W

s.a zeD (3.25)

Ou seja, o cdlculo de m(x) para um controlador x € W ¢ determinado pela

minimizacdo da funcio medida de robustez local em 2z, com 2z restrite 2
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fronteira D .

A determinagdo da medida de robustez local m(x,z) consiste na

avaliagdo da malor regido  Thipercibica de incerteza para q tal que
T(x,q ,z)#0, com x € W e z € D dados. Para a determinagio de uma expressio
analftica para kz, algumas definigdes sdo necessdrias.

(nt+1)x2

Considera~se, inicialmente, a matriz V(z) € R definida como:

Re(z™) Rez"™™) .. Re() 1

vi)= t . ' (3.26)
ImGz") ImG&E™™Y) ... Im(2) O

onde Re(-) e Im(-) denotam, respectivamente, as partes real e imagindria de um
nimero complexo, e nt € o grau do polindmio T(z') .
Observa-se que a construgio de V(z), como definida acima, permite a

obtengido de uma importante relagdo, a saber :

Relz"Tz™H]
VT(Z)IL: (3.27)

1 m[Z" Tz Y]

Substituindo-se t em (3.27) pela equagio (3.21) e considerando-se a notagao

introduzida em (3.22), tem-se que:

. g1 RelT(x,q ,2)]
VXS | -— = .
g ImlT(x,q ,z}] (3.28)
- \ {ng+1}x2
Definindo-se a matriz Ulx,z) ¢ R como
ulx,2=vi@mxms (3.29)
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e ainda, o conjunte w{x,z)} abaixo

. . 1 0
ulx,z}={ q/q € fan,UT(x,z) -—= |= }o. (3.30)
q 0

-
Tem-se, entdo, que z serd raiz do polindmio T(x,q ,z) se e somente se ¢ vetor

1 q‘]T e R pertencer ac espago nule de UT(x,z), ou seja :
T(x,q*,z)io & qaé u(x,z} . (3.31)

Como consesquéncia dos resultados acima, a fungdo medida de robustez

local pode ser redefinida como :
mix,z)= kz ,xeWezeD |, (3.32)

onde kz ¢ o maior valor do parametro k em (3.20), tal que IP(kZ) n uv(x,z)= ¢.

Reescrevendo-se a matriz U(x,z), definida em (3.29), como :

T
a
U, z2)=| ——oo | e g2 i (3.33)
BT
onde a=[ a a .. a T e RMY ¢ b=l b b .. b 1 e an+1, a funcio
¢ 1 nq 0 1 ngq

medida de robustez local m{x,z) pode ser determinada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.1.

Sejam um controlador x € W, e z um ponto qualquer da fronteira D de
D. A func¢io medida de robustez local mi{x,z}) ¢ dada analiticamente, para duas

situacles possiveis, por :
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a) Os vetores a e b em U(x,z) sio linearmente dependentes:

la_|
m(x.2)= ’ (3.34)
nq
Y lail
i=1
b) Os vetores a ¢ b em U(x,z) sio linearmente independentes:
icﬁ_i
1
m{x,z}=max ~———————— i=},2,...,8q,
i . (3.35)

' T e |

=1
(#1)

onde ¢ =ab-ab .
[ T T

A demonstracao deste teorema encontra-se¢ no Apéndice B.

Retomando-se a equagdc (3.25), a funcdo medida de robustez pode ser
obtida pela minimizagio numérica da fungio medida de robustez local.

Devido & simetria da fronteira D em relagio ao eixo real do plano
complexo e & equivaléncia de m(x,z) para pontos z conjugados, € suficiente
realizar a busca do minimo em uma metade de D .

Parametrizando-se o contorno D por uma varidvel e e [0,2n] pode-se

reescrever a equacao  (3.25) como :

m{x)= min m{x,0) X € W . (3.36)

s.a O=esn

A solucdo deste problema € dada numericamente avaliando-se ‘o’ em

wm mimerc razoivel de pontos no intervalo [0,m]. A partir de mix}), a maior
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regido T de  estabilidade relativa, associéda a X pode ser
calculada. Os limites inferior e superior dos intervalos de incerteza
correspondentes a esta  regido 11 podem ser calculados utilizando-se a equagio
(3.19) com q.=i -mix} .. -m(x)}T e R" e q.=[ m(x) .. m(x)}Fr e R",
respectivamente,

Um controlador x serd solugdo do problema inicial de robustez se e
somente se mi(x} = 1, visto que para k=1 a regido de incerteza normalizada

representa a incerteza definida no projeto inicial.

3.4 O GRADIENTE DA FUNCAO MEDIDA DE ROBUSTEZ

Para o problema de robustez, o método de projeto de controladores
robustos consiste na obtencidc de um controlador x com indice de robustez
m(x)zl. Este € obtido a partir de um controlador inicial X, € W, realizando—se
sucessivas modificagdes nos pardmetros de x, segundo a direcio do gradiente da
funcgdo mix}. O gradiente da fungdo m(x) pode ndo existir para certos valores
de x. Nestas situagfes € adotado o gradiente maodificado para a determinagio da
nova direcio de busca.

No presente trabalho, com o tratamento simultineo de robustez e de
perturbagbes estocdsticas, o gradiente de mi{x) juntamente com o gradiente da
funcdo de custo Jz definem as  estratégias utilizadas nos algoritmos
propostos. O  gradiente ¢  escolhido por fornecer a direcio de maior taxa
de variag@o da fungao.

E importante ressaltar que, em geral, este tipo de algoritmo nio
garante Otimos globais, e que a solugio depende das condigdes iniciais
{controlador inicial).

Considera-se a funcio medida de robustez dada em (3.36), reescrita

da seguinte forma :

3.13



mix)= m(x,o(x)) X € W , {3.37)

onde e(x) € o valor de e € [0,n] que minimiza a fungdo m(x,®) para um
controlador x dado.
A partir desta equagio, tem-se que a expressio do subgradiente de

m{x), que corresponde ao gradiente no caso deste estar definido, é dada por :

6m(x,9(x))+ amix,e(x)) de(x)
ax de dx ?

Vm(x)= X e W, (3.38)
garantida a existéncia das derivadas acima.
Como e=e(x) minimiza a funcio m(x,e} no ponto (x,@), e como foi

suposta a existéncia da derivada, tem-se que :

dm(x,e) -

35 o . (3.39)

O gradiente da funcio medida de robustez dado em (3.38) fica
reduzido, portanto, & derivada parcial da funcio m(x,e} calculada em (x,0(x)),

ou seja :

am(x,o{x))

5% {3.40)

Vm{x)=
Inicialmente, reescreveremos a matriz U{x,z} definida em (3.29) a

fim de facilitar o cdlculo da derivada parcial de m(x,e) em relagdo a x.
Considerando-se a parametrizagdo de z por e na equagdo (3.29),

tem-se

Ulix,e)=vie)xX(x)s . (3.41)
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Particionando-se¢ a matriz V{(z) dada em (3.26) e parametrizada por e,

tem~se que :

T
T Vr(e) 2x(nt+1)
Vifels| —=3=—— | €R ' (3.42)
Vc(e) )
onde Vr(e) € [R(I“H)x1 Vc(e) R(mﬂ)xl sio  vetores contendo,

respectivamente, a primeira e a segunda colunas de V(z}.

Escrevendo-se § em termos de suas colunas, ou seja :
= * . . B * * +1]
Sm[s A TR ] 5. € R" , (3.43)

pode-se desenvolver o produto matricial X(x)S como :

X00s'=| Xs, | X(s) bt Xeos, | e RODHOTD
’ ™ (3.44)

Devido 2 dualidade observada em (2.11) e (2.12), pode-se reescrever

as colunas da matriz X(x)S da seguinte forma :

X(x)s; = M(s:)x ¥i=0,1,...,nq, (3.45)
onde M(S:) e RMt*Dx(ngrnhs2) ¢ obtida de modo andlogo a matriz (2.15}, com

ﬁ substituido por s: . Daqui por diante, M(ST) serd referida apenas por Mi.
i

.
Assim sendo, X{x)§ pode ser reescrita como

X(x)$ = | Mx @ Mx @ .0 M x| (3.46)

Substituindo-se as equagdes (3.42) e (3.46) na equagdo (3.41), a

matriz U{x,e) passa a ser dada por :
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T T T
UT(x,e)= Vr(e)Mox Vr(e)Mix Vr(e)anx (3.47)

VT(G«J)M X viiem x vieM x
¢ 0 c 1 c ng

Assim, os elementos a e b, da matriz U(x,), definidos em (3.33),
1

sdo dados por :

1~
1§

vie)M x
T 1

b= V. (e@Mx ,i=0,1,..,nq. (3.48)

i C

Definindo-se ¢ como ¢ _=a b~ ab e considerando-se as derivadas
it i

ELO A ]

parciais das expressdes acima, fem-se :

p
da. T
—l =MV (a)
ox T

) (3.49)
ab_ T
e = M.V (e}, i=0,1,...,nq
ax i [

dc, . T,,T T .
it = (ijM(e)Mi + MiVM(e)Mj)x ,i=1,2,...,ngq € (3.50)
ox i=0,1,..,nq (j#i)
onde VM(e) € definida como
vie)= vV (e)Vie) - vievie) . (3.51)
M r ¢ ¢ r
Supondo-se a existéncia da derivada parcial em (3.40), e

considerando~se as duas situagles possiveis para o cdlculo da medida de

robustez local, segundo o teorema 3.1, o gradiente da fungio medida de
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robustez m(x) € dado pelas duas expressdes abaixo :
a) A fungio m(x,e) é dada por :

0 (3.52)

Derivando-se esta equagdo, obtém-se o gradiente de m{x) como :

MY(x,e)V (o)
5 T

Vm(x)= . (3‘53)
nq
Y la , |
=1
onde Ms(x,e) & definida por:
N n
M{(x,0)= sgna M, - mOOF sgnla)MT (3.54)

i=1

e sgn(.}) € a fungdo sinal de um mimero real.

b) A fungae m(x,e) é dada por :

le |
0l
m(x,@)= »

ng

[
j_);lz o
(j#1)

(3.55)

onde 1 € {1,2,...,nq} € o valor de i que maximiza a expressio (3.35).

Derivando-se esta equagio, chega-se ao gradiente de m(x) como :
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T T T
M 3(x,e)VM(@)M] + MIVM(G)MSI(X’G)] X

Vmi{x)= S e ,
Tle. | (3.56)
il
j=1
(j*1)
onde MSI(X’G) ¢ definida por:
M! (x,0)= sgnlc M - m(x)%qsgn(c mE (3.57)
I3 » 01 5] j:} jI } . .
{j21)

Essas relagdes fornecem, portanto, o gradiente da fungic medida de
robustez para um dado controlador x, nos pontos em que o mesmo existe. A
direcio de busca utilizada nos algoritmos a serem apresentados ¢ dada pelo

vetor normalizado dx a partir das equacdes (3.53) ¢ (3.56), respectivamente :

sz
dx = ——o I {3.58)

.
[IMgV I

T,T T
(MSIVMMI + MIVMMSl)x

dx= (3.59)

|| (Mg VaM, + MTV M)x| |

Na situagdo em que para um dado controlador x existe mais de um
valor de © que minimiza a fungio m(x,e) na equagido (3.36), efou que para o
par (x,0{x)) o valor do indice i que resolve a maximizacdo na equagio (3.35)
ndo € dnico, o gradiente da funcio medida de robustez nio existe, sendo
necessdrio, entdo, definir uma nova dire¢do de modificagdo neste ponto x. Uma
diregdo de busca € proposta, baseada na definigio a seguir de gradiente
modificado da funcio m(x).

Considera-se um ponto x’ € W, onde a situagdo descrita no pardgrafo

anterior ocorre, ¢ s¢jam dx},dx ..,dx} as possivels diregoes obtidas pela

2
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equagido {(3.58) ou  (3.59), para  cada ej(x’ ) ou para cada par
(ej(x'),i(ej(x’))), respectivamente, onde ej(x’) sio os valores de o € [0,n]
que minimizam mi(x',e) ¢ i(@j(x’)) sio os valores de 1 e ({1,2,...,nq} que
solucionam a maximizagdo na equagdo (3.35) para cada par (x’.ej(x’)).

befine—-se a matriz J como:

J= ] c [Rix(ng+nh+2} ] (3.60)

A dire¢do de busca do controlador robusto dtimo, proposta em Aratijo
(1991), para os pontos onde a direcio dx nio € dnica, € dada pelo vetor T,
definido como sendo o gradiente modificado da fungdo m(x), obtido pela

resolugio do seguinte problema de otimizagio:
min r'r , (3.61)
onde 1 € R,
A solugio deste problema € dada por:
r=3'whH™ : (3.62)
A justificativa para tal escolha se baseia nos seguintes fatos:
T
1) dxgi“=1 >0, Vi € {1,2,...,1}.
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2) O vetor T forma o mesmo dngulo com todos os vetores dxi. Este angulo,

denotado por B, € dado por:
B=arccos(| T} 1) , (3.63)
e, portanto, minimizado pela solugdo do problema (3.61).
3} Para 1=1 a matriz J, definida em (3.60), se reduz a:
J=ax] . (3.64)
Substituindo-se a equagdo (3.64) na equagdo (3.62), tem-se que:

I'=dx s {(3.65)
ou seja, a diregio I' coincide com a direcdio dx obtida pela equagio (3.58) ou
(3.59).

A partir do iltimo fato acima, pode-se considerar que a diregio
definida pela equacio (3.62) é uma generalizacio daquela obtida pelas equagdes
(3.58) e (3.59). Portanto, a diregéo ' € wtilizada como diregio de busca

para a funcio medida de robustez m(x), independentemente da existéncia do

gradiente da mesma.
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4.1 INTRODUGCAO

Este capitulo apresenta a efetiva contribuicdo deste trabalho,
tratando do aspecto nio-deterministico das perturbagdes presentes no sistema.

Apresenta-se, inicialmente, um método para o cdlculo numérico da
varidncia dos sinais de saida e controle em fungdo dos parametros do processo
e do controlador. Esta varidncia € designada como fungio de custo ']2’ sendo um
dos objetivos do controle a minimizagio da mesma.

Aborda-se, em seguida, as observagdes que levaram 2 adogio de uma
regra heuristica em relagio 4 funcio .}2. Esta regra considera a propriedade de
convexidade da funcgao J2 em relagio aos parimetros do processo. Optou-se pela
utilizagdo  desta  propriedade  apds  extensas  simulagbes  verificando a
convexidade da funcio Jz(p,c). Os resultados destas simulages, que s#o
apresentados na tabela 4.1, mostram que de fato a fungio ndo € convexa.
Contudo, como a ocorréncia dos casos de ndo-convexidade € extremamente rara,
optou—-se pela adogio de uma regra heuristica. A finalidade desta regra € obter
o pior case (mdiximo) da fungio 12 dentre os parametros incertos da regiéo
hiperretangular 1 simplesmente fazendo uma busca exaustiva nos extremos da
mesma, o que € vilido para uma fungdo convexa. Como garantia para a obtengao
deste mdximo, uma verificagio global € feita no inicio e final dos algoritmos
apresentados.

Finalmente, desenvolve-se o gradiente da funcio J2 em relagio a x,
que € aplicado iterativamente ao pior caso descrito acima, a fim de minimizar
a funcgao Jz' Este gradiente € utilizado juntamente com o gradiente modificado
da fun¢do medida de robustez em dois algoritmos diferentes, que otimizam ambos

os critérios. Estes algoritmos sio apresentados na secdo 4.5.
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4.2 CALcuLO DA VARIANCIA DOs SiNAIS DE SalDa E CONTROLE

O desenvolvimento matemitico abordado aqui se restringe a componente
estocdstica do simal de saida y(t), mas pode ser aplicado igualmente, com
pequenas modificagoes, ao sinal de controle u(t).

Considera-se a componente estocdstica da fungdo de transferéncia
definida pela equagdo 2.7. Esta componente, denotada por P(zul), relaciona a
safda y(t) com a entrada de perturbagio £(t), ¢ ¢ dada por :

Pzl = ) o H.C (4.1)

i) AH+ 2z %BG

Além das incertezas, jd apresentadas anteriormente, nos parimetros

~1 -1 . . . a PP
de A(z ") e B(z '), considera-se também incertezas nos parametros do polindmio

ciz™h.

T nc+l
' e

Sejam c=[1 ¢ ¢ . € R um vetor composto pelos

1 2 ne
- s -1 ia . <
coeficientes do polindmio C(z ) e T a regifo hiperretangular associada
C

(andloga a regido T definida no capitulo 3). Esta regido descreve, entio, o

espago de pardmetros do vetor incerto ¢ :

(4.2)

com definigées andlogas aquelas da equacio (3.2).
O cdlculo da variancia do sinal de saida € feito a partir da

densidade espectral de poténcia do sinal em questio (ver apéndice A). Esta

varidncia € dada por :
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1

2 m—— ——
E{yt} = W Syy{w).dw =
-5
=t | S PG .P2).do =
) 00 ) ’ - 4.3)
-0 -
- 1 jwT juT
- Ple ). P{ Y.dew ;
-0

Onde :
P(z) € a funcao de transferéncia em questéo;
Syy(w) é a densidade espectral da saida y{t);
Sxx(m) € a densidade espectral da entrada ;
£(t) € a entrada ruido branco;
w é a varidvel de integracio {frequéncia) e

Q= /T, onde T é o periodo de amostragem.

A iltima igualdade em (4.3) se deve ao fato de que a densidade
espectral do rufide branco Sxx(w) ¢ constante ¢ numericamente igual 2
varidncia do mesmo (varf), visto que a correlagio do ruido branco corresponde
ao impulso discreto.

A integral em (4.3) também pode ser escrita em termos de uma

integral de linha sobre o circule unitdrio, que equivale ao quadrado da norma

H2 da funcado de transferéncia P(z), ou seja :
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it

ez | P(z). P2 ) de =
L0 (4.4)

E{yf}

It

1 ~1 -} 2
FESE §|Z}=1P(Z )P(z).z "dz = |IP “2

A convergéncia da integral na equagdo (4.4) € garantida desde que
todos os pdlos do sistema (raizes de Tz estejam dentro do eirculo
unitdrio, o que pode ser assegurado através do tratamento de robustez.

A avaliagio da integral na equagdo {4.4) pode ser feita de  trés

maneiras distintas :

o Integragio  numérica  simples na varidvel w - método adotado
neste trabalho .

o Método Recursivo - apresentado em Astrom (1970},

o Método Analitico - desenvolvido em Jury (1974).
No método analitico avalia-se o valor exato da integral da equacio (4.4)
através da razio entre dois determinantes de ordem nt (ordem de T(z')). A
desvantagem deste método consiste no alto custo computacional para o cdlculo
de determinantes de ordem elevada.

Assume-se, entdo, como funcio de custo .12, a ser minimizada, a

varidncia da saida, ou seja

hid

J Pz Y P(2).dw

~TL

Jq(p,c,x) = E{yf} = (4.5)

Pode-se observar, entio, que a fungdo de custo J2 ¢ fungdo dos
pardmetros do processo {p,c) e dos parametros do controlador x.

A idéia € encontrar uma direcdo de modificagio de x (gradiente dec
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52 em relagio a x, que serd desenvolvido na segio 4.4) gue possa ser usada
iterativamente a fim de se diminuir, a cada passo, o pior valor da fungio Jz'
Por pior valor entenda-se, para um dado controlador x, o miximo de Jz(p,c,x)
em relagio aos pardmetros do processo {p,c), contidos nas regides

hiperretangulares de incerteza T e m.

Em outras palavras, deseja-se encontrar a solugio do problema:

Min Max Jz(p,c,x)
X p,c

(4.6)

Na verdade, o problema definido pela equagio (4.6) deve ser

resolvido juntamente com a maximizagdo da medida de robustez m{x}.

4.3 Recra HeurlsTICA RELACIONADA A FUNCAO J2

Considera-se o subproblema abaixo :

Max J_(p,e,x)

(p,c) 2 (4.7)

Ou seja, procura-se o mdximo valor de Jz(p,c,x) dentre todos os
valores do processe (p,c), contidos nas regides hiperretangulares de incerteza
e I‘EC , para um dado controlador x.

Apos a reallzacdo de um grande ndmero de simulagdes {cujos
resultados s&o apresentados mais adiante) envolvendo o comportamento da fungio
de custo Jz(p,c,x), levantou-se a conjectura de que a mesma seria convexa.
Neste caso a solugio do problema apresentado na equagdo (4.7) se resumiria na
busca do max .12 entre os pontos extremos das regifes T ¢ ?fc, ja que o mdéximo
de uma funcide convexa em um dominio do tipo politopo encontra-se nos extremos
do mesmo.

Esta convexidade, contudo, fol descartada apds a2 constatagio de

alguns raros contra-exemplos. Para se chegar a estas conclusdes, realizou—se
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um nimero razodvel de simulagdes em sistemas de diferentes ordens, testando-se
a convexidade de Jz(p,c,x) em relagdo a (p,c}. Os testes foram realizados da
seguinte maneira. Escolhida uma certa estrutura para processo e controlador,
gerou-se valores aleatdrios para os parametros destes. Sendo sempre gerados
dois vetores de pardmetros do processo, PO=(a0,bO,c9) e Pf-n(a{,bf,cf), para um
dado vetor x de pardmetros do controlador, de  tal maneira que os pdlos
sempre estivessem contidos no circulo unitdrio.

A partir dos dois vetores de processo P{} € Pf, gerou—-se a combinagio
convexa dos mesmos, ou seja, P = a.Pa + (1—evc).Pr com « € [0,1], verificando~se
o valor da fungio 32 nestes pontos. Para que a  fungdo  seja ao menos
guase—convexa ¢ necessdrio  que JZ(P) = Max{Jz(PO),Jz(Pf)}, com P dado pela
combinagdc convexa acima. Os resultados destas simulagbes estio resumidos na
tabela (4.1).

Esta tabela {(4.1) apresenta o numero de casos testados, assim como o

nimero de vezes em que a convexidade nfio se verificou.

na nb d nh ng N. total N. contra-exemplos
2 1 1 1 1 105.000 27
2 0 2 i 1 70.000 5
1 0 3 2 0 183.000 0
3 0 2 1 2 65.000 9
1 0 2 1 0 80.000 0
1 0 1 0 1 85.000 0
2 1 2 2 1 94.000 6
2 2 i 2 1 65.000 28
1 0 1 0 0 112.000 o
Tabela 4.1.

A titulo de ilustragio, mostra—se, a seguir, um destes casos. Neste

exemplo particular tem-se na=2, nb=0, nc=2, d=2, nh=1 e ng=1. Os valores para
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processo e controlador foram :

h (1 -1.1294)

{-2.6145 =1.0326)

£
aom(i 1.2171 0.3458) ; b0=—0.3898 H cﬁ=(1 0.378 -0.4133)

af#(l 1.0416 0.3099} ; bf=—0.3274 ; cfz(l 0.3112 -0.4795)

A fig. (4.1) mostra o valor da fungao J2 em funcio de « para este
caso. Nota-se que o mdxime ndo se encontra nos extremos. Uma observagio
interessante com relagdo aos  contra-exemplos encontrados € que todos
apresentam uma variagdo muito pequena no valor da fungio J2 para uma variagdo
em o de O a 1. Outra observagido que pode ser levantada € a auséneia de
contra—exemplos para os casos de primeira e segunda ordem, nos quais se supde

que a convexidade seja realmente vidlida,

2.545

2.544

2.543

2542

2.54]

} ¥

2.54

2.539

2.538

2.537

- 2.536

2.535

Fig. 4.1 Variéncia J em funcio de «.

Devido ao fato de que a ndo-ocorréncia de convexidade € um fendmeno
extremamente raro, segundo o conjunto de simulagdes realizadas, optou-se pela

utilizacio desta propriedade, permitindo, assim, o uso de uma regra heuristica
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que serd adotada nos algoritmos 4.1 ¢ 4.2,

Isto €, o subproblema :
Min Max J (p,c,x) ,
X {p,c) 2 (4.8}
¢ substituido por :
Min Max Jz(p,c,x) ,
X {(p € ) (4.9)
onde (pi,ci) sdo formados a partir dos extremos das regides T e Hc.

Apenas no inicio € no final dos algoritmos € que o problema de
maximizagio da equacgio (4.7) ¢ realmente resolvido realizando-se uma busca
extensiva para garantir efetivamente o mdximo global.

Os resultados obtidos com a execugdo dos algoritmos confirmam

a suposicio de que a convexidade se verifica na grande maioria dos casos.

4.4 O GRADIENTE DA FuncAo pE Custo J2

Esta secdo trata da obtencgfo do gradiente da fungidc de custo Jz em
relagdo aos parametros do controlador x, para um dado valor de pardmetros do
processo (p,c). Este valor de (p,c), como determinado na segdo anterior, €
agquele gque fornece o méximo valoer de J2 dentre os extremos das regides
hiperretangulares T ¢ L

A fim de se obter este gradiente, deve-se escrever o produto
P(z).P(z") de tal forma que o vetor X aparega explicitamente.

Sejam os polindmios N(z) e T(z) correspondentes, respectivamente, ao

numerador ¢ denominador da fungic de transferéncia P(z) :
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2 3 d
N(z) =n_ +nz+nz +nz +..+n 2
] 1 2 3 nd
(4.10)
2 3 nt
T(z) =t +tz+t 2"+t +...+1 z
0 I 2 3 nt
onde nd=nh+nc.
Assim, pode-se escrever :
-1 N(z) NGE™H
Pz).P(z ) == T N {4.11)
T(z )
Detendo-se apenas no produto N(z).N(z D)
-1 2 3 nd
N(z).N(z = {pn_ + + + + ...+ .
(z) .N(z ) { o T Mz n.z n .z }
-1 -2 -3 ~nd
+ + + + .+ =
(3‘10 n_z n,z n_z n .z )
= (n_ + 0 +n, + +n° ) +
nd
-1
+ nn +nn + n + ., .+ . + +
( g 1 1 2 Zn3 nndnnd-l) (z ‘ )
+{nn +nn_+nn + .. .+n1n n YAz +2_2)+
0 2 1 3 2 4 nd nd-2
+ ..., +dnn ).(z"+ "y = (4.12)
g nd
2 2 2 2
=f(n_ + n +n. + . . . + +
( { 1 2 nnd)
+ 2.{nn +nn_+n + .. .+ .cosf{wT) +
( g1 1 2 2n3 nndnnd-i) ( )
+ 2. {nn_+nn_+n + .. . * .cos{2.wT) +
( o 2 13 21’14 nndnnd—Z) ( )
+ ..... +2.{nn ).cos{nd.wl) =
§ nd
T
= n .Kl(w).n ,
onde n € [RndH é o vetor :
T
n={n n n_..n
{ 0 102 nd 3
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(nd+1)x(nd+1)

e Ki(w) € R € a matriz
B 1 cos{wT) cos{20T) ... cos{nd.wT)
cos{wT) 1 cos{wT) .... cos{{nd-1)}.T)
cos{2wT) cos{wT) 1 . cos{{nd-2).0T)
K (w)=
1
cos(nd . oT) cos({nd-1).0T) e e e ' 1

(4.13)
De modo andlogo, o produto T().T(") pode ser escrito como :
-1 T
T(z).T(z ') =t .Kz(w).t (4.14)
Com t € [RHHI, como definide em (2.11), e Kz(w) € R(ntﬂ)x(mﬂ)
idéntica a matriz Kl(w), exceto pelas dimensoes.
Assim, pode-se escrever a funcao 32 como :
1
J {p,c,x) = ! P(z ') .P(2).dv =
275 2.
-m
(4.15)
ki T
) 1 n .Kl(w).n dw
2 7K (w).t
-~ 2

onde T {(de {=n/T, nos limites de integragio) fol escolhido igual a um, jd que
a integral independe de seu valor.

Como N(z') = HZH.cizh) e

_ T {ng+nh+2) _
x = [1 hl h2 hnh g g .. gng] € R , ©Observa-se

6 "1
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facilmente que o vetor n pode ser escrito como:

(4.16)
onde a matriz C € R(nhm”})xmhmgﬂ) € definida como :
nh+l
[ 1
1 0 R 0
1 H
J1 .
- c 1
1 .
= c . (4.17)
nc 1 1
< ]
ne . C 3
l L]
0 c . 0 it
ne

Finalmente, considerando-se  a relagio definida pela equacio (2.12),

pode—se escrever a funcio '}2 como :

T T
X .C .Ki(w)tccx dw . (4.18)

i
J {(p,c,x) = J
2 2 x' M) K (@) . M) x

na+nb+l

Nota-se que ﬁ =[1p 1" eRr , como definido no capitulo 2.

{nh+ng+2)x{nh+ng+2)

Definindo~se as matrizes \/1 e R e V2 €
R(nh+ng+2)x(nh+ng+2) como sendo
T
Vl(w) = C .Kl(w).tB
A A (4.19)
Vz(w) =M (p).Kz(w).M(p) ,

a equacioc (4.18) se resume a :

4.11



kid T
x .V (w)x
! dw (4.20)

_ 1
Jz(p,c,x) = =g J

XLV L) x

Assim, pode-se obter facilmente o gradiente de Jz(p,c,x) em relagfo

a x, para um dado valor do processo (p,c) :
i
vi,ix) = - J

Esta integral, que também ¢ calculada numericamente, fornece entio

1t T T
Vi.x.(x .Vz.x) - {x .Vi.x).vz‘x

dw

(xT.V .x)2
-7 2

(4.21)

uma diregio que permite a minimizagio da pior varidncia da saida. O sentido
adotado € o oposto ao do gradiente (~V.12(x)) :

Nos casos em gue as matrizes Vi € V2 nio sho tunicas, ou seja,
quando os valores de (p,c) satisfazendo a maximizagio em (4.7) nao forem
unicos, o gradiente deixa de existir, sendo proposta entac uma nova diregio de
busca alternativa de modo andlogo i dire¢do de busca proposta para a funcgio
medida de robustez apresentada anteriormente.

Caso se trabalhe com a varidncia do sinal de controle, ao invés do
sinal de saida, a fungio de transferéncia a ser considerada ¢ dada por :

ozl = ~G.C . (4.22)

AH+ 2z °BG

A inica modificagdo do que foi exposto anteriormente € que a

. h 1 h 2 < : .
matriz € € RUMPTRETDx (b ng ), equagao (4.17) € agora escrita como :
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0 o 1 0
' c 1
v i | ¢

C = : : 1. . (4.23)

H Cnc i 1
. c
] nc
. 1

0 6 . 0 c

I ! BC——-

Combinando-se o gradiente da fungic medida de robustez, ou o
gradiente modificado desta, com o gradiente da funcio de custo 52 € possivel

construir um algoritmo que realiza a otimizacio conjunta dos dois critérios.

4.5 ALGorITMOS DE OTiMIZACAO CONJUNTA DA ROBUSTEZ E DA FUNCAO J2

Apresenta-se aqui os algoritmos que foram desenvolvidos para a
solugio do problema de otimizagio conjunta da robustez e da fungio de custo
I A idéia consiste em encontrar, dentre os controladores com indice de
robustez maior que 1, aguele que apresenta o melhor comportamento do ponto de
vista estocdstico, ou seja , agquele que apresenta a  menor varidncia dos

sinais relevantes ao sistema.

Em outras palavras, procura-se a solugio do problema

Min Max J (p,c,x) (4.24)
X {(p,c) ~
$.24. mix)>1

451 - ALcorit™Mo 4.1

Utiliza-se, neste primeiro algoritmo, a propriedade que diz que se o
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angulo entre um certo veter ¢ o gradiente for menor que 90°, entio a diregio
dada por este vetor € também uma dire¢io de crescimento da fungdo
correspondente.

A estratégla utilizada aqui ¢ a seguinte : dado um controlador x,
verifica~se sua medida de robustez; caso esta seja malor que (1+8m), sendo Sm
uma margem de seguranga, utiliza-se apenas o gradiente da funcéo 32 na busca
do préximo controlador ; caso contrdrio, 1 < m < (1+8m) utiliza-se uma diregéo
8x satisfazendo simultaneamente o gradiente modificado da fungdo medida de
robustez e o gradiente (oposto} da fungao .12 , a fim de, simultanecamente,
aumentar a robustez ¢ diminuir a pior variancia.

O algoritmo deve ser iniclalizado com um controlador que tenha um
indice de robustez maior que t (um). Isto pode ser obtido através do algoritmo
apresentado em Araijo (1991).

O algoritmo iterativo € o seguinte :

S1.  Escolha X=X (m(x0)>1} e um escalar positivo @, 3
S2. Compute m(xe) e  Max .}2(p,c,x)
p.c

usando uma rotina de otimizacgdo giobal.

Se jam p‘,cs os valores de p,c que satisfazem o mdximo,
S$3.  Compute as diregoes ' e (—VJz(x)) em p‘,c‘ :
S4.  Se mix) > (1+3m), faca 8x = (—VJZ(X)) e mr =1;

Caso contréario, faca 6x = { [ - (VJz{x)}} e mr = mi{x).
S5. Faga a=o
$6. Sell a.8x || < € (e pequeno escalar positivo), entio pare.
S7. Faca y = x + a.dx/1l 8x 1] ;

$8. Se y € W, compute m(y) e Max J_(p,c.y)
p.c. 7
1 ]
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Sejam p‘,c' os valores de P,.c, que satisfazem o mdximo.
Caso contrdrio (yeW) vd para S10 ;

59, Se miy} > mr e Jz(p',c',y) < Jz(p,c.x) .
faga x=y e vd para S3 ;

$10. Faga w=a/2 e vd para S6.

Vale ressaltar que os vetores T e V.Zz(x) usados no algoritmo sédo
diregdes normalizadas.

Apds o final do algoritmo compute Maxp’cjz(p,c.x) usando uma rotina
de otimizagdo global para assegurar o pior valor de J -

Caso ndo se encontre um controlador que satisfaga as especificagées
desejadas, o projetista  pode tentar diferentes ordens nh e ng para os
controladores. Observa-se também que a solugio final depende da escolha do

controlador inicial xg.

4.5.2 - ALGoriTmMO 4.2

Um segundo algoritmo € proposto aqui visando a solugdo do problema
(4.24). Este algoritmo apresenta duas diferengas bdsicas em relacio ao
algoritmo anterior. Em primeiro lugar, devido ao fato de que este algoritmo
utiliza um dnico gradiente gue pondera as duas fungbes objetivo (medida de
robustez ¢ fungio de custo J?.)’ consegue-se variages menos bruscas na medida
de robustez ao longo das iteracbes . O ountro fato importante € que €& possivel
obter~se uma curva "étima" relacionando os dois critérios, permitindo, assim,
uma andlise de compromisso para a escolha do controlador ideal, ao invés da
obtencgao final de um controlador com indice de robustez m{x)=1, comoc no

algoritmo anterior. Um resumo explicative do algoritmo € dado a seguir.
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Como Jj4 foi dito anteriormente, trabalha-se com uma fungio J, que

A
representa  uma combinagio ponderada dos dois critérios, ou seja, JI\ =
{(1-A).m(x)} - A.Jz , a qual se deseja maximizar,

Por conseguinte, trabalha-se com um tnico gradiente (ou diregio de
busca, no caso da ndo existéncia de Vm(x)) para a funcio JA' combinando o
gradiente da fungio 32 e o gradiente modificado da fungio medida de robustez.

O algoritmo € inicializado com um controlador X, tal que m(xo) ¢ um
méximo da fungio m(x). Além disto, inicializa-se a ponderagio com Aﬂ = 0.

Uma vez definida a ponderagio A, procede-se a maximizagao da fungao
J?t em iteragbes sucessivas, com passos na diregdo do gradiente V‘;A' Obtendo-se

o controlador x que fornece o mdximo de J , registra-se sua respectiva medida

2’
de robustez e variancia J2 mixima para posterior plotagem em grédfico. Este
controlador, assim obtido, € wusado como controlador inicial no mesmo
algoritmo, tendo agora a ponderagio A incrementada de um pequeno valor AA. O
processo  se  repete até que a rmedida de robustez tenha se reduzide a 1.
Plotando-se os valores obtidos para Max J2 em funcgdo de mix}, obtém-se a curva

de otimizacdo de ambos os critérios.

O algoritmo, descrito em passos, ¢ o seguinte :

Pi. Escolha X=X com m(xo) méximo para m{x). Faga A= mBA
P2. Calcule a ponderagao AHI: Ai + AA

Calcule o valor da fungao ponderada

Iy = (1-A).m(x) - ?\.Jz(x) ,
onde Jz(x) corresponde  ao mdximo de 1, dentre todas as
incertezas paramétricas correspondentes a m=1.Guarde os valores
de mix}) e J (x);

P3. Calcule

VJh(x) = (1-A}.T - }\.V.}z(x) e
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I, = (1-2}.mix) - P\.Jz(x) ;

P4. Faga o=

P5. Se a<e (e pequeno escalar positive), verifique se m(x) >
(1+8m). Em caso afirmativo vd para P2. Caso contrdrio PARE ; o
controlador obtido representa a solugdo final ;

P6. Faga
X = % ¥ “'VJA(XR) ;

P7. Se X 4 € W e m(xkﬂ) > 1, calcule Jz(xkﬂ).
Caso contrdrio vd para P9 ;
P8. Calcule J?‘(xkﬂ).
> = a :
Se '}A(xkﬂ) Jh(xk), faga x X, © Vv para P3;

P9. Faga w=a/2 e vd para P5.

E importante notar que os valores de AA utilizados devem ser bem
pequenos, jd que os valores comparativos de ambos os critérios devem ser da
mesma ordern de grandeza, e normalmente os valores absolutos de J2 sdo maiores
gue os valores de mx).

Apds a execugdo do algoritmo pode-se levantar a curva J, em fungio

de mi(x).

4.6 CONCLUSAO

Apresentou-se, neste capitulo, um procedimento para o cdlcule da
pior varidncia dos sinais de saida ou controle , para um dado controlador,
considerando-se uma regido de incerteza paramétrica hiperretangular. Este

procedimento envolve a utilizagio de uma regra heuristica que supde
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propriedades de convexidade para a  fungio de custo J . Desenvolveu-se uma
direcao de pgradiente para esta fungio que, juntamente com o gradiente
modificado da fungic medida de¢ robustez, ¢ utilizada em dois algoritmos para

otimizacio de ambos os critérios.
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5.1 INTRODUCAO

Apresenta-se, neste capitulo, alguns exemplos de sistemas em tempo
discreto com incertezas nos parametros do processo e presenga de perturbagdes
estocdsticas, juntamente com o cdlculo dos respectivos controladores. Na
segdo 5.2 encontram-se quatro exemplos de aplicagio do algoritmo 4.1, sendo os
trés primeiros relacionados 2 variancia do sinal de saida e o dltimo &
varidncia do sinal de controle. A sec¢ho 5.3 apresenta um exemplo de aplicagdo
do algoritmo 4.2 . Na secio 5.2.1 tem-se um modelo de primeira ordem, com a
imposigdo de que o controlador seja Pl e com uma regido de alocagdo de pdlos
relacionada ao tempo de acomodagio e sobre-sinal mdximo da resposta
transitéria. Como neste caso o vetor de pardmetros do controlador € de ordem
2, além do cdlculo utilizando o algoritmo 4.1, realizou-se uma busca
extensiva nos pardmetros do mesmo numa tentativa de se localizar o dtimo
giobal para o problema. Obteve-se neste caso uma confirmagio do resultado
encontrado com o algoritmo 4.1 anteriormente. Na secgio 5.2.2 discute~se
um modelo de segunda ordem com uma regido de alocagio de pdlos circular e
controladores de primeira ordem. Observou-se, neste ec¢aso, uma acentuada
redugio na varidncia da safda. Este exemplo também permite uma constatagio
interessante, que ocorre frequentemente, que € o deslocamento dos pélos de
malha fechada (durante as iteragdes do programa) na diregio dos zeros do
polindmio C. Na se¢do 5.2.3 apresenta-se o modelo linearizado de um reator
nuclear operando em regime permanente. Utiliza-se o algoritmo 4.1 a fim de se
obter um controlador que minimize a varidncia da saida diante das incertezas
nos parametros. Finalmente, compara-se o controlador apresentado em Kucera
(1979) com o controlador aqui obtido para o reator, observando-se uma maior
robustez frente as incertezas paramétricas no segunde caso. Na segio 5.2.4

discute-se um exemplo de minimizagdo da variadncia do controle para um sistema
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de primeira ordem com apenas um pardmetro incerto. O controlador utilizado
neste caso € de primeira ordem com dois parimetros, e a regiio para a alocagio
de pdélos € circular. A segho 53 utiliza o algoritmo 4.2 para o mesmo caso
tratado na secdo 5.2.2, a fim de se tragar algumas comparagdes entre os dols

algoritmos.

5.2 EXeMPLOS DE UTILIZACAO DO ALGORITMO 4.1

5.2.1 SIsTEMA DE PRIMEIRA ORDEM

Considere-se o sistema de primeira ordem dado pela equagio

abaixo :

z b 1 +c.z !
y = u + - €
1 + a.z

(5.1)

t

Os parametros a,b, e ¢ sido conhecidos com imprecisido, podendo variar
dentro dos seguintes intervalos :
-U.6 < a < ~0.4
03 <b<0.7 (5.2
0.7 < c <0.95
Deseja-se encontrar um contrelador do tipo PI, de modo a alocar os
pélos do sistema em malha fechada na regido D do plano complexo representada
na figura 5.1. Esta regido D foi obtida considerando-se o tempo de acomodagio
ts< 0.1s (Ew < 40) e o sobre-sinal mdximo Mp< 0.1 (€ > 0.6}, como
especificacdes da resposta transitdria.

A estrutura do controlador PI € dada pela equagidc seguinte :
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R L (5.3)

Ou seja :
-1 -
Gz ) = g, * 82
4 (5.4
Hz ) =1~z
g = e = g +g) ;
S M
Onde €, ¢ escolhido da forma indicada para garantir erro nulo em regime para
uma entrada em degrau.

O problema consiste entidc na obtengdo dos pardmetros g, © 8 tais
gue o polindmio caracteristico em malha fechada tenha raizes na regido D da
fig. 5.1, quaisquer que sejam os valores de a e b definidos em (5.2). Além
disto, considerando-se também as incertezas em ¢, tal controlador deve

apresentar uma saida com variancia minima.

Nota-se, pela equagio 5.3, que o controlador Pl apresenta um efeito
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integral. Do ponto de vista do cdlculo dos parametros do controlador, este
integrador pode ser considerado como parte do processo, sendo incorporado na
estrutura de A(z—l), que passa a ser tratado como um polindmio de segunda
ordem. Neste caso a expressio do vetor p, segundo a equagdo (3.16), pode ser

escrita como :

(5.5)

|
'U:*-‘
Ll
il
i
[
&+
'y
I
|
[ SR
i
[REN
Lo s S i S oo
|
O’Ni

A equagdo (5.5) permite conclvir que a matriz S definida pela

equacio (3.17) ¢ dada por :

1 0 ¢

s=| 1t 10 (5.6)
-1 0
O 0 1

Seguindo-se a definicdo dada em (3.7), pode-se obter a regiio de

incerteza hiperretangular para q {(figura 5.2), come sendo :
M={q/qeR’ Qgq) <1} , (5.7

onde :
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1=10111117

q,= [-0.5 0.517

0.8

, define o vetor de parametros

central;

[ 10 OO SN

Q.8 -0.7 -0.6

0.4

Fig. 5.2- Regiao T de incerteza paramétrica.

Normalizando-se a regido

(3.11), obtém-se :

Logo, a matriz S que

0.3

T, utilizando-se

incorpora

todas

as

0.2

as equaghes

informacgdes

(3.8

(5

sobre

[+

8}

0
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processo, € dada por :

1 0
S‘ = SR = -1.5 0.1 0 .
0.5 -0.1 0 (5.9)
0.5 0 0.2
Assim, tem-se :
1 . 1
S L i B (5.10)
P g

O vetor q‘ pertence & regiao normalizada P (figura 5.3), dada por :

P ={ q‘/ q* e R, O'.q. <11}, com (5.11)
1 0

0 = o 1 ) (5.12)
-1 0
o -1

Considere-se o seguinte controlador inicial x

Gz = <012 + 01977} i (5.13)

Este controlador apresenta indice de robustez m(x0)=1.0224. Portanto, X, ja ¢

uma solugio para o problema robusto (m(x0)> 1). Considerando-se os valores

admissiveis de variacdo dos parametros, dados pela equagéo (5.2), a pior
varidncia da saida ¢ dada por max{Jj(xG)} = 7.1216, para a=-0.6, b=0.7 e
c=().95.
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Fig. 5.3 - Regido P de incerteza paramétrica normalizada.

O lugar das raizes do polindmio caracteristico em malha fechada estd
contido na regido D, como mostra a figura 5.4, para os seguintes intervalos

das componentes do vetor de parametros incertos ¢ :

-0.6022 <gq< -0.3978
0.2955 0.7045 (5.14)
Utilizando~se o algoritmo 4.1, apresentado no capitulo anterior,
com S&m=0.2, obtém-se o seguinte controlador X,
Gz = 0.8026 - 0.69777" (5.15)
Este controlador apresenta indice de robustez m(xf)= 1.0001,
cujas incertezas admissiveis correspondentes sdo dadas por :
-0.6 <g < -0.4
0.3 0.7 (3.16)
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Considerando-se  estas incertezas (5.16), a nuvem de rafzes para os pdlos de

malha fechada ¢ mostrada na figura 5.5. A plor variincia da saida fol reduzida

a Max{Jz(xf)}= 3.1213, para a=-0.6, b=0.3 e c=0.95.

Im(z)

Re(z)

Fig. 5.4 - O lugar das rafzes para o controlador L

As variagdes na  medida de robustez m{x) e em Max{Jz(x)},

durante  as  iteragdes do algoritmo 4.1 podem ser vistas nas figuras 56 e

5.7, respectivamente.

As saidas para uma entrada em degrau de amplitude w=30 sdo vistas
nas figuras 58 e 59 para os controladores inicial e final, respectivamente.

Usou-se nestas simulagdes os seguintes valores para o processo a=-0.6, b=0.7 e

c=0.95,
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Fig. 5.5~ O lugar das rafzes para o controlador X, .
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1.2r w o
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LIk ]
105k ]
} AN
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iteracao

Fig. 56— Variacdes na medida de robustez duranie as iteragdes
do algoritmo 4.1,
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Max 2
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35+ E

0 10 20 30 40 50 60 70

ileracao

Fig. 5.7~ Variagbées da plor varidncia durante as iteragbes do
algoritmo 4.1.

Como o controlador aqui apresentado envolve apenas dois parametros,
¢ facil farzer uma varredura extensiva na busca da solucio dStima, dentro de um
intervalo significante. Esta procura foi executada dentro dos intervalos -5.0

<g, < 50 e -5.0 < g, < 5.0, e o controlador encontrado ¢ cxatamente o mesmo

obtido em (5.15}.

5.2.2 SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM

Considera-se o  processo  definido  pelos  seguintes  polindmios

Az B ) e ce™y

AT =1+ alzn1 + azzw2
B(z'') =b, + bz’ (517)
czH=1+czlvcs?
1 2
Supde-se que os valores para os coeficientes de B(z™') sao
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conhecidos com precisio, sendo dados por :
b= 07 ; b1= -0.5 . (5.18)
Considera~se d=1 na equagio (2.2). Os valores dos parimetros de
A" e o) estio sujeitos aos seguintes intervalos de Incerteza
-1.37 < a < -1.17
0.252 < a,< 0.292
(519
-1.8 < c1< -1.7
0.805 < c2< 0.905
Deseja~se obter um controlador do tipo Pl que aloque os pdlos de
malha fechada do sistema na regifio D, apresentada na figura (5.10),
considerando-se as incertezas no polindémio A(z_l). D é um circulo de raio 0.8,
centradce na origem. Além disto, com este controlador o sistema em malha
fechada deve apresentar uma saida com variincia minima.
Supbe~se a seguinte estrutura para o controlador :

GGz = g, t gz Hz D =1- 271, (5.20)

¥

Seja o scguinte controlador inicial X

x =11 -1 32626 -0.08271" . (5.21)

Este controlador apresenta um fndice de robustez m(x0)=3.4225, sendo
portanto uma solugdo para o problema de alocagdo (m{x)>1}. Considerando-se os
valores nominais de variagio dos parametros, dados pela equagdo (5.19), o pior
caso da varidncia da saida, para todas as incertezas, ¢ dado por Max{Jz(xo)} =
24.1875. O lugar das raizes para o controlador inicial, considerando-se  todas
as incertezas admissiveis, ¢ mostrado na figura 5.11. Esta figura mostra
também a nuvem de zeros de C(Z_l), para ilustrar o efeito de deslocamento dos

pélos na direcdo da mesma, durante a busca do controlador final.
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Fig. 5.8 - Sinal de saida para uma entrada em degrau
de amplitude w=30 (controlador inicial xo).

35+ E
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=
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Fig. 5.9 - Sinal de saida para uma entrada em degrau de

amplitude w=30 (controlador final xf).
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Im(z)

Fig. 510 - Regido D para a alocagio de pdlos.

Através do algoritmo 4.1, adotando-se &m=0.2, chegou-se ao seguinte

controlador final :

x=l1 -1 09853 -0.1733]" , (5.22)

com m(xf)=1.000, também satisfazendo o problema robusto, mas agora com
max{}z(xf)}zZ.‘)Ol?. Os pdlos para o sistema em malha fechada para o
controlador final podem ser vistos na figura 5.12. Observa-se que, em relagao
ao controlador inicial, houve um deslocamento dos pdlos do sistema na diregio
dos zeros de C, numa tentativa de cancelamento (considere-se a funcio de

transferéncia da equagio (4.1)).
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As figuras 513 e 514 mostram a safda do sistema para uma entrada
em degrau de amplitude w=30, para os controladores inicial e final,
respectivamente. Usou-se nestas simulagdes o valor central dos parimetros da
planta.

A figura 5.15 mostra a variacido na medida de robustez durante as
iteragdes do algoritmo, e a figura 5.16 mostra a varlagio do plor valor da

fungdo de custo 52 durante a execugio do mesmo.

5.2.3 CONTROLE DE PoTENCIA DE UM REATOR NUCLEAR

Um dos problemas bdsicos encontrados no controle de reatores
nucleares consiste em se manter a poténcia de saida dos mesmos constante,
independentemente da presenca de perturbagdes. Em certos reatores pode-se
observar perturbagées aleatdrias no fluxo de poténcia devido a resfriamentos
no nucleo. A magnitude destas flutuagdbes aumenta com o crescimento dos niveis
de poténcia.

Para melhor compreensio do problema em questdo descreveremos aqui o
processo da fissdo nuclear, resumido na figura 5.17, segundo Bermard e Wyant
(1992). Pode-se constatar a existéncia de 3 caminhos diferentes de geragao de
néutrons permitindo o fechamento da reacic em cadeia.

Néutrons  "imediatos" sdo produzidos diretamente da fissdo do
Urdnio-235 e tém tempo de vida da ordem de 100us. Néutrons “atrasados" sio
produzidos a partir da decomposigdio radiativa de nuclideos chamados
"precursores”. Precursores sao fragmentos da fissio que passam por uma
decomposigde beta (néutron convertide em préton e elétron, com a emissio do
elétron ) produzindo um nuclideo filhe que entio emite um néutron. Estes
néutrons s&o atrasados em relagdo a fissdo inicial pelo tempo necessdrio para

o decaimento beta. O atraso médie € de 12.2s. Foto-néutrons sio produzidos
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Fig. 5.11 - O lugar das raizes para o controlador inicial X,

Im(z)

Fig. 512 - O lugar das rafzes para o controlador final X,
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(55
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iteracao

Fig. 515 - Variagoes na medida de robustez nas
iteragdes do  algoritmo.
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10F J

iteracao

Fig. 516 - VariagOes na pior variancia }2 durante

as iteragoes do algoritmo.
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pela interagio de radiagdo gama com certos materiais moderadores como dgua
pesada € berilio. O aparecimento destes ntutrons ¢ retardado em relagdio &
fissao pelo tempo requerido pelos produtos da mesma para emitir ralos gama de

encrgia apropriada,

-200 Mev (Eaergia)
Neutron Uranlo Nucicos . Ttadi Imediata
Energlzado 235 Instavels
Neutrons Imediatos

Neutrons perdides Neutrons Nuclideos
por abmu Atrasadoy Filhos

Neutrons encrgizados
1 por Fint

colisao com moderador

Fig. 5.17 - Processo de fissio nuclear.

A dindmica de uma reacio em cadeia de néutrons 4p0de ser quantificada
através da definicio de um fator de multiplicagdo do reator como sendo a
relagdo entre os néutrons produzidos na fissdo e aqueles removidos da reacdo
em cadeia por absorgio ou escape. O reator € dito suberitico, critico ou
supercritico caso o fator de multiplicagio seja menor, igual ou maior que a
unidade. A quantidade mais importante no controle de poténcia de um reator
nuclear € a reatividade, que ¢ definida como o fator de multiplicagio
subtraido de 1 {um). Uma reatividade zero corresponde, portanto, 2 condigio
critica. Ajustes de poténcia em reatores sao realizados através da inclusdo ou
retirada de elementos absorvedores de néutrons que temporariamente alteram o

fator de multiplicagao.
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Se um aumento de poténcia € desejade, um elemento absorvedor de
néutrons ¢ retirado inserindo reatividade positiva, o que faz com que a
poténcia cresga. Quando a poténcia de saida se aproxima do valor desejado, o
dispositivo de controle retorna gradualmente 2 sua posicio original a fim de
reduzir a reatividade novamente a zero, e atingir a poténcia especificada sem
sobre—-sinal.

Sejam n a poténcia do reator e T o tempoe de vida dos néutrons
imediatos da fissdo. Sejam m o nimero de grupos de néutrons atrasados e Af €
ui . i=1,2,...,m, suwas respectivas constantes de decaimento e fatores
multiplicativos. Seja r a reatividade do reator.

A fungdo de transferéncia que relaciona pequenas variagbes de
reatividade Ar a pequenas variagbes An de um nivel de poténcia N em um reator

critico {r = ) ¢ dada, segundo Kucera (1979), por :

Gis) = =

; ' (5.23)

Assume-se que o reator opera em um nivel de poténcia em que se pode
desprezar realimentagdes de efeito térmico. Além disto, supde-se que a entrada
de reatividade esteja contaminada por um processo aleatério branco w de

sAL ok 242 e p sy ia
variancia ¢ .N° . O objetivo do controle € minimizar a varidancia da poténcia

w
de safda em regime permanente, ¢ ainda levar em conta a estabilidade robusta,
considerando-se algumas incertezas nos parametros da planta.

. . : 235

Em particular, considera-se um reator térmico carregado com U™,

produzindo seis grupos de néutrons atrasados, com os seguintes dados (Kucera,

1979) :

519



A, = 00124 s~ #, = 0.00052

A, = 0.0305 s i, = 0.00346

A, = 0111 s u, = 0.00310

A, = 0301 st u, = 0.00624 (5.24)

— -l ——

A = 113 s u, = 0.00182

A o= 305! B = 0.00066

6 6

Sejam o nivel de poténcia desejado N=10 MW e,
T = 0.001 s , c =001 . (5.25)

Escolhendo-se um periodo de amostragem t=0.2 s, um modelo discreto

simplificado do reator pode ser dado por :

~1 wl
An = B(zq) Ar + C(z“i) £ . (5.26)
Alz ) Az ")
Com :
A =1 -1272" v 0272 7F
Bz =1.132" ' —1.11 272
ciz’l)y =1.13 - 1.11 27! (5.27)
2 2 2

ct=c . N (Varidncia de £{t))

X soa -1
Como ¢, *1 pode-se normalizar o polindmio C(z '), fazendo C0=1, €

ajustar a varidncia do ruido branco, ou seja :

cizh =czMH/113 =1 - 09823 27
. , (5.28)
o =0 .(1.13)° =0.0128

« . s . - -1
Supde-se incertezas do tipo intervalo para os pardmetros de A(z 7) :
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~1.32 < a < -1.22

(5.29)

0.262 < a, < (J.282
Definindo-se  uma regidc D circular para alocagio de pdlos, com
raio igual a 0.999, pode-se utilizar o algoritmo 4.1 a fim de,

. cal . P 2
simultaneamente, minimizar a varidncia da saida {¢”) e aumentar a robustez do
n
sistema dlante das incertezas dadas .
Adotando-se como ordens dos controladores nh=1 e ng=1, escolheu-se

o controlador inicial xu abaixo :

x, =1 -08389 22662 0.6218]' , x €W (5.30)

Este controlader possui indice de robustez rn(xo) = 5.6947, ¢ o pior
caso para a variancia € Max{Jz(xg)} = (.859 MWZ, que ocorre para (ai,az) =
(-1.22 ; 0.282).

Utilizando-se o algoritmo 4.1, com &m=0.2, € possivel diminuir
sensivelmente a pior varidncia do sistema, sem que o indice de robustez fique
menor gue 1 (um),

O controlador final encontrado apds 62 iteragcdes fol o seguinte :

x, =1 -0987 03368 -02931", (5.31)
com indice de robustez m(x{) = 1.01 e Max{Jz(xf)} = 0.0134 MW’ para
(ai,az) = (-1.22 , 0.282).

As figuras 518 e 519 mostram a localizagio dos pélos para o
controlador inicial e final, considerando as incertezas paramétricas
correspondentes aos respectivos indices de robustez .

As saidas do sistema em malha fechada em regime permanente para os
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Fig. 5.18 - Lugar das raizes para o controlador X,

Fig. 5.19 -~ Lugar

das raizes para o controlador X,
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controtadores iniclal e final podem ser vistas nas figuras 520 e 5.21,
respectivamente. Considerou-se nestas simulagbes os valores de parametros do

pProcesso (al ; a,’) = {~1.22 ; G.282).

5.2.4 MiNMIZACAO DA VARIANCIA DO SINAL DE CONTROLE

Considera-se agui um sistema de primeira ordem onde se deseja
minimizar a variincia do sinal de controle.
Considera—se o0  processo  definido  pelos  seguintes  polindmios

Az H,BEz Y e cz™h

Az =1+ aiz“I
Bz ') = by + biz'l (5.32)
ciz’hy =1+ clz_l

b =0.6; b= 0.8 . (5.33)
Considera-se o atraso d=1. Os valores dos parametros de Az e

-1 ~ - : : .
Cl{z ") estdo sujeitos aos seguintes intervalos de incerteza :

0.54 < a < 0.66
(5.34)

0.8 < (:E < (.9

Deseja-se obter um controlador que aloque os pdélos de malha fechada
do sistema numa regifc D circular , considerando-se as incertezas em a,. D é
um circulo de raio 0.5, centrado em (0.4,0). Além disto, & desejdvel um

controlador que apresente uma varidncia do sinal de controle reduzida,

considerando-se as incertezas em aj e cl.
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Fig.5.20 - Saida do sistema em regime permanente,

considerando-se o controlador inicial xo.
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Fig. 5.21 - Saida do sistema em regime permanente,

considerando-se o controlador final x{
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Supde-se a seguinte estrutura para o controlador ;

Gz'') =g ;Hz =1+ h z (5.35)
Considera-se o seguinte controlador inicial X,
x, =11 -2.3045 184091" (5.36)

Este controlador apresenta um indice de robustez m(x0)=1.1081. sendo
portanto uma solugdo para o problema de alocagio (m(x)>1). O pior caso da
variancia do controle, considerando-se todas as incertezas, ¢ dado por
Max{.}z(xo)}=l4.1817.

Através do algoritmo 4.1, adotando-se &m=0.2, chegou-se¢ ao seguinte

controlador final :

x =1 -1.3448 1.0939]", (5.37)
com mx f)-—nl.O(}Z, também satisfazendo o problema robusto, mas agora com
max{Jz(x{)}=2.5025. Os pélos para o sistema em malha fechada para os
controladores inicial e final podem ser vistos nas figuras 522 e 5.23,
respectivamente.

As figuras 5.24 e 5.25 mostram o sinal de controle, quando se
aplica a entrada um degrau de amplitude w=30, para os controladores inicial ¢
final, respectivamente. Os valores dos pardmetros do processo utilizados
nestas simulagbes foram al==0.66 e c1=0.9. Nota-s¢ uma acentuada redugio na
varidancia do sinal de controle. Neste exemplo, em particular, observou-se

também que a varidncia da saida sofrev uma redugio.
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Fig.5.22~ Lugar das raizes para o controlador X,

Iralzy

Fig. 5.23- Lugar das rafzes para o controlador X,
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Sinal de controle para uma entrada em
degrau de amplitude w=30 (controlador xa).
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Controle u(t)
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Fig. 5.25-

Sinal de controie para uma entrada em
degrau de amplitude w=30 {controlador X, ).
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Fig. 5.26- Variancia do controle em fungio dos parametros
da planta a ¢ ¢ para o controlador X,

Executando-se uma varredura nos parametros do processe (p,c), que
para este exemplo corresponde ao retangulo definido por 0.54 < a < 066 ¢ 0.8
<< 0.9, pode-se obter o grdfico tridimensional da fungio Jz(p,c) para os
controladores X, © X Comparando-se os dois grdficos nota—se uma diminuigio
da wvariancia do controle para todos os valores do processo, assim como &
possivel observar a  caracteristica convexa da funcdo Jz(p,c). A figura 5.26

mostra o grafico de Jz(p,c) para o controlador X, enquanto que a figura 5.27

mostira o griafico de Jz(p,c) para o controlador X,
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5.3 EXEMPLO DE UTILIZACAO DO ALGORITMO 4.2

Discute-se aqul uma aplicac¢io do algoritmo 4.2 utilizando-se o mesmo
exemplo da segio 5.2.2 considerando um sistema de segunda ordem. Transcreve-se
a seguir os dados referentes ao problema.

Considera-se o  processo  definido  pelos  seguintes  polindmios

Az H,Bz Y e cz™h

-1y _ -1 -2

Alz ) =1+ alz + a,z

B(z' ') = b, + blz“ (5.38)
-1 -1 -2

C{z ) =1+ c.z t ez

Supoe~se que os valores para os coeficientes de Bz'") sio
conhecidos com precisido, sendo dados por :

b,= 0.7 ; b= -0.5 . (5.39)

Considera-se d=1 na equagdo (2.2). Os valores dos pardmetros de
A(zml) € C(Z_l) estio sujeitos aos seguintes intervalos de incerteza :

-1.37 < a < -1.17

0.252 < a, < 0.292
{(5.40)

~-1.8 < Ci < ~1.7

0.805 < <, < 0.905

Deseja-se obter um controlador do tipo Pl que aloque os pdlos de
matha fechada do sistema na regiaoc D apresentada na figura 5.10 R
considerando-se as incertezas no polindmio A(z—i). D € um circulo de raio 0.8,
centrado na origem. Além disto, € desejivel um controlador que apresente
uma minima varidncia de safda comsiderando-se as incertezas em A(z ') e
ciz™h.

Considera-se a seguinte estrutura de controlador :

Gzl = g, * glz'l cHE Y =1- 27t (5.41)
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Utilizando-se o algoritmo apresentado em Araijo (1991) para
maximizagic da medida de robustez encontrou-se o seguinte controlador X, para

ser usado no algoritmo 4.2

x, =1 -1 25095 -0.1014]" (5.42)

Este controlador apresenta um indice de robustez m(xe)=6.2886. O
pior caso da varidncia da safda, considerando-se todas as incertezas
correspondentes a m=1 € dado por Max Jz{x} = 10.1638.

Utilizando-se o algoritmo 4.2 inicializado com o controlador X, ©
tendo como incremento das ponderagdes AA=0.01, obtém-se o seguinte controlador

final :

X, = [1 -1 0.9032 G.OGZS]T s {5.43)
com m(xf)#l.OOO ¢ Max J = 2.9224.

A curva que relaciona os valores de Max J2 e m(x) obtidos nas
iteragoes do algoritmo pode ser vista na figura 528 . Os pdlos em malha
fechada para os controladores inicial ¢ final podem ser vistos nas figuras
5.29 e 5.30, respectivamente.

Procede-se a seguir uma andlise detalhada da curva da figura 5.28.

Observou-se inicialmente que o controlador inicial X, apresentava um
gradiente modificado da medida de robustez I' formade a partir de duas diregoes
de gradiente correspondentes aos pontos z = =08 e z = 02851 +j0.7475 no
contorno da regido de alocagio de pdlos D (conforme figura 5.29).

Esta direcio I' combinada ao gradiente negativo da funcio }2 fornece
uma diregéo inicial ponderada por A, dada por

8x = (1I-A).I" - A.VEZ (5.44)
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Fig. 5.28- Curva de otimizagio relacionando os critérios
medida de robustez ¢ varidncia mdédxima da saida.

.

Como a ponderagio inicial A € nula tem-se apenas 8x=I', e como X, K

€ um mdximo para m(x) nio hd melhoria na fungio ponderada J . Portanto, A €

2"
incrementado para o mesmo controlador X, Observou-se gue os Incremenios em A
se sucedem at€ o valor A=0.5, quando entio a contribuicio de .'W.J2 é suficiente
para fornecer uma diregdo 8x que modifica o controlador X, fornecendo um novo
controlador x cujo gradiente da funcdo medida de robustez € formado a partir
de um dnico vetor associado ao ponto z = 0.5843 +j0.5464 na regido de contorno
D.

Este gradiente I' combinado a -V.iz(x) fornece uma nova diregio que

favorece bastante o crescimento da fungido ponderada J justificando a grande

A’
melhoria do primeiro para o segundo ponto na curva da figura 5.28.
A partir deste ponto a ponderagio continua aumentando com

sucessivas melhorias na fungdo J, até uma ponderagio final de A=0.95.

A
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Fig. 5.29 - Lugar das raizes para o controlador x

Fig. 5.30- Lugar das raizes para o controlador x .
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Observa-se  neste  tipo de  algoritmo, que os pontos de
nio-diferenciabilidade da fungio m(x) podem provocar situagées como a descrita
anteriormente, ou seja, pontos em que a melhorla da fungdo ponderada JA é
muito pequena, sendo necessirio um aumento da ponderagio A para alterar a

sifuagao.

5.4 CONCLUSAO

Apresentou-se  neste capitulo cinco exemplos de aplicagdo dos
algoritmos 4.1 e 4.2 envolvendo os problemas de robustez frente a incertezas
paramétricas e de minimizagio das variancias de saida e controle para os
sistemas em malha fechada. Constatou-se que a utilizagdo do algoritmo 4.1
apresenta bons resultados, embora as flutuagées na medida de robustez durante
as iteragdes do algoritmo apresente variagdes bruscas devido 2 utilizagio de
diferentes gradientes para situagBes distintas do indice de robustez. Este
problema jd ndo ocorre com o algoritmo 4.2 devido & utilizagio de um itnico

gradiente para a funcio ponderada J Além disto este algoritmo  permite a

X
andlise de diversas sitwagdes de compromisso entre os dois objetivos
otimizados. Em certas situagdes pode~se aceitar uma varidncia maior que a
minima se se deseja uma medida de robustez maior gue um. Vale ressaltar aqui,
gue nestes casos as variidncias J2 devem ser recalculadas para as incertezas
correspondentes aos respectivos indices de robustez, j4 que na curva de
otimizagdo da figura 528 os valores de J2 sdo sempre calculades tendo como
referéncia as incertezas correspondentes a m=1.

Uma observagio interessante pode ser feita com relagio a uma
situagdo "ideal" para a localizacio dos pdlos dentro da regido D tendo em

vista a minimizagio da variancia. Pode-se observar como regra geral gque os

pdlos do sistema em malha fechada para uma sitwagio de minima varidncia tendem
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a se aproximar dos zeros do polindmio C(z). Isto € razodvel tendo em vista que
C(z) estd presente como zero da fungio de transferéncia em malha fechada do
sistema {equagio 4.1 }, e um cancelamento entre pdlos e zeros proporciona uma
situagdo mais favordvel com relagio a propagagio da perturbacido de entrada.
Uma consequéncia deste fato € que nos casos em que os zeros do polindmio C(z)
estdo muito afastados da regifio D de alocagio de pélos a minimizacio da

varidncia pode ser bastante comprometida.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES



Neste trabalho foi apresentada uma metodologia de projeto de
controladores com desempenho robusto em relagdo as incertezas paramétricas. A
robustez considerada envolveu dois aspectos. A estabilidade relativa, através
da alocacdo de pélos em uma regido pré-definida ¢ a minimizagdo de variancias
dos sinais relevantes ao sistema, através de uma fungdo de custo Jz. As
incertezas sao descritas através de Intervalos, conhecidos a priori, nao
havendo restrigdo quante ao nimero de paridmetros incertos.

As caracteristicas de desempenho relacionadas a  estabilidade
relativa s3o especificadas por uma regido no circulo unitério, onde devem s¢
localizar os pdlos de malha fechada, para toda incerteza admissivel do
processo. A unica restrigio € que esta seja  conexa. Uma fungio medida de
robustez ¢ utilizada para a comparagio entre controladores ¢ para 2
determinacio dos intervalos mdximos para os pardmetros incertos, associados z
um controlador dado, de maneira a garantir a estabilidade relativa.

O critério de minimizacio das varidncias dos sinais de saida ou
controle, representados pela fungdo de custo .l2 , define uma caracteristicz
adicional de desempenho. Isto €, satisfeita a condigio de estabilidade
relativa para as incertczas nominais de projeto, procura-se¢ um controlador qu:
minimize o critério "2'

O controlador dtimo ¢ obtido através de algoritmos iterativos, que
utilizam direcdes de gradiente das duvas fungdes envolvidas. Com relagdo &
fungio medida de robustez, pode-se obter situagdes em que o gradiente mnac
existe, quando entdo se propde uma diregdo alternativa de busca. Jd a fungac
de custo jz possui um bom comportamento, tanto em relagio aos parametros dc
controlador, sendo sempre diferencidvel, como em relagdo aos parametros
do processo, apresentando inclusive uma caracteristica convexa na maijoria dos
casos, fato este que levou a adogio de uma regra heuristica com bons
resultados.

E importante ressaitar que os algoritmos apresentados ndo garantem £



localizagiio de um 6timo global, devido a nio convexidade da fungio medida de
robustez.

Algumas sugestdes para estudos futuros sio a extensdo destes
resultados para sistemas em tempo continuo, bem como para sistemas SIMO
(entrada simples, saida miltipla) e MISO (entrada miiltipla, saida simples).

Outra sugestio ¢ a andlise mais detalhada do comportamento da fungio
medida de robustez, envolvendo algoritmos mais complexos, considerando a

existéncia de subgradientes.
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APENDICE A

CALCULO DA VARIANCIA U2



Este apéndice mostra como se obtém uma expressido analitica para a
variancia da saida de um sistema linecar de tempo discreto, com uma entrada
ruido branco, em fungio dos parametros deste sistema. Utiliza—se conceitos da
tcoria de probabilidades e da teoria de processos estocdsticos. A referéncia
basica utilizada aqui € dada em (Papoulis, 1989).

Seja o  sinal discretizado  xIn] um processo estocdstico
estaciondrio, onde n indica os instantes de tempo miltiplos do periodo de
amostragem T. Por definigdo, tem-se que a fungio de auto-correlacio Rim]

deste sinal é dada por :
Riml = E{ xIn+mlxIn] } (A1)

O sinal * indica o conjugado de um nimero complexo e E{-} € o
operador esperanga, que € dado por E{x} = } PX, onde P, ¢ a probabilidade
i

da varidvel aleatdria x assumir o valor x.
i
A transformada discreta de Fourier (DFT) de RIm] € chamada de
Densidade Espectral de Poténcia do sinal x[nl. Sendo esta designada por S{w),
tem-se que a mesma € uma fungdo periédica com coeficientes RIml na série de
Fourier ¢ periodo 2Q = 2n/T, ou seja :

w -
Sw) = ¥ Rimle ™7

{A.2)
m=-0
Desta equacio segue-se que :
Q
1 jmWT
Rlm] = —a J Slw).e dw , Q=n/T . (A.3)
-Q

Supondo-se que x[n] € um sinal de média nula, pede-se determinar a

Al



varidncia de mesmo a partir de (A.1) e (A.3) como sendo :

E{ x[n}2 } = R[O] = mJ Slw).de . (A.4)
o)

Introduzindo-se a transformada z da correlacio R[lm}, tem-se:

o
S(z) = ¥ Rlmlz ™ {(A.5)

= -0

se’Ty = s(w) . (A.6)

Em seguida serd determinada & varidncia do sinal de saida de um
sistema linear cuja entrada € um processo estocdstico x{n]. Este sistema £
especificade em termos de sua resposta ao impulso hinl e funcgio de

transferéncia H(z), que se relacionam através da equagdo :

H(z) = Y hinlz"
n=-t (A.T)

A safda deste sisterna ¢ determinada através da convolugio discreta

de xinl] com hin] :

yin] = ¥ =xIn-kLhik] = xIn}*hln] . {A.8)

k=-mm
A partir da equagio (A.8) pode-se derivar as seguintes relagdes :

e
x[n+mly [n}] = ¥ xln+ml.x [n-kLh [k]
k=-~00 (A.9)

A2
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yinlyIn-m] =¥ xIn-kly [n-mlhlk]

E ol T AR R e e Y

k=t (A1}
e também :
ny[m] = E{ x[n+m}.y.[n}} =
= ¥ E{ x[nmlxIn-kLh[k] } =
k=-0
« ® *
= ¥ E{ x{n+tmlxIn-k]l} .h[k] =
k=-oo
= ¥ R_tkemlb[kl = R [ml*h[-m]
k=-00
(AL
R [m] = ¥ R Im-klhlk] = R_[m]*h[m]
Yy k=-eo "” (A12)
Aplicando-se a DFT em ambos os lados das equagdes (A.11) e {A.12),
tem-se
Sxy(w) = S”(w).i{.(eij) (A.13)
S (W =5 (HE)
Yy o (A.14)
A partir das equagdes (A.11) e (A.12), e da relagdo abaixo :
= m x
plm] = himl*h [-m] = T him+klh[k] , (A.15)
k=-00
pode-se concluir que :
Ryy[m] = Rxx{mi*pim} (A.16)
S @ = S (. HE)? (A.17)
Yy XX
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Se hin] € real, entio H ( He™T) e a equacio (A.17)

resulta em :
S (z) =S (ZH@HZYH (A.18)
Yy XX

Nota-se, finalmente, que :

0
E{ y[n]? } = --2~32— s @.do =R (0] =
TR (A.19)
Q
_ 1 jT - jwT
- '—2'-9— Sxx(w).H(e )-H(E ) db)
)

Para o caso particular em que a entrada x[n] € o ruido branco de

variancia unitdria, sendo o mesmo nao-correlacionado, tem-se que :

R [n] = &ln}] (A.20)

XX

Sxx[w} =1 (A.21)

Logo, a equagdo (A.19) resulta em

&

1 { HHEY do Q=n/T.
-

E{ ylnl*} = e

(A.22)
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APENDICE B

PROVA DO TEOREMA 3.1



Neste apéndice, demonstra-se o teorema 3.1, gque determina a fungio
medida de robustez local mi(x,z).
Considera-se o item a) do teorema 3.1 — os vetores @ € b em U(x,z)

sdo linearmente dependentes:

e |
mix,z)= k = 0 ) {(B.1)
z ng

L la,l

i=1

Pela definigio de mix,z), k ¢ o maior valor do parimetro k tal que

z
P{k) n vlx,z) = @. Observa-se que P(k) ¢ uma regido hipercibica, centrada na
origem, com arestas de comprimento igual a 2k, e wu(x,z) € definido pela

expressio (3.30).

Inicialmente, serd provado, por contradigdo, que EP(kZ) n vix,z) = &.

Seja q‘ um vetor pertencente 4 intersegdo entre EP(kz) e vix,z) dado por:
q‘=[ 4, 9, -~ 9 1P e R™ . (B.2)
Como q* € ﬁ’(kz), entéo:
iqil < kz Vi€ {1,2,....nq} . (B.3)
A relagio a seguir ¢ vadlida, pois q‘ e uix,z):
g aqg= -q . {B.4)

Considerando-se o mddulo da equagio (B.4), decorre da desigualdade

triangular que:
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ng nq
l*aﬂl= I_Z aiqii =y Iaiqil {B.5)
j=] i=}
Logo:
nq
|-a,| = T lallql (B.6)
i=1 i 3
A partir da desigualdade (B.3), tem-se que:
ngq ng
Y lallgl < I laik (B.7)
il i=1
Comparando-se as equagdes (B.6) ¢ (B.7), pode-se concluir que:
I-a i
k > . (B.8)
z nq
z !all
i=1
Este resultado é uma contradigdo, pois, pela equagio (B.1) k ¢ dado por:
la, |
k = . (B.%)
z nq
Y ota
i=i
= @, portanto, € vazia, devido a

A intersecgio lP(kz) n wix,z)

arbitrariedade na escolha do q .

Em seguida, serd provado que kz ¢ o maior valor de k tal que P(k) n

vix,z) = 2. Seja kK'>k tal que

Plk’) nvix,z) 2 @ (B.10)

. ® n . = s
Considera-se o vetor g € R 4 cujas componenies sao definidas como:
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q= ssgn(ai)kl Vi€ {1,2,...,nq} , (B.11)

onde a fungio sgn(+) € dada por :

+1,s¢ a>0
sgn{a)={ O,se a=0 (B.12)
-1,se a<0
e kI € dado por:
~a
ks i—0— . (B.13)
1 ng
L lal

Serda demonstrado, a seguir, que o vetor q, definido em (B.11),
pertence a P{k’) e a vu(x,z) e que, portanto, a intersegdo em (B.10) nio ¢&
vazia com k'>k .

z

Como ]qil=|k}|"—'kz, v:i € {1,2,..,nq), entdm
gl <k’ Vi . (B.14)
1
A partir da desigualdade (B.14}, portanto, pode-se concluir que q* e P(k’).

Considerando-se a definiggo em (B.11), a seguinte relacio € vdlida:

ng nq
Tag = L aisgn(ai)kl . (B.15)
i=1 i=1

A expressdo (B.15) pode ser simplificada como:

ng ng
) ag, = ¥ Ec:filk§ . (B.16)
i=1 i=1
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Substituindo-se o valor de kI’ dado pela equagio (B.13), na expressio acima

(B.16), tem=-se que:

ng
Y aq=-a, . (B.17)
i=1

Logo, o vetor q também pertence a uv(x,z). Como conseqiéncia, k ¢ o maior
z
@ , ou seja, Pk ) € o maior hipercubo,
ng z
centrado na origem, limitado pelo hiperplano } aq=-a.
171
i=1

T

valor de k tal que Pk} n ulx,z)

Considera-se, agora, o item b} do teorema 3.1 — os vetores a ¢ b

em U(x,z) sdo linearmente independentes:

m(x,z)=k =max + ,i71,2,...,09,
Z
i (B.18)
le. .
;i:] Y
(j#i)
onde ¢ =ab-ab,.
ji i1
O conjunto  vlx,z), definido em (3.30), pode ser expresso pela
intersecio entre os seguintes hiperplanos:
ng
_E ag=-a, {(B.19)
j=1
nq
= 3
Z quj b, . (B.20)

=t

Neste caso, o problema de determinar k , o maior valor do parimctro

Z
k tal que Pk n wvixz) = @, pode ser dividide em vdrios problemas
equivalentes ao do item a). Com este objetivo serdo analisadas todas as

projegoes de u(x,z} sobre os hiperplanos ortogonais as coordenadas ¢q, i €
1

{1,2,...,nq}.
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Obtendo-se, inicialmente, o valor de q em fungdo dos q.  (j#) na

! ]
equagao  (B.19) e, em seguida, substituindo~o na equagao (B.20) {ou
vice-versa), tem-se que a projegio de vu(x,z) sobre o hiperplano ortogonal 2

coordenada q, ¢ dada por:

ng
L apapazaboapy) ®B.21)
i=
(1)
ou mais sucintamente:
ng
Y cg=-c_ .
=1 (B.22)

(j#1)

Como demonstrado anteriormente no item a), o maior hipercubo,

centrado na origem, limitado pelo hiperplano (B.22) ¢ obtido para k igual a:

|-c,.|
k=k =— : (B.23)
Y ole |
=
G#i)

Obviamente, cjizo para j=i.
O maior valor do parametro k tal que P(k) n vix,z) = @ € dado pela
maximizagao de ki, i e {1,2,..,nq}, pois todas as projecdes de v(x,z}

consideradas sio ortogonais a cada g, ou seja:
i

k =max k =max ———————— ,i=1,2,...,8Q.
o] i (B.24)

¢
;Exl "
(3#i)

k determina, entio, o maior hipercubo, centrado na origem,
z

limitado pela intersegdo entre os hiperplanos (B.19) e (B.20). Este resuitade
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-

¢ igual ao apresentado em (B.18). Portanto, a demonstragio do tcorema 3.1 estd

conclufida.
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