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RESUMO

Tecnologia de Grupo (TG) € um conceito administrativo cujo objetive é analisar
e organizar pegas e processos produtivos de acordo com sumilaridades de projeto e
fabricacdo. O trabalho apresenta um algoritmo heuristico baseado na teoria de grafos,
cujo objetivo € a formag@o de células de mdéquinas associadas a familias de pecas. O
problema € representado por uma rede, que é seccionada através do algoritmo modificado
de Gomory-Hu. Esta divisdo em grupos objetiva formar células de manufatura com a
menor interagdo possivel. Este método € implementado computacionalmente e sdo realizadas
comparagOes com algoritmos da literatura.

ABSTRACT

Group Technology (GT) is an administrative concept whose aim is to analyse
and organize productive processes and parts according to the project and manufacturing
similarities. This work presents a heuristic algorithm, based on the graph theory, whose
purpose is to form machine cells associated with part-families. The problem is represented
by a network, that is partitioned using a modified Gomory-Hu algorithm. This partition
aims to form manufacturing cells with minimum intercellular interactions. The method
1s computationally implemented and comparisons are made with other algorithms from
the literature.
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INTRODUCAO

Antes do novo idedrio introduzido por Newcomen e Watt - inovagdes no processo
produtivo - no fim do século XVII e o advento da méquina a vapor, o prépric termo
inddstria referia-se apenas a qualidade de destreza e pericia. O modo de producio era
basicamente artesanal € se dava em baixa escala, no caso de bens de consumo, em
pequenas oficinas. Seus proprietdrios detinham o conhecimento do processo de fabricagdo
e os meios de produgdo. Com as vendas receblam a “paga” pelo seu trabatho ( j4 que
o lucro e a Teoria da Mais Valia s6 viriam a ser formuladas por Marx alguns anos
mais tarde ).

O crescimento populacional € a expansfio do colomalismo europew no mundo
fez o mercado consumidor crescer muito € a demanda por manufaturados aumentar. O
equilibrio da “oferta € procura” s6é foi conseguido com o aprimoramento da tecnologia
¢ dos equipamentos industrials, fazendo surgir o novo e poderoso ramo da atividade de

manufatura.

Devido a grande oferta de mao-de-obra, ao baixo custo de produgdo e & pequena
concorréncia, ndo havia uma forte necessidade de se aumentar a eficiéncia dos sistemas
produtivos. Com efeito, a procura pela otimizac3o do rendimento do trabalho operdrio
e do parque fabril em si, 56 teve inicio com as idéias do engenheiro Frederick Winslow
Taylor, o precursor da chamada “Escola de Administragio Cientifica”. Seu famoso estudo
na Midvale Steel Co., um acearia dos Estados Unidos, fazia uma andlise profunda de
tempos e métodos de fabricagdo. Através de um rigoroso automatismo, implantou o que
considerava os tempos e métodos “Otimos” de producdio, extraindo um considerdvel
aumento na produtividade da fébrica.

A partir dai, durante a primeira metade deste século, o comportamento da
atividade industrial assistiv a grandes mudangas e aprimoramentos. As duas Grandes
Guerras tiveram papel decisivo na aceleragio do desenvolvimento de novas tecnologias
¢ de novos métodos de producdo. Logo ap6s o fim da la. Guerra Mundial, os pafses

vencedores e principalmente os Estados Unidos, viveram um periodo de fausto e



prosperidade impulsionados pela vitalidade da economia, no afd de satisfazer as demandas
crescentes dos mercados. Isto até o grande “crack” da Bolsa de Nova York em 1929,
que desnudou a precariedade do sistema comercial mundial e a fragilidade camuflada
em que se encontravam as finangas do mundo, em especial da Alemanha, paises do
Leste HEuropeu e Turquia, combalidos pelas pesadas dividas da guerra. Com este cenério
de fundo, foi facil a subida ao poder de regimes autoritdrios de governo, os mais famosos
na Alemanha e Itdlia. (Franco e Chacon 1980)

A detonagio da 2a. Grande Guerra, mergulhou os paises participantes numa
comrida armamentista, impulsionando muito os setores de manufatura e siderurgia. Com
o Plano Marshal e a reconstrug@o da Europa, o aprendizado de guerra foi fundamental
na retomada do crescimento mundial. E nesta época que surgem as linhas de transferéncia
na inddstria, especializadas na produg@o em série e caracterizadas pela automacfo rigida
( mecanizago de processos fisicos atrvés de equipamentos que rtealizam operagles
repetitivas ).

A crescente preucupacfio com o aumento da produtividade, faz surgir entre as
décadas de 50-60 as primeiras mdquinas de controle numérico ( NC ), que sdo o primeiro
passo em direcio aos atuais Sistemas Flexiveis de Manufatura ( sistemas totalmente
automatizados ). Estes sfo ideais para a configuracio de producio de hoje, fundamentada
em lotes pequenos ¢ médios. Buscam alta produtividade aliada & flexibilidade, que é a
possibilidade de atender & varagOes na demanda efou no produto com rapidez e qualidade
a um custo razodvel.

Simultdneamente com esta atengfo ao processo foram desenvolvidas algumas
tecnologias de produto, tais como:

» a. Tecnologia de Grupo: técnica de agrupamento de mdquinas € pegas por semelhangca
de projeto efou fabricagfo.

»  b. Técnicas Estatisticas e de Controle de Qualidade: métodos de avaliagdo e aperfeigoamento
do nivel de qualidade da produgio. Ex.: Controle de Qualidade Total (TQC), Andlise
de Experimentos, efc..

* c. Praticas de Redugio de Estoques: técnicas para controle da produgfio. Ex.: “Kanban”,
“Just-in-Time”.



Amravés da figura a seguir cbserva-se a evolugdo dos processos produtivos.
(Agostinho 1991)
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Desenvolvimento da Tecnologia de Produgio

Dentro das premissas actma expostas, o trabalho visa auxiliar a implantacio da
técnica de produg@o - Tecnologia de Grupo. Esta técnica € estratégia de manufatura cujo
objetivo € analisar e organizar pegas € processos produtivos de acordo com similaridades
de projeto e fabricag@o. Assim, formam-se grupos e familias que podem ser ufilizados
para racionalizar processos de producio de pequenos e médios lotes, ou seja, pode se
aplicar estratégias normalmente usadas para alia produgfio ou produgdo em massa para
producdo em média e pequena série (Sério 1990),

s

O trabalho apresenta um algoritmo heuristico cuja proposta é a formacgdio de
grupos de pegas e mdquinas. O problema € representado por uma rede de nés, que serd
seccionada através do algoritmo modificado de Gomory-Hu. Esta divisfo em grupos

objetiva formar células de manufatura com a menor interagdo possivel.

Através de cinco capitulos, descreve-se a pesquisa realizada. No primeiro capitulo,
apresenta-se um estudo resumido sobre Tecnologia de Grupo e suas formas cldssicas de
inplantag@o. No segundo, o problema que serd enfocado € descrito detalhadamente. No
capitulo trés, analisa-se o algoritmo heuristico para Tesolugiio do problema proposto. No



capitulo quatro sdo apresentados os resultados da i1mplementagio do algontmo, e os
indices de avaliacdo do trabalho. No quinto capitulo € realizada uma andlise do trabalho,

e sfo apresentadas propostas para pesquisas futuras,



Capitulo 1

TECNOLOGIA DE GRUPO

1.1. Introducio

Apesar de acreditar que se vive numa era de producfo em massa, é interessante
constatar que a maioria das inddstnas, nos chamados pafses industrializados, trabalham
com lotes pequenos e médios. Em 1965, uma pesquisa realizada nos Estados Urudos
constatou que 75% de toda produgdic meclnica daquele pais constava de lotes com
menos de 50 pecas. '

Outro fato a ser relatado, € que nessas inddstrias somente 5% do tempo total
de produg@io sdo realmente gastos na méquina-ferramenta, enquanto que os outros 95%
s&0 gastos com movimentagdo de material € espera na méquinas. Entende-se como tempo
total o tempo gasto desde a emissdo da ordem de fabricagio do componente até a sua
entrega no armazém de produtos acabados.(Sério 1990)

Isto ocorre devido a maioria das mddstrias mecinicas, que fabricam componentes
em lotes pequenos e médios, utilizarem um sistema produtivo que praticamente nio
mudou desde do mnicio do século XX. Este sistema de organizacio se justificava devido
4 composigio anterior do mercado consumidor, essencialmente carente de produtos variados

feitos em pouca quantidade. A figura 1.1 ilustra as caracteristicas de fabricagio das
inddstrias mecénicas.



Pecas produzidas em inddsirias mecénicas.

25% fabricaghio em série

73% fabricagio em lotes { 50 pecas }

Percentagens  do ciclo de usinagem de uma pecan em producho por lotes,

b

Tempo de mfiguing 5%

L

Movendo e esperando 95%

o

Tempo de usinagem 30%

L

Tempo de posicionamento, caregmmento, mediglo, otioso, efc..

Figura 1.1. Caracteristicas de fabricagho

A evolugdo do mercado, com caracteristicas substancialmente diferentes, provoca
incompatibilidade com as estruturas atuais das empresas, dimensionadas para atender um
perfil desatualizado de mercado consumidor. Entre as exigéncias do atual mercado tem-se:

+ qualidade;
*  maior diversificacio de produtos;

* rapidez na produgéo.

Porém, a adaptagdo de uma estrutura convencional para uma estrutura mais
flexivel ndo € imediata. Na produgfio em massa, a utilizagfo da automatizagdo rigida,
de processos de fabricacdo em linhas de fluxo, e 0 uso de méquinas especialistas, obtém
resultados extremamente produtivos, porém para produgdio em lotes de pequenas e médias
quantidades, sdo inaplicdveis. Os principais problemas de fabricagfio em lotes pequenos
e médios, numa estrutura inadequada sfo:

*+ Em geral, a disposigiio das mdquinas na fdbrica atende a um arranjo fisico
funcional, isto €, todos os tormos sdo reunidos num setor de tomearia; todas

as fresas num setor de fresagem e assim por diante. Uma peca tipica deve



ser usinada em diversos setores de fabricacio. Como normalmente ndo hé
uma organizagdo sistemética na seqiiencia de fabricacdo, pegas muito diferentes
sio processadas em série. Logo, ocorrem grandes perdas de tempo na
preparagio das mdéquinas, dispositivos € ferramentas para cada pega.

« E dificil ter uma visdo geral do desenvolvimento do trabalho. Pegas que

exigem muitas operagbes acabam se perdendo no sistema.

« Qutra limitagdo é a flexibilidade do sistema. £ quase impossivel efetivar a
execugdo acelerada de uma pega urgente, pois em geral o tempo de producio
(*leadtime™) € muito grande.

= O estoque em processo € alto e portanto o investimento em capital de giro
¢ alto.

* O Departamento de Projetos contém arquivos que podem conter dezenas de
desenhos. Logo, quando aparece uma nova encomenda, pode ser mais facil
preparar um novo desenho, do que tentar localizar desenho de pega igual
ou similar. Esta dificuldade de encontrar e recuperar dados tende a produzir
um grande volume de duplicagles, com perda de tempo e ftrabalho. A
agilidade do setor de projetos € uma arma fundamental para a implantacio
eficiente da diversificacdo de produtos.

Devido a iss0, a tendéncia atual € de aplicagio de modemnas técnicas administrativas
no sentido de aumentar a produtividade e a flexibilidade, e consegiientemente a competitividade
(Moura 1987).

Tecnologia de Grupo (TG) ou Produc@io por Familia de Pecas € um conceito
que se aplica na produgdio de pequenos e médios lotes. E baseado no agrupamento de

pecas em familias, de acordo com certos atributos, e entdo se desenvolve o planejamento
de todo o sistema produtivo para cada familia.

O principal objetivo de sua aplicacdio € a utilizagfio de métodos de alta produgdo
para produgiio de baixa e média série. Utlizando estas técmicas, Tecnologia de Grupo
conseguiu beneficios significativos, tais como: redugdo dos ciclos de fabricagio, redugdo
de material em processo, confiabilidade nos prazos de entrega, simplificagdo do planejamento
¢ controle da produgdo, racionalizagdo do projeto de produto € processos.

Via de regra a implantagio da Tecnologia de Grupo ¢ feita por etapas, de forma
gradual, sendo esta também a forma mais pritica dentro de um plano global (Sério



1990). E Burbidge (1975) mostra que o essencial para o sucesso da implantaco da TG
consiste apenas em:

* mudar para o “lay-out” em grupo;

* mudar o controle da producio,

Neste capitulo apresentam-se 08 conceitos gerais que envolvem a implantacio
de Tecnologia de Grupo .

1.2. Definicbes Bdsicas

Citam-se a seguir algumas defini¢Ges importantes que aparecerdo ao longo deste
trabatho. (Sério 1990, Agostinho 1991}

a. Grupo: é a combinacio do conjunto de operdrios, mdquinas efou outras facilidades,
arranjadas numa drea reservada e projetada para completar um conjunto especifico de pegas.
Os operdrios num grupo compartitham uma série comum de objetivos e metas de produgio,
em termos de listas de pecas a serem completados em certa data. O nimero de operdrios
num grupo deve ser o menor possivel e adequado para obter coesio social.

b. Familia: é um conjunto de pecas, operagdes ou produtos com caracteristicas similares
produzidos por um grupo.

¢. Célula: € um sistema de fabricagfio onde homens e maguinas estfio arranjados em grupo

de modo que todas as operagOes necessérias para a fabricagfo de uma famflia sdo executadas
dentro da 4rea delimitada pelo grupo.

d. Codificagio: € um sistema para representar através de um conjunto de simbolos, as
caracteristicas bésicas de uma pecga, de modo a esta poder ser classificada.

e. Classificacdo: € o arranjo das pegas dentro de conjuntos de acordo com algum principio
pelo qual sdo agrupadas.



1.3. Formacéo de Células

Para compor ou simplesmente conseguir formar as células de fabricacdo, faz-se
necessdria a identificacfio e formagio de familias de pegas. Estas pegas, no mimmo,
devem ter requisitos de fabricac@o semelhantes. Além disso, deve-se considerar o nimero
de pegas de cada tipo e sua freqiiéncia de fabricagdo. Quanto maior a similaridade de
requisitos de fabricagiio e a freqiiéncia de produciio do lote, mais efetiva é a formagfo
da familia de pegas para aplicacfes préticas de Tecnologia de Grupo, e na programacio
do sequenciamento e carregamento das méquinas.

O agrupamento de pegas dentro de familias € a chave da 1mplantagio da
Tecnologia de Grupo. O problema que logo se apresenta ¢ como as pecgas podem ser
eficientemente agrupadas dentro dessas familias. Existem @rés métodos cléssicos para

formagdo de familias:

« Meétodo Visual: Pessoa(s) com larga experiéncia sobre os componenetes e
os processos de fabricagdo dos mesmos, faz a formagio de familias e células

de maneira subjetiva;
» Sistemas de Classificacdo e Codificagio;

* Anidlise de Fluxo da Produgao.

As duas dlamas sfo técnicas sistematizadas e, a seguir sdo analisadas.

1.3.1. Sistemas de Classificacdo e Codificacio

Nas empresas onde ocorre grande quantidade de pecas, é conveniente codificar

cada componente, de modo que seja possivel identificar pecas semelhantes pelas similaridades
de seus codigos.

Um Sistema de Classificagio e Codificagiio proporciona um meio efetivo para
selecdo de pegas, baseado em parfmetros especificos do sistema, independente da origem



ou uso das pegas.Um exemplo de uma pega codificada usando um Sistema de Classificagiio
e Codificacio é mostrado na figura 1.2 (Sério 1990).
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Figura 1.2. Exemplo de codificagio - 6 digitos monocddigo

A codificagio e a classificagio sdo problemas complexos. Embora muitos
sistemas tenham sido desenvolvidos e melhorados, ainda ndo existe um sisterna universalmente
aceito. Uma vez que cada indistria possue condigbes e necessidades especificas, &
importante pesquisar um sistema que possa ser adequado para os requerimentos especificos
da inddstria.

w Codificacio

A codificagio dentro do processo de racionalizacdo da produgdio, tem um papel
organizador da informagdo que é necessdrio tanto para a planificacdo da produgio como
para a formacdo do arranjo fisico da planta.

A codificagio atinge as pecas fabricadas, as opera¢tes requeridas, € o equipamento

envolvido. Com 1sso forma-se um banco de dados para ser utilizado num programa de
avahacdo que tem como saida par@metros para a administragdo da fabrica.
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Existem tr@s estruturas bdsicas de codigos para aplicagbes na Tecnologia de
Grupo:

a. Estrutura hierdrquica { monocédigo )
b. Estrututa do tipo digito fixo ( policddigo )

¢. Estrutura combinada { multcédigo )

Um c6digo hierdrquico é construido como um diagrama em 4rvore, onde cada
digito amplia a informagfo do digito anterior, tornando assim cada digito dependente do
anterior. Este sistema proporciona uma andlise extensiva das pecas, dado que uma estrutura
de codigo compacta pode conter uma enorme quantidade de informacgdes. O tipo de
digito fixo, tem uma estrutura de codigo na qual cada posicio de um dado digito,
representa uma informagdo independente e nfo diretamente relacionada & informago
dada pelos outros digitos. Para construir uma estrutura completa do tipo digito fixo é
necessdrio especificar todos os iténs no cédigo. Dessa forma, este tipo de sistema de
codificagdo usualmente requer um grande ndmero de digitos. Na prética, a maioria dos
sistemas empregam c6digos hibridos, que sdo combinagdes de ambos os tipos, hierdrquicos
e de digito fixo. Na selegfo de um sistema de codificago € importante a manutencdo
de um balanceamento entre a quantidade de informagdo necesséria e o ndmero de digitos
requeridos para proporcionar esta informacfo. Cada digito adicional aumenta o problema
de manipulagfo, todavia necessita-se de um nimero suficiente de digitos para codificar
todas as caracteristicas bdsicas da pega.

A utilizagdo do c¢6digo na formacdo de familias, requer uma estratégia, que
depende exclusivamente do sistema de produgdo tratado. Um estudo minucioso deve ser
feito, na procura das caracteristicas a serem consideradas para a classificagio das pegas.
Por exemplo, se a codificagdo e a classificagio forem orientadas para o projeto, as pegas
com formas semelhantes serdo agrupadas; se forem orientadas pela utilizagio de miquinas,
pegas com roteiro de fabricacdo semelhantes serdo agrupadas e assim por diante. Na
maioria dos casos, cada sistema emprega uma combinagio dessas caracterfsticas, o
mportante € que o sistema se adapte para satisfazer necessidades especificas da industria.

i1



Requisitos Basicos

Um Sistema de Classificagdo e Codificagio bem projetado para a implantagio

de Tecnologia de Grupo, deve satisfazer viarios requisitos bésicos. O que se segue sdo

0s principais requisitos que este sistemna deve possuir. (Agostinho 1991)

Abrangente: o sistema deve abranger todos os itens existentes na producdo efou
comprados, ¢ ser capaz de aceitar novos itens.

Mutuamente Exclusivo: o sistema deve ter a capacidade de agrupar itens semelhantes
enquanto exclul itens diferentes.

Baseado em Caracteristicas Permanentes: o sistema deve ser baseado em caracteristicas
visiveis permanentes e facilmente identificadas.

Especifico Para as Necessidades do Usudrio: o sisterna deve ser desenvolvido de
forma a se adequar a0 usudrio ¢ nfdo o usudrio a ele.

Adaptdvel & Futuras Mudangas: o sistema deve ser adaptdvel as futuras expansdes e
mudangas tecnoldgicas.

Adaptdvel ao Processamento com Computador: um Sistema de Classificacdo e Codificacio.
Pode ser funcional sem o uso de um computador, porém , é frequentemente desejdvel

operar o sistema de forma informatizada, assim ele deve ser adaptdvel ao processamerto
computadorizado.

Aplicdavel em Toda a Empresa: o sistema deve ser aplicdvel em todos os departamentos

da empresa, incluindo projeto, planejamento e controle da produgfio, fabricagdo e
administragdo
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» Caracteristicas do Sistema de Classificacdo e Codificagdo

Apés o estudo do Sistema de Classificagiio ¢ Codificagiio para a formacdo de
familias, torna-se importante analisar os aspectos praticos que envolvem esta técnica. A
tabela a seguir cita as principais vantagens e desvantagens do sistema (Sério 1990).

VANTAGENS

DESVANTAGENS

1. Padronizag@o e recorréncia de
elementos  de forma, familia de pegas
e produtos.

2. Especificagfo de equipamentos.

3. Identificar elementos de forma e famflia

1. Complexidade.

2, Grande mimerc de digitos.

3. Necessério manipudagiio automatizada.

4. Altos custos no desenvolvimento efou

de pegas e de processos. compra do sistema.

4. Agrupar similaridades de forma e 5. Necessita de treinamento de operadores.
PTOCESSO.
6. Necessidade de desenvolver cddigos
5. Possibilitar padronizagfo e recorméneia para cada indlstria. Dificll utilizagdo de
de processos de fabricagéo, codigos universais,
6. Auxiliar no projeto de dispositivos e
ferramental.

7. Possibilitar desenvolvimento de
codificag@o integrada de forma (projeto),
Pprocesso € equipamento.

Tabela 1.1. Caracteristicas de Aplicago dos Sistemas de Classificagio e Codificagio

Um Sistema de Classificag@o e Codificagio ¢ essencial para a exploracdo completa
dos beneficios da Tecnologia de Grupo. Por outro lado, exige altos investimentos € o
seu uso na formagdio de familias e células n3o garante que, pegas que usam as mesmas
méquinas se agrupem na célula que produzird esta familia de pegas (Burbidge 1975).
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Deve-se compreender entdo, que a instalagéo desde sistema € apenas o comego, simplesmente

um pré-requisito para as aplicagdes de Tecnologia de Grupo.

1.3.2. Analise de Fluxo de Produgdo

A Anédlise de Fluxo da Producdio € uma técnica para analisar a segliéncia de
operagdes e o percurso da peca, através das méquinas e estagbes de trabalho dentro da
fibrica. As pegas com rtotas € operagbes comuns sdo agrupadas e identificadas como
uma famihia. Similarmente, as méquinas e estacOes de trabalho usadas para produzir as
familias de pecas podem ser agrupadas para formar grupos de mdégquinas. Um exemplo
de formac8o de familias através deste método € mostrado na figura 1.3.

1 2 3 4 5 [ 7 8 g 16

! XX X
2 X X X
3 X X | X X
4 % X %
5 X X X
6 X X X X
7 X X
g X X X
° X X X X
10 X | X -4
1 % , X X
12 1 x X X

Figura 1.3.2. Matriz miguinas x pegas antes do agrupamento
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x | % x| x

® 1 x x| x X

4 1 x 1 x X

1 X | x| %

& X | X | X

5 X | X X

3 X ¥ | X | X

12 X | x| x
11 X | %X | X
10 X | %X | X
2 x| x | x
7 x| x

Figura 1.3.b. Matriz mdquinas X pecas ap0s agrupamento

As tnicas informagOes necessdrias para a Andlise de Fluxo da Producfo estdo
contidas em:

a. Roteiros de Fabricacdo: fichas que registram seqiiencialmente os processos de fabricacio

das pecas. Devem ser Gnicas para cada pega, conter os tempos de operagio em cada equipamento
e principalmente devem ser confidveis.

b. Lista de Equipamentos: contém as mdquinas disponiveis (em uso) na fibrica. Deve
ser 0 mais abrangente possivel e de preferéncia codificada, de modo, que se dois equipamentos
tiverem o mesmo cédigo, qualquer trabalho alocado num deles deve poder ser feito igualmente
no outro.

Através de uma andlise progressiva das informagdes citadas acima, pode se
encontrar grupos de méquinas € pegas utiizando somente os recursos ji existentes, como
instalagGes, equipamentos e ferramentas.

Na prética, existem algumas desvantagens na aplicacfio desta técnica, devido 2
confiabilidade dos dados de produgo e de processos existentes, QOutra desvantagem
refere-se & dificuldade de atualizagdo dos agrupamentos quando se introduzem pegas no
sistema.
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A vantagem principal consiste na sua aplicagfo imediata, permitindo que se
obtenha resultados a curto prazo, gerando malor confiabilidade no programa geral de
Tecnologia de Grupo.

g Fases na Implantagdo da Andlise de Fluxo da Producio

1* Estagio: Andlise do Fluxo entre Departamentos

O principal objetivo desta anélise &, através da seqiéncia de processos de cada
pega, determinar a melhor divisdo e organizag@o dos departamentos da indidstria, visando
encontrar um sistema de fluxo de material simples ¢ eficiente.

Os departamentos sdo unidades de processamento que realizam operagbes com
caracteristicas bésicas diferentes, sendo que estes possuem sua prépria lista de equipamentos.
Entende-se como departamento: fumlaria, corte, usinagem, forjaria, solda, montagem, etc..

Armazenagern de Materigis

’// o ) \
// /—"/ - o N
T T e . ™ .
| Usinsgem | | Soldagem I . | Forjamento | : [-Ca.}dnraria

//L“‘\ /f—"-i_‘ _X._\. : ) /{\r—w ——
| 2

/ | P _“.W...W@/ ; \
\-\ : “‘\i,‘/}‘ !\ 3 A L /

ot g

S_— \T/
\“*—&.\ \\ \\ //
t““—%.\\ \\ ~_ o
—— S \ r //
M\‘\*\ // 1\\\ e
—h /i | Montagem Final
- i

l

Armazensgem de Produto Acabado

Figura 1.4, Fluxograma Basico Simplificado (Sério 1990).

Nesta andlise, busca-se, dentro do possivel, que cada peca seja fabricada dentro
de um dnico departamento, que um tipo de equipamento exista somente em um local

de processamento, que departamentos recebam materiais de um minimo possivel de fontes
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€ que 0s envie para o menor nimero possivel de locais. Nem sempre se alcanga os

pardmetros definidos acima, porém estes servem como guia na busca do objetivo principal.

A figura 1.4 mostra um fluxograma bésico com o roteiro de pegas j4 simphficado.
A simplificacdo do fluxo de fabricagio ¢ o primeiro nivel do planejamento para a
aplicacdo da Andlise do Fluxo de Produgéo.

2t Estdgio: Andlise de Grupos

A Anébse de Grupos consiste em dividir as pegas alocadas em cada departamento
(unidades de processamento) em grupos, de modo que cada famfia de pegas seja totalmente
processada dentro de um grupo. A forma mais usual de se realizar esta divisdo é através
de uma matriz de pecas ¢ mdquinas como ilustra a figura 1.3.a. Esta matriz é manipulada

até se obter células com a minima interaglio possivel ( figura 1.3.b ).
3? Estigio: Andhse de Linha

O objetivo deste estdgio € achar uma seqiéncia para as mdquinas, que dard a
solugdo mais préxima do arranjo em linha, dentro dos grupos.

Esta seqtiéncia € obtida através da andlise do roteiro das pecas do grupo. Mesmo
quando algumas pecas utiizam maquinas numa segiiéncia diferente da maioria, ainda é
possivel simplificar a rota. A figura 1.7 ilustra um roteiro de produgdo otimizado. O
objetivo € encontrar o arranjo fisico mais simples de ser usado.

,/—"

Figura 1.6 Andlise de Linha na Célula
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4% Estdgio: Andlise de Ferramental

A Anilise de Ferramental consiste na dltima fase da Andlise de Fluxo de
Produgdo. Seu objetivo € encontrar, dentro das familias, pegas que utilizem o mesmo
ferramental para serem fabricadas. Nesta etapa lanca-se mdo, novamente, das propriedades
das matrizes para formag@o de famflias de ferramental ( figura 1.6 ). Em seguida, deve-se

procurar a seqiiéncia otimizada para programé-la nas méquinas.

1 2 3 4 5 6 i 4 6 3 2 5
1 X x S x|z |x x
g Xix R x
3 gx X x 4 x| x| x
4 X X X 2 X X
31 x i x X X 1 X X
Figura 1.6.a. Matriz ferramentas x pegas Figura 1.6b. Matriz ferramentas x pecas
antes do agrupamento apds agrupamento

w Caracteristicas da Andlise de Fluxo de Produgio

Apresenta-se a seguir as principais vantagens e desvantagens do Sistema de
Andlise de Fluxo de Produggo. (Sério 1990)
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VANTAGENS DESVANTAGENS

1. Pouca exigéneia para implantagio. I. Limitado na geragdc da Tecnologia
de Projeto.

2. Serve de Bancos de Dados Tecnolégicos.
2. Nao favorece s integracdo enire ©
3. Possibilita methoria e padronizacio de Projeto e a Fabricagio.

fhaxo.
3. Dificil aplicagho e atualizagBo para
4. Ni#o exige altos custos para implantacio. empresas com grande mimero de pegas.
Apenas roteiros de fabricagio e listas de
equipamentos confidveis.

5. Possibilita implantacio imediata.

6. Simples para utilizag8o, manuseio ¢
interpretac@o dos  usudrios,

Tabela 1.1. Caracteristicas de Aplicagio da Andlise de Fluxo de Produgfio

Nesta fase do estudo das técnicas cldssicas de implantagdo da téenica de produgdo
- Tecnologia de (Grupo, obtém-se algumas conclusdes:

A Andlise de Fluxo de Producdo é recomendada para:

» Obter resultados a curto prazo;

* Primeira fase de organizagio, padronizagdo, geragdo de banco de dados para
posterior implantagio de um sistema de codificaciio, se este for necessdrio,
desejado ou justificado.

Os Sistemas de Classificacdo ¢ Codificagdo so recomendados para:

* Obter resultados a médio e a longo prazo (acima de 2 a 5 anos);
* Grande nimero de pecas e diversificacdo de produtos;

* Desenvolver ¢ padronizar banco de dados;

*  Gerar estruturas integradas para projeto e fabricagdo visando futuras aplicagdes
de tecnologias de maior nivel de automagio.

No capitulo seguinte, analisam-se formas de auxiliar a implantagdo de Tecnologia
de Grupo através de métodos matemdticos.
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Capitulo 2

ESTUDO DO PROBLEMA

2.1. Introducéo

Neste capitulo, o problema da formagfo de células de manufatura, especificas
para aplicacdo do conceito de Tecnologia de Grupo (TG), é detalhado. Este é descrito
em funglo dos objetivos basicos de sua resolugio e de sua complexidade. Uma revisiio
bibliogrdfica resumida € apresentada.

2.2. Descricdo do Problema

Durante as dltimas duas décadas, TG tem surgido como um importante principio
cientifico para o aumento da produtividade dos sistenas de manufatura. A aplicagio
desde conceito estéd fortemente ligado & formagio de familias de pecas e correspondentes
grupos de méquinas, ou seja, formagio de células (Seifoddimi e Wolfe 1986).

Cada célula, com diferentes méquinas, possui a capacidade de processar uma
ou mais familias de pecas. Esta associagio de familias de pegas e grupos de mdquinas
deve satisfazer os seguintes objetivos (Gupta e Seifoddini 1990):
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* Maximizar a utilizacio das méquinas dentro das células.
= Mimmizar a duphcagic de mdquinas em diferentes células.

»  Minimizar o nimerc de pegas excepcionais (pegas que s3o processadas em
mais de uma célula).

«  Mimmizar o custo ftotal de manuseio de material devido a movimentos
mtercelulares.

O problema de formagio de células pode ser abordado utilizando a teoria de
grafos, ou seja, representando os requerimentos de processamento das pegas através de
um grafo bipartido G{(Vm,Vp,E) onde Vm e Vp so os conjuntos de nés do grafo, que
correspondem, respectivamente, ao conjunto de méquinas e pegas (figuras 2.1.a € 2.1.b).
E ¢ o conjunto de arestas do grafo tal que:

(1) se existe uma aresta entre a méquina do né i e a pega do nd j, a peca ) requer
processamento da maéquina i.

(1) se ndo existe uma aresta entre a méquina do né i e a peca do nd j, a pega j
ndo requer processamento da méquina i. (King e Nakornchai 1982)

méaquinas pecas méquinas pecas
{1 e ~ 1
Os=— - O
\\2@ 2 , O{)‘\\ ~(_ )2
/ f\%\("‘\ el T \:\ \/f‘\\
2 A 3 ‘_“J'\ 3
— - - —
)</é’/\/
- I PN
N /’ ‘ \\\/\v\/ 4 J\, \M\\ //’_,, o }4.
307 S s
SUS 4 —={ )5
5( ) (6
Figura 2.1.a. Grafo bipartido conexo Figura 2.1.b. Grafo bipartido desconexo

Logo, o problema de formag@o de m células é equivalente ao problema de
particionar um grafo G(V.E) em m subgrafos, de tal modo que cada subgrafo possua
no maximo k nés e o somatdrio dos pesos das arestas que conectam subgrafos diferentes
seja minimo. Este problema é reconhecido como NP-completo(Garey e Johnson 1979 -
Particionamento de Grafos - pg. 209). Porém, considerando que este grafo possua Zrupos
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naturais (subgrafos desconexos - figura 2.1.b), estes podem ser obtidos através de
algoritmos pohnomais de complexidade O(V + E) (Baase 1989).

2.3. Revisdo Bibliograifica

Devido 2 dificuldade de resolugfio do problema, vérios métodos foram desenvolvidos
no sentido de alcancar os objetivos bdsicos de TG de forma eficiente. Boas revisdes
bibliogréficas podem ser encontradas em King e Nakornchai (1982) e Waghodekar e
Sahu (1984).

Burbidge (1973) descreve o uso da Andlise de Fluxo de Produgio (AFP) para
a formagio de células para TG. Esta técnica se concentra na andlise da seqiiéncia de
operagbes para cada peca. A parte central da AFP € a matriz de mdquinas-pegas, com
dados “0" ou 1", indicando que méquina € necessdria para produ¢fio de cada peca, tal

que:

3

0 se a mdquina i ndo é necessdria na produgdo da pega j,

aij = 1 se a mdquina i é necessdria na produgdo da peca j,
ajij

O objetivo do método € a diagonalizagdo da matriz para obtengdo de familias
de pegas e grupos de miquinas. Esta técnica € suficientemente precisa para a industria
rearranjar seu chio-de-fabrica em células independentes. Baseado neste conceito diversos

algontmos foram desenvolvidos (King 1980, King e Nakornchai 1982, Vannelli e Kumar
1986).

Dentre as linhas de pesquisa desta 4rea, o Agrupamento Baseado em Vetores
caracteriza-se pelo rearranjo sequencial das colunas e linhas da matriz mdaquinas-pecas,

de acordo com um critério, até que se obtenha a diagonalizacio da matriz. McCormick
et al. (1972) desenvolveram uma técnica de agrupamento nesta linha, denominada Andlise
de Vinculo de Energia (“Bond Energy Analisys™). BEA busca a formagio de blocos
diagonais através da maximizagio do vinculo de energia entre linhas e colunas adjacentes
da matriz. Vinculo de energia entre a linha x ¢ a linha y é a soma dos produtos de
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cada elemento da linha x com cada elemento da linha y. Este método inicia com a
sele¢do arbitrdria de uma linha (coluna), e esta € realocada préxima a linha (coluna) de
maior contribuigiio de energia. Este processo € repetido para todas as linhas e colunas.
BEA ¢ aplicdvel para todos as dimensoes de problema, porém sua solugdo depende da
escolha da linha ou coluna inicial. King (1980) props o método Agrupamento por
Ordem de Posicdo (“Rank Order Clustering”). ROC é uma técnica conhecida de
agrupamento que objetiva a criagio de blocos diagonais através de repetidas realocagdes
das linhas e colunas da matriz de acordo com o0s valores bindrios das mesmas. O
algoritmo inicialmente ordena as linhes em ordem descrescente e posteriormente as
colunas. ROC ¢ fécil de aplicar e tem como vantagem o fato de considerar o problema
das mdquinas-gargalo (méquinas necessdrias em mais de uma célula), Porém este método
possui algumas desvantagens. Primeiro, a qualidade da solugio estd fortemente dependente
da disposi¢do inicial da matriz. Segundo, os valores bindrios, utilizados como critério
de agrupamento, restrigem a dimensfio dos problemas que ¢ método tem capacidade de
hidar. Este algoritmo tem complexidade de ordem cibica. Uma versdo revisada, conhecida
como ROC2, foi desenvolvida por King e Nakornchai (1982), para superar estas limitagoes
¢ aumentar a eficiéncia computacional do método. ROC2 implementou técnicas computacionais
mais adequadas, de forma a reduzir a complexidade do método. Uma comparagio
interessante entre métodos que seguem esta linha é apresentada por Chu e Tsai (1990).

A utilizacdo de técmicas que seguem a linha de Agrupamento Hierdrquico tem
sido amplamente investigada (McAuley 1972, Seifoddini e Wolfe 1986, Seifoddini 1990,
Gupta e Seifoddini 1990). Esta linha se caracteriza pelo agrupamento acumulativo, ou
seja, se dois componentes sfo agrupados num estigio do algoritmo, estes ndo serdo
separados nos proximos estdgios. O processo de agrupamento baseia-se no célculo de
um coeficiente de similaridade entre pares de méquinas ou pecas. Diversas medidas de
similaridade foram propostas nestas dltimas duas décadas. McAuley (1972) sugeriu a
utilizagdo do coeficiente de Jaccard para a formagio de células, que é definido para
duas méaquinas como o nimero de pegas que visitam ambas as maquinas dividido pelo
nimero total de pegas que visitam cada miquina. Também foi estabelecida uma estratégia
de agrupamento, conhecida como agrupamento de ligagdo tnica (“Single Linkage Clustering”),
que inicialmente forma células com médquinas que possuam o maior coeficiente de
similandade e nos estigios seguintes estabelece valores limitantes de coeficiente de
stmilaridade para agrupamentos de mdquinas ou grupos, ou seja, s a maquina x possui
um coeficiente de similaridade, em relagdo 2 méquina y, maior que o valor limitante
deste estdgio, estas podem ser agrupadas. A estratégia de McAuley apresenta como
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particularidade o tratamento dado aos valores de coeficiente de similaridade que o novo
grupo terd. O SLC analisa os coeficientes dos componentes do novo grupo em relagdo
a um outro ¢ designa o maior coeficiente dentre eles para interligar o novo grupo com
o grupo selecionado (figuras 2.2.a e 2.2.b). Gupta e Seifoddini (1990) apresentam uma
andlise sobre estratégias de agrupamento, além de proporem um coeficiente de similaridade
que incorpora o volume da producdo, a sequi€ncia de operacBes e os tempos de
processamento. A desvantagem desta linha ¢ o uso de valores limitantes, que sfo
determinados, na maioria dos casos, de forma arbitrdria. Uma comparacdo entre esta
linha de pesquisa e a Andlise de Fluxo de Produg@io é realizada por Seifoddim (1990).

0,81

e .

™
0,28 2, 0,76

.64 0,29 0,14 03]
1 011 2 9,15 4

Figura 2.2.a. Diagrama de blocos tepresentando as intergacOes entre as maquinas através dos coeficie-
nes de similaridade (antes do agrupamento da méguina 5 e 3).
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Figara 2.2.b. Diagrama de blocos modificado (depois do agrupamento da mégquina 5 e 3).

A linha do Agrupamento Nao-Hierdrquico caracteriza-se pela possibilidade de
realocacio dos componentes de um grupo, num estigio posterior ao de sua formacio.
Chandrasekharan € Rajagopalan (1986, 1987) desenvolveram algoritmos baseados nesta
filosofia. O problema ¢ formulado como um grafo bipartido, conforme sugerido em King
¢ Nakornchai (1982), e a este sdo aplicadas algumas técnicas cldssicas de “clustering”
com algumas modificagdes. Chandrasekharan e Rajagopalan (1986, 1989) também
apresentaram contribui¢Oes interessantes para o estudo do problema, dentre estas: um
limitante superior para o nimero de células, coeficientes avaliadores de solugBes € uma
andlise da capacidade de diagonalizacdo de matrizes de TG.
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Rajagopalan e Batra (1975) desenvolveram um método baseado na teoria de
grafos para a resolugdo deste problema. Os nés representam as méquinas € oS pesos
das arestas sdo coeficientes de similaridade de Jaccard. O primeiro passo € encontrar os
possiveis cliques do grafo. Cliques, para esta andlise, significa um grupo de nés, onde
cada nd se interliga com um coeficiente de similaridade maior que T , que € estabelecido
a partir da andlise dos dados iniciais. Os cliques serfio as células iniciais. Forma-se
entdo, um novo grafo onde os nds sdo as células e os pesos dos arcos representam o0s
movimentos intercelulares. A particio deste grupo é realizada através do algoritmo de
Kernighan-Lin (1970) adaptado para considerar um limitante superior para o tamanho
das células. Como o ndmero de cliques varia exponencialmenie com o nimero de nés
(Moon ¢ Moser 1965), o uso desta técnica € aceitdvel somente para problemas pequenos
(King e Nakornchai 1982). Kumar ef al. (1986) modelaram este problema como um
problema de k-decomposi¢io Otima de um grafo. Esta decomposicio objetiva obter k
subgrafos desconexos onde cada né aparega somente uma vez em cada subgrafo e que
os pesos das arestas que os interliga seja minimo. ¥ apresentada uma formulagdo de
designacio quadrética O-1 equivalente a k-decomposi¢do e baseado nesta formulaglio
elaborou-se uma heuristica que obtém limitantes para a solug@o Otima. Vannelli ¢ Kumar
(1986) desenvolveram uma heuristica, também baseada em grafos, para a minimizagdo
das méaquinas-gargalo (méquina necessdria em mais de uma célula), além de considerarem
as opgdes de duplicagdio de mdquinas efou subcontratagio de pecas. Este método procura
encontrar os cortes mimmos num grafo bipartido.

Este problema também foi formulado por Kusiak (1987) através de programacdo
inteira O-1, utilizando como critério a maximizacdo da soma das similaridades entre
pegas. Ventura ef al (1990), utilizam a relaxaco Lagrangeana para obter um limitante
superior para a formulagdo inteira 0-1 do problema de agrupamento. O problema
lagrangeano € decomposto em uma rede linear e um conjunto de problemas da mochila.
Estes subproblemas podem ser resolvidos pela exploragdo de suas estruturas especiais.
O algoritmo do subgradiente, com algumas estratégias, é utilizade para minimizar a
fungdo dual.

Além de todas estas linhas tradicionais existem outras heurfsticas que utilizam
algumas das idéias bésicas citadas acima. Harhalakis er al. (1990) desenvolveram uma
técnica interessante que busca minimizar o Trifego Normalizado Intercelular através de
uma estratégia de agrupamento. Este coeficiente de similaridade considera o volume e

o rotero de produgdo. Apds o agrupamento bdsico, 0 método utiliza uma estratégia de
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refinamento que permite a realocagdo de uma méquina de acordo com o trifego desta
com as células existentes. O algoritmo apresenta uma fisofia simples e de fécil implementagio
computacional.

2.4. Proposta do Trabalho

O método descrito neste trabalho é baseado na teoria de grafos, € tem como
objetivo 0 particionamento de uma rede capacitada em subgrafos (células) com a minima
iteragdo possivel. Os vértices se dividem em dois grupos Vm e Vp, representando
respectivamente as mdquinas € pegas. Os pesos dos arcos representam o tempo de
processamento das pegas nas mdquinas. Este formulag3o apresenta como vantagens:

(1) o manuseio de dados diferentes de “0" ou 1", que podem representar de
forma mais efetiva a relagio de dependéncia entre méquina e pega, e

(1) nHo utilizar valores arbitrdrios como pardmetros na formagdo de células.

A 1déia bésica deste método foi sugerida por Vohra et al (1990), no entanto
ndo foi realizada implementag¢@o computacional. A proposta deste trabalho é analisar seu
desempenho através de critérios que tentam considerar os objetivos bdsicos de TG. O
método é detalhado no capitulo 3.
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Capitulo 3

DESCRICAO DO METODO

3.1. Introducao

Na manufatura celular a situacfio ideal consiste de células independentes, mas
a total segregacdo das mdquinas e pecas em células sem nenhuma interacfio entre elas,
¢ um objetivo muito dificil de se obter. A razdio é a ocomréncia de pecas-gargalo ou de
maguinas-gargalo. Uma mdquina-gargalo € aquela que € necessdria em mais de uma
célula, enquanto que uma pega-gargalo € aquela que necessita ser processada em mais
de uma célula. Consequentemente, a questdo é reduzir estas interagbes ao minimo. O
grau de interagdo pode ser quantificado pelo célculo da quantidade ou porcentagem do
tempo total de processamento que € gasto fora das células originais. Esta medida de
interacdo entre células representa, portanto, a funcdo objetivo.

Neste capitulo, serd apresentado um algoritmo de redes que forma células de
maquinas ¢ familias de pegas com ¢ objetivo de minimizar os movimentos intercelulares.
O algoritmo proposto € analisado em termos de seus passos bésicos e de suas limitagoes.
Um exemplo ilustra sua utiliza¢do. Os conceitos bésicos para a compreensdo deste capitulo

estdo descritos na segdo a seguir.
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3.2. Conceitos Preliminares

Dado que nas segles seguintes descreve-se um algoritmo baseado em redes,
faz-se necessdrio apresentar algumas definigdes sobre o assunto (Chen 1990).

Grafo: um grafo G(V,E) é um conjunto finito nio-vdzio de elementos denonimados nés,

e um conjunto E de pares ndo ordenados na forma (i,j), i,j € V, chamados de arestas
(figura 3.1).

Ve (1,23}
.. E={ (1,2 (130, (130 (23) }

— “:\“\/»«
o= ()

Figura 3.1. Representac@io de um grafo.

Uma aresta de um grafo € dita ser direcionada (ou orientada) se existir um
sentido de dire¢do atribuido a mesma, de modo que um né é considerado o ponto de
origem € o outro o ponto de destino. Um grafo direcionado € aquele em que todas as

arestas s#o direcionadas. Uma aresta direcionada pode ser denominada de arco.

Um grafo ndo direcionado pode ser transformado em um grafo direcionado
através da substituicBo de cada aresta ndo direcionada por duas arestas direcionadas
conforme figura 3.2.a € 3.2b.

b ! N
/ \}/\ s 4\1 h\\
. P \\\Q\\
(—2< @ D S
L/ N -2
Figura 3.2.a. Grafo ndo direcionado. Figura 3.2.b. Grafo direcionado equivalente.

Grafo conexo: um grafo € conexo se existir uma segiéncia de arestas (ou arcos)
conectando cada par de nds.
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Rede: uma rede ¢ um grafo G(V,E) onde a cada aresta (ou arco) (i,)) se associa uma
capacidade ¢ (1,j) e um fluxo f (1,j). Uma rede € representada pela quddrupla G(V,E.c,f).

Corte: Para dois nés distintos s € t de um grafo direcionado G(V,E), um corte s-t é 0
conjunto de arcos (WW)dchomsEW e € W onde WS VeWs=V-W
A capacidade de um corte s-t (W,W) numa rede G(V,E.c.f) é definida por:

c(Ww) = ¥ c(xy)
(xy) € (WW)

Corte minimo: é o corte que possui o menor valor dentre todos 0s cortes que separam
dois nés distintos s (origem) e t (destino).

Rede Condensada: Seja G(V.E.c.f) uma rede com n nés. Selecione arbitrariamente dois
ndés X1 € X2 como origem e destino, respectivamenté, e locahize o corte minimo (Xﬁ)
entre eles, com x1 € X e x2 ¢ X, como ilustrado na figura 3.3. Quando todos os
elementos de X sio condensados em um Gnico nd, a rede resultante é denominada rede
condensada. A capacidade de uma aresta na rede condensada € a soma das capacidades
das arestas que ligam um né de X aos né de X (figura 3.3.b).

X X X
"““""_"j TIT———— /—-—
{/ \ lf N
a3 i
: | b
Xl O] : o x2 i ! %] O I o
™ b ! i P
3 e Lttt PR =3 ow—*v—"}fﬂ””“:f:.iﬂ x
x8 o = d . -0 X5 ’ X8 o7 —,:_"M T e
I ] I P
x4 f o+ o § x4 o fre
i i
\‘: / X‘,
N S . 7
Figura 3.3.a Representacio do corte minimo. Figura 3.3.b. Rede condensada,

Ciclo: € uma seqiiéncia de arestas (ou arcos) conectando um né a ele mesmo. Na figura
3.2.b os arcos (1,3), (3,2) e (2,1) definem um ciclo.

Floresta: uma floresta Gs(Vs.Es) é um subgrafo do grafo G(V.E) onde Vs = V, Es C
E e nfo contém ciclos.
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Arvore: um grafo com n nés € uma &rvore se e somente se qualquer das seguintes
propriedades for verdadeira (figura 3.4):

G tem n-1 arestas e ndo contém ciclos.
* G ¢ conexo mas perde esta propriedade se qualquer das arestas for removida.

¢ existe um unico caminho entre quaisquer dois nds.

0
o
DG
o

Figura 3.4, Exemplo de 4rvore.

3.3. Algoritmo Principal

O algoritmo consiste de trés passos. O primeiro passo cria uma matriz relacionando
méquinas e pegas. O segundo constroi uma rede de nés a partir da matriz. E o terceiro
passo cria as células de mdquinas e familias de pegas através do parficionamento da
rede utilizando o algoritmo de Gomory-Hu modificado. Uma explicagiio detalthada dos
trés passos € dada a seguir.

Passo 1: Formacdo da Matriz

O tempo de processamento de cada tipo de pega em cada maquina é utilizado

para gerar a matriz X de mdquinas-pecas . Nesta matriz, cada méquina é individualmente
identificada por uma dnica linha e cada tipo de pega por uma coluna. A matriz de
dimensio m x n é representada por:

X = [xi] , i=12,..m j=12_.n,



onde:
xij = tempo de processamenic da pega do tipo j na mdquina i
m = namero total de médquinas

n = ndmero total de tipos de pegas

Passo 2: Construciio da Rede

A matriz miquinas-pegas gerada no passo 1 pode ser modelada como uma rede
capacitada nfo direcionada G com V nés e E arestas, tal que G = (VE), onde V é o
nimero total de médquinas e tipos de pegas (m + n), ¢ E € o nimero total de operagdes
das pegas nas méquinas. A rede tem cada né-mdquina conectado somente a nés-pecas
e vice-versa. O peso de cada aresta conectando um n6-mdgquina a um né-peca representa

o tempo de processamento que o tipo de peca requer da referida maquina.

A rede construida deve ser particionada em subredes para formar células de
manufatura com o minimo de movimentos intercelulares.

Passo 3: Particionamento da Rede

O particionamento de uma rede pode ser feito pelo corte de um conjunto de
arestas (conjunto-corte} tal que dois conjuntos desconexos de nds e arestas sejam formados.
A soma dos pesos das arestas, que compdem O conjunto-corte, representa o movimento
intercelular. O objetivo € encontrar o conjunto-corte que possua a menor somatdria de
pesos.

Logo, para encontrar o ponto de particionamento da rede que possua o menor
valor de corte € necessdrio que se encontre o corte minimo entre cada par de nés da
rede G, denominado conjunto de cortes minimos de G. Obtém-se do Teorema do Fluxo
Miéximo - Corte Minimo (Chen 1990) que o problema de encontar o corte minimo
entre dois nés € equivalente ao problema de encontrar o fluxo méximo entre 0$ Mmesmos.
Partindo desta premissa, pode ser utilizado repetidamente o algoritmo MPM (Malhortra
et al. 1978, Chen 1990), que encontra o fluxo mdximo entre um par de nés, para
localizar o corte minimo entre eles (Apéndice 1). Porém, para a formagdo do conjunto
de cortes minimos da rede G € necessédrio, em principio, um total de {m+n).(m+n-1)/2
aplicacSes do algoritmo MPM, onde (m+n) é o nimero de nés do grafo. A seguir serd
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visto que o nimero de aplicagdes do algoritmo MPM pode ser substancialmente reduzido.
Para tal, € necessdrio a seguinte definigdo.

Defini¢do: Considere duas rede G1 e G2 nfio direcionadas com 0 mesmo namero
de nés. G1 e GZ sdo ditas equivalentes se os conjuntos de cortes minimos de Gl e
G2 sfo iguais.

O resultado a seguir € enunciado como um coroldrio em Chen (1990), e aqui
é apresentado como teorema.

Teorema: Uma rede ndo direcionada de (m+n) nés é equivalente a uma drvore

e conseqiientemente existem na mdximo m+n-1 valores distintos de corte minimo.

Gomory e Hu (1961) sugerirtam um procedimento para constru¢do desta drvore
equivalente que envolve a solucio sucessiva de (m+n-1) problemas de fluxo méximo -
corte minimo. Além disso, vdrios destes problemas s3o resolvidos em redes menores que
a rede original. A 4rvore equivalente & usualmente chamada de 4rvore corte, Qualquer
ramo da drvore corte que for retirado separa os nés da rede em dois subconjuntos
disjuntos de nds, Nc e Nc, conectados por um subconjunto de arestas Ac {(conjunto
corte). O peso total das arestas no subcomjunto Ac € o valor de corte. Os subconjuntos
Nc e N, representam duas células com interagdo igual ao valor do corte minimo. Cada
um dos subconjuntos resultantes pode ser decomposto em mais dois. A iteracdo pode
ser repetida até que o nimero requerido de células seja atingido. Este procedimento é
heuristico e, portanto, ndo garante que uma solugio Gtima seja encontrada.

Durante o particionamento da rede ¢ observado o nimero de elementos (méaquinas)
dentro de cada c€lula. Caso a c¢élula gerada por um dos cortes da 4rvore, possua menos
elementos do que o minimo que deve ser definido na descricio do problema, o local
de separagdo deve ser modificado de forma a se respeitar esta testricdo. O algoritmo
aqul proposto ndo tem a capacidade de controlar o ndmero méximo de elementos em
uma célula. E importante ressaltar que o problema de particionamento de redes em
subredes (com ou sem ndmero méximo de nés) com minima interagio ¢ um problema
NP-completo (Garey ¢ Johnson 1979 - Particionamento de Grafos - pg. 209). Isto indica
que € improvével resolver problemas de grande porte através de algoritmos Gtimos em
tempo computacional razodvel.
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Para melhorar a eficiéncia computacional, o algoritmo de Gomory-Hu € modificado
para identificar os cortes minimos somente entre os nds-méquina. Isto € vdlido dado
gque o objetivo principal € formar cé€lulas de méquinas associadas a familias de pecas,
ndo tendo significado separar as pegas das mdquinas. Como resultado tem-se a redugio
do nimero de iteragbes de (m+n-1) para (m-1), onde m é o nimero de mdquinas. Como
na prdtica, o nimero de pecas € geralmente muito maior que o ndmero de méquinas,
a economia de tempo computacional € significativa. Na préxima segdo descreve-se
detalhadamente o algornitmo Gomory-Hu com estas alterages.

3.4. Algoritmo de Gomory-Hu Modificado

O objetivo desta segfio € apresentar os requisitos bdsicos para a utilizagdo do
algoritmo Gomory-Hu. Inicialmente expbe-se um teorema que serve como base para o
algoritmo. A seguir detalha-se as suas principais etapas. Um exemplo ilustra seu
funcionamento.

» Teorema das Redes Condensadas

Este teorema € fundamental para o procedimento desenvolvido por Gomory e
Hu (1961). Através dele garante-se a validade de se lidar com redes condensadas ao
invés da rede original, que € uma das principais idéias e vantagens do algoritmo, como
serd apresentado no préximo tépico.

Teorema: O valor do fluxo mdximo entre quaisquer dois nés de uma rede condensada
€ igual ao valor do fluxo mdximo do correspondente par de nés na rede original.

Prova: Seja x1 e x2 dois nés quaisquer de uma rede nio direcionada G(V.E,c,f), e seja
(X,-}E) o corte mimmo entre x1 e x2. Seja G*(V*E*c* *) uma rede condensada obtida
de G pela condensacdo dos nés de X em um tnico né. Escolha dois nés quaisquer
x3 e x4 € X, em G¥ e seja (Y,%’m) o corte minimo entre eles na rede original G.

Defindo-se:
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B=XnNnY

onde A denota o complemento de A em X, ¢ B denota o complemento de B em X,
como representa a figura 3.5. Sem perda de generalidade assume-se que x] € A, X3
€ A e x4 € A Existem dois casos distintos a serem analisados:

X.X)

¥
S—
[ U

Figura 3.5. Representac@o simbdlica da rede G com o0s cores minimos
enire X1 € X2, € entre x3 e x4.

Caso 1: x2 € B. Ent3o, obtém-se as seguintes expansoes:

c (XX)=c (AUA, BUB)=c(AB) +c (AB) + ¢ (AB) + ¢ (AB)
c (YY)=c (AUB, AUB)=c (AA) + ¢ (AB) + ¢ (B.A) + ¢ (B,B)

Da figura 3.5 observa-se que (A U B U E, K) € um corte enire X3 ¢ x4 e desde que
(Y,Y) € o corte mimmo entre eles, segue que:

c(YY)-c(AUBUB, A= c(AB)+c (BB)-¢c BA <0 ()

Da mesma forma, desde que (A U AU E B) é um corte entre x1 € X2 , € (X,i)
€ o corte minimo entre eles, tem-se que:

f

c XX)-c(AUAUB, B) c(AB)+c (AB)-c BB) <0 (2
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Como G € uma rede ndo diwecionada, tem-se que:

cBB)=cBB e c(BA)=c(AB) 3)
Adicionando as equagBes (1) e (2) e usando (3), obtém-se entio:

¢ (B,A) = ¢ (AB) <0

Como as capacidades das arestas sfio nfo negativas, segue-se que:

¢ (B,A) = ¢ (AB) = 0

Portanto, a soma de (1) e (2) resulta em:

[ce (YY) -c(AUBUB A JT+[cXX)-c(AUAUB,B)]=0

Isto mostra que se um dos termos dentro dos colchetes & negativo, o outro tem gue
ser positivo, violando (1) e (2). Entdo, os termos devem ser identicamente nulos, ou
seja:

c (YY) =c(AUBUB, A)

¢ (XX)=c(AUAUB, B)

Em outras palavras, se (Y,?) ¢ o minimo corte entre X3 € x4, entdio (A U B U § X)
¢ também o corte minimo entre eles. Logo o corte que separa X3 € x4 ndo cruza o
conjunto B U B. Conseqiientemente, condensando X em um Gnico né nio afeta o valor
do fluxo méximo entre x3 € x4, € pode-se utilizar a rede G* condensada para o célculo

deste fluxo.

Caso 2: x2 € B. Seguindo argumento similar ao utilizado no caso 1, pode ser mostrado

que (A, AUB U g) € também um corte minimo entre x3 € x4, e que condensando
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X em um dnico né ndo afeta o valor do fluxo maximo entre eles. Isto completa a
prova do teorema.

m Etapas do Algoritmo Gomory-Hu Modificado

Passo 1: Faga i=1. Selecione dois nés-méquina xi e yi arbitrariamente em G(V,E.c,f)
e localize um corte minimo (X1,X2) onde X2 = V - X, x1€ X1 e y1€ X2. Represente
os conjuntos de nés X1 e X2 por dois nds e conecte-os por uma aresta de capacidade
¢(X1,X2}, como na figura 3.6 abaixo. A 4rvore resultante é denominada drvore corte T1.

@ ¢ (X1.X2) @

Figura 3.6. RepresentagSo simbdlica do conjunto de nds Xy e X3 conectados por um arco de capacida-
de ¢ {X1,X2).

Passo 2: Selecione um conjunto de nés Xk ( 1< k< 141 ), com pelo menos dois
elementos, e escolha dois nds-miquina y e z arbitrariamente dentro do conjunto Xk.
Removendo o ndé Xk e todas as suas arestas incidentes de Ty, resulta uma floresta
contendo sub-drvores. Retorne & rede original G e forme uma nova rede G*(V* E*c* %)
condensando os nos de cada sub-drvore. Observa-se no exemplo da figura 3.7, que com
a retirada de Xk obtém-se trés sub-drvores.

sub-drvore 1 o7y sub-drvore 2

() kf .

e Xy e L
IR ey

! |

@/ \\_./\‘ .

L
5 . S |

E \{ Xs )

G@/ \ | —
sub-drvore 3 S /
e .......w.../

Figura 3.7. Arvore corte Ti com sub-drvores referentes & Xk.



Passo 3: Localize o corte minimo entre y e z em G¥, que particione o conjunto de
nés Xx em Xkt e X2 com y € Xkl ¢ z € Xx2 . Conecte Xx1 e Xk2 por uma
aresta de capacidade c*(yv,z). Os outros nés da 4drvore Ti sdo ligados a Xxi se com a
retirada dos arcos que pertencem ao corte, estes se localizarem na parte Xk1 do corte
(v.z), € sdo bgados a Xk2 no caso contrdrio (figura 3.8). A nova &rvore € denominada
Ti+1.

Figura 3.8, Nova drvore corte Ti+l.

Passo 4: Faca Xy=Xk1 e Xi+2=Xk2. Faca 1=i+1.

Passo 5: Se i=m-1, pare. Sen&o, retorne ao passo 2.

m Exemplo 3.1. Aplicacfio do Algoritmo Gomory-Hu Modificado

Seja a rede oniginal G(V.E.c.f) da figura 3.9 na qual 0s nés de 1 a 7 representam
as pegas, os de 8 a 14 as maquinas € os tempos de processamento denotam a capacidade
das arestas. O objetivo do exemplo € a construgiio da drvore corte desta rede.

Passo 1: Faga i = 1, x1= 11 e yi = 14, Localize o corte minimo entre os nés-méquina
11 e 14 wtlizando o algoritmo MPM (apéndice 1). O local do corte estd indicado na
figura 3.9. A drvore corte inicial, Ty € ilustrada na figura 3.9. Na tabela adjacente a

drvore apresentam-se os componentes de cada conjunto.
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Figura 3.9, Rede original G (Vohra 1990).

PN

{x:) ;

A conjumo componentes

< | X1 14

) X3 1,2, 3. 4,5 6,7, 8 9 10, 11, 12, 13
X

T

Figura 3.10. Arvore corte T1 e seus conjuntos de nds.

Passo 2: Faca Xk = X2 Retirando X2 da arvore T, obtém-se somente uma sub-drvore.
Retornando a drvore original G, condensa-se esta sub-drvore em um Gnico né denominado
Wi = { X1 } (figura 3.11). Escolha y =8 e z = 9 em Xp.
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Figura 3.11. Rede condensada Gi*®

Passo 3: Localize o corte minimo entre os nés-méquina 8 ¢ 9 em Gi*. O local de
corte estd indicado na figura 3.11. Este corte particiona X2 em dois subconjuntos, gerando
o novo conjunto X3. Conecte X2 e X3 através de uma aresta de capacidade igual ao
valor do corte (figura 3.12). Observe que o conjunto X1 fica conectado a X2 pois ambos

estio do mesmo lade do corie.

conjunto COnIponentes
X 14
X» 1,2, 4,7, 8 11, 13
X3 3, 56,9 10 12

Figura 3.12. Arvore corte T2 e seus conjuntos de nés.
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Passo 4: 1 = 2
Passo 5: 1 = 6 7 Nio.

Passo 2: Faca Xx = X2 Retirando X3 da é4rvore Tg, obtém-se duas sub-drvores Wi =
{ X1 } e Wa={ X3 }. A &rvore condensada obtida ¢ ilustrada na figura 3.13. Escolha
y=8 e z= 11 em X2

/1 ;/ //
Vo

Wo
N

Figura 3.13. Rede condensada G2*.

Passo 3: Localize o corte minimo entre os nés-méquina § e 11 em Go*. O local de
corte estd indicado na figura 3.13. Este corte particiona X2 em dois subconjuntos, gerando
o novo conjunto X4, Conecte 0 novo conjunto conforme figura 3.14.

Passo 4.: 1 = 3

Passo 5: 1 = 6 ? Nio.
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;{\\, CONUILO COMpPOnentes
j/ X1 14
5 X2 1,7, 8 13
X3 3,569 10 12
X4() X4 2,4, 11

s |

Figura 3.14. Arvore corte T e seus conjuntos de nés.

Passo 2: Faga Xy = X2 Retirando X2 da 4rvore T3, obtém-se duas sub-drvores Wi
{ X1, X4 } e W2 ={ X3 }. A drvore condensada obfida € ilustrada na figura 3.15.
Escolha y =8 e z= 13 em X3

i

Figura 3.13. Rede condensada (3%

Passo 3: Localize o corte minimo entre os nés-méquina 8 ¢ 13 em G3*. O local de
corie estd indicado na figura 3.15. Este corte particiona X2 em dois subconjuntos, gerando

0 novo conjunto Xs. Conecte o novo conjunio conforme figura 3.16. Observe que ©
conjunto X5 fica conectado somente a X3
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conjunto componentes
X 14
X2 7, 8
X3 3.5 6,9 10 12
X4 2. 4, 11
Xs i, 13

Figura 3.16. Arvore corte T4 e seus conjuntos de nés.
Passo 4: 1 = 4
Passo 5: 1 = 6 7 Nio.

Passo 2: Fagca Xx = X3 Retirando X3 da érvore T4, obtém-se uma sub-drvore Wi = |
X1, X2, X4, X5 } conforme figura 3.17. Escolha y = 12 e z = 10 em X3.

3
o ‘\\
—-—/

/ \M\\\
{/9(\ F/ 3 \j
N 9 \\7

$ 8
L ;
A 3
i 8 \h.:lu_u
i 7 .
\_E_/ \.\\\ i
! % \li“ corte 5
g T T
@ (0
. i1 o

Figura 3.17. Rede condensada (4%,
Passo 3: Localize o corte minimo entre os nés-méquina 12 ¢ 10 em G4* O local de

corte estd indicado na figura 3.17. Este corte particiona X3 em dois subconjuntos, gerando

o novo conjunto Xe, Conecte o nove conjunto conforme figura 3.18.
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;/; \\] conjunto | componentes
AN X 14
5 X9 7, 8
B X3 5.6, 12
Q‘D Xa 2, 4, 11
- X3 1, 13
5 Xe 3,9 10

Figura 3.18. Arvore conte Ts e seus conjuntos de nds.

Passo 4: 1 = 5
Passo 5: 1 = 6 7 Nio.

Passo 2: Faga Xk = X6 Retirando Xg da édrvore Ts, obtém-se duas sub-drvores Wi =
{ X1, X2, X4, X5 } ¢ W2 ={ X3 }, conforme figura 3.19. Escolhay = 9 e z = 10
em Xe.

corie 6

Figura 3.19. Rede condensada G5*.

Passo 3: Localize o corte minimo entre os nés-mdquina 9 e 10 em Gs*. O local de
corte estd indicado na figura 3.19. Este corte particiona Xs em dois subconjuntos, gerando
o novo conjunto X7, Conecte o move conjunto conforme figura 3.20.
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Xy CORjuUnto | componentes
X 14
5 X 7, 8
- X3 5,6, 12
Xe ) X 3. 4 11
o Xs 1L, 13
5 Xe 3.9
ST 4 ra ™, & 7 13 _,--""‘\\ X 16
X; { Xe { X7 ) { X5 )
i’l \\Ej ‘J \\3/]

5

oE

Figura 3.20. Arvore corte final Ts com seus conjuntos de nés.

|
[

Passo 4: 1 =

Passo 5: 1 = 6 ? Sim, pare.

3.5. Exemplo de Aplicacdo do Algoritmo Principal

O exemplo seguinte foi selecionado para elucidar os passos do algoritmo principal.
Considere uma matriz X, 7x7, representando 7 tipos de pegas (n=1,...7), e 7 mdquinas
(m=8,....,14) como mostrado na figura 321. Os elementos da matriz, Xij, denotam o
tempo de processamento da pega do tipo j na médquina i. Esta matriz é gerada no passo
I do algoritmo principal descrito na segio 3.1. O objetive da resolug@o deste problema
¢ encontrar trés células com a menor iteragdo possivel entre elas. Define-se também que
as células devem ter no minimo dois elementos (duas méquinas).



Bt 513 |1 7
911 9 2
10 8 3010
1 7 6 2
12 7 lu
13| o 5
14 5

Figura 3.21. Matriz 7 x 7 de méquinas x pegas antes do agrupamento.
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Figura 3.22. Rede original obtide da matriz da figura 3.21.

O passo 2 do algoritmo € entdo utilizado na matriz para construcio da rede,
conforme figura 3.22. Nesta rede, todas as mdquinas e tipos de pecas sfo representados

como nds ¢ os tempos de processamento sfo representados como as capacidades das
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arestas. Note que nesta rede todo né-mdquina € conectado somente a nés-pega, e
Vice-versa.

No passo 3, os cortes entre nés da rede ndo direcionada G da figura 3.22 sdo
calculados através do algoritmo de Gomory-Hu modificado. A drvore corte gerada neste

passo € mostrada na figura 3.23. O procedimento de geragio desta drvore estd detalhado
no exemplo da secdo 3.3.

@ CONUNIQ | componentes
X 14
5 Xa 7, 8
X3 5 .6 12
@) X 2, 4, 11
~ corte 1 Xs 1, 13

4

[3 Xs 3,9
4 8 13 X7 i0

(3 (x)—(x)

6

()

Figura 3.23. Arvore corte e seus conjuntos de nés.

A rede € particionada seccionando o ramo que possui menor valor de corte. Na

figura 3.23, o menor valor € 4, entre X2 e X¢ . Este corte forma duas subredes compostas
dos seguintes nds:

» célula 1. [ 1,2, 4,7, 8, 11, 13, 14 }
* célula 2: { 3,5, 6,9, 10, 12 }

Neste ponto a fungdo objetivo possui o valor deste corte:

» fungdo objetivo = 4

Estas duas células (subredes) podem agora ser decompostas em outras células
menores. Para isso, € necessdrio atualizar os valores de corte da drvore. Para tal, aplica-se
novamente o algoritmo de Gomory-Hu na rede resultante da tetirada das arestas do

conjunto-corte de G. A nova érvore corte obtida desta operagdo estd ilustrada na figura
3.24,
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Figura 3.24. Arvore corte ap6s a primeira iteragdo.

Considerando os novos valores de corte (figura 3.24) seleciona-se o ramo entre
X3 ¢ X4 para ser seccionado. Observa-se neste caso um empate de valores de corte,
porém somente o corte enfre X2 € X4 obtém o ndmero minimo de elementos numa
célula. O valor de corte obtido ¢ 5. Com a formagdo desta nova célula (figura 3.25)

tem-se:

« célula 1: { 1,7, 8, 13}
» célula 2: { 3,5, 6,9, 10, 12 }
» célula 3: { 2,4, 11, 14 }

Atualizagdo da fungdo objetivo:

Figura 3.25. Arvore corte apds a segunda iteragio.
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funcdo objetivo = 4 + 5 = 9

Dado que o nimero desejado de células € trés, o algoritmo alcangou seu objetivo.

-

A matriz resultante € apresentada na figura 3.26.

8 lsi 713 1
13 9
11 2017186
14 s
i1 2
10 3110

Figura 3.26. Matriz 7 x 7 de méquinas x pegas apds agrupamento.

3.6. Complexidade do Algoritmo

A complexidade computacional de um algoritmo estd relacionada com o esforgo
computacional requerido para sua resolugdo. Nesta se¢3o analisa-se a complexidade do
algoritmo proposto, que pode ser descrita como:

D —

/" complexidade " namero \ / ~complexidade
I do algoritmo = de X i do algoritmo i
L proposto células = NC | |  Gomory-Hu !
N S !\M_ modificado /

Logo, € necessdrio que se defina a complexidade do algoritmo gerador da drvore
corte,

complexidade -“’""'“"“"““”“"““‘ . /,,m"___.gm .

do algoritmo numero de 1 | complexi .ade \I

Gomory-Hu = maquinas -1 ‘ X | do algoritmo |

=m - 3 MP é

modificado m-i L M |
e e e —— o
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Dado que a complexidade do algoritmo MPM é O{(n+m)3], onde O simboliza
complexidade, ¢ n+m € o nimero de nés da rede (apéndice 1), tem-se que:

O( Algoritmo de Gomory-Hu ) = O[(n+m)°(m-1)]
Logo a complexidade computacional do algoritmo proposto é:

O(Algoritmo Proposto) = O[NC (n+m)3(m-1)]

3.7. Contra Exemplo

O objetivo da resolugdo deste exemplo € ilustrar que o método descrito neste
capitulo, utiliza uma estratégia gulosa para resolugfio do problema de particionamento
de redes. Esta estratégia € considerada como uma das mais primitivas ferramentas
utilizadas por um algoritmo. A idéia bésica é a geragdo de uma solugiio de forma a
fornecer, em cada etapa da resolugio, a melhor contribui¢io possivel a funcdo objetivo.
Analisando o problema como um todo, esta estratégia pode ser miope e ndo garante a
otimalidade. No problema em estudo constata-se que, a escolha do corte minimo como
ponto de separagdo de c€lulas nem sempre obtém a menor itera¢io total entre elas. O
exemplo a seguir ilustra este fato. Inicialmente, resolve-se ¢ exemplo seguindo 0s passos
normais do algoritmo principal, ou seja, utilizando a estratégia do corte minimo. Numa

segunda fase, o mesmo exemplo € resolvido, porém, sem utilizar esta estratégia.
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m  Exemplo - Primeira Resolucio com a Estratégia de Corte Minimo

Seja a matriz 5x7 da figura 3.27, representando 7 tipos de pegas (n=1,..,7), e
5 tipos de mdquinas (m=8,..,12). Esta matriz é gerada no passo 1 do algoritmo principal
descrito na se¢do 3.1. No passo 2, representa-se esta matriz através de um rede capacidada
G (higura 3.28). Aplica-se o algoritmo principal com o objetivo de particionar a rede

em trés subredes (células) compostas no minimo de uma mdquina,

g 2 1 ' 2

9 3 2 4

I0 5 3
i 2 2 3 4

124 21 8

Figura 3.27. Matriz 5 x 7 de méquinas x pegas antes do agrupamento

(5)
n

]

e

L5

IS

O

Y

(=
3,
.

4 S S

Figura 328 Rede original formada da matriz da figura 3.27.

O préximo passo € a construgdo da drvore corte de Gomory-Hu (figura 3.29)
com os valores dos cortes entte 0os nds. Seleciona-se o ramo da drvore com o menor
valor de corte possivel. Seleciona-se na figura 3.29 o ramo entre X1 e X3 com valor
de corte 1gual a 5. Observe que existe um empate de valores de corte. Dado que ambas
as c€lulas que seriam formadas atendem a restrigio do nimero de componentes, a escolha
¢ arbitrdria. Este corte forma duas subredes compostas dos seguintes nos:

= célula I; {1, 12}
*+ célula 2: { 2,3,4.5,6,7,8,9,10, 11 }
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@ corte 1 CDn}igmo cox;p%negzes
! 2 b)
‘ 5. X 1 12
6 ( 3 )
X }”’/\}-{i)' X4 4, 5 11
S As 3, 7, 10

3/
- X“;) />~w
X X
Figura 3.29. Arvore corte obtida através do algontmo de Gomory-Hu
Neste ponto a funcio objetivo possui o valor deste corte:

« fungéo objetivo = 5

Estas duas células podem agora ser decompostas em outras células menores.
Para isso, € necessdrio atualizar os valores de corte da érvore. Aplica-se novamente o
algoritmo de Gomory-Hu na rede resultante da retirada das arestas do conjunto-corte de
G. A nova drvore corte obtida desta operag#o estd ilustrada na figura 3.30,

QS* /] CORJUNID | componentes
Xi 21 37 6! 9
— 6 // X3 1., EZ
(%" X4 X4 4, 5, 11
/%\5 P X5 7, 10

rd

/ -7 ¥ corte 2

Figura 3.30. Arvore corte apds a primeira iteragio.

n

(/

.

Seleciona-se o ramo entre X1 e X5 para ser seccionado. Observa-se neste caso
um empate de valores de corte, porém somente o corte entre X{ e X5 obtém o nimero
minimo de elementos numa célula. O valor de corte obtido é 5. Com a formacg#o desta
nova célula tem-se;

* célula 1: { 1, 12 }
¢ cflula 2: { 2, 3,4, 5,6, 8,9 11}
* célula 3: { 7, 10 }
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Atualizagdo da fung@o objetivo:
funcdo objetivo = 5 + 5 = 10

Obtidas as trés células, a execucdio do algoritmo principal com a estratégia de
corte minimo estd concluida. A matriz da figura 3.31 representa este agrupamento.

12 § 21 5

9 3| 4|2

i 412132

8 21211

10 5 3

Figura 3.31. Matriz 5 x 7 de méquinas x pegas apés ¢ agrupamento realizado
através da estratégia de corte minimo.

m Exemple - Segunda Resolugfio sem a Estratégia de Corte Minimo

Este procedimento se mantém idéntico ao da primeira resolugfo até a construgdo
da drvore corte. Nesta resolucio o que € modificado sfio os locais de separagio das
células. Dado que a estratégia de corte minimo ndo estd sendo utilizada, escolhe-se como

separagdo entre células, o ramo entre X; e X4 com valor de corte 6 (figura 3.32). Esta
escolha € arbitraria.

{ X comjunto | componentes
N X 2,6, 9

X 8
‘ 6 X3 1, 12
/@ @ X | 45 1
y corte 1 As 3.7, 10
Csf

Figura 3.32. Arvore corte com nova escolha de separagio micial de células.
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Este corte forma duas subredes compostas dos seguintes nés:

* célula 1: { 4, 5, 11 }
« c€lula 2: { 1, 2,3,6,7,8 9, 10, 12 }

Neste ponto a fungfo objetivo possul o valor deste corte:
» fung#o objetivo = 6

Estas duas células podem agora ser decompostas em outras células menores.
Para isso, € necessdrio atualizar os valores de corte da drvore, Aplica-se novamente o
algoritmo de Gomory-Hu na rede resultante da retirada das arestas do conjunto-corte
de G. A nova érvore corte obtida desta operacfo estd ilustrada na figura 3.33.

X3 conjunio | componentes
X 2,69
§ X 8
X4 1, 12
X1 Xs 4, 5, 11
3 Xs 3,7, 10
s //l
5 corte 2
( Xz ./ { As
v N

Figwra 3.33. Arvore corte apés a primeira iteracdo.

Seleciona-se o ramo entre X1 e X5 para ser seccionado. O valor de corte
obtido € 3. Com a formacdo desta nova célula tem-se:

* célula 1: { 4,5, 11}
« célula 2: { 1,2,6 8,9, 12}
+ célula 3: { 3, 7, 10 }

Atualizagdo da funcgio objetivo:
* funclo objetivo = 6 + 3 = 9

Obtidas as trés células, a execu¢do do algoritmo principal sem a estratégia de
corte mimmo estd concluida. A matriz da figura 3.34 representa este agrupamento.
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W 332 4|2
B 2 t2 01

9 34z

12 y | g

10 513

Figura 330. Matriz 5 x 7 de mfquinas x pecas apds o agrupamente realizado
sem a estratégia de corte minimo.

Observa-se que o novo valor da fungdo objetivo é melhor que o obtido na

primeira resolugdo. Isto ilustra o fato da estratégia de corte minimo ser miope.
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Capitulo 4

APRESENTACAO E ANALISE
DOS RESULTADOS

4.1. Introducéo

O objetivo deste capitulo € descrever os resultados da implementacio do
procedimento heuristico descrito no capitulo 3. Este método forma células de méquinas
e familias de pegas para aplicagdo da técnica de produgdo Tecnologia de Grupo. Na
segunda se¢do sdo apresentados indices que avaliam a qualidade dos resultados. Na
terceira, o algoritmo € aplicado a problemas cldssicos da literatura, € seu desempenho
¢ analisado. A seguir expdem-se as caracteristicas do procedimento constatadas a partir
dos testes computacionais.

Os programas computacionais foram escritos na linguagem C e os testes Tealizados
numa estagdo de trabalho SUN modelo SPARCstation +1. Detalhes sobre a implementagio
se encontram no apéndice 2.
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4.2. Indices Avaliadores

Nesta se¢@o sfo apresentados indices capazes de fornecer uma base quantitativa
para comparar e avaliar diferentes solugbes do mesmo problema. Os indices sao obtidos
da andlise da matriz mdquinas x pegas diagonalizada, ou seja, apos o agrupamento. Para
tal andlise algumas definigdes sdo necessdrias:

Bloco: submatriz da matriz mdquinas x pegas formada pela intersecgdo das colunas
representando a familia de pegas e das linhas representando as células de méaquinas.
Forma Bloco Diagonal Perfeita: € a forma de disposigio de uma matriz tal seus

blocos diagonais contenham somente elementos ndo nulos e todos os elementos
fora destes blocos sdio nulos (figura 4.1).

bloco 1

\146325

0213 2

7 113:6

8 7 2 3 v

0 23|«

316 1

13

Figura 4.1. Matriz méquinas x pegas na
forma bioco diagonal perfeita

{ xij }: componente da matriz maquinas x pegas onde xij # O se a peca da coluna
J visita a méquina da linha i e xjj = 0 caso contrério.

j=1 se xj*0

i

{ aii }. a
Y7 %=0 se xj=0
m: ntmero de méquinas (linhas).

n: nimero de pegas (colunas).
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k: nimero de blocos diagonais (nimero de células)

e: nimero total de operagbes (nimero de elementos ndo nulos da matriz).

m n

=YL La

i=1 j=I

ed: nimero de elementos nfo nulos nos blocos diagonais.

MO+..+M;&-]_+M;— NO+..+Np—1+Nr

ed = Z Z Z ajj onde Mo = Ng=0
r=1 i=Mo+.+Mpr1+1 j=No+ .. +Npi+1

€o: nimero de elementos ndo nulos fora dos blocos diagonais.

Co = € - ¢d

ev: nimero de elementos nulos nos blocos diagonais.

k
€y = z MrNr - &4
r=1

Mr: nimero de mdquinas (linhas) no bloco r.

Ny: nimero de pecas (colunas) no bloco r.

q: fator ponderador, 0 £ g < 1

¢. ev/e = taxa de elementos nulos em relagdo ao nimero total de operagses.

Y eofe = taxa de elementos ndo nulos fora dos blocos diagonais em relacdo ao
nimero total de operagfes.

7: indice de eficiéncia de agrupamento.

I': indice de eficdcia de agrupamento.
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Obs: As equacBes matemdticas expostas acima devem ser consideradas como
sugestdes. O célculo destas varidveis deve ser realizado da forma que mais se adapte a
estrutura dos dados utilizados como referéncia. O essencial neste cdlculo € que nio haja
modificagdo no significado da varidvel.

Os indices de agrupamento estdo relacionados basicamentes com dois fatores:

* a utilizag8o interna das médquinas da célula, e

* os movimentos intercelulares das pegas.

Logo, um melhor agrupamento significa maior utilizagdo interna das méquinas
e/fou menor quantidade de movimentos intercelulares das pegas. Nas préximas segdes,
examina-se as expressGes matemdticas destes fndices.

4.2.1. Eficiéncia de Agrupamento

Este findice denominado eficiéncia de agrupamento 7. foi propostc por
Chandrasekharan e Rajagopalan (1986) e pode ser definido como a média ponderada de
dois indices diferentes M1 e M2, ou seja:

Eficiéncia de Agrupamento = 1 = q. 11 + (1-g). 12 , 0sg<tl (3)

onde:

_ Nidmero de elementos ndo nulos nos blocos diagonais
Nimero total de elementos nos blocos diagonais

€d

k
¥ My N
r=1 (4)
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Nimero de elementos nulos fora dos blocos diagonais

"2 = "Nimero total de elementos fora dos blocos diagonais B
e
= 1— o
k
mn - Z M r N r

rei ®)

O indice M1 avalia o nivel de utilizagdo interna das mdquinas de uma célula ¢
M2 o nivel de movimentagiio intercelular das pegas. O fator ponderador q , permite
alterar a énfase dada a cada um destes indices de acordo com as necessidades especificas
de cada problema. Observe que a fungfio T possui a propriedade de ndo negatividade
e s0 assume valores entre O e 1, ou seja, apresenta caracteristicas bdsicas para um indice

de eficiéncia. Além disso, 1} = 1 caracteriza uma matriz na forma bloco diagonal perfeita.

Mais de 100 casos diferentes foram analisados por Kumar e¢ Chandrasekharan
(1990) e foi constatado que os valores deste indice variaram numa faixa entre 0,75 e
1. Mesmo para solugdes com um ndmero elevado de elementos fora dos blocos diagonais,
o indice apresentou valores em torno de 0,75, o que confirma a baixa sensibilidade
deste indice em relagdo & 12 (movimentag3o intercelular). Numa pesquisa posterior sobre
este problema, foi proposto um nove indice que pondera com a mesma importdncia, o
nivel de utilizagdo interna das méquinas e o nivel de movimentacdo intercelular, Este
indice é descrito na préxima sec3o.

4.2.2, Eficicia de Agrupamento

O indice denominado eficicia de agrupamento I" foi desenvolvido por Kumar
e Chandrasekharan (1990). Estes autores apresentam uma andlise deste fndice onde suas

caracteristicas bsicas sdo descritas. Este fdice pode ser definido por:

icaci U -y)
Eficicia de Agrupamento = = A
o (1+6) (6)

onde:
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Numero de elementos ndo nulos fora dos blocos diagonais €g

= P —

Nimero total de operacées €

0 Numero de elementos nulos nos blocos diagonais ey
Namero total de operagées e

Este indice também pode ser expresso por;

€ — &pn
=
€ + ¢y

Esta expressdo possui a propriedade da ndo negatividade e estd limitada a valores
enue O e 1. Além disso, y e ¢ sfo taxas e nfo sfio afetadas pela dimensdo da matriz.
A taxa y representa o nivel de movimentos intercelulares, e a taxa ¢ o nivel de utilizaggo
interna das méquinas nas células. Observa-se através da equagdio (6) que, I'= O implica
em y= 1. Logo a eficdcia nula € um ponto onde todos os elementos ndo nulos da
matriz estio fora dos blocos diagonais. Quando I'= 1 implica em v = ¢ = 0. Esta
condigdo corresponde a uma matriz na forma bloco-diagonal perfeita,

A seguir calcula-se os indices de agrupamento para avaliar a solugdo obtida
para um exemplo. O cdlculo destes fndices € realizado passo a passo.

m  Exemplo 1

Seja a matriz 20x20 de mdquinas e pegas da figura 4.2 (Harhalakis 1990). Cada
elemento xjj; da matriz Tepresenta o tempo de processamento da peca j na maquina 1.
O niimero de células desejado € 5, com no minimo trés componentes (trés mdquinas).
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1 2 34 567 8 & 10 1112 13 1415 16 17 18 19 20

4 5 3 2 3

26 3

27 4 3 2 2

3 I 2 1 3 1 3
2 |y s

33 | 2
34 2
35

37 413 4 4
38 14 1
39

40 15 2 2 i3

Figura 4.2. Matriz maquinas x pegas antes do agrupamento.

Aplicando o algoritmo principal descrito no capitulo 3, obtém-se a matriz
diagonalizada mostrada na figura 4.3. Baseado nesta matriz calcula-se os indices de
agrupamento.

¢ Cdlculo do Indice de Eficiéncia

N =q m+ (g n2

onde:
€d €p
= e = ] -
T i m v
Y My N; mn ~ Y MNy
r=1 re}

emEiagzZZa;ij
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135 16 8 19 14 4 2 11 I5 7 6 17 20 12 9 1 10 18 3

35 |4
27 |,

a4 B
[
Cad

-t
o

33 2
31 3

]

EL P 413

29 4 1

(7]

32 3] 4
38 1

W ha da | e
PR IR R ]
E-Y

21 3 23

3% 4 P23

Figura 4.3. Matriz miquinas x pegas apds 0 agrupamento,

k MO"*“."E‘Mr..i"'Mr N(}+...+N;~._1""Nr
ed = Z Z Z aij onde Mo = No=0

r=1 i=Mo+ . . +Moa+ ]  jaNg+. N +1

5 4 10 9 i3 12
L Ya+t) Ya+) Ya+

€d =
i=1 j=1 i=6 j=5 i=11 j=10
1717 20 2
Y Ya+Y Ya o= 14+15+8+18+9=064
im14 j=13 i=18 j=18

e =¢e -~ed=79 - 64 = 15
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€d 64

=" = 20425+9+2049 - 077 = TRI%
Y M, Ny
r=1
€o 15
m o= 1= ‘ =1 {40()”83}
nin - Z MrNr

= 1 - 0,047 = 09527 = 9527 %

para g = 0,5

_ 0,7711 +0,9527
; 2

= (,8619 = 86,19%

« Célculo do Indice de Eficicia

(1-vy)
I" mmmmmm
(1 +4¢)
onde:
k
ey = z MrN,r""'ed = 83-64 = 19
r=1
o _ 15 _
yo= e = 70 = 0,1899
&y 19
¢ = e = 79 = 0,2405

(0 -wy) 1-01899 _
I'= (1+6) = 1+ 02405 = 0,6531 = 6531 %
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4.3. Exemplos da Literatura

Nesta sec#o utiliza-se exemplos conhecidos da literatura para analisar o

comportamento do procedimento heuristico proposto neste trabalho. A tabela 4.1. apresenta

uma comparagdo entre alguns algoritmos selecionados com o algoritmo proposto. Esta

comparagio € realizada em termos de ndices de agrupamento.

Referéncias Dimensdc | Nimero| Outros Algoritmos | Algoritmo Proposte | Tempo
da de Eficiéncia | Eficdcia | Eficiéncia| Eficdcia | (seg.)
matriz | células % %o % %
01, King (1980) 5x6 2 83,33 70,58 83,33 70,59 0.1
02. King e Nakonrchai (1982) 5x7 2 85,33 72,83 85,62 73,68 0,1
03. Kumar et al (1986) 9x 15 3 8405 68,08 84,05 68,09 0,4
04. Chandrasekharan ef al (1986) 8 x 20 3 95,83 85,25 95,83 85,25 0,1
05. Ventura et al {1990} 11 x 22 3 85,33 72,83 87,33 72,83 0.6
06. Harhalakis er al (1990) 20 x 20 5 85,72 64,64 86,19 65,31 3,7
07. Harhalakis et al (1990) 20 x 20 4 79,6 37,13 74,54 48,92 53
08. Kumar ef al (1986) 23 x 20 2 59,73 37,27 33,57 25,41 3.2
09. Ventura et al (1990) 16 x 43 2 6397 28,92 61.36 26,83 2,8
10. Chandrasekharan er a/ (1986} | 20 x 35 4 84 75,14 87.81 75,14 1.6
1. Chandrasekharan et af (1989} | 24 x 40 7 100 100 100 100 1,9
12. Chandrasekharan et a/ (1989) | 24 x 40 7 95,2 83,11 95,2 83,11 2,5
13. Chandrasekharan et al (1989) | 24 x 40 7 91,14 73,5 91,66 L7517 1,7
14. Chandrasekharan ef al (1989) | 24 x 40 7 85,04 73,5 61,16 73,51 10,3
15. Chandrasekharan ef al (1989) | 24 x 40 7 7731 40,4 56,19 17,79 335
16. Kumar et al (1990) 46 x 100} 12 98,36 04,17 98.36 94,17 | 26,3

Tabela 4.1. Indices de agrupamento para exemplos da literafura.

O tempo de processamento do algoritmo proposto para cada exemplo € apresentado

na dltima coluna. As referéncias da literatura ndo apresentam os tempos relativos a estes

exemplos. Embora sem um parimetro de comparagio, o tempo obtido pelo algoritmo
proposto pode ser considerado bom.




Os exemplos da tabela 4.1 sfo matrizes bindrias, com excessdo dos exemplos
6 ¢ 7 (Harhalakis er al 1990) que utilizam uma matriz com nimeros inteiros positivos.
Para estes dois exemplos calcula-se a seguir o nivel de utilizacdo interna das médguinas
nas células, considerando os valores dos componentes da matriz, Estes valores representam

0 tempo de processamento.

Somatdria dos elementos ndo nulos nos blocos diagonais
Somatdria total dos elementos da matriz

Utilizacdo Interna =
» Célculo da Utilizacdo Interna do exemplo 6 :

UIautm.s'aIgorizmos = %%% x 100 = 77,11 %

158
UIalgaritmopmposio - “2"""0"'1_ x 100 = 78,6 %

« Cilculo da Utilizacdo Interna do exemplo 7 :

vl outros algoritmos ™ %’g"? x 100 = 81,59 %

1
ui algoritmo proposte = ?8? x 100 = 84,08 %

Analisando as células finais através destes indices, observa-se que 0 comportamento
do algoritmo proposto para os exemplos 6 e 7 foi melhor que o dos outros algoritmos.
A finalidade deste cdlculo € apresentar um indice simples que possa avaliar células
considerando fatores como tempo de processamento ou volume de cada tipo de peca.

A matriz inicial e final do exemplo 6 estd ilustrada respectivamente, na figura 4.2 ¢
43.
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Os exemplos de 11 a 15 compSem um conjunto de problemas com um grau
crescente de dificuldade, o que pode ser comprovado pela queda progressiva dos indices.
O tempo de processamento para este bloco de exemplos foi crescente, ressaltando o fato
do exemplo 15 ( 24 x 40 ) ter obtido um tempo pior que o exemplo de maior dimensdo
da tabela ( 46 x 100). Desta observagdo, conclui-se que o tempo de processamento nio
tem uma relagdo direta com a dimensfio, e que estd relacionado com a estrutura da
matriz. Chandrasekharan et al (1989) realizaram um interessante estudo sobre matrizes
estruturalmente complexas, onde tentam identificar antecipadamente quando a matriz nio
serd facilmente diagonalizada.

Os indices de eficiéncia e eficdcia obtidos pelos outros algoritmos e pelo algoritmo
proposto estiio respectivamente, na quarta e quinta coluna. Para facilitar a visualizagdo
destes valores, foram construidos os gréficos 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 expostos a seguir.

Através destes gréficos pode ser observada a diferenca de comportamento entre
0 algoritmo descrito e os outros algoritmos. No exemplo 15 percebe-se uma grande
diferenca entre os findices obtidos com cada algoritmo. Este problema foi resolvido
detalhadamente e observou-se que a sua drvore corte equivalente possui a forma de uma
estrela como exemplificado na figura 4.4,

e Mi....M7 = méquinas

Figura 4.4, Exemplo de drvore corte em forma de estrela.
Devido a este formato todos os cortes possiveis formardo uma célula de somente

uma mdquina. Logo a qualidade das células serd muito ruim e conseqiientemente os
indices terdio valores baixos.
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Grafico 4.2, Variagiio da diferenca entre os algoritmos.
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Analisam-se a seguir os valores médios dos indices. Estes valores estfio ilustrados
através dos graficos 4.5 e 4.6.

Média dos indices de Eficiéncia

110

100 -

8- £a 87

indices

Crulres algodtmos Algoritmo proposto

Grifico 4.5. Valores médios dos indices de eficiéncia.

A diferenga percentual entre os valores médios do indice de eficiéncia é:

e D = _8_§1§2:m§§£ x 100 = 144 %

Dada a proximidade dos valores médios, aplica-se o teste estatistico t-pareado

(Hines & Montgomery, 1990) para obter um novo parimetro de comparagdo. Por este
teste obteve-se os seguintes resultados:

nivel fealculado tcritico

5% 0,822 2,131

Como tealculado < feritico, @ hipbtese de que a média das diferencas € igual a
zero néo € rejeitada a um nivel de significdncia de 5 %, ou seja, 0 desempenho médio,

em termos de eficiéncia, do método VCCC € equivalente ao dos outros algoritmos.
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Média dos Indices de Eficacia

110

100 -

Indices
3
T

Outiros algoritmos [ZZ73 Algoritmo proposte

Gréfico 4.6. Valores médios dos fdices de eficécia.

A diferenga percentual entre os valores médios do indice de eficdcia é:

68,77 — 66,11
68,77

« Do x 100 = 387 %

Aplicando o teste estatistico t-pareado obteve-se os seguintes resultados:

nivel | tealculado teritico

5% L1655 2,131

Neste caso, também observa-se que O tealeulado < lferitico para o nivel de
significancia especificado. Baseado nisto conclui-se que o método VCCC, em termos de
eficdcia, possui um desempenho médio equivalente ao dos outros algoritmos.
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Capitulo 5

COMENTARIOS FINAIS

O objetivo desta tese foi propor um método heuristico capaz de formar células
de mdquinas associadas a familias de pegas. Este método foi implementado e vérios
exemplos da literatura foram testados. Deste trabalho algumas observacdes devem ser
destacadas.

O primeiro ponto a ser ressaltado € o tipo de informagdo tratado pelo método.
A maioria das técnicas da literatura lidam com matrizes bindrias, enquanto que o algoritmo
proposto ndo impOem nenhuma restricdo quanto a lidar com ndmeros inteiros pOSitivos.
Estes nimeros podem representar tanto o tempo de processamento, como tratado neste
trabalho, quanto outros pardmetros tteis como volume de producio de cada peca.

Vale a pena citar que este mesmo algoritmo pode ser aplicado a Sistemas
Flexiveis de Manufatura (FMS). Um FMS consiste de um conjunto de mdquinas com
controle computadorizado capazes de realizar um nimero de diferentes operagdes, interli gadas
por um sistema automatizado de manuseio de material. As pecas sdo carregadas em
plataformas numa estagiio de carregamento, e entdo seguem numa seqiiéncia de operacdes
nas méquinas até¢ serem finalmente descarregadas. A versatilidade das méquinas e a
possibilidade de ter vérias alternativas de roteamento fazem do planejamento da producdo
para FMS uma tarefa mais dificil do que para as linhas de produgdo tradicionais. O
processamento de pegas requer diversas ferramentas, € uma ferramenta normalmente pode
ser usada em diversas méquinas. Porém uma ferramenta s6 pode ser designada para uma
méquina de cada vez. Neste sistema, a quantidade de ferramentas que pode ser acoplada
em cada médquina € um grande fator restritivo. Porém, se as ferramenttas forem trocadas

enquanto as mdquinas estdo operando esta restri¢do é sensivelmente reduzida.
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Para simplificar este problema realiza-se um agrupamento de pegas ¢ ferramentas,
onde cada pega pertencerd a uma familia e cada familia terd um conjunto de ferramentas
designado para seu processamento. Gerenciar uma familia de pegas e seu conjunto de
ferramentas € certamente uma tarefa mais facll do que lidar com todo o sistema. Dado
as caracteristicas do problema, o algoritmo proposto pode ser diretamente utilizado para
esie agrupamento.

Pesquisas futuras no sentido de melhorar a eficiéncia deste método e do estudo
de técnicas para implantagio de Tecnologia de Grupo podem ser realizadas. Sdo elas:

* modificagBes na localizagdo do corte de separagio das células. Poder-se-ia desenvolver
novos estudos sobre Jocais de corte como ilustrado no contra exemplo do capitulo
3.

* desenvolvimento de uma nova heurfstica baseada neste método que tenha habilidade

de lidar com o niimero médximo de elementos numa célula.

* estudos sobre outros possiveis indices de agrupamento que considerem outros parémetros
como o volume de cada tipo de pega, o tempo de processamento e o foteiro de
fabricacfo. Existem algumas sugestdes de indices como Eficiéncia Global, Eficiéncia
de Grupo e Eficiéncia da Tecnologia de Grupo (Harhalakis er al 1990).
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Apéndice 1

Algoritmo MPM

Neste apéndice s@o apresentados os requisitos bésicos para resolugdo do problema
de fluxo méximo através do algoritmo MPM. Este problema se resume em encontrar o
fluxo méximo que pode ser transmitido de um né fonte (s) para um né destino (t) numa
rede capacitada. Na primeira secdo este problema é formalmente descrito. A filosofia
bésica do algoritmo € substituir a rede original por outras mais ficeis de lidar, e através
destas encontrar o fluxo mdximo. O procedimento para geracio destas redes substitutas,
conhecidas como redes em camadas, estd detalhado na segunda secdo. Na terceira,
descreve-se os passos do MPM, ilustrados por um exemplo. Na quarta se¢do, analisa-se
algumas caracteristicas do algoritmo. Este apéndice se baseia nas informagoes apresentadas
por Chen (1990); algumas modifica¢Ses foram realizadas para melhor entendimento.

1.0 Problema de Fluxo Miximo

Considere uma rede direcionada representada pela quadrupla G(VE.c,f). Um
conjunto de fluxos { f (i,j) } associados com E é factivel em G(V.E,c.f), e de valor

fst, do né origem s a0 nd destino t, se satisfaz as seguintes restricdes. Para cada
i€ V.
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Y@ = Y 56D = fu i=s

} J

Y rGh - Y fin =0 i#s,t
i J

Y@ - Y56 = ~fu =t
b j

ciN)2f0)H=20 (HEE

A seguir serd apresentado o algoritmo para construgdo das redes em camadas.
Este algoritmo serd utilizado em conjunto com o algoritmo MPM, para encontrar o valor
méximo de fs respeitando as restrigfes acima.

2.Rede em Camadas

A geragdo da rede em camadas € um processo capaz de detectar os caminhos
dteis de s (n6 fonte) até t (n6 destino) utilizando um fluxo f como guia, onde caminho
atil € aquele que € composto de arcos que possuam capacidade de transmitir fluxo.
Estes arcos s@o denominados arcos fteis. Se (ij) € um arco util tem-se que (ij) é um
arco ndo saturado, f(1,)) < c(i,}), ou (j,i) € um arco com fluxo ndo nulo, f(j,i) > 0.

Apresenta-se a seguir um algoritmo para formagio de uma rede em camadas
N(V'.E’¢’f’) a partir de uma tede G(V,E,c.f) de n nés.

s  Algoritmo para Formacio de Redes em Camadas

Seia Ui €V e Vi CUjparai=0,1.2,...k< n-l.

Passo 1: Up = {s]. Faga i = 0.
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Passo 2: Ui = { e cy)~f(xy)+f(yx)>0 (arco util)

Yyl @yYou(yx)EE, xe Uy, y¢ Ugu Uy ... U }

Passo 3: Se 1 € U1, faga k = i+] e pare. V4 para o passo 5.
Passo 4: Faca i = i+1. Retorne ao passo 2.

Passo 5: Vi = {I} . Faga ] = k.

Passo 6: Vi1 {xl Gyou(yx)€ E, y€ Vj,x€ Uji }

e c(xy)—flay) +f(rx)>0

Passo 7: Se j = 1, pare.

Passo 8: Faca j = j-1. Retorne ao passo 6.

A tede em camadas N(V'.E’.c’.f") € a rede definida pelos conjuntos:

V b

I

VouViu..uVyi:

£’ = Wl xe Vi, ye€ Vi, paraj=01,..h-1,xyou(yx) € E |
e cxy)-fly)+fx)>0 ’

c’xy) = clay)-fxy)+f0x), GEE
ef’ € zero.

Observe que na rede em camadas a capacidade de seus arcos, ¢’ (x,y), representa
a capacidade residual dos arcos em ambas as dire¢Bes entre x e y. Outro aspecto
interessante desta rede € que, em contraste com uma rtede geral, cada caminho do né

origem s a um nd fixo y na camada k contém exatamente k arcos.
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m  Exemplo de Construcio de uma Rede em Camadas

Seja a rede original G(V.E.c,f) da figura 1, onde observa-se a representacio da
capacidade e fluxo de cada arco. A partir do fluxo f = 0, a rede em camadas N1(V" . E’¢’.f ")
serd construida (figura 2).

)\' \
o e jo
\\r 1;0/ | %/4,{)
" (0}~

e
Figura 1. Rede orginal G ( V, E, ¢, f ).

Passo 1: Uo::{s},i=0

Passo 2: U1 = 7 Os nés a e b estio em U1 , pois (s,a) e (s.b) sfo arcos tteis.
c'{s,a) = c(s,a) - f(s,a) + flas) =2 -0+0>0
c¢’(s,b) = c(s,b) - f(s,b) + fbs) =3 -0+ 0 >0

Uy = {a,b }
Passo 3: t € U1 7 Ndo
Passo 4: 1 = 1

Passo 2: Uz = ?
¢’(ac) = cla.c) - flae) + flca) = 1 >0
c’(bc) = c(be) - f(be) + flc,by = 1 >0
¢'(b,d) = c(bd) - f(bd) + fdb) =4 >0

Uy = {c,d }
Passo 3. t € Uz ? Ndo
Passo 4: 1 = 2

Passo 2: U3 = 7

c’(ct) = clet) - fle) + fte) =2 > 0O
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c{ce) - flce) + flec) =1 >0
¢’(d,t) = c(d,t) - f(dt) + f(t.d) = 4 > 0
Uy = { te }

¢’'(c.e)

Passo 3: t € U3z 7 Sim. k=3
Passo 5: V3 = {1}, j=3

Passo 6: Vo2 = 7

Passo 7:

Kk «

Passo 8&:

L+

Passo 6: Vi = 7

Passo 7: j

V2 ={cd }
=1 7 Nio
= 1
Vi = {a,b }
= 1 ? Sim, pare,
nivel 0 nivel 1 nivel 2 nivel 3
;'/—-\\ 10 l //—xi\
(&) CIEN
2.0 - Tl 20
/” /’/ \
S 1,0 K t
{ s> //
et s
-~ 74,0
o - -
o e
\f/ b \\ ’/ d\/
Nl 40 N

Figura 2. Rede em Camadas NI { V. E ¢’ .f ) com fluxo zero.



3.Fases do Algoritmo

Nesta seglo serd apresentado como utilizar o algoritmo MPM para encontrar o
fluxo méximo numa dada rede G(V.E.c,f). Inicia-se o procedimento com a construgdo
da rede em camadas N1 utilizando o fluxo zero como guia. Dado que a rede em camadas
foi construida, busca-se encontrar o fluxo bloqueador desta rede. O fluxo £’ é considerado
bloqueador numa rede em camadas, se todo caminho entre s (fonte) e t (destino) contiver
pelo menos um arco saturado ( f’(ij)=c’(i,j) ). Encontrado o fluxo blogqueador f7,
aumenta-se o fluxo da rede original G do valor de f*. Com o novo fluxo f* em G
como guia, constroe-se uma nova rede em camadas N2, encontra-se o fluxo bloqueador
¢ aumenta-se o fluxo em G. O conjunto de etapas, constituido de construcio da rede
em camadas, busca do fluxo bloqueador e aumento do fluxo em G, é conhecido como
uma fase do algoritmo para enconfrar o fluxo médximo. O procedimento continua executando
as fases até que ndo mais se possa obter uma rede em camadas. Neste estigio o fluxo
em G € mdximo. Este procedimento, foi elaborado por Mathortra, Pramodh-Kumar e
Maheshwari (1978).

Descreveu-se na se¢io anterior como construir uma rede em camadas N(V.E ¢’ )
de uma dada rede G(V,E.c.f) usando um fluxo f como guia. Agora apresenta-se como
encontrar o fluxo blogueador em N, através do algoritmo MPM.

O célculo do fluxo bloqueador se baseia nos potenciais de fluxo dos nés da
rede N. A seguir serd explicado como obté-los.

Para cada né y da rede em camadas N(V’,E’.c’.f"), o potencial de entrada de
fluxo Pe de y € a soma das capacidades de todos os arcos {x,y) que chegam em y:

Pe(y) = Z c’(xy)
() EE’

O potencial de saida de fluxc Ps de y € a soma das capacidades de todos os
arcos (y.x) que saem de y:

Ps = ?
67 - g,()',x}
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O potencial de fluxo de y é o minimo entre o potencial de entrada ¢ o de
saida:

P(y) = min [Pe (), Ps ()]

Em outras palavras, o potencial de fluxo de um né € o minimo entre a capacidade
total dos arcos que entram € a capacidade total dos arcos que saem do né. A quantidade
méxima de fluxo que pode passar por todos os nés nio pode exceder o menor potencial
de fluxo dentre os nés com potencial de fluxo ndo nulo.

u  Algoritmo MPM para Encontrar o Fluxo Blogqueador em N

Passo 1: Encontre um nd x # s,¢ de menor potencial de fluxo em N(V',E’.¢’ ).

Pmin = min P(j)
J

Passo 2: Envie Ppin unidades de fluxo para os arcos de safda

(xy),(x,y) € E’, de N saturando tantos quanto forem possiveis.

Passo 3: Siga o fluxo f *(x,y) # 0, (x,y) € E’ para cada y no nivel imediatamente
superior, € repita o passo 2, enviando f *(x,y) unidades de fluxo através dos arcos de
saida de y. Repita este procedimento para o préximo maior nivel até que o destino t
seja encontrado.

Passo 4: Aloque Pmin unidades de fluxo para os arcos de chegada

(rx),(yx)€ E’ , de N saturando tantos quanto forem possiveis.

Passo 5: Siga o fluxo f *(y.x) # 0,(yx) € E’, para cada y no nivel imediatamente
inferior, e repita o passo 4 designando f (v,x) unidades de fluxo através dos arcos de
chegada de y. Repita este procedimento para o préximo menor nivel até que a fonte s

tenha sido encontrada.

Passo 6: Aumente o fluxo f(xy),(xy) € E, de G tocando cada f(x.y) por
fy)+ f(xy). Atuvalize as capacidades dos arcos da rede N de c’(x,y) para
c’(y) = f(xy).
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Passo 7: Remova todos os arcos de capacidade residual zero e todos os nds
distintos de s e t, de potencial de fluxo zero, junto com todos os arcos ligados a estes,
da rede resultante do passo 6. Se a fonte s e 0 destino t ainda estio conectados, retorne
a0 passo 1 e repita todos os passos, sendo pare.

O algoritmo completo estd ilustrado no exemplo a seguir.

®  Exemple da Aplicagio do MPM

O objetivo deste exemplo é obter o fluxo méximo entre os nés s e t da rede
G(V,E.c.f) da figura 1. Assuma inicialmente que o fluxo em G é zero (f = 0).

Primeira Fase

A rede em camadas N1 de G, com relacdo a f = 0, é mostrada na figura 2.
Sua construgdio estd detalhada no exemplo da segunda secfo.

Passo 1: Potencial de fluxo dos nés de N1(figura 3):
P(a) = min[Pe(a), Ps(a)] = min[2,1] = 1
P(b) = min[{35] =3
P(c) = min{22] = 2
P(d) = min[44] = 4
Pmin = min{P(a), P(b), P(c) , P(d) = Pa) =1

Passo 2: Envie 1 unidade de fluxo através de (a,c) ou f'(ac) = 1

Passo 3: Siga f’(ac) para o arco (c.,t) obtendo f(c,t) = 1
Passo 4: Designe 1 unidade de fluxo para o arco de entrada (s,a), f'(s,a) = 1.

Passo 5. N&o € necessdrio. A figura 3 mostra os novos fluxos obtidos nos passos 2,

3e 4
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Figura 3. Rede em camadas N1 ( V'.E’.c’.f* } com os novos fluxos. Os potenciais de fluxo estdo
indicados pelos nimeros adjacentes aos nés.

Passo 6: Troque o fluxo f de G para;
fis,a) = 1, flac) =1, flct) =1

Todos os outros fluxos devem ser mantidos em zero. Atualize as capacidades
dos arcos (s,a), (a.c), ¢ (c.t):

¢’(s,a) = ¢'(s,a) - £'(s,8) = |
c¢’(ac) = 0
c’'let) =1
Passo 7: Remova o n6 a e os arcos (s,a) e {a,c) ligados ao né a. A tede resultante
N1’ € ilustrada na figura 4.
Passo 1: Pmin = P(c) = 1
Passo 2: Mande 1 unidade de fluxo através de {c.t), f'{c,t) = 1
Passo 3: N#o € necessdrio
Passo 4: Designe 1 unidade de fluxo para o arco (b,c), f'(bc) = 1

Passo 5: Designe 1 unidade de fluxo para o arco (s,b), f’(s,b) = 1. A figura 4 mostra
os novos fluxos obtidos nos passos 2, 3, 4 e 5.
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Figura 4. Rede em camadas NI’ ( V' E’.¢’f’ ) com novos fluxos.

Passo 6: Aumente o fluxo f de G:
f(s,b) = f(s,b) + f’(5,b) = 1
flbc) = 1
flc,t) = 2
Atualize as capacidades dos arcos:
c’(sh) = c’(sb) - f’(sb) =3 -1 =2
¢’(be) = 0
cct) = 0

Passo 7: Remova o nd ¢ e os arcos (bc) e (c.t) ligados ao né ¢. A rede resultante
N1” € mostrada na figura 5.

Passo 1: Pmin = P(b) = 2

Passo 2: Envie 2 unidades de fluxo através de (b,d), f’(bd) = 2
Passo 3. Envie 2 unidades de fluxo através de (d,t), £(d,0) = 2
Passo 4. Envie 2 unidades de fluxo através de (s,b), f'{s,b) = 2

Passo 5: Nio € necessdrio. A figura 5 mostra os novos fluxos obtidos nos passos 2,
3¢4

Passo 6: Aumente o fluxo f de G:
f(s.b) = f(sb) + f'(s,b) = 3
f(b.d) = 2
f(dt) = 2
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Figura 5: Rede em camadas N1” ( V,E'.¢’.f } com novos fluxos.

Atualize as capacidades dos arcos:c’(s,b) = ¢’(s,b) - f'(s,b) = 0

¢’(bd) = 2

c’(dt) = 2
Passo 7. Remova o né b e os arcos (s,b) e (b,d). Nio é possivel construir uma nova
rede em camadas. Observe que todo caminho direto de s a t ,da rede em camadas

Ni(figura 6), contém pelo menos um arco saturado. Logo o fluxo de bloqueio em N1
foi encontrado. Pare.

} 7 - \\2\?
- e
/"“/ H
R 1
) S
\_\ B ,-“"./4
™ P 42
337~ e e
\\f/%\\/ ,’ﬂ\‘f.'//
\iz ) -~ )
- 4.2 R

Figura 6. Rede em camadas NI com o fluxo de bloqueio obtido
com superposigho dos fluxos de NI' e NI”.

Isto completa a primeira fase das operagdes para encontrar o fluxo maximo em
G utilizando redes em camadas. Para iniciar a fase 2, a rede em camadas N2 é construida.
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Esta nova rede em camadas tem como guia o fluxo da rede G(V,E.c.f*) da figura 7,
obtido na fase 1.

) f\\ 1.1 «—Cm\_&‘\ 1.0 // ; J
o a ) Sy
// //y/‘\ 2.0 1.1 ,j_?_,,»j ~. - S
21 ‘,:/_/ 1.0 \\\ ) - e 5
e
3.0 1.0
~
42

33 y
o
b pr 9

Figura 7. Rede G com os novos fluxos obtidos da fase 1.

Segunda Fase

A rede em camadas N2 estd ilustrada na figura 8. O algoritmo para sua construgdo
estd detalhado na segunda segio.

Passo 1: Potencial de fluxo dos nés de N2:
P(a) = min[Pe (@), Ps(a)] = min{1,3] = 1
P(b) = min{3,2] = 2
P(d) = min[22] = 2
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Figura 8. Rede em camadas N2 com os novos fluxos.
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Prin = min {P(a), P(b), P(d) | = P(a) = 1

Passo 2: Envie 1 unidades de fluxo através de (ab), f’(ab) = 1

Passo 3: Envie 1 unidades de fluxo através de (b,d) e (d,t), f’(bd) = 1 e
f’dt) = 1

Passo 4: Envie 1 unidades de fluxo através de (s5,2), £'(5,2) = 1

Passo 5: Nao é necessdrio

Passo 6: Aumente o fluxo f de G:

f(a,b) = f(a,b) + f'(a,b) = 1

f(bd) = 3
f(dt) = 3
f(s,a) = 2

Atualize as capacidades dos arcos:

c¢’(ab) = ¢c’@@b) - f'lab) =3-1=2

c¢’(bd) =1
c’dt) =1
¢'(s,a) =0

Passo 7. Remova o né a e os arcos (s.a) € (a,b) ligados ao né a da rede N2. Com a
remogdo deste nd, completa-se a segunda fase e o fluxo blogueador em N2 é o ilustrado
na figura 8. Iniciar-se-ia entdo a terceira fase, porém, ndo é possivel contruir uma nova
rede em camadas, pois ndo existe nenhum caminho de s a t composto de arcos iteis.
Logo o fluxo atual de G é méximo e tem valor 5 (figura 9).
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Figura 9. Rede original G com fluxo méximo entre s e t.
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4. Caracteristicas do Algoritmo

Esta se¢do tem por finalidade expor algumas caracteristicas bdsicas do algoritmo.

»  Complexidade do Algoritmo

Inicialmente analisa-s¢ o nimero méximo de redes em camadas que serdo
construidas antes de se obter o fluxo méximo. Isto serd derivado a partir do teorema
sobre as alturas das redes em camadas, exposto a seguir. Altura de uma rede em camadas
significa o0 mimero de arcos em qualquer caminho de s a t em N, ou seja, o nivel
méximo atingido pela rede. Por exemplo, a tede da figura 2 possui altura 3.

Teorema: As aliuras das redes em camadas que ocorrem nas consecutivas fases
de resolucdo do problema de fluxo mdximo formam uma segiiéncia estritamente crescente
de inteiros positivos. (Chen 1990)

Considerando o teorema apresentado acima, e o fato de que cada nivel possui
pelo menos um nd, conclui-se que o niimero méximo de redes em camadas e conseqiientemente

de fases possiveis na resolugdo do problema de fluxo méximo € n-1.

Agora serd estimado o nimero de operagbes necessdrias para o estabelecimento
do fluxo de bloqueio através do algoritmo MPM.

Primeiro, para encontrar um né, diferente de s e t (P(s)= P(0)= 0), com potencial
de fluxo minimo (passo 1) numa rede em camadas com n nés. na primeira  veg,
necessita-se de n-3 comparagdes, na segunda, no méximo n-4 comparacdes. Logo haverd
no mdximo (n-3) + (n-4) + (0-5) + ..+ 1 = (0-2).(n-3)/2 comparacdes. Nos passos 2 a
6, desde que cada arco s6 pode ser saturado uma vez, o tempo para saturar todos 0s
arcos de G € no miximo O(m), onde m é o nimero de arcos da rede. Para cada né
de potencial minimo, visita-se no mdximo n-1 outros nés € existern no maximo n nds
de potencial minimo. Logo o trabalho total requerido para atualizar a capacidade dos
arcos € no méximo O(nz). Como resuitado, o trabalho necessdrio para o algoritmo MPM

encontrar o fluxo de blogueio numa rede em camadas é:
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O(nz) + O{m) + O(nz) = O(nz), onde m < n°

Dado que existem no mdximo n-1 redes em camadas derivadas da rede original
G, para encontrar o fluxo bloqueador, o algoritmo MPM seré aplicado no méximo n-1
vezes, at€ que o fluxo midximo seja encontrado. Entdo, este algoritmo para encontrar o
fluxo médximo numa rede tem complexidade O(ng) e depende somente do ndmero de
nds da rede.

m  Aplicagdo do Teorema do Fluxo Mdximo - Corte Minimo

Nas seqOes anteriores mostrou-se como resolver o problema de fluxo méximo.

Agora serd apresentado como, com este fluxo, obtém-se o local de corte minimo.
Inicialmente € necessdrio apresentar o seguinte teorema € seu coroldrio (Chen 1990).

Teorema do Fluxo Mdximo - Minimo Corte: O valor do fluxo mdximo em
uma rede G € igual a capacidade do corte minimo de G.

Coroldrio: Um corte s-t (W,W) é minimo se ¢ somente se para o fluxo méximo

(i} todo arco e € (W,W) estiver saturado, e
(ii) todo arco e € @,W) satisfizer fle) = 0

No algoritmo descrito neste apéndice, o fluxo méximo f* de uma rede direcionada
G € encontrado quando ndo é possivel construir uma nova rede em camadas utilizando
f* como guia. Esta tentativa de se obter esta rede falha devido a existéncia de um
conjunto blogueio de nds A. Estes nés estio em todo caminho que sai do nd s, e
possuem as seguintes caracteristicas,

c(xy) - fix,)y) = 0 para todo (xy) € Ee x € A,
fix,y) = 0 paratodo (yx) € E e x € A,

ou seja, ndo sdo arcos uteis.

87



O conjunto bloqueio A, devido a suas caracteristicas bésicas, separa 0 né s do
n6 t. Obviamente t ¢ A, sendo esta seria uma rede em camadas dtil, Entdo, determina-se
dois conjuntos de nés, W ¢ ﬁ, onde W € composto dos nés de s até o conjunto
bloqueio A, e W =V-Wcomt€e W. Observa-se através das caracteristicas dos arcos
que compdem o corte (W,W), que este satisfaz as restrigdes impostas pelo coroldrio para
ser o corte minimo da rede G. Logo na iltima tentativa de construgio da rede em
camadas também se localiza o corte minimo.

Exemplificando esta aplicagdo do teorema, apresenta-se na figura 10 o corte
minimo obtido na construgdo da dltima rede em camadas do exemplo da terceira secdo,
onde o conjunto bloqueio A = { s }.

corte minimo

e

a\\ s
- /4 20 1,1
1.0 \

3,1

2.2

33

(b1

S/ 43

Figura 10. Rede original G com corte minimo entre s e t,
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Apéndice II

Estruturas de Dados

da Implementacéo

Uma estrutura € uma colegio de uma ou mais varidveis, possivelmente de tipos
diferentes, colocadas juntas sob um @nico nome para manipulagdo conveniente. As
estruturas ajudam a organizar dados complicados, particularmente em grandes programas,
pois permitem que um grupo de varidveis relacionadas sejam tratadas como uma unidade
ao invés de entidades separadas.

A escolha da estrutura é uma das mais importantes decisdes na implementacao
de um algoritmo. Para os mesmos dados, podem ser definidos diferentes estruturas, que
Tequerem menos Ou mais espaco € levam a algoritmos menos ou mais eficientes.

Para a implementa¢do do algoritmo proposto, a estrutura que melthor se adequou
foi a estrutura de lista ligada. Maiores detathes sobre esta estrutura serdo dados a seguir,

m Lista Ligada

Uma das vantagens primérias da lista ligada ¢ que estas nio necessitam de uma
definicGo prévia de tamanho méximo. A segunda vantagem € que estas acrescentam
flexibilidade nos algoritmos. Esta flexibilidade é garantida pelo répido acesso aos itens
da lista em determinadas situagdes. Isto ficard mais aparente ao se exemplificar algumas
propriedades e operagbes basicas da lista ligada.
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Uma lista ligada € um conjunto de itens organizados seqiiencialmente, tal que

cada elemento (nd) contenha uma ligagio para o préximo elemento (n6), conforme figura
1.

p—

f“\\ / \ P T /—\ /\\
/ - i 4 '
1 \2) 3 4 5

Figura 1. Exemplo de lista ligada.

Nesta representagdo (figura 1) observa-se que cada elemento possui uma ligacdo
para o proximo né, logo o fltimo né deve especificar algum préximo né. E definido
entdo, um né nulo denominado z. O dltimo nd é ligado a0 né z e este & ligado a ele
mesmo. Deve existir também um né que indique o inicio da lista. Este né é o cabecalho
da lista (figura 2). O objetivo destes nés € facilitar a manipulagiio dos nés na lista.

cabecatho

DD

Figura 2. Lista ligada com nés auxiliares.

Suponha, por exemplo, que se queira deslocar o né 5 para o infcio da lista.

Conforme figuras 3.a e 3.b, somente trés ligaghes devem ser trocadas, independente do
tamanho da lista.

/// \\ ‘‘‘‘‘ —
cabegalho e y /><. zZ
T ! N\ P i o B
- {1 %**{/2\ 33 {4 ) 5 -
\_‘,\ R o M

Figura 3.b. Novo amanjo da lista depois da troca.
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Outras duas operagbes sdo realizadas com simplicidade nesta estrutura: insergio
e retirada de elementos. Para a operagio de inser¢do do né 10 na lista da figura 2,
somente duas ligagGes sdo trocadas (figura 4). Observa-se que depois da operagic de
retirada deste no, este ainda existe, porém nd3o pode mais ser acessado seguindo as
ligagBes que se iniciam no cabegalho da lista,

RO {i\f%@—-f
@ .

cabecatho

cabegatho

OO —@—C—G—D

cabecalho

OO0\ ® 00—

Figura 4. Operag@o de insergdo e refirada de um elemento.

Por outro lado, existem operacbes em que as listas ligadas ndo sio tHo bem
sucedidas. A mais Gbvia delas, € a de encontrar o k-ésimo elemento de uma lista.
Somente realizando um caminho através de k ligacdes da lista obtém-se este elemento.

Outra operagdo que ndo € realizada facilmente é a de encontrar o elemento
antes de um outro dado elemento. Por exemplo, se o né antes do né 5 tiver que ser

eliminado, serd preciso transitar pela lista até encontrar o né 5, e entdo eliminar o nd
4.
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Estrutura de Lista Ligada para Grafos

Descreve-se nesta se¢do como utiliza-se a estrutura de lista ligada para grafos

Na figura 5 ilustra-se um grafo que serd representado através desta estrutura. Associado
a cada aresta tem-se a sua capacidade e seu fluxo.

1,0

4,0

Figura 3. Grafo original,

a b ¢ d e
b a a b b
2,0 2,0 3,0 1,0 | 2,0
] g I
__!____%
c c b c ; ¢
3, 0 3,0 3,0 LO | 4,0
i
i | |
z - .- ° e :
1, 0 1, 0 1, 0 1, 0
e e f f
z,lo 4,0 2,0 40 |
| | 1
Y §

Figura 6. Representagfo do grafo por lista ligada.

Note na figura 6 que cada aresta é duplamente Tepresentada, ou seja, uma aresta
que conecta x e y € tepresentada na lista de x e y. E importante que a aresta tenha
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esta dupla representagdo, senfo uma simples pergunta como “Quais 0s nds que estdo
diretamente conectados ao nd x 77, ndo poderia ser facilmente respondida.

Observe que a cada né estd associado ndo s6 o seu nome, como também a
capacidade e o fluxo da aresta que interliga este né ao né que nomeia a lista. Estas
informag®es sdo bédsicas para a representagio do grafo.

= Buscas no Grafo

Na implementagéio do algoritmo proposto existem virias questdes que s6 podem
ser respondidas através de visitas aos vérios nés do grafo. Estas questdes podem ser
respondidas de forma eficiente utilizando técnicas conhecidas como busca em profundidade
e busca em largura.

m Busca em Profundidade

Na figura 7 pode-se acompanhar o processo de busca em profundidade num
grafo. Inicia-se o processo do nd 1.
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Figura 7. Seqiiéncia de visitas numa busca em profundidade.

A Ttealizagdo desta busca num grafo representado por listas ligadas tequer um
tempo proporcional a V+E, onde V sfo os nés do grafo e E os arcos. Este tipo de
busca foi utilizada em vérias rotinas da implementagdio. Dentre elas, a formacdo das
arvores condensadas e a contagem dos elementos de cada grupo. Caso a estrutura

. . . : 2
escolhida fosse a matricial, esta mesma busca acarretaria um tempo proporcional a V<,

s Busca em Largura

Na figura 8 acompanha-se uma busca em largura num grafo. Inicia-se o pProcesso
do né 1.

94



A,

)0
%/é

®

Figura 8. Sequéncia de visitas numa busca em largura.

Este tipo de busca foi utilizado no algoritmo MPM para encontrar o fluxo
méximo entre dois né de um grafo direcionado (apéndice I).

As infomagdes contidas neste apéndice t8m como referéncia Sedgewick (1990).
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