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SUMARIO

Neste trabalho propoe-se uma metodologia para a decomposi¢io da etapa de solugao
direta de um sistema de equagoes linear esparso Az = b, obtendo-se um conjunto de
tarefas independentes que podem ser processadas em paralelo usando méaquinas mul-
tiprocessadores. Atualmente computadores multiprocessadores tendem a apresentar
baixo custo e desempenho compardvel aos supercomputadores. Esta nova tecnologia
poderd ser incorporada proximamente aos centros de controle em tempo real de siste-
mas de energia elétrica.

A metodologia baseia-se na utilizagao da matriz de fatores inversos (W) partici-
onada. O esquema de particionamento proposto consiste em dividir a matriz W de
acordo com a profundidade dos nés na drvore dos caminhos de fatoragao da matriz
A. Neste esquema todas as informagoes necessarias para gerar as partigoes sao obtidas
diretamente da arvore de fatoracao, sendo portanto de ficil implementagao. Os elemen-
tos de todas as particbes, exceto da tltima, podem ser obtidos diretamente da matriz
L, sem necessidade de cdlculos adicionais. O esquema de particionamento garante que
novos elementos diferentes de zero {“fill-ins” adicionais) serao gerados apenas na tultima
particdo porque propositalmente esta Gltima partigdo quebra relacoes de precedéncia.

As substituicoes “forward” e “backward” sdo realizadas por linhas e por parti¢oes,
e a estratégia proposta de divisao de tarefas atribui a um processador todo o conjunto
de operagdes {multiplica¢do/adi¢éo) de uma linha em uma mesma partigao.

Na dltima particio pode-se agrupar as etapas “forward”, diagonal e “backward”,
tornando a solucao desta particao uma tinica etapa de multiplicagdo de uma matriz W,
{cheia} pelo vetor b. Isto é vantajoso em uma série de casos.

A metodologia proposta transfere a velocidade da solucdo para a capacidade de
realizar operacgdes de ponto flutuante de cada processador, ou seja, a medida que pro-
cessadores mais poderosos forem sendo desenvolvidos mais rapida serd a solugao em
paralelo do problema quase na mesma proporgao.

Uma solugao direta que use uma metodologia como a proposta neste trabalho, con-
segue urna reducao nos tempos de comunicacdo entre processadores, como demonstra
os resultados obtidos em uma implermentagdo num computador multiprocessador com
arquitetura de memdria hibrida (local e global).



SUMMARY

This thesis describes a methodology for decomposing the repeat solution process
of the equation Az = b into independent tasks to be done in parallel, based on the
matrix inverse factors (W-matrix) with partitions. It is a2 matter of fact that low-cost
multiprocessor computers are now available featuring supercomputer-like performances.

The partitioning scheme proposed in this thesis consists of breaking up the W-matrix
according the depths of the factorization path tree. In this scheme, all the information
needed to generate the partitions can be obtained straightforward from the network
factorization path tree. The partitioning algorithm is simple and ease to implement.
The elements of W; matrices, except the last partition, can be obtained directly from
L-matrix elements, not requiring extra work. The proposed scheme guarantees that
additional fills will be only created in the last partition.

The forward and backward solutions are performed by rows, and the strategy pro-
posed is to schedule on each processor the operations corresponding to a row of each
partitionn. It should be kept in mind that the multiprocessor environments are equip-
ped with powerful unit processors and then it seems a sound strategy to perform the
_mult-add elementary operations inside the hardware in order to exploit its computing
efficiency. This strategy seeks to match the parallel algorithm to the parallel archi-
tecture. The precedent relations - that give rise to delays - are replaced by mult-add
operations performed inside the processor node without external communication.

In the last partition, the forward, diagonal and backward solutions may be gathered,
and so all the operations can be expressed as the product of matrix W, by the updated
components of vector b.

The performance results show that the potential speedup of the solution time is
essentially bounded by the floating point operation capability of each processor, denoting
that the methodology is a suitable way to exploit the growing power of the computing
technology.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

A utilizagao de computadores multiprocessadores esta-se tornando cada vez mais atra-
tiva, devido ao seu baixo custo e caracteristicas de desempenho cada vez mais préximas
dos supercomputadores. Estao disponiveis, por exemplo, novas e poderosas médquinas
multiprocessadoras com performance de 480 até 7600 Mflops, com 8-128 processadores
interconectados em uma arquitetura de meméria distribuida [22], ou com performance
variando de 2 a 130 Gflops, com até 65000 processadores em uma arquitetura de memdria
partilhada [29]. Evidentemente, este desempenho de pico nao é ficil de ser atingido,
porque depende de como a decomposigao do problema é realizada e implementada para
explorar as principais caracteristicas da arquitetura.

Por outro lado, os centros de controle em tempo real de sistemas de energia elétrica
estac passando por significativas transformagoes, podendo-se mesmo dizer que estd em
gestagao uma nova geragao de centros de controle que deverdo, cada vez mais, incorpo-
rar técnicas de inteligéncia artificial, programacao matematica e processamento paralelo.
Em particular, esses novos centros de controle deverao ser muito mais eficientes que os
atuais guando o sistema estiver em estado de emergéncia ou restaurativo, e para isso é
necessario grande velocidade de processamento.

Praticamente todos os problemas de operagéo e controle de sistemas de energia
elétrica exigem repetidas solugoes das equagbes elétricas da rede (problema do fiuxo de
poténcia) que correspondem a um conjunto de equacdes algébricas nio-lineares. Exa-
tamente esse é o problema tratado neste trabalho, ou seja, como resolver este sistema
de equagoes em um computador multiprocessador.

Hoje em dia, existern métodos {Newton e Desacoplado Répido} que sio muito efi-
cientes na solugao do problema em computadores com uniprocessador, principalmente
pela sua rapidez de convergéncia. Cada Hteragao consiste em resolver em r um sistema
na forma Az = b, onde a matriz A é altamente esparsa, através de fatoracdo LDU e
aplicagdo de solugao direta LDUz = b. Esta abordagem ¢é a que serd seguida neste tra-
batho, no intuito de aproveitar a facilidade de convergéncia em detrimento dos métodos



iterativos como Jacobi, Gauss-Seidel ou SOR (“successive over relaxation™) — que per-
mitern explorar mais facilmente o paralelismo inerente ao problema mas apresentam
taxas de convergéncia bemn menores.

Este trabalho concentra-se em apresentar ¢ testar uma metodologia para resclver
em paralelo a etapa de solugao direta do problema. Embora a etapa de fatoragao de A
contenha paralelismo a ser explorado, seguiu-se aqui a idéia de tentar paralelizar a parte
do problema que é repetidamente resolvida visando atingir maiores ganhos globais. A
metodologia proposta aqui basela-se na parti¢io da matriz dos fatores inversos (W},
buscando uma forma de decomposicao e atribuigido de tarefas que quebrem relagoes de
precedéncia e reduzam a comunicag¢ao entre processadores. Esta metodologia é des-
vantajosa para resolver o problema em computadores sequenciais, porém apresenta-se
promissora para maquinas multiprocessadoras. Em linhas gerais, a metodologia conse-
gue decompor o problema em uma sucessao de grandes passos sequenciais — 0 menor
nimero possivel — de tal modo que dentro de cada passo existam inlmeras tarefas
independentes que possam ser realizadas em paralelo com um minimo de comunicagao.
A estratatégia geral de alocagao de tarefas visa concentrar todos os processadores dis-
poniveis para fazer cada passo o mais rapidamente possivel. Antes de iniciar cada passo
¢ necesséario sincronizar os processadores.

Esta tese estd dividida em 5 capitulos e 5 apéndices. No Capitulo 2 apresentam-se
os principais conceitos e defini¢Ges sobre processamento paralelo que serao utilizados
nos préximeos capitulos.

Neo Capitulo 3 descrevemn-se os conceitos basicos envolvidos no problema da solucao
direta, sao apresentas e discutidas algumas abordagens que tém sido propostas para
resolver as equagOes das redes elétricas utilizando processamento paralelo, e finalmente
propoe-se uma nova metodologia para resolver o problema.

No Capitulo 4 sdo apresentados os resultados de aplicagao da metodologia proposta,
analisando-se ¢ desempenho da decomposicio e da implementacao em uma maquina
paraiela.

Finalmente no Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes e as propostas de trabalhos
futuros derivados da nova metodologia.



Capitulo 2
PROCESSAMENTO PARALELO

2.1 Introducao

O objetivo primordial que se tem em mente ao utilizar processamento paralelo é obter
desemnpenho, isto é, resolver um problema no menor tempo possivel. Processamento
paralelo so se torna vantajoso se for possivel decompor o problema em um ntimero sufi-
ciente de processos que serao computados simultaneamente e de forma coordenada. A
obtencao de ganho real em desempenho através de processamento paralelo depende de
trés fatores: {a) a forma como a decomposigao/coordenacao é realizada, que deve levar
a um conjunto de tarefas independentes que possam ser executadas em paralelo; (b}
necessidade de comunicagao entre processadores, j4 que um processador para realizar
sua tarefa precisa trocar informagdes com outros processadores; e {c) necessidade de
sincronizagao das tarefas, pois em geral estas precisam ser coordenadas, ou seja, nao
podem ser feitas em uma ordem gqualquer. Desta forma neste capftulo sio revisados
alguns conceitos bésicos visando entender melhor os problemas que possam surgir no
processamento paralelo,

Fontes de ineficiéncia

Um sistema com multiprocessadores consegue desempenho méximo na solugac de
determinado problema quando: todos os seus N processadores estao envolvidos na
execucao de trabalho 4til; nenhum processador fica parado e nenhum processador faz
a mesma tarefa que outro. Assim, a solu¢do sequencial teria seu tempo de execugio
dividido por N. Este desempenho méximo € muito raro de se obter, porque surgem
problemas que tendem a atrasar a solugao [33]. Estes problemas sio as chamadas fontes
de ineficiéncia {“overheads”) .

O conceito de “overhead” pode ser associado aos trés fatores anteriormente mencio-
nados. IDeste modo, associado ao fator (a), surge um “overhead” inerente ao algoritmo,
que ¢ um atraso devido as operacdes de controle e atribuicao de tarefas; além disto,



nem sempre os melhores algoritmos para processamento sequencial sio os melhores
para processamento paralelo, pois, as vezes, é necessario criar algum trabalho adicional
para obter maior grau de paralelismo. Relacionado ao fator (b), tem-se um “overhead”
ligado ao tempo gasto em comunicagao de dados entre processadores e, associado ao
fator {c), surge um “overhead” devido ao tempo que processadores ficam parados es-
perando por cutros que executam tarefas mais lentas. Portanto, estes acréscimos ao
tempo de solugao final paralela, que na solucdo sequencial nio aparecem, é o que se
define como sendo “overhead” de um processamento paralelo.

Os problemas com os atrasos na solu¢io paralela tendem a crescer & medida que o

nimero de processadores aumenta o que pode levar a uma limitagao no tamanho das
maquinas paralelas se eficientes esquemas de comunicacio nao estiverem presentes.

Granularidade

A busca pela solugao paralela mais rdpida para um determinado problema pode levar
a divisao deste no maximo nimero possivel de tarefas independentes. Porém o méximo
grau de paralelismo, geralmente, leva também ao miximo de “overhead”, visto que o
tempo gasto em decomposicao e a necessidade de comunicagio/sincronizagio destas ta-
refas podem introduzir grande atraso na solugao. Por outro lado uma decomposigio do
problema gue procure reduzir muito a comunica¢io entre processadores pode sobrecar-
regar rmalis um processador que outro {deshalanceamento de carga). Assim a distribuigdo
de carga tem que levar em conta o acréscimo de tempo que serd introduzido pela co-
municagao/sincronizaco das tarefas. A relacio entre o tempo de computacgio fitil e o
tempo de comunicaglo/sincronizagao para realizar uma tarefa define a granularidade da
soluggo. A decomposicao contém um grdo grosso se a relacao é grande ou um grde fine
se a relagao é pequena.

{zanho

Também relacionado com os trés fatores acima tem-se o conceito de ganho {“spee-
dup”), que é utilizado para medir o desempenho de algoritmos em méquinas paralelas.
O ganho pode ser definido através da relagio (t./1,) entre o tempo de execugao do al-
goritmo sequencial (1,) e o tempo da execugdo do algeritmo paralelo {t,). Deste modo,
tem-se uma idéia de quantas vezes a solugio paralela é mais réapida que a solugdo se-
quencial.



2.2 Computadores de Alto Desempenho

Os tipos de computadores de alto desempenho podem ser classificados em [21]:

e Computadores “Pipeline”
¢ Computadores *Array”

s Computadores Multiprocessadores

Computadores “Pipeline”

O processo de execugao de uma instrugao em um computador digital envolve basi-
camente quatro estagios:

1. Busca da instrug@o na memédria principal (E1);
2. Decodificagdo da instrucao e identificagdo da operagao {E2);
3. Busca do operador (E3);

4. Execucdo da instrugdo decodificada (E4).

Em computadores nao-“pipeline” para iniciar-se o primeiro estdgio de uma instrugéo
(I} é necessdrio que o quarto estdgio da instrugdo anterior (I,.;) tenha terminado. J4
em computadores “pipeline” as instrugdes podem ser sobrepostas de maneira a serem
executadas em estdgios sucessivos. Pode-se assim iniciar a execugdo do estagio E1 para
uma instrugdo {/,}, quando outra instrucdo (/,_;) jé esteja no estdgio E2. Na Figura
2.1{a) sao mostrados os quatros estagios arranjades em uma forma linear; na Figura
2.1(b) mostira-se um diagrama tempo versus estagios para um computador “pipeline”
e na Figura 2.1{c} mostra-se como seria o mesmo diagrama para um computador nio-
“pipeline”.

i 2 3 4  (Estégios)

s E] » E2 » E3 E4 b

Figura 2.1(a) - Estrutura do processador “pipeline”
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Figura 2.1(b) - Tempo versus estigios para um computador “pipeline”
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Figura 2.1{c} - Tempo versus estigios para um computador nao- “pipeline”

Computadores “Array”

Uma estrutura basica dos processadores “array” é mostrada na Figura 2.2, onde p

tempo

idénticos elementos processadores (EP), compostos de processadores e memdrias, sao
capazes de executar a mesma operacao em diferentes dados {dados locals). A unidade de
controle comanda os processadores, que funcionam em modo sincrono (“lockstep™), ou
seja, cada processador ou executa uma instrucao difundida (“broadcast”) pela unidade
de controle ou ignora-a € se mantém ocioso.



 entrada/saida

k.
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CONTROLE
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y F

Rede de interconexao de E P,

Figura 2.2 - Estrutura de um computador “array”

Computadores Multiprocessadores

Sao computadores com dois ou mals processadores independentes, cada qual capaz
de executar seus préprios programas, com acesso a modulos de memdrias, canais de
comunicagdo, entrada/saida de dados e demais periféricos. As mdquinas enquadradas
nesta estrutura serao abordadas com malor detalhe nos itens seguintes deste capitulo,
j& que é o tipo de maquina que se pretende utilizar.

2.3 Arquitetura de Maquinas Paralelas

A arguitetura das méquinas paralelas tem influéncia direta no desempenho de algoritmos
paralelos, j4 que este desempenho estd ligado & troca de informagbes entre processado-
res. As arquiteturas usadas em méquinas paralelas possuem cada qual suas vantagens
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e desvantagens, e dependendo disso obtém-se melhor ou pior desempenho na solugao de
um determinado problema.

Tentando esclarecer melhor este assunto, a referéncia |21] apresenta trés esquemas
para caracterizar as arguiteturas de computadores: (a) um esquema baseado na mul-
tiplicidade de dados e instrugdes; (b) outro baseado no processamento paralelo versus
processamento serial; e {c¢) finalmente um esquema determinado pelo grau de parale-
lismo e “pipelining” em vérios niveis do subsistema.

Estes esquemas podem ser usados para classificar as arquiteturas paralelas e com isto
compreendé-las melhor. O caminho seguido aqui é o sugerido por [14], que consiste em
levar em conta o esquema (a) acima mencionado e excluir arquiteturas que incorporem
somente baixo nivel de paralelismo (por exemplo, “pipelining”).

0 esquema {a) é conhecido como esquema de Flynn [16] e baseia-se nas possibilidades
de combinagao entre uma ou mais sequéncias de instrugdes atuando sobre uma ou mais
sequéncias de dados, originando as seguintes classes:

e Unica instrugao, Gnico dado/SISD (single instruction, single data). Corresponde
aos computadores sequencials convencionais nos quais as instrugoes sac executa-
das sequencialmente sobre um conjunto de dados, como mostra a Figura 2.3(a}.

processador unidade de membria
5D - seq. de dados 51 - seq. de instrugoes

St Jple—sD__ I3y

Figura 2.3(a) - Esquema SISD

e Unica instrucio, multiplos dados/SIMD (single instruction, multiple data). Cor-
responde aos computadores “array”, nos quais as instrugdes sao executadas si-
multaneamente por varias unidades processadoras sobre os dados previamente
carregados ein suas memorias, como mostrado na Figura 2.3(b). As méquinas que
exploram paralelismo macigo {connection machines) também se enguadram nesta
categoria.



B P} N SD} M1
Sy
= P = | M
S -_ p 2
P, L SD, M,
SI |

Figura 2.3(b) - Esquema SIMD

e Multiplas instrugdes, Ginico dado/MISD (multiple instruction, single data). Nao
existem computadores nesta categoria. Sua estrutura é mostrada na Figura 2.3{c).

SD
ST :
1 P,
SL 7
i M| M| eee M,
: &
oy
SL__
f SD

Figura 2.3{c} - Esquema MISD

e Miltiplas instrugoes, maltiplos dados/ MIMD (multiple instruction, multiple data).
Corresponde aos computadores multiprocessadores, onde cada unidade proces-
sadora recebe uma sequéncia de instrucoes diferente para executar sobre uma
sequéncia de dados também diferente, como mostra-se na Figura 2.3(d).



sh__ T ple—SD ) o
ST sSD

t P, fsl My
Sl 5l SDa |

Figura 2.3(d) - Esquema MIMD

Dentro da classificagao das arquiteturas paralelas propostas em |14}, as arquiteturas
que interessam diretamente a solucao do problema deste trabalho sio as classificadas
como MIMD, e que por sua vez podem ser subdivididas em:

1. Memédria distribuida;
2. Membdria partilhada;

3. Meméria hibrida.

2.4 A Arquitetura MIMD

Computadores MIMD realizam processamento paralelo através de processadores que
operam de maneira autébnoma mas interagem de acordo com diferentes formas de co-
municagac e acesso & memébria.

Arguiteturas de memdria distribuida

As arquiteturas de meméria distribuida possuem nés de processamento constituidos
de processador autdnomo e sua memédria local, sendo a conexdo entre os nés feita via
canais de comunicagdo, gue s&o utilizados pelos nés para partitharem dados através de
trocas de mensagens. Na Figura 2.4 mostra-se um esquema totalmente interconectado,
onde cada processador possul uma conexao direta com todos os outros.
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CPU
membria
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Figura 2.4 - Esquema de memédria distribuida totalmente interconectado.

Neste tipo de arquitetura o ponto chave é a forma de interconexao dos processadores,
uma vez gue torna-se invidvel a interconexao total quando hd um grande nimero de
processadores. Varios esquemas menos densos de conexao tém sido propostos para ate-
nuar as dificuldades de comunicagao, pols necessariamente um processador para acessar
dados de outro precisa trocar informacao através da rede. A figura 2.5 mostra os prin-
cipais esguemas.

O desempenho de um algoritmo paralelo em uma maquina com meméria distribuida
depende de como a localizagao dos dados é casada com a sua utilizagéo pelos processa-
dores. Portanto, um algoritmo {incluindo a forma de decomposicdo/coordenagio) feito
para uma maquina pode ter um desempenho muito inferior em outra com configuragao
diferente.

11



&9 CPU + membria

Figura 2.5 - Arquiteturas com memériza distribuida.
{a} - Anel, {b} - Malha e (c} - Cubo

K
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Arquiteturas de meméria partilhada

Arguiteturas de meméria partilhada efetuam a comunicagao entre os processado-
res através do acesso que cada processador tem &s memdrias globais. Computadores
de memdria partilhada nac apresentam os problemas das trocas de mensagens dos sis-
temas distribuidos, mas outros problemas surgem, tais como: congestionamento no
acesso & memoria devido ao tipo de barramento utilizado e sincronizagéo do acesso aos
dados, com necessidade de mecanismos de sincronizacio para evitar que uma posigao da
mem6ria seja acessada por um processo antes que outro termine de atualizé-la. A figura
2.6 mostra alguns esquemas de interconexio enire processadores e memérias. Um sim-
ples barramento “time-sharing” nao pode acomodar muitos processadores (de4a20), e
somente um de cada vez acessa o barramento. Uma conexao “crossbar” usa n® “cross-
pointer” para conectar n processadores com n memorias, e também possui um pequena
capacidade de acomodagao de processadores. Outra forma de interligacdo usa chaves
multi-estdgios, que apresentam uma importante caracteristica que é a possibilidade de
expansao para acomodar mals processadores e/ou memorias.

CPU CPU CpPU

memoria memoéria

Figura 2.6{a) - Esquema meméria partilhada com barramento comum.

CPU %f_ §f_

CPU LC_ i_f:_

memoria memodria

“crosspointer”

Figura 2.6(b) - Esquema memdria partithada/conexao “crossbar”.
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CpU

@ chave multi-estagios

Figura 2.6(c) - Esquema meméria partilhada/conexao com

chave multi-estagios

Neste tipo de arquitetura um dos problemas esté relacionado com a contengéao (con-
tention), que pode ocorrer de trés formas [32]:

¢ Contengao na memdéria - ocorre quando diferentes processadores tentam acessar
um médulo da meméria ao mesmo tempo.

e Contengao na comunicagio - ocorre quando diferentes processadores tentam uti-
lizar a rede de comunicacéo para acessar médulos de memdria.

¢ Tempo de laténcia {latency time) - é o tempo que 0s processadores gastam para
acessar médulos de meméria através das estruturas de interconexao.

As técnicas de redugao da contengao sio discutidas em [32] como sendo: redes so-
fisticadas de interconexdo de processadores e memdrias como a apresentada em [28);
utilizacdo de memérias “cache”; organizacio dos médulos de memdrias em local e glo-
bal, gerando as arquiteturas hibridas; ou ainda, uma combinacio destas.

Arquiteturas Hibridas

Nas arquiteturas hibridas sio encontradas propriedades tanto dos sistemas de mem-
éria partithada quanto dos sistemas de troca de mensagem. Como mostra a figura 2.7,
os processadores 18m certa quantidade de meméria local e também compartilham outra
parte de meméria global. Se com esta arquitetura pode-se explorar as coisas boas de
ambos os sistemas, por outro lado os problemas ¢ desvantagens de ambos os sistemnas
também podem aparecer juntos. Isto depende de como os algoritmos paralelos sao cons-
truidos e implementados.
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memoria memoria memoria

memOTia memdoria

Figura 2.7 - Esquema de uma arquitetura hibrida com barramento comum

0O modo de organizacao dos dados é o ponto principal para obter desemnpenho de um
algoritmo a ser implementado em um sistema hibrido. Se o problema permitir, pode-se
tratar um sistema hibrido como se fosse um sistema de meméria partilhada. Neste caso,
o algoritmo pode ter um bom desempenho se o acesso aos dados fora da memoéria local
for eficiente, isto é, ndo causar congestionamento do barramento. Muitos destes dados,
desde que nio sejam de varidveis partilhadas, poderiam estar na meméria local do res-
pectivo processador, e assim evitar a comunicagao dos processadores com as memérias
partithadas.

2.5 Ferramentas de Software

A programacio de maquinas paralelas para a solugao de problemas aplicados s6 pode
ser feita convenientemente através de ferramentas de programacao capazes de explorar
o paralelismo. Esta tem sido uma das maiores dificuldades encontradas na utilizagao
pratica de computadores paralelos em computagao cientifica [27]. Uma forma de tratar
a questao consiste em declarar explicitamente o paralelismo, ou seja, o programador
controla onde, como e o gue sera processado em paralelo. Outra forma, mais sofisticada
e complexa, consiste em utilizar um compilador capaz de enxergar automaticamente o
paralelismo e distribuir o trabalho pelos processadores, mas com isto pode-se nao ex-
plorar todo paralelismo, obtendo-se pequenc ganho.

Trés mecanismos tém sido usados para declarar ezplicitamente o paralelismo:

e incorporagido de caracteristicas de paralelismo no projeto das linguagens - isto
maximiza o potencial para deteccdo automética de erros, porém existe uma di-
ficuldade muito grande em se projetar linguagens genericamente aplicdveis e de
facil utilizacgao;



s extensao de linguagens - as linguagens sequenciais podem ser estendidas para
incorporar paralelismo através da adigao de primitivas de compilagao (ou pré-
comnpilagao), que facilitam a paralelizagio. A principal desvantagem ¢ a dificul-
dade para construir o paralelismo de forma clara e 14gica e,

e bibliotecas de rotinas de paralelismo - oferecem a vantagem da independéncia da
linguagem. As desvantagens ficam por conta da limitagio da aplicagio ao tipo de
maquina para a qual foi construfda. Esta serd a forma utilizada neste trabalho.

Pensando em paralelismo ezplicito, é fundamental ao programar-se uma maquina
paralela ter em mente qual o tipo de modelo computacional que se pretende usar, ou
seja, qual serd a “imagem” da arquitetura da méquina vista pelo programador. Por
exemplo, uma méquina de meméria partilhada pode ser programada assumindo-se um
modelo computacional de troca de mensagem ou um modelo de meméria partilhada pro-
priamente dita. Em geral, o que determina o tipo de modelo computacional é a forma
de comunicagao entre os processos (aqui entendidos como trechos de cédigo) executados
emn cada processador. Outra preocupagao importante ao definir-se o modelo computa-
cional consiste em buscar o melhor casamento possivel entre algoritmos e arquitetura.

Modelos de Troca de Mensagens

Modelos de troca de mensagens necessitam basicamente de duas novas fungdes, send
e receive 23]. Send é usado para enviar mensagens contendo dados de um processador
para outros, sendo que existem dois tipos de send: um que envia a mensagem e ime-
diatamente depois continua o precessamento normal {chamado send nao-bloqueante) e
outro (chamado send blogueante), que interrompe o processamento até que a mensagem
seja recebida.

Recerve € usado para ler uma mensagem enviada por outro processador. Poderd
também ser blogueante ou nao-bloqueante, sendo que ambos sfo necessérios. Se um
processo necessita de uma parte especifica dos dados de outro processador, deve-se uti-
lizar o recerve blogueante. Entac o processo deve ficar interrompido até a chegada dos
dados. Este tipo de recetve pode levar a “deadlock”, situacao na qual dois processadores
esperam informagoes um do outro. Recerve nao-bloqueante tem dois tipos de utilizagio,
© uso mais comum ¢ para uma recepcao global, ern que o processador recebe mensagens
em diversas portas; outro tipo de uso é o processador ficar testando a porta de entrada,
se nac ha mensagem, uma tarefa é executada, se hé, outra tarefa é feita.

Modelo de Memoria Partilhada

As extensoes de linguagens necessirias em um modelo de meméria partilhada, sio
bem maiores do que num modelo troca de mensagens. Primeiro é necessario distinguir
quais dados sao privados de cada processador e quais deles sac globais {do conhecimento

16



de todos). Depois é preciso sincronizagio, porque parte dos dados séo partilhados e po-
dera haver acesso fora de sequéncia.

Existem dois estilos de programagao comumente usados para dividir o trabalho para
cada processador {23]. No estilo Fork-Join, um processo é dividide em subprocessos
(etapa Fork), os subprocessos sido executados em diferentes processadores e agueles que
terminarem as tarefas primeiro esperam até que todos terminem (etapa Join}. No estilo
SPMD (single program, multiple data), cada processador executa ¢ mesmo programa
porém cédigos diferentes dependendo do processador ou dos dados da meméria parti-
lhada. Ambos estilos precisam de c6édigos para acesso restrito a uma parte do programa,
pois somente depois que um processador executar estes cé6digos é que estd garantida a
devida atualizagao dos dados que sio solicitados por todos os processadores. Assim
define-se uma regido critica como sendo uma parte do processo que contém c6digos
comuns a todos os processadores, porém, para serem executados por um Gnico proces-
sador de cada vez. Uma regido ¢ritica é geralmente usada para opera¢des com varidveis
globais. Qutra defini¢ao complementar é a de regido serial, que é parte do processo que
contém os codigos executados por um tnico processador, sendo os resultados passados
para todos os processadores.

Em modelos de troca de mensagens, um receive bloqueante sincroniza; no estilo
Fork-Join, o Join tem esta finalidade. No estilo SPMD outras construcdes sao ne-
cessarias, por exemplo, pode-se usar uma Barreira que é um ponto do programa onde
todos os processadores esperam pela chegada do ltimo. Como uma Barreira é uma
linha especifica do programa onde um processador espera por todos, pode ocorrer de
um processador nunca passar pela barreira levando a uma situagio de “deadlock™.



Capitulo 3

Multiprocessamento de Equacoes de
Redes Elétricas

3.1 Introducao

Resolver um conjunto de equagoes algébricas lineares e esparsas é um dos problemas
que frequentemente aparece na anilise de sistemas de energia elétrica. Normalmente
busca-se explorar as caracteristicas de esparsidade destas equagdes, uma vez que apre-
sentam grau de esparsidade malor que 95%.

Nos ultimos anos véarios trabalhos foram propostos com a finalidade de resolver este
problema em computadores paralelos. Neste tipo de problema existem duas partes prin-
cipais: a fatoragdo da matriz e a solugdo direta. A fatora¢io da matriz é uma etapa
praticarnente sequencial e normalmente realizada apenas uma vez durante todo pro-
cesso de resolugao, enquanto a solugio direta é resolvida muitas vezes em cada estudo.
Nos estudos de estabilidade transitéria, por exemplo, esta etapa é repetida centenas ou
mesmo milhares de vezes até o processamento final. Deste modo somente a obtencao
da solugao direta através de processamento paralelo serd abordada neste trabalho.

3.2 Conceitos Basicos

As equacgoes algébricas que descrevem as redes elétricas podem ser expressas, em geral,
na forrma / = ¥YV: onde I é o vetor de correntes complexas; Y é a matriz admitdncia
complexa esparsa e V € o vetor de tensoes complexas. Dependendo do problema es-
pecifico a ser resolvido (fluxo de poténcia, estabilidade transiiéria, transitérios eletro-
magnéticos, etc.) outras formas aparecem, mas todas mantém a estrutura da matriz Y.
Desta forma é conveniente generalizar as equagbes da seguinte maneira;

Az = b (3.1}



onde A é uma matriz esparsa, simétrica pelo menos em estrutura, definida positiva e de
ordern 1, o vetor z € a solugao desejada e b é um vetor conhecido e néo esparso.

O método geral de solugao da equagdo (3.1) que tem sido usado em computadores
com uniprocessador é como segue,

A matriz A éfatorada por eliminagao de Gauss, aplicando-se sucessivamente matrizes
de transformacio elementares [24], como as da seguinte expressio:

(T§ - TET3TE - TRTHTE - TETA = 1 (3.2

onde T3 € uma matriz identidade de ordem m, exceto em uma posiciao do tridngulo
superior, que contém um elemento que zera a respectiva posicao de A; T}, é uma ma-
triz identidade de ordem m, exceto na posicao 1 da diagonal, que contém um elemento
que torna a respectiva posigao de A igual a um; 7} é uma matriz identidade de ordem
m, exceto em uma posigac do tridngulo inferior, que contém um elemento que zera a
respectiva posicao de A e | é uma matriz identidade de ordem m.

Desta forma tem-se:

ATV = TY - TETRTR - TETLTY - THTY (3.3)
Definindo-se,
L= (17! 3
Dt = (1p)7! :
Ut o= (T5)? (3.6)

pode-se expressar A4 ¢omo:

A = DMLA-- DD DUt U (3.7)

Agrupando as transformages elementares, pode-se definir:

L = L'L*...[° (3.8)
D = D'D*...D {3.9)
v o= vWwr...ue {3.10)

onde L é umna matriz triangular inferior com diagonal unitéria, D é uma matriz diago-
nal e U é uma matriz triangular superior com diagonal unitdria. Nestas matrizes nao
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surge nenhum novo elemento nao-zero diferente daqueles das respectivas matrizes de
transformacao e portanto a esparsidade é preservada. Os elementos nao-zerode L e U
fora da diagonal sao chamados de fatores triangulares,

Assim diz-se que A fol decompostia em fatores L, D e U:

A = LDU (3.11)

Antes da fatoragao é conveniente realizar uma ordenagio nas linhas/colunas da ma-
triz A, geralmente para minimizar o aparecimento de novos elementos diferentes de
zero (“fill-ins”). Essa ordenagéo é eqguivalente a reordenar os nés da rede elétrica. A
ordenacao pode ter outras finalidades como serd visto mais adiante.

Frequentemente a fatoracido de A4 é implementada através da técnica de bifatoracao
140] que permite explorar melhor as caracteristicas da estrutura simétrica de L e U,
facilitando a programagao e armazenamento dos fatores triangulares. Assim, a matriz
L é armazenada compactamente por coluna, de forma que a estrutura de uma coluna
do tridngulo inferior (L) contenha exatamente a mesma informacio de estrutura da
respectiva linha do tridngulo superior (U}, como ilustra a Figura 3.1, onde destaca-se a
coluna 2 de L e a linha 1 de U.

X
X
o
X
3 X X X
=,
X
* X
X
x x

Figura 3.1 - Forma tradicional de armazenamento dos fatores triangulares.

Por facilidade, mas sem perda de generalidade, supde-se daqui por diante, gque a
matriz A é simétrica e portante IV = L!, Assim:
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A = LDLU (3.12)

Apbs a fatoragdo de A, a solucdo de Az = b pode ser obtida em trés passos:

1. L= b (conhecida como substituicio “forward”);
2. Dy =z (divisdo de z pela diagonal);
3. L'z =y (conhecida como substituigio “backward”).

Na realidade as substituigOes s2o operadas uma a uma usando-se os fatores que sao
obtidos diretamente de L, D, L' e que vao sendo aplicadas as respectivas posi¢des do
vetor b.

Pode-se operar também usando-se matrizes de fatores inversos (matriz W) da se-
guinte forma [15:

ATY = WIDT'W (3.13)
onde W = L7}, ou seja:

W = T7...T!T} (3.14)

z = WD'Wh {3.15)

A equagdo (3.15) pode também ser resolvida em trés passos:

1. z=Wbh
2. y= D1z
3. z=Wly



A diferenga em relagao ao procedimento anterior é que agora sio usadas operagdes
matriciais.

A matriz W pode ser calculada através da multiplicagdo da direita para a esquerda
da equacao (3.14), porém surgirdo novos elementos nao-zero em W (“fll-ins” adicio-
nais), indicando que esta matriz é menos esparsa que L.

Sob o ponto de vista de uniprocessamento, a solugao através das substituicoes “for-
ward” / “backward” oferece as seguintes vantagens:

@ nao requer o calculo da matriz de fatores inversos (W) .

® L é mais esparsa que W, o que implica em menos operagdes {multi-
plicagoes e adigdes) para obier a solugao.

Se o objetivo é usar multiprocessamento entao a abordagem através da matriz W é
vantajosa, como serd mostrado neste trabalho.

As vezes pode ser conveniente agrupar algumas transformacoes elementares vizinhas

como, por exemplo, as transformagdes correspondentes a uma coluna ou uma linha da

matriz A, dependendo de como a eliminacdo estiver sendo feita. Neste caso pode-se
expressar L como:

L = LiLy---L, (3.16)

onde L, é uma matriz identidade exceto na i-ésima coluna que contém a coluna ¢ de L,
e que corresponde ao agrupamento de todas as transformagdes elementares necessarias
para processar a coluna : de A.

Consequentemente pode-se expressar W como:

W=L" = W,---W,W, (3.17)

onde W; = L]! e portanto tem os mesmos elementos fora da diagonal que L;, apenas
com os sinais trocados. Deve ser notado que L; e W, correspondemn ao processamento
de um nd da rede elétrica durante a eliminagao de Gauss.

Desse modo a equagao {3.15) fica:
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z = WiWl . .W!D'W,...W,W;b (3.18)

Particionamento da Matriz W

Particionar uma matriz W {ou a matriz L se for o caso) significa agrupar W, ou W}
adjacentes de tal modo a realizar as correspondentes operagoes em bloco. Cada bloco
de colunas (ou linhas) é chamado de uma parti¢do da matriz.

Desse modo:
r = Wpr.jp cee W,;D‘lwnp - Wy, Wi b (3.19)

onde W, W, e W, representam as operagoes correspondentes a partigao 1, partigao 2
e particao n, respectivamente.

3.3 Solucao Convencional Usando Substituicoes

Neste item serao apresentadas as operagOes necessérias para realizar as etapas “forward”
e “backward” da solucao direta, considerando que a matriz A tenha sido fatorada por
um processo de bifatoracao. Assume-se que a substituicao “forward” é feita por coluna
e a substituigac *backward” é feita por linha. Suponha uma rede com nb nés, uma
matriz L com um fator triangular ;; na linha 7 e coluna %, e uma matriz D onde dy 4
¢ o elemento da posi¢ac k da diagonal. Entdo a etapa “forward” consiste em:

Algoritmo F1
1. Facaz=be k=0
2. Fagcak =k + 1;

(a) Se k = nb fim;

(b} Caso contrério, segue;
3. Verifique se existem elementos diferentes de zero na coluna k;

{a}] Se ndo existem, vé para o passo 2;

b) Caso contréario, localize a linha 3, faga z; = z; — {; xzx e volte ao passo 3.
i K 7
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As operagbes de divisdo pela diagonal podem ser feitas juntamente com a “forward”
ou com a “backward”, mas por facilidade elas foram aqui colocadas em um outro algo-
ritmo como segue:

Algoritmo D1
1. Faca k =0
2. Faga k =k + 1;

(a) Se k > nbfim.

(b} Caso contrério, faga yr = 2 /dy & € volte ao passo 2;

E finalmente a “backward” pode ser feita como:
Algoritmo B1
1. Facaz =y e j = nb;
2. Faca 1 =3 - 1
(a) Se 7 =10 fim;
(b} Caso contrério, segue;
3. Verifique se existemn elementos diferentes de zero na linha j;

{a) Se néo existem, v para o passo 2;

{b) Caso contraric, localize a coluna k, faga z; = z; — 1, ;74 ¢ volte ao passo 3.

Deve ser notado que as operagoes envolvidas na “forward” e “backward” sio operacdes
de multiplicagdo e de adigao. Observe-se também que existe uma certa ordem para rea-
lizar estas operagoes, a fim de garantir que a solucéo final seja correta. Comn o objetivo
de esclarecer a natureza destas relagdes, o que é fundamental para processamento pa-
ralelo, considere-se a rede e a matriz L da Figura 3.2 come um exemplo.
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Figura 3.2 - Rede 20 nés [34) e estrutura da matriz L

& elemento “fll-in”

As operagOes elermnentares para fazer a substituicao “forward” sac mostradas na Ta-

bela 3.1.
Tabela 3.1 - Operacdes na substituigao “forward”.
Tarefa | Operagio Tarefa Operacio Tarefa Operagao

# 1 29 = 25 — Iy 12y # 2 zz=z3- hagsn #2 . oz =z - e

# 4 | zp0 = 230~ a0z # 5 z2= iz hizazs # 6 215 = 215 — l15,323

# T z0= 210~ linsz # B8 zg = oz — s g # 9 zia= oz —linges
# 10 | 220 = 230~ lyos2s # 11| zi36= 216 — lie 62 #12 | zi0 = 210 — 19526
# 13 | z14 = 234 — hig 27 # 14 | zyir = ny7 — hyr g2y # 15| 215 = 215 — lis 828
# 16 | z18 = 21z — l18.8% # 17 | 2z = 210 — hiooze # 18 | zi3= 233 — L3020
# 19 ziz=zsz—lizgozio || #20 | ziz= 215 —hisi0210 | # 21 | 232 = 212 - hizion
# 22 | zap = 290 ~ 3011212 # 23 | z35 = 215 — l15,30212 F 24 | 290 = 20 — {30,19212
# 25 zz=zs - hisaszis | # 20 | 2o = 210 — loasziz i # 27 | 290 = 220 — ap33218
# 28  zyp = ooy~ hraerie | F 29 | zis = s - lisaazie i) #F 30 2o = 23e - liopezig
# 31 | 217 = 217 — L17.35%15 # 32 | zig = z1s — higaszis || #F 33 | za0 = zoo — lapsiis
# 34 | zy7 = 57~ dir e # 35 | zio = 230 — 118216 # 36 | 20 = 220 — {20,16%16
# 37  zys=zme —hsyrzir | # 38 2o =215 ~ lisarnar || # 39 220 = 220 — lao 11217
# 40 | z30 = 210 — L1g18%18 # 41 | zo0 = zgg ~ dagszis | F 42 | 290 = 290 — go30210

S}
[




Esta rede exemplo serd utilizada ao longo deste trabalho com o objetivo de ilustrar
diferentes idéias.

3.4 Trabalhos Anteriores

Neste item serao apresentadas e discutidas algumas abordagens e técnicas que tém sido
propostas para resolver as equagoes de redes elétricas utilizando processamento para-
lelo. Seri enfocada a caracteristica fundamental das abordagens, ou seja, a forma como
o problema é decomposto em tarefas menores que serdo coordenadamente executadas
em paralelo.

Uma linha de pesquisa consiste em basear a decomposicao do problema na propria
topologia da rede elétrica, dividindo-a em subredes menores {diacdptica} e resolvendo
primeiramente as partes para depois combinar e corrigir todas as solugdes [20]. Seguindo
esta linha, cita-se por exemplo, a referéncia [13] que propde uma solugao paralela para
céalculo de estabilidade transitéria e a referéncia {2, para transitérios eletromagnéticos.
Dividindo-se a rede em vérias subredes pode-se atribuir uma ou mais redes a cada pro-
cessador, que terd a tarefa de calcular a solugao deste subsistema, comunicando-se com
os demais processadores apenas no final para coordenar a solugao. A divisao da rede
geralmente leva a subredes de tamanhos diferentes e isto pode causar grande desbalan-
ceamentio de carga entre os processadores e tornar o esquema ineficiente. A dificuldade
inerente a esta abordagem é encontrar critérios gerais para dividir a rede e de que ma-
neira realizar a coordenacio sem apresentar muito “overhead”.

Quando a divisao da rede proporciona mais subredes do que os processadores exis-
tentes na maquina, pode-se atribuir mais de uma subrede a umn mesmo processador; j&
quando a divisdo fornece um nimero de subredes menor do que o nimero de proces-
sadores, pode-se pensar em explorar também o potencial de paralelismo na solugao de
cada subrede, o que consiste em resolver um sistema do tipc Az = b. A referéncia [2]
nota gue no préprio algoritmo de solugao direta, para processamento sequencial, existe
um potencial de paralelistno. Na etapa “forward” deste algoritmo, o lago externo cor-
responde a cada uma das colunas da matriz e o lago interno busca elementos nao-zero
em cada uma das linhas da coluna selecionada, como pode-se observar no algoritmo F1.
Este lago interno pode ser feito em paralelo, mas como a grande maioria das colunas
possuem poucas linhas com elementos diferentes de zero (2 a 4) entao tem-se poucas
tarefas a fazer em paralelo, tornando este algoritmo pouco eficiente para méquinas com
vérios processadores.

Outra linha de pesquisa baseia a decomposigao na estrutura da matriz 4. Uma

técnica discutida em |5 é dividir a2 matriz em blocos de tarefas e entdo atribuir um
bloco para cada processador disponivel. Uma divisdo em blocos possivel, pode ser vista
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na Figura 3.3, considerando a rede exemplo nota-se que os blocos nao sao totalmente
independentes; por exemplo a tarefa #17 (Tabela 3.1} localizada no bloco 5 nao pode
ser realizada sem que a tarefa #1 do bloco 2 tenha sido completada. Estas relagdes de
precedéncia tornam a divisao de A por blocos de pouca utilidade.

1 23 45 6 7 8 9101112131415 1617 181920
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15@x > e':

16 b

17 *® @ & ®]x
1B * X & & X @
19 x X X
20 x ><® Q0 ®

% elemento original @ elemento “Al-in”

Figura 3.3 - Matriz L dividida em blocos.

Outro tipo de abordagem consiste em decompor a solugao de Arx = b em operagoes
atitméticas elementares e entao explorar o paralelismo inerente a elas. Vérios traba-
lhos tém sido propostos nesta linha {5], [9], 36}, [15], para obtencao da solucao direta.
Também sao apresentadas solugdes para o problema da fatoracdo de matrizes 6, (8],
que possui alguma semelhanca com ¢ problema da solugao direta.

Antes de discutir este tipo de abordagem deve-se analisar as operagoes aritméticas
elementares e suas relacdes em detalhe. A solugio direta compreende essencialmente
uma sequéncia ordenada de tarefas de atualizagbes dos componentes do vetor b, onde
cada uma delas é formada por opera¢oes aritméticas de multiplicagao ¢ adigdo. As
relaces entre cada uma destas tarefas podem ser observadas na Tabela 3.1, que mos-
tra as tarefas para a “forward”da matriz L da Figura 3.2. Observando as primeiras
16 tarefas vé-se que #2 e #9 nao podem ser processadas a0 mesmo tempo por dois
processadores. A ordem em que serao executadas nao importa, mas uma deve ser feita
antes da outra, pois ambas atualizam a posicao 13 do vetor z. Problemas semelhantes
ocorrem com #4 e #10, #6 e #15, #8 ¢ #16. Pode-se dizer que entre estas tarefas
nac existe uma relagdo de precedéncia, mas sim uma relaggo de nao-simultanerdade.



Observando-se agora a tarefa #17 nota-se que para realizd-la é necessério que z; esteja
atualizado, ou seia, que #1 tenha sido executada. Entio a tarefa #1 deve ser feita antes
da #17, indicando uma efetiva relagfo de precedéncia. Estas relagdes de precedéncia
podem ser extraidas de um grafo dos caminhos de fatoragao, como o da Figura 3.4
obtido para a rede-exemplo de 20 nés {ver Apéndice B para a obtengdo dos caminhos).

b

$ 19 6
l 20 7

Figura 3.4 - Grafo dos caminhos de fatoragao com indicagao da profundidade

Na relagdo de tarefas da “forward” observa-se que para obter zg € necessario apenas
z1, € para obter zip € necessario ter z4 e z; atualizados. Isto equivale a cbservar o grafo
e ver que para calcular zj; necessita-se somente da informacdo dos nds que antecedem
o né 10 nos caminhos de fatoragzo.

Construindo-se um grafo destas tarefas observam-se de forma mals clara suas relagoes.
Isto é sugerido na referéncia |9) para a solugdo direta, considerando apenas as relagoes
de precedéncia. As referéncias |6 e |8, que propdem algoritmos de decomposicao e atri-
buicio de tarefas para a fatoracio de matrizes, constroem grafos tratando relagao de
ndo-simultaneidade como relagio de precedéncia. Um grafo para as tarefas da Tabela
3.1 é mostrade na Figura 3.5, onde as setas indicam a relacho de precedéncia e a ordem
em que devern ser realizadas as operagoes elementares.



Figurs 3.5 - Grafo das relacdes entre tarefas da rede 20 nds.

MNeste grafo observa-se que no inicio existern muitas tarefas independentes, mas no
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final as tarefas se tornam praticamente sequenciais, ou seja, a estrutura das tarefas
possui a forma de um tridngulo com a base em cima. Esta forma de estrutura podera
comprometer o desempenho de uma solugao que use a decomposigao em operagoes ele-
mentares atribuidas a cada processador, pois rapidamente muitos processadores ficardo
parados sem ter tarefas para realizar. A referéncia [6] buscou alargar a base deste
tridngulo, através de uma ordenaciao da matriz que leve em conta a profundidade do
né no carninho de fatoragéo {ordenagao ML-MD mostrada no Apéndice C), relaxando a
minimizagac de “fill-ins” (ordenagdo MD). Uma ordenagao tipec ML-MD gera trabalho
extra que sac os “fillins”, mas proporcionam uma 4rvore de fatoracao mais apropri-
ada para processamento através de multiprocessadores, embora a estrutura em forma
de tridngulo continue. QOutra dificuldade - talvez a principal que surge neste tipo de
abordagem - é que para fazer uma tarefa (uma multiplicagdo mais uma adigdo) é ne-
cessario fazer um teste para verificar as relagoes de precedéncia, tentando descobrir se
a tarefa pode ou nao ser executada, e apds a execucao devem-se atualizar as relagdes de
precedéncia para que as tarefas seguintes {abaixo no grafo) possam ser feitas. Isto repre-
senta trabalho extra e “overhead” de comunicagao que podem prejudicar o desempenho,
pois o algoritmo faz muitos testes e atualizagdes para pequenas tarefas (explorou-se o
méximo de paralelismo mas o grao é muito fino).

Pensando em evitar os inconvenientes das relagdes de precedéncia e dos testes com
estas relagOes, a referéncia [1] propde uma solugic usando o grafo dos caminhos de
fatoragao e os conceitos de “fast-forward” e “fast-backward” {veja Apéndice B) para
montar um algoritmo de solugao paralela. A base deste algoritmo sao os caminhos de
fatoragao (C'F) dos nés iniciais do grafo. O primeiro caminho é obtido partindo-se de
um néd inicial aleatorio e percorrendo-se o grafo até o né final. Para os demais caminhos
parte-se do nd inicial até encontrar um né que jé pertenca a um caminho previamente
percorrido. Para ilustrar este método, considere-se a rede da Figura 3.2 e o respectivo
grafo da Figura 3.4:

CF, = {2,11,12,15,17,18,19,20}

CFy, = {3}

CFy = {8}

CFe = {86,16}
CF = {7,14}
CF, = {5,13}
CF, = {4,10}
CF, = {1,9}

Partindo-se de C'F}, por exemplo, monta-se um vetor z» de dimensao n ¢ igual a zero
exceto nas posigoes correspondentes a U F, gque sao feitas iguais aos valores de b. Isto se
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repete para cada um dos diferentes caminhos de fatoragao. Desta forma cada proces-
sador recebe a tarefa de fazer a “fast-forward” de um caminho de fatoracio, devendo
haver comunicagao para atualizacdo do elemento do vetor correspondente ac né da in-
tersegao de dois CF's. Neste exemplo sdo necessarios 8 processadores: Py, P, Pa, ..., Ps
obtém solugao de 23, 23, 2, 26, 27, 25, 24, 2; Tespectivamente. Finalmente estes vetores sao
somados para obter a solugao:

T2yt 2y 2g b ze 27+ 25+ 2+ 5y (3.20)

As tarefas atribuidas a cada processador dependem do niimero de colunas a serem
processadas, que sao indicadas pelo caminho de fatoracao, e do nimero de ndo-zeros em
cada uma destas colunas. Assim neste algoritmo a distribuicdo de cargas nao é uniforme
{P1 ficou com a malior carga}, mas isto pode ser melhorado buscando-se o né inicial que
tenha menor caminho de fatoragdo. Desta forma escolhe-se primeiro o né 5, em seguida
busca-se novamente o menor caminho, e encontra-se 0 nd 4. Seguindo esta légica até o
final obtém-se:

CF, = {5,13,18,19,20}

CF, = {4,10}
CF, = {1,9}
CF, = {6,16}
CF = {i,14}
CFy = {8,115}

CFg - {3,12}
CF, = {2,11}

A ordenagao da matriz pode influenciar bastante este algoritmo. Uma ordenacéo
tipo MD procura minimizar “fill-ins” {menos elementos por coluna), mas gera gran-
des caminhos de fatoragao. Uma ordenacao ML-MD, que proporciona caminhos de
fatoragac menores, poderd nao trazer grandes vantagens, uma vez que val gerar mais
“fill-ins” c¢riando assim nao-zeros adicionais por coluna. Uma ordenagiao conveniente
para este algoritmo deve considerar a restrigao de minimizar “fill-ins” e buscar CFs
menores, como a ordenagdo MD-MNP (ver Apéndice C}. Mesmo com todos estes refi-
namentos ainda permanece o forte desbalanceamento de tarefas, pois sernpre vai haver
um caminho muite malor que os outros. Uma exigéneia extra deste algoritmo é a re-
solugao da equagao (3.20} que pode introduzir um grande “overhead” de algoritmo. A
referéncia [39] propde uma solugao usando caminhos de fatoragio ¢ explorando a methor
ordem de fazer as operagbes elementares, para uso com maquinas a fluxo de dados. Com
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isto consegue-se maior ganho na decomposi¢ao do problema aumentando um pouco a
comunicagao.

Outra linha de pesquisa propoe particionamento de matriz a fim de explorar o para-
lelismo |15}, [38]. Em [38], considera-se que os fatores triangulares LDU de A nao sao
os 1inicos que permitem calcular a solugao direta, é proposto achar fatores adicionais de
A como mostrado abaixo:

K I Lo Use I

Nesta solucdo / é matriz identidade, L e U sdo rmatrizes triangulares inferior e
superior, respectivamente, enquanto K e R sio matrizes retangulares cujas dimensoes
dependem do particionamento. Este sistema pode ser resolvido de maneira similar as
convencionais substituigdes “forward” /“backward”:

I
21 = b {etapa 1)
K I
Ly
z2 = A (etapa 2}
Lgs
Un
2y = 23 {etapa 3}
Uz




Z4 = 23 {etapa 4)

Considerando-se cada etapa desta solugao individualmente, pode-se observar o para-
lelismo existente. Na etapa 1 a parte superior do vetor z; é feita igual a parte superior
de b, e a parte inferior é calculada através de substituicido sucessiva das linhas de K.
Esta substituicac pode ser feita em paralelo, nao existindo, desta forma, relagoes de
precedéncia para obtencao de 2z;. Na etapa 2 a parte superior e a inferior podem ser
resolvidas independentemente uma da outra através de uma convencional “forward”,
sendo que a parte superior pode ser resolvida simultaneamente com a etapa 1, enquanto
que a parte inferior precisa esperar pela solucao completa da etapa 1. A etapa 3 é
resolvida de forma similar a 2 e a etapa 4 similar a 1. Nesta metodologia pode-se variar
o nimero de partigoes, e ainda propde-se o uso de uma rede de PERT, para fazer a
atribuicao das tarefas paralelas. Os atrasos resultantes de uma implementagao desta
metodologia sdo citados em [37] (embora ndo se defina qual a arquitetura da méquina e
o ntimero de processadores), como sendo: “overhead” de algoritmo 1% a 25%, de comu-
nicagdo 1% a 36% e de sincronizagdo [“idle time”) 1% a 92%. Nota-se que o “overhead”
de comunica¢ao nao é tao limitante, e que o “overhead” de sincronizagao pode estabili-
zar o ganho.

A referéncia [15] propde uma solugao usando a matriz W (que contém os fatores
inversos), transformando a equagao {3.16) em:

1. z=Wh} - “forward” usando fatores inversos;
2. y= Dz - divisao de z pela diagonal; e
3.z = Wiy - “backward” usando fatores inversos.

A principal idéia desta abordagem é tentar eliminar as relagées de precedéncia das
operagdes elementares durante o processo de substituiggo. Nota-se gue na “forward”
usando W, todas as operagdes de multiplicacao podem ser feitas independentemente uma
das outras, mas infelizinente as operacbes de adigao nao podem ser feitas simultanea-
mente. Comparando esta solugao com as solugbes que usam as operagoes elementares
como tarefa, percebe-se que as operagbes de multiplicagao estao relacionadas com as
relagOes de precedéncia e as operacoes de adigao com as relagoes de nae-simultaneidade.
Desta forma usar a inversa da matriz L significa quebrar 1odas as relagoes de precedéncia,
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permanecendo porém as relacoes de ndo-stmullanerdade. O custo da guebra das relacbes
de precedéncia é um trabalho extra, pois a matriz W nao € tao esparsa quanto a ma-
triz L. Estes novos elementos nao-zeros sao “fill-ins” adicionais que, sendo numerosos,
podem contrabalangar o ganho obtido com a realizagao das multiplicagoes em paralelo
137]. A solugao direta de Az = b pode ser obtida por:

z = WW,. .. -WiID'W,..-W,W;b (3.21)

onde W; e W/} correspondem a todas as transformacbes elementares da coluna ¢ na
etapa “forward” e da linha ¢ na “backward”respectivamente. Esta equagao poderia
ser processada em 2n etapas seriais {sem incluir a diagonal), entretanto é conveniente
agrupar algumas matrizes W; vizinhas de forma a ter poucas etapas sequenciais e ainda
diminuir o nimero de “fill-ins” adicionails da matriz W. Este procedimento corresponde
a particionar a matriz W em blocos. Por exemplo, dividindo-se W e W' em trés particdes
cada, tem-se:

r = WWWD'WWW,b (3.22)

A solugdo pode entao ser obtida em 6 etapas seriais {nao considerando a diago-
nal) partindo-se da direita para a esquerda, com todas as multiplicagdes dentro de uma
mesma particao podendo ser feitas em paralelo (15|, pois as posiges do vetor b utilizadas
para as multiplicagoes nao sao alteradas até o fim da particao. Entiretanto, nem todas
operagoes de adigao dentro da mesma particio podem ser feitas em paralelo, porque
atualizam a mesma posicao do vetor b {elas ndo requerem relagdes de precedéncia, mas
devem verificar relagoes de ndo simultanerdade).

Uma das preocupagdes ao particionar a matriz W € nao gerar muitos “fill-ins” adici-
onais, o que poede comprometer o desempenho da solugdo. Neste sentido, a referéncia 4]
propoe irés esquemas de particionamento da matriz W que permitem controlar o apare-
cimento de “fill-ins” adicionais. Estes esquemas sao baseados na profundidade dos nés
no grafo de fatoracao. Se os nds de mesma profundidade sao ordenados em sequéncia,
entac ao agrupé-los numa particao p, nao surgirao “fili-ins” adicionais nesta partigao.
Isto pode ser observado na matriz da Figura 3.2, onde ao se agrupar os nés 1 e 2 nao € ge-
rado nenhum novoe elemento, peis Wy x W) gera o mesmo nimero de elementos nao-zero
que Ly x Ly. Porém, ao agrupar 9 e 10 nota-se que Wy, x Wy gera cinco elementos nao-
zero abaixo da diagonal e Lg X Ly, gera quatro, surgindo portanto um “fll-in” adicional.

Os algoritmos de particionamento descritos em [4] t8m como caracteristicas:

¢ Algoritmo PAl - nenhum “fill-in” adicional é permitido e nenhum célculo extra €
feito para obtencao das particoes W. Fag-se o particionamento agrupando noés de
uma mesma profundidade.
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s Algoritmo PA2 - nenhum *“fill-in” adicional é permitido e sdo necessérias algumas
multiplicagoes entre W, vizinhas para obter as partigbes W. Este algoritmo usa
o mesmo critério de PAl, mais uma fungdo para verificar se as posicoes onde
surgiriam potenciais “fill-ins” j& estdo preeenchidas.

s Algoritmo PA3 - uma porcentagem de “fill-ins” adicionais é permitida por particéo,
sendo necessario multiplicagbes entre W, para obter as particdes W. Usa todos os
critérios de PAZ, e conta o niirnero de “fili-ins” adicionais comparando-o com uma
porcentagern pré-determinada.

Os dois primeiros algoritmos tém como vantagem o fato que nao criam trabaltho
extra, mas geram muitas parti¢oes, significando muitos passos sequenciais e a maioria
deles com pouco trabalho a ser realizado. O algoritmo PA3 pode gerar poucas particdes
se uma grande porcentagem de trabalho extra for permitida; mesmo assim algumas
parti¢Ges podem ser muito pequenas.

Uma implementacao do uso de W particionada é utilizada em [17) para processa-
mento vetorial, onde em cada particdo explora-se o processamento vetorial para fazer
as multiplicagoes, e em seguida, as adicdes sao feitas com processamento escalar. Um
algoritmo semelhante para processamento com multiprocessadores nao traz muitos ga-
nhos devidos principalmente ao “overhead” de algoritmo, que surge da necessidade de
processar as adigoes depois das multiplicacdes. A referéncia {17) também apresenta um
esquemna de particionamento, buscando nao gerar nenhum “fill-in” adicional. Este es-
quema ¢ semelhante ao PA2, mas com um critério bastante simples para verificar se
ao agrupar nés de profundidades diferentes ndo surgirao novos elementos. O critério
consiste em verificar o grau de cada né depois de uma ordenagio MD. Percorrem-se os
nés sequéncia de fatoracao. Quando encontra-se um né de grau n, e loge em seguida
surge outro com grau n — 1, iguala-se a profundidade deste cutro né & do anterior. Em
seguida, faz-se uma reordenagao dos nds no sentido da menor para a maior profundidade
e usa-se em seguida o algoritmo PA1L.

3.5 Metodologia Proposta

A metodologia proposta neste trabalho também usa a idéia de particionar W baseando-
se na arvore dos caminhos de fatoracido, mas o faz de uma maneira completamente
diferente e com outros objetivos.

3.5.1 Esquema de Particionamento

O esquema de particionamento proposto neste trabalho consiste em particionar a matriz
levando em consideragao a profundidade dos nds, e busca guebrar relacdes de prece-
decéncia das pequenas particoes {iltimas}, da seguinte forma:
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» cada partigao ¢ associada a uma profundidade da 4rvore de fatoracao, ou seja, a
partigac p corresponde a todos os nés de profundidade p;

» o particionamento prossegue até ser atingida uma profundidade escolhida (cha-
mada profundidade de corte) e entio todos os nds remanescentes sao reunidos em
uma Gnica particao {chamada de dltima partigdo).

ALGORITMO DE PARTICIONAMENTO
1. Fagat =0ep=1;

2. Defina a profundidade de corte P4,

3. Agrupe os nés da profundidade 1 na particio p;
4. Fagai=1+lep=p+1

5. Verifique se 1 é diferente de P,

{a) Se for volte ao passo 3;

{b} Caso contrério agrupe todos os nés restantes em uma tnica particio Wy, e
fim.

A escolha da profundidade de corte do passo 2, é heuristica e nao é critica, pois o
nimero de folhas por profundidade decresce rapidamente. Isto pode ser observado nas
Tabelas 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5, que considera diferentes critérios de ordenagao. Os nimeros
que aparecem entre parenteses indicam a quantidade de elementos “fill-ins” gerados na
matriz L pela respectiva ordenacao.
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Tabela 3.2 - Distribui¢ao dos nés para vérias ordenagdes para o sistema 118.
{com 179 elementos originais nio-zero na matriz L)

MD | MDML | MDMNP | MLMD | MNPMD

Prof. | (86) (86) (86) (122) {127)
0 @ 48 52 52 . 56 56
1 25 27 26 27 27
2 11 11 12 13 12
3 6 8 8 8 7
4 6 5 5 4 4
5 5 3 3 2 4
6 3 3 3 1 2
7 3 2 2 i 1
&8 3 2 2 1 1
9 2 2 2 1 1
10 1 1 1 1 1
i1 1 1 1 1 i
12 1 1 1 1 1
13 1 1
14 1
i I
16

prof.

max. | 15 12 12 13 i2




Tabela 3.3 - Distribuigac dos nés para vérias ordenagdes para o sistema 320.
(com 470 elementos originais no-zero na matriz L)

MD | MDML MDMNP | MLMD | MNPMD

Prof. | {417) . (411) (411) (578) (588)
0 140 153 153 161 161
1 51 57 56 65 62
2 30 32 33 30 29
3 18 16 17 17 18
4 17 il 11 10 11
5 9 9 8 7 7
6 9 5 5 6 5
7 7 3 3 4 4
8 5 3 3 2 3
9 2 2 2 2 2
10 2 2 2 2 2
11 2 2 2 1 1
12 2 2 2 1 1
13 2 2 2 1 1
14 2 2 2 1 1
15 2 2 2 1 1
16 2 2 2 1 1
17 1 2 2 1 1
18 1 2 1 1 1
19 1 1 1 1 1

prof.

max. | 34 29 30 24 26
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Tabela 3.4 - Distribuicao dos nés para varias ordenagdes para o sisterna 725.
{com 935 elementos originais nao-zero na matriz L)

MD | MDML  MDMNP | MLMD | MNPMD

Prof. | (562) | (582) | (573) | (879) | (943)
0 339 361 361 402 402
1 135 148 147 152 146
2 71 72 72 68 64
3 43 34 36 31 31
4 31 26 25 19 20
5 19 15 15 i1 11
6 11 10 10 7 8
7 9 8 8 6 6
g g 7 8 4 4
9 8 3 6 3 4
i0 6 4 4 2 3
11 5 3 3 2 3
12 4 2 3 2 3
13 3 2 2 2 3
i4 2 2 2 1 2
15 2 2 2 i i
16 2 2 2 i i
17 2 2 2 i 1
1% 2 2 2 i 1
19 2 2 2 1 1
20 2 2 2 i i
21 2 2 2 1 i
22 2 2 i 1 1
23 2 1 1 i 1
24 i 1 1 1 1

prof.

max 36 32 31 27 29




Tabela 3.5 - Distribuicao dos nds para virias ordenagdes para o sistema 1729.
{com 2154 elementos originals ndo-zero na matriz L)

MD | MDML | MDMNP | MLMD | MNPMD

Prof. | (1201} | (1199) (1211} (1732) {1905)
0 807 B75 875 a56 956
1 347 367 364 380 370
2 184 167 168 172 161
3 107 97 a8 78 83
4 68 60 a7 46 47
5 45 37 37 25 28
6 34 25 26 16 20
7 24 17 20 10 11
8 18 12 11 7 7
9 15 8 8 4 5
10 9 6 7 4 4
11 8 5 6 3 4
12 7 5 5 3 3
i3 5 3 3 3 3
14 3 3 3 3 2
15 3 2 3 2 2
16 3 2 2 2 2
17 3 2 2 2 2
18 2 2 2 1 1
19 2 2 2 1 1
20 2 2 2 1 1
21 2 2 2 1 1
22 2 2 2 1 i
23 2 2 2 1 1
24 2 2 2 i 1
Z5 2 2z 2 i 1
26 2 Z 2 1 1
27 1 2 2 1 1
Z8 1 2 1 1 1
20 i 1 i 1 1

prof.

max. 47 42 41 30 38

Neste esquema é garantide que o aparecimento de “fili-ins™ adicionais sé podera
ocorrer na uitima partigao, pols como ja visto anteriormente reunir nds de uma mesma
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profundidade em uma partigio nac gera nenhum novo elemento; j& agrupar nos de di-
ferentes profundidades pode acarretar novos elementos diferentes de zero.

No particionamento proposto o esquema de ordenacdo tem influéncia na medida
que algumas técnicas fornecem arvores com menores profundidades méximas, o que
significa malis nés por particdo (principalmente nas primeiras). Estas drvores geram
mais tarefas independentes e devem ser usadas sempre que possivel. Algumas técnicas
de ordenacao nao minimizam o aparecimento de “fill-ins”, por exemplo, as ordenagoes
que utilizam como primeiro critério de escolha a profundidade do né (tipo ML-MD).
As ordenagdes que usam como primeiro critério o grau do né6 (MD, MD-MNP, MD-ML,
etc) minimizam “fill-ins”, mas geram menos nés nas primeiras profundidades. Para uma
descrigao detalhada dos principais esquemas de ordenagao utilizados, veja o Apéndice C.

A influéncia de vérios esquemas de ordenagdo na metodologia serd discutida mais
adiante na apresentagao dos resultados e desempenho de algoritmos paralelos.

Ordenando a rede da Figura 3.2 através do esquemna ML-MD, obtém-se o grafo de
fatoracao da Figura 3.6.

¥ 17 5
¢ 18 6
20 7

Figura 3.6 - Grafo de fatoracho depois da ordenagao ML-MD
A Figura 3.7 mostra a estrutura da matriz W para a rede 20 nés ordenada pelo

esquemna ML-MD, com 3 partigoes obtidas através do esquema de particionamento pro-
posto.
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Figura 3.7 - Matriz W particionada

A ultima particdo W, pode ser calculada através de multiplicagoes das matrizes W,
vizinhas, correspondentes aos nés finais da 4rvore de fatoracdo (ver Apéndice A). Como
esperado nas duas primeiras particdes nao surgiu nenhum novo elemento nao-zero, en-
guanto que na ultima apareceu apenas um “fill-in” adicional.

Deve ser notado que todas as informagbes necessirias para o particionamento po-
dem ser obtidas da &rvore de fatoracac da rede, e que somente a ltima partigao requer
calculos extras para sua obtengao.

3.5.2 Tarefas Independentes e Granularidade

Um algoritmo paralelo gue use particionamento da matriz W e tenha como grao de cada
tarefa as operagdes elementares, necessita checar relagbes de ndo simulianeidade para
atualizar as respectivas posigdes do vetor b. Isto implica que dentro de uma mesma
particdo, as tarefas nao szo totalmente independentes.

Verificando as caracterfsticas das operagdes de atualizacdo do vetor b e a forma
como tradicionalmente sao feitas a “forward” e a “backward”, nota-se que a “forward”
é processada por coluna atualizando os elementos de b correspondentes as linhas dos
elementos da matriz W portanto, quando as colunas de uma mesma partigao vao ser
processadas paralelamente pode haver conflito na atualizagao do vetor b. A “backward”
é processada por linha e as operagbes dos elementos de W' sobre o vetor b atualizam
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a mesma posi¢ao de b, surgindo conflito se os elementos de uma mesma linha forem
operados por processadores diferentes (o grao da tarefa continua sendo a operagao ele-
mentar). Porém néo surgird nenhum problema se em uma mesma parti¢ao, cada linha
for atribuida a um processador como uma tarefa indivisivel. Isto faz com que todas as
tarefas sejam totalmente independentes dentro de cada particio durante a “backward”.

Pensando em fazer todo o processo de solucao direta com tarefas independentes
dentro de cada partigdo, este trabalho propoe que a forma tradicional de se fazer a
“forward”™ seja alterada. Aqui a “forward” serd realizada por linha, da mesma forma
que a “backward”. Com isso é possivel alterar o grao de cada tarefa, que antes era uma
operacao elementar, para o conjunto de todas as operagoes elementares de uma mesma
linha, dentro da mesma partigao.

Realizando-se a solugao direta por linhas e por partigoes, com todas as operacdes de
umna linha na parti¢ao sendo uma tarefa indivisivel, obtém-se uma solugao onde todas as
tarefas sao independentes dentro de uma mesma parti¢ao. Assim a “forward” paralela
pode ser obtida em alguns passos seriais, ou mesmo em um dnico passo, se o ntmero
de “fill-ins™ adicionais nao comprometer o desempenho.

A Tabela 3.6 descreve as tarefas na “forward” para a primeira particao da matriz W
da Figura 3.7, mostrando a independéncia das tarefas dentro de uma particao. As 12
tarefas da Tabela 3.6 correspondem &s 16 primeiras tarefas da “forward” convencional
da Tabela 3.1.

Tabela 3.6 - Operacoes na substituicao “forward” por linha
para a primeira particao de W da Figura 3.7,

Tarefa Operacao
# 1| 2o = zg+ wg 121
# 2z = oan twnan
# 3 214 = 214 v wWia 787
# 4| zi5 = 25 v wisaia t Wis s
# 5| 216 = 215 + Wis s
# 61 z10 = z10 + Wi0,424
# T z12= 212+ wWi2328
# B 7o = 210 T Wi9,6%
# 9 2z = 2pa T wiz 1A T Wissds
# 10 zy7 = 217 + wir 72y
# 11 | 213 = 218 + Wiz 424 + Wig 878
# 12 | 290 = 290 + Wo0,322 + W20 525

A atribuicao de tarefas para diversos processadores pode ser feita de varias maneiras,
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e em funcdo disto pode-se ter diferentes tamanhos para as tarefas, o que leva a dife-
rentes granularidade do processamento. Quando o niimero disponivel de processadores
para fazer uma partigao da “forward” é malor ou igual ao nimero de linhas a serem
processadas na partigdo entio o tamanho de cada tarefa corresponde as operagoes de
cada linha e desse modo tem-se uma granularidade mais fixa. Os tamanhos de cada
tarefa nao serio todos iguais, pois o nimero de elementos por linha na “forward” varia
de um a quatro para o sistema IEEE-118, e de um a dez para o sistema Sul-sudeste
brasileiro 1729, conforme indicam as Talelas 4.1 e 4.4. Quando o niimero de processa-
dores é menor que o nimero de linhas (fato que geralmente acontece), o tamanho de
cada tarefa passa a ser igual ao numero de operagSes das linhas que sao atribuidas a
cada processador, e entio o balanceamento de carga passa a depender nao somente do
ntimero de elementos em cada linha, mas também de quais linhas sao atribuidas aos
processadores. Neste caso tem-se mais flexibilidade para balancear a carga, dependendo
da sofisticacio que se queira dar ao algoritmo de divisao de tarefas. A referéncia [25]
propde algumas formas de divisao das linhas pelos processadores, aqui serao analisados
dois esquemas: um esquema de linhas alternadas {semelhante a distribuicao de cartas
no jogo de baralho) e um esquema por blocos, como mostra a Figura 3.9, onde supoe-se
quatro processadores.

9 B g
11 Py 11 A
14 Py 14
15 Py 15
18 Py 16 Py
10 P, 10
12 Py 12
18 Py 3% Py
13 F 13
17 Py 17
18 Fs 18 P,
20 Py 20
Esquema de linhas alternadas Esquema por blocos.

Figura 3.9 - Esquemas de atribuigao de tarefas.

Observando-se os “mapas topolégicos” {figuras de matrizes indicando os elementos
diferentes de zero) de vérias matrizes mostradas em (15, e [4], nota-se que as ultimas
linhas da matriz tendem a apresentar mais elementos nao-nulos, significando tarefas
maiores. Isto indica que um esquema por blocos pode levar a um desbalanceamento sig-
nificative. O esquema por linhas alternadas tende a ser mais balanceado, jd que, como
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o préprio nome diz, as linhas sao atribuidas alternadamente. Esta distribuicao oferece
facilidades também em termos de programacao, uma vez que atribuindo-se um ndmero
(npro) a cada processador (1,2,3,...,n} e informando-se o nimero de processadores
presentes na solucdo {ntet = n}, cada processador localiza facilmente a primeira linha
e dd um passo igual a nproc para localizar a proxima linha, e assim por diante.

Um algoritmo para a “forward” por linha com particionamento de W em np partigoes,
e para umn computador com ntot processadores é o seguinte:

ALGORITMO F2

1. Faga npro = ntmero do processador;
2. Facga tni = npro — ntot, p=0e 1t = 0
3. Faga p = p+ 1 e nell = nimero de nés da particao p;

(a) Se p > np fim;

(b) Caso contrério segue;
4. Faca int = int + nell;
5. Faga 1 = ¢ + in7 + ntot;
(a) Se i > nb va para 6;
{b) Caso contrério segue;
6. Verifique se existem nao zero na linha ¢ na particao p:

{a) Se nao existem, va para 4;

(b} Caso contrério localize a coluna k e faga z; = 2z + w; ;b e volte ao passo 5;

-

. Faga b = z {ponto de sincronizagao) e volte ao passo 3;

O nimere méximo de processadores que pode ser utilizado na “forward” é igual ao
nimerc de linhas de W a serem processadas na primeira parti¢do. Este ndmero é a
diferenga entre o niimero total de nés e o nimero de nds da profundidade zero.

Um algoritmo, nas mesmas condigbes, para a “backward” € o seguinte:

ALGORITMO B2

1. Faca npro = ndmero do processador;

2. Facap=np+1,1=nb-— npro+ niot e 1fim = nb;
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3. Faga p = p—1 e nell = ndimero de nds da partigo p;

(a) Sep<1fim

(b) Caso contrario segue;
4. Faca 1fim = 1fim — nell;
5. Faga 1t = 1 — nlot;

(a) Se: <ifim v4 para 6;

(b} Caso contrario segue;
6. Verifique se existem nao-zero na linha 1;

{(a) Se nao existem, va para 4;

(b) Caso contrario faga x; = z; + w; Yy, € volte ac passo 5;
7. Faga y = z (ponte de sincronizagao) e volte ao passo 2;

O numero maximo de processadores que pode ser utilizado na “backward” é igual
ao ntmero de linhas de W' a serem processadas na primeira particio. Este ntimero
é exatamente ¢ nuimero de nds da profundidade zero. Entéo o numero suficiente de
processadores para a solucao direta, é o malor valor entre o méximo requerido pela
“forward” e o maximo requerido pela “backward”.

Quando se faz a “forward” e a “backward” por linhas, é necessério um duplo con-
junto de apontadores para indicar linhas e colunas das matrizes triangulares superior e
inferior, conforma mostrada no Apéndice D.

Neste tipo de sclugao, usando-se poucas partigbes, as Ultimas linhas da dltima
particao apresentam maiores nlimeros de elementos por linha, e em particular a ditima
linha que € sempre cheia. Assim propoe-se mudar a forma de resolver a ltima particao
agrupando-se, para esta particao, as etapas “forward”, diagonal e “backward” em uma
Unica etapa de processamento.

3.5.3 Ultima particao

Quando se faz o particionamento da matriz W através do algoritmo proposto, todas
as partigoes contém nés de uma mesma profundidade, exceto a Gltima que contém
nos de diversas profundades porque buscou-se propositadamente guebrar relacoes de
precedéncia. FEsta eliminacao das relagtes de precedéncia tem como contrapartida a
necessidade de calcular os fatores inversos, podendo aparecer “fill-ins™ adicionais que,
em principio, podem levar a uma solu¢do mais demorada. Serd mostrado mais adiante
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que o empacotamento dos nés na Gltima particdo ndo atrasa a solugéo.

Supondo que as duas primeiras particbes da matriz W da Figura 3.7 j4 tenham sido
processadas, pode-se, por facilidade de representagao, apresentar a tltima partigao Ws,
como a matriz da Figura 3.10, onde mostra-se também um grafo de fatoragio dos nés
referentes a esta partigao.

10 12 1% 13 17 18 20 10 12 19 13 17 1B 20
10 x 10§ x @ @ & & 9 10
12 ® 12 x & @ 8 11
1918 x 19 x x & @ B 12 12
131 ® X 13 x & & ®
17|® ® @ ®& x 17 X ® 8 17
518 @ © ® & x 18 x ® 18
Wi @ ® 8 8 & x 20 *
20
(a) (b) (c)

Figura 3.10 - (a) Particdo W3, (b} Partigdo Wép

(¢) Grafo de fatoragio para os nés da partigio 3

Uma coluna k desta matriz W, (L,}) contém elementos n&o-zero nas linhas corres-
pondentes aos nds sucessores ao 16 £ no grafo de fatora¢ao. A linha k contém elementos
nao-zero nas colunas correspondentes aos nés predecessores ao né k. Esta informagao
indica que a uitimma linha de uma dltima particao W de uma rede elétrica qualquer
nao ilthada seré sempre cheia, pois o ltimo né do grafo possui todos os demals como
predecessores. Isto significa que ao realizar-se a etapa “forward” em paralelo tendo
uma linha como tarefa independente, a maior tarefa na dltima particao € obviamente a
iltima linha.

Assim, no uso da rede exemplo para se fazer a etapa “forward”, usando um nimero
de processadores igual ac ndmero de linhas de W, o tempo de solugao minimo é o tempo
necessario para processar a linha 20, Para fazer a “backward” este tempo minimo € o
da linha 10 de W[,

Contando este tempo em operagoes {multiplicacoes/adigoes}, apenas para a “for-
ward” + “backward”, temn-se:

ton =6+ 5=11 operagoes

Sabendo que cada tarefa corresponde a todas as operagoes de uma linha, e que a
maior linha do triangulo inferior € chela, pode-se entdo alterar a maneira de resolver a
altima particdo, fazendo-ze:



W, = W _D'W, (3.23)

A matriz Wy, contém os valores de D! nas posigdes referentes aos nés das (n — 1)
partighes, e exatamente os elementos da inversa da Gltima particido {4;'), onde apa-
recem novos elementos nao-zero {a matriz é cheia). Desta forma pode-se resolver esta
particao em vez de fazer a etapa de divisdo pela diagonal, ou seja:

y = Wysz (3.24)

Usando-se agora um ntmero suficiente de processadores para resolver esta etapa, o
tempo minimo de solugao é:

byup = T operagoes

Portanto, apesar dos novos elementos (A} fill —ins), este tempo é inferior ao tempo
twn que nao inclui a etapa da diagonal. Este tempo t,,, = 7 é também inferior ao menor
ternpo que seria necessario para fazer em paralelo a “forward” e a “backward” usando
as matrizes L, e L;p, ou seja, a soma do numero de elementos diferentes de zero da li-

nha mais cheia de L,,, mais a soma dos nao-zero da linha mais cheia de ij esta soma é:

tin =8 operagoes

FEntéo a solugao usando W, (apesar dos W f1ll — ins e dos A7 fill — ins) torna-se
malis eficiente, e com a vantagem extra de que todas as tarefas podem ser executadas
em paralelo sem necessidade de testes de relacoes de precedéncia, e emn apenas urm passo
sequencial.

Usando a idéia explicada acima, o processo de solugao fica:

Wi Wa,Wipb (3.25)
v = Wz (3.26)
zr = 'r;p%f;p T Hr{in—]}py {32?)

Pode-se entao construir algoritmos semelhantes a F2 e B2 para a solugao que utilize
a resolugao da ultima particac em um passo Ginico via W,. No Apéndice D mostram-se,
com detalhes, como é feito o armazenamento ¢ os diagramas de blocos para as solugoes
sequencial e paralela, usando ou nao W,,.
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3.5.4 Obtenciio do Nimero Otimo de Particoes

O particionamento proposto anteriormente é simples, porém a forma de escolha da
profundidade de corte é heuristica, ou seja, quando o nimero de nés com mesma pro-
fundidade comega a ficar pequeno deve-se colocar os nés restantes na tltima particio.
A questao abordada neste item é: dado um sistema e um determinade néimero de pro-
cessadores, qual é o nimero dtimo de partigdes?

Entende-se por nimero 6timo de parti¢des aquele que leva a uma solugao com menor
nitmero de operagoes de ponto flutuante, ndo levando-se em conta os possiveis atrasos
de paradas em pontos de sincronizagao.

Para achar o ntumero 6timo de parti¢des é necessdrio descobrir a maior tarefa em
cada parti¢ao, contando o nimero de operacdes elementares que cada processador faz.
Assim o esquema de particionamento torna-se (lembrando que dltima particio é cheia):

1. Faga p = 0. Agrupe os nds da profundidade p em uma partigéo p, faga nu, igual ao
nimero de operagdes elementares da major tarefa da dltima partigdo (que reune
os nos restantes);

2. Faga p = p+ 1 e agrupe os nés desta profundidade em uma partigdo. Calcule o
niimero de operagoes elementares (nof) da malor tarefa da “forward”, o niimero
de operacdes elementares {nob} da maior tarefa da “backward” e faca R,y igual
ao nimero de operagoes da maior tarefa da Gltima particio (que agora reune os
nés que ainda nao pertencem a nenhuma partigio);

3. Faga nu = nof + nu,., + nob;

4. Verifique se nu é menor que nu,

{a) Se for, faca nu, = nuy.; € volte ao passo 2;

{b} Caso contrério agrupe os nés da profundidade p com os restantes em uma
unica partigao Wop, e fim.

3.5.5 Sintese da Metodologia

A metcdologia apresentada neste trabalho é baseada em uma solugao utilizando partici-
onamento da matriz de fatores inversos W, sendo agora realizada em passos sequenciais
de acordo com o ntmero de parti¢des. O esquema de particionamento é feito com
base na profundidade dos nés da drvore de fatoracho, sendo que no inicio do partici-
onamento todos os nés de uma mesma profundidade sio agrupados em uma mesma
partigao. Quando as parti¢bes passam a possuir poucos nés, agrupam-se todos os nés
restantes em urma Gltima particdo, guebrando-se assim, as relagdes de precedéncia entre
estes nos.
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As etapas “forward” e “backward” sao feitas por linhas e por particoes, atribuindo-
se a urn processador todas as opera¢oes de multiplicacao-adicao de uma linha dentro da
mesma parti¢ao. Conseguindo-se desta forma que todas as tarefas fiquem independen-
tes dentro de uma partigao. Esta estratégia pode ser aplicada & todas as particdes, no
entanto para a dltima parti¢io pode ser mais vantajoso agrupas as etapas “forward”,
diagonal e “backward” em uma tnica, obtendo-se a matriz W,,. Este procedimento é
analisado no capitulo seguinte.



Capitulo 4

Analise de Desempenho

4.1 Introduciao

Neste capitulo busca-se inicialmente testar a metodologia de decomposicio do problema,
fazendo-se para isto simulagoes do algoritmo paralelo em um computador uniprocessa-
dor. Nestas simulagoes utiliza-se o nidmero de opera¢des multiplicacio-adicdo como
parimetro de medida, nao levando-se em conta as operagdes com os elementos da di-
agonal, que s&o operagdes que podem ser realizados simultaneamente. Esta anélise da
decomposigao permitird discutir a influéncia das ordenacdes e da forma de resolver a
altima parti¢ao na metodologia proposta.

Em seguida sao apresentados os resultados de uma implementacio da metodologia
proposta numa miquina paralela de arquitetura hibrida. Aqui serdo considerados todos
os passos da solugao direta, inclusive a etapa das operagdes com a diagonal. Usou-se
nas simulagoes e implementagao quatro diferentes sistemas de energia elétrica, cujas
caracteristicas sao as seguintes:

s IEEE 118 nés - com 179 elementos originais diferentes de zero fora da diagonal na
matriz L.

e Sul-Sudeste 320 nés - com 470 elementos originais diferentes de zero fora da dia-
gonal na matriz L.

e Sul-Sudeste 725 nds - com 935 elementos originais diferentes de zero fora da dia-
gonal na matriz L.

e Sul-Sudeste 1729 nés - com 2154 elementos originais diferentes de zero fora da
diagonal na matriz L.
4.2 Anadlise da Decomposicao do Problema

A metodologia proposta obtém a solugao em poucos passos sequenciais, através de um
particionamento da matriz W baseado nos nés de mesma profundidade na &rvore de

-
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fatoracdo. Esta forma de particionamento poderd gerar “fill-ins” adicionais somente
na ultima partigao, o que significa trabalho adicional. A primeira vista estes “fill-ins”
podem atrasar a solugao, mas deve-se lembrar que ¢ seu aparececimento é causado pela
quebra de relagbes de precedéncia na Gltima parti¢do. Deste modo a primeira andlise a
ser feita € ver a influéncia deste trabalho extra na solugio paralela, para dimensionar até
quanto é vantajosa a quebra de relagoOes de precedéncia. Posteriormente sao analisadas
as influéncias do tipo de ordenagdo e do tratamento da Gltima partigao.

4.2.1 Desempenho versus “fill-ins” adicionais

A Tabela 4.1 mostra o nimero méximo de operagoes multiplicagao-adi¢io em cada passo
sequencial em funcao do niimero de particdes, assumindo que se tenha um nimero sufi-
ciente de processadores. Nimero suficiente de processadores, neste caso, significa dispor
de processadores em quantidade suficiente para atribuir cada linha da particao a um
processador. Os nlmeros entre parénteses indicam os “fill-ins” adicionais no tridngulo
inferior da 1ltima partigao.

Tabela 4.1 - Sistema IEEE 118 (ordenagdo ML-MD).

Particoes

Passos 2 3 4 5 6 7
serials | (1704} | (471) | (147) : (34)  (7) | (0)
1 (W) 4 4 4 4 | 4 | 4
2 (W) - 4 4 4 14 4
3 (Ws) - - 4 4 4 | 4
4 {Wy) - - - 3 3 3
5 {Ws) - - - - 2 2
6 (W) - - - - - 2
7 (W) | 62 35 | 22 14 10| 8
8 (W) - - - - - |8
9 (Wh - - - - 9 9
10 (W) - - - 6 6 6
11 (W) - - 6 6 | 6 6
12 (Wi - 3 3 3 | 3] 3
13 (W) 3 3 3 3 133
total 50 49 46 | 47 | 54 | 62

Observando-se a Tabela 4.1 nota-se que a exisiéncia de “fll-ins” adicionais ndo
atrapalham o desempenho global da solugio proporcionando melhores resultados que
particionamentos que nao produzem nenhum “fill-in” adicional. Vé-se, por exemplo,
que a solugao com 7 partigbes ndo gera nenhum 7fill-in” adicional, mas no entanto
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a solucdo requer 62 operagoes de multiplicagao-adicio, enquanto uma solucio com 4
partigoes, tendo 147 “fill-ins” adicionais, requer apenas 46 operagbes. Estes resultados
foram obtidos supondo-se que as etapas “forward”, diagonal ¢ “backward” correspon-
dente & (iltima partigio sdo realizadas em um tnico passo (W, = W!D™'W,). Portanto
o nimero 6timo de parti¢des, citado no item 3.5.4, para este casoc é quatro.

Comportamento semelhante é obtido na simulagdo dos demais sistemas conforme
mostram as Tabelas 4.2, 4.3 ¢ 4.4,

Tabela 4.2 - Sistemna Sul-Sudeste 320 {ordenacio ML-MD).

’ Particoes
Passos 3 4 | 5 6 7 8
seriais | (3809) | (1573) | (717) | (364) | (183) | (64)
1 (W) 5 5 | 5 5 5 5
2 (W) 5 5 | 5 5 5 5
3 (Ws) - 4 4 4 4 4
4 (W) - - 3 3 3 3
5 (Ws) - - - 3 3 3
6 (We) | - - - - 3 3
7 (Wy) - ~ - - ~ 3
8 (W) 94 64 47 37 30 | 24
9 (W} ~ - - - - 10
10 (Wh - - - - 12 12
11 (W) - - - 11 11
12 (W) - - 10 1 10 0 10 | 10
13 (W) ~ 9 9 9 9 9
14 (WhH 8 8 | 8 8 & g
15 (W] 7 T T 7 7 7
total 119 102 0 98 | 102 | 110 | 117
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Tabela 4.3 - Sistema Sul-Sudeste 735 {ordenagao ML-MD).

Particoes

Passos 4 5 6 7 8 9
seriais | (4598) | (2028) | {946) | (504) | (295) | (164)
1 (W) 9 9 9 9 9 9
2 (W) 5 5 5 5 5 5
3 (W) 4 4 4 4 4 4
4 (W) - 4 4 4 4 4
5 (Ws) - - 4 4 4 4
6 (W) - - - 3 3 3
7 {W;) - — —~ - 3 3
8 (Ws) - - - - - 3
9 (Wy) 103 72 53 42 35 29
10 (Wh — - - - - 19
11 (W) - - - - 14 14
12 (W) - - - - 13 i3
13 (W3 - — 10 10 10 10
14 (W) — 10 10 10 10 10
15 {W)) 10 10 10 10 10 10
16 (Wh 11 11 11 11 11 11
17 (W) 8 & 8 & 8 8
total 151 134 126 | 134 | 145 | 160




Tabela 4.4 - Sistema Sul-sudeste 1729 {ordenagio ML-MD).

Partigoes

Passos 4 5 6 7 8 9
seriais (23088) | (9171) | (3858) | (1886) | (981) | (570}
1 (Wy) 9 9 g 9 9 9
2 (W) 7 7 7 7 7 7
3 (Ws) 5 5 5 5 5 5
4 (Wy) - 4 4 4 4 4
5 (Ws) - - 4 4 4 4
6 (W) - - - 4 4 4
7 (W) - - - - 4 4
8 (Ws) - - - - - 3
9 (W) | 221 143 | o1 72 | 56 | 46
10 {(W}) - - - - - i7
11 (W) - - - - 15 | 15
12 (Wi - - - 10 10 10
13 (W) - - 10 10 | 10 | 10
14 (W) - 9 9 9 9 9
15 (WhH 7 7 7 7 7
16 (W)) 7 7 7 7 7
17 (W] 6 8 6 6 6 6
total 262 187 165 ib4 157 167

Como se vé existe umn niimero 6timo de partigdes para cada rede a fimn de realizar
a solugao mais rapida. Este ndmero nao corresponde ao niimero de particdes que gera
menos “fill-ins”, pois parti¢des com poucos nés entre as primeiras {que sdo particdes
grandes) e a ultima podem levar a sclugdes mais lentas. O nimero étimo de particdes
pode ser obtido da tabela do nimero de nds por profundidade, levando-se em conta que
a ultimea particao serd uma matriz cheia.

4.2.2 Ganho versus Ordenacio

Para uma andlise do “speedup” da métodologia em funcio do niimero de processadores,
definem-se os seguintes pardmetros:

gnicAWP
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onde (& é o ganho e significa quanto a solugdo paralela é mais rapida que a sequencial;
t, é o total de operacoes multiplicagao-adigao na solugao sequencial; {, é a soma total
das operacoes multiplicacido-adi¢ao realizadas na solugao paralela pelo processador que
é faz a tarefa maior; F ¢ a eficiéncia e ntot é o niimero total de processadores utilizados
no processo. Para efeito de comparacio a solugao sequencial usada é aquela que reco-
nhecidamente apresenta melhor desempenho para um processador {considerando b e z
vetores nao-esparsos), ou seja, usa-se ordenagao MD (que minimiza “fill-ins”) e fatores
triangulares obtidos diretamente das matrizes L, D e U {néo utiliza-se matriz W}.

Neste tipo de andlise nao sao levados em conta os tempos de comunica¢ao/sincronismo
entre processadores para cada tipo de maquina (meméria partilhada, troca de mensa-
gens ou hibrida). A comunicag¢do/sincronismo envolvida em cada uma delas é discutida
no Apéndice D, que mostra uma forma de fazer esta programacao paralela. O ganho
em termos do niumero de operagdes da uma idéia do méximo “speedup” tedrico que a
metodoclogia permite.

Os resultados apresentados a seguir foram obtidos fazendo-se a "forward”, diagonal
e “backward” para a ‘ultima particao em um dnico passo, ou seja, calculou-se a matriz
W

up -

Ordenacio ML-MD (calculando-se W, p)

As Tabelas 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8 mostram o ganho G e a eficiéncia £ para os quatro
sistemas testes, com o particionamento que fornece o menor t, {nimero de particdes ob-
tido de tabelas como as do itém 4.2.1) em fungao do ntimero de processadores. Nestas
tabelas Suf significa um nimero suficiente de processadores e entre parénteses aparece
qual deve ser este valor para cada sistema. Usou-se a ordenagao ML-MD.

Tabela 4.5 - Ganho no sistema 118 {t, = 530)

Processadores | Parti¢des | i, G E
Suf (62) 4 46 | 11,52 0,186
64 4 46 | 11,52 1 0,180
32 4 51 110,39 0,325
16 5 65 | 8,15 | 0,509
8 7 109 | 4,86 | 0,607
4 7 182 | 2,91 | 0,727




Tabela 4.6 - Ganho no sistema 320 (¢, = 1774)

Processadores | Partigbes | 1, G E
Suf (161) 5 98 | 18,10 | 0,114
64 5 108 | 16,42 | 0,256
32 7 141 | 12,58 | 0,393
16 7 2151 8,25 | 0,515
8 8 3371 5,20 | 0,650
4 9 502 1 2,99 | 0,747

Tabela 4.7 - Ganho no sistema 725 (t, = 2994)

Processadores | Parti¢cbes | ¢, G E
Suf (402) 6 129 | 23,21 | 6,058
64 6 155 116,32 | 0,302
32 7 245 | 12,22 0,382
16 9 347 8,63 | 0,539
8 13 590 | 5,07 | 0,837
4 12 1048 | 2,86 | 0,715

Tabela 4.8 - Ganho no sistema 1729 (¢, = 6710)

Processadores | Particbes | t, G E
Suf (956) 7 154 | 43,57 | 0.045
64 8 187 | 27,16 | 0,424
32 8 402 | 16,60 | 0,521
ig g 658 | 10,20 | 0,837
8 12 1137 | 590 | 0.737
4 13 2110 ] 3,18 0,795

O ganho obtido com muitos processadores é maior para as redes maiores porque o
namero de tarefas independentes aumenta significativamente com ¢ tamanho da rede
elétrica. Porém deve-se dispor do niamero de processadores necessdrios para explorar
este paralelismo.

Das Tabelas 4.5 a 4.8 nota-se que o melhor niimero de partigdes para muitos proces-
sadores nao ¢ o melhor nliimero para poucos processadores, € este comportamentio pode

oI
LN



estar ligado naoc somente aos “fill-ins” adicionals da 4ltima particao, mas também aos
critérios de ordenacao e a forma de resolver a Wiltima paticio.

Ordenagdo MD-MNP {calculando-se W,p)

Os testes feitos até aqui levaram em conta a ordenacie ML-MD, que fornece mais
néds nas primeiras partigoes sem preocupagao com a minimizagao de “fill-ins” na matriz
L. Agora passa-se a analisar a influéncia que diferentes ordena¢oes possam ter no ganho.
Observando as Tabela 3.2 a 3.5 nota-se que as ordenagoes que utilizam como primeiro
critério de escolha o grau de cada né minimizam o aparecimento de “fill-ins” na matriz
L, com pequenas variagoes entre elas. Compare por exemplo os “fill-ins” das ordenacgoes
MD e MD-MNP. Ja do ponto de vista da profundidade da érvore de fatoracao, a or-
denacio MD-MNP oferece vantagens {mais nés por profundidade significa mais tarefas
independentes por partigdo). Desta forma optou-se por apresentar resultados com esta
ordenagao. Nas Tabelas 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 sac mostrados os ganhos e as eficiéncias
com a ordenagao MD-MNP calculando-se W,.

Tabela 4.9 - Ganho no sistema 118 {t, = 530)
(ordenagio MD-MNP calculando-se W)

Processadores | Partigoes | 1, G E
Suf (66) 5 46 | 11,52 10,174
64 5 46 11152 | 0,180

32 5 50 1060 | 0.331

16 6 63 841 | 0,556

8 9 98 | 5,41 0676

4 9 161 ¢ 3,20  OR22

Tabela 4.10 - Ganho no sistema 320 {t, = 1774)
{ordenagio MD-MNP calculando-se W)

Processadores | Particoes | ¢, G E
Suf (167) 5 98 | 18,10 | 0,108
64 8 106 | 16,73 | 0,261
32 10 144 1 12,32 | 0385
16 10 213 1 8,33 | 0,521
8 12 355 | 4,09 | 0.624
4 BEE 5511 3,22 | 0.805
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Tabela 4.11 - Ganho no sistema 725 (¢, = 2994)
{ordenagao MD-MNP calculando-se W,,)

Processadores | Parti¢bes | 1, G E
Suf (364) 7 129 | 23,21 | 0,064
64 8 159 | 18,83 | 0,204
32 11 243 112,32 | 0,385
16 13 323 | .27 | 0,579
8 16 5211 5,74 | 0,717
4 20 885 | 3,38 | 0,845

Tabela 4.12 - Ganho no sistema 1729 (¢, = 6710)
(ordenagio MD-MNP calculando-se W,,)

Processadores | Partigoes | 1, G E
Suf (8?5) 10 169 | 39,70 | 0,045
64 12 255 | 26,31 | 0,411
32 12 401 116,73 | 0,523
16 14 539 | 10,50 | 0,656
8 24 1057 | 6,35 | 0,794
4 25 1872 | 3,38 | 0,895

Destas Tabelas pode-se observar que os “fill-ins” gerados pela ordenacizo ML-MD na
matriz L, atrapalham o desempenho quando o ntimero de processadores utilizados nao
é grande. Passa-se agora a analisar a influéncia da forma de resolver a Gltima particao.

4.2.3 Influéncia do Tratamento da Ultima Particio
Ordenacido ML-MD (sem usar W)

Relembrando que o ganho mostrado nas Tabelas 4.5 a 4.12, fol obtido resolvendo-se
a “forward” + diagonal + “backward” da t¢ltima particdo em um dnico passo (W, =
W} D7iW, )}, propde-se agora, a fim de verificar o desempenho desta técnica, resclver o
problema sem obter W, ou seja, faz-se a “forward” e a “backward” normais para a
iitima partigao como é feito para as demais. Assim obtém-se as Tabelas 4.13, 4.14, 4.15
e 4.16 para os diferentes sistemas de energia elétrica, ordenados com a técnica ML-MD.
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Tabela 4.13 - Ganho no sistema 118 {t, = 530)
{semn calcular W}

Processadores | Partigbes | ¢, | G E
Suf (62) 4 55 19,64 | 0,155
64 4 55 9,64 0,151

32 4 60 883 0,276

16 5 73 | 7.26 | 0,454

8 6 108 1491 1 0614

4 6 181 | 293 | 0,732

Tabela 4.14 - Ganho no sistema 320 {t, = 1774)
(sem calcular W, }

Processadores ' Partigoes | 1, G E
Suf (161) 5 117 | 15,16 | 0,094
64 5 127 | 13,97 | 0,0218
32 6 155 | 11,44 | 0,357
i6 8 219 | 8,10 | 0,506
8 8 343 | 5,17 | 0,646
4 9 506 | 2,98 | 0,745

Tabela 4.15 - Ganho no sistema 725 (¢, = 2994)
{sem calcular W, )

Processadores Parti¢des | 1, G E
Suf {402) 6 160 | 18,71 | 0,046
64 6 176 117,01 ; 0,266
32 7 233 | 12.85 1 0,401
i6 8 344 | 8,70 | 0,544
& G 584 1 5,13 § 0.641
4 11 1048 | 2.86 | 0,715
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Tabela 4.16 - Ganho no sistema 1729 {t, = 6710)
(sem calcular W)

Processadores | Parti¢oes | 1, G E
Suf (956) 7 177 | 37,01 | 0,040
64 8 269 | 24,94 0,390
32 b 392 117,12 | 0,535
16 10 630 1 10,65 | 0,666
8 10 1120 1 5,99 | 0,749
1 13 2089 | 3,02 | 0,755

Ordenacido MD-MNP (sem usar W,,)

Nas Tabelas 4.17, 4.18, 4.20 e 4.20 sao mostrados os ganhos com a ordenagao MD-
MNP resolvendo-se a ltima particao normalmente.

Tabela 4.17 - Ganho no sistema 118 (¢, = 530)
{ordenagao MD-MNP sem calcular W)

Processadores | Partigdes | ¢, G E
Suf (66) 6 52 110,10 | 0,154
64 6 52 1 16,19 ; 0,159
32 6 56 | 9,46 0,207
16 6 . 60 768 0,480
] 8 99 1 5.35 | 0,669
4 8 159 3,33 | 0,832

Tabela 4.18 - Ganho no sistema 320 ({, = 1774)
{ordenacao MD-MNP sem calcular W)

Processadores | Partigdes | 1, G E
Suf (167) 6 121 | 14.66 | 0,088
84 6 130 | 13,65 | 0,213
32 9 159 | 11.16 | 0,349
16 9 216 | 821 | 0,513
8 13 339 | 523 | 0,654
4 16 549 | 3,23 | 0,807
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Tabela 4.19 - Ganho no sistema 725 {t, = 2994)
{ordenagio MD-MNP sem calcular W,,)

Processadores | Particoes | 1, G E
Suf (364) 8 152 | 16,70 | 0,054
64 8 182 | 16,45 | 0,257
32 11 229 13,07 | 0,408
16 12 325 9,21 | 0,288
8 15 516 1 5,80 | 0,725
4 18 B78 | 3.41 | 0,852

Tabela 4.20 - Ganho no sistema 1729 (1, = 6710)
(ordenagao MD-MNP sem calcular W)

Processadores | Partigdes | ¢, G E
Suf (875) 10 200 | 33,55 | 0,038
64 11 282 123,79 10,372
32 12 401 16,73 | 0,523
16 17 624 | 10,75 1 0,672
8 23 10656 | 6,30 | 0,787
4 25 1869 | 3,59 | 0,897

Comparando os resultados das tabelas com e sem usar a matriz W, observa-se que
para muitos processadores (mais que 32) fazer agrupamento da altima traz melhores
ganhos, j para poucos processadores ha um ligeirc aumento no ganho das solugdes sem
calcular W, Isio ocorre devido ao aparecimento de malis elementos diferentes de zero
quando resolve-se a ltima partigao em um Gnico passo (W, € cheia).

4.2.4 Resumo dos Melhores Desempenhos

Para facilitar a analise comparativa dos resultados das Tabelas 4.6 a 4.20, extraiu-se os
maiores ganhos para cada nimero de processadores montando-se uma nova tabela com
os melhores desempenhos para cada sistema. As Tabelas 4.21 a 4.24 mostram os maio-
res ganhos e as melhores estratégias de ordenacdo e de tratamento da Gltima particao.
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Tabela 4.21 - Melhores desempenhos para o sistema 118

Processadores | Ordenacao | W, G E

Suf ML-MD |[com | 11,52 | 0,186
MD-MNP [ com | 11,52 | 0,174

64 ML-MD | com | 11,52 | 0,180
MD-MNP | com | 11,52 ; 0,180

32 MD-MNP | com | 10,60 | 0,331

16 MD-MNP | com | 8,41 | 0,526

8 MD-MNP | com | 541 | 0,676

4 MD-MNP | sem | 3,33 | 0,832

Tabela 4.22 - Melhores desempenhos para o sistema 320

Processadores | Ordenagao ' W, G E

Suf ML-MD | com | 18,10 | 0,114
MD-MNP | com @ 18,10 | 0,108

64 MD-MNP | com | 16,73 | 0,261

32 ML-MD | com | 12,58 : (0,393

16 MD-MNP | com | 833 | 0,521

8 MD-MNP | sem & 5,23 10,669

4 MD-MNP  sem | 3,23 @ 0,832

Tabela 4.23 - Melhores desempenhos para o sistema 725

Processadores  Ordenagao | W, G E
Suf ML-MD | com | 23,21 0,058
MD-MNP | com | 23,21 | 0,064
64 ML-MD | com | 19,32 | 0,302
3z ML-MD | sem | 13,07 | 0,401
16 MD-MNP | com | 9,27 | 0,579
8 MD-MNP  sem | 5,80 | 0,725
4 MD-MNP | sem | 3,41 | 0,852
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Tabela 4.24 - Melhores desempenhos para o sisterna 1729

Processadores | Ordenagao | W, | G E
Suf ML-MD | com | 43,57 0,045
64 ML-MD | com | 27,17 | 0,424
32 ML-MD  sem | 17,12 | 0,535
16 MD-MNP | sem | 10,75 | 0,672
8 MD-MNP | com | 6,35 | 0,794
4 MD-MNP | sem | 3,59 | 0,897

Das tabelas observa-se que quando estio disponiveis muitos processadores {64 ou
mais), tanto os “fill-ins” gerados na matriz L quanto os “fill-ins” adicionais gerados na
Gltima partigao da matriz W nao atrapalham o desempenho global, pois os melhores
ganhos, no geral, foram obtidos com a ordenacdo ML-MD utilizando W,,,. Para poucos
processadores {8 ou menos), os “fill-ins” de L e os “fill-ins” adicionais atrapatharam o
desempenho da solugao, obtendo-se melhores resultados com a ordenagao MD-MNP sem
utilizar W,. Jé4 quando se tem entre 8 e 64 processadores o maximo ganho depende do
tamanho do sistema e da forma de tratar W,,. A ordenagao MD-MNP obtém melhores
resultados para a maioria dos casos.

A Figura 4.1 ilustra a evolugao do méaximo ganho com o tamanho do sistema e com
o nimero de processadores.
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Figura 4.1 - Ganho X tamanho do sisterna

Os resultados simulados permitem concluir que o fato de se usar W, reduz o tempo
da solugao paralela de forma significativa quando o nimero de processadores disponiveis
tende a se aproximar do nimero suficiente de processadores. Se ¢ niimerc de proces-
sadores € relativamente pequeno a vantagem de usar W, tende a desaparecer. Isto é
esperado pois o nimero de operagdes multiplicagao-adigdo que caberd ao Gltimo proces-
sador a terminar suas tarefas poderéd ser maior que no caso de processamento de W),
D-1 e W, separadamente. Deve porém ser lembrado que a utilizacio de W, diminui o
nimero de passos sequenciais.

4.2.5 Comparacao com Qutros Trabalhos

Os melhores resultados com a decomposicao, o particionamento e a metodologia de fa-
zer a Gltima particao proposta neste trabalho foram: 11,52; 18,10; 23,21 e 43,57 para
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os sisternas 118; 320; 725 e 1729 respectivamente. Simulando-se o paralelismo com um
numero suficiente de processadores, fazendo-se o particionamento apresentado em [17],
e nao calculando-se W, consegue-se os seguintes ganhos para os mesmos sistemas res-
pectivamente: 7,46 (12 particdes); 8,96 (21 partigdes); 12,96 (24 particdes) e 22,59 (30
partigoes).

A seguir compara-se os ganhos da decomposicdo desta metodologia com ganhos
tedricos mostrados em outros artigos, ressaltando-se que a comparagio correta seria
com resultados de implementa¢des em méquinas paralelas e que apenas a referéncia |36
mostra resultados deste tipo de forma clara. Entéo a andlise que se faz é apenas em
termos de ganhos tedricos e possiveis dificuldades em termos de comunicacio entre pro-
cessadores. Assim, por exemplo, a metodologia proposta em 1] que buscar evitar atrasos
com comunicagao, mostra ganhos teéricos de: 3,8 e 7,6 para o mesmo sistema 118 e para
um de 590 nés respectivamente, apenas para a etapa “forward”. Uma metodologia que
explora o paralelismo das operagbes elementares {portanto tem-se necessidade de muita
comunicagao) é proposta em [36], mostrando ganhos teéricos maximos de aproximada-
mente 40 para uma rede de 470 nds e de 90 para uma rede de 1557 nés. Esta referéncia
mostra que para 8 processadores o ganho tedrico aproxima-se de 8 para as ambas as
redes, no entanto o ganho pratico fica torno de 4,5, utilizando uma méquina paralela
semelhante a apresentada no préximo item. A metodologia apresentada em [39], que
em termos de atribuicao de tarefas pode ser dita intermediédria entre as propostas de
1] e (36, mostra ganhos teéricos de: 9,91; 36,9 ¢ 63,8 para os sisteras 118; 590 e 1760
respectivamente,

4.3 Implementagdo em uma Mdquina Paralela

4.3.1 Estrutura do computador utilizado

O computador multiprocessador utilizado neste trabalho é o Processador Preferencial
Paralelo (PPP] desenvolvide no Centro de Pesquisas e Desenvolvimento da Telebras,
que é descrito em [10). Sua arquitetura bésica é mostrada na Figura 4.2.
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Figura 4.2 - Arquitetura do computador PPP

A versao do PPP utilizada é composta de 9 placas de processamento (UPN) basea-
das no processador Intel IAPX 286, com memdria RAM interna de 512 Kbytes. Todos
os processadores compartitham uma placa de meméria comum {MEM) de 128 Kby-
tes, podendo ser expandida até 2048 Kbytes, acessada através de um barramento global
(BAG) com capacidade de escoamento de 10 Mbytes/s e com um esquema “daisy-chain”
de controle de acessos concorrentes. O esquema “daisy-chain” é um tipo de conexio em
que um sinal é serialmente distribuido para vérias unidades, sendo que uma unidade
qualquer da cadeia pode propagar o sinal para a seguinte se e somente se nao for uti-
lizé-lo. Este esquema € ilustrado na Figura 4.3.

vene |2 Elven, |5  Elven, |5 Elupn, |5 ..
UFNg - unidade gue gera o sinal
UPRry,UPN,y, ... - unidades que recebem e propagam o sinal
S - saida
E - entrada

Figura 4.3 - Esquema “daisy-chain”

Todas as placas processadoras podem executar programas usando tanto dados locals,
armazenados na memoéria local, quanto dados globais, armazenados na meméria parti-
lhada e acessiveis a todos os processadores. O PPP apresenta, portanto, caracteristicas
de arquitetura hibrida, ou seja, meméria comum mais meméria distribuida.

A hnguagem computacional utilizada neste trabalho foi 0 FORTRAN 77 conven-
cional rodando sob um sistema operacional MS-DOS. Como o FORTRAN 77 nao é
uma linguagem para processamento paralelo, foi necessédria a implementacao de ferra-
mentas bésicas para acesso a memodria partilhada e para mecanismos de sincronizacao.
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Estas ferramentas ampliam a biblioteca do Fortran e foram escritas em Assembly (30,
possuindo a seguinte forma:

s GLOBAL {var) - define a varidvel var {pode ser um vetor) como varidve! global,
portanto serd armazenada na meméria partithada; as varidveis globais séo o melo
de comunicacao entre os processadores.

+ BARREI (ntot) - define a existéncia de uma barreira, sendo que os processadores
s6 executam o linha seguinte do programa quando todos os ntof processadores
estiverem na barreira; esta funcao permite sincronizar os processadores.

4.3.2 Resultados no PPP

Para verificar o desempenho do método em um computador paralelo considerou-se a
solugao direta de um sistema [ = YV, onde Y é a matriz adimitincia complexa es-
parsa, I é um vetor complexo nao-esparso das injecoes de correntes e V € o vetor
das tensoes, cuja obtengao completa é desejada. Todas as varidveis do problema sio
armazenadas nas memdrias locais dos processadores, exceto o vetor solugao V que é
declarado como global e armazenado na meméria partilhada. A solucéo foi realizada
para quatro sistemas de energia elétrica, usando diferentes niimeros de processadores.
Os algoritmos paralelos sao descritos em detalhe no Apéndice D. As tabelas seguintes
mostiram o desernpenho quando se calculam 50 solugdes repetidas para cada sistema.
Em todos os casos foi utilizada a ordenagao ML-MD e s&o apresentados resultados sem
usar Wy, e usando W,. Nas tabelas np significa nimero de particGes utilizadas; ¢, é o
tempo em segundos usando a solugao sequencial proposta em 40] com ordenagio MD;
t., € 0 tempo em segundos da solugao sequencial usando o mesmo métoedo, ordenacao e
particionamento da solugao paralela; {1, é o tempo em segundos da solugio paralela; e
G = 1./, ¢ o ganho.

Caso semn usar W,

As Tabelas 4.25, 4.26, 4.27 e 4.28, mostram o desempenho quando resolve-se a tltima
particio como as demals.

Tabela 4.25 - Ganho em 50 solucbes repetidas no sistema 118
(np=86,1.=21,95 e, = 25,82)

Processadores
2 3 4 3 e 7 g 9
13,52 1 9.56 | 7,533 | 6,32 5,11 1 4.61 | 4,40
"G 163 2,30 2,02 3.48 430 4,76 | 5.00

=}

G| =3
IV ot

i
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Tabela 4.26 - Ganho em 50 solugoes repetidas no sisterna 320
{np =8, t, = 71,10 e {,, = 87,64)

‘ Processadores
2 3 4 5 6 7 8 9

1, [ 44,83 31,32 24,12 19,95 | 17,42 [ 15,49 [ 13,85 [ 12,86
G| 1,56 | 227 | 2,95 | 356 4,08 | 4,59 | 513 | 553

Tabela 4.27 - Ganho em 50 solugGes repetidas no sistema 725
(np =9, t, = 124,07 e t,, = 157,86)

Processadores
2 3 1 4 5 6 | 7 8

i

8060 | 55.12 | 43,02 | 35.12 | 20,83 | 26,81 | 23,85 | 21,703
G| 154 | 2,25 | 288 | 3,53 | 4,16 | 4,63 | 5,20 | 5,72

H

[
h-]

Tabela 4.28 - Ganho em 350 solugoes repetidas no sistema 1729
(np = 10, 1, = 282,58 e t,, = 340,66)

Processadores
2 3 4 5 6 7 g
i, 172,53 | 117,47 | 88,52 73,30 67,09 53,08 47.03 4291
TG 164 | 241 | 3,19 3,85 | 4,21 | 532 | 6,01 | 6.58

o0

T3

Caso com W,

As Tabelas 4.29, 4.30, 4.31 e 4.32, mostram o desempenho alterando-se a forma de
resclver a Gitima particdo, isto é, agora calcula-se a matriz W, e portanto, resolve-se a
“forward”, a diagonal € a “backward” para esta matriz em um tnico passo.
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Tabela 4.29 - Ganho no sistema 118, calculando-se W,
(np=7,1,=21,99 e, = 25,71}

Processadores
2 3 4 5 6 7 8 g
i, | 13,46 | 9,61 | 7,53 643 | 5,88 | 5,33 | 4,61 | 4,34
G163 1220202 342 3,74 | 4,13 4,76 | 5,07

Tabela 4.30 - Ganho no sistema 320, calculando-se W,
(np=8,t,=71,10 e t,, = 89,72)

Processadores
2 5 3 4 5 | 6 7 8 9

=

45.82 | 31.48 | 24,17 | 20,00 | 17,00 | 15,77 | 13.52 | 12,75

1,55 | 2,26 | 2,94 | 3,56 4,16 | 4,51 | 5,23 | 5,58

Tabela 4.31 - Ganho no sistema 725, calculando-se W,
(np= 11,1, = 124,07 e t,, = 154,04}

Processadores 3
2 1 3 4 5 6 7 8 g
t, 79,23 54,61 | 46,64 | 35,11 | 29,78 £ 27,25 | 24,32 | 22,14
1,57 | 2,27 266 | 3,53 4,17 4,55 | b 14 5,60

Tabela 4.32 - Ganho no sistema 1729, calculando-se W,
(np =12, t, = 282,58 e t,, = 342,53)

Processadores

p 3 4 5 6 7 8 g

b
x

173,43 1 118,35 | 88,85 | 74,01 1 62,68 54,12 4747 4352

1.63 2,39 3,18 | 382 @ 451 | 522 | 5,85 €49
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Estes resultados indicam o mesmo j& concluide no item de decomposi¢ae do pro-
blema, ou seja, que para poucos processadores nac se consegue melhorar o ganho com a
solugac usando W,,. A melhoria que observa-se em alguns casos ocorre quando a ultima
partigio fica balanceada com o mesmo nimero de linhas por processador. Os resultados
praticos ratificam o fato que usar W, 56 é vantajoso quando um processador nao tem
muitc mais tarefas que outros.

4.3.3 Desempenho da Metodologia

Comparando-se os ganhos obtidos no PPP com os ganhos teéricos obtidos no item 4.2.2,
observa-se que os ganhos préticos sdo malores que os tedricos, em alguns casos. Isto
acontece porqie a comparagao nac estd sendo feita nas mesmas condigoes. Os ganhos
teéricos do item 4.2.2 foram obtidos considerando-se somente as operagoes de ponto
flutuante de elementos fora da diagonal.

A fim de analisar corretamente o ganho no PPP é necessdrio calcular-se um ganho
tedrico que leve em conta todas as operacdes na solugao direta. Para isto observa-se
que existern operacdes com elementos da diagonal e fora da diagonal. As operagoes com
elementos da diagonal correspondem a multiplicar D™! pelo vetor b e portanto cada
elemento da diagonal exige uma operagho de multiplicagido. Para os elementos fora da
diagonal (etapas “forward” e “backward”) é necessdria uma operagao de multiplicagao
mais uma de adicao para cada elemento da matriz. Entfo existem apenas duas dife-
rentes operacoes na solucao direta, e fazer uma multiplicacdo complexa corresponde a
aproximadamente fazer 2,5 adi¢des complexas (resultado observado em simulagoes com
processador 286). Desta forma pode-se atribuir um peso 5 para cada multiplicacao e
um peso 2 para cada adicdo, ao fazer-se uma estimativa do ganho tedrico, de maneira
similar ao que foi realizado no item 4.2 referente a decomposigao do problema. Assim,
por exemplo, o pardmetro {, para o sistema IEEE-118 que contém 530 elementos fora
da diagonal depois da ordenacao MD, torna-se:

t, = (530 + 118) x 5 -+ 530 x 2

O pardmetro t, é calculado da mesma maneira, e o ganho tedrico G; = t,/t,, para
os quatro sistemnas simulados, é mostrado nas Tabelas 4.33, 4.34, 4.35 ¢ 4.36, onde a
solugio paralela € feita sem calcular a Wy, e depois de uma ordenagao ML-MD. Nas
tabelas M indica o nimero de operagbes com elementos da diagonal e MA € o total
de operac¢des com elementos fora da diagonal para diferentes niimeros de processadores.
Nestas tabelas também é mostrada a eficiéncia £ = G/ntot (G € o ganho usando niot
processadores no PPP} e a eficiéncia de implementacdo E;, = G/G;.

As Figuras 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 mostram a comparagao dos ganhos obtidos no PPP e
os tedricos.



Tabela 4.33 - Ganhos e eficiéncias no sistema 118 {t, = 4300)
{solugio em 6 partighes)

Processadores | M | MA | t, Gy G E E;
8 15 | 108 | 831 | 5,17 | 4,76 : G,59 | 0,92
é 20 | 136 | 1052 | 4,09 | 3,85 | 0,64 | 0,94
4 30 | 181 | 1417 | 3,03 | 2.92 | 0,73 | 0,96
2 59 | 322 125491169 1,62 : 0,81 | 0,96

Tabela 4.34 - Ganhos e eficiéncias no sistema 320 (t, = 14018)
(solugio em 8 partigdes)

Processadores | M | MA t, G, G E E;

8 40 343 | 2601 | 5,39 | 5,13 0,64 1 0,95
54 432 | 3294 | 4,26 4,08 0,68 0,96
20 | 602 4614  3.04 2,95 0,74 0,97
160 | 1117 | 8619 1,63 | 1,56 | 0,78 0,96

b ||

Tabela 4.35 - Ganhos e eficiéncias no sistema 725 {t, = 24583}
{solugdo em 9 partigbes)

Processadores | M | MA iy Gy G F E;
f 8 91 | 584 | 4543 | 541 5,20 0,65 0,96
6 1121 732 | 5720 14,20 4,16 069 097
4 182 1060 | 8330 | 2.95  2.88 0,72 097
2 363 1963 | 15556 | 1,38 | 1,54 | 0,77 | 0,97

Tabela 4.36 - Ganhos e eficiéncias no sistema 1729 (¢, = 55615}
(solugdo em 10 partiges)

Processadores M | MA iy G, G E E

8 - 217 1 1120 ) 8923 16,23 1 6.01 075096
289 | 1485 | 11840 | 4,70 | 421 1 0,70 .89
433 1 2114 16963 | 3,28 | 3,19 . 0.80 | 0.97
865 | 4101 1 33032 | 1,68 | 1.64 0,82 098

B ke ! €D
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] ganho tedrico
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118 320 725

1729 sistema

Figura 4.4 - Ganho utilizando 8 processadores

B ganho no PPP

[ ganho tedrico

385 —~

11% 320 725

1729 sistema

Figura 4.5 - Ganho utilizando 8 processadores
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B ganho no PPP
S [l ganho tedrico
4 .
3,03 3,04 2,95
gl 3 2,95 3 o
2 b
1 o
O & - | - -
118 320 725 1729 sistema
Figura 4.6 - Ganho utilizando 4 processadores
Gt
B ganho no PPP
4 (7 ganho tedrico
3
2
L
0 i

1729 sistema

Figura 4.7 - Ganho utilizando 2 processadores

Estes resultados mostram que os ganhos obtidos na implementagao 520 muito préoximos
aos ganhos tedricos, evidenciando que ndo existe atraso significativo de comunicacio.
Os diversos “overheads” serao discutidos no item seguinte.



Anilise dos “Overheads”

No algoritmo implementado podem aparecer trés tipos de atrasos na solugido:

e “overhead” de algoritmo - que surge devido & mudanca na forma de fazer a “for-
ward” e principalmente pelos novos elementos diferentes de zero que aparecem
(“fill-ins” em L e “fll-ins” adicionals).

¢ “overhead” de sincronizagdo (“idle time”) - devido a processadores que ficam
parados esperando por outros, e é atribuido a formag&o de pequenas partigdes e/ou
ao desbalanceamento de carga provocado pela atribuicao de todas as operagoes de
uma linha a um processador {guebra de relagées de ndo-simultaneidade).

e “overhead” de comunicagao - que surge devido & necessidade de busca e atualizagao
de dados na meméria partithada; nesta implementacdo o principal atraso nesta
categoria é a contencao.

O atraso geral da solugao pode ser obtido através da relacio G/G,, onde G é o
ganho obtido com o PPP e G, é o ganho 6timo calculado através da divisao de ¢,
pelo ntimero de processadores. O “overhead™ de algoritmo pode ser obtido da relacao
tm/t. enquanto que o “overhead” de comunicagao pode ser estimado através da relagao
G,/G. O “overhead” de sincronizagao é obtido subtraindo os “overheads” de algoritmo
e comunicacao do atraso geral. As porcentagens, em relacdo a solugdo sequencial, de
cada um destes tipos atrasos sao mostradas nas Tabelas 4.37, 4.38, 4.39 ¢ 4.40, para os
quatro sistemas testados. Nestas tabelas o simbolo * significa valor muito préximo de
Zero.

Tabela 4.37 - “Overheads” no sistema 118
(17,4 % de “overhead” de algoritmo)

Processadores
“overheads” 2 4 6 8
geral 22,96 3697 | 5580 677
comunicagac | 3,68 | 3,77 | 6.23 &6l
sincronizagao | 2,56 @ 15,8 | 32,17 41,70

Tabela 4.38 - “Overheads” no sistermna 320
(23,26 % de “overhead” de algoritmo)

Processadores
“overheads™ = 2 | 4 6 8
geral 26,10 | 35,70 | 47,00 55,84
comunicacac | 3,16 | 3,05 | 4,41 | 5,06
sincronizagao * 939 119,33 2752




Tabela 4.39 - “Overheads” no sistema 725
(27,23 % de “overhead” de algoritmo)

Processadores
“overheads” 2 4 4] 8
geral 20,00 | 38,70 | 44,28 | 53,78

comunicagao | 2,60 | 243 | 3,12 | 4,04
sincronizacgao * 9,04 13,93 | 22,51

Tabela 4.40 - “Overheads” no sistema 1729
(20,55 % de “overhead” de algoritmo)

Processadores
“overheads” 2 4 6 8
geral 22,11 1 25,30 : 42,45 | 33,14

comunicagao | 2,44 | 2,82 | 11,63 | 3,66
sincronizagao * 1,93 | 10,27 ; 8,93

Estes resultados indicam que o “overhead” de comunicacfio cresce muito pouco com
o aumento do nimero de processadores. Este tipo de “overhead” é o que temn limitado
a implementacao de solugao direta com métodos que procuram explorar o paralelismo
das operagoes elementares. Isto leva a crer que a comunicagao, na metologia proposta e
usando arquiteturas hibridas, nao limitard ¢ numero de processadores. Por outro lado o
“overhead” de sincronizagao limitard o numero de processadores, uma vez que chega-se
a um ponto onde muitos processadores ficam sem ter o gue fazer, devido ao tamanho
das particoes. Um indicativo disto € o valor deste “overhead” para os sistemas 118 e
1729 para 8 processadores. Jd o “overhead” de algoritmo nao varia significativamente
para os diferentes sistemas, ficando na faixa dos 20 %. Finalmente pode-se dizer que
estes “overheads” tendem a diminuir com o aumento do tamanho dos sistemas, pois
consegue-se cada vez maliores parti¢des, que significam mais tarefas independentes.



Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho apresentou-se uma forma de resolver em paralelo um conjunto de equagoes,
que normalimente exige métodos iterativos para resolvé-lo. Investiu-se na solucio direta
de nm conjunto de equacses lineares esparsas, que é uma etapa do método de Newton
{ou de seus derivados desacoplados} que normalmente deve ser resolvida muitas vezes
na simulagao de um problema. A metodologia proposta neste trabalho € baseada numa
matriz de fatores inversos W, fazendo-se a solugio por particdes, cuja idéia foi primei-
ramente proposta por [15], sendo que este trabalho acrescentou trés contribuicdes:

o A forma de fazer a “forward” é por linhas e por particbes, podendo-se entio
atribuir a um processador todas as opera¢des correspondentes a uma linha dentro
de uma particao, como uma tarefa indivisivel. A “backward” é feita por linha
e por partigoes, sendo que todas operagdes de uma linha constitui vma tarefa
indivisivel. Esta forma de atribui¢io de tarefas nao explora diretamente o maximo
de paralelismo do problema, mas a reducéo em “overhead” de comunicacio produz
vantagens altamente compensadoras;

» O particionamento da matriz é feito com base na profundidade dos nés na arvore
dos caminhos de fatoragdo da rede, sendo que todos os nés com uma mesma pro-
fundidade sao agrupados em uma mesma particio. No inicio do particionamento
nao héa preocupagdc em aumentar o nlimero de nés, pois as primeiras particdes
i possuern um grande numero de tarefas independentes. Quando as particoes
passam a se tornar pequenas, agrupam-se todos os nds restantes em uma tdnica
partigao. Desta maneira apenas esta dltima partigio exige célculos extras na sua
obtengao, sendo que estes sao feitos uma vez no fnicio e 56 serao refeitos quando
houver mudangas na topologia da rede.

e Para a resolucao da Gltima particdo vtilizam-se duas estratégias, uma que faz as
etapas “forward” +diagonal+ “backward” usando os fatores inversos, e outra que
agrupa estas trés etapas em uma 4nica, utilizando uma matriz cheia W,,. Isto
traz vaniagens em termos de “speedup” quando se dispoe de um niimero razoavel
de processadores.

3
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Para resolver a solugao direta em paralelo como descrito na tese, algum trabalho ex-
tra € necesséirio em relagao i solugdo sequencial convencional. A primeira modificagao
¢ em relagao a ordenagao dos nds da rede elétrica. Para a metodologia proposta as
ordenagoes mals vantajosas sao aquelas que geram caminhos de fatoraciao com meno-
res profundidades, destacando-se a ML-MD e MD-MNP, sendo que os ganhos obtidos
com estas ordenagoes sao praticamente iguais, e que a ordenagao ML-MD oferece uma
vantagem extra que é ordenar os nds na sequéncia das profundidades. Os tempos de
processamento para fazer estas duas ordenagdes sao praticamente iguais ao tempo de
fazer a MD, como j4 mostrado em |19, sendo que a implementagdes de ambas é simples
como descrito no Apéndice C. Deve-se lembrar que a ordenacéo é feita apenas uma vez
em todo processo de solucao.

O particionamento das primeiras n — 1 particoes € bastante rdpido por nao requerer
nenhum célculo para os fatores inversos. Estes cdlculos s30 necessérios apenas na dltima
particao, sendo que eles também podem ser executados em paralelo (8], o que ndo foi
considerado neste trabalho. Como a ordenagao, o particionamento é feito apenas uma
vez. sendo que o cilculo dos fatores inversos W s devem ser refeitos se houver mudanga
na topologia da rede.

A implementac¢ao em um protétipo de computador paralelo mostrou que é possivel
obter ganhos significativos, e tornar a etapa de solucio direta mais répida. Do ponto
de vista dos atrasos inseridos no problema, mostra-se que o “overhead” de comunicacao
- gue temn invalidado muitas proposi¢des (por exemplo, a referéncia {36! conseguiu um
ganho em torno de 4.5 com 8 processadores utilizando usando uma méquina semelhante
ao PPP em uma rede de 1557 nds) — € pequeno na méquina utilizada, embora os canais
de comunicacao nao apresentem as caracteristicas desejadas para evitar contencio no
barramento. A implementacao da metodologia em maquinas com arquiteturas diferen-
tes {mermdria distribuida, por exemplo} e com mais processadores devem ser objetivos
de investigacao futura.

A realizagao mais rdpida possivel da etapa de solugdo direta traz vantagens em uma
série de problemas de simulagao de circuitos eléiricos, podendo também tornar possivel
a implementagao de novas fungdes em tempo real nos centros de controle de sisternas de
energia elétrica, aumentando a seguranca destes sistemas, como por exemplo o célculo
da estabilidade transitéria. Um caminho indicativo disto j& é apresentado em {11}, onde
explora-se o paralelismo no espago e no tempo. Paralelismo no espaco significa resolver
em paralelo o sistema de equagdes para um mesmo instante de tempo. Paralelismo no
tempo consiste emn calcular em paralelo grandezas em instantes de tempo diferentes,
durante a simulag¢ao dindmica, sendo que uma boa proposigdo para explorar este para-
lelisino é sugerida em 3.

A referéncia (11 também faz uma comparacio entre ¢ método de Newton VDHN
(esquemna simulténeo implicito deixando a matriz jacobiana constante durante alguns
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passos de integragdo descrito em [26]) e o SOR-Newton que é um algoritmo com fa-
cilidades de paralelizacao, mas que mantém uma convergéncia razoalvelmente répida
131]. Explorou-se o paralelismo no tempo para o VDEN e o paralelismo no tempo e no
espago para o SOR, mostrando-se ganhos em méquinas de arquiteturas diferentes. Os
resultados indicam maiores ganhos com o SOR na méquina de memdria partilhada e
melhor desempenho do VDHN na mdédquina de meméria distribuida.

A implementacao de um programa de estabilidade transitéria que explore o para-
lelismo no espago e no tempo é um dos objetivos futuros de sequéncia deste trabalho.
Também pretende-se investigar o desempenho da metedologia em computadores vetori-
ais, uma vez que as multiplicacdes podern ser vetorizadas nas n — 1 primeiras particdes
\17), e que a udltima particdo com W,,, come proposto neste trabalho, pode ser total-
mente vetorizada.

No Apéndice E mostra-se uma c¢épia do “paper”, parte desta tese, que serd apresen-
tado no IEEE 1991 Summer Power Meeting em San Diego USA, de 28 de julho a 1 de
agosto de 1991.



Apéndice A

Formacao das Matrizes L e W

A.1 Formacdo da matriz L

A formacgao da matriz L ja fol apresentada na equacio {3.8) e corresponde a fazer uma
sequéncia de multiplicagbes de matrizes, que possuem a diagonal unitdria e apenas um
elemento diferente de zero fora da diagonal, ou seja, I = L'L?-.. 19, As matrizes
L', r =1,2,...,q sao0 matrizes elementares correspoendentes a operacgoes efetuadas no
triangulo inferior da matriz A dos coeficientes |24].

Sejam L7 e L* duas destas matrizes elementares, mostradas na Figura Al.

A i

-
il

Figura Al - Matrizes elementares L' e L?

Considere-se ainda que no processo de eliminacio a matriz L/ zerou um coeficiente
de A antes que L. Desta forma, na obtencio da matriz L deve-se realizar o produto
L7 L* necessariamente nesta ordem. Quando este produto € efetuado nota-se uma im-
portante relagao mostrada na Figura A2.
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L= LI+ LA~ I, = 1

Figura A2 - Produto de L/ por L*

Isto indica que o produto LYL"? é dado pela superposicdo das matrizes L/ e L%
sendo também, vélido para o produto das matrizes L™, r = 1,2, .-, g, como a expressao
seguinte:

g
L D=1, =3 (1 - 1) = L (A.1)

r=1

onde I, € a matriz identidade de ordem n.

A matriz I preserva, parcialmente, o grau de esparsidade do tridngulo inferior da
matriz A. Ela contém todos os elementos nao-zero de A mais alguns novos elernentos
(“fill-ins” ) gerados no processo de eliminacio de Gauss.

A.2 Formacao da matriz W

A matriz W ¢ a inversa da matriz L, sendo obtida da seguinte forma:

W= L7 = (L) (L) ) (A.2)

As matrizes (L")7, r = 1,2,..., ¢ sao idénticas 3s matrizes L” a menos do sinal do
elemento nao-zero fora de diagonal. Note-se que para obtencac da matriz W os pro-
dutos das matrizes (L7} sdo feitos na ordem inversa do que foi feitc para obtengdo de L.

Sejam as matrizes {L7)"" e (L")™7, inversas das L’ e L” anteriormente consideradas,
respectivamente. O resultado do produto entre elas, com a finalidade de obtencao da
matriz W, € mostrado na Figura A3. Deve-se notar que a ordem € necessariamente a
mostrada na figura.
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Deste resultado nota-se que: (L*)7H{L/)7! # (L*)~! + (L7} ! — 1. e que novos ele-
mentos {“fill-ins” adicionais) podem surgir. O ndmero de elementos nao-zero tanto na
matriz L. como na matriz W, depende da sequéncia de eliminagao dos nds da rede
elétrica (veja esquemas de ordenacio dos nds no Apéndice C). Usando a ordenagao
MD, para quatro diferentes sistemas de poténcia, mostra-se na Tabela Al o nimero
de nao-zeros fora da diagonal nas matrizes A (apenas o tridngulo inferior), L e W, e
a porcentagem de nao-zeros em cada uma delas em relagdo ao tridngulo inferior (sem

(Lh (L) =

Figura A3 - Produto de (L*)~? por (L)?

contar a diagonal) de 471 (cheia).

Tabela Al - Quantidade de nio-zero nas matrizes A, L e W,

118 320 725 1729

nao-zeros | % | nao-zeros | % | nao-zeros ¢  nao-zeros | % |
A 179 2,59 470 0,92 0935 0,18 2154 0,07 |
L 265 3,84 887 1,74 1497 0,28 3355 0,11 |
W 1132 116,40 6745 1321 17243 6,65 54182 | 181

840
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Apéndice B

Caminhos de Fatoracao

B.1 Consideracoes Gerais

Métodos que exploram as caracteristicas de esparsidade de matrizes foram introduzidos
na década de 60 [35, tendo sido usados com sucesso na resolucio de problemas de redes
de energia elétrica. Mais recentemente, técnicas de vetores esparsos foram introduzidas
propiciando melhores solugbes para um grande nimero de problemas [34].

Considere-se um sistema de equacoes lineares do tipo:

Ar=1b (B.1}
onde A é siméirica. esparsa e definida positiva podendo ser {atorada como LDLL.

O método de vetores esparsos foi idealizado tendo em vista resolver dois tipos de
problemas:

e Solucdo de {B.1} quando o vetor b possui somente poucos elementos diferentes
de zero, ou guando um pequeno numero de elementos do vetor z sao necessarios
calcular (problema de vetor esparso propriamente dito).

s Solu¢oes repetidas de {B.1] com necessidade de se modificar parte da matriz A
(problema de refatora¢io parcial).

A idéia bésica para implementacio da técnica de vetor esparso consiste em achar

um caminho de fatoragzo para matriz A. Para isto, considere-se a rede, extraida de
134, mostrada na Figura Bl.
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Figura Bl - Rede exemplo com 20 nés

A estrutura da matriz L correspondente a esta rede é mostrada na Figura B2, sendo

a ordenacgao arbitrariamente selecionada.

1 23456 78 ¢
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¥ elemento original

& elemento “All-in”

Figura BZ - Estrutura da matriz L
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B.2 Obtengao dos Caminhos de Fatoracao

A fim de facilitar a aplicagao do método de vetores esparsos foi introduzido o conceito
de “singleton” [34]. Um “singleton” é um vetor com somente um elemento nio-zero (na
posi¢ao k). Um caminho de fatoracio para um “singleton” é uma lista ordenada das
colunas de L, definida como segue:

1. Comece a lista com a coluna & de L;

2. Pegue a primeira linha que possua elemento diferente de zero na coluna k de L,
faga k& igual ao nimero da linha e inclua-o na lista;

3. Se k é a 1ltima coluna de L, pare. Caso contrério, volte ao passo 2.

Se o vetor b é um “singleton” entéo somente as colunas de I de seu caminho de
fatoragao sao necessarias durante o processo de substituicio “forward”. Analogamente,
se somente a k-ésima entrada de z é procurada, somente as linhas de L* deste caminho
$a0 necessarias durante o processo de substituigao “backward”. Neste caso o caminho
é percorrido na ordem reversa. Estes processos sao chamados de “Fast-Forward” {FF)
e “Fast-Backward” (FB), respectivamente {34].

Fazendo uma analogia entre fatoragao e eliminagio “forward”, fica claro que somente
as colunas envolvidas no apropriado caminho serdo atualizadas em L quando a k-ésima
coluna de A é modificada {Refatoragao Parcial [12]}.

Um caminho de fatoragdo associado a um vetor pode ser formado pela unido de to-
dos os possiveis “singletons”, sendo que esta unido pode ser representada em um grafo
dos caminhos. A profundidade {“depth” ou length™) de cada né em um caminho de
fatoragac é o méximo nidmerc de nés em um caminho gue antecede o né no grafo. A
Figura B3 mostra o grafo dos caminhos de fatoragio para a matriz L da Figura B2.

Os caminhos de fatoragac também podem ser visualizados diretamente na matriz
L. A Figura B4 é uma reproducaoc da matriz L, cnde as setas indicam a obtencao do
caminho de fatoragac para o né 2.



Figura B3 - Grafo dos caminhos de fatoracao com indicagao da profundidade

bk fd okt
G By ket D WD 00 =3 DG b QO DD et

gwwwwww
S SRS B B o) RS

Figura B4 - Estrutura da matriz Leom caminho de fatoracao para o né 2.
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Partindo-se do elemento (2,2} da matriz L procura-se o primeiro elemento nao-nulo
da coluna 2, que é o elemento {11,2). Obtém-se em seguida o elemento (11,11} e procura-
se o primeiro elemento da coluna 11, que é o elemento {12,11), e assim sucessivamente.
Finalmente, obtém-se o caminho de fatoracdo para o nd 2 através dos elementos da
diagonal que aparecem na analise, resultando no grafo da Figura B5.

» 19

5 20

Figura B5 - Caminhe de fatoragge para o né 2
O grafo da Figura B3 é um subgrafo da Figura B4.

A utilizacao dos caminho de fatoracao é fundamental para o método de vetores es-
parsos e é através dela que se obtém uma economia de cdlculo para solugao do sistema
(B.1} e/ou para a refatoragao parcial de L.

B.3 Relacaoc entre o Grafo dos Caminhos de Fa-
toracdo e a Matriz L}

Os nds que precedern um determinado nd em um grafo de fatoracio podem ser obtidos
a partir da matriz L™}, ou seja, os nés predecessores do nd n s&0 os nés correspondentes
aos nimeros das colunas com elementos nao-zero na linha n de L 1. Estas relagoes po-
dem ser immportantes quande, por exemplo, buscam-se ordenagoes que visem obtengao
de grafos menos profundos, como discutido no Apéndice C. A Figura B6 mosira a matriz
inversa da matriz L da Figura B2, a qual juntamente com o grafo Figura B3 permite
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verificar a relacio enunciada acima.

I 2 3 4 6 6 7 8B U 10111213141516171810120

Ifx

2 b4

3 X

4 X

5 X

& X

7 x

& X

glx x

6 * X %

i1 > x

1z @ X ¥ oX

13 x & x & @ ®

14 x X

15 e = x e g 4

16 * x

17 g @ e x 2 LN ] & x x x

158 & @ <~ & 2 & X & & & @ g eg x

1% @ & & & X @ @ & % & B X x B L =

9 x & & x & 2 8 & 80 8 PR X X
» elemento original & elemente “fill-in”

@ “fill-in” adicional

Figura B6 - Estrutura da matriz L™}
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Apéndice C

Ordenacao dos Nés

C.1 Consideracoes (erais

Ordenar nos de uma rede elétrica corresponde a ordenar as colunas/linhas da matriz
resultante da modelagem. Os critérios de ordenacao de colunas/linhas de matrizes espar-
sas de redes elétricas foram inicialmente propostos visando diminuir o aparecimento de
novos elementos diferentes de zero durante a fatora¢io da matriz {elementos “fill-ins”).
A referéncia [35), considerada cldsssica, propde os trés seguintes esquemas de ordenagao:

1 - Minimo-grau estiatico: os nds sao ordenados de acorde com o menor grau
{ntimero de nés vizinhos com ligagao} da configurago original da rede;

2 - Minimo-grau dindmico: aplica-se 0 esquema 1 para primeiro né a ser orde-
nado. Apds a ordenacio de um nd altera-se a configuracao da rede supondo sua
eliminacao, atualiza-se o grau dos nds vizinhos, e volta-se a aplicar o esquema 1;

3- Minimo ntmero de “fill-ins™: em cada estigio de ordenagao simula-se a elimi-
nacao de todos os nods, sendo que aquele que gerar menor ntmero de “fill-ins” é
escolhido.

O esquema 2 tem sido o preferido por sua simplicidade e pelo reduzido nimero de
“fill-ins” gerados, nao muito difierente do esquema 3 que exige muito mais processa-
mento. Jé o esquema 1 gera muito mais “fill-ins”, sendo por isso pouco util.

Mais recentemente outros critérios de ordenaciao tém sido propostos buscando adequar-
se ao método de vetores esparsos (18] [7] e {19, ou particionamento de matrizes [15].
Neste apéndice apresenta-se urn aigoritmo para o esquema 2 e para os mails recentes
esquemas. Utiliza-se a rede da Figura C1, extraida da referéncia '7], que € um exemplo
muito particular mas permite mostrar claramente as diferengas das ordenagoes. Deve-se
ressaltar que a numeragao da rede pode levar a grafos de fatoragao muito semethantes
para as diferentes ordenag0es mas, em geral, os sistemnas reals possuemn urma NUINETagao
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que leva a grafos diferentes.

oo

Figura Ct - Rede 10 nés

C.2 Ordenacdao Minimo Grau (Minimum Degree, MD)

Esta ordenagao € também conhecida como esquema 2 de Tinney [35] e basela-se no grau
de cada né do sistema {nimero de nds vizinhos com ligacdo), atualizado em cada passo
de fatoragao da matriz.

’

E necessario definir os seguintes vetores:

NSEQ(i) - posicdo do né ¢ no final da ordenagdo. Inicializado em zero, significando
gue o nd 1 ainda nao foi eliminado.

NGRAU(i} - grau doné 1. Inicializado com valor inteiro igual ao grau do né na rede
original.

Considerando-se uma rede com nb nds, tem-se:

ALGORITMO MD

1. Faga k=1;

2. Escolha um ndé com nseq(i}=0 e com ngrau{i) minimo. Faga nseq(i)=k;
3. Se & = nb, fim;

4. Para cada né j vizinho de i com nseq{j}=0, faca ngrau(j}=ngrau(j}-1;

5. Para cada par de nés {m,n} vizinhos de i, mas néo vizinhos um do outro, com
nseg{m)=nseq{n}=0, crie uma nova ligacao entre m e n.
Fac¢a ngrau{m)=ngrau{m)}-+1 e ngrau{n)=ngrau(n}+1;
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6. Faca k=k+1 e volte ao passo 2.

Na Figura C2 mostra-se a matriz L resultante desta ordenagao e o grafo dos cami-
nhos de fatoragdo com indicagho de profundidade, para & rede da Figura C1.

1 2 3 456 7 8 910 1 — 0
1 2 -1
9 1% x
3 X X 3 2
4 x X X 4 — 3
5 X % 5 — 4
£ X X X 6 - 3
7 x X 7 ~ 6
8 X X
9 xOX 8 -7
10 x X ® X X 9 - 8

10 - g

% elemento original
® elementio “fill-in”

Figura C2 - Estrutura da matriz L e grafo de fatoragioc depois da ordenagao MD

C.3 Ordenacao Minima Profundidade (Minimum Len-
gth, ML)

Esta ordenacio leva em consideracio a profundidade {“length” ou “depth”} de cada nd
no grafo de fatoracao como critério de escolha, sendo que foi proposta por 7 associada
3 ordenacio MD. Aqui mostra-se inicialmente a ordenagdo ML isolada por motive de
facilidade de apresentagho, pois esta ordenacdo nao apresenta nenhuma caracteristica
vantajosa quando aplicada & redes reais.

A ordenacio ML é muito simples de ser implementada e a profundidade de cada né
muito facil de se atualizar durante a ordenacdo. No final desta ordenago os nds de uma
mesma profundidade aparecem numerados consecutivamente, o que ¢ uvm detalhe que
pode ser util. Para mostrar este algoritmo é necessério definir o seguinte vetor:

NPROF(i) - vetor que contém a informagao da profundidade do né ¢ em um cami-
nho de fatoracdo. Inicialize com zero.
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ALGORITMO ML

1. Faga k=1;

2. Escolha um né com nseq(i)=0 e com nprof(i} minimo. Faga nseq{i}=k;
3. Se k = nb, fim;

4. Para no cada j vizinho de i com nseq(j}=0 e nprof(j} < nprof(i),
faga nprof(j)=nprof(i}+1;

5. Para cada par de nés (m,n) vizinhos de i, mas nao vizinhos um do outro, com
nseq{m)=nseq(n)=0, crie uma nova ligagdo entre m ¢ n.

6. Faca k=k-+1 e volte ao passo 2.

Na Figura C3 mostra-se a matriz L resultante desta ordenacao e o grafo dos cami-
nhos de fatoragao com indicagao de profundidade para a rede da Figura Cl.

1 35 7 8 2 6 4 810

1 [~ 0
3 X
5 X
7 x 1
g X
2 ix % >
& % % X -2
4 ®oOX ¥ % X |
8 X X ® B x
10 X X X @@ X s -3
x elernento original
% elemento “Hll-in” 10 ~ 4

Figura C3 - Estrutura da matriz L e grafo de fatoragdo depois da ordenagdo ML

No algoritmo MD nota-se que no passo 2 aparece um grande niimero de nds com
o mesmo grau, ¢ o desempate & feito arbitrariamente (por exemplo, escolhendo-se o
primeiro da lista). Esta forma de desempate n&o possui grande influéncia no nimero de
“fli-ins”, mas influencia bastante o grafo dos caminhos de fatoracao. Desta forma tém
sido propostas associagoes das ordenacoes MDD e ML buscando melhores desempenhos.



C.3.1 Ordenacio Minimo Grau, Minima Profundidade {MD-
ML)

Neste algoritmo aplica-se o critério da minima profundidade no grafo de fatoragao, para
escolher o né quando hé empate no grau (passo 2 do algoritmo MD) [7]. Assim tem-se:

ALGORITMO MD-ML

1. Faca k=1;

2. Escolha um né com nseq{i)=0 e com ngrau(i} minimo. Caso mais de um nd
satisfizer esta condi¢do, opte pelo né com nprof(i) menor. Faga nseqg{i}=k;

3. Se k = nb, fim;

4. Para cada nd ] vizinho de i com nseq(j)=0, faca ngrau{j}=ngrau(j)-1, e se
nprof(i} > nprof(j}, entdo faga nprof(j)=nprof(i)+1;

5. Para cada par de nés (m,n) vizinhos de i, mas ndo vizinhos um do outro, com
nseq{m)}=nseq{n)=0, crie uma nova liga¢do entre m e n.
Faca ngrau{m)=ngrau{m)+1 e ngrau(n)=ngrau{n)+1;

6. Faca k=k+1 e volte ao passo 2.

Na Figura C4 mostra-se a matriz L resultante desta ordenacao e o grafo dos cami-
nhos de fatoracdo com indicacao de profundidade para a rede da Figura C1.

i[> ] ~ {
2 x
2 0% X X
_ ¢ 0 — 1
5
4 X XXX
£ X 7 .
g X X -
7 X & X
g ¥ X X
10 X X X X 6 -3
x elemento original
& elernento “Ali-in” i0s - 4

Figura C4 - Estrutura da matriz L e grafo de fatoragso depois ds ordenagae MDML



C.3.2 Ordenagio Minima Profundidade, Minimo Grau (ML-
MD)

Os critérios adotados no passo 2 do algoritmo MD-ML sao agora invertidos, ou seja:

ALGORITMO ML-MD
1. Faca k=1;

2. Escolha um né com nseqg(i)=0 e com nprof(i} minimo. Casc mais de um nd
satisfizer esta condigdo, opte pelo né com ngrau(i) menor. Faga nseq{i}=k;

3. Se k = nb, im;

4. Para cada né j vizinho de i com nseq(j)=0, faca ngrau(j}=ngrau(j}-1, e se
nprof(i) > nprof(j), entéo faga nprof(j)=nprof{i)+1;

5. Para cada par de nds {m,n) vizinhos de i, mas nao vizinhos um do outro, com
nseqg{m)=nseq{n}=0, crie uma nova ligagao entre m e n.
Faga ngrau{m)=ngrau{m}—1 e ngrau(n)=ngrau(n)+1;

6. Faca k=k+1 e volte ao passo 2.

Na Figura C5 mostra-se a matriz L resultante desta ordenacéo e o grafo dos cami-
nhos de fatoragao com indicagao de profundidade para a rede da Figura C1.

1 3 5 8162 7 4 9 8 8 10 5
1 i
3 >
5 X - B
8 . 7 H
10 hd
90 > X

%G ~ 2

7 X X X
4 X X X
G XX %) * .3
6 x X X X & % &

x elemento original
& elemento “fill-in”

Figura C5 - Estrutura da matriz L e grafo de fatoragao depois da ordenagio MLMD

Deve ser observado que esta ordenagdo também fornece os nés de uma mesma pro-
fundidade numerados consecutivamentes, sendo gue eles sao ordenados da menor para
a maior profundidade.
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C.4 Ordenacao Minimo Niumero de Predecessores
(MNP)

Observando-se a relagdo existente entre o grafo de fatoragdo e a matriz L™ {j& mos-
trada no Apéndice B), nota-se que reduzir “fill-ins” em L~! é fazer com que cada né
tenha menos predecessores num grafo de fatoracio, conseguindo-se portante grafos malis
apropriados para uso com método de vetores esparsos. Porém, perde-se o controle dos
“fill-ins” em L, e isto pode comprometer a ordenacac como ocorre com a ML. Esta
ordenacgao foi proposta originalmente associada com a MD {19:3, visando melhorar a es-
parsidade de L~ sem comprometer a esparsidade de L.

A fim de implementar esta ordenacéo, definem-se os seguintes vetores:

NPRE(i) - ndmero de nés em um caminho de fatoragaoc que precede o né 1. Inicializar
com um {para incluir o proprio né).

NFRO(i) - varidavel que assume o valor zero se o né é fronteira {vizinho superior no
caminho de fatoragao). Inicializar com um.

A importancia da definicao de nds fronteira é para atualizar o conjunto de pre-
decessores dos nds vizinhos que nao permanecerao no mesmo caminho de fatoragao,
considerando a rede preenchida {que ¢ a rede original mais as novas ligagGes que apare-
cemn devido a eliminagdo de nés).

ALGORITMO MNP

1. Faca k=1;

2. Escolha um né com nseq(i}=0 e com npre(i) minimo. Fa¢a nseq(i)=k e nfro(i}=0;
3. Se k=N, fim. Senao segue;

4. Para cada nd ] vizinho de ©:

{a) Se nseq(j)=0, faca nprelj)=npre(j}+npre{i} e ngrau(j)=ngrau(}}-1;
i

{b) Se nfro(j)=0, faca nfro(j)=1 e para cada m vizinho de j, da rede preenchida,
com nseq(m}=0, faca npre(m)=npre{m)-npre{j};

&

Para cada par de nés {m,n} vizinhos de i, mas nio vizinhos um do outro, com
nseg{m)=nseq(n)=0, crie uma nova ligacao entre m e n.
Faga ngrau{m}=ngrau{m)-+1 e ngrau(n)=ngrau{n}+1;

6. Faca k=k-+1 e volte ac passo 2;



Na Figura C6 mostra-se a matriz L resultante desta ordenagao e o grafo de fatoracio
com indicagao de profundidade, para a mesma rede exemplo. Deve-se notar gue os nds
de uma mesma profundidade sao numerados consecutivamente, como nas ordenacdes
onde o primeiro critério de escolha é a profundidade.

13579268104 1 3 5 7 S
1 i
2 X
5 X
" « 2 & - 1
9 X
2ix X X
6 % X % i0 - 2
8 X X X
i0 X X X & x
4 X X X X ® ® % 4 -3

x elemento original
& elemento “fill-in”

Figura C6 - Estrutura da matriz L e grafo de fatoragzo depois da MNP

C.4.1 Ordenagio Minimo Grau, Minimo Numero de Predeces-
sores (MD-MNP)

Esta ordenacao fol desenvolvida visando melhorar a esparsidade de 17! sem compro-
meter a esparsidade de L, tornando-se portanto apropriada para explorar a esparsidade
de vetores 19. Utiliza-se a2 MD com um critério de desempate no passo 2. Este critério
leva em consideragao o conjunto de nés que precede aqueles em anélise; isto é equiva-
lente a localizar o nimero minimo de elementos diferentes de zero em L™}, conforme
discutido no apéndice B.
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ALGORITMO MD-MNP

6.

Fag¢a k=1;

. Escolha um né com nseq(i)=0 e com ngrau{i} minimo. Caso mais de um né satis-

fizer esta condigao, opte pelo né com npre(i) minimo. Faga nseq(ij=k e nfro(i}=0;

Se k=nb, fim. Senéo segue;

. Para cada né ] vizinho de &

(a) Se nseq{j)=0, faca npre(j)=npre(j}+npre(i) e ngrau(j)j=ngrau(j)-1;

{b) Se nfro(j}=0, faga nfro{j)=1 e para cada né m vizinho de j com nseq(m)=0,
faga npre{m)=npre{m}-npre(j};

. Para cada par de nés (m,n) vizinhos de i, mas nao vizinhos um do outro, com

nseq{m)=nseq{n})=0, crie uma nova ligagao entre m e n.
Faca ngrau{m}=ngrau{m)+1 e ngrau{n)=ngrau(n)+1;

Faca k=k+1 e volte ao passo 2;

Na Figura C7 mostra-se a matriz L resultante desta ordenacéao e o grafo de fatoragao
com indicacdo de profundidade, para a mesma rede exemplo.

1.3.2.5 4897106 ! 3 2 8 0
1
3 X
2 ix x ¥
- 2 &0 - 1
4] x
4 X X %X ¥
8 *
3 7 -
G XX 4 i 2
ri X & X
10 X X X
10 - 3
&6 X X X X X
x elemento original
& elemento “Hli-in” G ~- 4

Figura C7 - Estrutura da matriz L e grafo de fatoragio depois da MD-MNP
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C.4.2 Ordenacio Minimo Ntfimero de Predecessores, Minimo
Grau (MNP-MD)

Neste algoritmo aplica-se o critério do minimo ndmero de predecessores para escolher
um né e quando houver empate usa-se um segundo critério que € o grau. Assim tem-se:

ALGORITMO MNP-MD
1. Faga k=1;

2. Escolha um né com nseq{i)=0 e com npre(i) minimo. Caso mais de um né satisfizer
esta condi¢do, opte pelo né com ngrau(i) minimo. Faga nseq(i)=k e nfro(i)=0;

3. Se k=N, fim. Senao segue;
4. Para cada né j vizinho de it
(a) Se nseq(j)=0, faca npre(j}=npre(j)+npre(i) e ngrau(j}=ngrau(j)-1;

{b) Se nfro(j)=0, faca nfro(j})=1 e para cada né m vizirho de j com nseg(m)=0,
faga npre{m)=npre{m)-npre(});

5. Para cada par de nés (m,n) vizinhos de i, mas nao vizinhos um do outro, com
nseq{m}=nseq{n)=0, crie uma nova ligagao entre m e n.
Faca ngrau{m)=ngrau{m}-+1 e ngrav{n)=ngrau(n)+1;

6. Faca k=k=+1 e volte ao passo 2;

Na Figura C8 mostra-se a matriz L resultante desta ordenacao e o grafo de fatoracao
com indicagao de profundidade, para a mesma rede exemplo.

10

— 0
1 1%
3 X
5 X
8 x -1
10 X
21 x
r x Py :
g X & x
4 % X% X X 5
& % x ¥ ® X X

% elemnento original
@ elemento “fllan”

Figura C8 - Estrutura da matriz L e grafo de fatorago depois da ordenagic MNP-MD
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C.5 Uso das Ordenacoes

Quando o objetivo é apenas minimizar o niimero de “fill-ins” destaca-se a ordenagao
MD, por sua simplicidade e desempenho. A ordenagao MD-MNP tem-se mostrado
a mais eficiente para aplicagdo com o método de vetores esparsos, tanto para “fast-
forward” e “fast-backward” como para refatoragao parcial [19]. Neste tipo de aplicagao
a ordenagao MD-ML também possui bom desernpnho. Quando se necessita dos nos
numerados consecutivamente na ordem das suas profundidades na drvore de fatoragao,
associado com grafos menos profundos e podendo-se relaxar um pouco a condigao de
minimizar “fll-ins”, destaca-se a ordenagao ML-MD.

As demalis ordenagoes tém sido de pouca utilidade, sendo que as ordenac¢oes ML e
MNP isoladas por ndo possuirem nenhum critério que busque minimizar “fill-ins’ {nem
a0 menos como critério de desempate) acabam tendo desempenhos comprometidos tanto
em termos de “fill-ins” gerados quanto em termos de profundidade dos grafes dos ca-
minhos de fatorarao. Por exemplo, aplicando-se a ordenacio ML ao sistema IEEE 118
sao gerados 363 “fill-ins” e obtém-se um grafo com profundidade méxima igual a 20, ja
a ordenacao MNP gera 211 “fill-ins” e um grafo de profundidade méxima igual a 14.
Estes desempernhos sao bem inferiores aos de outras ordenagoes mostradas na Tabela
3.2 do Capitulo 3.
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Apéndice D

Implementagao da Solucao Direta

D.1 Consideracgoes gerais

Neste apéndice mostra-se primeiramente a forma de armazenar compactamente as ma-
irizes e a forma de solucao para computadores sequenciais. Isto é feito com objetivo de
mostrar mais claramente as mudancas necessarias para computadores com multiproces-
sadores. Em seguida, apresentam-se os algoritmos paralelos, usando W, ou nao, que
rodam em cada processador.

D.2 Solugao sequencial

Armazenamento compacto

O armazenamento compacto de uma matriz A = LDU simétrica, esparsa e de di-
mensao nbx nb é feito guardando apenas os elementos diferentes de zero correspondentes
a apenas um dos tridngulos {matriz L ou U). Considere-se, por exemplo, somente L.
Neste caso os elementos diferentes de zero em uma coluna de L terao seus simétricos na
correspondente linha de U. Isto permite que, com apenas um conjunto de apontadores,
obtenham-se os elementos de L e U, tendo-se armazenado apenas uma delas.

Considere-se que os elementos diferentes de zero da matriz L sho armazenados em
um vetor CE de comprimento maz, onde maz deve ser tal que permita, no minimo,
armazenar todos os elementos originais mais os elementos “fill-ins”. No vetor CE sao
armazenados apenas os elementos diferentes de zero fora da diagonal, pois os elementos
da diagonal sio armazenados no vetor DE, que deve ter dimenséo igual a nb.

A fim de localicar corretamente os {atores triangulares no vetor CE € necessério

agora um conjunto de vetores apontadores que indiquem a que linha e coluna cada ele-
mento de CE pertence. Assim, seguinde o proposic por 40, definem-se os seguintes
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apontadores:

LCOL{m) - vetor de dimensio nb, que contém na posi¢do k a informagio de onde
se enconira o primeiro elemento nao-zero da coluna k de L, no vetor CE — por
exempleo, 1=lcol{k), x=CE(l) significa que z é o primeiro elemento da coluna k.
Quando for encontrado um zero em LCOL significa que aquela é a dltima coluna
da seguéncia de fatoragao, e portanto sé possui elemnento na diagonal.

ITAG(m) - vetor de dimensao maz, que indica o indice da linha do elemento de CE
— seguindo o exemplo, i=itag(l) significa que o elemento = da coluna k pertence
a linha 1.

LNXT(m) - vetor de dimensio maz, que indica em que posi¢ao de CE encontra-se o
préximo nao zero da coluna k, se houver — se In=Inxt(l) for igual a zero significa
gue z ¢ o ultimo elemento da coluna k; se diferente de zero indica que o préximo
elemento da coluna k estd em CE(ln).

Considere-se agora a matriz L da Figura D1, originada da rede da Figura C1 depois
de uma ordenagao ML, onde se deve notar que o vetor NSEQ, definido no Apéndice C,
contémn exatamente a ordem de fatoragdo das linhas/colunas.

i 3 57 902 6 8104
X

x

G D 2 T D LD e
ol

o
=]
K
s

x @ X
X ¥ X & & x

oo

X elemento original
& elemento “fill-in”

Figura D1 - Estrutura da matriz L

0Os apontadores para esta matriz exemplo sao mostrados na Tabela D1, considerando
gue os elementos da diagonal ja estac armazenados em outro vetor DE.
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Tabela D1 - Vetores apontadores e elementos da matriz L da Figura D1.

i i NSEQ(i) | LCOL(i) ITAG(i) | LNXT(i) | CE(i}
i i i 2 0 X
2 3 2 4 0 X
3 5 3 2 4 e
4 7 0 4 0 X
5 9 5 6 6 X
6 2 7 4 0 X
7 6 9 10 8 X
8 8 12 4 0 X
9 10 14 6 10 X
10 4 16 8 11 X
11 - - 10 0 X
12 - - 10 13 &
13 - - 4 0 &
14 - - 8 15 X
15 - - 10 0 X
i6 - - 4 0 Y
17 - - - - -

Diagrama de blocos para “forward” e “backward”

Da forma como os fatores triangulares foram armazenados a “forward” deve ser
feita por coluna e a “backward” por linha. A solugado é implementada desta forma
denomina-se “forward” convencional e “backward” convencional. Os diagramas de blo-
cos da “forward” convencional e da “backward” convencional, sao mostrados nas figuras
D2 e D3, respectivamente. Esta é a forma frequentemente utilizada em computadores
sequenciais. Para implementagao de métodos de veiores esparsos esta forma de armaze-
namento é particularmente importante, pois permite associar cada coluna de L ou linha
de U ao correspondente nd da rede elétrica.
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Figura )3 - Diagrama da substituicao “backward”
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D.3 Solucao paralela

Importante

Nos diagramas dos algoritmos paralelos, o comando barreira significa que para pros-
seguir € necessério uma atualizagio dos valores do vetor solugdo. Assim quando utiliza-se
um modelo computacional de troca de mensagens, o processador ac encontrar a barreira
deve difundir os valores do vetor solugao calculados por ele, para os demals processa-
dores {“broadcast”), e esperar até que receba os valores calculados por todos os demais
processadores. J& quando usa-se um modelo computacional de meméria partilhada
(ou hibrida, sendo o vetor solugio uma varidvel global}, o processador ao encontrar 2
barreira deve interromper o processamento até que chegue um comando de prossegui-
mento, gue é emitido quando todos os processadores se acham na barreira.

D.3.1 Solug¢fo paralela sem usar W,

Armazenamento compacto

Uma solucdo paralela como a proposta neste trabalho — que consiste em fazer a
“forward” e a “backward” por linha — exige alteragbes na estrutura dos apontadores
da matriz esparsa armazenada compactamente. Agora é necessario fazer a busca pri-
meiro na linha da matriz L, e depois obter informacoes da coluna do elemento. Porianto,
deve-se criar um novo conjunto de apontadores para informar as linhas e colunas dos
elementos da matriz triangular inferior L. Como a “backward” j& era processada por
linha, 2 estrutura apresentada anteriormente serve perfeitamente.

Como a solugao paralela deve ser processada por parti¢bes, é necessério ainda in-
dicar a que particdo cada elemento pertence. Isto pode ser obtido diretamente do
vetor NPROTF, também definido no Apéndice C, porém este procedimento nao é muito
eficiente em termos de programagao. Desta forma, propde-se que a matriz L seja arma-
zenada por linha e por particdes e para isto definem-se os noves seguintes apontadores:

LROW (m,n) - matriz com nb linhas e np (nimero de partigdes) colunas, com fungoes
idénticas ao vetor LCOL — por exemplo, I=LROW{k,n} indica que x=CE(l) é o
primeiro elemento da linha k de L da n-ésima particdo. Ao contrério de LCOL,
LROW poderé conter um elemento igual a zero e isto indica que na partigao nao
existe nenhum elemento nao-zero na linha.

ITAGMN{m) - vetor de dimenso maz, com fun¢bes idénticas a ITAG, indicando agora
a gual coluna o nao-zero pertence.

LNX TN {m) - vetor de dimensdo maz, com fungbes idénticas a2 LNXT, porém um
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elemento igual a zero em LNXTN agora indica que o elemento de CE € o tltimo
da linha na respectiva partigao.

A Figura D4 mostra a matriz L da Figura D1, com trés particoes. Os novos apon-
tadores sao mostrados na Tabela D2.

3 579 26 8104

X X *
X x *
x|® x

X X|® & x

o0 h k2 D =1 Ch L =
b

s
=]
»
»

b
o
»

» elemento original
& elemento “fill-in”

Figura D4 - Estrutura da matriz L

Tabela D2 - Novos apontadores para armazenar L por linha e por partigao.

" i | NSEQ(i) | LROW(i,1) | LROW(i,2) | LROW(i,3) [ ITAGN(i) | LNXT(i) | CE(i)
1 | 1 0 0 ] 1 3 b
2 g 1 0 0 2 8 | x
3 ‘ 5 0 0 0 3 0 | x
I b 4 2 0 -3 7 | x
5 | 9 0 0 0 | 4 0 &
6 -8 6 0 0 5 10 X
7 6 | 0 0 0 .5 0 X
8 8 11 | 0 0 6 0 X
9 4 0 0 0 | 6 | 13 X

‘10| 10 12 | 9 5 7 | o x

1 - - - - o7 | 14 x

| 12 | - — = - | 7 | 15 X
13 - - - - ‘ 8 | 0 | ®
14 | - - - - . 9 0 | x
15 - - : - % 5 @ X

| 16 s A s e | A e I &

| 17 - - - | - | ‘ - | -




Diagramas de blocos para “forward” paralela e “backward” paralela

Agora a “forward” e a “backward” sao feita por linha e por parti¢io, sendo necessério
definir um vetor auxiliar — NELL({np) - de dimenséo igual ac ntimero de partigbes —
para indicar quantos nés existem em cada partigao. Ademais as seguintes informagoes
para o processamento paralelo sao necessdrias:

e ntot - nimero total de processadores disponiveis no momento;

s npro - nimero do processador {1,2,3,4,...)

Observe que na solugao “forward” as primeiras n — 1 parti¢des fazem atualizagao
no préprio vetor b, ja para a tltima parti¢do é necessario o uso de outro vetor (z) para
processar paralelamente a solugdo. Desta forma, parte dos resultados da “forward”
aparecern no vetor b e a parte dos nés da dltima particao aparecem no vetor z, como
mostra a Figura D5. Assim, a divisdo pela diagonal é feita colocando todos os resulta-
dos atualizados no vetor z, como mostra a Figura D6. Na “backward” paralela surge
o mesmo problema da tltima particdo como na “forward”, sendo que agora utiliza-se
o vetor z para saida da solugdo final. A Figura D7 mostra que no processamento da
Gltima particao usam-se valores de z para atualizar o vetor z e nas demais partigoes
trabalha-se com o proprio vetor z.
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Figura D5 - Diagrama da substituicdo “forward” paralela sem W,
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D.3.2 Solugio paralela calculando-se W,

Armazenamento compacto

O armazenamento dos fatores das n — 1 primeiras partigoes é feito exatamente como
para a solugdo anterior. A tltima particao agora é uma matriz cheia e terd seu armaze-
namento na matriz W,, que deverd ser dimenséio pelos menos igual aos nimero de nés
da Gltima particao. Para o exemplo, a matriz Wy, € 3 x 3.

Diagramas de blocos para “forward”, divisdc pela diagonal e “backward”

A Figura D8 mostra a etapa “forward” para as n — 1 primeiras partigoes, sendo o
resultado acumulado no préprio vetor b. Na Figura D9 mostra-se a etapa de divisao
pela diagonal para os nés das n — 1 primeiras particoes e a multiplicagao da matriz W,
pelo vetor b, sendo que o resuitado destas operagoes é colocado no vetor z. Na Figura
D10 mostra-se as operagoes da “backward™ , sendo que o resultado é colocado no vetor z.
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Apéndice E

“Paper” a ser Apresentado em
Congresso do IEEE

A seguir mostra-se uma cépia do “paper” a ser apresentado no IEEE 1991 Summer
Power Meeting.
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A W-MATRIX METHODOLOGY FOR SOLVING SPARSE NETWORK EQUATIONS ON
MULTIPROCESSOR COMPUTERS

A. Padilha
UNESP-Ilha Solteira-Brazil

Abstract: This paper describes a methodology for solv-
ing efficiently the sparse network equations on multiprocessor
computers. The methodology is based on the matrix inverse
faciors {W-matrix) approach to the direct solution phase of
Az = b systems. A partitioning scheme of W-matrix | based
on the leaf-nodes of the factorization path tree, is proposed.
The methodology allows the performance of all the spdating
operations on vecior b in parallel, within each partition, us-
ing a row-oriented processing. The approach takes advantage
of the processing power of the individual processors. Perfor-
mance results are presented and discussed.

Keywords: FPower Flow, Stability, Parallel Processing,
Sparsify, Direct Solutions.

INTRODUCTION

It ie & matter of fact that low-cost multiprocessor com-
puters are now available featuring supercomputer-like perior-
mances. For instance, new powerful multiprocessor machines
have been anncunced which can offer peak performance rang-
ing from 480 to 7600 Miops with 8-128 processors intercon-
nected using a message passing architecture {i] or ranging
from 2 to 130 Gfops, up to about 65,000 processors, using a
shared memory architecturs [2]

Even though peak performance is not straightforward to
achieve because it depends on how the parallel algorithme are
mapped to the parallel architectures, there is no doubt that
the power industry may be one of the first to take advantage
of this computer technology. Many power systems problems
require the repetitive solution of a large set of sparse linear
equations and this task represenis the most time consuming
part of the oversll solution. For this reason, the effort for solv.
ing efficiently the linear network equations on multiprocessor
hardware is one of most promising waye to take advantage of
parallel processing in power systems applications.

1t has been recognized that the parallel solution of sparse
network eguations is mot a smooth task, because the great
number of precedence relations among arithmetic operations
leads the solution processing to have a large amount of idle
time [3,4]. If one processor has assigned very simple tasks,
a multiplication for example, the precedent relationship web
will make the communication and/or synchronization over-
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heads increase a ot and so offset the advantages of parallel
processing.

This paper describes a methodology for decomposing the
repeat solution process of the equation Az = b inte indepen-
dent tasks to be done in parallel. The approach allows the task
unit to be assigned to each processor to be somewhat more
coarse-grained than elemental arithmetic operations, There-
fore, it is possible to take advantage of the powerful proces-
sors that constitutes a muliiprocessor environment and, at
the same time, to reduce the amount of communicztion and
synchronization overheads involved in the solution process.

The methodology presented here is based on the matrix in-
verse Taciors {W-matrix) approach to the direct solution phase
of Az = b systems, as proposed in [5]. The W-matrix ap-
proach does not seem o be advantageous for processing of the
repeat sciution on conventional serial machines, as showr in
the discussion of [6]. On the other hand, it seems very promis-
ing for parallel processing methods, considering its properiies
of decoupling the elementary operations.

Problem Formulation

A set of linear network equations is usually expressed as:

Azr =t (1}
where A is 2 nonsingular matrix of order n, the vector z is the
unknown sclution and b is the given independent vector, which
will be considered a full vector. The matrix A Is assumed to
be sparse and symmetric.

The standard solution method for (1) comprises a sparsity-
oriented LDU decomposition of A4 {ollowed by forward, diag-
onal and backward operations on the vector &

(2)

z = UTDTILT%

(3}

where L and {7 = L' are lower and upper triangaiar matrices
with unity elements in the diagonals and D is a dizgonal ma-
trix. The I-matrix can be expanded as L= L; Ly ... L, such
that each L: is an identity matrix except for the £** column,
which contains the column 1 of L. The computation of L and
I/ is preceded by ordering of rows and columns of the malrix,
usually t6 minimize the number of nonzero elements.

The solution process described by equation (3) may be seen
ae an ordered sequence of updating operations applied to the
right kand side vector. In this paper the problem to be tackled
is how to perform efficiently the solution {3} on a multipro-
cessor environment in such a manner to take adventage of its



potential computing speedup and so to realize the solution in
the least fime. More specifically, the challenges are: how to
decompose the repeat solution process into independent tasks
which have an appropriate size, and how 1o schedule the tasks
on the processors in such a way as to reduce the communi.
cation and synchrenization overheads, achieving a2 minimum
solution time,

2 shows the path tree of the example network obtained from
the L-matrix structure using the ML-MD crdering scheme [8].
Using the MD-MNP scheme [9], the path tree for the example
network is, by chance, exactly the same as the classical MD
scheme.

A node of the faciorization path tree ie to be gaid a leaf if
it has no predecessor. The depth (or level) of a node can be
defined as the maximum number of nodes in the tree which
precede i, Both concepis can be associated and 80 it can be
said that a leaf of depth ¢ is a leaf provided that all the nodes
of depth (-1 have been reduced. For example, in the path tree
illustrated in Figare 2 the nodes {1,2,3,4,5,6,7,8} are leaves of
depth O and the nodes {9,11,14,15,16} are leaves of depth 1.
Table A.l in Appendix A shows the number of leaves at the
different depths obtained from iwo test networks and using
several ordering criteria.

The performance of the methodology presented in the pa-

BASIS OF THE METHODOQLOGY

In this section the foundations on which the proposed ap-
proach is based will be presented briefiy. The 20-node system
[7}, whose network is shown in Figure 1, will be taken as a
tutorial example with no loss of generality.

; f g ; per ie noi significantly aflected by the ordering scheines,
though some schemes can be more friendly than others. The
MIL-MD scheme provides an ordered sequence of nodes that
14 19 matches automatically the leaves of succeseive depths. Other-
15 & N & $ 13 wise, the MD-MNP scheme requires extra work after ordering
to rearrange the nodes.
Partitioning Scheme
B9 T® 96 95
Assuming that the LD decomposition has been carried
out in an appropriate way, the goal is to perform in parallel
the operations on vector b described by equation (3). This
15 & & @ @ 20 eguation can be transformed and expanded according to the
17 16 idea of reference [5] as:
& a; 2 @ z=WDT'Wh=W{W,. . WD "W, .. W, Wb {4)
3 H 11 2

where W, = L7, 1= 1,...,n.

The adjacent matrices W, can be combined in different ways
giving rise to different pariifions of matrix W. The advaniage
of thiz approach is that all multiplications between inverse
factors and components of vector b within each partition be-
come independent and can be performed in parallel. Unforty-
nately, the necessary additions to update each component of
b cannot all be performed slmultanecusly. On the ciher hand,

Figure i: The 20-node example network

Faetorization Paths and Ordering Schemes

As is well known, the precedence relations among opera-
tions on columns and rows to perform the LDU decomposi-
tion and forward/backward solutions can be depicied by the

{actorization path graph 7). It iz also known that different
ordering schemes £an change the shape of the path tree and
alter the number of fi-in elements of L and L. Figure

Figure 2: Path tree after ML-MD ordering

the partitions may be utilized to keep under conirol the ad-
ditional fills that can be created in the W-matrix. Reference
15} proposes to perform the direct solution phase by breaking
it up intc partitions whose number depends on the number of
additional fll-in elements allowed within each partition. This
partitioring technigue has been enhznced In reference [8].

The partitioning scheme proposed in this paper consists of
breaking the W-mstrix according the depths of the factoriza-
tion path tree, as follows:

& each partition p is assigned to a depth of the path tree,
i. €. all the nodes which are leaves of depth p beleng
to the partition;

¢ the assignment proceeds until some previcusly chosen
depth {called break-in depih} is achieved znd then all
the remaining nodes of the tree are gathered into one
partition {called lost partition),

The choice of the break-sin depth iz heuristic but not criti-
cal for the solving methodology because the number of leaves



by depth decreases quickly at the top but slowly after a few
depths, as shown in Table Al in the Appendix A. A simple
heuristic rule relating the number of nodes in the last parii-
tion with the number of available processors may be used, for
example.

Figure ? shows the W-matrix stracture from the 20-node
example after the application of the partitioning scheme pro-
posed, assaming the path tree ML-MD iliusiraied iz Fig-
ure 2 and taking the break-in depth as 2. Note that the
matrix iz divided into three partitions composed of nodes
{1,2,2,4,5,6,7,8}, {9,11,14,15,16} and {10,12,18,17,18,19,20}
respectively. Furthermore, note the one additional fill-in ele-
ment in the last partition whereas there are no additional fills
in the two first partitions, as would be expected.
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Figure 3: Partiticning of W-matrix

in thie scheme, all the information needed to generate the
partitions can be obtained straightforwardly from the network
factorization path tree. The partitioning algorithm is simple
and easy to implement. The elements of W, matrices, except
the last partition, can be obtained directly from L-matrix
elements, not reguiring extra work.

The proposed scheme guarantees that additional fille will
be created only in the last partition. As a matter of fact, ¥
a partition does not have any two nodes which are predeces-
sore of each other, then no additional &lls are produced in
the partition matrix. This condition can be easily validated
remembering what is cccurring with the network when the
factorization proceeds, node by node, according to the path
tree. It should be noted that the condition is sufficient but not
necessary. I two nodes of different depths are put together
inte the same partition, it is not assured that additional £lls
will be yielded because it may happen that the place bas been
already filled. This ie the case of the element {13,10) in Figure
3.

Reference [10] presents a partitioning technique based on
the levele of the factorization path graph but the difference is
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twofold: the goal $¢ be ackieved and the criterion fo create a
partition. In reference [10] the objective of partitioning is to
generate the minimum number of extra fill-in, aiming to min-
imize the number of elementary arithmetic operations to be
performed on a vector computer. Otherwise, our partitioning
scheme a2imes at generating the minimal number of partitions
with the maximum pumber of independent fasks to be as
signed t¢ processors on a multiprocesser computer. The idea
behind our proposed scheme is to take advantage of the great
number of leaf-nodes in the first partitions because they cor-
respond to independent tasks. When the leaf-nodes begin to
fade, because the precedence relationships become stronger,
ther all the remaining nodes are gathered disregarding the
extra fills, This action gives rise tc new independent tasks in
the last partition but the price to be paid ie jo perform the
exira fills.

The last partition copcentrates all the additional fills, but
it can be shown that those extra fills do not delay the parallel
processing of the partition, considering that the lowest row of
the partition is always full. Indeed, the number of nonzerc
elements of the lowest row of the L™} matrix corresponds to
the number of nodes which precede the ultimate node in the
factorization path tree. Therefore, the time spent to process
the lowest row determines the least time to process the last
partition.

It is possible to use partitioning schemes that combine
nodes from more than one level in a given partition with no
extra fills, as shown in [6] and {10]. Particularly, [10] describes
» simple but very effective way to find out the proper nodes,
although it was valid only for MD ordering. Those procedures
can alightly rearrange the nodes belonging to the first parth
tions but it is not clear that this leads to smallest solution
time in general.

Formation of the W-matrices

The computation of the W.matrices elements is straightfor-
ward for the first {p - 1) partitions because they are equal to
the off-diagonal elements of L-matrix with the sign reversed.
This i¢ valid providing that all nodes within each partition are
at the same level in the factorization tree. The computation
of the last partition elements reguires some exira work. They
might be directly obtained from the multiplication of the ad-
jacent matrices W, corresponding to the last partition. The
effort is rengonable remembering that a matrix W, is an iden-
tity matrix except for the ¢tk column. This is the approach
used in the paper. Otherwise, the computation of the W-
matrix for the last partition can be done in paralle] utilizing,
e.g. the technique proposed in {11]. However, the construc-
tion of the W-matrices is one step that must be performed
only once in the repeat solution process and it may not be
worth doing it in parallel. It has beern recognized that paral-
ielierm is best waed for steps that require a significant number
of cycles.

TASK SCHEDULING

This section deals with the decomposition of the repeat so-
lution process into independent tasks, i. e. the amount of
work which can be done at the same time, in any order, and
without communicating with another task, Alsc is discussed
what is the best size of the task to be assigned o each pro-
cessor on muliiprocessor environmenss. Morsover, the task



scheduling strategy for dietributing the tasks among the pro-
cessors is addressed.

The idea presented here is to gather by rows the operations
to be performed, In deing this, all the vpdating tasks within
each partition become completely independent of each other.
For the example system, the operations on vector b, referring
to partition 1, can be grouped aa:

Independent Tasks

The repeat sclution comprises essentially an ordered se-
guence of updating tasks operating on the components of the
vector b, where each one is formed by arithmetic operations of

task number arithmetic operations

ipultiplication and addition. It is pessible to assign each ome #1 bo = bo + woab:
of these elementary arithmetic operations o a processor in or- #2 by = b1y + war2bz
der to exploit the maximum amount of paralielism. However, #3 big = brg + wiashs
it is not clear that the solution with the maximum parallelism 44 bis = brs + wisabs + wisshs
ie always the fastest. The communication or synchronization 45 bic = bis + waeche
overheads may increase a lot producing significant delays. Un- #6 byo = bio + wio.ebe
{ortunately, this is the case of the repeat solution process due #7 Buz == bap + Wizabs
1o the large number of precedence relations among the oper- #8 Bio = big + Wisebe
ations, i. e. the elementary operations are not independent #9 bra = bia + wiza by + wizsbs
of each other. #10 biz = bir + wng by

The application of the W-matrix approach to the repeat so- #11 bis = bis -+ wis.abs + Wrs.abs
jution allows all multiplications bstween inverse factors and #12 boo = bog + Waezhs + Wao.sbs

elerments of b to be independent each cther - within each par-
tition - and could be carried out in parallel. However, the
additions cannot all be performed at the same time. This
fact does not mean that there iz no parallelism even in the
additions but that some of them cannot be performed simul
taneously because each one has to take the most updated
value of b, which is under processing at the same time. In
other words, some additions (not previously known} are not
independent and to find out its precedent relationships is time
consuming.

It should be noted that the degree of dependence of the up-
dating tasks depends upon whether the solution e performed
by columns or by rows. To illustrate this point take the 20-
node example system and suppose the forward solution is to
be performed by columns {conventional {forward}. The oper-
ations on vector b corresponding to partition 1 are:

Note that there are no conflicts here because each compo-
nent of b is updated only once within the partition. Therefore,
the chunk of updating tasks corresponding to a row of each
partition is independent and can be done in parallel. How-
ever, the forward and backward processing by rows requires
double sets of tables for indices of rows and coluvmns of the
lower and upper triangular W-matrices.

Scheduling Strategy

The strategy proposed here is to schedule on each proces-
sor the operations corresponding t¢ a row of each partition.
It should be kept in mind that multiprocesser environments
are equipped with powerful unit processors and then it seems
a sound strategy to perform the mult-add elementary oper-
ations inside the hardware in order to exploit its computing
efficiency. This strategy seeks to match the parallel algo-
rithm to the paraliel architecture. The precedent relations -

task number arithmetic operations

#1 by = bo + wo.r by that give rise to delays - are replaced by mult-add operations
72 bis = biz + wisaby performed inside the processor node without external com-
#3 biv = buy o+ wiizbe munication. Paralielism within a row could be exploited if
#4 bao = bao + wauabe the processor node is provided with binary adder facilities,
#5 bis = bis + wisabs The scheduling strategy should take into account the num-
#6 biz = biz + wizshs ber of available processors. A simple but efficient strat-
#7 Bro = bio + wio.abs egy consists of assigning several rows i{c ohe Processor us-
#& bis = bis + wisaba ing a wrap mapping style, so that processor zero gets row 1,
#E bis = bis + wissbs nproc+1, 2nproc+1, ... , where nproc is the number of avail-
#10 bao = bao + waosbs able processors. This is the sirategy used in taking the results
#11 big = big + wiscbe presented further. It is evident that if the number of proces-
#12 bio = bro + wisebe sors is greater than the number of rows tc be performed in
#13 b1 = bis + wiaaby a partition, then the maximum load of one processor ¢oITe-
F#14 byr = by + waraly sponde to just one row.
#15 bis = bys + wasshs It should be noted that the size of the row-oriented tasks
#16 big = by + wisebs ie not uniform becsuse the number of elements per row is not

where wy_; is the element ({, 7} of partition 1. If can be seen
that the additions to update b3, as indicated in tasks #2 and
#9, cannot be processed simulizaneously to assure correct re-
sults and sc they are not independent. The same kind of
confiict can be found in the rows 15, 18 and 20. In the back-
ward solution there is no problem because the conventicnal
backward is usually performed by rows.
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the same, ranging from 1 to 10 for the networks simulated.
Load unbalancing ie not an issue if the goal is the solution in
minimum iime. The solution iime spent to sclve a partifion
is always given by the processor which has assigned the row
with the greatest number of elements. It is does not matter if
some processors remaln idle for a while because they cannot
speedup the solution. The solution with the best load balance
is mot necessarily the fastest. The goal is not o keep busy all



the processors but using the available processers in such a
way 1o achieve the fastest solution.

THE LAST FARTITION

Taking into account that the direct solution will be per-
formed by rows, it becomes advantageous to handle the last
partition as an unigue one.

According to the partitioning scheme equation (4) can be
expressed as:

T=WiW5.. WiD 1 D 'W, . W, Wb {5)

where the diagonal aperations D™! were split into D;_fl, CORn~
cerning the early {p — 1) partitions, and I),’;l , concerning the
last partition.

As the operations corresponding to the last partition are
not affected by the operations D;_ll, equation {8] is equivalent
to:

z=WiWS W DL WWeoy WoW)b (8)
where Wy, = W} D;;’Wn represents the forward, diagonal and
backward aggregated cperations on the last partition.

In the last partition, the forward, diagonal and backward
sclutions may be gathered, and so all the operations can be
expresssd as the product of matrix Wi, by the updated com-
ponents of vector &. The result is that the tasks of updating
the last partition elements of b become independent if they
were performed by rows, as the other partitions are. More-
over, the total number of operations js smaller than in the
conventional procedure and the number of serial steps is re-
duced. Though Wy, is a full matrix, its additional fills do
not increase the solution time of the last partition because
it depends essentially on the number of nonzerc elements in
the lowest row {it is always full} and the number of proces-
sore available. On the contrary, the solution iime decreases
because the serial steps of forward, diagonal and backward
golutions will be performed at the same time as the forward
step.

PERFORMANCE RESULTS

The methodology proposed here can be used either on a
message-passing or shared-memory architecture, even though
the characteristics of the approach are best fitted fo shared-
memory or hybrid machines {each processor accesses Jocal
memory ioc). In this case, the vector b is stored in the
shared memory which can be accessed for every processor
through global variables. The access time is the same as the
iocal memory references, neglecting common bus contention.
Therefore, the processcrs are able to update the wvector b,
within each partition, without communication overhead. Be-
fore carrying out the next partition, all the processors invelved
must overcomne one synchronization barrier. As for message-
passing machines, the need of broadcasting the updated val-
ues of vector b among the processors, before carrying out the
next pariition, introduces a communrication overhead which
is inherent to this architecture. Anyway, the coarse-grained
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parallelisim achieved by the presented approach is adeguate
to minimize the influence of hardware overheads in both ar
chitectures.

The performance of the methodology can be evaluated con-
gidering the simulation results depicted in Table I and Table
II showing the maximum number of mult-add operations cor-
responding to each serial step of the solution for geveral pum-
bers of partitions (not counting the operations with disgonal
elements). The ML-MD ordering was used. In Table I (IEEE-
118 system)} it can be seen that the Srst serial step reguires
at most 4 mult-add operations, 1. e. the greatest mamber
of nonzerc elements in one row of the partition is 4, I it s
assumed, for simplicity, that the number of processors avail-
able ie large enough, then the total solution time (including
the idle time) to process this step is the time spent to do 4
multiplications and 4 additions. The last partition step is the
bottleneck because the lowest row of Wi, is always full. The
impact of the last partition cozld be reduced if the number of
partitions is increased, however the increase in the backward
operations may offset this gain and increase the total solution
time. The number in parentheses denotes the additional fills

Table I - 118 node system.

Partitions
Serial 2 3 4 5 6 7
steps (1704) | {237) | (151} | (34) | (7) | {0)
1 {W1) 4 4 1 4 4 4
2 (Wq) - 4 4 4 4 4
3 (W3) - - 4 4 4 1 4
4 (W) - - - 3 313
5 (Ws) - - - - 2 2
& (We) - - - ~ - 2
7 (Wi 62 35 22 14 | 10 | 8
B {W¢ - - - - - 8
9 (W) - - - - 9 | 9
16 (W, - - - 6 6 | 6
11 (W - & 8 8 6
12 (Wi} -~ 3 3 3003
13 {W]) 3 3 3 3 3 1 3
total 69 49 46 47 | 54 | &2
Table Il - 1729 node system.
Partitions

Serial 4 5 | 6 7 8 o
steps  [(23088){0171){8858)(1886) (981) | {570)
1 (W) 9 9 9 9 9 9
2 (W) 7 7 7 7 7 7
5 (Ws) 5 5 5 5 5 5
4 (W) - 4 4 4 4 4
5 (W) - - 4 4 4 4
6 (Ws) - - - 4 4 4
7T (W) - - - 4 4
B8 {Ws) - - - - - 3
o (Wy) | 221 143 97 | T2 56 45
10 (Wi) - - - - - 17
11 (Wi - - - - 1% 15
12 (Wi - - - 10 10 10
13 (W) - - 10 | 10 10 10
14 {W]) - 9 9 9 9 5
15 (W]) 7 7 7 7 7 7
15 (W2 7 7 7 7 7 7
17 {W]) 8 8 ] 6 6 &
total 262 | 197 | 165 | 154 | 187 167




produced in the lower triangular matrix of the last partition.
Note that the no-flle condition, attained with 7 partitions,
does not produce the speedest sclution time. In summary,
Table T shows that the direct solution calculations for the
IEEE-115 network can be performed in the time equivalent
tc 46 floating point operations of multiplication and addition
if the number of processors is large enough (62 processors in
this case). By comparison, if the partitioning scheme of [10]
was used, no extra fills would be created but the solution
time would be eguivalent to 68 flops {12 partitions), consid-
ering the JEEE-118 network. For a 1728-node system, Table
Il shows that using 7 partitions the calculations correspond
to only 154 flcating point mult-add operations. Figure 4 il-
lustrates how the number of processors can affect the fastest
solution time for different network sizes. The gain is given by
G = ts/ip, where t# s the total mult-adds operations for the
serial solution (using MD ordering), and fp is the number of
operations obtained for the parallel solution (using ML-MD
ordering). The mazimum usabie number denctes the number
of protessor that must be available to get the least solution
time. It ic given by the grealer of two numbers: the number
of rows of the first partitions with nonzero elements (forward)
or the number of leaf-nodes of the path tree {backward). The
maximum usable number is 62, 161, 402 and 956 processors
{or the simulaied networks, respectively. This kind of graph-
ies allows finding the least solution time posssible to achieve
if the number of available processors is previously fixed.

The methodology was implemented in a multiprocessor
computer and the performance results are presented in Ap-
pendix B.

Ty
B 16 processors
50 b B §4 processors
[ max. usable number
44+
30

H
i
i
]
7

1729 system

Figure 4: Galn versus system size.

CONCLUSIONS

A methedelogy has been described for solving sparse net-
work linear eguations on a multiprocessor computer using &
partitioned W-matrix approach to the direct solution phase.
The methodclogy allows all the rows of each partition to be
processed in parallel and leads to a task scheduling strat-
egy fitted 1o multiprocessor computer architectures. The ap-
proach takes full advantage of the powerful megafiops features
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more and more offered by the processor unit hardware. The
performance resulis show that the potential speedup of the so-
lution time is essentially bounded by the ficating point oper-
ation capability of each processor, denoting that the method-
clogy is a suitable way to exploit the growing power of the
computing technology.
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APPENDIX A

Table A.l. Distribution of leaves at different depths for
several orderings and systems.

i 118-node|179] | 1729-node|2154)
Depth MD |MLMD{MDMNP| MD 'MLMD MDMNP
(86) | (122) | (86) |(1201)] (1732)| (1211)
0 | 48 56 52 807 | 956 875
1] 25 27 26 347 | 380 364
2 | 11 3 12 184 | 172 168
3 6 8 8 107 | 78 98
4 6 4 5 68 46 57
5 5 2 3 45 25 37
& 3 1 3 34 16 26
7 3 1 2 24 10 20
8 3 1 2 18 7 11
9 2 1 2 15 4 8
10| 1 1 1 9 4 7
1 1 1 1 8 3 6
12 11 1 1 7 3 5
13 1 1 5 3 3
14 1 3 3 3
15 1 3 2 3
16 3 2 2
17 3 2 2
18 2 1 2
19 2 1 2
20 2 1 2
21 2 1 2
22 2 1 2
23 2 1 2
24 2 1 2
25 2 1 2
| 26 2 1 2
P27 1 1 2
28 |1 1 1
: !
max. | - )
depth| 15 13 12 0 47 30 41

The number in sgquare brackets denotes the original off-
diagonal nonzero elements in L-matrix,
The number in parentheses denotes the fill-in elements.
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APPENDIX B

The methodology described in the paper was implemented
in 2 multiprocessor compuier {Parallel Preferential Processor
- P3) under developing by the Federal Telscommunications
R&D Center {CPgD) in Brazil. The version we are using
consista of eight 1APX 286/287 based boards, connected in
a common-bus 10 Mbytes/s bandwidih architecture.
common-bus uses a daisy-chain scheme for controlling the
concurrent accesses, Hach board contains a local memory of
512K bytes RAM and can access 2048K bytes of shared mem-
ory. Each cpu board is loaded with DOS operating system,
extended with concurrent processing facilities.

The tesis were carried out by solving a =YV system, where
Y is the complex nodal admittance matrix, I is the current
injection vector and V is the voliage vector. All variables
are stored in the local memories except vector V which is
only stored in the shared memory. This data structare takes
advantage of the machine architecture aliowing the bus con-
tention toc be minimized. Figure B.l compares the gain ob-
tained using P8 with theoretical gains, regarding 5C repeated
solutions of equation I=YV for the four networks. The theo-
retical gain here mentioned is slightly different from the gains
shown in Figure 4, for the operations with the diagonal ele-
ments are now included whereas they were neglected before.

The

G, R P3
03 theoretical
61 51 5.38
516 52377 5.14
51 4.76
4 b
3 b
2
1 L £
0- L - - .
118 320 725 1720 syst.

Figure B.1: Experimental results using eight processors

The experimental results were obtained using eight proces-
sors, the ordering scheme was MLMD and the last partition
was handled as one block. The number of partitions used
are 7,8,11 and 12, respectively. The codes were written in
Fortran 77, extended with library functions to support par-
allelism. The results show that the measured gains are very
close to the theoretical ones, indicating that the communica-
tion overhead and common-bus contention are not sigaificant.
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