UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRICA

DEPARTAMENTO DE MICROONDA E OPTICA

METODO RIGOROSO DAS DIFERENCAS FINITAS EM ANALISE
DE ESTRUTURAS DE GUIAS DIELETRICOS ANISOTROPICOS COM
PERFIL DE INDICE DE REFRACAO VARIAVEL

e
Ty

Quires

g %
SHEREO

R
iy
&}
-
§ :
‘:)? i Autor : Carlos Lednidas da Silva Souza Sobrinho
P
% E - Orientador : Attilio José Giarala
P J O
TR ‘g
AR B =
IRV IR\
v oo &) Yk
% B Ly @
i T g

Tese apresentada a Faculdade de Engenharia Elétri-

ca da Universidade Estadual de Campinas como parte

of CZﬁu"% 4@ o
.,." *wgﬁ,‘iﬁéi =1
S ZOF

_\ % = dos requisitos exigidos para a obtengdo do titulo

de Doutor em Engenharia Elétrica.

daefandica
Julgaaoia

Julho de 1992



AGRADECIMENTOS

Ao Professor Attilio José Glarola, pelas contribuigdes, orientagfio, e por ter
acreditado em nosso trabalho.

Aos Professores da FEE (UNICAMP), que contribufram para a minha formagio.

A minha filha, pelo carinho.

A minha esposa, pelo carinho e por ter estado sempre ao nosso lado, mesmo nos
momentos dificeis.

A minha mie e meus irmios pelo apolo e incentivo.

Ao CIFEE (UNICAMP), em particular ao professor Akebo, pelo apoio que tem dade
aos alunos da Pds-Graduagio.

Aos funciondrios da FEE (UNICAMP), em particular & Maria Licia Costa Cardoso e
a0 Airton Ramos, pelos excelentes servigos de desenho, & Ademilde Félix e Ja-
nete Sayoko Toma, pelos excelentes servigos de digitagdo.

A Universidade Federal do Pard, pela nossa liberagiio e apoio financeiro.

Ao Departamento de Engenharia Elétrica da Universidade Federal do Pard, em
particular aos professores, pela confianga depositada e por terem assumido as
aulas que terfamos gue ministrar.

Ao Professor Gervasio P. Cavalcante, pelo apoio e amizade.

A PROPESP-UFPa, pelo apolo indispensdvel.

A CAPES, pelo suporte financelro.

Aos colegas da Pdés-Graduagio da FEE (UNICAMP), pela amizade e espirito de com-

panheirismo.



A minha esposa

Feblma

A minha filha

dndnéa

A minha mie

Raimunda

A minha avd

¥oundens

Aos meus irmios
Rikamar

Jonquatso ¢
Anténic

-1 -



CONTEUDO

SUMARIO v
CAPITULO 1 - INTRODUCAO 1
1.1 - INTRODUCAO 1

1.2 - AS ESTRUTURAS DE GUIAS DIELETRICOS

USADAS NESTE TRABALHO 3
1.3 - OBJETIVOS E ORGANIZACAC DO TRABALHO 6
REFERENCIAS 11

CAPITULO 2 -FORMULACAO DO PROBLEMA PELO

METODO DAS DIFERENCAS FINITAS 19
2.1 - A EQUACAO DE ONDA ESCALAR 23
2.2 - APROXIMACAO NUMERICA POR DIFERENCAS FINITAS 26
2.3 - O SISTEMA DE EQUACOES LINEARES HOMOGENEAS 29

2.3.1 - CONDICOGES DE CONTORNO PARA A MALHA

GRADUAL DE CINCO PONTOS 30
2.3.2 - LIMITACAO DA REGIAC DE DISCRETIZACAO 34
REFERENCIAS 41

CAP{TULO 3 -APRESENTACAO DOS

RESULTADOS NUMERICOS 42

3.1 - INTRODUCAO 42
3.2 - O GUIA DE ONDA DIELETRICO RETANGULAR EMBEBIDC 42
3.2.1 - VERIFICACAO DA FORMULACAO 43

3.2.2 - GUIA DE ONDA DIELETRICO ANISOTROPICO COM PERFIL
DE INDICE DE REFRACAOQ GAUSSIANO-GAUSSIANO 49
3.2.3 - ACOPLAMENTO DIRECIONAL ENTRE GUIAS EMBEBIDOS 55

3.2.3.1 - Acoplamento Simples Para Guias

-1 -



Dielétricos Anisotrdpicos 56

3.2.3.2 - Acoplamento em uma Estrutura
Periddica Infinita 61
3.3 - O GUIA DE ONDA CANAL DIELETRICO INTEGRADO 70
3.3.1 - VERIFICACAO DA FORMULACAC 70

3.3.2 - O GUIA DE ONDA CANAL DIELETRICO ANISOTROPICC
INTEGRADO COM PERFIL DE INDICE DE REFRACAO
GAUSSIANO-GAUSSIANO 72

3.3.3 - O GUIA DE ONDA CANAL DIELETRICO ANISOTROPICO
INTEGRADO EM SUBSTRATO ANISOTROPICO 79

3.3.4 - ACOPLAMENTO DIRECIONAL ENTRE GUIAS DE ONDAS

CANAIS DIELETRICOS ANISOTROPICOS INTEGRADOS 82

3.3.4.1 - Acoplamento Simples Entre Guias 82
3.4 - ANALISE DE FIBRA OPTICA 86
3.4.1 -~ VERIFICACAO DA FORMULAQAO 88

3.4.2 - ANALISE DE FIBRA OPTICA COM DIELETRICO

ANISOTROPICO UNIAXIAL E PERFIL

DE INDICE DE REFRACAQ VARIAVEL 88
REFERENCIAS 95
CAPITULO 4 -CONCLUSOES 97

APENDICE A -OBTENCAO DAS EQUACOES ACOPLADAS
(2.29) 101

APENDICE B -OBTENCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

LINEARES HOMOGENEAS 108
APENDICE C -OBTENCAO DA EQUACAO (2.30) 115
APENDICE D -OBTENCAO DA EQUACAO (2.32) 122
APENDICE E -OBTENCAO DA EQUACAO (2.39) 128

-V -



SUMARIO

Uma formulagdo rigorosa, geral e versdtil, das diferencas finitas para
a andlise das caracterfsticas de propagagio de estruturas onde o elemento bdsico

constitutivo € o guia de onda dielétrico, € apresentada.

Nesta formulagio, o método das diferencas finitas ¢ wusado na solugio
numérica da equagho de onda escalar, escrita em termos das compenentes
transversals do campo magnético. Como resultade, um problema de autovalores
convencional € obtido sem a presenga de modos espirios (observada em formulagoes
anteriores), devido & inclusdo implicita do divergente do campo magnético igual
a zero. A formulacio foi desenvolvida para incluir dielétricos anisotrépicos
biaxiais, com perfil de indice de refragio variando arbitrariamente na segio
transversal do guia. As caracteristicas de dispersio, para estruturas envolvendo
o guia de onda dielétrico isolado e acoplade a outro(s), sdo calculadas. ©
desenvolvimento  tedrico, assim obtido, foi wsado para resolver problemas
particulares, e os resultados tém mostrado boa concordancia com aqueles obtidos
usando-se outros métodos. Resultados foram obtidos para uma variedade de estru-
turas de guiamento de ondas, de grande interesse, particularmente para o

desenvolvimento de optica integrada.



SUMMARY

A rigorous, general and versatil finite-difference formulation for the
analysis of the propagation characteristics in structures, having the dielectric
waveguide as the basic element, is presented here.

In this formulation, the (finite~difference method is used in the
numerical solution of the scalar wave equation, written in terms of the
transverse components of the magnetic field. As a result, a conventional
eigenvalue problem is obtained without the presence of spurious modes (present
in previous formulations), due to the implicit inclusion of the divergence of
the magnetic field equal to zero. The general case of biaxial anisotropic
dielectrics is considered, with the refractive index profile varying arbitrarily

in the waveguide cross section.

Dispersion characteristics  for  isolated  and parallel coupled
dielectric waveguides are calculated. The theoretical development was then used
to solve particular problems and the results agree with those available from
other methods. Results were obtained for a variety of guiding wave structures,

of much Interest, particularly for the development of integrated optics.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 -~ INTRODUCAO

A aplicagio prditica de guia de onda dielétrico na implementagio de
dispositivos  integrados  (acopladores  direcionais, moduladores  eletro6pticos,
chaves, filtros, amostradores, divisores de poténcia, combinadores,
amplificadores com realimentagio distribufda, multiplexadores, etc.), na faixa
de freqiiéncias de ondas milimétricas ¢ dpticas [1] ~ [21], depende criticamente
das caracteristicas de propagacdo neste tipo de guia. Por esta razio, tem havido
um interesse crescente em métodos de andlise mais eficientes visando a determi-

nagio das caracteristicas de propagacio em tais estruturas praticas.

O método do ponto de casamento ("point-matching”), uma das técnicas
mais antigas e simples para a solugio de guia de onda dielétrico homogéneo ¢
isotrépico, fol usado por muitos autores para analisar o gula de onda dielétrico
de segiio transversal retangular com duas camadas [12], [22}-{24]. O guia de onda
dieiétrico homogéneo e isotrdpico foi, também, analisado através de aproximacgses
variacional e integral [25]-127] ¢ mediante o uso de equacSes Integral e di-
ferencial combinadas [28], [29]. Um outro método, bastante wutilizado na anélise

de guia de onda dielétrico, ¢ o método dos elementos finitos [30}-147]. Sua

aplicacio no estudo de guias tridimensionals, tanto através da formulagio em

termos das componentes longitudinals dos campos elétrico (Ez) & magnético (Hz),



{151, 130}-[35] quanto da formulagio que wutiliza as trés componentes do campo
magnético {Hx, Hy, HZ) ou clétrico (Ex, By, Ez) [36]-[38], tém gerado problemas
de modos espiirios na soluglo. Objetivando-se contornar tal problema, aproxima-
cdes tém sido utilizadas, na segunda formulagio acima [39]- [45]. Dentre as
aproximagOes, pode-se citar o método da fungho "Penalty” [39]- [41], [43]}-[45],
gue em alguns casos ainda aparecem modos espdrios [41], [43], [45], e o método
desenvolvido por Hano [42], o qual utiliza o método dos elementos finitos veto~
rial em termos de todas as trés componentes do campo elétrico e/ou magnético,
onde os modos espirios sio eliminados. Por outro lado, K. Hayata et al. [46]
também usou o método dos elementos finitos vetorial, na andlise de guia de onda
dielétrico, sendo que a formulagio fol desenvolvida em termos das componentes
transversais do campo magnético, Hx € Hy. Mesta formulagfo, a relagiio do diver-
gente do campo magnético igual a zero (VH = 0) é garantida implicitamente. Com
isto, os modos espirios sd3c completamente eliminados. © método dos clementos
finitos, apés a eliminagido dos modos espirios e da sua aplicacio na andlise de
guias de ondas anisotrépicos nfo-homogéneos, com perfii de Indice de refragio

degrau [46], [47], tornou-se mais atrativo.

Além dos métodos acima citados, o método das diferencas finitas, por
sua flexibilidade e facilidade de aplicagéo, tem sido bastante utilizado na
solugio de problemas de autovalores [48]-[52]. Mas a sua aplicagio na solucic de
problemas de guias dielétricos (voltados para circuitos integrados) ¢ bem recen~
te [48]. Dentre as diversas aplicagées deste método, pode-se citar a referéncia
1531, Neste trabalho, o método das diferengas finitas wvariacional ¢ usado na
andlise do guia de onda canal diciétrico com perfil de indice de refragio va-
riando arbitrarlamente. Nesta formulagdo, € ignorada a realidade ffsica dos
modos hfbridos, assim como o efeite de acoplamento entre eles. A climinagio dos

modos espirios do método das diferengas finitas, através da inclusio da condigio

de que o divergente do campo magnético € igual a zero (VH = 0), descrito por

Bierwirth et al. [54] e Schulz et al. [55], [56], tem aumentado o interesse pelo



uso deste método para resolver problemas envolvendo o gula de onda dielétrico.
Esses autores resolvem a equaglo de onda vetorfal em termos das componentes
transversais do campo magnético, Hx e Hy, 0o que permite a transformagio do pro-
blema em um problema de autovalores convencional. Enquanto a anédlisc desenvolvi-
da por Bierwirth et al. [54] foi aplicada para guia de onda dielétrico com per-
fil de indice de refracio degrau em sua segio transversal, Schulz et al. [35],
[56] estenderam a andlise para inclulr guia de onda com perfil de fndice de
refragio gradual. Em adigdo, em [56], acoplamente entre guias de ondas com canal
integrado e perfil de fndice de refragio variando na forma Gaussiana-Gaussiana
foi analisado. Em suas andlises, [54]-[56], entretante, somente dielétricos
isotrdpicos foram utilizados. Ainda com relagio 2 andlise de estruturas acopla~
das em [57] e [58], ¢ feita a andlise do acoplamento entre dois guias de ondas
com dielétricos isotrdpicos e perfil de indice de refragio degrau, sendo que, no
primeirc caso [57], a andlise € feita através do método das diferencas finitas e
em [58] através da técnica de casamento de modos. Em [59], estudam-se as ca-
racteristicas de propagacio de um conjunto ("array") infinito de guias de ondas,
formados por dielétricos isotrépicos e perfil de indice de refracao degrau, me~

diante o uso de Equagdo Integral.

1.2 = AS ESTRUTURAS DE GUIAS DIELETRICOS USADAS NESTE TRABALHO

A Fig. 1.1a mostra o eclemento bédsico na construgio de estruturas inte-
gradas, tanto na faixa de freqiiéncias dpticas quanto na de ondas milimétricas, o
guia canal. Este gula € constitufdo, basicamente, de trés regifes: o canal (meio
3), o substrato (meic 2) ¢ um outro meio (meio 1), que normaimente € o ar e

enconira-se em contato com os outros dois melos. A integragio do canal no subs-

trato pode ser feita através de implantagio ibnica, permautacio ibnica, ou atra-

vés de técnicas de difusio [53], [60}-166]. Desta maneira, € possivel obter,
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Fig. 1.1 -

(e)

Estrutoras que serio analisadas neste trabalho: (a) guia de onda

canal dielétrico integrado; (b) guia de onda dielétrico embebido em
material dielétrico; (c) acoplamento direcional ente dois guias de
ondas, ca nais diclétricos Integrados; (d) acoplamento direcional
entre doils gulas de ondas dielétricos embebidos; (e) rede infinita

de guias de ondas dielétricos embebidos.



para o canal, perfis de {ndice de refragio na forma Gaussiana, erro complemen-
tar, exponenclal, fungbes quadrédticas, etc., sendo que, neste trabalho, somente
guias com perfis de indice de refracio bidimensional ({variacio do {Indice no
plano, xy, transversal 2 dire¢io de propagagho, z), sio considerados. Ainda com
relagdo & Fig. 1.1a, quando os meios 1 e 2 sdo idénticos, o gula passa a estar
embebido em um inico melo, conforme mostrado na Fig. 1.1b. Estas estruturas sdo
atrativas por serem geometricamente simples, haver precisic na construgio, serem
mecanicamente estdveis e pela facilidade de se obter indice de refragdo, para o
canal, bem préximo daquele do substrato, de forma que a operagio aproximada em
modo simples pode ser conseguida fazendo-se as dimensdes transversals do guia

grandes em comparagdo com o comprimento de onda no espago livre [2].

As estruturas inicialmentec apresentadas serfo wuwsadas na anidlise de
fibra dptica, acopladores direcionais (Figs. 1.1c e 1.1d} e de redes ("arrays")

infinitas (Fig. 1.1e).

Na Fig. 1.1, as dimensdes transversais, a ¢ b, dos gulas sfo wvalores
efetivos, de forma que a definicio das mesmas serd feita mediante a definigio do

perfil de indice de refragido usado para cada caso a ser considerado.

1.3 ~ OBJETIVOS E ORGANIZACAO DO TRABALHO

Um dos objetivos deste trabalho € estender a teoria apresentada em
[54]1-[57]) para incluir diclétrico anisotrépico com perfil de indice de refra-
cio variando arbitrariamente em sua segdio transversal. A formulagio é geral e
aplicada para diclétricos anisotrépicos biaxiais. A permeabilidade magnética 6
assumida ser constante e igual 2 do espago livre (pﬁﬂﬂ). Também, £ objetivo

deste trabalho o desenvolvimento de um programa computacional, através de qual

estruturas envolvendo o guia de onda dielétrico bidimensional possam ser anali-



sadas.

O corpo principal da presente tese fol dividido em mais trés

capitulos.

No Capftulo 2, € feita a apresentagio do problema ¢ o desenvolvimento
da formulagio utilizada em suva andlise. A formulagio ¢ desenvolvida partindo-se
das equagbes de Maxwell, escritas na forma matricial. Destas, obtém-se as equa-
coes de ondas escalares, para as componentes transversais do campo magnético, Hx
e Hy.

Sobre a seglio transversal da estrutura a ser analisada, ¢ construida
uma malha gradual de pontos (Fig. 1.2a) gue tem como célula a entio denominada
malha gradual dos cinco pontos (Fig. 1.2b). Nesta, as regides 1, 2, 3 e 4, em
torno do ponto P, devem ser pequenas de modo que o Indice de refragio em cada
uma delas possa ser considerado constante. Desta forma, as equagdes de ondas
escalares para Hx e Hy sio, entio, resolvidas numericamente através do método
das diferengas finitas para cada uma das quatro regies da Fig. 1.2b. A elimina-
gio dos modos espirios ¢ obtida pela inclusio implicita do divergente do campo
magnético igual a zero. Desta condigio (V.H = 0), obtém-se, também, as equagdes
para a componente longitudinal do campo magnétice (Hz) em cada uma das quatro
regides da Fig. 1.2b. Estas equagdes s30 usadas para atenderem i condigdc impos-
ta de continuidade de Hz nas interfaces das regides 1, 2, 3 ¢ 4 (Fig. 1.2b).

Tal procedimento pode, entdo, ser estendido para todos os pontos da malha (Fig.

1.2a).

Uma limitagic computacional para a solugio numérica deste problema &
que o ntdmero de pontos utilizados na malha de discretizagio seja finito e
compativel com a capacidade do computador a ser utilizado. Daf a necessidade de
se limitar a regidio em andlise. A Fig. 1.2a mostra um guia de onda dielétrico
retangular com paredes elétricas ef/ou magnéticas limitando a regiio que o

envolve. Estas paredes formam uma caixa que deve ser grande o bastante {48],
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paredes elétricas e/ou magnéticas; (b) célula (malha gradual dos

cinco pontos) da malha gradual de pontos.



[51], [52]-157] de modo que a sua influéncia sobre os modos propagantes seja

desprezivel.

Levando-se em conta as condigbes de contorno nas paredes elétricas
e/ou magnéticas (Fig. 1.2a), um sistema de equagbes lineares homogéneas 6,
entio, obtido, o qual & escritc na forma de um problema de autovalores

convencional.

A vantagem do uso da malha gradual, como mostrado na Fig. 1.2, permite
um melhoramento na precisio dos resultados calculados sem incrementar o mimero
de pontos da malha. Isto € conseguido usando-se uma discretizagio mais fina nas
regides de maior densidade de poténcia em detrimento das regites onde a densida-

de de poténcia é menor [60].

A andlise de estruturas acopladas (Fig. 1l.1c, d, e} pode ser feita
simplesmente aproximando-se a(s) parede(s) elétrica(s) e/ou magnética(s) (Fig.

1.2a} do guia [54]-[57], como serd detalhado no Capitulo 2.

No Capitulo 3, s#o apresentados os resultados numéricos para as
caracteristicas de  dispersio de  vdrias  estruturas. A  formulagio foi
exaustivamente testada e alguns resultados comparados com aqueles obtidos por
outros métodos bem conhecidos na literatura, havendo uma boa concordancia entre
0os mesmos. A maloria dos resultados aqui apresentados foram submetidos para
publicagdo, dos quais alguns j4 foram publicados [61}-163], outros foram aceitos
para publicacdo [64], [65] € outros foram submetidos para publicagdo mas estdo

aguardando as avaliagSes finais [66]-[68].

No Capitulo 4, apresentam-se as conclusbes sobre todo o trabalho

desenvolvido € as perspectivas para trabalhos futuros, dentro desta linha de

pesquisa,
No final da tese, sio incluidos cinco apéndices (A, B, C, D ¢ E), onde

sio feitas algumas demonstragdes relativas ao desenvolvimento apresentado no Ca-



pftulo 2. O objetive destes apéndices € tornar este trabalho mais completo
e facilitar a leitura do corpo principal da tese, principalmente para aqueles
que desejam se familiarizar com o desenvolvimento tedrico do método aqui utili-

zado,
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CAPITULO 2

FORMULACAO DO PROBLEMA PELO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

Seja um gula de onda cilindrico, infinito, de se¢lio reta arblirériz e
constante ao longo de seu eixo. Seja ele formado por dielétrico anisotrdpico e
com perfil de fndice de refragio variando arbitrariamente em sua segdo transver-
sal. Considere, também, que o guia esteja imerso em um dielétrico anisotrdpico
e com perfil de indice de refragio variando de forma arbitrdria. Neste traba-

lho, as perdas ndo sic consideradas.

A estrutura definida acima ¢ posicionada em um sistema de coordenadas
retangulares, de tal forma que o eixo do guia de onda tenha a mesma diregio do
eixo z, & que os eixos dpticos dos dielétricos colncidam com as diregbes dos

eixos X, y e z (Fig. 2.1).

Pela caracteristica bidimensional do problema, a equagio de onda veto-
rial que descreve a propagagio de onda € expressa em termos das componentes
transversais do campo magnético na segdo transversal do guia (Fig. 2.2). Desta

forma, duas equagdes diferenciais de segunda ordem sio, entdo, obtidas.

Com o objetivo de coﬁtomar o problema de modos espirios, a condigdo
do divergente do campo magnético ignal a zero € incluida implicitamente na for-
mulagdo e produz a expressio para a componente longitudinal do campo
magnético, usada para satisfazer as condigdes de contorno nas interfaces das

regides da malha gradual de pontos (Fig. 2.3).

A solugio das equagbes diferenciais € obtida numericamente através do

método das diferencas finitas, A formulagio assim desenvolvida resultard em um
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problema de autovalores, cuja solugio € bem conhecida.

Y i

;\ -
F 4 X
Fig. 2.1 - Segdo transversal do guia de onda dielétrico anisotrépico imerse em

um dielétrico, também, anisotrépico.
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Fig. 2.2 - Malha gradual da representagdo das diferengas finitas.
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Fig. 2.3 - Malha gradual da representagdo dos cinco pontos.
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2.1 ~ A EQUACAO DE ONDA ESCALAR

Na formulagdo descrita aqui, o caso mals geral de dielétricos
anisotrépicos biaxiais sfio considerados. Seus eixos opticos sfio posicionados de
modo que coincidam com os eixos do sistema de coordenadas mostrados na Fig. 2.2.

Como resultado, o tensor permissividade, [e], pode ser escrito como:

" .
cx(x,y) 0 0

el = 0 cy(x,y) 0 . (2.1}
. 0 0 ez(x,y)'

Como estamos considerando materiais dielétricos, a permeabilidade magnética ¢
feita igual a do espago livre, p = M- Os campos sfo supostos com dependéncia
harmdnica no tempo, expressa por exp(jwt), e¢ propagando-se ao longo da diregio
z, com dependéncia em z da forma cxp(-';zz}, onde w € a2 freqiiéncia angular e 7, é
a constante de propagagio. Desta forma, as equagbes de Maxwell podem, entdo, ser

escritas da seguinte maneira:

VxE=-juH , (2.2)
VxH= jlel E, (2.3
v.{elE} =0, (2.4)
V.{pH =0. (2.5)

Nestas equagbes, H e E representam os vetores campo magnético e elé-

trico, respectivamente.

A cquagiic de onda vetorial, descrevendo a propagagio ao longo de um
guia dec ondas cilindrico, com seciio transversal nic homogénea, mas uniforme na

diregiio dc propagagdio, ¢ material dielétrico anisotrdpico, pode ser expressa em

termos de duas componentes de campo, das quais as componentes longitudinais do
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campo magnético {Hz) e do campo elétrico (E ) so geralmente usadas 1}, (21 A
formulagiio em termos das componentes transversais I-ix € Hy do campo magnético €
preferida, uma vez que, pela Inclusio implicita do divergente do campo magnético
igual a zero (V.H = 0) [3]-[5], 2 mesma contorna o problema dos modos espiriovs,
que ocorre no caso anterlor. Desta forma, o problema ¢ transformado em
um problema de autovalores convencional, com a vantagem de que a sua solugdo £
bem conhecida. Com este objetivo, as equagdes (2) e (3} sdo primeiramente escri-

tas na forma matricial como:

-1 (5 ] )
€ (x,y) 3y Hz Y73 Hy}
E
' 1 (8 a ) (2.6)
E| =% |-t , .
Ey jw € (x,y) 52 H - = HzJ
1
~1 (8 ] ]
e (xy) jzm H - +—H
z 9% "y 8y x
i )
a8 a
A
H
X } )
H = S | 8 a8 . 2.7
vl s E T m b,
H
Zz
ad g
x5y

respectivamente. Onde Ex, Ey, Ez e Hx, Hy, Hz representam  as intensidades das
componentes dos campos elétrico ¢ magnético nas diregbes x, y ¢ 2z, respectiva-
mente (Fig. 2.2). Substituindo-se a equagio (2.6) em (2.7), obtém-se¢ as equagdes

acopladas para Hx e Hyr
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2
1 8 8 8 ) i 8
H, = E; HE&E H - & Ha] at [cz(x,y)] * cz(x.y) Bt D

2 2 2
St 8y 1 & oyt 0 g (2.8)
ezfx,yi sl ® € (x,y) PRI ctix,yi dadz 2z} ’ i

T

onde o = x quando T = y ¢ a = y quando T = x. Da equagio (2.5}, pode-se escre-

ver:
dH 2 2
a z| _ @ a
5 |73z | = 2 Hatdesr Hoe oo (2.9)
oo
8’ 2
que, substitufda em (2.8), e considerando-se que ;:5 ch v T = 'yzHa on T’ chega-
se s seguintes equacdes de ondas acopladas:
e, (x,y) ,3,: . 22_ - e (x,y) - g, (xy) 52 i
€ (X,y) .2 1t 20T e (x,y) dtie  «
z do gt z
e (x,y) e {x,y)
o d 8 g 2 2 -
G &Y G H m g Hyl [ ———+ v | H =0, (2.10)
cz(x,y) €

onde € é a permissividade do espago livre, k(J = {9 Vp.een ¢ o ndmero de onda e,

novamente, &=x quando T=y ¢ a=y quando T=X.

A componente longitudinal do campo elétricc € obtida diretamente de

(2.6), com o resultado:
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i
Ez = m ['78'7; HY - "é"; Hx] * (2.11}

e a componente longitudinal do campo magnético ¢ obtida de (2.5), como:

1 18 a
Hz = -,i-r;- {-3-)? Hx + 3y Hy] . (2.12)

2.2 - APROXIMACAO NUMERICA POR DIFERENCAS FINITAS

Para desenvolver-se a técnica das diferengas finitas na solugdo
numérica de (2.10), uma malha gradual de pontos ¢ desenhada na seglo transversal
do gula de ondas, como mostra a Flg. 2.2, Nesta figura, um guoia dielétrico de
secdo reta retangular € usado por conveniéncia, mas a formulagio continua sendo
geral. Desta forma, um ponto genérico P estd distante de seus quatro pontos
vizinhos ao norte, sul, leste e oeste por n, s, e, w, respectivamente, como
mostrado na Fig. 2.3. As equagdes acopladas (2.10) sfo, entlo, wusadas para
escrever as equagSes para as componentes transversais, H e Hy, do campo
magnético para o ponto P (Fig. 2.3). Isto & realizado, inicialmente,
aplicando-se (2.10) para cada uma das regides 1, 2, 3 ¢ 4 da Fig. 2.3. Resultam
entio 8 (oito) equagbes que, escritas na forma das diferencas finitas dos cinco

pontos (Fig. 2.3) [6], podem ser expressas da seguinte forma:

eaz(x,y) I . . a2 . ezz(x,y) - saﬂ(x,y) a? ewg{x,y)
e L (x,y) 2T 2 e |, e ,(x,y) He |, ¥ 2
P A da L 3t £ T A tde £ eztfx,y)
[ (x,y)
a 8 8 2 Sat X 2 _
3z € d(x,y) o Ha . - Ba H-x: £] + [ka Weo + ',yz] Hﬂ, =0. (213

O mesmo €& feito para as componentes longitudinais dos campos elétrico e magné-
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tico (equagdes (2.11) e (2.12), respectivamente).Como resultado obtém-se:

1 3 8
Ep Jue , Gy [:3_}? Hy ¢ 8y H £] ’ (2.14)
1 a8 a8
H,=— |=—H + e H . {2.18)
=L e’z [Bx x|y dy 'y j

onde £ = 1, 2, 3, 4 e representa as regibes 1, 2, 3 e 4 da Fig. 2.3,

Para as equagdes expressas em (2.13), ¢ M(x,y), ezg(x,y), e as deriva-
das de ¢ z\E(:s'(,y), sdo obtidas analiticamente através das equagbes que definem os
perfis de indice de refracio (como serd visto nos exemplos propostos). As deri-
vadas de primeira e segunda ordens das componentes transversals do campo magné-
tico (equagbes (2.13), (2.14) e (2.15)) s#o obtidas expandindo-se H e Hy em
série de Taylor ao redor do ponto P, tendo como vizinhos os pontos N, S, E e W,
mostrados na Fig. 2.3 [5]. Desta forma, as derivadas de primeira ordem sio apro-
ximadamente obtidas pelo truncamento das séries até termos em primeira poténcia

da distincia:

- dH
HNIA = HP +n "é'"i* N (2.16)
1,4
" 8H
HSZ,3 = HP 5 "a? , (2.%7)
2.3
- dH
HE3,4 = HP + e "6—;(- . (2a18)
3,4
dH
HWI,Z B HP - W L , €2.19)

As derivadas de segunda ordem sfo aproximadamente obtidas pelo trunca-

mento das séries até termos em segunda poténcia da distincia:
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2
dH 1 28
H  «H +n3o> +=nt 22 .
N1,4 P dy 14 2 ay? |14
8H 1 2 8°H
He,3 ¥ Hp =5 5% t3s T3 ’
! y 2,3 ay 2,3
8H 1 2 8
H g H +e — + =g —— .
E3,4 P X iy 2 ax? laa
8H 1 2 8°
H g H - W oo + oaow” ol
w1,2 P ax |, 2 ax? s
As derivadas mistss, da forma:
o°H _1[a [oH o_[aH
0x0y{1,2,3,4 2 |8x |8y La3g OV LOX

sdo calculadas usando-se as aproximagdes para as derivadas de primeira

(equagdes (2.16), (2.17), (2.18) e (2.19)), resultando em:

8*H o HN - ZHP *Hy
axayi1 2nw '
a’n | " Hg 2, - Hy
ax3yl2 2sw i
'H | Hg - 2H, + Hy
oxdy|3 2es !
2%l z“HN'FZEP—HE
dx38y|4 2en !

As equagbes de (2.16) a (2.28), escritas em H, valem para

H ou Hy. Substituindo-se estas expressbes em (2.13), obtém-se
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(2.20)

2.2

(2.223

(2.23)

{2.24)

ordem

(2.28)

(2.26)

(2.27)

2.28)

ambas as componentes



£ £, =& €, ~£
-z m _m W pe -t-'ar2 H +j+tm Ti&: z §3 H im
ap 2 qT i 1 z| op qT ., 2 z7d 4g ™ 4e
2815 zf 104 z£
£ , € £, —€ €
+ |t m T8 Tzl 1 (14 H = (24 + H  (2.29)
™ qr 2 2¢ Tp i€ el qt  aod
qT 28Z£ z8 zf

ondem_ =woue m_=~=nous M =WouE M_ = Nous, para « = x guando
io qT i qT

T=yem =nous;m _-=woue, M =Nou§ M _=WaonkE para o = y quan-
io qt i qT

dO T = X; CT£ = f:tz{x.yh £z£ = ezz(xsy);

aez(x,y)
e . =

ztl at ot~ 8t

O indice £ = 1, 2, 3 ou 4 representa as regibes 1, 2, 3 ¢ 4, mostradas na Fig.

2.3, respectivamente; i1 e g assumem os seguintes pares de valores (i,q) (1;1),

(1;2), (2;2), (2;1) com «a

x gquando Tt = y ¢ os pares de valores (i;q) {i;1),

fi

(2;1), (2;2), (1;2) com «

y quando T = x, para as regides 1, 2, 3 e 4 (Fig.
2.3), respectivamente. Nesta ecquagio encontram-se implicitas 8 (oito}  equagdes,
duas para cada uma das regides da Fig. 2.3 {o desenvolvimento destas equagbes
encontra-se¢ no Apéndice A: equagbes (A.3), (A4), (A7), (A.8), (A9), (A.10),

(A.11), e (A.12).

2.3 ~ O SISTEMA DE EQUAGGES LINEARES HOMOGENEAS

Para se transformarem as equagdes acopladas (2.29) em um sistema de

equagdes lineares homogéneas, inicialmente multiplicam-se as equagdes (A.3),
(A4), (A7), (A8), (A9), (A10), (A11), e (A.12) pelas expressbes:
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- + - + - + S€
2822/(13822 sezl), 2&:21/(&:21 m:zz) . 25:24/(ne13 zas)’
2 2
- + , = 2we__/(n + * + ns
2c23/(n5:z3 se“} 2 zzl( €, nsezi} . 2wen/(s £ ezz) R

2 p
- + + + .
2ee_ 4/(r:sz:z3 s’e 4) , 2eez3/(n € nse_ 4), respectivamente. As equagdes,

3
assim obtidas, sio somadas e a equacfo resultante ¢ apresentada no Apéndice B
(equacdo B.1). De forma semelhante, uma segunda equagic € obtida, multiplicando-

se as mesmas equagdes (A.3), (A4), (A7), (A.8),..., e (A.12) pelas expresses:

2 2
- W + we + w + w .
2nez4/(c €, z4} . zsezal(e €, Sz:;)

i

2 2
+ ewe + £+ ew ,
Zsczzl(e e, +e z3) , 2neﬁ/(e ate 524)

+ - + W
zezél(eczl wczti) * 2823/“:&22 azB) '

+ - ge + w , respectivamente.
:Zezzz/(ee:z2 weﬁ), 2&:11/( » 824) pe

As equagbes, assim obtidas, sio somadas ¢ a equagio resultante € apresentada no
Apéndice B (equagio B.8). As equagles (B.1) ¢ (B.8) siio apresentadas no Apéndice
B por se tratarem de equagbes muito grandes. elas estdo expressas em termos das
componentes transversais, Hx e Hy, do campo magnético nos pontos N, §, E, W e P

(Fig. 2.3).

2.3.1 - CONDICOES DE CONTORNO PARA A MALHA GRADUAL DE CINCC PONTOS

Nas interfaces entre as 4 (quatro) regides da malha gradual de cinco
p;mtos (Fig. 2.3), as condigbes de contorno, que requerem a continuidade da
componente longitudinal do campo elétrico (Ez) e do campo magnético (Hz). .sﬁo,
entdo, Impostas. Destas condigbes obtém-se diversas relagdes entre as derivadas

das componentes tansversals de campo magnético, Hx e Hy. Dos vérios grupos de

relagées possiveis [3], escolheu-se, para H, o scguinte: E = E , E, = E .
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a - H,. st = H, Hzl = H . Estas relagbes, assocladas com as equagles

(2.14) e (2.15), produzem [3]:

..,E};..,H 1+-§‘~-~H z+~é}mH l-a—l»ﬂ 220,
zl Xy z2 d z1 yx 22 yx
?:LH 3_5'1""}1 4-2':"1“'11l 3+E'LH P
23 24 23 4 7
Hxxl - Hxxl’ + Hyyl - HyyZ =0,
- H + - H =0,
Hxxi! xxd Hyy3 yy4
Hxxl - Hxxtt + Hyyl - Hyy4 = (), {2.30a)
respectivamente. Para Hy escolheu-se: Ezl = Eﬂ, Ez?., = 513’ Hz L= Hz4’ sz = Hﬁ,
H = H, que associadas as equagbes (2.14) e (2.15), resultam nas seguintes
expressics:

“"é};“Hi"' > H4+E§-HIWELH429’

zi nd z4 7 zl yx 24 R
E}_Hsmi:-l—ﬂz_'él*“s*'%ﬂz:o’

23 xy z2 x z3 X 2z 1

Hxx1 - Hxx4 * Hyyl - Hyy4 =0,

Hxx‘:l - Hxxz * Hyy?- T Fyyz =0,

H -H +H -H =0, (2.30b)

xx2 xx1 yy2 yyl
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respectivamente. E importante salientar que o uso de outros grupos de relagbes
pode implicar em resultados com convergéncia mals rdpida ou lenta, e que, estes
resultados seric tdo mals préxbimus quanic mais fina for a malha de discretizaglo
(Fig. 2.2) usada. Esta conclusio foi obtida por K. Bierwirth et al. [3], onde a
convergéncia dos resultados calculados para a caracterfstica de dispersio de uma
dada estrutura ¢ analisada como fungdo de védrios grupos de relagbes, inclusive

para os grupos utilizados neste trabalho.

As equagbes expressas implicitamente em (2.29), associadas com o0s
grupos de equagdes em (2.30), produzem a solugio desejada para a equagio de onda

vetorial, que descreve a propagagio ao longo do guia.

Através de algumas manipulagbes algébricas dos quatro @ltimos termos
da equacio (B.1) (A, B, C, e D) ¢ considerando-se as equacbes de (2.16) a (2.19)

¢ (2.30a), encontra-se a expressio geral:

0=AH o+ AH +AH A+ ApHy, *

+ B H + B _H + B H +BH +BH +3A H +3%B H

31
W YW E YE NYN § ¥S PYP Py XP z Py YP' (z.31)

corio demonstrado no Apéndice C. De forma andloga, o mesmo pode ser feito para os
guatro iltimos termos da equagio (B.8), levando-se¢ em conta as cquagdes (2.18},

(2.19) e (2.30b). Como resultado, a seguinte expressio geral € obtida:

0= C H, + Cliyp + Oy * CHys * Cpllyp ¥

2 2
+D H o +DH +DH - +DH  +DH +7C H, +¥D Hp (2.32)

como demonstrado no Apéndice D. Os coeficientes Aw’ AE, AN, AS, Ar’ B W' Bg, BN,
BS, B?, AP'; e B

Py da equagio (2.31) e Cw, CE’ CN’ CS' CP' DW" DE’ DN’ i)s, DP’

Crar e DP? da equagio (2.32), sio fungdes dos pardmetros geométricos e

eletromagnéticos da estrutura em andlise, e suas expressbes sao apresentadas,
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também, nos Apéndices C ¢ D, respectivamente.

As equagdes (2.31) e (2.32) podem ser escritas de forma compacta da

seguinte maneira:

z 2
A H_ + BH +A H B H +9 A H _+% B H =
iZW,E,N.S‘ Xi iZW,E.N,Si Yi FP XP+ P YP z Py XP z Py YF
(2.33)
2
C H + PH +D H +C H +9v D H 7CH
iZW,E,N,Sl Yi iZW,E,N,Sl Xi P XP P YP r Py XP z Py Y?
{2.34)

As equagdes (2.33) ¢ (2.34) podem ser desacopladas em termos de 'Ji H,,

2

e 7, H,,. Para isto, pode~se multiplicar (2.33) por DP?’ e (2.34) por APar

subtrair os resultados ¢ dividir a equagdo resultante por (BP?DW -

CP'a’APa’)' 0O resultado ¢:

) p' H + ¥ cdH +D'H ¢"H =-4H
IT'W,E,N,S iSW,E,N,S :

2.35)

Stmilarmente, multiplicando-se (2.33) por CPB’ e (2.34) por B??, subtaindo-se os

resultados e dividindo-se a equagio resultante por (AP?CP'? DPyBP ) resulta:

i H 2
X AH_ 4 Z BH,+A H, B H=-7 H_ (2.36)

A= (a Cpy = D, B, /D B =B Cpy = €, Bp,)/D
Af (A c - D, BW)/D ; BF = B, CP’I C, B?w)m
p' =@ Ay, = A D /D c = (C A, - B D, /D,
D' = O, A, = A D )/D; C =(C, A, -B,D)/D;
D=

P‘Z’ CP? Dl:‘7 Bﬂ‘ (2.37)
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2.3.2 - LIMITACAO DA REGIAC DE DISCRETIZACAO

Note que, pare & malh:u gradva! da Fig. 2.2 contendo N pontos, haverd N
incégnitas H xp © N incégnitas HYP’ uma para cada ponto P da malha. Ou scja,
podem-se aplicar as equagbes (2.35} e (2.36) para cada ponto da malha, tal que
um total de 2N equagbes resultard. Tem-se, desta forma, um mimero de equagbes
igual ao ndémero de incdgnitas. Obviamente, para resolver o problema, N deve ser
um nimero finito. Isto pode ser feito, confinando a segio transversal do gula
mediante paredes elétricas e/ou magnéticas, como mostrado na Fig. 2.2. Neste
trabalho, as parcdes opostas {(Norte-Sul e Leste-Oeste, Fig. 2.4a) serio conside-
radas de mesma natureza, ou secja, ambas elétricas ou ambas magnéticas, de modo 2
simular uma estrutura periédica infinita (Fig. 2.4d). Caso as paredes ao Norte,
Sul, Leste e Oecste estejam suficientemente afastadas do guia {Fig. 1.4a), a
estrutura assim formada define uma estrutura periddica onde os guias estio pra-
ticamente desacoplados. Ou scja, tem-se, com muito boa apreximagio, a andlise de
um guia isclado (Fig. 2.4a)., As Figuras 2.4b, 2.4c ¢ 2.4d mostram algumas sitva-
¢bes possivels de acoplamento. Na Fig. 2.4b tem-se acoplamento ndo desprezivel
soniente através da parede a Leste do guia, o que caracteriza um acoplamento
simples de dois guias; na Fig. 2.4c o acoplamento nfo desprezivel verifica-se
através das paredes ao Leste ¢ Oeste do guia, resultando numa estrutura periddi-
ca infinita, com gulas acoplados na direcdo X; e na Fig. 2.4d, o acoplamento
dé-se através das quatro paredes, resultando em wuma estrutura periddica infinita

com acoplamento dos guias nas diregbes x e y.

Levando-se em conta o fato de que as paredes opostas (Norte-Sul ¢
Leste-Oeste), na Fig. 2.4a, tém a mesma natureza {(elétrica ou magnética), quatro

associagdes destas paredes sfo, entdo, possivels.

Com isto, a andlise das caracteristicas de dispersio dos modos de uma
estrutura serd feita através de 4 (quatro) grupos de modos, um para cada combi-

nagio das paredes. O primeiro grupo ¢ definido quando paredes magnéticas sdo
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{c} Acoplamento a leste ¢ a oeste do guia

(d) Acoplamento ao norte, sul, leste e a oeste do guia
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usadas ao Norte ¢ Sul do guia e paredes elétricas sfio posicionadas ao Leste e
Oeste do mesmo; o segundo e terceiro grupos sdo definidos quando todas as pare-
des s#o elétricas ou magnéticas, respectivamente; € o quarto grupo ¢ obtido
permutando-se as paredes elétricas e magnéticas do primeiro grupo [7]. Para a
andlise das caracter{sticas de dispersio dos modos da estrutura mostrada na
Fig. 2.4a, somente um dos grupos, citados acima, far-se necessdrio tendo em
vista que os gulas estdo desacoplados. No caso das Figs. 2.4b e 2.4c, dois gru-
pos s3o necessérios, devido ao acoplamento em uma dnica diregio (no caso, dire-
¢io x). Estes grupos devem ser escolhidos de modo que tenham paredes com natu-

rezas diferentes (modos pares e fmpares) onde ocorre o acoplamento. Por exemplo,

o primeiro ¢ terceiro grupos podem ser utilizados. Para a estrutura da Fig.
2.4d, os quatro grupos terdo que ser usados para caracterizar o conjunto comple~

to de modos, pelo fato de haver acoplamento nas diregbes x e y.

E importante observar que, caso a estrutura em andlise apresente sime-
tria, somente a metade da mesma (parte simétrica) precisa ser analisada. Com
isto, ganha-se em termos de espage de memdria, principalmente quando malhas mais

finas sfo exigidas.

Quando um ponto P genérico da malha de pontos da Fig. 2.2. encontra-se
sobre a fronteira (paredes elétricas ou magnéticas, como mostra a Fig. 2.5) da
regido de interesse, as seguintes condigdes de contorno na malha de cinco pontos

da Fig. 2.3 sfo usadas:

Parede Magnética

= 0,
tan
P
H =-H ,
tan tan
e i
= H ; (2.382)
norm sorm,
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Parede Elétrica

norm

= - H ' (2.38b)

onde Htaa e Hmrm s&o as componentes tangencial e normal do campo magnético em
relagio as paredes da frontelra, respectivamente, ¢ os fndices "p", "e" e "i"
sfo usados para indicar os pontos, na parede, adjacente externo i parede (a uma

distdncia pequena, h, da mesma) e adjacente interno 2 parede {a uma mesma dis-

tancia pequena, h, da mesma), respectivamente (Fig. 2.5).

Apés definida a malha gradual de pontos da Fig. 2.2 e escolhidas as
paredes que limitam a segdo t{ransversal do guia de ondas, as equagdes (2.35) e
(2.36) podem ser aplicadas para cada ponto P da malha, usando-s¢ as condigBes de
contorno nas paredes elétricas e/ou magnéticas, dadas por (2.38). Desta maneira,
um sistema de equagdes lincares homogéneas € obtido, o qual pode ser escrito

como um problema de autovalores convencional [31-[5], ou seja:

[(A) -AN (X)) =0, €2.3%)

conforme demostrado no Apéndice E. Na equacgido (2.39) A = wyj, (U) € a matriz

unitdria, (X) € um vetor coluna que contém os autovetores, dado por:

(X) = (H H .o H

x1,1' YLy (2.40)

sendo I o nimero de linhas e J o mimero de colunas da malha de pontos (Fig.
2.2), ¢ (A) sendo uma matriz quadrada, de¢ ordem 21J x 21J, expressa na seguinte

forma:
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Fronteire

Fig. 2.5 - Condigbes de contorno na fronteira que limita a regidfc a ser anali-

sada.
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3 b

81.1 bi,l a;.,z bm ai,N bl.N

di.l Cl.l dx,z CI,Z dl,N CI,N

a b a b vee 8 b

(A) = 2,1 2,0 2,2 2,2 2N 2N ’ (2.4

~dN,1 St dN,z Cna dN,N CN.N_‘
onde N = 1J. Os clementos H e H no vetor (X) ¢ a , b, C e d ,
X!,j yin.! §’j i'j i!j E’j

na matriz (A), podem ser arrumados de forma diferente para cada um dos quatro
grupos de modos, definidos anteriormente, de forma que a matriz (A) tenha sempre
a mesma forma, como demonstrado no Apéndice E. Os autovalores A que satisfazem
(2.39) podem ser obtidos usando-se o programa Eispack [3]. Os valores da cons-
tante de atenuacglo, «, € a constante de fase, Bz, para cada modo propagante,

s3o obtidos de cada autovalor através da equagao:
A=l + mz}z . (2.42)

As componentes transversais, H ¢ H , do campo magnético, em cada ponto da malha
y
gradual (Fig. 2.2) s#o obtidas dos autovetores (2.40) para cada modo de

propagacgéao.
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CAP{TULO 3

APRESENTACAO DOS RESULTADOS NUMERICOS

3.1 - INTRODUGCAO

Objetiva-se, com este capftnlo, apresentar e analisar os resultados
numéricos obtidos para diversas estruturas envolvendo o gunla de onda dielétrico
integrado (Fig. 1.1} com perfil de f{ndice de refragio varlando arbitrariamente.
Esses resultados sfo apresentados em termos da constante de fase (BZ)
normalizada em funglo da freqiéncia, também normalizada (caracteristicas de
dispersio), efou através da distribuigio das intensidades das componentes
transversais, Hx € Hy, do campo magnético, sobre a segdo transversal das

estruturas.

Para confirmar a teoria aqui desenvolvida, algumas simulagdes foram
realizadas € os resultados comparados com aqueles obtidos através de outros

métodos numéricos, igualmente consagrados na literatura.

3.2 = O GUIA DE ONDA DIELETRICO RETANGULAR EMBEBIDO

Nesta segho, apresenta-se um teste de convergéncia para o método das

diferencas finitas. Além dos testes de verificacio da formulagio, analisa-se o
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efeito da anisotropia, da mudanga do posicionamento do eixe 6ptico dos cristals

e do acoplamento entre guias diclétricos embebidos.

3.2.1 - VERIFICACAO DA FORMULACAQO

Para se fazer a andlise de wma dada estrutura, mediante a wutilizagio
de um método numérico, é Importante que se conhega o comportamento do método sob
o aspecto de convergéncia. A Fig. 3.1b mostra esse comportamento para um guia de

onda dielétrico (52 = 2,1) embebido no ar (t:1 = 1,00 [1] (Fig. 3.1a). O guia tem

dimensfdes transversais a € b, sendo a=b.

Para efeito de andlise, a estrutura, assim definida, € confinada em
uma caixa de dimensdes transversais 2a € 2b, com paredes elétricas e/ou
magnéticas (ver segdo 2.3.2). Em se tratando de uma estrutura simétrica em
relacio aos eixos x e y (Fig. 3.1a), somente um guartc da mesma precisa ser
analisada (regifo evidenciada na Fig. 3.1a). Nesta andlise, os quatro grupos de
modos definidos na segdo 2.3.2 s#o, entdo, utilizados. Na Fig. 3.ib apresenta-se
a variacio da constante de fase normalizada em funcde do mimero de pontos (N),
da malha gradual de pontos, nas diregbes x e y, conforme mostrado na Fig. 3.1a.
Os resultados obtidos, nesse caso, mostram um bom comportamento convergente do
método das diferencas finitas ¢ s3o praticamente coincidentes com os resultados
apresentados por  Schulz et al. [1]. Para este caso particular, observa-se da
Fig. 3.1b que os valores para N=9 sio praticamente os mesmos que aqueles para N
maiores, até N=21. Portanto, boa precisio deve ser obtida com N=9, sendo que
esta precisio serd pouco afetada com o aumento de N. Desta forma, o uso adequado
de N torna o métode numérico suficientemente preciso e particularmente

eficiente.

Outro aspecto Importante relacionade com a precisio e eficiéncia do
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método discutido aqui € a escolha adequada da malha. E natural que a densidade
de pontos da malha deve aumentar nas regies que apresentam malores variagdes
dos campos elétricos e magnéticos (densidade de poténcia) predominantes e, con-

seqiientemente, deve diminuir nas outras regifes.

Todos os resultados apresentados aqui foram cuidadosamente examinados,
procurando-se a escolha mais adequada da malha, de modo a permitir a otimizagio

dos resultados.

Ainda com o objetive de testar a formulagio apresentada neste traba-

lho, para o guia embebido, dois casos s#o considerados (ver Figs. 3.2 e 3.3):

- Inicialmente, um guia de onda de dimensbes transversals a e b, sendo a = 2b,
considerado. Neste caso, o gula (meio 2, Fig. 3.2a) e o meio que o envolve (meio
1, Fig. 3.2a) sdc isotrépicos e possuem fndices de refracio iguais a V37,25 e
1,0, respectivamente. A Fig. 3.2a mostra as caracter{sticas de dispersio para os
quatro primeiros modos deste guia. Nesta figura, os resultados aqui obtidos
(iinha continua) sfio comparados com aqueles encontrados por Goell [2] (represen-
tados por pontos), ¢ uma boa concordancia € observada. A determinagio da cons-
tanie de fase, para os modos que se propagam neste guia, foi feita wutilizando-se
a simetria apresentada pela estrutura, de forma que somente um guarto da mesma
foi analisada. Para isto, uma malha de pontos de 15 x 15 fol considerada e os
quatro grupos de modos, definidos na segio 2.3.2, foram usados. Desta forma, a
caracteristica do modo E;i foi obtida mediante a utilizagio do primeiro grupo;

para o modo EL usou-se © quarto grupo; para o modo E:z ¢ terceiro grupo e para

o modo E;l o segundo grupo.

Para o0s modos EL e ET

,yr  GU€  s¢ propagam  nessa  estrutura,

apresenta-se, nas Figs. 3.2b e 3.2¢, respectivamente, a variagio (em médulo) das
componentes do campo magnético, H (Fig. 3.2b) e Hy (Fig. 3.2c). Essas

distribui¢des sio importantes na identificagio dos modos propagantes.
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aqueles encontrados por Goell [2] (..}, para os gquatro primeiros

modos de um guia imerso no espago livre.
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- O segundo teste fol realizado, considerando-se um guia de onda dielétrico
retangular anisotrépico com dimensdes transversais a e b, sendo a = 2b. Aqui, o
guia estd embebido em um dielétrico isotrépico de fndice de refragio V2,05 ¢ os

fndices de refragho ordindrio ¢ extraordindrio do guia foram escolhidos iguais a

¥2,31 e v¥2,19, respectivamente. Desta forma, na Fig. 3.3, apresentam-se as ca-
racterfsticas de dispersio para os modos E;q & E;q. Nesta flgura, os resultados
obtidos através desta andlise (linha contfnua) apresentam uma boa concordancia
com aqueles encontrados mediante o método dos clementos finitos vetorial obtidos
por Hayata gt al. [3], representados por pontos. A simetria apresentada pela
estrutura fol levada em consideragiio, de forma que somente um gquarto da mesma
precisou ser analisada. Esta andlise foi realizada mediante uma malha de pontos

de 10 x 10.

3.2.2 - GUIA DE ONDA DIELETRICO ANISOTROPICO COM PERFIL DE INDICE

DE REFRACAO GAUSSIANO-GAUSSIANO

As Figs. 34, 35 e 3.6 mostram as caracteristicas de dispersido dos
modos E;q e E;q, para um gula de onda dielétrico retangular embebido. Nestas
trés situagles, os guias com dimensdes transversais a ¢ b {(a = 2b), e os melos
que os envolvem sio denominados de meio 2 ¢ melo 1, respectivamente. Na Fig. 3.4
o meio 1 € formado por um dielétrico isotrépico com fndice de refracio n.o=
v2,3T ¢ o meio 2 ¢ constitufdo de um dielétrico, também isotrépico, com perfil
de fndice de refragio Gaussiano-Gaussiano (Fig. 3.7) dado por: n, = V2,31 {1 +

+ 0,05f(x,y}], com

X=X ¥y,
f(x,y) = exp [—-4 [“T] exp[—é [uﬁ“] , onde
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2,25 —

2,05

Fig. 33 ~ Comparagio dos resultados encontrados através desta formulagéo
(linha contfnua) com aqueles obtidos por Hayata et al. [3] repre-

sentados por pontos, para as caracteristicas de dispersio de um guia

de onda diclétrico anisotrdpico retangular,
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Fig. 3.4 -  Caracterfsticas de dispersio do guia de onda embebido em um

diclétrico isotrépico com indices de refragdo: no= ¥2.31 e n, =

K o= X 42
¥2,31T {1 + 0,05 f(x,y)] com fox,y)] = exp |~ 4 2 expl-4 .
" P
Y = ¥?
{w-—s—m]] onde X, € ¥ so as coordenadas do ponto central do

guia.
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Fig. 3.5 -  Caracterfsticas de dispersdo do guia de ondas embebido em um

diclétrico anisotrépico uniaxial com indices de refracio: n=mn_ -

]
i

V2,31 yon = ¥2,19 ; n, =n_ = v2,3T [1 + 0,05 f(x,vy)] ; n
iy 2x lz 2y

V2,19 + 0,05 ¥2,37 f(x,y), onde f(x,y) é dado na Fig. 3.4.
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Fig. 3.6 -  Caracteristicas de dispersio do guia de onda embebido em um

dielétrico anisotrépico uniaxial com indices de refragio: nlym no=

v2,31 ; n_ =vV219 ; n_ =n_ = V3,31 [1 + 0,05 fO,y)] ; n
ix 2y 2z 2x

It
i

V2,19 + 0,05 v2,3T f(x,y), onde f(x,y) é dado na Fig. 3.4.
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Fig. 3.7 -  Perfil de findice de refracio com uma dependéncia Gaussiana-Gaussia-

na em x ¢ y. Para o meio 2 (Figs. 3.4, 3.5 ¢ 3.6), com a = 2b.
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X, €, sio as coordenadas do ponto central do gula.

Nas Figs. 35 e 36 o meio 1 e o meio 2 sfo constitufidos de

dielétricos  anisotrépicos unlaxiais. Para o caso considerado na Fig. 3.5

utilizaram-se os seguintes indices de refragio: n =mn_= ¥Z,31 niy = ¥2,19
para o meio 1, € n_=mn,_= ¥2,31T {1 + 0,05 f(x,y]; nzy = ¥72,19 + 0,05 V2,31 .

. f{x,y) para o meio 2. Para o caso da Fig. 3.6 foram considerados: n,=mn,=

= V2,37 ; n_ = ¥2,19 para 0 meio 1 ¢ nzy =mn, = v2,31 {1 + 0,05 f(x,v)] ;

X

n, = v2,19 + 0,05 v2,37 f(x,y), para o meio 2, onde f(x,y) segue a mesma le}

de variagic considerada na Fig. 3.4.

Na Fig. 3.4, os modos Eil, Efz e Ezl foram omitidos com o objetivo de
nio sobrecarregar a figura. Entretanto, estes modoes tém comportamento igual aos

seus correspondentes mostrados na Fig. 3.6.

Uma comparagio dos resultados mostrados nas Figs. 3.4, 3.5 e 3.6 indi-
ca que a orientagio apropriada do eixo 6ptico, na direcio y para a Fig. 3.5 e na
direcio x para a Fig. 3.6, pode permitir a obtengio de um guia de onda podendo
excitar um nico modo E’;l {Fig. 3.5} ou Eii (Fig. 3.6), de sua freqiéncia de
corte até a freqiéncia de corte do proximo modo de ordem superior, que sio E; e
Ezl, respectivamene. Para os dieclétricos isotrépicos da Fg. 3.4 isso ndo seria

possivel pois os dois modos inferiores E:l € E’;l coexistem em, praticamente,

toda a faixa de frequéncias.

3.2.3 - ACOPLAMENTO DIRECIONAL ENTRE GUIAS EMBEBIDOS

Nesta sub-segdo € feita a andlise das caracteristicas de dispersio
para estruturas envolvendo acoplamento direcional entre gulas embebidos. O estudo
envolve tanto o acoplamento simples (entre dois guias) quanto para uma estrutura

periddica infinita.
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3.2.3.1 - Acoplamento Simples para Guias Dielétrices Anisotrépices

Sabe-se (sub-se¢do 2.3.2) que a wutilizagfio de paredes elétricas e/ou
magnéticas para limitar a regifo de uma dada estrutura (Fig. 3.8), em anélise,
simula uwma estrutura periédica infinita. A Fig. 3.8 mostra um guia de onda
dielétrico de dimensfes transversais a e b, sende a = 2b, Considere,
Inicialmente, que as paredes (elétricas e/ou magnéticas), que limitam a regido a
ser analisada, estio suficientemente afastadas do gula, o que caracteriza um
guia essenclalmente desacoplado (isclado). O acoplamento deste guia com um outro
(Fig. 3.8), pode ser simulado, simplesmente, diminuindo-se o valor de D.

Para se estudarem os efcitos do acoplamento, utilizou-se o guia
considerado na Fig. 3.3, ou secja, ni = 2,05 ; ni = ni = 2,31 ; ni = 2,19. Para
este caso, ¢ especificamente para o modo fmpar de E;l, a Fig. 3.9 mostra a
variagio da constante de fase normalizada em fungio de (D/a) (Fig. 3.8),
considerando-se vidrios valores de kob. Como era de se esperar, o efeito do
acoplamento na constante de fase manifesta~se mais acentuadamente nas baixas
freqiiéncias (Fig. 3.9) e nos modos de ordem superior (Fig. 3.10). Pode-se, tam-~
bém, observar nestas figuras que, para (D/a) > 1, praticamente ndo hd acoplamen-

to.

Ainda cabem algumas observagbes com relagfio & estrutura da Fig., 3.8,
usando-se o guia da Fig. 3.3. Na Fig. 3.11, apresentam-s¢ as caracteristicas de
dispersio para o modo E:f considerando-se vdrios vwvalores de (D/a). Nesta
figura, a linha tracejada (-—-) caracteriza o gula desacoplado, o que correspon-
de 2 situagio mostrada na Fig. 3.3, e as linhas acima e abaixo desta, caracte—
rizam os modos fmpares ¢ pares de E’l‘l, respectivamente, com (D/a) assumindo os

valores: 0,00 ; 0,05 ; 0,20 ; 3,45.
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Fig. 3.8 - Simulagio do acoplamento entre dois gulas de ondas embebidos pela

simples variagio de D.

57



2,35
ol 1
o B I e B
LTI ER 4 L___.mwj i
bow = 2b = i
mmmmmmmmmm ek
225
# X k b0
0
2 % X kb= 8
(B2/k,)
" Xkob:e‘,
2,15
% Kkob:&
2,05 M I S S B N S AN A N S R S SRR R R
O 2 4
(D/a)
Fig. 3.9 - Constante de fase normalizada em fungdo de (D/a) (Fig. 3.8), para

vérios valores de kob ¢ para o modo {mpar de E:l, considerando-se o

guia da Fig. 3.3 (nf = 2,05 ; ni = ni = 2,31 ; mi = 2,19).
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Fig. 3.11 - Caracterfsticas de dispersdo do modo E:f para virios valores de [g}

(Pig. (3.8)). Linha tracejada (-—-) guia desacoplado (Fig. 3.3). As

linhas acima ¢ abalxo desta representam os modos {mpares e pares de

E’;l, respectivamente.
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3.2.3.2 - Acoplamento em uma Estrutera Periddica Infinita

A formulaghio apresentada mneste trabalho ¢ wusada na andlise das
caracteristicas de propagagio de uma estrutura periddica infinita, onde a célula
da estrutura é o guia de onda dielétrico retangular embebido, cuja segdo
transversal ¢ mostrada na Fig. 3.12. Note que cada guia de onda dielétrico tem
dimensdes transversais a ¢ b, com a permissividade elétrica relativa € ¢ a
permeabilidade magnética, M- Para um diclétrico anisotrépico, € € um tensor. O
melo que envove cada guia de onda dielétrico retangular € um dielétrico com
permissividade elétrica relativa, €8 permeabilidade magnética, B - Devido a
periodicidade da estrutura, ¢ suficiente que somente wuma célula da  estrutura
periddica seja examinada. Esta célula € mostrada na Fig. 3.12, ¢ tem as dimen-
sbes transversals A ¢ B. Note, em adiglo, que esta célula tem simetria com rela-
gdo aos eixos 2-3 e 3-4. Desta forma, somente a regido delimitada pelos pontos
1-2-3-4 precisa ser examinada. Isto € feito considerando-se paredes elétricas
¢/ou magnéticas sobre os lados 1-2, 2-3, 3-4 e 4-1 ds célula 1-2-3-4, com a

correspondente utilizagio dos grupos definidos na segio 2.3.2 [4].

A constante de fasec normalizada como funcio da fregiléncia, expressa em
GHz, ¢ mostrada nas Figs. 3.13 e 3.14 para o primeiro e guarto grupos, respecti-
vamente. Para ambos os casos, dielétricos isotrépicos, foram usados, com e =
1,0 e e = 2,25 e as dimensdes foram escolhidas como a = 2,324 cm, b = 1,162 cm,
A =60 cm e B = 3,0 cm [4]. Nas Figs. 313 ¢ 3.14, somente os cinco primeiros
modos sdo apresentados. Nestas figuras, as linhas continvas (—} representam os
resultados obtidos mediante esta formulagio e os resuitados obtidos por Yang et
al. [4], usando o método da equagdo integral, sio representados por pontos (o).
Uma boa concordincia é observada entre os resultados, principalmente para os

primeiros modos e nas freqUénclas mais baixas. Ainda com relagioc 3 estrutura da

Fig. 312 ¢ para o primelro e quarto grupos, tem-se as observagdes que seguem:
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Fig. 3.13 - Comparagdo da constante de fase normalizada, para os cinco primeiros

modos do  primeiro grupo, obtida por esta tcoria (~—), com os

fl

resultados encontrados por Yang et al. [4] (++°). Para: £, 1,0:

€ = 2,25 a= 2,324 cm; b= 1,162 cm; A=6,0cme B = 30 cm.
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Fig. 3.14 - Comparagdo da constante de fase normalizada, para os cinco primeiros
modos do quarto grupo, obtida por esta teoria (- }, com os resul-
tados encontrados por Yang et al. [4] (e-¢). Paraz € = L,0; & =

i c
= 2,25 a = 2324 cm; b=1162 cm; A = 6,0 cm e B = 3,0 cm.
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As Figs. 3.15 ¢ 3.16 apresentam a varfagio das componentes transversais, Hx €
Hy. respectivamente, do campo magnético em funcglo da coordenada x (Fig. 3.12) e,
especificamente, para os pontos do segmento de reta que val do ponto 4 ao ponto
3. As curvas apresentadas na Fig. 3.15 foram obtidas para a frequéncia de 16 GHz
¢ aquelas da Fig. 3.16 para 12 GHz. Essas figuras sfo importantes pelo fato de
mostrarem claramente o efeito do acoplamento entre os gulas, sendo que alguns

modos s3o mais afctados gue outros.

As curvas correspondentes aos dois primeiros modos da Fig. 3.3 sdo
repetidas na Fig. 3.17 (linha continua). Esses resultados sd3o, entdo, comparados
com os resultados (linha tracejada) obtidos para os dols primeiros modos do
primeiro grupo, considerando-se a mesma estrutura (Fig. 3.12), com a troca do
valor de €5 de 1,0 para 2,05. Como esperado, a constante de fase aproxima-se do

seu valor para um meio homogéneo e ilimitado, quando e, tende para €,

A seguir ¢ apresentado um estudo do efeito da anisotropia na estrutura
da Fig. 3.12. Incialmente, considera~se o guia de onda diclétrico retangular com
ec = 2,19, mantendo-se 81 = 1,0. As caracteristicas de dispersio, assim obtidas
para os dois primeiros modos do primeiro grupo, sio apresentadas na Fig. 3.18
(—). Em scguida, substitui-se o diclétrico isotrépico que forma o guia (e =
2,19}, por um diclétrico anisotrdpico uniaxial. Neste caso, o eixo dptico do
cristal € posicionado ao longo da diregio y. Entdo, duas situagbes sio
propostas: para um primeiro caso, as componentes do {ensor permissividade
elétrica assumem os seguintes valores; scx = g = 231 ¢ ec = 2,19 e, para um

£z
segundo caso, e =€ = 2,19 ¢ ecy = 2,31. Os resultados obtidos, para os dois
primeiros modos do primeiro grupo, sfo mostrados na Fig. 3.18. Nesta figura, os
resultados encontrados para o segundo caso (*) coincidem com aqueles obtidos no

caso lsotrépico (—). Isto ocorre pelo fato da componente do campo elétrico na

diregdo y ser praticamente nula, para os dois modos considerados. J4 no primelro

caso, nota-se a diferenga dos resultados obtidos (+) com relagio ao caso isotré-
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Fig. 3.15 - Variagdo da componente transversal, Hx, do campo magnético em fungio
da coordenada x ¢ para os pontos do segmento que val do ponto 4 ao

ponto 3 (Fig. 3.12). Para o grupo 1, freqiiéncia 16 GHz ¢ os 35

primeiros modos.
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Fig. 3.16 - Varlagdo da componente transversal, Hy, do campo magnético em funcdo
da coordenada x ¢ para os pontos do segmento que vai do ponto 4 ao
ponto 3 (Fig. 3.12). Para o grupo 4, frequéncia 12 GHz ¢ o8 5

primeircs modos.
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Fig. 317 - Os mesmos resultados para os dois primeiros modos da Fig. 3.13
(linha contfnua) com os resultados obtidos para os dois primeiros

modos, quando £ (Fig. 3.12) € feito igual a 2,05 (linha tracejada).
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Constante de fase normalizada, para os dois primeiros modos do

primeiro grupo, para a estrutura da Fig. 312, nos casos: {a) guia

dielétricc  Isotrépico com e = 2.19 {— ) (b) guia dielétrico

anisotrdpico com € = g = 231 e € = 2,19 (++¢}; e (c) gula
cx €z cy

dielétrico anisotrépico com € = ¢ = 2,19 ¢ & = 2,31 (***}, ¢

cx cz ey 1

= 1,0; a=2b=2324cm; A=2B=6,0 cm.
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pico (—), Isto porque a componente do campo elétrico na dire¢do x ¢ predomi-
nante. Nio sio mostrados na Fig. 3.i8 os resultados que foram calculados para o
caso em que o eixo Optico do cristal é posicionado ao longe da diregio x, com
s:cy =€ = 2,19 ¢ €, = 2,31. Estes resultados sfo quase gue coincidentes com

agueles obtidos para e = £, = 2,31 e ecy = 2,19, como era de se esperar, pois

a componente do campo elétrico na diregio x € bem malor que aquelas nas direcdes

yez

Pode-se, também, observar nas Figuras 3.13, 3.14, 3.17 e 3.18 que,
guando a freqliéncia tende para zero, Bz/ko do modo fundamental tende para Va:cf,
onde €, ¢ a permissividade elétrica relativa efetiva da estrutura, para a

[

freqiiéncia zero.

3.3 ~ O GUIA DE ONDA CANAL DIELETRICO INTEGRADO

Nesta segdo, o guia de onda canal dielétrico difundido em substrato
isotrépico (ou anisotrépico) ¢ analisado. Inicialmente, s&o feitos testes de ve-
rificacio da formulagdo, seguidos de um estudo sobre os efeitos causados pela

introdugéo da anisotropia e pelo acoplamento entre guias, na constante de fase.

3.3.1 - VERIFICACAO DA FORMULACAO

A formulagio apresentada no Capitulo 2 €, agora, testada para o guia
de onda canal dielétrico integrado. Com este objetivo, apresenta~se na Fig. 3.19
as caracteristicas de dispersio para os modos E‘;l e Eil de wm guia de onda
canal dielétrico anisotrépico, com as componentes do tensor de fndice de refra-
cdo assumidas Iguais a: n; = 2,222; n; = n; = 2,3129 (Fig. 3.19). As dimensbes
transversais do canal sio a e b, sendo a = 5b. O substrato dielétrico

anisotrépico (LINDO 3), onde o canal ¢ difundido, apresenta componentes do tensor

de fndice de refracio dadas por: n_ = 2,2 ; no=n = 2,29, com n, = 1,0 (Fig.

3.19). Na Fig. 3.19 comparam-se os resultados obtidos mediante esta formulagido
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(linha continua) com aqueles encontrados através do método dos elementos finitos

escalar {5] (pontos), onde uma boa concordincia entre os resultados € observada.

Para verificar a formulagio para perfis de fndice de refragio variando
continuamente, um guia de onda canal dielétrico isotrdpico com perfil de fndice
de refracio bidimensional, variando na forma Gaussiana-Gaussiana em relagho aos
eixos x e y (Fig. 3.20), fol considerado. A se¢io transversal deste guia de onda
¢ mostrada na Fig. 3.21. Nesta figura, os fndices de refragio para os meios 1,
2 e 3 foram considerados iguais a: n = 1,0 para o melo 1; n, = V2,1 para o melo
2 ¢n, =n, [1 + 0,05 f(x,y)] para o meio 3, onde f(x,y) = exp [-4 (x»xo}zlazi.
£Xp [~(y/0)°], x € a abscissa do centro do guia ¢ a ¢ b sdo os valores absolu-
tos de 2(x-x°) e y, respectivamente, correspondentes a f(x,y) caindo para i/e
{e¢ : 2,7182821 ...) do seu valor médximo, nas diregbes x e y, respectivamente. As
caracteristicas de dispersdo para os modos EL € Eiz, mostrados na Fig. 3.21,
sdo apresentadas em termos de B como uma fungio de V, onde B ¢ a constante de
fase normalizada, B = [(Bz/ko)2 - nii//(nzmx - nz), n, ¢ o valor mdximo do
indice de refracio do melo 3 (Fig. 3.20), ¢ V € a freqiéncia normalizada,
V = kob v'nzmax«nz . Os resultados obtidos com a presente formulagio (linha con-
tinua) sfo comparados, na Fig. 3.21, com aqueles obtidos por Lagu e Ramaswamy
[6] (representados por pontos), usando o método das diferengas finitas variacio-
nal para a aproximagio quase~-TE. Como esperado, a melhor concordancia entre os

resultados ¢ observada nas baixas freqiiéncias, onde a aproximcio quase-TE apre-

senta melhores resultados.

3.3.2 - O GUIA DE ONDA CANAL DIELETRICO ANISOTROPICC INTEGRADO COM

PERFIL DE INDICE DE REFRACAO GAUSSIANO-GAUSSIANC

Nas Figs. 3.22, 3.23 e 3.24 mostram-se as caracteristicas de dispersio

para um gula de onda canal (melo 3) integrado, com perfil de fndice de refracio
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Fig. 3.20 - Perfll de indice de refragio com dependéncia Gaussiana-Gaussiana mnas

direcdes x e y, para o meto 3 (Fig. 3.21), com a = 2b.
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sultados desta andlise (— ). Resultados encontrados por Lagu e

Ramaswany {6} (»++). Indices de refragio utilizados: n =10 ;

]

n, = V2.1 e n, = n, [t + 0,05 f(x,y)], onde f(x,y) = exp . {—4

X - X
. [ - Q]Z] exp [* (y/b)z] e X ¢ a abscissa do ponto central do

guia,
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Fig. 3.22 - Caracterfsticas de dispersio dos modos E;q e Eiq para um guia de on-
da canal dielétrico difundido, considerando-se os seguintes  fndices
de refracac: n = 1,0; n, = v2.31 e n, = n, (1 + 0,05 f(x,y)), com

X - X

f(x,y) = exp [—4 [

"]z] exp [- (y/b)z] e x € a abscissa do pon-

to central do guia.
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Fig. 3.23 - Caracteristicas de dispersic dos modos ﬁ;q e E;q para © guia de on-

da canal dielétrico difundido, considerando-se os seguintes {ndices

1

de refragio: n, = 1,0, n, = n ¥2,31 ;n. =+¥2,1Y ; n. =n_ <+
1 2x 2z 2y 3y 2y

n, (1 + 0,05 f(x,y)), onde f(x,y)

+ 0,05 HZX f(x,y), [ n3x = nsz

¢ dado na Fig. 3.22.
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Fig. 3.24 - Caracterfsticas de dispersio dos modos E:q e ﬁ;qg para o guia de

da canal diclétrico difundido, considerando-se os seguintes indices

de refracio: n, = 1,0; n, =Vv2,19 ; n. =n_ =V2,3T ; n. =n +
1 2x 2y 2z 3x 2x

+ 0,05 nzy f(x,y), e n3y =mn, =n (1 + 0,05 f(x,y)), onde f(x,y)

¢ dado na Fig. 3.22.
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variando ao longo das diregbes x e y, seguindo a dependéncia Gaussiana-

Gaussiana, mostrada na Fig. 3.20. Para o caso analisado na Fig. 3.22, todos os
dielétricos (melos 1, 2 e 3) sfo isotrépicos, com fndices de refragiio iguais a:
n = 1,0 para o meio 1; nzm para o meio 2 e m, = n, {1 + 0,05 fix,y)] para

o meio 3, onde f(x,y) = exp {——4(x—-x0}2/a2] exp {*(y/b}zf, x € a abscissa do

centro do guia ¢, a ¢ b s3o as dimensdes transversais efetivas do guia de onda,

com a = 2b. Na Fig. 3.22, somente os quatro primeiros modos sio mostrados.

Nas Figs. 3.23 e 3.24, os meios 2 e 3 sio constituidos de dielétricos

anisotrépicos uniaxiais. Na Fig. 3.23 o eixo dptico do material ¢ posicionado ao

longo da direcio y, e os Indices de refragio para os meios 1, 2 e 3 sdo assumi-

dos iguais a: n_ = 1,0 para o meio I;, n, = n_ = v2,31, e n_ = ¥2,19, para o
1 2x 2z 2y
meio 2; = My + 0,05 n, fix,y), e n, =mn, =m0 [t + 0,05 f(x,y)] para o

meio 3. J4 na Fig. 3.24 o eixo dptico € posicionado ao longo da diregio x, com
n = 1,0 para o meio 1, nzx =v¥2,19 ; e nzy = nzz = ¥2,31 para o melo 2 ;

n,=mn_+ 0,05 nzy f(x,y), e n3y =n, = "zy [t + 0,05 f(x,y)] para o meio 3.
Para os casos anallsados nas Figs. 3.23 e 3.24, f(x,y) tem expressio idéntica

aguela wsada ma Fig. 3.22.

Uma inspegdo das Figs. 3.22, 3.23 e 324 permite observar que a
anisotropia e a orlentagio adequada do eixo éptico do cristal podem ser iteis na
obtencio de guias de ondas operando em modo nico, E; (Fig. 3.23)} ou EZI (Fig.
3.24), do corte até a excitagio do proximo modo de ordem superior, o que

constitul uma caracteristica importante em termos préticos.

Na Fig. 3.23, entre o segundo modo (E;l} e o modo EL existem outros
modos que foram omitidos para nio sobrecarregar a figura, o mesmo acontecendo

com relagio a Fig. 3.24, entre o segundo modo (Eii) € o modo Eil.
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3.3.3 - O GUIA DE ONDA CANAL DIELETRICO ANISOTROPICO INTEGRADO EM

SUBSTRATO ANISOTROPICO

Sob o aspecto pritico, € importante gue se conhega o comportamente da
constante de fase dos modos que se propagam em uma dada estrutura, como fungio
de suas diménsbes transversais ¢ da frequéncia. A Fig. 3.25 mostra essa
dependéncla para a estrutura analisada na Fig. 3.19, usando-se os mesmos indices
de refragio. Na Fig. 3.25, apresentam-s¢ as caracteristicas de dispersio do modo
fundamental (EL) (linhas contfnuas), considerando-se wvidrias relagbes entre as
dimensdes transversais, a e b (Fig. 3.25), do canal. Também mostra-se, nesta
figura, a curva caracteristica (linha tracejada) para o primeiro harmonico
espacial (E;l}, quando a=b. Pode-se observar na Fig. 3.25 que, 2 medida que a
relagio {(a/b) varia linearmente, a fregiléncia "limite" do modo fundamental varia
segundo uma fungdo de maior grau. Como este efeito também ocorre para os demais
modos, € de interesse prdtico (sub-segdo 3.3.2) saber de que forma a faixa de
freqiéncia, limitada pela freqiéncia "limite” do modo fundamental (fcr) (ver
Fig. 3.25, para a=b) e pela freqii¢ncia de corte do primeiro harmdnico espacial
(fd) (ver Fig. 3.25, para a=b), varia em fungio de (a/b). A Fig. 3.26, mostra a

variagio desta faixa de freqiiéncias, normalizada segundo a expressio A (kob) =

clw ef

= —p— em funcio de (a/b). Desta figura se conclui que, 2 medida que as
cf

dimensbes transversais do guia convergem para um mesmo valor (a/b - 1), &(kob)

aumenta, aumentando assim a faixa de freqiéncia que o guia pode operar com um

inico modo,
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Fig. 3.25 -
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Caracteristica de dispersio para o modo fundamental (linhas conti-
nuas), como fungio de (a/b) e para o primeiro  harmoénico (linha

tracejada), quando a=b, para um guia de onda canal dielétrico aniso-

trépico difundide em substrato anisotrdpico. no= 1,0; no= 2,2:

n =z n =2,29 n =2222: n =n = 2,3129.
X y z

Y 4
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Variagio da faixa de fregiiéncias 4k b) = (f'*::{-mfcf}/f'cf em fungio de
(a/b), para um guia de onda canal delétrico anisotrépico difundido
em substrato anisotrdpico. nl = 1,0 n = 2,2, n =n = 2729 n =

= 2,222; n’ = n' = 2,3129.
y z
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3.3.4 - ACOPLAMENTO DIRECIONAL ENTRE GUIAS DE ONDAS CANAIS DIELETRICOS

ANISOTROPICOS INTEGRADOS

Nesta sub-seqiio sko apresentadas e analisadas as caracterfsticas de
dispersdo para estruturas envolvendo o acoplamento direcional entre gulas de
ondas canais dielétricos  anisotrdpicos difundidos em  substratos, também

anisotrdpicos.

3.3.4.1 - Acoplamento Simples Entre Guias

O procedimento usado na andlise do acoplamento simples entre guias
de ondas dielétricos embebidos (sub-secdio 3.2.3.1), € utilizado no estudo do
acoplamento  entre  dois guias de ondas canais diclétricos  anisotrépicos

difundidos, em substratos dielétricos anisotrdpicos (Fig. 3.27).

Na Fig. 3.27 o meio 1 € considerado isotrépico, com indice de refracao
igual a n = 1,0, o meio 2 € anisotrdpico com indices de refragio assumidos
iguais a n_= 2,2; nzy =n, = 2,29; ¢ o meio 3 €, também, anisotrépico com o0s
seguintes indices de refracio n, = 2,222; 113y =n, = 2,3129,

Para cfeito de andlise do acoplamento ente os dols guias mostrados na
Fig. 3.27, mostra-se, na Fig. 3.28, a variagio da constante de fase normalizada
em fungdo de (D/a), considerando-se alguns valores de kob. Desta figura, pode-se
concluir que o efeito do acoplamento manifesta-se mais intensamente para as
baixas feqiiénclas e para (D/a) < 1. Os resultados apresentades na Fig. 3.28 sfo
vilidos para o modo par de EL. Eles foram obtidos mediante a utilizagio do
quarto grupo (aplicado para a regifo em linha continua (Fig. 3.27)) e para uma

malha de 21 x 21 pontos. Ainda, com relagio 4 estrutura mostrada na Fig. 3.27, a

Fig. 3.29 apresenta a varlagio da constante de fase normalizada em funcio de
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Fig. 3.27 - Simulacdo para o acoplamento entre dois guias de ondas com canais

diclétricos anisotrépicos integrados em substratos anisotrdpicos.
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Fig. 3.28 - Constante de fase normalizada em fungio de (D/a) para a estrutura da
Fig. 3.27, para viérios valores de kob, e para o modo par de E“‘;I.
n = 1,0; n, = 2,2 nZy =0, = 2,29; n, = 2,222 313-'-; n,.= 2,3129 ;
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Fig. 3.29 -
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Variagio da constante de fase normalizada, em fungio de (D/a) para
os modos pares de E’;l }321, para a estrutura da Fig. 3.27, com:
nl“—* 1,0; nzx = 2,2 nzy = nzz = 2,29; n“ = 2,222 ; n3y= n, = 2,3129
e para kob = 12,0.
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(D/a), para os modos pares de E{i € Eii, ¢ para kgb = 12,0. Nesta figura,
observa-sc uma malor influéncia do acoplamento sobre o modo de maior ordem, no

caso Eii' e, para D/a > 1, praticamente nio h4 acoplamento entre os gulas. -

Quando dois guias idénticos se acoplam, cada modo do gula isolado d4
origem a dois novos modos (modos pares ¢ {mpares). A Fig. 3.30 mostra essc
efeito para o modo E’; X considerando-se a estrutura da Fig. 3.27, e para vdrios
valores de (D/a). A curva representada pela linha tracejada (~--) representa a
caracterfstica do modo E; para um dos guias isolado e as curvas acima e abaixo

desta representam os modos pares e {mpares de E};;’ respectivamente. Consideran—

do-se vdrios niveis de acoplamento (definidos pela relagio D/a).

3.4 - ANALISE DE FIBRA OPTICA

A fibra optica, como um sistema de transmissio de ondas guladas, tem
sido bastante estudada devido 4s suas propriedades de transmissio com baixas
perdas. Por outro lado, experiéncias tém mostrado que, a introducic da
anisotropla nos meilos dielétricos das fibras, produzem vdrios efeitos de
interesse prdtico, tais como: controle de fluxo de poténcia [7], caracterfsticas
de perdas [8] e reducgdo do pico de atenuagdo préximo ao corte [9].

Devido a estas ¢ outras caracteristicas peculiares da fibra dptica,
além do teste de verificacdo da formulagdo para uma fibra de fndice de refracio
degrau, analisam-se também nesta segdic as caracteristicas de dispersio dos modos
hibridos, que se propagam em uma fibra com dielétrico anisotrépico e perfil de

indice de refragiio variando continuamente.
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Fig. 3.30 - Caracteristicas de¢ dispersic do modo E’;l, para  varios valores de
(D/a). A linha tracejada (-—-) se refere ac guia desacoplado. As li-
nhas acima e abaixo desta representam os modos pares e {mpares de

EY , respectivamente. nl = 1,0; n = 2,2: n, =1 = 2,29 n =

11 2x v 2z ix
=2,222; n, =n_ = 2,3129.
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3.4.1 - VERIFICACAO DA FORMULACAO

A Flg. 3.31 mostra a caracteristica de dispersic para o modo HEn,
numa regiioc bem préxima ao corte de uma fibra de fndice de refracgao elmz,S:& € .
A curva representada por linha contfnua (-—) representa os resultados
obtidos mediante esta formulagio ¢ os pontos (s+¢) representam os resultados
encontrados atavés do método do ponto de casamento ("point-matching”) [10). Uma
boa concordincia entre os mesmos €, entio, observada. Em decorréncia da simetria
cilindrica da fibra, somente um quarto da estrutura fol analisada. Nesta

andlise, fol utilizada uma malha de 20 x 20 pontos.

3.4.2 - ANALISE DE UMA FIBRA OPTICA COM DIELETRICO ANISOTROPICO E

PERFIL DE INDICE DE REFRACAO VARIAVEL

A formulagio rigorosa das diferengas finitas ¢, entio, aplicada na
determinagio das caracterfsticas de dispersio de uma fibra dptica, usando-se
material anisotrépico uniaxial, com o eixo dptico posicionado ao longo do eixo
da fibra (eixo z) ¢ com perfil de indice de refragio variando continuamente.

A Fig. 3.32 mostra a variagio das componentes s:x(p), ay(p) e z:z(p) do
tensor permissividade elétrica [e] em fungio da varidvel p, para uma fibra onde
o nicleo tem raio equivalente a. Nesta figura, consideram-se quatro tipos dife~
rentes de perfis. A curva caracterizada pela linha continua (-—) representa um

perfil Gaussiano, para ex”(p) dado por:

£ -
¥.zooe Y7 2
ex'y‘z(p) =€, 1+ |——0———2=1 exp[- (p/B) ,
X, Y2 C
X,¥,2
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Fig. 3.31 - Caracteristicas de dispersio do medo HEn' para uma fibra de indice
de refragio degrau. € = 2,53 €. Resuitados otidos por Yamashita e

Atsuki [10] sio apresentados por pontos.
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Fig. 332 -~ Perfis para as componentes do tensor permissividade considerando-se
as seguintes variagdes: Gaussiana {— ), Parabdlica (***), "Cosse-

no" (---) ¢ "Tangente” (+++).
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onde B = 0,7 a. A curva representada por asteriscos (*} caracteriza um perfil

parabdlico, com € y z(;:’) igual a:

ex y z_ec
e (p)=c¢ 1 - ——————x——’i—z-] (p!a)z} ,
X Y2 X ¥ Z f
X, ¥,2
para p = a e sxyz(p) = € para p > a. A curva representada pela

KV

linha tracejada (---) caracteriza um perfil “cosseno”, para € (p) dado

XY,z

pela expressio:

£ -

X,¥,2 ¢ s
e (p)=c¢ 1+ [——-22L0 fcos ] (p/B) ml}},
X, ¥2 € €

X, ¥,2 ¢
Xy ¥s?Z

onde B = 0,5 a. E, a curva caracterizada pelo sinal de adicio (+) define um

perfil "tangente” para sxyz(p) dado por:

X,¥.Z ¢

€ (p) =¢ 1 - kR A [(p/a)2 +1+

XY, X,¥,2 2e
X, ¥,2

R [(p/a)2 - 1] tgh ["2':2)] ,

C

2

onde ¢c” = 0,35 a’. Nas equaghes acima € representa ¢ valor mdximo e €

X,¥Z
o valor correspondente a p » a, nas diregdes x, y € z, para as componentes

+ ¥

cx(p), cy(p) e ez(p), respectivamente. Os  resultados mostrados nas  Figs. 3.33

e 334 envolvem dois casos distintos, um correspondente ao uso de dielétrico
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Fig. 3.33 - Caracteristicas de dispersio dos modos HEH € HE“, para uma fibra
com nidcleo de ralo equivalente a. Nesta andlise (——) o perfil
Gausstano (Fig. 3.32) foi wusado para as componentes do tensor
permissividade [e]. Para o caso da fibra com dielétrico isotrépico:

= 2,295225 e ¢ = 2,25, Para o caso anlisotrdpico:

cx,y,z
=& = 2,295 £ =¢ = 2,25 £, = 2,3296534 ¢ £ = 2,2844284.

xX Yy z
Os resultados representados por pontos correspondem aqueles obtidos

Xy ¥sZ

X

por [11L
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Fig. 3.34 - Caracteristicas de dispersio do modo HEH para uma fibra com micleo
de raio equivalente a, considerando-se os quatro tipos de perfis

(Fig. 3.32) para as componentes do tensor permissividade [e]l. Perfil

Gaussiano (*); Parabdlico (x); "Cosseno” (¢} e “Tangente" (—).
Para o caso da fibra com diclétrico isotrépico ¢ . = 2,295225 e
£ = 2,25. Para o caso anisotrdpico £ = g = 2.295225;
Cx’y’z b4 y
€ =€ = 2,25; e = 2,2844284 ¢ € = 2,3296534.

x y z '
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isotrépico, cuja freqiéncla de corte de cada modo permitido ocorre para Bz/lez0 =
= 1,5 e o outro para dielétrico anisotrépico, cuja freqiéncia de corte de cada

modo permitido ocorre para Bz/ko = 1,511432. No primeire caso foram utili-

zados e = 2,25 e cxyz = 2,295225, enquanto que, no segundo caso usaram-
X,y.l 5

i

se os scguintes valores: ¢

2,293225 ; € = 2,25 ; & = 2,3296534 ¢
Xy & z

XYy
€ =2,2844284,

k4

A Flg. 333 mostra as caracteristicas de dispersio para os modos HE“
e HEzl em uma fibra. As curvas representadas pelas linhas contfnuas correspondem
aos resultados obtidos através desta formulagio, considerando-se o perfil
Gaussiano definido na Fig. 3.32, tanto para dielétrico isotrépico quanto para
dielétrico anisotrépico. Os resultados representados por pontos correspondem
agueles obtidos por [11] para uma fibra onde o tensor permissividade & diagonal
com suas componentes sendo fungdo das coordenadas cilfndricas p, ¢ e z, e
vartando na forma parabdlica, segunde o perfil correspondente da Fig. 3.32. Como
era de se esperar, estes resultados nao coincidem com aqueles obtidos através da

formulagdo aqui apresentada por se tratarem de materiais diferentes.

*

A Fig. 334 mostra as caracteristicas de dispersio para o modo HEH
em uma fibra, para os quatro tipos de perfis definidos na Fig. 3.32,

considerando-se dielétricos isotrépicos e anisotrépicos.

E importante observar que, a introdugio da anisotropia longitudinal
na fibra nio provoca alteragdo na freqiiéncia de corte dos modos superiores (ver
Fig. 3.33, modo HEM) alterando apenas o valor da constante de fase normalizada.
Observa-se, também, que a constante de fase normalizada € muito pouco influen—
ciada pelo perfil de fndice de refracio da fibra (entre aqueles utilizados neste
trabalho).
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CAPITULO 4

CONCLUSOES

As caracteristicas de dispersdo de algumas estruturas guiadas (bidi-
mensionais), onde o elemento bédsico constitutivo € o guia de onda dielétrico,
foram calculadas e analisadas através de uma formulagio baseada mo método rigo-
roso das diferengas finitas. Nesta formulagio, a equagio de onda vetorial, que
descreve a propagagdo ao longo da estrutura, ¢ escrita em termos das componentes
transversais do campo magnético, ecliminando, desta forma, o problema de modos
espurios, pela inclusio do divergente do campo magnético igual a zero. A formu-
lagdo desenvolvida, em termos das componentes transversais do campo magnético,
permite que o problema seja convertide em um problema convencional de autovalo-

res, com a vantagem de que sua solugio € bem conhecida.

A formulagdo aqui apresentada € geral e pode ser aplicada na andlise
de estruturas cilindricas, constituidas de dielétricos isotrépicos €
anisotrépicos, com perfil de indice de refragio variando arbitrariamente em sua
segdo transversal. A andlisc permite a investigagio do grupo completo de modos
hibridos em estruturas de guias de ondas, isolados e acoplados, de interesse
pritico. Além do mais, o método leva em conta a presenca de ondas complexas v,
complexas, caso existam.

O uso da malha gradual de pontos mostrou-se vantajoso, a ‘partir do

momento que permite a utilizagio otimizada da capacidade do computador, através
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da discretizagio mais fina em regides de malor densidade de poténcia, em detri~
mento das regiées de menor densidade de poténcia. Outro fator, que contribui
para a redugio do tamanho da malha, ¢é a simetria (caso exista) das estruturas,
de forma que somente a parte simétrica precisa ser analisada., Neste trabalho,

esta caracteristica sempre foil considerada, quando presente.

A  consisténcia da formulagiio fol examinada através de teste de
convergéncia do método das diferengas finitas e mediante a comparagio dos
resultados obtidos (constante de fase normalizada), para vérias estruturas, com
aqueles encontrados na literatura especializada, onde uma boa concordincia fol
sempre observada. A identificagio dos modos, E;q € E;q, propagantes foi feita
mediante o cdlculo das componentes transversais do campo magnético, Hx e Hy
(componentes do autovetor (x}), em cada ponto da malha gradual de pontos, ¢ que
permite, desta forma, a obtencio do diagrama de varlagdo do campo e,

conseqiientemente, a identificagio dos modos.

Os resultados apresentados, neste trabalho, foram obtidos através do
programa ACOSIM de nossa autoria e cujo processamento dos dados foi

realizado no computador IBM-3090.

A Introdugiio de materiais anisotrépicos blaxlals mostrou~se vantajosa
em relagdo aos isotrépicos, pelo fato de propiclarem propagacio de modo nico
(modo fundamecntal), em uma faixa de freqliéncias mais ampia. Este efeito pode ser
reforcado com a wutilizagio de guia de onda diclétrico de segio transversal

quadrada, podendo representar, em termos prdticos, um dado de grande relevancia.

Dentre as diversas estruturas aqui estudadas, pode-se destacar a
andlise feita para a fibra Optica, que, apesar de sua geometria circular, bons

resulta dos foram obtidos para a constante de fase, principalmente para a regido

préxima ao corte. Isto foi conseguido, tanto para a fibra constitufda de

material isotrépico e fndice de refragio degrau quanto para a fibra com dielé-
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trico anisotrépico e perfil de fndice de refragho variando continuamente. Neste
caso, pode-se destacar gque, quando o eixo dptico do cristal é posicionado ao
longo do eixo da fibra, a frequéncia de corte para cada modo propagante € igual
& que se obteve, quando o material é isotrépico (para no=n = n, sendo n e

n_ os mesmos do caso anisotrépico).
y

O efeito do acoplamento entre guias, sobre a constante de fase, fol
analisado. Os resultados mostram uwma maior influéncia do acoplamento, nas baixas

frequéncias, nos modos de ordem superior e para {D/a) < 1.

A partir deste trabalho, outros estudos poderio ser realizados, dentro

desta mesma linha de pesquisa. Como exemplo, pode se enumerar:

- Andlise de estruturas envolvendo materiais giroelétricos, giromagnéticos e
outros.

- Estudo da interferéncia eletromagnética, partindo-se do conhecimento de
acoplamento.

- Aplicagio da formulagio no estudo de estruturas de multicamadas (homogéncas na
diregdo x) diclétricas, o que poderd ser feito mediante a inclusio da condigdo
de periodicidade (na direg¢io x).

- Andlise de gulas acoplados com dimensdes geoméiricas e caracteri{sticas fisicas

diferentes entre si.

Com o objetivo de melhorar o desempenho do programa ACOSIM, sugere-se
a elaboragio de uma rotina que, a partir de cdlculos prévios dos campos magnéti-
co e eclétrico, possa gerar automaticamente uma malha de pontos, partindo-se
do principio de densidade de poténcia constante, Ou seja, gera-se uma malha

inicial, calculam-se os campos e, em seguida, determina-se a densidade de

poténcia para cada retingulo elementar da malha gradual de pontos (Fig. 2.2).
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Ajusta-se & malha e repete-se somente o processo. Alnda, com este objetivo, pode-
s¢ langar mio do fato da matriz (A} scr esparsa para calcular os scus autovalo-
res ¢ autovetores. Feito isto, ter-se-4 uma reduglo no espago de memdria virtual
utilizada e, conseqlientemente, serd possivel analisar estruturas mals complexas,

com um melhor aproveitamento da capacidade do computador a ser usado.
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APENDICE A

OBTENCAO DAS EQUACOES ACOPLADAS (2.29)

Para a obtengio das equagles acopladas (2.29), utilizam-se as 2 (duas)
equagbes acopladas dadas por (2.13), para cada uma das regides 1, 2, 3 e 4 da
malha gradual de cinco pontos (Fig. 2.3), com « = x quando T = y e & = y quando
T = x ¢ levando-se em conta as equagbes de (2.16) a (2.28). Como resultado

obtém-se:

Regido 1 :

Nesta regido £ = 1, e a cquagdo (2.13), para o = x quando t = v,

resulta em:
®a 8° 8% €4 " %a a° 1 a 8
e 20| vt H| gyox 1 = a3y ] TE L]
21 8x° Yl a8yt Y z1 yoxoxdy e LGy xy 9%y
e
2 xt . 2 _
+ [ko = + z’z] H,, =0, (A.1)

€, para @ = y quande T = X, resulta em:
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€1 8° a8’ €1 7% at € 8 8
m"—EHx +__£Hx * € BKBYH +“—2‘“ zyl |6x% ”?3—3?“:: *
€1 8y 1 3x 1 z1 Yy ) 4 Y1y 1
€
2 y1 2 _
+ [;(O "é—m-' + ‘Xz] HXP = 0 . (A.Z)
0
Nestas equagles, €, = sxl(x. y); €y = eyj(x, ¥ €, = ezl(x. vh
a 8
€ = Bx sz(x, y) e Ezyl ~ By ezl(x' y -

Substituindo-se em (A.1) ¢ (A.2) as equagbes para as derivadas (equa-
gbes de (2.16) a (2.28)) das componentes transversals, H e Hy, do campo

magnético, agrupando-se os termos comuns e dividindo-se as equagbes resultontes

nw
por {-— —2———] , fem-se:

1 f:3\(1 ezxi W n sxl sz 1 W
%
"o + - + | — — + + — -
0 w £ [1 v 2e ] HYW n HYN [w € [1 v A ] n] HYP
zl zi z1 z}
- &
1 2 xt zxl zl x1
- = - W - W + -
2 nww “osxl HYl’ 2 nwy HYP { y ] H)\’IN
e 4g
21 z1
e - - £ £
~ zl xl wa + { xi :xl z1 xl} HXP - n xl H 1 +wH o
4e 2¢e 2 .1 7 ¥¥
z1 z1 zl
A3
n w E:yl zyl w € i i 111
SR H T — — + — .._____y Zy L S — e
0 wOXW ne {1 n 2c } H)(;N [ [1 n e w HX?
z1 z1 2zt zl
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£ € [ 54
yi 2yl z1

21 wzynw e H__ -~ %nw';i ﬁxr + {n

3 yl XP 2ot se YW 4e YN
z1 z1 z1
£ € £ - €
+(-—n yi 2yl 2l YI}H +w-22H ~nH | (A4
2 YP xyl %xl
2e 2e £
zl z1 : zl
6Hy BHy dH
— s - . o x
respectivamente. Em (A3) e (A4) nyi 3% | H, &y P H T

1

aHx
© Hxxl = ax
i
Regido 2 :
Para esta regiio £ = 2, ¢ a equagio (2.13), para @ = X quando T = y,
resulta em:
£ 2 2 - & 2 €
b R L e A IR TR IS N
22 8x° Yl eyt Yh 22 8ydx 2 e BEALOYx, aF;
€
2 Txi 2 _
+ [ko = * arz] H,=0. (A.5)

€, para o = y quando T = X, resulta em:
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€ 2 2 €, ~¢ 2 €
....!3..‘?..,.._“ +§MMH + B y2 B H + 22 F_. _gmH j-&.
€ 6)'2 *la axz *la 22 dx 8y Yig eiz REN T 9y x 2
2 ¥y1 2
+ [ko T * "rz] H . =0. (A.6)
[+] .

Nestas equagbes, € = cxz(x. Yy ; €, " eyz(x, ¥} £, = s:zz(x, y) o

.9 . x, yJ e ¢ -3 . {x, y). Substituindo-se em {A.5) e (A.6) as
zx2 ox 22777 zy2 gy =z2 7" ' ’

equagbes para as derivadas (equagbes de (2.16) a (2.28)) das componentes trans-

versais, H e H, do campo magnético, agrupando-se os termos comuns e
X ¥

dividindo-se as equagles resultantes por {«— —;'—Si), obtém~se:

s exz 8212 W 8 812 & 2 W
ZX
B o— e e + - + | = + + -
0 w £ {1 W 2e } HYW s HYS [w € [1 v 2 } s] HYP
z2 z2 72 22
2 1 x2" 252 22 x2
X
- = - + +
wsw po‘:xz HYP 2 WSy HYP {w 2 } Hxs
2e 4¢
72 2
£ Rl 4 | S - &
+ z2 x2 HXW + {“ x2 :x2 _ 7 xZ] HXP - Exz H , - wH ,
4¢ 2e 2¢e 2 F ¥y
z2 22 22
(4.7
> 4 | > S
s W y2 zy2 W y2 z2y2 8
0= =~ oo —— + + fe T + A — -
w HXW 5§ ¢ [}L s 2¢e ] HXS [s > 1+s 2 w HXP
z2 z2 72 z2
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£ € £, ~&
1 2 1 2 y2 zy2 z2 v2
- = - +
7 SWOHE, Hyp =7 SW7, Hyp * {S 2 Hyw
2e 4¢
z2 z2
€, - £ £ £ _=-£ €
+MH—{S y22y2+zz YZ]H -w-ﬁH -5 H ., (A2
4¢ YS 25:2 9e YP € xy2 xx2
z2 22 z2 z2
8 8 8
respectivamente. Em (A7) e (A8) H =—H | ;H == H|;H _=-—H
yx2  8x 'y ) yy2 Oy Ty 2 xy2  dy x 5
e H =2 H
xx2 ax x
2
Regido 3 :
Neste caso, & = 3. Seguindo-se os passos realizados para as regides 1
e 2, as seguintes equagdes sio encontadas:
s ex?; Zx3 e s exS zx3 €
OE“E"EM[I“ 28}HYE_EHYS+{E Eln 2&:}+§] Yp
z3 z3 3 z3
£ - €
1 2 x3 zx3 z3 %3
" g eswpe Hyp zesyzHY?J'( 2z ]Hxs"
e 4e
3 3
€_-€ £ - € e
*23 xSHXB+[_ x3;x3+ z3 x3]pr*S£H3_BH3’
4e 2e 2e 3 7F ¥y
z3 z3 z3
(A.9)
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] e€y3 szyﬁ eey?s ezy3 &
"““z”xa'ge—{“sze }“xs*[sz“{“sze ]‘*;5] Hyp ™

23 z3 23 z3
£ _E -
_1 2 _ 1 2 _ ¥3 zy3 z3 ¥3 _
5 Sew u €y3 HXP 2 SW: HXP { 2 * } HYE
e 4e
z3 z3
£ - & £ € - £ £
_23 y3H +{S y3zy3+z3 y3}H _cmz?_,H s H ,
4 YS 28:2 26 YFP e xv3 xx3
z3 £3 z3 z3
(A.10)
respectivamente. Nas equagdes (A.9) ¢ (A.10) €, = sxa(x, y) ; eyS = e:y3(x, ¥} ;
& a a
€3 = ez‘.’.{x’ s €3 BX T3 x, y) s Szyfi ~ 8y €a & ¥ nyB T Bx Hy 3 ’
H = 8_ H ; H = L H ; e H = g H
y¥y3 8y xy3 3y x xx3 Ox  x
3 3 3
Regido 4

Nesta regido £ = 4. De forma andloga ao que foi felto anteriormente,

as seguintes equagdes sdo obtidas:

[y]

4 £ £
....,_E_i“_ - zx4 ‘__E _I_!.___{(_i - zx4 e -
0= ce”[l e2e]HYE nHYN+[ee4(I e2.(.:4}{“:1]“*1’1’

winewze H, -
7 B9 BE L Pyp
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| >4 - & £ £ & - £ &
4 ‘
+L‘___"inxﬂ+[c 24 oxd ot x‘}HxP+n—éf—£H4+eH4,
4e 2e 2e 24 *F ¥y
z4 z4 z4
(A.11)
n [ € 4 zy4 € y4 zy4 e
0=~ — - i $ f = 11 o -
e HXE ne [1 T ] XN {n € ( 2e } n] Xp
z4 z4 z4 z4
£ &£ - &
2 2 y4 zy4 z4 yd
~-znewpe H, _-=ney H_ - in H_+
RO HE . Pxp 7 7 MY, Pxp ( 2 YE
g 4e
24 z4
- € £ € - £
4 4
+ z4 y4H y4 zyd z4 ¥ H +c——y-—-—H +nH i
4c YN 282 5o P e xy4 xx4
z4 z4 z4 z4

(4.12)

respectivamente. Nas equagdes (A.11) e (A.12) €, = eﬁ(x, yl ;e o= ey4(x, vh

y4
3 8 8
$24—824(X, Y Exa = Bx a4 %, ¥) ezy4_5m§£z4 &, y)’HyM“E—)EHy 4 !
H =2 wu|:u ,=2n| eun =%n
yyd Oy 7], xy4d Oy x| 4 x4 6x x|,

As equagdes (A3), (A4), (A7), (A8), (A9}, (A10), (A1l e
(A.12), podem ser convenientemente expressas, em forma condensada, por uma inica

equacio, expressa em (2.29).
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APENDICE B

OBTENCAC DO SISTEMA DE EQUACOES LINEARES HOMOGENEAS

Como referenciado no Capitulo 2, as equagdes (B.1) e (B.8) sio

apresentadas aqui por se tratarem de eguacées muito grandes. Procedendo-se como

indicado na secio 2.3, obtém-se:

0= 2 + w 1 _ }” CxlczZ + S:3(2821 H +
“iw Z |n C ne s€ XW
1 zl z1
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2
+ + +
(w + ¢) T, HXP

€ E> e &
zyS} _ 24 [ k3 zx3
£ 2c £
3
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w
2 xl cle 1 neylazyl
Mol LS el D -l Bl e
1 L P 21 21 z1 21

WE £
_ x2 1+ zx2 + 1 SeyzezyZ + z2
7l e 2e 25;2 £ 2

z3

ee e £ £
2 x3 zx3 1 s y3 zy3
Yo 1% |E 1- 7€ T € *
2 \? 23 23 23 23

4 ee [ 4
+e _ x4 i zxd) | 1 i.wyt#ezyzi _ 24
z3 € 2e 2824 € 2

z4

£ 2 £ 2
22 | 2w 1 z3 |2e 1
*&Ttv*n‘% %ﬂ'wf?*k

€ we S€ _€
+ e [3_\_7&'_ [_§_ x2 [1 + zxZ) . E’_] + 1 [ y2 zy2
zi| s w 2e 8 € £
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onde:

\p)
I

2e [s x3
s € £

z3

cE
x4 x4
€ 1 - 2e
24

2 2
21w [
* kn{cl [leczz £:x2€zl] * EM; [£x36z4 i 8x4823}} HY? tA+B+C+D,
(B.D
2w £ €
2l 22 1 1
Cl {WE“ [exl yxl Cyl xyl] * ;2_ [Syz nyz exZ ny?]} ! (B.2)
zl z2
2e ¢ ¢
z3 z4 1 1
o - e - 3
Cz { 2 [cySnyB 813 yx3] 82 [8x4 yx4 ¥4 xyd]} i (B.3)
z3 z4
2 w2 W2
Z de s H - —H + g nH -—H \ (B.4)
Cl zl xx2 s yy2 z2 xxl n vyl
p ez ez
C—2 {823 [ﬁ" Hyy4 -n Hxxt@] * £z4 [gw Hny TS Hxx3:l} ’ (B.5)
se |+ ne (B.6)
ne , +se 8.7
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[w]

€
x]l zxl

£
zi

E 4
z1

£ £
x2 zxd

-+

£
z2

2e

£
22

s5E 2E & £
zy3 x3 zx3 3
+ - +
2e €
z3 z3
- £ [ ™ £
z3 x3 zl n 2 4
AP ol L b
z3 3

112



e .
z3 wexzezxz 822 eaxEBzxfi
£ * z2 - exz * & - 23 * €x3 *
z2 z2 “ =3 z3 -
2 [n’ g’ 2 [n®
K j (e e - 8 )+ - (e ¢ € € + - g - g
o C3 ( yi z4 y4 zl) C4 ( ¥3 22 2 3) 7, _C3 ¢ z4 zi)
1 ne £ & -
S z4 ¥yl zyvi k33 vl zx}
~ e - ¢ + - + + 2e +
C ( z3 zz)]} HXP {we C [ £ 2 x} 1 2
4 z1 3 zl zl
sE E £ - WE
z3 [S y2 zy2 z2 y2 + 2 [I - zxz}]} H +
wE [ 2 W
22C4 22 2 x 2612 Y
54 £ -
nezl ezx4 8y4 zy4 z4 v4
ee . |26l T3 Ty *
2473 * 24 74
23 o 2 [k 3 £ 38 3 3- 3
z 2 1 - ZX y3 zy3 | 2 ¥ u +
ce C x3 2¢ 2 YE
23 4 z3 z3
£ - g =-g
1"_ £ ..I}m 21 yl + gﬁ + g n 24 }’4: + .%fi H +
C z4 |w 2 n z1 e 2e I YN
3 z1 24
e - £ -
}...,. & .i 2 y2 .Z;E 4+ £ fm 3 y3 4 3;3 H +
C z3 |w 2e s z2 e e 5 YS
4 z2 z3
ne ne ¢ ne TIE 2
{'(]k'j"'""[""vwez4 (_ leyi*sl_eJi‘ee“[ S 4+84}"
3 zl z1 z ¥ z4 €z4 z ¥
ne WE ne
1 w 4
2e 4 [wex (1 2&:“1] * ?f] -2 z1 [ec” {1 - 25:”4] * H:” *
* 2l zl z4 z4
€ SE € fod
1 [_ $€.3 [ y2 2y2 e - ] _ ) {SsyS zy3 e -¢ ) _
C we e
4 22 22 S £ € 23 A £
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onde:

A’

n

B =

o
n
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APENDICE C

OBTENCAC DA EQUACAO (2.31)

Na equagdc (B.1), as expressbes para A ¢ B (equagbes B2 e B.3,

respectivamente) podem ser somadas e, ac resultado, podem ser adicionadas as ex-

pressdes:
2w £ £
CZIIZ[".}H1_£*H2*?&H1+E“{”H2}¢
1 zl Xy z2 xy. zl ¥x z2 yx
2e £ ¢
C1324[-s_1_ﬂx3+cin4+§1“H3“el thi]'
2 23 y z4 y 3 yx z4 y

pois, como pode ser visto das duas primeiras equagbes de (2.30a), as expressdes

acima sio identicamente nulas. Como resultado, obtém-se:
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2e € & £
+ CZ34{W.}:_,(_E~1}H3+J_.[.,_!1}HQ+
2 €z3 E:zz?- Xy 5:24 z4 Xy
€ € &
+-£—1—[1—;:"—3)H3+€1 [8”4-1]1—14}. .»
23 7 24 o yx

Substituindo-se as expressbes aproximadas para as derivadas de primeira ordem

(equagdes de (2.16) a (2.19)) tem-se:

¢ € %0 (1 (%3 xp ~ Hyxs 1 v XN Xp
* C e e~ 1 s T e T e n *
2 23 z3 z4 z4
£ £ H - H
e R R e I ] €2
£ | 3¢ £ £ e
z3 z3 z4 z4

E importante observar que, para o caso isotrdpico, a expresséo acima ¢ identica-

mente nula.

De forma andloga, as expressbes para C e D {equagles B4 e B.5, res-

pectivamente), podem ser somadas e, ao resultado, podem ser adicionadas e
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2 2
subtra{das as seguintes expressies: E; Em:zz Hyy1 + s, Hyﬁ} ' E; [sez‘% H”3 +
+ne Hyy4] , sem que o resultado se altere. Portanto:
cC+D=2dne_ |H +H |+se (H +H -
Ci 22 xx1 yyl zl xx2 yy2
-2 sE H _+H + ne H +H - CD (C.3)
C2 74 xx3 vy3 z3 xx4 yv4 !
onde
2 w? w?
CDzw—{ns [————+1}H + SE [———-bl] }-
C1 ) 1'12 yyi zl 52 yy2
2 ez el
- a—z— {scm4 [;5 + 1} Hyy3 * ne [;5: + 1} Hyy4} . C.4)

Semelhantemente, podem-se somar e subtrair da equagdo (C.3) as expressdes

258zl 25824
C; {Hnl + Hyy}] e Cz [me + Hyy4] , resultando:

C+D= Z[Hxxl * Hyyi - Hxx4 - Hyy4) - C {Hxxl * Hyyl B Hxxz - HyyZ} *

t—¢ [HMx s + Hyﬂ - Hxx3 - Hny] -CD, {C.5)
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Da equagdo {2.30a), conclui-se que as expressbes entre parénteses da
equagio (C.5) sio identicamente nulas. Fazendo-se wusc das equagbes (2.16) ¢

(2.17), a expressio acima pode ser escrita na forma:

Substituindo-se as expressbes para A + B (egumagio (C2)) e C + D (equagdc
(C.5)), na equagao (B.1), e agrupando-se os termos comuns para Hi {onde 1 = N,

S, E, W, P, com H representando ‘i%x ou Hy), chega-se na eguagio (2.31). Ou

se ja:

= +
0 AWHXW E XE N XN 5 X

2 2
+
* B H  + By Hyp v 7, Apy Hep * 7,

A H +A H +A H S+APHX?+BWHYW+BEHYE+BNHYN+

pr HYP ; c.n

onde
2 w 22 E::r.l

Aw =W T IC [f"ﬁ“ [% - 21] iy (‘%z - ‘-’xz)] » €3
2 ¢ z4 813

AE = E + :”.—6; [s_sh {323 - exS] * 1 [834 - €x4}] ! .9

2we ' A
_ z2 1 1 z1 x1
AN - nCl {ZS [_Sz [ neyl ezy}. * wexlele} * 2 ] * 3} *

zl
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2ee S
z3 1 1 4 x4
* nC2 {28 s [_ €4 [CB“ € xd * ncy4€zy4] * -mmwﬁw] * 1} ’ (C.10)

2we e -
zl 1 1 22 3
sC {28 [E— {Sc)’z ezyz * wexzezﬂ] * 2 ] + 1} M

2ee e -&
z4 1 1 .3 i
TsC {29 [EW {Ssﬁ a3~ ecxasm] ¥ 3 } * 1} ' (C.11)

£ ,E € we £
+ ¥ zl x2 zx2 +3 -¢ + z2 xl zxl +3 -g .
2 ise 22 x2 ne e " .l
z2 z2 z1 21
e s€ ee ne
+ 1 [ [ y3 [1 2}’3] S] + [ y4 [ _ zyé} n] .
4 2e € e E
C2 24 |SE . 23 e z3 ne ., .4

z

ec £ € ce &
z4 _ x3 zx3 | e - g + %3 _ x4 zx4 3 -8 N
5€ 3 € 3 x3 ne s e . 24 x4
z

2 |~ e
+ kK ¥ lne & +see | +5 lse € +ne ¢ .
o Cl yl z2 71 y2 X y3 24 23%ya
wWE € € ce
z1 22 yl £y2 z3 czé Cy3 8y4
2 * * + , (.12
Cl ne’ se’ Cz ne’ ne’
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WwWE
[ 1 ( x1 zx}
£
z1 z1 zl
£ £ -
x2 zx2 y2 zy2 22 zyZ} + 2]} .
z2 z2
ee .t £ £ -
[ 1 {“ x3 zx3 y3 zy3 | 723
£
z3 23 23

£ L
ney4 zyd 24 8y4J ]}
- 5 +21F .
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2
w £ £€_-—-¢ €
C1 xl z2 x2 21

[

L8
C
2

[8x3€z4 - €x4£z3]:! ’
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APENDICE D

OBTENCAO DA EQUACAO (2.32}

Na equagio (B.8), as expressdes para A’ e B’ (equagbes (B.9) e (B.10),

respectivamente), podem ser somadas e, ao resultado, podem ser adicionadas as

expressdes:
ine € H H H
zl z4 xyl _ xy4 _ yxi N yx4
C3 ezl 824 zl z4
€ H H
ZSEZZ 3} xy3 + xy2 . yx3 _ ny?.
C € £ € '
4 z3 z2 z3 z2

pois, como pode ser visto das duas primeiras equagbes de {(2.30b), as expressoes

acima sdo identicamente nulas. Como resultado obtém-se:

ne e, (H € . H € 4 H
A+ B ANCAAN I R &) A L [ AR I oy RO}
C3 8zl € €

H £ H £
+€Y"3 [1,E§§)+_!.ﬁ[__i.2.m1} : ®.1
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Substituindo as expressdes aproximadas para as derivadas de primeira

ordem (equagdes de (2.16) a (2.19)), tem-se:

P\ IO 7\ I O A TR ) F e <13 I
£ £ )51
zl 24

£ H - H £ H. . H
s L [ﬁ , 1} [u) + L {1 , .ﬁ} {ﬁmmjz} , ®.2)
£ £ € €

E importante observar que, para o caso isotrépico, a expressio acima €
identicamente nula. Desta forma, as expressdes para C ¢ D’ (equagio (B.8)),

podem ser somadas, e ao resultado, podem ser somadas e subtraidas as seguintes

expressies:

2ﬁ{we H + ec H } s
C3 z4 xxl 2zl xx4

2 we H + eg¢ H

C4 3 xx2 72 xx3| *

o0 gue nfio altera o resultado. Portanto:

2
C+D =~ H +H + H +H
Calwez‘i[ xxl yyl] cezl[ xx4 yy4}} *
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2 s
+ ﬁz{wcza{an + HyyZ] +ec , [Hxﬂ + Hyy?x}} + CD* , (0.3}

onde
2 nz 2
D’ = C—3{{;V— * W] z4 xxi * {E_ * ] lexM} "
2 { 52 s2
- C4 [.VF— * W]ez?:Hxe * (? * c] ezZHHS} ’ ©.4
Semelhantemente, podem-s¢ somar ¢ subtrair da equagdo (D.3), as
expressbes:
2&2:2i
C [Hxxl * Hyyi]
3
2ee )
21H + H , resultando:
C4 xx2 yy2
Zfze:21
P = 2[Hxxz ¥ Hyy‘Z - Hxxl - Hyyl} - C3 [Hxx4 * Hyyé " Hxx.l - Hyyl] *
Zesz )
t— [Hxx3 + F[yy3 -H - Hyﬂ} + CDY . (D.5)

4

Da equagio (2.30b), conclui-se que as expressbes entre parénteses da

equacio (D.5), sfo identicamentc nulas. Fazendo-se uso das equagdes (2.18) e

(2.19), a equagio (D.5) pode ser escrita da seguinte maneira:
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. n 2 s 2
(3] o] 6]+ e
¢rp=2 C B C [HXP_HXW) *
3 4
\
- () 2 2
B (O
+ C3 - C4 [I{XE - HX?} . D.6)

Substituindo-se as expressdes para A’ + B’ (equagio (D.2)) ¢ C' + D'
(equagao (D.6)), na equagdo (B.8), ¢ agrupando-se os termos comuns para H {onde

i = NSEW,P, com H representando H)I ou Hy), chega-se na equagdo {2.32). Ou

se ja:
= + + + +
0 CWHYW * CEHYE + CH * CSHYS CPHYP D wa DEHXE DNH
+DH__+DH, +7C_H ’>_H @®.7)
5 XS poxe T T teyyr T Y, Py Xp ' *
onde
ne 4 1 5¢e L €,
C | lwe & -~ ne £ O LR
w  we C je x1 zxl ¥yl zyl 2
z1 3] z1
SE 5¢ - &
z3 1 z2 v
+o—_— + At i .
we C le [SEyZE':zyZ wexZ‘:zxZ] 2 ] ’ (D.8)
22 41 22
s€ 5¢ - ¢
e = o Z(2: el [58 33 7 5T 3) * 232 =k
23 4] 23 y> = xeom
ne 5e -
z1 1 [ } 24 y4
+ - e A& E +ee £ "7}, (B.9)
6814(:3 €z4 y4 zy4 x4 zx4 2
e e -~-¢ € le - ¢
2 n 24[ zl yl] zl[ z4 y4]
“N=n*3c WE * ce ’ (D.10)
3 4 | 74
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s{e “E) e[e+e]
_§_+ § 3l 22y 22y 23 vy 0.1

C =
W
§ 2C4 ezz es:z3
ne £ € ne £ €
B ..é... - WE:24 raa * 352! - € i * 68“ ;4 = 3624 e 4 -
3 zl z1 y z4 z4 ¥
18 1 w 4 4 [+
- 2€ X X + I 28 X rx + = +
z4 n %1 2 n
2e 2e
zl z4
8 s5€ £ £
2 2
+(1:,___w€z3 Zzy+3c2“€2—eez2 33”3*3"3'83“
Z zZ
4 22 22 y 23 23 y
S€ € SE _€
x2 zx2 w x3 zx3 e 2 In
- — T2 ] - St bl I W — + +
28z3 2 8 2822 2e s kﬂ {C {wsxlezti eexfiezl]
2e z3 3
z2
+ 5 we £ 4+ €€ g . (D.12)
C4 x2 z3 x3 z2
£ £ £ e
z3 x2 z 4 x1
= + e |- b —
Dw 56 3 56 3 z s (1:.13)
4 22 3 z1
£ € € £
zl x4 z2 X3
S + - +
DE 3C 3 . 5 3 p R (D.14)
3 74 4 z3
£ 5 -~ &
2 4 1
Dy =& {3 [ Ca€m T P85, 1] * 112 =
3 21 |21 L
5¢ -
z11 1 z4 x4
+ — lee € +ne ¢ = e (.15}
2€ 4|64 [ x4 zx4 y4 zy4] 2 !
z
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z3

[ ——

z2

= +
Py n
2
_n
- C
Py 3

£
2 z21 1 [ss: e e .£ ]
- 15 P 3 3 3
) 3 5 ¥3 zy X X3
e 5S¢
11 zZ
T2 [t T Yot
22} z2 y
> £ €
z4 zyl zl zyd z4 xlzxl 4 e
Fy E£z4 1 4 E
<1 z1 zl
£ £
x4 zx4 1
—e te Jrt 7 4s P
E
.4 pA X & z2
e & £ £ €
x21x2+ 2——&‘:2 .}.Lz x3 zx3
P £
z2 ’ ) 23 23
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APENDICE E

OBTENCAO DA EQUACAO (2.39)

Para efeito de obtengio da equagio (2.39) uma malha gradual de pontos
I x J (onde I é o nimero de linhas e J o nimero de colunas da malha) € conside-
rada sobre a secdo transversal da estrutura. A Fig. E.1 mostra a malha de pontos
e as paredes que limitam a regiio a ser analisada. Dependendo da naturcza das
paredes (elétrica ou magnética), como considerado na segio 2.3.2, quatro grupos
de modos s3o possivels. Desta forma, para cada grupo, ifem-se expressdes diferen-
tes para o cdlculo dos elementos da matriz (A) (equagio (2.39)). A seguir ¢ fei-
ta a demonstracdo da equagdo (2.39), para cada um dos grupos considerados neste

trabalho.

1.1 - PRIMEIRO GRUPO

Neste caso, como definido na segdo 2.3.2, as paredes superior e infe-
rior s30 magnéticas e as laterais elétricas (Fig. E.2). Feito isto, podem-se,
entio, aplicar as equagbes (2.35) e (2.36) para cada ponto P da malha, levando-
se em conta as condigdes de contorno, nas paredes magnéticas e elétricas, impos-

tas pelas equagbes (2.38a) e (2.38b), respectivamente.

Da Fig. E.2, observa-se que cada ponto P da malha é caracterizado pelo
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PAREDE [LETRICA
0U MAGNETIC

11 1,2 13 1,0-1 I‘/ 1,4

. .5
’
21 27 2.3 2,0-1 2J
31! 3.2 .5,.\3 .. 341 3
L ] L] » - &
» . - 'S #*
1,13 b -1,z * -3 RTINS B S
* ® &
" ® @

¥ 2 13 L1 L
PAREDE LLETRICA

OU MAGNETICA

Fig. E.1 - Malha gradual de pontos com 1 linhas e J colunas.

PAREDE MAGNETICA

/

11 Lz F 13 1,1 1,4
*» 8
a1 22 23 2.0-1 2.4
» B8 #
PAREDE PAREDE
ft?TRfCA it ELETRICA
3t 32 33 341 3
? t & @ M ’
» l & ® E:3
L 4 ® L] k2 13
=113 ® 12 % -3 S P2 B O
L 3 & &
L1 ¥ 13 [T 4

PAREDE MAGNETICA

Fig. E2 - Malha gradual de pontos (4,)) (i = 1,2,..,0 e } = 1,2,..,0) para

primeiro grupo.
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par ordenado (i,j). Obviamente que os pontos W, E, N e 5§ (Fig. 2.2) serdo carac-

terizados por (1,}-1), (1,j+1), (i-1,}) e (i+1,j), respectivamente.

Desta forma, para os pontos (1,}), tem-se:

(1,1)
2 P W 3 N S
VzHyl.i N Cl,lHyI,i * {Cz i’ Cl.l]Hyl,Z * [Cz,l. * C1,1]Hyz,1 €

H =0. {£.1)

S N W P E
-y H = iD _ - + C + C + C° H
'xz yi,2 [ 52 Dl ,2] x2,2 1,2 yi.1 1,2 yiil 1,2 yL3

N o, .S
¥ [C1.2+ Cl,z]Hyz.z ©

Hxl.l = 0. (E.2)
Pelo fato das equagbes para os pontos (1,3), (1,4), .., (1,J-1) serem
semelhantes as  equagbes para o ponto (1,2), estas ndo sdo apresentadas.

Finalmente, para o ponto (1,J), tem-se:

(1,1
-H = [CW + CE ]H +cF R {CN + C ]H c
z yLy 1, 1,3} yi,i-1 LY yLJ 1,3 I} vz,

H = 0. (E.3)

Para os pontos {2,j):

2,1

2 E _ W N P
- = - +
LELP [D2,1 D2,1] B2 * Cotflyn * Gt
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W E $
+ |C + C H + C° H
[ 2,1 2,1] ¥2,2 2,1 v3,1

H = Q.
x2,1
(2,2)
2 P B 8
—“H =D + D H + D F
?z ¥2,2 2,2 x2,2 2,2 2,3 2,2 x3,2
W P E
2,2 y2,1 2,2 y2,2 2,2 y2,3
y: P E L
-y H = +
Wz x2,2 2,2 x2,2 2,2 x2,3 2,2 x3,2
A\ P E
2,2 y2,1 2,2 y2,2 2,2 v2,3
(2,3)
2 W P B
- = + D +
3rzHy2,3 2,3 x2,2 2,3 x2,3 2,3 x2,4
+ Cw + CP H + E
2,3 y2,2 2,3 y2,3 2,3 y2,4
2 W P E
- = A_ H + A H +A H +
7sz2,3 2,3 x2,2 2.3 x2,3 2,3 x2.4
+ Bw + P E +
2,3 y2,2 2,3 y2,3 2,3 y2.4

ldem para os pontos (2,4), (2,5),

(E.4)

N
H
2,2 y1,2

5 e
2,2 y3,2
N H +

2,2 v1L,2

S

Bz,z y3.2 (E.5)

5 N
+ +
2,3Hx3,3 2,3%;)(1,3

5

¢ H
2,3 y3,3

g + N H
2,3 x3,3 2,3 yL3

5

2'3}—1313,3 (E.6)

o (2,J-2), que possuem equagdes semelhantes

aquelas do ponto (2,3). Finalmente, para (2,J-1) ¢ (2,]), tem-se:

(2,J-1)
2 A P b
- = + +
TzHyZ.le D 2,J-1 x2,J-2 2,1-—1Hx2.1-1

N w P
+ C H +
2,11 y2,J-1

C._H C._ H +
2,0-1 yi,J-1 2,31 y2,0-2
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E

+
Cz.m ¥2,J
2 W
- = b
7sz2,1»1 A 2 ..!-leZ,J—Z A
N

H +
2,11 y1,1-1

2.1-1Hy3,3-1

3
2,J-1 x2,J-1

H +
2,51 y2,1-2

€

L
H +
2,51 x3,1-1

P
+
2,14Hy2.3-1

B S
+ B
2,J-1 y2,3 Z.J—lHy3,J-l (€.7)
2,1
2 W E N W E
- = - + + IC + C +
?zﬁﬂ,.} [Dz,} BE,J]HXZ.J-«} CZ.JHyI,I [ 2,1 Z,J]HyZ,J—i
P s
Z,JHyZ.J 2,}Hy3.} ¢
= E.8
Hx 2 (E.8)
Para os pontos (3,j):
(3,1)
p E W
- = D” ~-D +
LA [ 3,1 3,1]“::32 Caatlyant G,
W E
+
[CB, C3,i] v3,2 C3,1Hy4-,1
= 0, E.9
x3,1 ¢ )
(3,2)
2 N P B S N
- = + +
?zHy3,2 D3,2Hx2,2 3,2 x3,2 3,2 x3,3 D3,2 x4,2 3,2Hy2,2
CW . CP B CS
3,2 y3,1 3,2 ¥3,2 3,2 y3,3 3,2 y4,2
2 N P E 5 N
~y“H = H + A + + +
yz x3,2 3,2 x2,2 3,2 x3,2 3,2Hx3,3 AS.Z x4,2 3,2Hy2,2
W P B 5
+ H (E.10)
3,2 y3,1 3,2 ¥3,2 3,2 y33 3,2 v4,2
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(3,3)

2 N W F |54 g
- = H + + + %
wzHyB,S D3.3 x2,3 1)’_’»,SHx‘.’c,Z 3,3 x3.3 DB.E x3,4 3,3Hx4,3
N W b
H + + P E H H
3,3 y2,3 3,3 y3,2 3,3 y3,3 3,3 y3,4 3,3 y4,3
2z N W P B t
~¥" H = A H + A + + +
Tz x3,3 3,3 x2,3 3,3“){3,2 3,3 x3,3 3.3 x3.4 3.BHx4,3
N W P B s
+ B + B +
3,3 y2.3 3,3 y3,2 3,3 y3,3 83,3 ¥3,4 Bs,sHy4,3

Idem para os pontos (3,4), (3,5),

aquelas do ponto (3,3). Finalmente, para (3,1-1) e (3,]), tem-se:

(3,1-1)
y N W P
-9 H = H + + H +
a’z y3,7-1 3,1-1 x2,1-1 3,1-1 x3,1-2 3,11 x3,)-1
S N W
+D + +
3,J»}Hx4,1-1 3,J—1Hy2,1—1 3 ,}«IHya,.Lz
P B &)
C H + C + H
3,0-1 y3,J1-1 3,1-1 v3,) 3,1-1 v4,5-1
2 N A4 P
— = H + A +
"Ysz:%,J«l 3,)1-1 x2,J-1 3,5—1Hx3,1-2 3,J—1Hx3,1—}
p° H +BY H +cY *
3,J-1 x4,3-1 3,1-1 y2,5-1 3,J-1 v3,5-2
P E ' S
H + * H
3,1-1 y3,3-1 3,J-1 y3,] Cs,.:-x y4,1-1
3.0

2 \.4 E N w E
- = - + + + +
7zHy3,J [D 3,] b, ,J] HxS,J—l S ,JHyZ,J [C 3,3 < ,J] HyS,}-»l

P S
C + C H
3,1 y3,J 3,1 y4
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.y (3,J-2), que possuem equagdes semelhantes

(E.12)



(E.13)

As equagbes para os pontos das linhas (4,0, (59, .. (1-2,)) sdo

semelhantes as equagdes dos pontos da linha (3,j), mantendo-se as respectivas

posicdes relativas dos pontos. Tem-se para as linhas seguintes:

Para os pontos (I-1,}):

(I-1,1)
‘Vi“y;w;,; B [Df-l,f D‘?ml,i]ﬂxl-l,z * C?«*l,l yl-z1 Cii,zHyI-l,i *
* [C‘:’-l,1+ C?—l,l]ﬁyf-ﬁ,z * C?-I,lﬂy‘l,l
Ho =0 (E.14)
(1-1,2)
m?’ijI—l,Z = T-i.ZHxI—Z,Z * 1;—1,2 x1-1,2+ I;—E,Z xi-1,3 *
T-I,ZH}'I—Z,Z * C‘:-I,ZHyf—l,l f—E,ZHyE—l,Z *
f—1,2HyI-1,3 * C?—1,2Hy1,2
”Vinr—l,z = If«l,zﬂxl—z.z Ai;—l,szI—i,z A?«i,zﬂxx»z,a *
?—I,ZH){E-Z,Z * ?—I,ZHyE—i,I E;—E,ZH)'I—I,Z M
?~1.2Hy1~1,3 * ?—1,2 y1,2 (E.15)
(1-1,3)
"7:Hy1-1,3 = r:»l,anxs-z,s * ?4,3“;:;«;,2 * f»l,suxm,s *

134



B
I~1,3Hx!-—1,4

N

C +
1 -1,3Hyl~2,3

P E
1-1,3 yI-1,3 1-1,3 'yl-1,4
2 N w
—*H =
¥ 1,3 11,3002 T A oAt

E
o+
A I—i,SHxI—IA

P
B
1-1, SHyI-—i,S

Idem para os pontos (I-1,4), (I-1,5),

Ihantes aquelas do ponto (I-1,3). Finalmente, para (I-1,J-1) e (1-1,J), tem-se:

(1-1,F-1)

2 N
-~y H =D
Wz yi-1,J-1

N

C H +
1-1,]-1 yi-2,J-1

E

1-1,J-1 yI-1,7

2 N
-v"H =
Wz xi~1, 1

+AP

W

+ B H
1-1,J-1" yi-1,J-2

51

H
1-1,J-1 yI-1,J

-1,
2

H
I-1,}-1 xI-2,J-1

H
i-1,J-1 xi-2,)-1

H
1-1,J-1 xI-1,J-1

N

E

+
By —1,3Hy1—1,4

vy A-1,J-2),

\d

w

S

W

N

P

s

w E
= - +
W?ZHYI*I,I [D I-1,} Dl “1,1] HII-I,J—I
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H +
1-1,3 yI-2,3

H +
P-1LJ-1 xI-1,J-2

W

H +
1-1,3 yl-1,2

]

CI-—I,ZSHyI,B

P
e
l~1,3HxIml.3

W

B H +
1-1,3 yi-1,2

8

+ B H
I-1,3 yL3

(E.18)

que possuem equagbes seme-

P

P

H
1-1L,J-1 yLJ-1

+ +
A 1 wl,j-iﬂxl—i,.%z
31 +
I-1,3-1 yi-2,5-1
+ B H +
I-1,1-1 yI-1,}-1

H
Bi—l..!—i v1,J-1

H +
I-1,7 yi-2,7

D H +
i-1,3-1 xI-1,1-1

C H + C H +
I-1,1-1 yi-1,J-2 I-1,1-1 yI-1,J-1

(E.17D



w 21 ¥ s
+ iC + H + + H
[ 1-1,1 !~3,J} y1-1,3-1 1-1,} yi-1,} Ci-l.} yiJ

H o, =0 (E.18)

Para os pontos (I,j):

(LD
2 _ [~ s P W o, E
T T [CI,I * C},i}HyI-—l,l Pt [le C1,1]Hyz,z ©

Hy,=0 (E.19)

2 N s N S
- = - + + +
7zHyl,2 [Di,Z DI,Z} Hx!—~1,2 [CI iy CI,Z} Hym,z

W
+ +ctH
1,2 yL1 1.2 yI,2 1,2 yh3

Hxl’2 = 0, (E.20)

idem para os pontos (1,3), (L4), .., (§J=2), cujas eguagles séo

semelhantes 2s equagbes para o ponto (I,2). Finalmente para o ponto {(1J),

tem-se:

(L1}

2 N S W E P
~¥ H = {C + C H + + H +C H
3’2 yi,]1 [ I,J I,J] yI-1,} [CI o I,J] yI,J-1 1LJ yij

Hx;'J = 0. (E.21)
As equagdes, assim obtidas para os pontos da malha da Fig. E.2, formam

um sistema de equagdes lincares, que podem ser arrumadas e escritas na seguinte

forma matricial:
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(ANX) = = 7200 (E.22)
ou, na forma de um problema de autovalores convencional {equagio 2.39):

[(A) - A(U)](x) =0, (E.23)

onde A = ~7;'Z, (U} é a matriz unitdria, {X) é vm vetor coluna que contém os
autovetores ¢ (A) € uma matriz quadrada, de ordem 21J x 21J. Como referenciado
anteriormente as equagdes de (E.1} a (E.21) podem ser dispostas, de modo que o

vetor (X) ¢ a matriz (A) venham a ser escritas da seguinte maneira:

(E.24)

sendo H b e H i as Iintensidades das componentes transversais, H e H, do
Xxi, ¥i, X Yy

campo magnético, em cada ponto (i,}) da matha gradual de pontos (Fig. E.2), ¢

C1.1 d;.: C;.z d1,2 ""Cl,M dI,M
a b a a
bm 1,1 71,2 T1,2 bl,M 1M
{A) = Cz,x d2,1 Cz.z dz,z ""Cz,M dz.m . (E.28)
bt a1 P2 vz Pun Aum

Com este arranjo, a matriz (A} € escrita como um bloco tridiagonal, o
que facilitou a obtengio dos autovalores e autovetores. Nesta equagio M = 1J, ¢
os coeficientes ai.j’ bi-l' Ci,j € di, sio obtidos diretamente das equagdes
(E.1) a (E.21), como segue:
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Das equagdes (E.1), tem-se:

P w E N 5
= = + = -

Ci.l Cl'l, Cl,2 Cl,l Cl,l' CL,J+1 Chl + Cm, os demails valores de Ci,
slo iguais a zero.

Em adigio
d1 L 0; para todos os valores.
a, = 0; para todos os valores.
bz o 0; para todos os valores.

Das equagdes (E.2), tem-se:

w P B N ]
= = =z = + *

{,‘2’1 Cl,z’ Cz,z CLZ, 02,3 Cz,z’ Cz,}+z CI’2 01,2’ os demais valores
de C 2m sho iguais a zero.

Em adigio,
d -p°_ -p"¥ ; os demails valores de d sdo iguais a zero,
2,342 1,2 1.2 2,m
a, = 0; para todos os valores.
b2 o = (; para todos os valores.

Das equagdes (E.3), tem-se:

w E P N s

= C + C , C = , = + C

CJ,J-; 1. w7 Cra CI,J CJ’2J Cl,} (‘1,3, os demais valores de

ua .
CJ,m sdo iguais a zero

Em adigio,
dJ s 0; para todos os valores.
a i 0; para todos os valores.
b_, o= 0; para todos os valores.

Das equagtes (E.4), tem-se:

N P W B S

= £, = = + = .

C.m,x 2,1 CJ+1,J+1 Cz,z’ CJ+1,J+2 C2.1 CZ,E’ CJ+1,2]+1 Cz.l’ 08
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demais valores de Ch ; sio iguais a zero.

+

E \id

dJ+1,J+2 = D2,1 - Dz,i; os demais valores de dJ+1,m s#o iguais a zero.
Em adicao,
a = (0; para todos os valores.
HH1i,m
= (; para todos os valores,
J+l,m
Das equagdes (E.5), tem-se:
N w ‘ P
= C = = =
C.m,z Cz,z’ 342,541 cz,z’ C.¥+2,J-¢»2 Cz,z‘ CJ+2,}+3

('2S ; os demais valores de Cj+

sao iguvais a zero.
2,2 2.m £

= d - , :
d}+2,J+2 {)2,2 J+2,143 2,2 d.¥+2,2]+2 2,2

sdo iguais a zero.

P B s
= N a N =
aJ+2,J+2 Az,z J+2,¥43 Az,z a14-2,21+2

sdo iguais a zero.

N W P
bm,z - Bz,z’ b}+2,1+1 - Bz,z’ bm,m - Bz,z‘

BS : o5 demais valores de bj+

22 s80 iguais a zero.

2,.m

Das equagdes (E.6), tem-se:

N W P
= , C = C . C = C .
Crea3 €25 Cnaie 2,3 Crae 2,3

c® . os demais valores de CH sdo iguais zero.

2,3 3,m

W P E
# D - N =
d}+3,1+2 2,3 dj+3, j+3 Dz,s dJ+3,J+4 Dz,s’

valores de d1+ sio iguals a zero.

3,m

w P E

A, a = A, a s
2,3 J+3,5+3 2,3 343,144 A2,3

.

aJ+3,J+2

ores de a s%0 iguals a zero.
val o3 gu _z r
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C
2,2

C
J+2,2342

os demals valores de d

J+2,m

os demais valores de a

b
Je2, 543

C
J+3, 044

d
J43,27+3

a3+3,21+3

E
C »
2,2

E
C ¥
2,3

5
Dz,s’

5
Az,s’

bJ+2,21+2

C
J43,23+3

2,m

os demais

os demais



N

W P E
1+3,3 B2,3&' b}+z,1+z - 82,3’ b]+3,]+3 - Bz,s’ b}+3,1+4 - Bz.s’ b3+3,23+3 -
: emals .
32'3, os demais valores de b}+3,m s#o iguais a zero
Das equagdes (E.7), tem-se:
N W P B
- H] C = * = * - bl
21-1,J-1 CZ,J—I 23-1,21-2 ¢ 2,)-1 C21—1,21-1 Cz,z-i 25-1,23 Cz,J~»1
<
= ; € .
C23~1, a3-1 Cz, 51 08 demals valores d CZJ—I,m sfo iguals zero
W F 5
= D , = D ., d = ; os demals valores
2J-~1,2)-2 2,}1-1 2j~1,21-1 2,i-1 2J-1,31-1 E)Z,J—i
de d sdo iguais a zero.
2J-1,m
w 1 s
= . = , & = : a valores
a21—1.2.}—2 AZ.J—l B 51,2541 Az,J—l 23-1,31-1 AZ,J-I os demais
de a sdo iguais a zero.
2J-1,m
N w P E
= o . = . b .
bZJ—-l,J—l Bz -1 bz.fvi,zlwz B 2,11 27-1,23-1 gz,m 27-1,21 2,J1-1
s
b = B ; 0s demais valores de s30 iguais a zero.
23-1,3J-1 2,1-1’ sz—a.m gua
Das equagdes (E.8), tem-se:
N W E P
= . = C + C = .
21,1 CZ,} Cz},zm 2,3 Cz,s 3 I3 CZ,}
S
= C ; ats valores de C Ao iguai ero.
szl 27 os dem 21.m SO 1EU $az
d -pY -p° ; 08 demais valores de d sfio iguals a zero.
25,211 2,1 2,1 21,m
Em adigao,

= {5 8.
) m 0; para todos os valore

b”'m = 0; para todos os valores.

Das equagbes (E.9), tem-se:
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N P W B

N W P
= D y d = D = %
21+43,J43 3,3 2J+3,2342 3,3 d21+3,2]+3 3,3 d21+3.21+4

D> ; 08 demais valores de dzJ+ sdo iguais a zero.

d21+3,31+3 T M3 3,m
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= , = . = + . =
C21+1,J+1 3,1 C21+i,254~1 Cs.z Cz:+1.23+2 3,1 CS,I Czs+1,33+1
S
; mais v es C &o als a 0.
C3.I’ os de alores de eim igu zer
d -pf - p¥ ; o8 demats valores de d sdo iguvals a zero.
2J+1,23+2 3.1 1,1 23+1,m
Em adigio,
= (); para todos os va .
a21+1.m i P lores
= 0; para todos os valores.
b2J+1,m O; p 0s es
Das equagbes (E.10), tem-se:
N W P B
= C C = C , C = C , C = C
C21+2,J+2 3,2 2J+2,21+1 3,2 232,23+2 3,2 2J+42,23+43 3,2
S
= ; 0§ ais C 0 iguais a zero.
(32”2,3J+2 sz os demais valores de a2, sdo ig ero
N P E 8
= d = » = D = .
d21+2,1+2 Da,z’ 2142,27+2 D3,z dz:+z,21+3 3,2" d23+2.31+2 Da,z’ 0s
demalis valores de d sdo iguais a zero.
2142,m
N P E 5
= ., a = , 2 = A : = ;
azJ*Z,J-PZ AS,Z 2342,2J+42 AB,Z 23+2,23+3 3,2 d21+2,3.¥+2 AS,Z o8
demais de valores a sdo iguais a zero,
2k+2,m
N W P E
2542,042 B3,2’ b23+z,21+1 - Bs,z’ b21+z,21+2 - Bssz‘ sz+2.21+3 Ea,z‘
S
b =B ; cmais va 1] a .
2122,37+2 a2 08 demais valores de b21+2,m s20 lguails a zerp
Das equagdes (E.11), tem-se:
N w L4 B
C = C C _— C . = . .
2J+3,J+43 3,3’ 2J43,27+2 3,3 CZJ+3,2]+3 C3.3 C2J+3,21+4 C3,3'
S
(22“3,3“3 = Ca‘ 5 08 demais valores de C2 F+3.m 830 iguais a zero.



N W 1 B
= » & = » = A » A = A *
aZJ+3,J+3 A3,3 2J43,2142 A 3.3 a2.!!+3,2.I+3 3.3 21+3,2)44 3,3
5
= ; 08 demais valores de a o lguals a zero.
I3‘21+3;,31+3 A3.3’ mais S 2J+3,m sdo igu
N W P B
sz+3,}+3 33,3' 2J+3,23+2 Bs,s’ b21+3.21+3 - 83,3’ b23+3,2j+4 N B3,3’
s
%)2”3.3“3 = 33’3, os demais valores de b21+3’m so iguais a zero.
Das equagbes (E.12), tem-se:
N W P
C , C , c =
3}-1,2)1 3,J-1 3J-1,31-2 3,1 3J-1,35-1 3,11 31-1,3]
E S
. = : 08 als v si¢ igua zZero.
301 Carnar 3,31 dem alores de wa;,m guals a zero
N W P
d , d = - R
3)-1,23-1 3,1-1 31-1,31-2 D3,J—I’ d3]—1,3}-1 3,1-1 33-1,4)-3
D ; 08 demalis valores de d sdo iguais a zero.
3,J-1 iJ-1
a = N a = g & = AP a =
33-1,2)-1 3,1-17 31-1,3)-2 3,1-1 33-1,35-1 3,1-1" 33-1,43-1
S
; demais d .
A3,J~ oS valores de Bt sko iguais a zero
b N w f b -
3J1-1,23-1 3,1-1 33-1,33-2 3,1-1 35-1,3)-1 3,3-7 31-1,3¥
E s
. b = B : demais val sio i ero.
3,1-1 3}-1,4)-1 3,1-1’ 08 ma ores de b3.¥-1,m guais az
Das equagtes (E.13), tem-se:
N W B | 4 S
C , C o= + . = . = : demai
3J,23 3.} 35,3J-1 CS,J C3,J C3J,3J CS,J CBJ,4J C3,J' 08 mals

valores de (23 J sdo iguais a zero,

W

E
3, b

3,3

dSJ,3J—1 =D
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; 0s demais valores de d
3lm

sfio iguzis a zero.
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Em adicio,

LI 0; para todos os valores.

bn’m= 0; para todos os valores.

Das equagbes (E.14), tem-se:

C{I-2)1+1,(I——3)J+1 B Cm,],’ C(l~2)1+1,(}~»2)j’+1 - CM,P C({-2)1+1,{]-2)J+2 -
E \ 2 S
Crar * Crar Cearaansm = Sy 0 demals valores de Ca-2re1,m
sdo iguais a zero.
d - ot - DY oos demals valores de d sio iguais
(1-2)3+1,(1-2)1+2 1-1,1 1-1,1 (1-2)J+1,m
a ZEro.
Em adigéo,
i 0; para todos os valores.
b(I—Z)J-i-l,mm 0; para todos os valores.
Das equagdes (E.15), tem-se:
= c_, c = v =
(1-2)7+2,(1-3) 142 1-1,2 (I-2)3+2,(1-2)1+1 1-1,2 {1-2)3+2,(1-2)J+2
P E s .
Crar Ceanaaans” Sz Seonagone - Cia,p 08 demais  valo
res de C{I~2)J+2,m sdo iguais a zero.
N P
(1-2)3+2,(1-3)J+2 D: -1,2 d(l-z)J+z,(1»z)z+2' Dm,z" d(:—z):+2,(;«2)1+3 -
E

DI—I,Z; os demais valores de d(§—2)1+ 2 sdo iguais a zero.

a = AN a = P a e
(1-2)1+2,(1-3))+2 1-1,2' (1-2)3+2,(1-2)J+2 - 1-1,2° (1-2)3+2,(1-2)3+3
E

Am,z' os demals valores . sio iguais a zero.
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N -
bu-zmz,(mmz - BI -1,2° b(x»z)hz,(:u:mﬂ“ B £-1,2" b(xwz)uz,{i-z)nz“
P _ B - R®S . _
Bl-x,z' b(l«z}:+z,(s-z)1+3 - B:-i,z' b(1-2}3+2.(i—1)1+2 Bm,z’ os demais va
lores de b(1—2)1+2,m s3o iguals a zero.
Das equagbes (E.16), obtém-se:
N W
C(I—Z)J+3,(I-3)J+3 - C:—z,s' C(I~2}3+3,([-2}I+2 - Cx—l,a” C(iwzma,(mnﬁ -
P _ E _ s
Cras  Sunreaanme Cras Samsgnns = Clap,s5 08 demais  valo-
res de C(i-2)5+3,m sdo iguals a zero.
N W
d(1—2}1+3,(1—3)1+3“’ Dx -1,3 d(z—2)1+3,(x-2}3+2' D I-1,% d(I«Z}J+3?{Ev2)}+3=
P 3}
D{’m, d(}—2)}+3,(l—2)3+4 = DI»1.3; os demais valores de d(l—ﬁ)hS,m sic  iguais
a Zero.
N w
dnmsanras Py faonsaam: S AMray faomsaaoies O
P B
1-1,3° a(]~2)1+3,(1«2}.}+4“ A}-l,a’ os demais valores de a(i__z}“&m s&0 iguals
a zero,
N W ;
b(1-2)1+3,(1-3);+3 - Bi -1,3° b(1~2)3+3,(1-2;5+z” B 1-1,3 b(m};m.(f-z}m“
P E - 5 X -
1-1,3° b{i-z}hB,(I—Z)JM - BI—I,3’ b(r«2)1+3,(}—1)1+3 B Bm,a’ o5 demals va
lores de b(i—2)1+3,m sdo lguais a zero.
Das equagdes (E.17), obtém-se:
N W .
C(I—I)J—l,(i~2)5wl— Cx-a,;m’ C(x-m-:,a»m-z" _ Cs«x,m’ C(I—l)}-l,(lwl).l‘ml_
P E S
-3¢ Canrnany” Sl Cavyapya™ Syt 08 demals  valo-
res de C(!—l).}'—l,m sdo iguais a zero.
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N W

d("m“l-(*“z)-‘%u DYy d(mn-a,(l-m-z“ Dy d{m).rm(x-ﬂm'
P
Dl»l,J-l; os demais valores de d(!_mwl’m sho iguais a zero.

N W

Ya-nr-n0-2517 Aagr da-01-1,0-01-2" A ger 01,011
P
Al—l,J—l' os demais valores de &{]ml)Jml,m sfio iguais a zero.
N W
Panra” Pty Par-1,0-00-2 By pr B -r-1, 011

P E 5
e Caernanr”  Brasr Paongenwa™ By 08 demals  valo-
res de b sdo iguals a zero,
© 20-13-1,m g
Das equagoes (E.18), obtém-se:
N W E
C(Iwi}i,(i-z).}_ Cz -1,y C(l—l)J,{I—i)J-—l_ ¢ I-1,1 * Cl—i,.!’ C(M)J,(I-m“
P S
Ci-l,l’ C(H)J‘U— Cld,J’ os demais valores de C(i—l)J,m sfo iguais a zero.
d = Dw I)E ; o8 demais valores de d sho  iguais a
a-03,0-03-10 “1-13 1-1,7 (1-1)J,m gua
ZET0.
Em adicéo,
A 0; para todos os valores.
b(H)J,m: 0; para todos os valores.
Das equagbes (E.19), obtém-se:
N S
C(1m1)1+1,(1-2)1+1” CI 1 * CI,l' C(1~1}J+1,(1-1}J+1“ CI 5 C{!»1)1+1,(1~1)J+2'"

cE 4 C‘:r g o8 demais valores de C sfo 1guals a zero,

1,1 1-1)J+1,m
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Em adigio,

d(l—1)1+1.m= 0; para todos os valores.

a(l—l)lﬂ.mg {; para todos os valores.

b(z—z}hl.mm 0; para todos os valores.

Das equagbes (E.20), obtém-se:

CN + CS W

C(I—I)J+2,(I—2)}+2= 1,2 1,2’ C(z—1)5-«2,(;4)1:«1m ¢ 1,2 C(s-—i)hz,(zmz)nz“
P _ E _

Cl,z’ C(!—1)3+2,(I-1)J+3“ Cl.z’ os demais valores de C(I—L}J+2,m sdo - 1guais
a zero.

d = DV - D’ os demais valores de d s8o iguais a
(1-1)7+2,(1-2)3+2 1,2 Lz (1-1)}3+2,m

zero,

Em adigéo,

a = (); para todos valores.
(1-1)342,m p o8

b{H)Hz o 0; para todos os valores.

Das equagdes (E.21), obtém-se;

CN + E + CW’

p
- ., C = ct als  va
Cora-n 1,1 Ly Cuwuas S 1,3 os demals valores

Cun® Ci

C do iguais a zero.
de 1.m S80 18

Em adigio,
dn,m2 0; para todos os valores.
T 0; para todos os valores.
le > 0; para todos os valores.

onde m pode assumir os valores 1,2,3,...,1J.
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Alternativamente, os elementos da matriz (A) podem ser, facilmente,

identificados, através das seguintes expressdes compactadas:

g;1=1
w E

A[Zid + 2(3-D1, 21 + 1+2(j~—1)1] = Cj .t Cj i i=1 (E.26)
C? ;3 paraos demais 1 e §

OBS.: A condi¢do 1 = 1 e j = J, implica em um ponto fora da matriz, logo, nfo

deve ser usada.

A[Zi-1 + 20510, 21 -1 + 2(j-1)l] = Cl; ; para todos 1 e | (E.27)
0; i =1

A[:i -1+ 2(4~D1, 2& ~ 3 + 2(1-1)2} = C";i + C? si=1 (E.28)
C‘;’ ,+ paraos demais i e j

OBS.: A condigdo i = 1 e j = 1, implica em uwm ponto fora da matriz, logo, nio

deve ser usada.

CNE+ C si=1
A(2i -1+ 2G-D1, 26 - 1 + th] =4 (E.29)

Cj ; paraos demals } e }

*

OBS.: A condigdo j = J, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio deve ser

usada.

cNi-r S si=d
A[2i -1+ 20-11, 21 -1 + 2(1—2)1] = ;; I (E.30)

Cj ; paraos demais i e }

OBS.: A condiglio j = 1, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio serve.
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pi= 21
= 1,1
A{Zi -1+ 2(31)1, 2i + 231] =105 N, j=1 (E.31)
N Jad
\Di j paraos demals § e §

OBS.: A condicfo J J, implica em

usada,

pontos fora da matriz, logo, nfo deve ser

a; j= 1,1
A[?.i -1+ 2(§-1)1, 2i + 2(3—1)1] =40; 1 = 1,1 (E.32)
i)i ;3 para os demais 1 e ]
0; j= 1,3
O;i=1I-1,1
A[Zi -1+ 20310, 21 + 2 + 2(}“1)]} = *DE _ DV;V 1= 1 (E.33)
i j.i
LD? ;j paraos demais § e j
BS.: A condigdo I = I ¢ § = J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio
SeTVE.
s j& »
= 1,2
A[2i -1+ 2(~1DI, 2i - 2 + 2(_;—1)1} =% _pf .= 1 (E.34)
i.i Jat
W
LD3 ;i paraos demais { € j

OBS.: A condigio i

s€rve.

1, implica em pontos fora da matriz, logo, nio
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,
p =2
0; 1= 1,1
A[Zi -1+ 2(-DI, 21 + 2(j—2)§] =1pN _ pf D= (E.35)
1. bt
L3:)1: ;i paraos demais 1 e j
OBS.: A condiglio j = 1, tmplica em pontos fora da matriz, logo, nio serve.
0; f=1,J
A[Zi + 2(5-1M, 21 -3 + Z(jwi)l] = 40; i =1,1 (E.36)
w
B} ;7 para os demals { ¢ |
OBS.: A condigdo i = 1 e j = 1, implica em pontos fora da matriz, logo, nio

SCrve.

A{2i £ 20-DL 21 - 1+ zu—m}

A{za S 2FDL 21 -1+ z(j-zn}

OBS.: A condi¢io } = 1, implica

usada,

0;

0;
S
i

A(zi € 20701, 21 - 1 + 211]

B

0; j=1,JF

0; 1= 1,1 (E.37)
Bl;’s; para os demais 1 e §

O; j=1

0; 1=1,1 (E.38)
BN

;i para os demais i e }

em pontos fora da matriz, logo, nio deve ser

j=1

i=11

(E.39)

;3 para os demais i ¢ j

]

OBS.: A condigio j = J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio serve.
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0; j=1,1
A[Zi + 2011, 21 + 1+ 2(j-—1)1] =40; 1=1,1 (E.40)

B? ;3 para os demais 1 e |

OBS.: A condigio 1 = 1 ¢ ] = J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio deve

ser usada.

Q; | 1,J-1

A[21 + 2(3-1M, 2i + ZJI} =40; 1= 1,1 (E.41)

Aj .3 para os dernais 1 e j

OBS.: A condigdo j = J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio serve.

0; j

1,
A[2i + 20-DI, 2i + 2€j—l)§] =40;1=1,1 (E.42)

Ai .+ para os demais § e }

0; j= 1,1

1,1-1,1 (E.43)

i

A[Zi + 20511, 21 + 2 + 2(j-1}l] = 40; i

Ai; ;3 para os demais i ¢ j

OBS.: A condigdio i = 1 ¢ j = J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio

sServe.

a; j=2,1
A[Zi + 20311, 21+ 2(j-2)l} =40; 1 =1,1 (K.44)

AN ,; para os demais § e j

OBS.: A condigdo j = 1, implica em pontos fora da matriz, logo, nio deve ser

usada,
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o
Lo
H

i,d
A[Zi c2G-DL 20 - 2 + 2(;«-1)1] =10 1 =121 | (E..45)

A ;i para os demais 1 e j

OBS.: A condigio i = 1 e J = 1, implica em pontos fora da matriz, logo, nio

serve,

A matriz (A), assim obtida, é mostrada mna Fig. E.3, considerando-se
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Fig. E.3 ~ Estrutura rearranjada da matriz (A) para o primeiro e quarto grupos.

o

152



1.2. SEGUNDO GRUFO

Neste grupo, como definido na seqdo 2.3.2, as quatro paredes que limi-
tam a regiio em andlise, sio eclétricas (Fig. E.4). Desta forma, aplicando-se as
equagbes (2.35) e (2.36) para cada ponto P (caracterizade pelo par ordenado
(i, (Fig. E.4)} da malha, e levando-se em consideracio as condicSes de contor-

no nas paredes elétricas (equagbes (2.38b)), tem-se:

Para os pontos (1,]):

,1)
Hyl,l = {}
Hxl,l = Q. : (E.46)
(1,2)
= (J.
y1,2

2 P E N 8
- £ + A + + H +
7zﬁxl,2 Ak,ZHx},Z 1,2Hx1,3 [Ax,z Al,z} x2,2

+ [Bi ) - BT.z}Hyz,z' (E.47)
(1,3).
¥1,3 =0
*TinI,ii = A\f,:ini,Z * A];,3Hx1,3 * A?,.3Hx},4+ [AI;J@ A§,3} §{‘(2,3 *
+ [Bi \ - B’f’s] H, . (E.48)

Como as equagbes para os pontos {1,4),(1,5),....(1,J-2), sio
semelhantes as equagbes obtidas para o ponto (1,3), elas nio serio apresentadas.

Dando continuidade, tem-se;
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PAREDE

ELETRICA
; /{
R 1,2 1.3 11 /:,;/
*r F®
;fl
4
21 22 2.3 2.4-1 24
: & ®
31 32 33 341 Y
LI
* 2 o L o
» [ w & L]
-1,1% T2 Y13 PR B S
&« ¥ e
i 12 13 hd~1 (d
PAREDE ./

ELETRICA

Fig. E4 - Malha Gradual de Pontos (i,j) (i = 1,2,...1 ¢ j = 1,2,..,0) para o©

segundo grupo.
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= (},
y1,J-1
p W P M 5
- = H + A + + A H +
(AR Loz © AP [ 1,1-1 1,1—1] x2,J-1
8 N
+ IB - H .
{: 1,J-1 Bx,.;—z] v2,3-1
(,1)
= 0.
y1,J
= {)
Hxl,J
Para os pontos (2,j):
(2,1
2 E W W E P
- = ID - D + JC + C + H +
LA {2,1 2,1]sz,z [ 2.1 2,1}Hy2,2 Cabya,
S
C_H .
2,17 y3,1
= {3
Hx2,i
(2,2)
2 N P B §
—-y"H = + D + H +
3’1 ¥2,2 2,2 x1,2 2,2 x2,2 DZ,Z x2,3 DZ,Z x3,2
w P B S
+ H 1 + .
Cz,z y2,1 2,2I ¥2,2 2,2 y2,3 Czszgy:&,z
p N P B )
—-¥'H = A + + +
?z x2,2 2,2 x1,2 2,2 x2,2 2,2 x2,3 AZ,EHXS.Z
w P B . 8
H + B + B B H .
2,2 y2,1 2,2 'y2,2 2,2 y2,3 2,2 y3,2
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(E.49)

(E.50)

(E.51)

(E£.52)



“72**,2,3 - I:,a x1,3 V;,a 2.2 * 2,3 2.3 ?,3 2,4 ¢ j,aﬂxa,a *
T P . B S
2,3 y2,2 2,3 y2,3 2,3 y2,4 2,3 ¥3,3
—72 23 1:,3 x1,3 \:,3 22 }2,,3 2.3 ¢ j,zp x2,4 A§,3Hx3,3 *
‘:,3 ¥2,2 * B};,a y2,3 * ?.3 v2,4 ¥ 2,3Hy3,3' (E.53)
De forma andloga, as equagdes para os pontos (2,4),(2,5),...,(2,1-2)
nido sio apresentadas. Logo:
(2,3-1)
NWiHyZ,}—l = f,MHm,J—l ¥ ?,J-leZ,J—Z z,mnxz.}w; *
i,J-xHxs,J-i * C‘:I,Jdﬂyz,.!—z * Z,ngz,pl *
* Cf,J—EHyz.J * z,J-lHy.’i,le'
"?iﬂxz,m - ]:,J—lel,J-I * A‘;{,J—IH:@,J—Z §,.§~1 x2,0-1
S L Py .
2,J-1 x3,J-1 2,1-1 'y2,J-2 2,J-1 'y2,)-1
}23,»1 ¥2,J Bj,}—IHyii.le' (E.54)
(2,3
"yzﬁyz,J B [DV:,J B Df,;t] Mg * [Cz,s+ CS,J}HyZ,Jml *
z,J ¥2,1 * i,JHy3,}'
Hay=0 (E.55)

Para os pontos (3,)):
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E V'
P 3 H &
LS [Ds,l D3,1} x3,2 3,1 y2,1 [C
P s
H .
3,1 y3,1 3,1 y4,1
= (.
x3,1
(3,2)
y N P B
- H =D +
3’2 y3,2 3,2 x2,2 3,2 x3,2 93,2 x3,3
c¥ +Ch + cE *
3,2 v3,1 3,2 y3,2 3,2 y¥3,3
2 N P E
— = +
?szZi,Z 3,2 x2,2 A3,2 x3,2 AB,Z x3.3
W + BP + B
3,2 y3,1 3,2 y3,2 3,2 y3,3
3,3
2 N W P
a‘zHy3‘3 T 3,3 52,3 3,3 x3,2 I):’5.3 x3,3
N W P
H H
3,3Hy2,3 3,3 y3.2 3,3 v3,3
2 : N W r
- = + A +
ar?,H:tc3,3 3,3 x2,3 3.3 x3,2 3,3 x3,3
N + W + BP
3,3 y2,3 3,3 y3,2 3,3 y3,3
(3,3-1)
2 N W P
- H - H H
7z ¥3,J-1 3,11 x2,J-1 3,J-1 x3,J-2

)

DS,J-IHM,J-&

N
H
3,5-1 y2,J-1
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H +
3, J-1 x3,J-1

w
H +
3,0-1 y3,J-2

{E.56)
8 N
H +
Da,z x4,2 3.2 y2,2
.
3,2 y4,2
AS + N H +
3,2 x4,2 3,2 y2,2
B° H . (E.57)
3,2 y4,2
E s
+
{)3,3 x3.,4 3,3Hx4,3
il S
H H .
3,3 y3,4 3,3 v4,3
B g
3,3 x3.4 A3,3Hx4,3
i S
B H .
3,3 v3,4 3.3 'y4,3
(E.58)



P
C +
3,1»1“;«3,.1—1

"72 x3,0-1 !:.J—Isz,J~1 * A-%;I,J»xﬁxs,m * AZ,J*IH):S,J—Z *
* Ag,J—IHM,J—l Br:,mgyz,.tui * B‘:,}—iﬂyml—z *

Bz,.!-lHyS,J-l Bf,l-; y3,1 Ez,mﬁqu‘ (E.59)
3,0
WWiHy:&,J - [D\:,J B D?,J] Hx3,J-1 * Cf,JHyz.J * [Cj}*» Cf.i]ﬂy?;,}-vl ¥

C];,J v3,J * C;J y4,3
Hx3,] =0 {E.60)
Como as equagbes para os pontos das linhas  (4,§),(51,...,0-2,],

E
3,1-1 ¥3,J

s

C .
S.J-lHyt&,J»l

sdo semelhantes s ecquagdes obtidas para os pontos da linha (3,j), respeitando-

se as posigbes relativas, elas ndo sio apresentadas. Continuando, tem-se:

Para os pontos (I-1,}):

(1-1,1)

2 E W N
- = |D - +
yzHyFl,l [ 1-1,1 DI—I,I]HXKMI,Z

W 2
+ 1C + C .
{ I-1,1 i—l,l}HyI-l,z
H = 0.

xI-1,1
(1"112)

2 N P
- H = + +
Tz yi-1,2 DI-I,ZHxI-—Z.Z 1-1,2 xI-1,2

S + N H
I-1,2 xI,2 I-1,2 yI-2,2
P E

H .
1-1,2 yI-1,2 -2 yI-1,3
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C
I—I.IHyi-E,l

Py R
1-1,1 yi-1,1

(E.61)

E
+
i-—l,2ﬂx§w1,3

W
+
1 *I,ZHyI—l,I



"?iﬂxm,z = T-l,zﬁxm,z * Af-a,zﬂxm.z
AS H +B o+
1-1,2 xi,2 I-1,2 yi-2,2
Bll,»z,zﬁym,z * B?-l,zﬂyi—x,s‘
{1~1,3)
"72Hy1~1.3 = Dl:—z,sﬂximz,a ‘:,—1,3“;(:—1,2 ¥
IIE—I,BH);PIA il,s x,3
LA P
1-1,3 yI-1L2  CI-1,3 yi-1,3
“?inz-z,a = Tni,ngI—Z,S AT-;,?,Hxi-i,z
* A?—z,snxr-l,as iz,s x1,3
* B‘f-z,sﬂyr-a,z B§w1,3Hyr-1,3
(1-1,3-1)
“Wiﬂyl—l,m = I:—I,J—IHJ:I—Z,}—I N
f-l,J-inE—l,J—i X
]:wl,.l—iHy}-z,}—l N
C}l)—l,JHIHyiml.J_—I v cp
MJZHxlnl,}*l = T—l,}—inxlmz.lml M

P

-
I~1,3~IHxI—I,J-1

N

5

w

159

B

H +
1-1,2 xI-1,3

w

H +
1-1,2 yi-1,1

P

H +
F-1,3 xi-1,3

N

C H +
I-1,3 y1-2.3

B
H .
1-1,3 yl-1,4

P

+
§w1,3HxI-1.3

N

B +
1—1,3HyI~2,3

E
H .
I-1,3 yi-1,4

iwl,J—leI—l,J—z *
M,J-zﬁﬂ,z—x *
Cl~1,3~1Hyf~1,s—z *

Ci-l,J—IHy{ml,J'
;-1,J~xHx1-1,3~2 *
A!-«l,J—IHxIJ-l *

B H + B +
I-4,J-1 yi-2,)-1 l-i,J—lHyi—l,J—Z

(E.62)

(E£.63)



P E
+
B!—I,J—lﬂyl—i,l-i

{1I-1,1)
W E

s T {DI-—IJ B DI»i,J}Hx!—i,J-I *

Para os pontos (I,j):

§ P
+ A +
1,2 1,2] Hxl—i.z

N s
* [BI,Z - B:,z]ﬁyi—l,z'

(1,3)

2 N 5 w
- = A + A H + + +
yszI,B [ i,3 1.3] yI-1,3 A I ,BHxl,Z AI,3HXI,3 A

N S
* [BI,S Bl.a]Hy1~1,3‘

(1,J-1)
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+ H +
I-1,J 2—1.}] yi-1,)-1

AI,Z x1L,2

Bi«-l,}nx}lylv}.l'

N

H +
1-1,F vi-2,3

P
H .
-1, yi-1,J

E

5
E,IZHxi,B

P

(E.64)

(E.558)

(E.66)

(E.67)
EIE,SH::I,4+

{E.68)



Hyl,:-—l N

N g 1 w P
- = |A + 37 + A H + A H +
Y H [ 1,31 AI.J-—1j yi~i,d-1 1,0-1%0,5-2 L1 xlie1

N S
* [Bz,i-l_ SI,J-—I]HyI-—l,J—l' (E.69)
an
Hﬂ, ;= 0.
oy = ¢ (E.70)

De forma aniloga ao que foi feito para o primeiro grupo, as equagdes
para os pontos da malha (equagées (E.46) a (E.70)) (Fig. E.4),podem ser escritas

na forma de um problema de autovalores convencional (equagio (E.23)), ou seja:
[(A) - AUKX) = 0 . (E.71)
Para manter a forma da matriz (A}, como bloco tridiagonal, as equagdes
(E.46) a (E.70) sio arrumadas, de modo que os coeficientes do vetor (X) e da

matriz (A} sejam posicionados como segue:

X)=MH_ ,H ,H

SRS TS WS 10 LS O LS U6 L I
T
sz,l’ y2,1" T xz,2" Tyt UV Hx:,J’ yi,f) ' (E.72)
al.l bi,i al,z b1,2 ai,M bl,M
d C
1,1 71,1 di.z Cx,z dI.M CI,M
= 1a o
(a) 2,1 bz,l az.z bz,z az,M bz,M ? (E.73)
C d C e d c
J M1 M2 M2 MM MM
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onde M = L), e os coeficientes aij, bii' Ci.& e dlj sfio obtidos diretamente das

equagdes (E.46) a (E.70), como segue.

Das equagbes (E.46), conclui-se que:

Cl’m = 0; para todos os valores de m.
dhm = (); para todos os valores de m.
L= 0; para todos os valores de m.
bl’m = 0; para todos os valores de m.

Das equagtes (E.47), obtém-se:

C2 = 0; para todos os valores de m.
84
dz = (; para todos os valores de m.
,m
P E N S
= A a = a = A + A os demais valores de
az‘z 1,2' 2,3 A1,2’ 2,742 1,2 1,2°

a,  sdo iguais a zero.
m

33

S N .
= - B ; os demals valores de bz sdo iguais a zero.
N

b2.1+2 Bl,z 1,2

Das equacbes (E.48), obtém-se:

03 o = 0; para todos os valores de m.
d3 L 0, para todos os valores de m.
w P B N s
= A , a = A ., a = , = + os demais
aa,z 1,3 73,3 1,3 3,4 Ax .3 33,343 A 1,3 A 1,3 e

valores de a, sdo iguais a zero.

+

S N
= B - : e ero.
b3’1+3 1.3 l?.l’3 os demais valores de 193’m sdo iguais a zero

Das equagoes (E.49), obtém-se:
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CJ-; - = 0; para todos os valores de m.
dJ_1 o = (; para todos os valores de m.
W P N S
& = a = a = A + A ;. 08
3-1,1-2 1,1-1" U1kt | 1% R P8 T 5 38 1,J-1 1,J-r" -

demals valores de a s&o iguels a zero.
B - g

o a d s&0 uals a
bJ-—l,ZJ—l 1ol PRt os demais wvalores de kam fgual

¥

ZEro.

Das equagdes (E.50), conclui-se que:

CJ,m = (; para todos os valores de m.
dJ,m = 0; para todos os valores de m.
a 0; para todos os valores de m.
b.}',m = (; para todos os valores de m.

Das equages (E.51), obtém-se:

_ P ¥ LB e -

C = C C : os demals
141,341 2,1° Tie1Je2 2,1 2,17 The121+1 2,1 7

valores de C sdo iguais a zero.
T+1,m

B W
d =D - D_ ; os demais valo d sdo iguais a zero.
J+1,3+2 2,1 2,1’ m res de J+l,m & az
a = (; para todos os valores de m.
J+1,m
= {; para todos os valores de m.
J+l,m

Das eguagdes (E.52), obtém-se:

w P B 5
C = , C e . e . e
J+2,141 C 2,2 J+2,J+2 CZ,Z CJ+2,3+3 62,2 CJ+2,2§+2 CZ,Z

os demais valores de CJ+2 " s&o Iiguais a zero.

N P E 5
d = , d = = .
J+2,2 Dz ,2 342,542 Dz.z‘ d]+2.1+3 Dz 2 dJ+2,2]+z Dz,z’

1

os demals valores de dm _ séo iguals a zero.
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N P E

2 = ) = = ., & =
J+2,2 A‘z.z 402,042 Az,z‘ 152,043 Az,z 342,2342
demais valores de L sho iguais a zero.
W P B
= = = ., b
b3+2,1+1 B 2,7 bnz,nz Rz,z’ b}+z,s+3 B 2,2 32,2542
os demals valores de bJ+2 o s#o iguais a zero.
Das equagbes (E.53), obtém-se:
w P E
C = C_ ., = , € = O
J+3,F+2 2.3 C.¥+3,}+3 C2,3 J+3, 144 2.3 CI+3,2J#3
os demais valores de C5+ - sdo iguals a zero.
N W P
d = D, d = D, , d = D, d
J+3,3 2.3 Je3, 142 2.3 J+3,143 2,3 I+3,1+4
S
d = D ; os demais valores de d sfo iguals a zero.
J+3,23+43 2,3 J+3,m
N w P
33433 2,3 a1+3,J+2 - Az,s’ TR ‘%2,3' 43,144
S
a = ; O8 5 va de a a als a zero.
J+3,2043 Az,a os demai lores Fedm sdo igu
w P E
bJ+3,J+2 - Bz,s’ bs+3,.1+3 = By b1+3,1+4 - Bz,s’ b1+3,2}@3
os demais valores de bha o sdo iguals a zero.
Das equagdes (E.54), obtém-se:
w P
= C s = C .
C21-1,2:~2 2,11 C21-1,21»1 2,1-1 Cz}-z,z.}
S
= C ; os demals valores de sdo iguals & zero.
C25—1,3.1—1 2,5-1 alor C2I-1,m guals &
N W
d = , d = d
23-1,3-1 DZ,J—I 23-1,21-2 D 2.5 23-1,23-1
5
= ; os d o a Zero.
d21~1,31-1 DZ,M emais valores de dzj»«-x.m sdo iguais a zero
N W
a = , a m ,
2¥-1,3-1 Az J-1 2J-1,2J-2 A 2,1-1 Ay0-1,231
s :
a 201,301 = AZ,Jmi’ os demais valores de 2 im sdo lguals a zero.
w P
b = * = ®
2J-1,2)-2 B 2,J-1 sz-1,21~1 B2,.3”1 bZJ-—l.ZJ
s
sz' a1 = Bz.;q' 05 demais valores de sz_l’m sdo iguais a zero.

Das equagdes (E.55), obtém-se:

164



=c¥ 4+ B, ¢ =c ¢ = C

. : demats valo-
Conzi 2.1 2.0 21,21 2,5 23,35 5,0 O alo

res de (32_‘E o sho iguals a zero,

w E
- - H d -~ -
dzj,zj—l Dz,; Dz,J’ os demals valores de dzj, sdo iguais a zero
a = {); para todos os valores de m.
25,m
sz = 0; para todos os valores de m.

Das eguagdes (E.56), obtém-se:

N P W E

C = C C = C = +
21+1,541 3,1 21+1,25+1 3,1° 23412342 3,0 3,1
5
= : demais valores de sf0 Iguals a zero.
C21+1.33+z Cs,z’ 08 CZ.HI,m E _
d = DE - pv i os demals valores de d sho iguoals a
2J+1,2542 3,1 3,1 2¥+1,m
Zero.
a = 0; para tedos os valores de m.
2h1m
b21+1,m = (; para todos os valores de m.
Das equagdes (E.57), obtém-se
N W 7
= C » C = y .4 =
C2}+2,1+2 3,2 23+2,27+1 Cs,z C2§+2,2.§+2 Ca,z' C23+2,21+3
31 5
=, = C~ ; os de fore X 3 : .
3.2 (22“2!3“2 3.2 mais valores de Czj+-2.m s&0 lguais a zero
N ¥ 1)
= ¥ d = I} 3 - =
2142542 3,2 2342,2742 3,2 d21+2,2}+3 D3,2’ d23+2,31+2
&
= : demais valor 88 a 7ero.
133’2 os lores de d21+2,m o igwalis a zero
a = N a = F a @ AE
2142042 3,27 T21+2,2342 3,2° T2rez23e3 0 a2’
S
a = A" : 05 de .
2742,3142 3.2 demais valores de 3 Le2m slio iguais a zero
N \4 P
b = , b = . = =
2J42,1+2 Bs,z 23+2,2741 Bs,z bzuz,znz Bs.z’ b21+z,z;+3

BS ; o8 demais valores de sz

32" b21+2,31+z =B, sio iguals a zero.

+2.m

Das equagdes (E.58), obtém-se
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N W P

Conms = Sy Cunpa ® S5 Cusae T S Cuaang S
= C?,s’ CZJ+3,3 o3 = 02’3; os demals valores de Czhs,m sfio iguais a zero.

dosesges = Dr:,s' Qs = D‘:,s’ Gpaans = Dz.s' dosaareg =
= Dij_g,' dzJ+3.BJ+3 = D;S; os demais valores de d2}+3’m sdo iguais a zero.

Ay543,343 A;:.:x’ da5s3,20e2 A‘:j.a’ fanz2ies T Az,a’ barezrea
= A}j’y a21+3’3]+3 = Ai?,; os demais valores de B re3.m s30 iguals a zero.

N W P

borages = Bag Bjianng = Byg Boresares = Bay Poiangg =
= Blj,s' b2J+3,31+3 == B§’3; os demais valores de b21+3,m sio iguals a zero.

Das equagtes (E.59), obtém-se

Corararr © Cl:,i—i’ Ciyga12 = C‘:Jﬂl’ Car1311 Cl;,x-z’
CB}-I,:U = “I;.H, C3J»1,4J—1 = Ci,]-l; os demals valores de CSJ-i,m sio lguais
a zero.

N w P

gz = Do Yame = Pagr Yigang Dy s
d3j..,;,33 = Di,z-i; os demails valores de d3}-1!m sfio iguais a zero,

Y5200 T AI:,J-x’ 812 T A‘:Jml’ apa00r Azw}-i‘
331—1,31 = Aig}_l; os demais valores de aaj_hm sdo iguais a zero.

b31-1,21-1 = B?:,Iml' b31_1,3}-2 = BV;,M‘ bSJ-I,aj—l z.xwz'
b31-1,35 = B?,M’ b35—1,45—1 = B:,M; os demais valores de balw},m s&0 iguais
a zero.

Das equagbes (E.60), obtém-se:

Caras = C!:,J’ Cia1a = C“BI,J * Cf,r Copay = CIB,,J’ Canas Ci,l;
os demais valores de Cal’m sio iguais a zero.

d =DV -pF ; os demals valores de d sdo iguais a zero.

33,31-1 3, 3,J 33,m

&= 0; para todos os valores de m.
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b:”m = 0; para todos os valores de m.

Das equagbes (E.61), obtém-se:

N P
C(]-2)1+1,(]—3}J+1 CI~Z,I' C(i-—Z)MI,{i»Z)JH Clml,l'
w E
C(I—2)1+1,(i-2)1+2 = Cl-z,k + 111 %8 demais wvalores de C(I—Z}j+1,m sio
iguais a zero.
E

d{l~2)1+1,{1-z)1+2 Dx-z,l - Dl—m' os demals valores de d(lwz)}’u,m
s#o iguais a zero.

i 2)es 0; para todos os valores de m.

b(}»2)1+1,(1—2}5+2 = {; para todos os valores de m.

Das equagdes (E.62), obtém-se:

C N C v

(1-2)3+2,(1-3)1+2 I-1,2 (1-2)5+2,(1-2)J+1 1-1,2

P
C(I«»z).‘i+2,(l—2)}+2 1-1,2 C{I—Z)J+2,{I-2)J+3 B
C(I»z)5+2,m 580 iguais a zero.
N
d(l-2)1+2.(1—3)1+2 B DI-I.Z’
d = p° d -
(I-2)142,(1-2)J+3 I-1,2' (I-2)3+2,(1-1)¥+2

d(z-z}m,m sdo iguais a zero.

N
a(l-z)hz,(z-s)sn I-1,2'
E

I-1,2°

a a
(1-233+2,(1-2)J+3 (1-2)3+2,(1-1)J+2

i .
a(1—2)1+2,m sdo iguais a zero

N
b(1-2)5+2,(1-3)1+z - B 1-1,2°
P
b(xmz)nz,(m)nz B1-1.2’ b(l—2)J+2,(I-2)J+3 -

b(I_ Dis2.m sdo iguals a zero.

Das equagbes (E.63), obtém-se:
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b(I-Z)J+2,{!—2}J+1

E

: valores de
11,2’ tor

0s demais

P
d
(1-23342,(1-203+2 DE-l,Z'
S
DM R demais wvalores de

ES AP

a
(1-2¥J+2,{1-231+2 {-1,2°

AS

(1.2} os demais  valores de

w
B )

1-1,2
E

11,2 valores de

95 demais



C(I-2)1+3.(§~3)3+3 C

2
Cl-«l,a‘

C([—Z}J+3,(I-—2)J+3

C(I—2)1+3,m sfo lguals a zero.

N
d(1—2)5+3,(1~3)3¢3 D 1-1,3’
d Poia
(I-2)J+3,(1-2)3+3 I-1,3" {1-2)3+3,(1-2)1+4

$
P . £
DI~1.3’ os demals valeres d d(l-z)J+3,m
N
B (1-2)743,(1-3)1+3 = Al
a P a
(I-2)3+3,(1-2)7+3 1-1,3" (F-2)3+3,(1-2)1+4

s
E s d is ores d
AINI,3 os demais val 6a(1‘2)}+3,m
N
b(}-2)1+3,(1m3)1+3 h Bl -1,3

P

b(1—2)1+3,(1-2}1+3 1-1,3°

b(1—2)1+3,m séo lguals a zero,

Das equagdes (E.64), obtém-se:
N
C(I—l)J-l,(l-Z}J—l F-1,J-1"
c _ P
(I-1}3-1,(1-1)5-1 I-1,J5-1 (1-1)3-1,(1-1}3

C{I»})}—l,m sdo iguais a zero.

g N
(I-1)J-1,{1-2)1-1

P

1-1,3-1"

d(lml)]—l.(l-l))—l

d(1~1)5~1,m sdo jguais a zero,

a _ N

(1-1)1-1,(1-2)1-1 - 1-1,3-1
& = P N a
I-1)1-1,(1-1)1-1 1-1,3-1 (I-1)F-1,13-1
a(H) SL.m sio lguais a zero.

b = N

(I-1)3-1,(1-2)1-1 I-1,J5-1°

P

b(x-1)1—1,(1«1):~1 BH,M’ b{l-—i)J-l,(I—l)}
b sdo iguais a zero.

(1-1)J-1,m

N
1-1,3"

C{z—z}1+3,( 1-2)i+4

b(I-Z}J+3,(I—2)J+4

P-1,3-1

d(i»l)J-I,U-i
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W

C '
E-1,3

C(¥~2}3+39(1~2)J+2
21

; ajor de
r-13 v €S

os  demals

W

d(£~2)143,€i—2)3+2 D I-1,3'
3

Di“’lrsp d(§“2)1+3,(§—1)1+3 N

520 lguais a zero.

a = AW
(-2)1+3,(5-2)1+2 ¥-1,3"
_ B
1-1,3" 3(1-2)14»3,(;-}_);1»3

sdo iguais a zero.

W
B ,
1-1,3

b(!m2}5+3,(f-2)}+2

BE

: e
115 valores de

os demais

W
C :
{I-123-1,(0-1)5-2 = 1-1,3-1
B
-ni-t os demais valores de

d W
J-135-1,(1-1)3-2 1-1,k-1
8

: valo de
-1, 11’ Tes

o8  demais

a W
{(-D1-4,(0-1)1-2 1-1,1-1
s

L1’ valores de

os  demais

b = w

(-1} J-1,(1-1}J-2 1-1,J-1"
E
Bl—l b 08 demals valores de



Das equagdes (E.65), obtém-se:

a-0,G-21 CT»:,J’ Covngar T C‘f-x,r * G?—I,I'
A-1)1.0-1)7 = CE—I.J; os demais valores de C(H)}'m s&o iguais a zero,
d(H}J’(H)J“I = D‘f-i,J - DI;‘_LJ; os demais valores de d(lmi)!,m sio
iguais a zero.
A 0; para todos os valores de m.
b{l—l)J,m = (); para todos os valores de m.

Das equagbes (E.66), obtém-se

C(1-3}1+1,m = 0; para todos os valores de m.
d(lml)h-l,m = (); para todos os valores de m.
a(l—i)h},m = (; para todos os valores de m.
b(I—l)Jﬂ.m = 0; para todos os valores de m.

Das equacoes (E.67), obtém-se

C(!~1)J+2,m = O; para todos os valores de m.

d(i—1}3+2,m = 0; para todos os valores de m.

Lnpe,anne T AT,z ¥ A?,z’ fenrea-nie A‘”};,z’
I N Al:‘,z; os demais valores de A1) 2,m sdo iguais a zero.

b(1~1}1+2.(1~2)1+2 = B?,z - Biz; os demais valores de b(I-I}HZ,m s80

iguais a zero.

Das equagdes (E.68), obtém-—se

H

C(;., Dissm 0: para todos os valores de m.

d{I-I)J+3_,m = para todos os valores de m.
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N 8 _ W

a(l-1)1+3.(1~2)}+3 = A 1,3 + &1,3’ &(i-z}ha.(l-»i).t-g.z A £,3
Aa-Drs, 0D A];.a’ nrea,a-niee A?j; 06 demals valores de
a([—1)1+3,m sfio iguals a zero.

b{1u1)1+3.(1-2)l+3 = B?’a - Eﬁis; os demals valores de b(r-z}}'«»:;,m 830

iguais a zero.

Das equagdes (E.69), obtém-se

C”m1 = 0; para todos os valores de m.
d = 0; para todos os valores de m.
1J-1,m
N ) w
= + A . a = A s =
all»l,(l~1}1~1 AI J-1 1,i1-1 1J-1,1)-2 i.J-1 al}-—i,'i}—l
P
= : 03 demais valores de sidc iguais a zero.
Au—z' aIJ-l.m do fgu z
b = BN - S : os demais valores de b 580
17-1,{I-1)J-1 1.J-1 I1-1 -1,

iguais a zero.

Das equagdes (E.70), obtém-se

C”,m = 0; para todos os valores de m.
du‘m = (; para todos os valores de m.
Ay = 0; para todos os valores de m.
bIJ.m = {; para todos os valores de m,

onde m pode assumir os valores m = 1,2,3,...,1J.

Alternativamente, os elementos da matriz (A) podem ser, facilmente,

identificados através das seguintes expressbes compactadas:

AL+ (D), 201+ AGFD) = (E.74)

Aj jpara os demais valores de { ¢ j
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0 ;i=1,2,1
A(2i-1 + 2K§-1), 213 + 21(}-1)) = W (£.75)
Aj jpara os demais valores de | e §

Obs.: A condigio de I=1 com j=1, implica em um ponto fora da matriz, logo, nido

serve.

g ;i=],1-1,1
Af2i-1 + 2I(j-1), 2i+1 + 2I(j-1)} = (E.76)

A; jpara os demals valores de 1 ¢ }

Obs.: A condigio de i=I com j=J, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio

serve.
(0 ;i=1,1
0 ;j=J

AQ2i-1 + 21(}-1), 2i-1 + 20j) = - Az;z p A? 5 (E.77)
A‘? ; paraos demais valores de 1 e j

OBS.: A condigdo j=J, implica em pontos fora da matriz, logo, ndo serve.

0 ;i=1,1

AQ2i-1 + 20D, 211 + 21(32) = 44N 4 A? si= (E.78)

i

Ar; ; paraos demais valores de i e j

OBS.: A condigdo j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, ndo serve.
8 ; 1,7

A(2i-1 + 21(j-1), 21 + 21(§-1)) = {0 ; i=1,1 (E.7T9)

B? ;i para os demais valores de i e |

0 ; §=1,J
A(2i-1 + 20(3-1), 21 + 2 + 21(j~1)) = {0 ; i=1,1]

B? ,+ para os demais valores de 1 ¢ j

(E.80}

OBS.: A condigio i=l com j=J), implica em um ponto fora da matriz, logo, nio
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sCrve.

0; j=3-1
0;i=1, 1
A21-1 + 21(J-1), 21 + 21 = <B§ - 13*: - (E.81)

B? j§ paraos demais valores de t e |
L ¥

OBS.: A condiglio j=J, implica em pontos fora da matrlz, portanto, nio serve.

¢ ; j=1,]
AQ2i-1 + 2I(§-1), 21 - 2 + 2(-1)) = {0 ; i=1,1

ijv ;3 para os demais valores de i e §

(E.82)
OBS.: A condigdo i=1 com j=1, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio

5CIrve.

0 ;=2
0 ;i=1,1
AQ1-1 + 21(3-1), 21 + 21(}-2)) = 4 BN _ g . i= (E.83)
IESES R
BI; ; paraos demails valores de i e j

OBS.: A condigio j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, nao serve.

(g ; =1,J

AQ2i + 21(-1), 21 + 21(j-1)-1)

i
o}
ptn

il
ook
e

(E.84)

D ; para os demais valores de 1 e j

\

P
1,1

(0 5 =1,

A(21 + 21(j-1), 2i + 21(j~1)-3)

H
a

0 ; i=1,2 (E.85)

LD‘? ;3 Ppara os demais valores de i ¢ j

OBS.: A condigio i=1 com j=1, implica em um ponto fora da matrlz, logo, nio
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srve.

0 ;j=1,J
¢ ;i=1,1

A28 + 21(§-1), 2i-1 + 21(}-2)) = (E.&6)
D; gpara os demais valores de 1 e }

OBS.: A condigdo j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, nic serve.
0;51,]
g ;i=I-1,} :

AQ2L + 21(3-1), 21 + 2I{j-1)+1) = 401;; - D‘;; ;i (E.87)
DT ; paraos demais valores de 1 e j

OBS.: A condigdo i=1 com j=J, implica em um ponto fora da matriz, portanto, nio

S€TVC,

0; j=1,J
A2 + 21(3-1), 21 -1 + 2I)) = {0 ; i=1,I (E.88)

D? .3 para os demais valores de i ¢ }

OBS:: A condigo j=J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio deve ser

usada.
Q;i=1,J

AQ21 + 21(3-1), 21 + 2Kj-1)) = P (E.89)
C3 ;para os demais valores de i e j

0 :j=1,3
0 ;i=I

A2 + 21(3-1), 2i + 2I(3-1)+2) = 4 C\;z 1"'" C? =1 (E.%0)
Cf ; paraos demais valores de i e }

OBS.: A condigdo i=l com j=J, implica em um ponto fora da matriz, portanto, nio

serve.
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0 ; j=1,k~1
A(21 + 21(5-1), 21 + 21)) = s {E.21)
C} jpara os demais valores de t e §

OBS.: A condigio j=J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio serve.

]
4 ;J)=1,7
g ;i=1
AQ21 + 21(3-1), 2i-2 + 2(3~DD) = “c‘;' . C? ;g (E.92)
C‘T 4 paraos demais valores de 1 e }§
L ¥

OBS.: A condigio i=1 com j=1, implica em um ponto fora da matriz, portanto, nio

SCrVe.

0 ;2,1
A2E + 211, 21 + 21(§-2)) = N (E.93)
C. ;para os demaijs valores de 1 ¢ j

i

0BS.: A condic¢do j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, ndo serve.

A matriz (A), assim obtida, € mostrada na Fig. E.5.
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1.3. TERCEIRQ GRUPO

No terceiro grupo, conforme definicio na secio 2.3.2, todas as paredes
que limitam a reglio em andlise sfio magnéticas (Fig. E.6). Ou seja, sfo duals 2s
respectivas paredes usadas ma definigdo do segundo grupo (Fig. E.4). Com ists, a
aplicagio das equagoes -{2.35) e (2.36) para cada ponto P da malha da Fig. E.,
resultard em equagbes, também, duais Aqueclas obtidas para ¢ segundo grupo
(equagbes (E.46) a (E.70)). Conseqiientemente, o vetor (X) ¢ obtido da ,equagio

(E.72), pela simples permutagio de x e y, resultando:

{E.94)

¢, a matriz (A), € obtida substituindo-se a por C, b por d, C por a ¢ d por b

resultando:
1,1 dl,l C:,z di,z CI,M di,M
1,1 31,1 bl,z a1,2 bi,M am&
{(A) = Cz,1 d2,1 Cz,z dz,z Cz,M dz,M s {E.95)

b a b
M,1 "M, M2 aM,z bM,M aM,MJ

Similarmente, nas equagdes (E.74) a (E.93), substitui~se A por C, B

por D, C por A ¢ D por B, resultando:

0 ; j=1,1
AQI-L+ (D), 21+ A1) = { (E.96)

Cj jpara os demais valores de i ¢ j
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Fig. E.6. Malha gradual de pontos (i,j) (i=4,2,..,I1 e §=1,2,....0)

tercelro grupo.
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0 ; F1,2,1
AQ21-1 + 2K(J~1), 21-3 + 2i(j-1) = - (E.97)
Cj ;spara os demais valores de 1 e

OBS.: A condigio I=1 quando j=i, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio
serve.

: 0 ;i=1,1-1,1
AQ2i-1 + 2Kj-1), 2i+1 + 20{}-1)) = - (E.98)

Cj jpara os demais valores de | e }§

OBS.: A condigdo i=I quando j=J, implica em pontos fora da matriz, loge, nio

serve.

0 ;i=1,1
N 8
AQ2i-1 + 2I(j~1), 2i-1 + 21)) = Cj Cj L =1 (E.9%)
c® ; paraos demais valores de i e j

i

-

OBS.: A condigdo j=J, implica em pontos fora da matriz, logo, ndo serve.

0 ;i=1,1
A21-1 + 21(j-1), 2i-1 + 2I(j-2)) = C?i + cf i i=d (E.100)
c ; paraos demais valores de i e §

3oi

OBS.: A condiglio j=1, implica cm pontos fora da matriz, logo, ndo serve.

0;5=1,J
AQ2i-1 + 2101, 21 + 21(j-1)) = {0 ;i=1,1 {E.101)

D§ ;5 para os demais valores de i e j

0 ;i=1,]
A(21-1 + 21(J-1), 2042 + 21(}1)) = {0 ; i=1,1 (E.102)
D? j para os demais valores de i e §

OBS.. A condigio i=I quande j=J, implica em um ponto fora da matriz, logo,
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&0 Serve.

0,j.!

0;i=1,1 ‘
A(21-1 + 21(31), 21 + 20)) = B“ Dj i (E.103)

Di j paraos demais valores de i ¢ j

OBS.: A condigdo j=J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio serve.

0 ;j=1,1
A(2i-1 + 21(j-1), 2i-2 + 21(-1)) = {0 ;i=1,1 (E.104)
D‘: j bara os demais valores de 1 e i

OBS.: A condigdo i=1 quando j=1, implica em um ponte fora da matriz, logo,

nao serve.
r
0 : j=2
0 ;i=1,1
AQI-1 + 21(-1), 21 + 20(3-2)) = { N _ o5 = (E.105)
i TRt
DI & paraos demais valores de 1 e j
\ *

OBS.: A condigdo j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, ndo serve.

0511

A2i + 21(j-1), 2i-1 + 21(j-1))

I

0;i=1,1 {E.106)

B}; ;3 para os demais valores de i e j

0 ;j=1,]

A(21 + 21(3-1), 2i-3 + 21(}-1)

0 ;i=1,2 (E.107)

B?  para os demals valores de i e j

OBS.. A condigdo i=1 com j=1, Implica em um ponto fora da matriz, logo nie

scrve.
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0 ;J=1,]

AQI + 21(-1), 2i-1 + 21(-2)) = {0 =11 (E.108)
Bj jpara os demals valores de | e |

OBS.: A condigdo j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, nio serve.
0,;=1,1
0 ;i=I-1,1

AQL + 21()-1), 2i+1 + 21(}-1)) = <B§ - B\:r =1 (E.109)
B? ; paraos demals valores de i e j

OBS.: A condigio i=l com j=J, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio

SCIrve.

0;j=1.J
A21 + 21(3~1), 21-1 + 2I]) = <0 ; i=1,1 (E.110}

B? ; para os demais valores de i e j

OBS.: A condigdo j=J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio serve,

0 ;=11
A2 + 2H(3-1), 2i + 2H(}-1)) = P (E.111)
A; spara os demals valores de i e j

0 ;1,1
0 ;i=l
AC2i + 21(5-1), 21 + 2K(j-1)+2) = 14% 4 AF =1 (E.112)
i I
A? ; Paraos demais valores de 1 e j
.

OBS.:: A condigio i=I com j=J, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio
serve.
0 ; j1,J-1

A2 + 21(1), 21 + 20)) = | (E.113)

Aj jpara os demais valores de i ¢ j
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OBS.: A condig¢io J=J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio serve.

0 ;F1,]
0 ;i=1

A2t + 21(j-1), 21-2 + 2K(}-1)) = *Ai;r o+ A:}z ;=1 (E.114)
A\: j Pparaos demals valores de 1 e J

OBS.: A condigo i=1 com j=1, implica em um ponte fora da matriz, loge, nio

serve.

0 ;i=2,J
A(21 + 21(5-1), 2i + 21(j~2)) = (E.118)

Aj jpara os demais valores de 1 e j

OBS.: A condigdo j=1, implica em pontos fora da matriz, loge, ndo serve.

A matriz (A) € mostrada na Fig. E.5, consideraando-se I=7 ¢ J=8.
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Fig. E7 - Malha gradval de pontos (i,]) (i=1,2,...] e F1.2,...,J) para

quarto grupo.
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1.4. QUARTO GRUPO

a regifo
definicéo
(2.35) e

resuitard

No quarto grupo, como definido na segdo 2.3.2, as paredes que limitam
em andlise (Fig. E.7), sio duais, respectivamente, kquelas usadas na
do primeiro grupo (Fig. E.2). Desta forma, a aplicagio das equaches
(2.36) para cada ponto P da malha gradual de pontos (Fig. E.7),

em equagbes, também, duals aquelas obtidas para o primeiro grupo

(equagdes (E1) a (E.21)). Com isto, o vetor (X) ¢ obtido da equagio (E.24),

pela simples permutagdo de x e y, ou scja:

(X) = [Hxl,i’ H3;1,1’ Hxi,z’ ﬂyi,z’ Hxl,]' Hyz.,,z' sz,x’ HyZ,I'

H H

2.2' (E.116)

T
. B H
y2,2° " T RLL3 y},.!}

e, a matriz (A), ¢ obtida substituindo-se C por a, d por b, b por d ¢ a por C,

na equagio (E.25), resultando em:

al,} bx,z ai,z bx,z al,M bl,M
d1.1 Ci,l dl,z C;,z dl,M C],M
{A) = 4, bz,l 2, bz,z S bZ,M , {E.117)

d
dM,l CM,] M,2 CM,z dM,M CM,M

Similarmente, nas equagbes (E.26) a (E.45), substitui-se C por A, D

por B, B por D e A por C, o que resulta nas seguintes equagies:

0 ;i=1
CAQI-1 + 21(§-1), 2141 + 2I(-1) = A‘;i + A‘E 5 1=t ‘ (E.118)
Af’i; paraos demals valores de i ¢ j
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OBS.: A condigio 1=l e j=J, implica em um ponto fora da matriz, logo, nic deve

ser usada.

AQ2i-1 + 2(3-DI1, 211 + 21(3-1)) = {Al; ; para todos 1 e | (E.119)
g ;i=1
w B
A(2i-1 + 21(3-1), 2i-3 + 2(3-D)1) = iy + Aj ) i=1 (E.120)
A‘y ;> paraos demais valores de { ¢ |

OBS.: A condigio I=1 ¢ j=1, implica em um ponto forz da matriz, por isso, nao

deve ser usada.

N o, S . =1

AQI-1 + 20D, 211 + 21 = § I (E.121)
Aj sparaos demais valores de 1 e j

OBS.: A condicdo j=J, implica em pontos fora da matriz, loge, nic deve ser

usada,
A§i+-ASi; 3=

A1+ 20D, 2171 + 21G-) =4 B (E.122)
Aj jparaos demais valores de i e ]

OBS.: A condigio j=1, implica em pontos fora da matriz, por isto, nio deve ser

usada,

0; =J-1

0;i=1,1

5 _eN . (E.123)
B;,; BI !

B? ; paraos demais valores de 1 e j
L ¥

A(zi""i + 2“}‘“‘1), 2i + ZIj) [

OBS.: A condigdo j=J, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio deve ser

usada.
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0; i=1,]
AQ2i-1 + 2I(j~1), 21 + 20-DD = {0 ; i=1,1 (E.124)

B§ ;3 para os demats valores de | e }

)
0 ;j=t, ]

0 ;i=1-1,1

g8 - BY .11
IR I

B? j paracs demals valores de 1 e }
% ?

OBS.: A condigdo i=l e j=J, implica em um ponto fora da matriz, desta forma, nio

A2i-1 + 21(3-1), 2i+2 + 2(-1)D) = - (E.128)

deve ser usada.

0 ;j=1,3
0 ;i=1,2
AQI-1 % 211, 2822 % 2031) = { oW B = (E.126)
j ’i jli
Bv;’i; paraos demais valores de i e j

OBS.: A condigio i=1 ¢ j=1, implica em um ponto fora da matriz, logo, nio deve

ser usada.

,
0 ;=2
0 ;i=1,I
A2i-1 + 21(j-1), 2i+ 21(j-2)) = By - B . j=I {E.127)
HY i
BI: ; paraos demais valores de 1 e |
k e

OBS.: A condigdo j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, ndo deve ser

usada.

0 ; j=1,]
AQ21 + 2(-1)1, 21-3 + 21(j-1)) = {0 ; i=1,1 : (E.128)

D‘: ;¢ para os demals valores de 1 e j
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OBS.: A condicio i=1 e j=1, implica em um ponto fora da matriz, iogo, nio serve.

0; j=1,J
AQ21 + 21(4-1), 2i-1 + 21(F1)) = {0 ; i=1,1 (E.129)

DE"' ;3 para os demais valores de i e }
i

0; =3
AQ21 + 2(3-1N, 2i-1 + 2H3-2)) = {0 ; i=1,} (E.130)

Drj ;i para os demais valores de i e |

OBS.: A condigdo j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, ndo serve.

0, =1
AQ21 + 205-D1, 2i-1 + 21)) = 40 ; i=1,1 (E.131)

D? ;3 para os demais valores de 1 e j

OBS.: A condigdo j=J, implica em pontos fora da matriz, logo, ndo serve.

A2t + 21(j-1), 2i+1 + 21(3-1)) = {0 : 1=1,1 (E.132)

D ;3 para os demais valores de 1 e j
¥

OBS.: A condigdo i=I e j=J, implica em um ponto fora da matriz, logo, nido deve

ser usada.

0; j=1,j-1
AQ2L + 2(3-D1, 21 + 21j) = {0 ; i=1,1 (E.133)

C? ;3 para os demais valores de § e ]

OBS.: A condi¢io j=J, implica em pontos fora da matriz, logo, nio serve.
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0; j1,J
AL+ 21(J~1), 21 + 21(}~1) = 40 ; i=1,1 (E.134)

Cl; ;5 para os demais valores de 1 e ]

0; 1,1
A(21 + 21(j-1), 2142 + 21(}~1)) = 40 ; i=1,1-1,} (E.135)

C? ;3 para os demais valores de 1 e §

OBS.: A condigio i=I e j=J, implica em um ponto fora da matriz, logo, ndo serve.

0 ; j=2,1
AQi + 21(j-1), 21+ 21(;-2)) = {0 ; i=1,1 (E.136)

C}: ;3 para os demais valores de 1 e j

OBS.: A condigido j=1, implica em pontos fora da matriz, logo, nio deve ser

usada,

0 ; j=1,1
AQ21 + 21(j-1), 2i-2 + 21(j-1)) = {0 ; i=1,2,1 (E.137)

Cv; ;+ paraos demais valores de 1 e j

OBS.: A condigio i=1 ¢ j=1, implica em um ponto fora da matriz, desta forma, nio

deve ser usada.

A matriz(A) € mostrada na Fig. E.3, para I=7 ¢ J=8.
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