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Resumo

Esta tese aborda métodos de estimacao probabilistica em sistemas de comunicacoes us-
ando a teoria de grafos-fatores e seu algoritmo genérico soma-produto. Estas ferramentas
sao atualmente reconhecidas como um ambiente ideal para derivar varios esquemas de de-
codificagao/estimacao, e também integrar modelos de componentes tipicos num sistema de
comunicagao para melhor desempenho do processo de recepcao. Mais genericamente, sao ad-
equadas para projetos de receptores unificados. Além disso, vdrios esquemas de decodificacao

conjunta fonte/canal podem ser contextualizados neste ambiente.

Partimos de uma revisao geral da teoria grafos-fatores e do algoritmo soma-produto
de forma abrangente e inserindo os fundamentos matemadticos relacionados. Na sequéncia
aplicamos estes conceitos a sistemas de comunicagoes. Focamos em sistemas de grafos com
ciclos, que sao de grande interesse e que resultam na versao iterativa do algoritmo soma-

produto, onde cronogramas de execucao devem ser arbitrados eficientemente.

Descrevemos a decodificacao turbo seguindo esquemas de grafos-fatores normais e causais,
a forma mais apropriada para a descricao e andlise de cronogramas. A partir desta formu-
lacao, estudamos o caso da decodificacao turbo na sua variante nao-bloco, com entrelagadores
periédicos e decodificagdo continua/causal. Apresentamos um cronograma completo do al-
goritmo soma-produto para este caso, mostrando vantagens praticas em relagao ao proposto

na literatura, sobretudo em relacao a sua implementagcao.

Na ultima parte da tese, apresentamos um estudo da aplicacao de grafos-fatores no prob-
lema de decodificacao iterativa conjunta fonte/canal. Partimos de um modelo genérico de
fonte com memdria, discreta no tempo e continua em amplitude, consideramos quantizacao
vetorial e tratamos o problema da decodificacao iterativa conjunta integrando modelos destes
componentes com o resto do sistema. Alguns resultados de simulacoes computacionais para

0s esquemas propostos sao apresentados.



Abstract

The present thesis deals with probabilistic inference methods for communication systems
described by the unifying framework of factor graphs and the general elimination algorithm,
the so called sum-product algorithm. These exceedingly general tools are understood as a
state of the art environment to build many decoding schemes, and to model typical compo-
nents for a joint efficient inference at reception. More generally, is a suitable framework to
unified receiver designs. Additionally, some joint source channel decoding schemes can also

be proper modeled under this context.

We start with a review of this framework and related mathematical topics. Thereafter, we
particularize to cases of interest, like typical communication systems. This framework gives
powerful insights into the structures of multivariate constrained systems and shows how
distributed probabilistic inferences can be performed, as shown for typical communication
systems with a standard channel encoder. Systems represented by fator graphs with cycles
are the most relevant. For the iterative version of the sum—product algorithm, a calculation

schedule has to be efficiently chosen.

We review the turbo decoding scheme for the classical turbo code using a normal and
causal factor graph realization, providing an environment for scheduling descriptions. Then,
we approach the non-block turbo decoding version (stream-oriented turbo codes), where
general periodic and causal interleavers can be used and continuous decoding schemes are
required. We present a full decoding sum-product schedule for this case, with pratical im-

provements over the usual non-graphical decoding scheme.

In the last part of this thesis, we address the joint source channel decoding problem
using the factor-graph framework. Starting from a general source model, linear discrete time
series, we consider straight vectorial quantization. Instead of trying to remove redundancy,
we go in the direction of building decoding schemes that explore this redundancy from source
model and quantizer map. We analyse cases when iterative decoding can be performed taking
these elements into account in a proper way. Some simulation on the proposed schemes are

presented.
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Capitulo 1

Introducao

Esta tese tem como tema principal a decodificacao probabilistica em sistemas de

comunicagao. E a mais apropriada ferramenta para este estudo sdo grafos-fatores [54].

O tema conquistou grande interesse com o advento dos cdédigos turbo [9], e a redescoberta
dos cédigos LDPC de Gallager [31], com seus respectivos algoritmos de decodificacao
iterativa. Posteriormente, estes foram descritos e unificados como algoritmos de propagacao
de mensagens em cédigos sobre grafos [64], onde a natureza iterativa provém dos ciclos

presentes no grafo.

Gallager [31] foi o primeiro a indicar que c6digos de verificacao de paridade admitiam na-
turalmente por construcao uma decodificacao probabilistica iterativa, com operacionalizacao

de baixa complexidade que se estende para qualquer comprimento de bloco.

De acordo com a abstracdo de Shannon e seu teorema de separagao [75], idealmente
a tarefa de projetar um sistema de comunicacao pode ser separada em duas tarefas

independentes: codificacao de fonte e codificacao de canal.

A principio, a decodificacao iterativa se insere precisamente na teoria de codificacao
de canal. E de forma providencial, pois fornece um método de baixa complexidade para
decodificacao de classes de cédigos longos e com algum grau de aleatoriedade na sua

construgao, justamente como Shannon previu serem as caracteristicas dos melhores c6digos.



Podemos adotar a nomenclatura usual cédigos da classe turbo (turbolike) referindo-se
a todos estes esquemas de codificacao de canal construidos para admitirem decodificacao
probabilistica iterativa. Sao cédigos cuja representagao gréfica possui vdrios elementos

dispersos: vinculos, conexoes e ciclos.

Shannon estabeleceu os fundamentos da teoria de informacao, formalizou o problema
fundamental de comunicacao, e determinou os limites da codificacao de canal eficiente.

Definiu a capacidade de modelos de canais ergédicos.

Desde entao, a construcao de esquemas de codificacao de canal no limite da eficiéncia,

proximos a capacidade de canal, foi um desafio central.

Ao demonstrar o teorema de codificacao de canal, onde estabelecia existéncia e limitantes,
Shannon indicou que cédigos longos e aleatérios seriam os melhores para atingir os limites
de capacidade de canal. Entre as varias dificuldades para operar um cédigo deste tipo, a

intransponivel por um longo tempo foi a complexidade da decodificagao.

Os codigos da classe turbo e sua decodificacao iterativa resolveram este problema. Com
eles, assintoticamente pode-se chegar tao préximo quanto se desejar dos limites de capacidade
de Shannon para modelos de canais cldssicos. Esquemas a centésimos de decibéis ja foram
apresentados. E com complexidade de decodificacao praticdvel. Assim, cédigos da classe

turbo sao cédigos factiveis e quase-6timos.

Todos estes esquemas quase-Gtimos sao agora entendidos ser codigos definidos sobre
grafos, operando com essencialmente um mesmo algoritmo de decodificagao, o soma-produto

1terativo.

Atualmente, codigos da classe turbo sao considerados a solugao definitiva para a questao
da aproximacao de capacidade, e pensar em codigos da classe turbo equivale a pensar
em c6digos sobre grafos. E a melhor forma de descrever cédigos longos, com numerosos
vinculos de baixa complexidade, onde o cardter aleatério é dado pela atribuicao das
numerosas conexoes. E a aleatoriedade nas conexdes nao adiciona complexidade essencial

a decodificacao.

Assim, estes esquemas de codificacao de canal cumpriram a indicagdo de Shannon para



as caracterfsticas dos melhores cédigos: longos e aleatérios. Mas a grande revolucao foi, de

fato, seu algoritmo de decodificacao.

Métodos iterativos sempre permearam as mais variadas técnicas em ciéncias exatas. Em
alguns casos com alguma fundamentacao tedrica, e em outros apenas heuristicos. Podemos
dizer que o algoritmo turbo num primeiro momento pertenceu a segunda situagao, até que
foi entendido no contexto mais geral dos algoritmos de propagacao de confianca em modelos

graficos. A principio, em redes bayesianas [64], e posteriormente em grafos-fatores [54].

Motivado por seu expressivo desempenho, numa aproximacao empirica dos limites de
capacidade sem precedentes, a busca por uma fundamentacao tedrica da decodificagao turbo
tem sido intensa. Ao se encaixar no modelo de grafos e seus algoritmos de passagem de
mensagens, um grande avango neste sentido foi conquistado. Seus cédlculos sao de natureza

exata em grafos sem ciclos, e podem ser entendidos como aproximacoes em grafos com ciclos.

O mais notdvel a respeito de modelos gréficos é sua naturalidade em formular modelos
probabilisticos de fendmenos complexos em diversas dreas de conhecimento onde estes se

aplicam, enquanto a complexidade do modelo é mantida sob controle.

Na teoria moderna de cédigos de controle de erros, modelos grédficos se tornaram
uma ferramenta essencial. A sua utilidade se torna evidente quando o problema da
decodificacao é considerado. De uma forma geral, a decodificacao pode ser pensada como

sendo essencialmente um problema de inferéncia estatistica.

Enquanto modelos cldssicos de construcao de cédigos visando decodificacao abrupta
(hard decoding) sao modelos algébricos, cédigos construidos para decodificagdo suave (soft
decoding) sao melhor descritos e construidos a partir de modelos graficos, sobre os quais
algoritmos probabilisticos podem operar. Algoritmos com célculos locais e distribuidos

(portanto, de baixa complexidade).

Assim, a teoria de codigos sobre grafos é uma das ramificagoes da teoria moderna de

codigos.

A teoria turbo redirecionou o foco das atengoes mais para a decodificacdo do que a

codificacao, que pode ser colocada como um mero instrumento, com poucas estruturas



regulares ou complexas, e mais voltada para a definitiva finalidade da decodificagao. Uma

decodificacao probabilistica, que serve para qualquer cédigo.

O algoritmo soma-produto (SP) generalizado engloba todos os algoritmos que operam
sobre modelos gréficos estabelecidos anteriormente, unificando-os e evidenciando que todos
sao relacionados, por serem casos particulares, instancias de seu método geral. Todos estes
esquemas sub-6timos sao agora entendidos ser cédigos definidos sobre grafos, operando com

essencialmente um mesmo algoritmo de decodificacao, o soma-produto iterativo.

Embora os principais conceitos da teoria de grafos-fatores e algoritmo SP ja estivessem
presentes na teoria de propagacao de probabilidades em redes bayesianas, esta teoria trouxe
uma nova formulacao mais esclarecedora, identificando conceitos e elementos atuantes de
tal forma que o algoritmo de passagem de mensagens ganhou uma descricao mais simples e

intuitiva.

A descricao dos célculos das mensagens é mais simples em relagdo ao algortimo BP
(belief propagation) de redes bayesianas. E o sistema base representado pelo grafo nao é

necessariamente probabilistico. Podemos dizer que o algoritmo BP ¢ também uma instancia

do SP.

Grafos-fatores fornecem uma representagao mais objetiva em relagao a modelos graficos
anteriores, e possibilitam englobar algoritmos de inferéncia mais gerais. Assim, a teoria de

grafos-fatores unificou de forma elegante modelos graficos anteriores a ela.

A origem da decodificacao iterativa vem da drea de codificagao de canal. Entretanto,
o método turbo pode ser adaptado e aplicado nas diversas partes de um sistema de
comunicagao, com memoria e/ou redundancia, intencionais ou circunstanciais, que podem
interagir conjuntamente numa decodificacao probabilistica. Atualmente, a nomenclatura
"decodificagao iterativa" pode ser atribuida a qualquer aplicagao do principio turbo, nos
mais diversos componentes de um sistema. Assim, ji consta o principio turbo aplicado, por

exemplo, & equalizagao e & decodificagao conjunta fonte/canal.

Se num primeiro momento este inseriu-se na codificagao de canal sub6tima, com cédigos

longos e irregulares, depois percebeu-se que mesmo para sistemas fora deste contexto seria



Sobre o contetddo da tese 5

1til a estimacao iterativa de algumas varidveis, ja que na esséncia tanto redundancia quanto
memoria, os elementos presentes a qualquer sistema de comunicacao, podem ser aproveitados
por este tipo de decodificacao. Varios estudos seguiram neste sentido, tais como [1] [10] [11]

[13] [14] [17] [34] [36] [39] [44] [67] [70] [76] [87] e [88].

Utilizando a modelagem por grafos-fatores, esta integragao fica expressivamente mais
compreensivel e pratica. Fica assim estabelecido o conceito de receptor iterativo unificado
[88], que consiste na modelagem de vdrios componentes tipicos de sistemas de comunicagao
num grafo-fator global, representando todos os acoplamentos entre eles. Assim, mais do
que uma decodificacao, é possivel uma inferéncia generalizada e integrada do sistema,

eventualmente iterativa e aproximada quando na presenca de ciclos.

Em geral, grafos-fatores podem modelar todos os componentes tipicos de um sistema de
comunicacao, sobretudo quando admitem modelos de vinculos simples para suas varidveis.
Portanto, um receptor iterativo unificado baseado em grafos-fatores pode integrar véarios
problemas tipicos que sao usualmente tratados separadamente, como estimacao de canal,

equalizacao, cancelamento de interferéncia, decodificacao de fonte, etc.

1.1. Sobre o conteido da tese

As principais contribui¢oes desta tese sao novos entendimentos e novas observagoes rele-

vantes na drea especifica de receptores iterativos generalizados, descritos por grafos-fatores.

Como o foco aqui é decodificagao e modelos de sistemas sobre grafos, deixamos de lado o
material cldssico de teoria de codificacao de canal, inserindo apenas os conceitos e resultados

necessarios para o entendimento do tema.

Os pré-requisitos para a leitura deste trabalho sao os conceitos basicos de teoria de

probabilidades, teoria da informacao, teoria de codificacao e teoria de comunicacao.

Exaustivas simulacoes com diferentes pardmetros foram feitas durante este projeto
de doutorado. A tese apresenta apenas algumas selecionadas por sua relevancia e/ou

representatividade.



1.2. Principais contribuicoes da tese

= A modelagem e descri¢ao do cronograma de decodicacao no contexto de grafos-fatores
para um esquema turbo stream-oriented, com vantagens praticas em relacao ao esquema

tradicional dado na literatura;

= A integragao da quantizagao vetorial numa decodificagao iterativa fonte/canal conjunta
no contexto de grafos-fatores. Além disso, apresentamos uma revisao de como vem
sendo feita a decodificagdo iterativa fonte/canal conjunta na literatura existente,

contextualizando no ambiente de grafos-fatores;

Maiores detalhes sobre estas e outras contribuigoes contidas em cada capitulo sao dados ao
final de cada um deles. O desenvolvimento do esquema turbo stream-oriented foi apresentado
no XXI Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagoes. Parte do capitulo 4 foi utilizado na

elaboracao de minicurso ministrado pelo orientador.



Capitulo 2

Grafos-fatores e o algoritmo

soma-produto

Este capitulo é dedicado & introducao e andlise das ferramentas centrais de nosso
estudo, a teoria de grafos-fatores e o algoritmo genérico associado, o soma-produto (SP).
As principais referéncias nestes tépicos sao [53], [84], [85], [88], [29], e principalmente
[54]. O objetivo deste capitulo é apresentar uma compilacdo sobre teoria de grafos-fatores,
com alguns desenvolvimentos adicionais nao existentes na literatura. O texto nao tem a
pretensao de exaurir todas as possibilidades do tema, e sim de servir como referéncia para
os capitulos seguintes. Entretanto, incluidas aqui estao algumas pequenas contribuigoes para
um melhor entendimento desta teoria, com interpretagoes e observagoes relevantes e que nao
encontramos em parte alguma da literatura. Podemos destacar algumas delas: uma anélise
sobre a definicao de grafos-fatores e sua abrangéncia nao algébrica; uma demonstracao formal
para as expressoes recursivas do algoritmo SP; uma definicao mais precisa para o que a
literatura chama de “projecao” entre espagos e sub-espacos de configuragcoes; uma melhor
intepretacao sobre o papel das varidveis observadas no algoritmo de marginalizacao; e um
foco maior na interpretacao do SP por medidas e fungoes custos, que entendemos fornecer
a melhor heurfstica para a teoria; e uma interpretagao dos elementos do algoritmo cléssico

forward-backward (ou BCJR) utilizando a teoria de grafos-fatores.

7
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2.1. Introducao

De uma forma geral, problemas relevantes de estimagoes (decisbes sob ambientes de
incerteza) em diversas dreas, tais como processamento de sinais, fisica estatistica, inteligéncia
artificial, além da teoria da cédigos corretores de erros para comunicacao através de canal
ruidoso, podem ser reformuladas matematicamente como um problema de marginalizacao
e/ou otimizagao de uma fungao global do sistema, esta sendo obtida a partir da composi¢ao
de funcgoes locais associadas a fragmentos do sistema. A funcao global é uma func¢ao custo que
associa um valor a cada configuracao do sistema, e dependendo do caso pode ser uma medida
de potencial, de energia, de probabilidade, confianca, etc, e o problema dado consiste em obter
um ponto de otimalidade - um minimo ou um méximo, dependendo de sua interpretacao -

desta medida global, ou das medidas marginais derivadas a partir dela.

A teoria de grafos-fatores e seu algoritmo genérico de marginalizacao associado, o soma-

produto (SP), traz uma forma elegante e intuitiva de tratar problemas deste tipo [54].

Grafos-fatores representam composicoes de fungoes multivariadas que compartilham a
mesma cole¢ao de varidveis. O problema geral de marginalizagao de composi¢oes deste tipo
pode ser visualizado sumariamente através destes grafos, ja que todos os principais elementos,
funcgoes e varidveis, estao presentes e devidamente rotulados nestes grafos. Mais do que isso,
eles representam graficamente e de forma suméria o esquema de um algoritmo genérico de

marginalizacgao, o algoritmo SP.

A abordagem por grafos-fatores engloba e generaliza outros modelos grificos anteriores
a ele: “redes bayesianas” (Bayesian Networks) e “campos aleatérios markovianos” (Markov
Random Fields) , que operam em redes de varidveis aleatérias. Embora nao exatamente
equivalentes, estes modelos surgem da idéia de representar graficamente as dependéncias e
independéncias locais de varidveis aleatérias num sistema. E ambos resultam em fatoragoes
da funcao de distribuicao conjunta de probabilidade, sendo expressa como o produto de
distribuicoes de probabilidade envolvendo subconjuntos de varidveis, com probabilidades

condicionais em algumas delas.

A modelagem por grafos-fatores generaliza esta idéia e nao se limita a representar
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distribuicoes de probabilidades. Varidveis, funcoes fatores, e suas associagoes sao os elementos
requeridos na definicao de um grafo-fator. Logo, é possivel construir um sistema a partir

destes elementos, dos quais a funcao global resultante é consequéncia.

Um sistema modelado em vdrias varidveis e fungoes medidas deste tipo inclui casos onde
as fungoes dadas representam vinculos genéricos entre subconjuntos de varidveis. A qualquer

vinculo, deterministico ou probabilistico, pode ser associada uma funcao custo.

Uma vez estabelecidas medidas, é natural que inferéncias sobre uma parte das varidveis

sejam obtidas através da eliminagao por marginalizacao do restante de varidveis do sistema.

No caso particular da teoria de cédigos, o modelo cldssico de representacao gréfica de
codigos sao as trelicas. Todos os modelos graficos, redes bayesianas, campos markovianos,
trelicas para cédigos, tem algoritmos associados, seja de propagacao de probabilidades, ou
mais genericamente, algoritmos distributivos operando baseados no modelo grafico. A teoria
de grafos-fatores e SP unifica e generaliza todos estes modelos e respectivos algoritmos,

esclarecendo que véarios deles em tltima instancia consistem em algum tipo de marginalizacao.

No caso particular de problemas de decodificacao simbolo-a-simbolo em sistemas de
comunicacao, que sao a base para os varios tipos de decodificacao iterativa, o problema
equivale a obter distribuigdes marginais simples (em varigveis tinicas) de uma distribuigao
conjunta. Ou seja, decodificar uma dada varidvel significa obter sua distribuicao marginal de

probabilidade, e realizar a decisao (estimativa) de seu valor a partir desta marginal.

Problemas de inferéncia probabilistica envolvem duas classes de elementos: vinculos e
observacoes a posteriori de varidveis. De forma geral, temos um sistema modelado em vérias
varidveis aleatdrias e vinculos estabelecidos entre elas, e desejamos inferir os valores de
algumas destas varidveis a partir da observacao de outras. A inferéncia 6tima de cada varidvel
é sempre relacionada a obtencao de sua distribuicao marginal a partir de uma distribuicao
conjunta global do sistema, desde que esta distribuicao conjunta considere todos os vinculos
e observacoes a posteriori de varidveis. As duas classes, vinculos e observacoes, sao entao
modeladas como fungoes que vao compor a fungao global do sistema. Vinculos probabilisticos

sao associados a distribuigoes de probabilidades condicionais. Vinculos determinfsticos e
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observagoes de varidveis sao associados a funcoes indicadoras.

Diferentemente da descricao de cédigos por trelicas, que se preocupa em representar
graficamente o c6digo completamente, a representacao por grafos-fatores é mais compacta
e sumdria, representando apenas uma estrutura essencial sobre simbolos, estados, vinculos
e conexoes entre eles para uma dada realizacao de um cédigo através deles, j4 que esta

estrutura indica de forma natural e intuitiva como se procede a codificacao e decodificacao.

Uma vez que um dado sistema é modelado por fungoes-fatores e uma fungao global é
estabelecida, o algoritmo SP é um algoritmo genérico que opera sobre o grafo-fator associado
para se extrair as marginais. Embora o algoritmo SP possa ser descrito independentemente
da abordagem por grafos-fatores, ele fica significativamente mais intuitivo e elegante desta

forma.

Os casos mais notorios de algoritmos que sao instancias do algoritmo genérico SP sao:
o algoritmo de Viterbi [81], o algoritmo forward-backward (ou BCJR [4]), o algoritmo BP
(belief propagation) de inteligéncia artificial [52] [68], e a decodifica¢ao turbo [9], que equivale

ao SP aplicado num grafo com ciclos.

2.2. Marginalizacao

De maneira geral, para uma fungido de vérias varidveis g (z1,---,x,), a operacdo de
marginalizacao em uma varidvel x; é dada por
margg(‘rla"' 7xn) = Zzzzg(xla wrn)a (21)
i z1 Tio1 Tig1 Tn
ou ainda, de acordo com a notagao de [54],
Zg<x1""’wn):Z"'ZZ”'Zg@Cl?“"xn)7 (2.2)
“{=i} 1 Ti—1 Ti+1 Tn
com o “operador sumdrio” na varidavel x;, que denota a operacao de soma em todas as
varidveis exceto z;. Por defini¢do, o cédlculo (2.1) acima deve ser entendido como sendo
realizado ponto a ponto. O resultado é uma fungao simples (em uma varidvel), na varidvel

ZT;.



Marginalizacao 11

Visto como um operador atuando sobre a funcao g, o operador sumério (ou operador de
marginalizagdo) é uma composi¢ao de operadores mais simples. Podemos ainda abstrair o
conceito de ‘somatoério em uma dada varidvel em todo seu dominio’ como um ‘operador’. Ele
opera sobre fungoes de vérias varidveis, e tem o efeito de eliminar uma delas. Dependendo
do tipo de dominio, um conjunto discreto ou continuo, o operador significa, respectivamente,
uma soma finita ou uma integracao. Além disso, este operador assume diferentes significados
quando consideramos marginalizacoes em diferentes semi-anéis algébricos. Outro fato
relevante é que operadores deste tipo comutam entre si. Portanto, o operador sumadrio é

uma composicao comutativa destes operadores.

A

O conceito de grafo-fator é associado a fungoes de virias varidveis e suas eventuais

representacoes como produtos de funcoes mais simples. Por exemplo, dada uma funcao

g (21,9, 23,24, T5), se existem fa, f5, fc, fp, f& tais que
g (1, 22,23, 24,25) = fa(x1) fB(v2) fo (21,22, 23) fp (23, 24) fE (23, 25) (2.3)

entao dizemos que ¢ se fatora nas funcoes fa, fg, fc, fp, fE, € que estas sao fungoes-fatores

da funcao global g.

Expressoes deste tipo denotam igualdade entre fungoes, indexando varidveis correspon-
dentes nos dois lados da igualdade para significar que cada varidvel tem dominio bem definido

e a igualdade vale no dominio global envolvendo todas as varidveis.

A marginalizagdo da funcao g (1,2, 23,24, 25) em uma dada varidvel, digamos xs,

consiste no seguinte cédlculo

Doy Dy Dy Dy 9 (T1, T2, T3, Ta, T5) = (2.4)
le Zm Zm Zx5 fa (ml) /B (l’z) fe (wl, T2, 953) fp (963, 964) fE (963, $5)

e pode ser simplificada apenas utilizando as propriedades comuns a semi-anéis algébricos, tais
como comutatividade e distributividade. A tnica caracteristica necessdria é que as funcoes-
fatores dependam de menos varidveis do que a fungao global. A abordagem por grafos-fatores

cria um método sistemdtico para identificar estas simplificagoes.
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2.3. Grafos: conceitos basicos

E conveniente aqui apresentar algumas defini¢oes basicas da teoria de grafos, pelo menos

as que sao Uteis ao que se segue.

Definigao Um grafo G = (V, E) consiste em um conjunto finito nao vazio V, o

conjunto de nés (node), e um conjunto £ de ramos (edges) entre pares de elementos de V.

Ramos também podem ser chamados de conexoes, ou ainda arestas, e nds também

podem ser denomidados vértices.

Podemos identificar os ramos de um grafo como sendo subconjuntos de dois elementos de
V', do tipo {vy, ve}. Portanto, na teoria abstrata de conjuntos um grafo pode ser caracterizado

por um conjunto V' e um conjunto de subconjuntos de dois elementos de V.

Por simplificagdo podemos denotar uv € G para a existéncia de um ramo {u, v} no grafo
G, e dizemos que u e v sdo vizinhos (neighbours). Denotamos N (u) o conjunto de vizinhos

de um elemento, isto é, N (u) = {v € G : uwv € G}.

Dizemos que hd um caminho entre dois nés ug e u,, se existem conexoes g1, . . . Up_1U, €
(. Neste caso, n ¢ o comprimento do caminho. Um grafo é dito conexo se ha pelo menos
um caminho entre cada par de nés. A distancia entre dois nés d (u,v) é o valor do menor
caminho entre u e v. Para um grafo conexo, podemos definir seu didAmetro como sendo a

maior distancia entre nés existentes.

Um ciclo num grafo é um caminho de um elemento u para o préprio u. Dizemos que
um grafo tem ciclos se existe pelo menos um né com um ciclo. Um grafo é uma drvore se é

conexo e nao tem ciclos.

Um grafo bipartido em X e Y é um grafo tal que XNY =, X UY =V, e para todo
uwv € G, u € X & v eY. Isso significa dizer que ha dois tipos de nés, tipo X e tipo Y, e os

vizinhos de cada né sao de tipo diferente dele.
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2.4. Grafos-fatores: definicao

O conceito de um grafo-fator é auto-explicativo e intuitivo, podendo ser ilustrado por
um simples exemplo. Considerando o caso de uma funcao g (1, xe, T3, 4, x5) que admite a

seguinte fatoragao

g (x1, 29,73, 74, 75) = fa (71) [ (22) fo (21,72, 73) f (3, 74) fE (73, 75) (2.5)

o grafo-fator associado a ela é esquematizado na figura 2.1 a seguir.

Figura 2.1: Exemplo de grafo-fator.

Um grafo-fator descreve uma colecao de fungdes que compartilham a mesma cole¢ao
de ‘argumentos’. E um grafo bipartido em nés-varidveis e nés-fungées. A convencio
para caracterizar seus elementos graficos é: nds-varidveis sao representadas por circulos; e
nés-fungodes por retdngulos. Um né-varidvel e um né-fungao sao conectados por um ramo
(ndo direcionado) se e s6 se a varidvel é argumento da fungao. Como hd correspondéncias
biunivocas entre nés do grafo e os elementos matemaéticos fungoes e varidveis, € comum nao

fazer distingao entre um né e a entidade que ele representa para simplificar a linguagem.

Num caso genérico, cada uma das func¢oes-fatores tem como argumentos um subconjunto
das varidveis x;. Uma expressao genérica para este tipo de fatoracao requer uma notacao
que enumere as varidveis de cada fungao e seus respectivos conjuntos dominios. O ponto
de partida para uma definicao geral é a definicao do dominio da funcao global, o chamado

espacgo de configuragoes.

O espaco de configuracoes associado a sequéncia de conjuntos Ay, As, ..., A, é o produto
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cartesiano

A X Ay X ... X Ay, (2.6)

também denotado

® A (2.7)

O espago de configuracoes é o dominio da fungao global da ocasiao.

Para um subconjunto de indices I = {iy,ia,...,%.} € {1,...,n} , o produto cartesiano
A, x Ay, x ... x A; é dito um sub-espago de configuragoes. Portanto, para cada
subconjunto de indices I C {1,...,n}, temos um sub-espaco associado, e denotamos

Ar = @, Ai- Cada fungao-fator tem como dominio um sub-espago de configuragoes.

Podemos ainda estender o conjunto de indices {1,...,n} para todo o conjunto dos
ndmeros naturais N, que é equivalente a considerar conjuntos discretos (contéveis) de indices.

Ja para os sub-espacos, ¢ suficiente considerar apenas produtos cartesianos finitos (/ finito).

Aqui também identifica-se A x B = B x A, e apenas produtos cartesianos ordenados
no conjunto de indices sao considerados. As varidveis e seus dominios sao enumerados e

ordenados respectivamente.

Quando restrito a cédigos, os conjuntos A; sao alfabetos, espagos de estados de cada
simbolo. Neste caso, sao conjuntos finitos. No caso geral, A; pode ser qualquer, como por

exemplo o conjunto de nimeros reais R.
No que se segue, consideramos um conjunto fixo R como contradominio para as fungoes.

Dado um espaco de configuragoes, uma funcao-né é uma funcao definida em algum

sub-espaco, ou seja, é uma fungdo f : Q) A; — R para algum subconjunto finito de indices
i€l
I.

Uma colegao finita de funcoes nés sobre um espaco de configuragoes é tudo que precisamos
para caracterizar uma fatoragao. Entretanto, para definir um grafo-fator associado, ha o

conceito auxiliar de variavel.

Para cada A;, seja x; uma varidvel assumindo valores em A;. Denotamos um elemento

de A; x Ay x ... x A, por (x1,%s,...,7,), ou simplesmente x. Similarmente, x; =
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(Tiy, Tiyy - .., ;) € um elemento de um dado subespago A;. Desta forma, para uma funcao-
fator f definida no sub-espago A;; X Ay, X ... x A; , denotamos f (x;,, T, ..., ;) ou f(xg)
para representar a dependéncia em relacao as suas varidveis. Dizemos ainda que f tem como

argumentos as variaveis z;,, ;,, .. ., Z;., ou que depende destas varidveis.

O conceito de varidvel, que pode ser entendido como um indexador para explicitar

argumentos de funcoes, aqui vai além disso e resulta na entidade que compoe o grafo-fator.

Definicao Para um conjunto de varidveis X = (z1,2,...,2,) € um conjunto de
fungdes F = (f1, fa, ..., fm) com argumentos em X, cada f; com argumentos x;,, um grafo-
fator € um grafo G bipartido com vértices em X e F (X,F-bipartido) que representa a

fatoracao
m
g(x)= H fi (x1,), (2.8)
j=1
com z;f; € G se e somente se x; ¢ argumento de f;.

Desta forma, no grafo, o conjunto N (f;) de vizinhos de f; s@o as varidveis argumentos

de f;. E N (z;) sao as funcbes que tem x; como argumento.

Portanto, por definicao um grafo-fator é um grafo bipartido que representa uma fatoracao
de uma dada funcao, onde hd um né para cada varidvel e um né para cada funcao, e um
ramo para cada dependéncia entre fungao e varidvel. Para duas colegoes, uma de funcoes e
uma de varidveis, as conexoes do grafo-fator definem a relacao “é argumento de” entre seus

elementos.

Nesta definicao usual de grafos-fatores, é presumido que o contradominio R tem uma
estrutura algébrica, um semi-anel comutativo. Entretanto, a nocao de grafo-fator tem como
finalidade apenas descrever as relacoes entre varidveis e fungoes, e o produto dado na definicao
nao seria sequer necessario. Numa definicao mais abrangente, trata-se de um grafo que nos
vértices enumera as sequéncias de variaveis 1, s, . . ., T, e de fungoes f1, fa, ..., fm, € conecta
x; a f; se e somente se z; é argumento de f;. O fato de que as funcoes fi, fa,..., f s20
combinadas algebricamente através da operagao multiplicativa de um dado semi-anel poderia

ser estabelecido em separado.

O fato de que a combinagao de fungoes custos se dd através de uma operacao
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7

que ¢ distributiva em relacao & operagao marginalizadora é essencial. Um problema de
marginalizagao tem sempre uma operacao algébrica de “adi¢ao” associada. E a combinacao de
fungbes por uma operacao algébrica “produto” (que seja distributiva em relagao a “adigao”)

é necessdria para a aplicacao do algoritmo SP.

2.5. Conceitos de dlgebra abstrata

Nos fundamentos da dlgebra formal, as estruturas algébricas definidas mais comuns,
ordenadas da mais simples para a mais completa, sao: semigrupos, mondides, grupos, semi-
anéis, anéis, e campos (ou corpos). Nesta sequéncia de classes de estruturas, uma dada classe
é mais restritiva e forma um subconjunto da anterior, ou seja, todo campo é um anel, todo

anel é um semi-anel, e assim por diante.

As estruturas mais simples - semigrupos, mondéides e grupos - tem sutis diferencas entre
elas. Monéides sao mais simples que grupos por nao exigir a existéncia de elementos inversos.
Semigrupos sao mais simples que mondides por nao exigir a existéncia de um elemento
neutro. Todas estas estruturas tem como caracteristica minima a associatividade. E por fim,
em todas estas estruturas algébricas, a comutatividade é um adendo opcional e desejavel,

mas nao necessario.
Definimos formalmente a seguir as estruturas algébricas relevantes no nosso contexto.

Um mondide comutativo consiste em

= um conjunto nao vazio M;

= uma ‘operacao bindria associativa’ nele definida, que formalmente é uma funcao S :
MxM — M tal que S (S (mqy,mg),m3) = S (my, S (ma, m3)) para quaisquer elementos

mi, Mo, M3 € M;

= a existéncia de um elemento m € M (elemento neutro ou elemento identidade) tal que

S (m,-) e S(-,m) resultam na funcao identidade em M;
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= e na equivaléncia S (my,ms) = S (mg, my) para quaisquer my, my € M.

A propriedade associativa é equivalente a desejar que a operacao bdsica S possa ser
estendida naturalmente para qualquer nimero finito de argumentos, e que estard bem

definida, sem ambiguidades. Por exemplo,

S (ml,mg,mg,m4) é S (S (S (ml, mg) ,m3) ,m4) . (29)

Sendo M™ o n-ésimo produto cartesiano de M, S : M™ — M estd bem definida, a partir de
S : M? — M e a associatividade. O célculo consiste em agrupar termos aos pares, € Compor
n — 1 vezes a funcao S. A associatividade garante unicidade no célculo, independentemente

da escolha da ordem dos agrupamentos de pares.

A partir da definicao de mondides, podemos entao definir uma estrutura algébrica mais
completa: um semi-anel comutativo, que é um conjunto com duas estruturas de mondéide

comutativo, onde as duas operagoes se relacionam pela lei distributiva.

Precisamente, um semi-anel comutativo consiste

= em um conjunto nao vazio R;
= em duas operacoes monoidais comutativas S e P sobre R;
= na inter-relacao entre S e P dada pela equivaléncia
P(r,S(r1,m2)) =S (P (r,r),P(r,m))
para quaisquer r,7r1,73 € R.
Na forma mais usual, pela notacao mesofixa, as operagoes bindrias sao denotadas por

sfmbolos operadores, tal como

rL@®ry =S (r,72) (2.10)

7’1®T2ép(7”1,7“2)- (2.11)
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Assim, a definigao usual é a seguinte:

Um semi-anel comutativo é uma estrutura algébrica (R, ®,®), com um conjunto R
e duas operacoes bindrias @ e ® associativas e comutativas, cada uma com um elemento
neutro, 0 para @ e 1 para ®, tal que ® é distributiva sobre &, isto é, para quaisquer

elementos r,7y,79 € R vale

r(ri®r)=rer) e (rerr) (2.12)

Evidentemente, qualquer campo ou anel é caso particular de um semi-anel. A diferenga
de um anel para um semi-anel é a existéncia de inversos aditivos. Portanto, sao exemplos
de semi-anéis, considerando suas operacoes de adicao e multiplicacao usuais: o campo dos
ndmeros reais (R, 4, -), o anel dos inteiros (Z, +, -) e toda a classe de anéis de inteiros médulo
n, usualmente denotados Z,, com n € N. Os inteiros nao negativos (Z*,+,-) e os reais nao

negativos (R*, +,-) sdo apenas semi-anéis e nao sao anéis.

Um exemplo menos trivial de semi-anel com respeito as operagoes € (R, max,-). De
fato, a partir das operagoes max e min combinadas com a soma e produto usuais, é possivel
construir vérios semi-anéis (distintos, mas alguns deles isomorfos entre si) escolhendo o
conjunto adequado, ja que hd distributividade entre estas operacoes em alguns subconjuntos

de R e Z. Por exemplo,

méx (a-b,a-c) = a-méix(b,c) em RT ou Z* (2.13)
min (a +b,a+c¢) = a+min(b,c) em RouZ (2.14)
méx (min (a,b) ,min (a,c)) = min(a, méx(b,c)) em R ou Z (2.15)

Satisfeita a distributividade, eventualmente para desempenhar o papel de elemento neutro
e completar o semi-anel para estas operagoes, é necessdrio incluir os elementos +oo ou
—o0. Temos, por exemplo, o semi-anel (RU{—o00, 00}, mdx, min), com —oo neutro para

a “adicao” max do anel, e 400 para “multiplicacao” min.

Para qualquer conjunto A, se R é um semi-anel, considerando o conjunto todas as func¢oes
f:A— R, temos um semi-anel de fungoes. E usual denotar o conjunto destas fungdes como

RA. E neste tipo de semi-anel que o algoritmo SP opera.



A lei distributiva 19

Para um campo (F, ®, ®), vale

r®y=0seeséser=0ouy=0. (2.16)

No caso de anéis e semi-anéis, essa regra de cancelamento nem sempre vale. Entretanto,
em todos os exemplos de semi-anéis nos casos usuais de aplicacao do algoritmo SP, esta
propriedade estd presente. Esta é uma propriedade requerida para caracterizar ‘medidas’, ou

‘funcoes custos’.

Para o SP iterativo, uma forma vélida de se iniciar o algoritmo é considerar que todas as
mensagens iniciais sao iguais ao elemento neutro da adi¢cao no semi-anel de fungoes, a funcao

constante f (z) = 1,Vz. Esta é a ‘funcao custo neutra’.

2.6. A lei distributiva

A marginalizacao de composicoes representadas por grafos-fatores envolve somas de
produtos de funcoes, e a lei de comutacao entre os operadores soma e produto da &dlgebra,

mais conhecida como lei distributiva, desempenha um papel fundamental no algoritmo SP.

Formalmente, a lei distributiva estabelece a regra que rege a comutacao entre as duas

operacoes algébricas, soma e produto. Quando generalizada para somatérios e produtorios,

a lei distributiva pode ser formulada: para subconjuntos finitos Sy, ..., S; em um semi-anel,
k k
> vw= > IER (2.17)
j=1lv;€S; (V1 yeeesV ) EST X ... X SE J=1

Outras distributividades podem ser expressas de forma andloga. Por exemplo, a
distributividade da operacao ‘produto’ sobre a operacao ‘méximo’ em R™ pode ser formulada

Ccomo

k k
mMAax v; = max H vj . (2.18)

- UjESj J (v1,..,,11k)€5'1><..,><sk -
7=1 7=1
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Associado ao semi-anel com as operagbes méximo e produto é o problema geral de
inferéncia da “explicacao mais provavel”, associado & maximizacao da funcao global, que
resulta na variacao méximo-produto do algoritmo distribuitivo, do qual o algoritmo de
Viterbi operando sobre trelicas é um caso particular. Neste caso, o algoritmo SP pode
operar de forma diferente da usual, e ao eliminar uma varidvel por marginalizacao, calcular
e propagar um dos dois elementos (ou os dois se for de interesse): o valor méximo associado
ou o ponto de méximo associado a varidvel. O objetivo é a obteng¢ao do valor méximo e/ou

o ponto do espaco de configuragoes que maximiza a funcao global.

O algoritmo SP utiliza a distributividade como equivaléncia para transformar margina-
lizagoes globais em marginalizacoes locais. Ou seja, ele opera no sentido inverso ao da lei

distributiva transformando, por exemplo, xz 4+ yz em (z + y) 2.

J& considerando esta ordem inversa para expressar as equivaléncias, para funcgoes f :

Ay — Reg: Ay — R podemos formular a lei distributiva como
Yo f@ew=>_F@> g (2.19)
(z,y)EAI X A2 €A yEA2

ou ainda, ilustrando a invaridncia em relacao a outras varidveis, sendo f : A; x A3 — R e

g : Ay x A4 — R arbitrarias,

Yoo fawgwe) =) fl@w) ) gy2). (2:20)

(:E,y)GAl X Ag TEA; yEAg

E este tipo de transformacio que o algoritmo SP realiza, apenas sistematizando todas as

possiveis simplificagoes deste tipo que uma funcao global admite.

2.7. O algoritmo soma-produto

A partir de uma fungao g (z1,...,x,) de n varidveis, podem ser derivadas até 2" —
1 fungbes marginais distintas, considerando as marginais simples (em uma varidvel) e as
marginais compostas (em mais de uma varidvel). Um problema de inferéncia num sistema

que tem esta funcao global pode envolver o calculo ponto a ponto de uma ou mais destas
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marginais. O algoritmo SP estabelece um procedimento eficiente para este tipo de célculo
quando ha uma fatoracao disponivel. Podemos nos restringir & descricao dele para a obtencao

de marginais simples, uma vez que a extensao para marginais compostas é natural.

O algoritmo SP estabelece que qualquer marginalizacao sobre um grafo-fator pode ser
realizada pelo cdlculo recursivo de um conjunto de fungdes simples (dependentes de varigveis

unicas), que podem ser entendidas como mensagens que se propagam ao longo do grafo.

Assim como as fungoes-fatores podem ser entendidas como fungoes custos associadas aos
nos no grafo, o algoritmo SP é o processo sistematizado de obter funcgoes custos simples
associadas a cada ramo do grafo-fator. Desta forma, cada né recebe como mensagem de um
dado ramo uma func¢ao custo simples, para dar continuidade aos célculos seguintes. Quando
considerado um ramo e uma direcao, é possivel definir o fluxo local de mensagens relativo a

eles, ou seja, as mensagens “anteriores”.

Pelo cardter bipartido do grafo, a cada ramo do grafo apenas uma varidvel estd
associada (a que participa do par deste ramo). As mensagens que passam por este ramo
sao funcoes desta tinica varidvel. Além disso, se consideramos o fluxo sequencial, a funcao
custo transmitida por um ramo no grafo pode ser descrita simplesmente como: “o produto
das funcoes custos dos ramos ‘anteriores’ do fluxo, composto com a funcao custo do nd,

marginalizado para se obter uma fun¢ao custo resultante na varidvel”.

Para um dado ramo (z, f), sdo associadas duas mensagens, uma em cada dire¢ao do ramo.
Denotando p,_,; a mensagem enviada pela varidvel = para a fungao f, e y;_,, a mensagem
na direcao inversa, estas duas mensagens sao funcao de uma varidvel, de x. As figuras 2.2
e 2.3 a seguir esquematizam os elementos envolvidos no célculo destas duas mensagens. As
fungoes vizinhas de = s@o enumeradas hq, hs, ... além de f. As varidveis vizinhas de f sao

enumeradas wy, wo, ... além de .
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Figura 2.2: Esquema do cdlculo de mensagem de um né-varidvel para um né-fungao no

algoritmo SP.

Figura 2.3: Esquema do cdlculo de mensagem de um né-fungao para um né-varidvel no

algoritmo SP.

As regras de atualizagao do algoritmo SP sao dadas por
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pomg (7) = helj;l( Hna () (2.21)

h#f

piw(@) = > ] tewyw) (2.22)

weN(f) weN(f)
wH#T WHL

Aqui, N (z) denota o conjunto de vizinhos da varidgvel x no grafo, que sao fungoes, e N (f)
sao as varidveis vizinhas da funcao f. H4 uma similaridade natural entre as expressoes (2.21)
e (2.22). A primeira pode ser pensada como um caso particular da segunda, com a fungao
sendo a unidade (elemento neutro multiplicativo), e a marginalizacdo nao sendo necessaria

ja que nao ha varidveis envolvidas além de .

Ao final do algoritmo, a marginal em cada varidvel é dada pelo produto de todas as

mensagens incidentes em seu né,

p@) =[] #je@ (2.23)

feN(z)
A partir da expressoes gerais (2.21) e (2.22) para cdlculo de mensagens, alguns casos
particulares podem ser destacados. Como o caso de nés de apenas uma conexao (leaf nodes),
e portanto apenas um vizinho. No caso de um né-varidvel deste tipo, a mensagem que ele

envia para sua unica conexao é
o oy (@) =1, (2.24)

uma funcao constante (com o elemento neutro multiplicativo do semi-anel). No caso de um

né-fungao com apenas uma conexao,
fypp () = f (2.25)

Em um né-varidvel com exatamente dois vizinhos, digamos N (z) = {f, h}, 0o n6 x apenas

repassa as mensagens entre seus nds vizinhos, isto &, p, ¢ (¥) = ., (v) € p,_, () =

Para o célculo de todas as marginais, em todas as varidveis, é necessdrio que todas as

mensagens, em todos os ramos, sejam computadas. Para a obtencao de apenas uma marginal
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especifica em determinada varidvel, menos mensagens sao requeridas. Sao as mensagens em
cada ramo que seguem na “direcao” da varidvel. De fato, com o grafo disposto de forma
centralizada nesta varidvel, ou com esta varidvel disposta em destaque num topo do grafo, é
possivel visualizar quais mensagens seguem em sua dire¢ao. Como exemplo usual, podemos
explicitar as mensagens envolvidas no cdlculo de uma marginalizacao sobre o exemplo de

grafo-fator dado figura 2.1, e seu respectivo re-arranjo com o fluxo de mensagens.

marg g (1, T, 23,24, 75) = > Y > Y fa(w1) fo (22) fo (w1, 22, 23) [ (w3, 24) [E (23, 25) =

xr1

fa(z) 320 f(w2) fo(wi,20,23) ) fp(%3,24) Y fr (w3, 25) =

T2 I3 \x4 . J\l‘5 . ,
fa ($1) Z Z,UfB—mz ($2) fe (961,$2, 963) Hfp—as (963) Hfp—as (963) =
T2 T3 \— e’ N ~~ d
fa (1’1) ZZMxQ—»fC <$2) fc ($1,$2,$3) Has—fo <$3) =
T2 T3
quA—%Lj (l’l) Mfc_’l'l ([El)

s\
/7 \

Lo L3

/7 7N\

I fp fE

fa

Figura 2.4: Grafo-fator hierarquizado e fluxo de mensagens para célculo de uma marginal.
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Este exemplo mostra o carater recursivo e distributivo da evolucao e geracao de mensagens
para o algoritmo SP em um grafo sem ciclos. Esta disposigao é a chamada representacao em
arvore (tree representation) do grafo, onde a varidvel com marginal a ser obtida fica no topo,
seus primeiros vizinhos uma linha abaixo, e assim por diante. Esse formato evidencia o fato
de que num grafo conexo e sem ciclos, fixado um né referéncia, fica estabelecida uma ordem
parcial entre o restante dos nés. Essa propriedade é central na demonstracao do algoritmo

SP apresentada a seguir.
Demonstragao do algoritmo SP

Num grafo sem ciclos e conexo, fixada uma varidvel x da qual se deseja extrair a marginal,
a idéia é definir virias operagoes relativas ao n6é de x nos outros nés do grafo. De fato,
conforme mencionado no exemplo anterior, quando o grafo é disposto na representagao em
arvore, com = no topo, podemos definir sobre o conjunto dos nés do grafo uma ordem parcial
relativa ao né x, da seguinte forma: vy > vy se e s6 se v pertence ao caminho (inico) entre z
e V9. Podemos também dizer que neste caso v, é descendente de v; relativo a x. No exemplo
anterior, em relacao a x1, temos cadeias de descendéncia do tipo: 1 < fo < 23 < fg < x5
er; < fo < 23 < fg. O conjunto de descendentes de um né v pode ser denotado por
{u:u > v} Seja N (v) o conjunto de descendentes diretos de um elemento, isto é, N (v) =
{u:u>wv, d(u,v) =1}, por simplidade a mesma notagao usada para denotar conjunto de

vizinhos, embora nao necessariamente coincidam.

Para qualquer né v, o conjunto de seus descendentes junto com ele préprio {u : u = v}
definem naturalmente um sub-grafo derivado do grafo principal. Para um né y, seja marg (y)

a marginal relativa ao seu subgrafo associado. Podemos expressar

marg(y) = Y [[ F . (2.26)

zzey fif -y
onde o somatério e o produtério sao indexados em nés-varidveis e nés-fungoes que satisfazem
a restricao de pertencerem ao sub-grafo associado a y. Um ponto a destacar é que o operador
somatorio tem um numero varidvel de indexadores de soma, e que é o conjunto destes
indexadores que estd denotado na sua parte inferior, e portanto nao é um operador somatoério

no sentido usual. De fato a soma se dd em sub-espacos, produtos cartesianos definidos
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anteriormente, que ficam implicitos pela enumeracao das varidveis.

Para qualquer funcao f, as varidveis contidas em seu sub-grafo associado podem ser
expressas pela uniao disjunta

N(f)U( U {z:z>y}> (2.27)

yEN(f)

Para o n6 base z, seu sub-grafo associado ¢ o grafo inteiro, e marg (x) coincide com a
marginal usual. Entao,

marg (1) = > [ () (229)

yy=x f:f-x

— Z H (fH (g)> (2.29)

Yy fEN (z) g:9-f

(o) -

feN(z) \yy~f g g~f

= 111> > 11 (H (g)) (2.31)
FEN(@) \ veN() | {zizry) VENW) N7y
yeN(f)

~~

2.32)

-n(xs » (0(nw
feN(z) | yeN(f) U (zzyp \VEN) \g:9-y
yeEN(f)

= I | X 7 11 (Z I1 <g>) (2.33)

feN(z) \yeN(f) yeN(f) \zz-ygig-y

= II | > 1] (marg(y)|. (2.34)

feN(z) \yeN(f) yeN(f)

Uma vez que cada y é descendente direto de f na expressao acima, definimos

.y = marg (y) (2:35)

e uma vez que cada f é descendente direto de x, definimos

pro=1 > f [ (marg®)]. (2.36)

yeN(f) yeN(f)
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Assim, obtemos as duas expressoes recursivas do algoritmo SP:

e = > F IT s (2.37)

yeEN(f) yeN(S)
My—>f = H H/g—>y . (238)

gEN(y)

Algumas observagoes sobre grafos sem ciclos:

= Duas varidveis tem no méximo uma funcao vinculo entre elas.

= Como cada n6 separa o grafo em partes disjuntas (ficando cada um de seus vizinhos
em uma parte diferente), hd um principio de independéncia entre as mensagens que
chegam a cada né por cada ramo. Em particular, h4 um principio de independéncia
entre mensagens que passam em direcoes opostas por dado ramo. Isso vale para grafos

sem ciclos, e vale aproximadamente para grafos com ciclos longos.

= Para um dado ramo (z, f), as mensagens que passam nas duas dire¢oes sao fungdes da
varidvel x. Pelo principio da independéncia no grafo sem ciclos, as mensagens fiy_,, €

fy— ¢ contém informagoes a partir de lados diferentes do grafo.

O algoritmo SP em grafos sem ciclos, quando realizado completamente, exaurindo todas
as mensagens em todos os ramos em ambas as direcoes, obtém todas marginais simples
exatas. Uma implementagao para o algoritmo SP baseado no grafo-fator deve considerar um
ponto de processamento em cada né do grafo, um “processador” independente. Cada um
destes processadores troca mensagens com seus vizinhos, e cada ramo do grafo é um canal
de comunicagao entre dois processadores em ambas as direcoes. Cada né recebe e envia
mensagens com seus vizinhos através destes canais. Cada mensagem nao é apenas um valor
escalar, mas uma fungao de uma varidvel. Se a varidvel tem dominio finito, a mensagem
natural é um vetor com o conjunto de valores da funcao em cada um dos pontos, numa

ordem pré-estabelecida.

Podemos entender o algoritmo SP operando num grafo associado com a seguinte

heuristica: a marginalizacao por propagacao de mensagens no grafo é feita ao longo dos
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ramos. Uma funcao local passa a ser parte integrante do seu ‘né-funcao’ no grafo, que calcula
e transmite mensagens localmente usando esta fungao custo. Os nés-fungoes sao “caixas
pretas” que compartilham varidveis, por uma espécie de “acoplamento”. A unica informacao
que cada caixa preta da é associar um valor (custo) a cada configuragao de suas varidveis. No
sistema acoplado, varidveis (e seus nés) sdo objetos passivos, que apenas sao influenciadas
conjuntamente pelas caixas pretas (diretamente pelas suas vizinhas e indiretamente pelas
outras durante a realizagao do algoritmo) e retransmitem esta influéncia pela rede de acordo
com suas conexoes. Cada né-fungao é um objeto ativo, com sua funcao custo influenciando
toda a inferéncia na rede. Por fim, a tarefa do algoritmo é, a partir das fungoes custos dos
noés-fungdes, obter fungdes custos resultantes (a posteriori) para os nds-varidveis. A partir
destas, podem ser extraidas estimativas sobre as melhores configuracoes de varidveis que

otimizam os custos, conjuntamente ou isoladamente.

2.8. Funcoes locais deterministicas e grafos de Tanner

Quando é possivel obter a distribuicao conjunta global do sistema a partir de um
produto de fatores de funcoes indicadoras ou distribuicoes de probabilidades que descrevem

os vinculos entre as varidveis, o algoritmo SP pode ser eficientemente aplicado.

Entre as varias modalidades de acoplamentos multiplicativos, dois tipos de fungoes-nés

determinfisticas sao destaque: os nés de “checagem de paridade” e os nés de “igualdade”.

Os nés de “checagem de paridade” sao os cldssicos, pois nos grafos de Tanner todos os

nos sao deste tipo. A funcao associada pode ser definida por

1, sexi1+...+x, =0;
f(xl)"'axk) - (239)

0, caso contrério.

Neste caso, as operagoes algébricas sdo em Zy. Se denotamos 0 (z) a funcao delta de

Kronecker, entao podemos também escrever

flay,... ) =0(z1+...+xp+1). (2.40)
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Os nés de “igualdade” vincula todas as varidveis conectadas a ele, impondo a restrigao
de que todas tenham valores (ou “estados”) iguais. A funcao associada pode ser definida por
1, sex;=...=ux;

[l ay) = (2.41)

0, caso contrario.

ou ainda

flxy, ... mp) =0 (xe —x1) X oo X 0 (T — Tp_1) - (2.42)

Esse tipo de né representa o acoplamento fundamental de varidveis. Em transformacoes
de grafos-fatores, ele também desempenha papel central, pois realiza o que se denomina
“clonagem de varidvel”. Esse tipo de transformacao é o principio para se obter grafos-fatores

normais [29].

Similares mas nao exatamente equivalentes, grafos normais [29] podem ser considerados
uma simplificacao candnica de grafos-fatores utilizando nés clonadores de varidveis, de tal
forma que nés-varidveis tenham grau maximo dois, ou seja, sao conectados a no méximo dois

nos-funcoes. Transformagoes deste tipo nao alteram a complexidade essencial do grafo.

O modelo de grafos de Tanner [79] foi concebido como uma generalizacao grafica dos
c6digos LDPC de Gallager, e foi o primeiro a usar a idéia de grafos bipartidos para representar

c6digos. Grafos-fatores podem ser considerados uma generalizacao dos grafos de Tanner.

Em particular, os grafos de Tanner para representar cédigos de paridade sao compostos
de duas classes distintas e bem definidas de nés. Uma classe representa todos os simbolos do
cédigo, e outra representa todas as checagens de paridade (um né para cada linha da matriz),
e conecta apenas nés entre classes diferentes para representar quais sfmbolos participam
de quais checagens de paridade. O grafo de Tanner define unicamente um cédigo, jé que
caracteriza completamente a estrutura do cédigo e sua matriz de verificagao de paridade.
Enquanto cada simbolo é enumerado no grafo por nés rotulados, cada né de checagem de

paridade é representado graficamente sem detalhes adicionais.

Em grafos-fatores genéricos, embora a representagao seja similar e inspirada nos grafos

de Tanner, os nés conectados aos nds-varidveis sao ‘fungoes vinculos’ genéricas e nao apenas
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checagem de paridade. Como consequéncia, o grafo por si sé6 nao mais define completamente

o codigo, apenas a estrutura de conexoes.

Por outro lado, cédigos mais gerais sao naturalmente representdveis quando se considera
grafos-fatores. Coédigos de trelica sao representados por fungoes locais deterministicas

associadas as secoes da trelica.

2.9. Realizacao generalizada por estados de um cédigo

E comum na literatura existente uma distingao entre dois tipos de varidveis em grafos-
fatores: “varidveis simbolos” e “varidveis ocultas”. Na descricao de codigos de trelica,
sfmbolos de entrada e saida num codificador sao do primeiro tipo, e a sequéncia de varidveis

que representa a evolugao dos estados do codificador sao do segundo tipo.

Em [29], Forney formaliza o conceito de “realizacdo generalizada por estados”, com os
trés elementos: um conjunto de varidveis simbolos, um conjunto de varidveis de estados, e um
conjunto de vinculos. O cédigo é obtido pela “projecao” no sub-espago de varidveis simbolos,

ou ainda pelo “puncionamento” das varidveis de estados.

Algumas caracteristicas na interpretacao de um sistema tipico: varidveis simbolos sao
dadas a priori, fundamentais e inerentes ao cédigo em questao; varidveis ocultas sao
introduzidas adicionalmente para uma descricao alternativa para o mesmo cédigo, uma
realizacao. Portanto, o nimero de varidveis ocultas e o papel de cada uma pode mudar

dependendo da realizacao do cédigo.

Essa distingao nao é realmente necessdria, ja que no algoritmo SP e marginalizacao todas

as varigveis sdo tratadas da mesma forma.

2 z

De fato, esta diferenciagao ¢é ttil para definir algumas varidveis que sao auxiliares na
descricao do sistema, e serao excluidas por marginalizacao de todos os cdlculos finais, e
suas marginais préprias nao sao de interesse para o problema. Em tltima instancia, o
objetivo do uso de varidveis auxiliares é simplificar as funcoes vinculos necessdrias para

descrever um sistema, ou seja, possibilitar uma fatoracao mais analitica ao sistema, com
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mais desmembramentos e independéncias parciais entre as varidveis de interesse. O caso
tipico desta situacao é a descricao de codigos por trelicas e a introducao de varidveis de

estado como auxiliares.

Podemos estabelecer entao que duas fungoes globais de um mesmo sistema

fug, o ug,cq,y.en,c) (2.43)

(g, Uy CLy ey Cry STy Sp) (2.44)

sao consideradas equivalentes para o cédigo se a marginalizacao da segunda resulta na

primeira, 1sto €,

flug, ... ug,cp,y...,0) = Z F (g, o Uy €Ly ey Cpy STy ) (2.45)

S1..4y8n

Neste caso, podemos pensar [/ como uma extensao de f. O caso de interesse é quando
f envolve mais varidveis, mas permite uma fatoracao mais analitica. As duas funcoes f e f’
podem descrever o mesmo sistema relativo as varidveis {ui, ..., ug, c1, ..., ¢, } desde que sua

marginalizacao resulte na mesma funcao para estas.

2.10. Grafo-fator tipico para um sistema de comuni-
cacao
A estrutura cldssica de um sistema de comunicacao - fonte, codificagao e canal - pode
ser sumariamente descrita no contexto da teoria de grafos-fatores. As varidveis carateristicas
sao
= simbolos (bits) de informacao u;
= 0s estados do codificador s;

= simbolos codificados transmitidos c;
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= ¢ 0s sinais recebidos do canal y,

onde u, s, ¢ e y sao vetores, representacoes compactas das sequéncias de valores.
Em geral, estas varidveis e suas inter-relacoes definem completamente a estrutura de
codificacao e decodificacao para o sistema dado. Essas relacoes sempre podem ser expressas
probabilisticamente, pelas fungoes distribuicoes inerentes a cada parte do sistema. De fato,

em todos os sistemas tipicos, podemos escrever a distribuicao conjunta como

P (u,s,c,y) = P (u) P (s|u) P(c|u,s) P (y|c). (2.46)

Tipicamente, P (u) é composta de distribuigdes uniformes, P (s|u) e P (c|u,s) represen-
tam relacoes deterministicas, e estes componentes se fatoram em sequéncias de distribuigoes
locais. P (y|c) expressa o modelo do canal e também se fatora em componentes. O caso mais

simples é quando nao hd memdéria no modelo do canal.

Podemos ainda completar a representacao (2.46) incluindo a observacao das varidveis do
canal como componente intrinseco ao problema de decodificagao. De fato, este é mais um
fator acoplado & distribuicao conjunta. Em geral, a representacao funcional para observacao
de varidveis sao deltas de Dirac ou deltas de Kronecker. Portanto, a distribuicao conjunta

do problema completo de decodificagao é da forma

P(u,s,c,y) = P(u)P(s|u) P(clu,s) P(ylc)d (y). (2.47)

E comum na literatura manipular os célculos de decodificaciio pensando nos valores obser-
vados como ‘parametros’, ou varidveis com valores fixados. Entretanto, numa representacao
funcional do sistema, a forma (2.47) acima fica mais coerente. E interessante pensar que a
observacao de varidveis ainda mantém a forma geral de uma fatoragao com fungoes em todas
as varidaveis do sistema, apenas acoplando um fator adicional, e o problema ainda se resume
a obtencao de marginais desta conjunta, e nao uma conjunta ‘parametrizada’ por algumas
varidveis. Isso evidentemente nao simplifica cdlculos nem tem efeito pratico relevante, mas

conserva um entendimento unificado sobre a caracterizagao de varidveis e fungoes no grafo.

Assim, temos como resultado uma fatoracdo que expressa todos os acoplamentos

envolvidos entre os tipos de varidveis do sistema. O fato de termos estes componentes com
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separacao bem definida na fatoragao da conjunta também indica que a decodificacao pode

ser realizada por etapas em cada um destes componentes.

Abstraindo o fato de serem distribuicoes de probabilidade, podemos expressar a fatoracao

(2.47) acima como

f (ll, S, C, y> = fpm’om’ (u) fevol (ll, S) fcod (u7 S, C) fcanal (C7 Y) fobserv (y) . (248)

e o seu respectivo grafo-fator

fcod @ fcanal @ .fobserv

fp'r'iori \1‘!’/ fevol

Figura 2.5: Grafo-fator de um sistema com um codificador de estados.

Desta forma, a teoria de grafos-fatores e seu algoritmo distributivo generalizado aplicado
a este caso leva a entender uma decodificacdo como a marginalizacao de uma medida global
do sistema, obtida pela juncao das medidas dos componentes. E todos os componentes tipicos
de um sistema de comunicagao jia tem naturalmente sua medida definida em sua descricao,
probabilistica ou comportamental, acopladas multiplicativamente (numa algebra apropriada)
tal que o algoritmo SP se aplica. Varidveis observadas e varidveis ocultas sao explicita ou

implicitamente marginalizadas no processo.

Numa visao mais geral, num grafo-fator, se duas fungoes f;, e f;, tem z; como argumento

comum, entao f; e f;, estao acopladas através de ;.

Num sistema com varidveis aleatérias X,Y e Z temos que X 1Y|Z (X e Y sdo

independentes dado Z) se e somente se a distribuigdo conjunta pode ser escrita fatorada

p(r,y,2)=f(z,2)9(y,2) , (2.49)

isto é, se tal fatoracao existe. Aqui, temos que f e g estao acopladas através de z.
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Os modelos graficos para sistemas de varidveis aleatérias essencialmente tem como
objetivo descrever a estrutura de dependéncia (e independéncia) entre elas, de forma que
a distribui¢ao conjunta seja fatorada em distribuicoes condicionais mais simples, com poucas
varidveis, o que resulta numa caracterizagao local para cada uma delas no grafo. A teoria
de grafos-fatores generaliza esta idéia, com abrangéncia maior do que apenas fatoracoes de
distribuicoes de probabilidade, embora em tltima instancia todos os casos praticos mais

comuns possam ainda ser reduzidos & descri¢ao probabilistica.

O processo de decodificagdo com o critério de decisao MAP (Mazimum-A-Posteriori)

pode ser simplesmente escrito como

=)
I

argmax p (uly = yo) (2.50)

u, )|, _
— argmax (7}9( y)’y_yo)

u p (y) |y:y0
= argmax (p (u, y)ly:yo)
u

= argumaXZ(p (u,y) 0y (¥))

onde fica evidente que a operacao argmax é realizada posteriormente & operagao de
marginalizacao na varidvel u, quando congiderada uma funcao global que inclui como fator
uma fungao delta para a varidvel observada. Na expressio (2.50) acima, d,, (y) = & (y — vo).
Assim, a decisao MAP pode ser entendida como a marginalizacao de uma funcao global em

todas as varidveis menos u. Cada varidvel observada implica no acoplamento na conjunta de

uma funcao delta como fator.

2.11. Grafo-fator de uma maquina de estados

Nesta secao é incluida uma descricao mais detalhada do grafo-fator associado a um

codificador de estados (convolucional), ou mais genericamente, a um cédigo de treliga.

Sejam (U, Us,...) as varidveis aleatérias que representam a sequéncia de simbolos de
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entrada, nao codificados. As varidveis (Sp, S1, . ..) s@o a sequéncia de estados do codificador.
A sequéncia de simbolos de saida, os simbolos codificados, sdo representados por (C, Ca, . . .),
e (Y1,Ys,...) sdo as varidveis observadas a posteriori, que no caso sao versoes ruidosas
de (Cy,Cy,...). Para uma sequéncia curta podemos expressar a fatoracdo completa e o

respectivo grafico na figura 2.6 a seguir

Pr {ug, u1, so, 51, 52, Co, €1, Yo, Y1} = (2.51)

Pr {Uo} Pr {Ul} Pr {50} Pr {Coa 51|50; Uo} Pr {01, 52|51, Ul} Pr {y0|00} Pr {y1|01}

®

Figura 2.6: Grafo-fator de uma maquina de estados.

Neste caso, as fungdes do tipo Pr{c;, sii1|s¢, us} s@o fungoes indicadoras que descrevem

as associagoes na secao da trelica, e ainda admitem fatoragao adicional do tipo

Pr {Ct, St+1 |5t; Ut} =Pr {Ct|5t, Ut} Pr {5t+1 |5t; Ut} (2'52)

As probabilidades Pr {s;,1|s;, u;} definem a evolugao dos estados, e Pr{c;|s;, u;} definem

o simbolo emitido em fun¢ao do ramo da treliga.

Um entendimento j& estabelecido na literatura [54], o algoritmo SP aplicado ao grafo do

codigo de trelica resulta no algoritmo forward-backward (ou BCJR, dado em [4]).

Mas além disso, é possivel neste caso estabelecer significado probabilistico preciso para

cada uma das mensagens que fluem pelo grafo, conforme a figura 2.7 a seguir, onde sequéncias
c o . N . A . e, .

de varidveis sao denotadas abreviadamente como y! = vy, ...y, € aqui estas varidveis

observadas devem ser consideradas fixas, e tomadas como parametros.
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D (Y6, se41) ||[p (U5 se41)

D (ut) V4 (y(t)_la y;:-_lla ct)
@:p(q, St+1|’U¢, St)—@
(667" lue)

p (v ue P (yelce)

p (et se) ||| p (w5 se)

@

Figura 2.7: Mensagens do algoritmo SP para uma méquina de estados.

Por simplificagdo, consideramos que as vérias funcoes, todas denotadas por p(-) e
variados argumentos, sao distribuicoes de probabilidades nestes argumentos. Lembrando
que as probabilidades p(u;) e p(y|ct), t = 0,...,n — 1 podem ser consideradas vetores

de alimentacao para o algoritmo BCJR.

Temos um grafo sem ciclos, e cada né-varidvel tem no méaximo duas conexdes com néds-
fungoes. Podemos identificar a independéncia de informagao fluindo em direcoes opostas
pelos pares de mensagens. As mensagens p (yé_l, st) ep (yf_1 ]st) referentes ao né-varidvel S;
(e portanto fungdes simples no argumento s;) incluem todas as observagoes ¥, . . . , Yn—1 COMO
parametros, uma parte delas em cada distribuicao. Essa particao das observagoes obedece
um principio de causalidade, ou seja, passado e futuro em relagdo ao instante t. Os dois
conjuntos de varidveis Yp,...,Y; 1 e Y;, ..., Y, 1 sao independentes e complementares. A

marginal na varidvel S; é dada pelo produto das duas mensagens,
p (o se) =p (o s p (ur ) - (2.53)

Aqui, os trés elementos devem ser considerados fungdes em uma variavel (s;) e 4o, - . . , Yn—1
como parametros. Assim, a marginal consiste na conjunta da varidvel s; com todas as

varidveis observadas, com seus respectivos valores v, .. ., y,_1 observados.

Considerando o particionamento do grafo pelo né S;, note que as duas mensagens

carregam a informagao relevante (observagoes a posteriori) de cada um dos dois sub-grafos
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resultantes.

Interpretacao idéntica pode ser feita para as mensagens referentes ao né S;, 1, similares

a S; a menos de uma translagao.

Analogamente, p(yé_l,yﬁ:ll,ct) e p(y|c) referentes ao n6 C; também apresentam
particionamento dos pardmetros observados em relacao aos sub-grafos que ele separa, e a

marginal tem seu significado preciso

n

p (y0_17 Ct) =D (y(t)_la y?—&-_lla Ct) p (yt’Ct) . (254)

E finalmente, nas varidveis Uy, temos o par de mensagens p (u;) € p (yg_l \ut) , uma particao
trivial dos parametros (todos concentrados em uma delas). Temos p (u;) e p (y§~'|u;) como

mensagens independentes e complementares, e a marginal

4 (yg_l, Ut) =p(u)p (y8_1|ut) . (2.55)

Portanto, o exemplo cléssico do grafo-fator de um cédigo de trelica permite uma completa
e precisa interpretacao sobre o significado de todas as mensagens que fluem através dele no
algoritmo SP. Através de cada varidvel, as duas mensagens associadas sao distribuigoes,
uma delas na qual a varidvel aparece condicionada, e outra nao. E todas as observagoes
Yo, - - - » Yn—1 participam deste par de mensagens como pardmetros, particionados de acordo

com os sub-grafos associados.

Essa similaridade induz uma caracterizagao das mensagens que fluem no grafo, separando-
as em duas classes de mensagens distintas, com respeito a causalidade. Mensagens do tipo
forward , denotadas « (uy), a (s¢), a (¢;) e mensagens do tipo backward , 3 (u:), B (st), 5 (ct).
As primeiras fluem na dire¢do da causalidade entre as varidveis, e as segundas, na diregao

oposta. Desta forma, as expressoes do algoritmo forward-backward podem ser apresentadas
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(com espacamento nos produtos para alinhar mensagens) de forma completa

alsi) = > T(spuncese01) alu) als) B(a)
B(st) = > T (s¢,u, ¢y Se41) 0 (uy) B(c) B(se41)

e (2.56)
B (ur) = > T (4,1, Ct, S141) a(s) Ble) B(se41)

St,Ct,St+1

ale) = > Tsupcese01) ofu) afs) B (st41)

Ut,St,St+1

onde

T (81, ¢, Se41) = Pr{cy, seq1|se,u}, (2.57)
a(u) = Priu}, (2.58)
Ble) = Priye} (2.59)

sao os elementos primdrios, a partir dos quais o algoritmo é executado, além das mensagens
iniciais nas extremidades da treliga « (sg) e 5 (sn_1), que ficam em fungao dos critérios de
inicio e término da mesma na codificacao. Para valores extremos fixos e conhecidos, estas
mensagens sao do tipo deltas de Kronecker ¢ (+). Para trelicas truncadas onde a extremidade

tem estado desconhecido, sao mensagens do tipo constante em todo o dominio.

Podemos destacar aqui que a iltima das quatro férmulas em (2.56), para « (c;), ndo
¢ usualmente apresentada pela literatura, mas é parte integrante do algoritmo em sua

plenitude. Ela é efetiva em concatenagoes turbo seriais.

2.12. (Cdbdigos concatenados e grafos com ciclos

Em geral, as equacoes que definem as regras de célculos das mensagens no algoritmo SP
dadas por (2.21) e (2.22) sao recursivas e localmente aplicdveis a qualquer grafo-fator, pois
s6 envolvem varidveis e fungoes em uma vizinhanca. Analogamente, a regra de obtencao de
marginais, dada por (2.23), s6 envolve mensagens locais. Sdo estes fatos que possibilitam
a extensao do algoritmo SP para grafos com ciclos. Entretanto, em um grafo com ciclos, a

aplicagao do algoritmo SP resulta naturalmente em um algoritmo iterativo. Uma completa
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implementacao deve definir um critério de inicializagao, uma ordem de propagacao de

mensagens (scheduling), e um critério de parada.

Para um grafo sem ciclos, hd uma ordem natural. Se o problema se resume a
obter uma tnica marginal, os cdlculos se iniciam pelos nés mais distantes da varidvel
objetivada, e seguem em sua direcao. Para o problema completo de se obter todas as
marginais, o algoritmo possibilita cdlculos simultdneos (processamento paralelo) e eficientes
em vizinhangas independentes no grafo. O grafo pode assumir uma disposi¢ao de méaximo
espalhamento entre os nds, tal que haja equilibrio de ramificacoes para todos os lados,
evidenciando o distanciamento de cada né em relagdo a um ponto central. Os célculos
comecam pelos nés periféricos da drvore, e as mensagens evoluem, um fluxo que inicia
centripeto, gradualmente centraliza mensagens na sua primeira metade, e termina centrifugo

na sua segunda metade, terminando nas mensagens que chegam a nés mais periféricos.

J& em grafos com ciclos, a realizagdo do algoritmo para um dado grafo requer a
arbitragem de uma regra adicional, que defina a ordem na qual os cédlculos sao efetuados, o
cronograma de execugao (scheduling). Para o caso dos cédigos turbo e LDPC, o cronograma
herdado diretamente de seus esquemas clédssicos evidencia a equivaléncia entre a decodificacao

iterativa usual destes algoritmos e a decodificacao pelo algoritmo SP.

Qualquer cédigo, quando realizado seu grafo-fator, pode ser decodificado via algoritmo
SP. Mas o algoritmo SP pode ser provado exato apenas para grafos sem ciclos, onde temos
critérios de otimalidade satisfeitos em diferentes instancias do algoritmo, MAP ou MV

(Méxima Verossimilhanca).

Num grafo sem ciclos, as marginais obtidas por (2.23) podem ser usadas para decisoes
MAP simbolo a simbolo. Num grafo com ciclos, o méximo que pode se esperar é que depois de
algumas iteragoes as “marginais” obtidas por (2.23) sejam boas aproximagcoes das marginais

reais, o que resulta em uma decodificacado MAP aproximada.

Realizagoes de codigos por grafos com ciclos permitem construcao, descricao e imple-
mentacao simples de cédigos que sao complexos nas suas realizagoes sem ciclos. Portanto,

tanto a introducao de varidveis-estado auxiliares quanto a introducao deliberada de ciclos
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na construcao de realizagoes de cédigos sobre grafos podem ser pensadas como técnicas
de se construir cédigos potentes (complexos na sua descrigdo cldssica), mas com baixa
complexidade de implementacao. Assim, para cada realizagio de um mesmo cédigo, a
complexidade de decodificacao varia. E para cada realizacao com ciclos, a performance do

algoritmo SP também pode variar.

O algoritmo SP e suas instancias fornecem como resultado marginais ou pseudo marginais
para varidveis (o que Wiberg chamou de fungoes custo finais [85]), e nao decisoes finais sobre
valores. Portanto, segue depois a etapa de como as decisoes ou estimativas a partir destas

marginais serao obtidas, que depende de cada tipo de problema.

2.13. Notas histéricas e consideracoes adicionais sobre

grafos-fatores

Parte da literatura se refere a grafos-fatores como grafos de Tanner&Wiberg. Embora
tenha sido apresentada em um texto definitivo em 2001 por Kschischang, Frey e Loeliger
[54], um artigo tutorial que se tornou principal referéncia na drea, os principais conceitos
desta teoria ja estavam presentes na literatura anterior, devido a estes e outros pesquisadores.
A nomenclatura “grafo-fator” (factor graph) apareceu pela primeira vez em 1998 num artigo
de Kschischang e Frey [53]. Os principais autores que contribuiram para o desenvolvimento
dos conceitos na drea foram Tanner, Wiberg, Frey, Kschischang, Loeliger, Kotter, Aji, Forney,

e McEliece.

O ponto inicial no desenvolvimento de cédigos definidos sobre grafos veio da grande
invengao de Gallager no inicio dos anos 60 [31] [32], a classe de c6digos definidos por matrizes
de paridades extensas e esparsas, os cédigos LDPC (Low Density Parity Check), e seu
algoritmo de decodificagao associado, uma decodificacao iterativa baseada em probabilidades
a posteriori realizada simbolo a simbolo. A grande relevancia dos conceitos desta teoria foi
percebida nos anos 90, quando se mostrou por simulagoes numéricas [59] que de fato se tratava

de uma classe importante de codigos, e que muito antes da revolucao dos cédigos turbo ja
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havia cédigos factiveis com desempenhos préximos & capacidade de canal. Os trabalhos de

Sipser e MacKay ([77] e [59]) foram os responsdveis pela redescoberta dos cédigos LDPC.

Historicamente, a primeira instancia do algoritmo SP para decodificacao foi formulada
por Gallager [31] [32], e os cidigos LDPC podem ser considerados os primeiros codigos
definidos sobre grafos. Tanner [79], com base nestes c6digos, em 1981 fundou a drea de
c6digos sobre grafos. Tanner introduziu grafos bipartidos para descrever cédigos, e definiu
uma generalizagao dos cédigos LDPC, com vinculos descritos por fungoes genéricas em vez
de simples checagem de paridades, mostrando como classes de cddigos ja existentes até
entao podiam ser representadas desta forma, e que todos eles admitiam a decodificacao

probabilistica por simbolos do SP.

Tanner ao definir seus grafos considerou apenas vinculos deterministicos, ou “comporta-
mentais”, e sem varidveis de estados. Sobre o framework mais geral de grafos-fatores, um
grafo de Tanner é um grafo-fator de alguma fatoracdo em funcoes caracteristicas para o

cédigo.

Wiberg apresentou em sua tese [85] uma visao unificada sobre alguns dos mais conhecidos
algoritmos de decodificacao iterativa, através do algoritmo SP e a representacao por grafos
dos codigos. Até algoritmos nao iterativos, como o de Viterbi, s@o incluidos nesta visao

unificada, mostrando que todos estes sao casos particulares do algoritmo SP.

Se Tanner generalizou o papel dos nés-funcgoes, Wiberg generalizou o papel dos nés-
varidveis, introduzindo o conceito de “varidveis estados”, e mostrando que cédigos de trelica
também seriam naturalmente representados pelo mesmo tipo de grafo, o que estabeleceu
a conexao com a teoria de cédigos sobre trelicas, o arcabouco tedrico convencional de
realizacoes de cédigos por modelo de estados. Desta forma, grafos passaram a conter nao
s6 as varidveis correspondentes aos simbolos do cddigo, mas também varidveis auxiliares

generalizadas, e sistemas podendo ser descritos por virias realizacoes de grafos equivalentes.

Paralelamente, em outra drea de pesquisa, em 1983, Pearl apresentou o algoritmo BP
(belief propagation) [52] [68], um algoritmo de passagem de mensagens (propagacdo) a

partir da representacao em modelos graficos de uma dada distribuicao conjunta, para obter
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distribuicoes marginais, ou seja, para resolver de forma geral e sistemdtica o chamado

marginalisation problem.

Inserido inicialmente no contexto de inteligéncia artificial, com sua generalidade e
versatilidade, o algoritmo BP mostrou-se ttil em diversas dreas do conhecimento, como
na fisica, biologia, estatistica, e teoria de cédigos corretores de erro. Entretanto, a esséncia

deste algoritmo j& estava presente no algoritmo de decodificagao de Gallager [32].

Em [64] a decodificagao turbo foi relacionada & esta teoria, sendo um caso particular do
algoritmo BP, com o algoritmo de propagac¢ao de probabilidades que opera na rede bayesiana

estabelecida para o codigo.

A estreita relacao entre o algoritmo BP e alguns algoritmos de decodificacao foi
apresentada pela primeira vez em 1995 por MacKay [60], que redescobriu os cédigos LDPC
de Gallager e mostrou que sua decodificacao iterativa é um caso particular do algoritmo BP.
Assim, todas estas intersecoes de dreas do conhecimento sugeriam uma unificacao, que veio

com a teoria de grafos-fatores.

Casos particulares do algoritmo que hoje chamamos genericamente SP foram desenvolvi-
dos ao longo da histéria em diversas dreas do conhecimento. A primeira instancia do SP
trazida por Gallager e seus cédigos LDPC no inicio dos anos 60 j& indicava a necessidade da
inexisténcia de ciclos para uma marginalizagao exata. Na mesma época, surgiu o primeiro
algoritmo forward-backward que se tem noticia, o algoritmo Baum-Welch. Posteriormente,
surgiu o algoritmo de Viterbi em 1967 e o algoritmo BCJR em 1974. O algoritmo BP de

Pearl foi apresentado em 1983. E finalmente, o algoritmo de decodificacao turbo em 1993.

H4 algumas alternativas similares ao framework de grafos-fatores. A representacao por
Junction trees de uma fungao global [3] traz essencialmente os mesmos resultados, mas as
derivagoes nao sao tao intuitivas ao nao associar elementos gréficos a fungoes-fatores. Grafos
normais [29] podem ser considerados uma simplificagdo canoénica de grafos-fatores, de tal
forma que nés-varidveis tenham grau méximo dois, ou seja, sao conectados a no méximo

dois nés-fungoes.



Capitulo 3

Grafos-fatores e decodificacao turbo

O objetivo deste capitulo é relacionar a teoria geral de grafos-fatores apresentada
no capitulo anterior com a decodificagao turbo iterativa, algumas de suas variantes e
generalizagoes. Em especial, apresentar propostas de cronogramas de calculo de mensagens
do algoritmo SP de forma mais abrangente, com énfase no caso do paradigma turbo stream-

oriented. As principais referéncias utilizadas foram [7], [8], [9], [35], [42], [43] e [46].

Conforme mencionado no capitulo anterior, a literatura existente em grafos-fatores ja
identificou o algoritmo turbo como um caso particular do algoritmo SP. Entretanto, o nosso
desenvolvimento detalha melhor esta insercao, com contribuicoes tteis a um entendimento

melhor das questoes particulares envolvidas nesta instancia do SP.

O ponto de partida é o esquema turbo tradicional, definindo seu grafo-fator completo
para decodificacao por marginalizagoes, genérico em relagao a indexagao das sequéncias de
varidveis caracteristicas do sistema, em uma realizagao e esquematizacao que se preocupam
em conservar a nocao de causalidade entre todas as varidveis envolvidas. Surge dai uma

derivacao especifica na caracterizagao das mensagens do algoritmo SP.

A teoria de cédigos turbo tornou-se uma importante drea de pesquisa, na qual hd inimeras
andlises e desdobramentos. Aqui, focalizamos na andlise de sua decodificacdo no contexto
de grafos-fatores. Em relacao ao projeto de codificacao, incluidos no texto estao apenas

defini¢oes e conceitos minimos para o entendimento do que se segue.

43
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3.1. Introducao

Técnicas de decodificagao iterativa - como a apresentada por Gallager para LDPC,
e a decodificacao turbo - sao as mais consagradas alternativas para projetar sistemas
corretores de erros de alto desempenho, em alguns casos préximos a capacidade de canal,
com uma complexidade que cresce linearmente em func¢ao do comprimento de bloco.
Quando estabelecidos os grafos-fatores para estes cédigos, observa-se que estas técnicas de

decodificagao coincidem localmente com o algoritmo SP.

Sistemas de cédigos concatenados consistem em uma cole¢ao de c6digos que interagem
entre si, cada um deles com complexidade aceitdvel para codificacao e decodificagao. O

sistema como um todo corresponde a um codigo global equivalente mais complexo.

Em sistemas de cédigos concatenados com decodificacao iterativa, como turbo e similares,
é comum cada cédigo constituinte ou componente independente ter um grafo sem ciclos.
Esses componentes sao acoplados e passam a compartilhar varidveis, o que resulta num
grafo global com ciclos. Para cada componente, o algoritmo resultaria numa decodificacao
‘exata’, e as marginais obtidas seriam as probabilidades simbolo a simbolo a posteriori dos
simbolos observados, prontas para decisao 6tima MAP, se o componente estivesse isolado.
No acoplamento, a propagacao de probabilidades resulta num algoritmo aproximado para
decodificagao MAP. Se o sistema for projetado corretamente, com ciclos longos e aleatérios,

temos convergéncia e bom desempenho.

A decodificacao em geral segue pela aplicacgdo do algoritmo internamente a cada
codigo componente e suas varidveis. Probabilidades obtidas em um dado componente sao
propagadas, geralmente numa ordem pré-definida e ciclica, para o préximo componente. Essa
ordem, traduzida para o contexto de grafos-fatores e o algoritmo SP, resulta no cronograma

de atualizacao de mensagens.
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3.2. A codificacao turbo

Cédigos turbo sao eficazes codigos corretores de erro para transmissao em canais
ruidosos, com razodvel complexidade de implementacao e decodificacao, cuja descoberta foi
apresentada em 1993 [9], com desempenho préximo aos limites de Shannon para a capacidade
de canal nunca antes obtida, gragas a sua até entao inovadora técnica de decodificacao
iterativa e distribuida. Também sao flexiveis em termos de comprimento de bloco e taxa de

codificacao.

Essencialmente, o c6digo turbo padrao consiste numa concatenacao paralela de cédigos
convolucionais, onde cada um deles recebe como entrada a sequéncia de bits nao codificados
em diferentes ordens por entrelacamento. A cada cédigo convolucional componente é
associado um decodificador de trelica com algoritmo BCJR MAP, e a decodificagao é feita

iterando as estimativas em cada decodificador componente.

Generalizando, um sistema de codificagao é dito turbo (ou que utiliza o principio turbo)
se ele consiste numa concatenacao de cédigos de trelica, com suficientes entrelacadores
acoplados entre eles para “quebrar memdria relativa”, e que a decodificacao é iterativa e
distribuida entre componentes decodificadores correspondentes, utilizando o algoritmo BCJR
MAP ou uma versao dele em cada componente. Uma visao geral sobre concatenagoes turbo

quaisquer é dada em [8], com construgoes abstratas de redes de codigos.

Podemos ainda falar em uma “classe turbo de cédigos” para englobar toda a classe de
c6digos com algoritmos de decodificacao iterativa distribuida simbolo a simbolo. Assim estao
incluidos nesta nomenclatura: concatenacoes paralelas, concatenacoes seriais, cédigos repeat
accumulate (RA) e codigos de Gallager (LDPC), com todas as variagoes que estes sistemas

possibilitam.

Como tépicos de estudo na vasta literatura a respeito de cédigos turbo, podemos citar
alguns como: andlise estrutural do cédigo equivalente e distancia minima, andlise em funcao
do comprimento de bloco, limitantes de desempenho, projetos de entrelagadores aleatoérios
e deterministicos, diferencas de desempenho entre concatenacao paralela e concatenacao

serial, desempenho em fun¢ao da memdria nos cédigos convolucionais e melhores geradores
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recursivos de paridade, diferentes métodos de terminacgao nas trelicas em cada bloco nos
codificadores, diferentes métodos numéricos para o algoritmo MAP e suas aproximacgoes,

estudo sobre iteracoes na decodificagao e critérios de parada, andlise da convergéncia, etc.

3.3. O codificador turbo classico

O esquema de uma codificacao turbo, em sua concepc¢ao original, é esquematizado na
figura 3.1 na forma de diagrama de blocos (conforme a abordagem de [8] para construcao de

redes de cédigos). Cada bloco do diagrama corresponde a um componente fundamental.

Figura 3.1: Diagrama de blocos de uma codificacao turbo.

Temos representados uma fonte bindria F' com probabilidade uniforme de emissao de
bits (ndo é usual incluir um bloco para a fonte no esquema, mas aqui optamos por fazé-lo ja
antecipando um modelo mais avangado onde a decodificacdo envolve um fonte nao trivial),
acoplada a um codificador turbo, que consiste em: um repetidor R (nomeado broadcaster em
8]), geradores convolucionais de paridade C} e Cs, e um entrelacador E conectado a entrada
de C5. Os simbolos bindrios emitidos em cada um dos trés segmentos sao serializados e
emitidos para um mesmo canal, usualmente modelado como sendo um canal gaussiano com

sinalizagao bindria, o canal B-AWGN (Binary Additive White Gaussian Noise).

A decodificagao turbo é iterativa e distribuida, usando os chamados blocos SISO (soft-
input/soft-output) que processam e trocam estas mensagens, as decisoes suaves (soft). Uma

completa descrigao de tais blocos é dada em [8].

O sistema de decodificagao é dual ao sistema de codificagao, onde cada codificador

componente tem um decodificador componente associado, e estes componentes trocam
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informacao iterativamente. Cada um faz sua inferéncia sobre bits da sequéncia de informacao
e passa aos outros. As informacoes que fluem pelos componentes tem cardter probabilistico
(ou de niveis de confiabilidade), ndo precipitando decisdes antes do término da decodificagao.
Neste sentido, diz-se que a decodificacao turbo lida com informacao soft, em vez de decisoes

hard usadas em outros esquemas de correcao de erro.

Os decodificadores associados a C; e Cy implementam o algoritmo MAP na sequéncia
da trelica, tomam como dados iniciais as observacoes ruidosas dos provenientes do canal,
e a cada iteracao fornecem como saida “informacoes extrinsecas” de todos os seus bits de
entrada no bloco. A decodificacao da sequéncia de estados de cada cédigo componente é
baseado no algoritmo de decodificacago MAP sequencial, classicamente denominado BCJR
[4]. A decodificacao iterativa ndo é uma decodificagdo MAP exata do conjunto global, mas
empiricamente evidencia desempenho sub-6timo, préximos aos limites teéricos de capacidade,

quando o sistema é projetado corretamente.

3.3.1. Geradores de paridade convolucionais

O uso de cddigos (ou fragmentos de cédigos) convolucionais recursivos (convolucionais de
resposta infinita) é importante para que se obtenha os melhores resultados de desempenho

na codificagao turbo.

Na versao mais simples, cada gerador de paridade pode ser considerado um cédigo de
taxa unitdria. Assim, o gerador de paridade convolucional recursivo de meméria m pode ser
descrito por sua matrix geradora 1 x 1 com entrada do tipo h (D) /g (D), onde h (D) e g (D)
sao polinomios de grau m no anel de polindmios sobre o campo algébrico bindrio {0, 1}.
Sendo u (D) e ¢ (D) os polinémios bindrios das sequéncias de entrada e saida do codificador,

temos a relagao entre os produtos na dlgebra polinomial

9(D)e(D) = h(D)u (D). (3.1)

Na prética, a implementacao de um codificador recursivo é feita através da realimentacao

no sistema de registradores de deslocamento que geram a sequéncia de bits codificados ¢ a
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partir da sequéncia de bits de entrada u, como na figura 3.2 a seguir.
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Figura 3.2: Gerador de paridade convolucional recursivo.

E opcional impor ou nio um esquema de terminacio no final da trelica de cada compo-
nente, para que o estado final seja conhecido na decodificacao. Cada cédigo componente de
m memdrias necessita de m transicoes controladas de estados para terminacao, o que gera
um conjunto de m bits de paridade a mais no final da sequéncia emitida. O envio de parte ou

todos estes bits implica em alguma perda de taxa, desprezivel para grandes comprimentos

de bloco.

A opgao mais simples é o truncamento da sequéncia de estados a cada final de bloco,
reestabelecendo seu valor inicial a cada inicio de um novo bloco. A decodificacao se realiza
sem conhecimento prévio sobre o estados finais e nao ha perda de taxa, mas hd menos de
informacao 1til ao backward do BCJR. Para blocos grandes e bons entrelacadores nao h&
perda significativa de desempenho no truncamento. Em sua concepcao original [9], questdes

de terminacao nao foram consideradas.

Os bits enviados para o canal sao uma combinacao dos bits de informacgao e os de
paridades dos componentes. Vdrios esquemas de puncionamento, em que periodicamente
bits codificados sao desconsiderados e nao enviados ao canal, podem ser empregados para
se ajustar a taxa de codificagdo a um certo valor especifico no projeto. A mais comum é a
eliminagao da metade de bits de paridade de cada componente, o que resulta numa taxa 1,/2

para o sistema. O sistema turbo sem puncionamento tem taxa 1/3.
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3.3.2. Entrelacadores

Simulagoes mostram empiricamente que cédigos turbo podem alcancar desempenhos
préximos aos limites tedricos de probabilidade de erro em baixa relagao sinal ruido, desde

que o comprimento de bloco do cédigo seja grande, e o entrelacador seja pseudo-aleatério.

De fato, é o entrelagador que define o comprimento de bloco num codificador turbo. O

turbo original [9] considera um comprimento de bloco com 2'¢ = 65536 bits de informagao.

Entrelagadores muito regulares, como o usual linha coluna, nao resultam nos desempenhos
excelentes dos obtidos por métodos pseudo-aleatérios. Entrelacadores com bom espalhamento

(entrelacadores S-random) tem desempenhos ainda melhores.

Um entrelagador S-random na formulagdo de Crozier [16] é um entrelagador de bloco

pseudo-aleatério tal que

i =gl +m (i) =7 ()] > S (3-2)

para todo par 7,j. A condi¢do necessdria para a existéncia é S < V2L, onde L é o
comprimento de bloco. Em [16], Crozier apresenta um algoritmo répido e elegante para

obter entrelacadores S-random deste tipo.

Adiante no capitulo, entraremos em maiores detalhes sobre o entrelacamento.

3.3.3. O canal B-AWGN

Um canal B-AWGN ¢ o resultado de uma sinalizagao bindria num canal discreto no tempo
e de amplitude continua com ruido gaussiano. Em geral, considera-se sinalizagao com energia
unitdria {—1,+1}, e ruido gaussiano de variancia o?. Desta forma, para uma varigvel bindria

C emitida para o canal, a saida serd uma varidvel aleatéria
Y =C+0G, (3.3)

onde G é uma varidvel gaussiana unitdria.
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A capacidade de um canal B-AWGN é
L[t plyl-1 1 [T p(yl+1)
C:—/ ~1)lo d+—/ +1)lo d 3.4

onde

py) = %p (yl - 1)+ %p (y| +1) (3.5)

p(yle) = ;ﬂexp {—u} ,ce{-1,+1}. (3.6)

2T 202

Na aplicacao dos limites da teoria de Shannon, num sistema codificado bindrio de taxa

r, com probabilidade de erro de bit P,, temos o limitante fundamental na forma
r(l—h(FR)<C (3.7)
onde h é a fungao de entropia bindria, h (p) = —plog, p — (1 — p) log,(1 — p).

A capacidade pode ser obtida e ficar como funcao de o, ou de da razao ebnodb =

101og,o Eb/No em decibéis
o S (3.8)
\/2 r 1(ebnodb/10

3.4. Grafo-fator de um turbo padrao

Nesta secao, apresentamos uma descri¢ao detalhada de um esquema bésico de codificagao
turbo pela abordagem de grafos-fatores. A argumentagao remete diretamente a idéias

apresentadas no capitulo anterior.

A insercao do sistema padrao turbo no contexto de grafos-fatores e a decodificagao turbo
como caso particular do SP traz interpretacoes tteis e relevantes sobre o algoritmo turbo
padrao cldssico. A literatura no tema identifica a decodificacao turbo como sendo um caso
particular do SP [64] [53]. Mas uma interpretacdo mais detalhada sobre esta intersecao e

algumas nuances sao pouco exploradas . O texto a seguir pretende contribuir neste sentido.

A figura 3.3 representa o grafo-fator de um bloco codificado num sistema de codificacao

turbo padrao. O entrelagador e comprimento de bloco sao muito pequenos (L = 4), longe dos
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parametros praticos tteis. Mas o intuito do esquema é servir de referéncia para ilustrar as
varidveis envolvidas e suas conexoes. Quanto ao agrupamento dos nés similares, a disposicao
remete ao esquema da figura 3.1 de diagrama de blocos, com a inclusao de G e W, blocos

referentes ao modelo de canal e a observagoes.
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Figura 3.3: Grafo-fator de um sistema turbo.

Algumas caracteristicas a se destacar neste esquema sao enumeradas a seguir.

= As sequéncias de nds similares sao dispostas verticalmente, com indices crescendo de
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baixo para cima;
= As sequéncias de nés-funcao ficam internas a cada um dos blocos componentes;

= As sequéncias de nés-varidveis podem ser internas ou externas aos blocos componentes.
As internas sao relacionadas a estados da trelica dos codificadores. As externas sao
todas as outras varidveis, incluindo varidveis representando valores na saida do canal

(varidveis com alfabeto R).

= Usamos super-indices para indicar varidveis similares, nos trés diferentes ramos da

concatenagao paralela, £ = 0,1, 2.

Como ¢ interessante manter representada a distribui¢ao conjunta do sistema completa
para decodificagao, com todas as suas varidveis e fatores, convenientemente incluimos nés
referentes a caracteristicas da fonte, do canal, e das observacoes de canal. Assim, temos
a conjunta nao s6 da parte de codificacao, mas de todo o sistema de transmissao. A
decodificacao baseada em grafos-fatores resulta num decodificador teérico que considera os

modelos de todos estes componentes.

Temos aqui uma realizacao generalizada por estados dos cédigos componentes, e assim
a evolucao dos estados de suas treligas é dada pelas varidveis s, que remete diretamente
a aplicacao do SP em cada um deles, resultando no algoritmo forward-backward descrito
em detalhes no capitulo anterior, que é essencialmente o mesmo BCJR da literatura turbo

cléssica [4].

O repetidor R, com seus nés-funcao triviais de igualdade, tem a funcao de misturar
e distribuir adequadamente as diversas mensagens referentes a cada grupo de varidveis
u¥ de decodificacdo. Através de um SP degenerado (por se reduzir apenas a produtos de
mensagens), ele administra a troca de mensagens entre os dois componentes de cdlculos mais
intensos (' e Cy, juntamente com a informagao da parte sistemdtica do cédigo das varidveis

0
uin

O repetidor R é também o componente que ao final do processo iterativo fornece as

mensagens para decisao que é feita nas varidveis z; para terminar a decodificacao.
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O entrelagador £ nao possui nés-funcao. Na representagao por grafos-fatores, o entrelaga-
mento determina apenas diferentes linhas de conexoes, determinadas de acordo com sua lei
de permutacao. Portanto, o conjunto entrelagador/desentrelagador na decodificagdo apenas

realiza redirecionamentos pré-determinados de mensagens.

Na figura 3.4, é representado o mesmo esquema, mas de forma compacta para fins de
descricao mais genérica de cada elemento, onde apenas as varidveis referentes a um dos
indices sequenciais ¢ estao presentes, e j é o respectivo indice associado pelo entrelagador,

ousejai=7(j), onde 7 é a lei de permutagao do entrelagador.

Com este tipo de representacao, fica mais vidvel inserir também quais sao as funcgoes de
cada né-fungao, com seus significados probabilisticos bem estabelecidos. Isso ¢ feito na figura

3.5.

E interessante manter a notacao de distribuicdes de probabilidades nos nés-funcgdes, uma
vez que cada né contém de fato as distribuicoes de probabilidades de cada grupo local de

varidveis aos quais ele se conecta.

Analogamente ao que foi feito no capitulo anterior, esta realizacao pode ser considerada
um tradugao da rede bayesiana equivalente do sistema, com a ordem de causalidade entre as
varidveis sendo mantida. Assim, mantém-se também uma fatoragao da distribuigao conjunta

em distribui¢oes condicionais e podemos representd-las como nés-funcgoes.

Evidentemente, alguns dos nés-fungoes correspondem a relacoes deterministicas entre as
suas varidveis. Mas ainda assim podem ser descritas como fun¢oes de probabilidades triviais,
que assumem valores 0 ou 1. A vantagem é manter a descrigao de tal forma que temos a

fatoragao da distribuicao de probabilidade conjunta do sistema.

Os nés-fungoes dos cédigos compontes e o repetidor sao deterministicos. Mas ainda assim
admitem esta representacao, como probabilidades condicionais entre simbolos de entrada e
sfmbolos de saida, assumindo valores 0 e 1. Temos assim uma visualizacao completa das

fungoes que compoe a fatoragao da distribuicao conjunta.



54 Grafos-fatores e decodificagao turbo

p (uf, ui, uf|w:)

p (c?’s?+1|3?7“?)

Figura 3.5: Fragmento do grafo-fator turbo e suas fungoes-fatores

A fonte tem os nés p (z;), usualmente probabilidades uniformes. Os nés do repetidor sao
nos de igualdade entre varidveis, mencionados no capitulo anterior, fungoes deterministicas
simples, que no contexto probabilistico sdo fatores p (u?,u;,u?|x;) para distribuigao global

do sistema.

k

, 7. . . ~ ko k k ~ ~ . .
Para cédigos convolucionais, as fungoes p (ci ) S5 +1|5¢7U¢) sao funcgoes indicadoras que
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descrevem as associagoes na secao da trelica e ainda admitem fatoragao adicional do tipo

p (e sinlsi ) = p(cilst, w) p (siaalsi,w) (3.9)

onde p(sﬁﬂsf,uf) descreve a evolucao dos estados, e p(cﬂsf,uf) identifica o sfmbolo

emitido em funcao do ramo da trelica. Todas estas representam relagoes deterministicas.

O modelo do canal fica implicito nas probabilidades de transicao do tipo p (yﬂcf), k=
0,1,2. Aqui o indice k£ nao indica mudancas de caracteristicas das funcoes, ja que todos os

componentes k usam o mesmo canal.

Aqui, temos a inclusao dos nés-funcao que representam as observacoes do canal acopladas
a direita no grafo, os nés ¢ (yf) Em geral, estas sao funcoes do tipo deltas de Dirac para
observacdes de precisdo infinita. Aqui admitimos esta recepcao ideal. E interessante manter
a idéia de um grafo-fator do qual a extracao das marginais represente a decodificacao. A
inclusao dos nés o (yf) faz parte desta idéia. Além disso, esta montagem do grafo-fator abre
a possibilidade de um modelo para o receptor que nao seja este trivial. Um caso tipico seria
incluir o modelo da quantizagao na leitura dos valores observados no canal. Ou seja, este

esquema para decodificagao pelo grafo-fator pode incluir até o modelo do préprio receptor.

3.4.1. As mensagens na decodificagao

Da forma como estd construido o modelo de grafo-fator nesta secao para o sistema
turbo, temos uma realizacao normal do grafo-fator. Na verdade, melhor do que isso, o
esquema representado na secao anterior pode ser facilmente traduzido em um rede bayesiana
equivalente com as mesmas varidveis. Uma realizacao com esta propriedade é sempre bem
vinda, uma vez que leva a uma melhor interpretacao sobre as relagoes de causalidade entre
as varidveis envolvidas no grafo-fator, o que por sua vez resulta numa visao mais intuitiva

de como se procede numa implementacao pratica a ordem de ocorréncia das varidveis.

Portanto, neste tipo de realizacao, destaque para dois fatos relevantes:

= Temos uma ordem de causalidade muito bem definida, remetendo diretamente ao que

foi discutido no capitulo anterior. Da forma como estao desenhados os grafos aqui, esta
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ordem ¢ da esquerda para direita para conexoes horizontais, e de baixo para cima para
conexoes verticais. Com este direcionamento implicito, os ramos do grafo estabelecem
portanto as relagoes de causalidade entre varidveis, uma propriedade similar aos ramos

de rede bayesiana.

= Além disso, cada né-varidvel tem no maximo duas conexoes. O SP neste tipo de né se

simplifica, conforme j& descrito no capitulo anterior.

Recapitulando a simplificacao, considere um né-varidvel com exatamente dois vizinhos,
digamos N (z) = {f1, fo}. Neste caso, 0 n6 = apenas repassa as mensagens entre seus nos

vizinhos, devido as identidades

Py () = fomgy (0) (3.10)

b () = g, (2). (3.11)

Ou seja, o né x apenas repassa as mensagens entre seus nds vizinhos. E conve-
niente portanto identificar estas mensagens, reduzindo cada duas em uma s6, com nova
nomenclatura. Sao mensagens em ramos diferentes, mas que fluem no mesmo sentido do
grafo, e sdo idénticas em contetddo. Assim, podemos considerar que para cada varidvel h&d
exatamente duas mensagens distintas associadas, que convenientemente denotaremos « e [3,
com caracteristicas bem definidas de direcionamento, coerente com a direcao sequencial de
causalidade das varidveis. Numa analogia ao que foi apresentado no capitulo anterior, este
tipo de esquematizacao do sistema turbo permite a classificacao de todas as mensagens que
fluem através das conexoes em relacao a duas diregoes bem definidas. Mensagens tipo o fluem
na direcao da causalidade (forward), e mensagens [ fluem na diregdo oposta (backward).
Portanto, em cada né-varidvel, temos a caracterizacao das mensagens que passam através

dela (no maximo duas, uma em cada sentido). Uma é do tipo « e outra é do tipo f.

A figura 3.6 é uma nova versao das anteriores, agora dando énfase a identificacao e
caracterizacao das mensagens associadas aos nds-varidveis e miniaturizando a representacao

dos nés do grafo. Sao mostradas as mensagens mais relevantes para um decodificagao usual.
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Figura 3.6: Fragmento do grafo-fator turbo, com énfase nas mensagens.

Algumas observagoes e caracterizagoes das mensagens e seus papéis:

= Mensagens « (x;) e [ (x;): sdo mensagens exteriores aos ciclos do grafo e portanto
nao sao recalculadas no processo iterativo. As mensagens « (z;) s@o simplesmente
as probabilidades a priori da fonte. As mensagens [ (z;) sdo calculadas somente ao
término das iteragoes e o produto « (x;) B (x;) é a funcao para decisao, isto é,

Z; = argmax « (z;) B (x;) . (3.12)

T

» Mensagens 3 (u)), 8 (c}), e B (c?): também sao mensagens exteriores aos ciclos do grafo
(canal sem memoria) e s@o calculadas apenas no inicio, a partir do modelo do canal e

das observacoes.

LN (uf) e (uf) sao todas participantes dos ciclos do grafo e portanto seguem sendo
k

recalculadas a cada iteracao. (3 (ul) sao as chamadas informacgoes extrinsecas. No grafo
com ciclos, nao hd mais interpretacao probabilistica precisa sobre as mensagens, mas

ainda assim, podemos considerar a aproximagao

B(uf) ~=p(yl,....v5ul), k=12 (3.13)
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e que as extrinsecas representam aproximadamente parametrizagoes de fungoes de
probabilidades condicionais deste tipo. A interpretacao probabilistica das mensagens
do BCJR dada no capitulo anterior agora nao é exatamente vilida com o acoplamento
do sistema e iteragao entre blocos, mas ainda assim é valiosa se pensada como uma

boa aproximacao das caracteristicas das mensagens que fluem na decodificagao turbo.

] a(sl?

Z) e f (sf‘) quase todas participantes dos ciclos do grafo. O forward-backward é o

cronograma interno a cada um dos cédigos componentes para o cédlculo eficiente destas

k

mensagens e consiste no cdlculo sequencial destas mensagens, « (s.

Z) com ¢ crescente e

3 (sF) com i decrescente.

Se L é o comprimento de bloco, a decodificacao é feita no intervalo? =10,...,L —1. O

processo forward para cada decodificador consiste no célculo, a partir da mensagem « (slg),

das consecutivas « (slf) e, QU (s’z_l). O processo backward para cada decodificador consiste
no célculo, a partir da mensagem /3 (sk) das consecutivas 3 (sk ) 15} (sk)
’ L) L-1)»" > 1/

Assim, as mensagens « (slg) e[ (s’z) pertencem a ramos fora da parte ciclica. Sao dadas
a priori, com informacoes sobre inicio e términos das trelicas. A mensagen « (slg) carrega a
certeza de inicio da trelica num estado conhecido. (3 (s'Z) é identicamente unitdria para o caso

de trelicas truncadas. O caso de trelicas terminadas implicaria numa insercao de varidveis
k

adicionais na parte final das sequéncias s; no grafo e a perda de uma certa regularidade no

grafo.

E usual desenhar o grafo do sistema omitindo-se os nés-funcio que representam as
observacoes do canal. De fato, na literatura, nem mesmo o canal com suas varidveis Y; sao
inseridas no grafo. Aqui, a op¢ao por representéd-los como parte integrante do grafo vem da
intencao de manter a idéia geral de que estamos fatorando uma funcao global conjunta. Como
vimos no capitulo anterior, quando se fala em marginalizacao da conjunta para decodificacao,

esta conjunta implicitamente deve incluir estes fatores.

De fato, para fins de implementacao prética, é como se o SP nestas ramificacoes finais
do grafo fosse “pré-processado”, ja que Y; s@o varidveis continuas. Dai vem a confusao. Ao

mesmo tempo que Y; sdo varidveis continuas, o fato de termos deltas § (y — Yopsery) COMO
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modelo de observagao simplifica tudo quando teoricamente os cédlculos passam pelos nés
p (y|c), e a mensagem f3 (¢) chega. Ou seja, para estes ramos na extremidade direita do grafo,

o algoritmo SP (que se torna integral-produto pela natureza continua da varidvel) fornece

Ble) = / p(yle) B () dy (3.14)

= /p (y|C) ) (y - yobserv) dy

o que resulta em [ (c) = p (Yobserv|C), OU seja, a mensagem [ (-) coincide ponto a ponto
no alfabeto com p (Yopserv|:), a fungdo do né que modela o canal, calculada com Yopsery
como parametro fixo. Portanto, quando se fala em assumir y.pser, cOmo parametro fixo
na decodificacao, o conceito real empregado é na verdade o “pré-processamento” do SP
nesta parte do grafo, dado pela integral acima. Mas ainda assim, na esséncia, permanecemos

lidando com uma marginalizagao global.

Um caso particular e mais degenerado ainda é o caso de varidveis com apenas uma
conexao. Sao varidveis isoladas, que enviam mensagem unitdria para o resto do grafo
e portanto em nada influenciam qualquer marginalizacao. Ainda assim, esta pode ser
considerada uma mensagem do tipo o ou do tipo 8. No grafo de decodificacao do turbo padrao
concebido aqui, as varidveis de apenas uma conexao sao as que representam os estados finais
das treligas (nao terminadas) S} e S%. Numa versao do grafo para considerar puncionamento
de bits codificados, as varigveis C¥ puncionadas seriam também varidveis deste tipo. Nestes
dois exemplos, § = 1 é enviada para o resto do grafo pela varidvel. Usualmente, estas
varidveis nao costumam ser inferidas na decodificacao. Portanto suas mensagens a nao sao

usadas (nem precisam ser calculadas, embora existam e sejam bem definidas).

3.4.2. Cronogramas

Para fins de referéncia e para fixar nota¢do, um resumo do cronograma (scheduling)
baseado na figura 3.6 equivalente & decodificagao turbo cldssica é sumarizado na tabela
3.1 a seguir. Entre parénteses, a correspondente operacao na decodificagao cléssica. L é o

comprimento do bloco.
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1) obtengao de 3 (u), B(c}), e B (c?),i=0,...,L—1;

2) atualiza v (uj), 1 =0,..., L — 1 (a priori para Cy);

i)
3) atualiza « (s}) e 3 (sil), i=0,...,L—1 (forward-backward dentro de C);
4) atualiza 8 (u}), i =0,..., L — 1 (extrinsecas de C});
(u?),i=0,...,L—1 (a priori para Cy);
6) atualiza « (532) el (s?), j=0,...,L—1 (forward-backward dentro de Cj);
7) atualiza 3 (u?),i=0,...,L — 1 (extrinsecas de Cy);

8) se critério de parada nao é satisfeito, volta para (2);

9) obtencao de 3 (x;),7=0,...,L —1;

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) atualiza « (u
(6)

(7)

(8)

(9)

(

10) decis@o argmax « (x;) 5 (z;), 1 =0,...,L — 1.

Tabela 3.1: Cronograma cldssico

Neste sumério, deve ficar subentendido que as mensagens [ nas etapas (3) e (6) devem

ser calculadas na ordem reversa do indices.

Portanto, temos explicitado o cronograma geral do turbo classico em funcao de mensagens
caracteristicas do tipo « e § em todas as varidveis e uma visao geral sobre os dois fluxos de

mensagens direcionados bem definidos ao longo de todo o grafo.

O fato de que as mensagens variam ao longo das iteragoes sugere que eventualmente
seria conveniente para uma descricao mais detalhada um indexador adicional para denotar
uma dada mensagem em uma dada iteracao. Entretanto, podemos evitar sobrecarregamento
na notacao desde que fique subentendido que as mensagens sao dindmicas e variam a cada

iteracao.

Também 1itil para futuras referéncias, a seguir um resumo do cronograma de decodificacao
paralela na tabela 3.2, que realiza calculos de mensagens simetricamente em relagao a C e

Cs, tem as mesmas etapas do cronograma padrao, mas em ordem distinta.

Aqui, temos os pares de tarefas independentes e similares, uma em cada componente. Ou

seja: (2) e (3) s@o independentes; (4) e (5) s@o independentes; (6) e (7) sdo independentes.
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1) obtengao de 3 (u), B(c}), e B (c?),i=0,...,L—1;

2) atualiza o (u}), i =0,..., L —1 (a priori para C1);

3) atualiza o (u?), i =0,..., L — 1 (a priori para Cy);
4 Nep(sh),i=0,...,L —1 (forward-backward dentro de C});
7)ep (s?), j=0,...,L—1 (forward-backward dentro de Cj);

6

,1=0,...,L—1 (extrinsecas de C});
7 0

atualiza f (u;), i =0,...,L — 1 (extrinsecas de Cs);
8) se critério de parada nao é satisfeito, volta para (2);

)
)
)
)
5) atualiza o (s2
)
)
)
)

(
(
(
(
(
(
(
(
(9) obtengao de 5 (x;),i=0,...,L —1;
(

10) decis@o argmax « (x;) 5 (z;), 1 =0,...,L — 1.

Tabela 3.2: Cronograma paralelo

3.4.3. Simulacao do turbo padrao com o algortimo SP

A figura 3.7 ilustra o desempenho obtido por uma decodificagao baseada no grafo-fator,
algoritmo SP e cronograma cléssico dado na secao anterior, quando aplicados num turbo
com parametros similares aos parametros usados em [9]. Ou seja, mesmo comprimento de
bloco 65536 bits, mesmos geradores de paridade com trelica de 16 estados, com razao de
polinémios (1 + D?) /(1 + D + D* + D3 4+ D*), e uma taxa global 1/2 por puncionamento.
Estao apresentadas na figura as curvas de desempenho para diferentes nimeros de iteragoes
antes das decisoes: 3, 6, 9, 12, 15 e 18 iteragoes no algoritmo. Como usual, sao curvas de
taxa de erro de bits de informacao (bit error rate, BER) em escala logaritmica vs. relagao

sinal-ruido por bit de informagao, denotada por SN R (o mesmo que Ej/Np).

A diferenca significativa é o tipo de entrelagamento empregado. Aqui foram usados
entrelagadores S-random com espalhamentos minimos de 128 bits, obtidos pelo método de

Crozier [16]. A cada bloco simulado, um novo entrelagador foi sorteado.

Para a curva de 18 iteragoes, pontos no final da regiao de water fall estao indicados. Como
é de se esperar, o resultado de uma decodificagao baseada no algoritmo SP sobre o grafo-
fator fornece resultados de desempenho parecidos aos obtidos pelo algoritmo de decodificacao

cléssico (alguns ligeiramente melhores, devido & escolha de entrelagadores S-random). Para
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os pontos de maior interesse no gréfico, mais de 10° bits de informacao foram simulados
para obtencao da frequéncia de erros. Como exemplo, para o ponto 0,66dB, simulamos 2421
blocos, 158662656 bits de informacao, e obtivemos 605 decisoes de bits erradas no algoritmo

para 18 iteragoes fixas.

1=3,6,9,12,15,18

1071 [

1072 |

1073 L

BER

1074 |

-5 [
10 (0-65,1-1x105)——

(0.66,3.8x10°—

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
SNR(dB)

Figura 3.7: Simulacao de desempenho do SP no cédigo turbo. Curvas para diferentes niimero

de iteragoes, [ = 3,6,9,12,15, 18.

3.5. Codificagcao e decodificacao turbo continua: sis-

temas stream-oriented

Entre as intimeras variacoes de sistemas envolvendo o principio turbo, estd o caso da
codificacao e decodificacao turbo que nao é realizada em blocos, e sim de forma continua.
Uma explanacao completa pode ser encontrada na principal linha de textos sobre o tema, a
maioria com a nomenclatura stream-oriented [42] , [43]. Aqui, vamos descrever brevemente

como se estabelece este paradigma “turbo continuo”.
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Cédigos turbo foram originalmente projetados usando grande comprimento de bloco
para evidenciar seu poder de aproximacao dos limites tedricos absolutos de Shannon.
Posteriormente, foi mostrado que cédigos turbo e similares bem projetados tem desempenhos
proximos aos limites tedricos para uma ampla faixa de valores de parametros de projetos de
c6digo, como a taxa e o comprimento de bloco, conforme foi estabelecido em [20]. Cédigos

turbo sao subétimos mesmo quando os comprimentos sao modestos.

3.5.1. Comprimentos de bloco e atraso de transmissao

Na teoria clédssica de cédigos turbo, a principal preocupacao nao é a implementacao
pratica em sistemas reais. Nao sao considerados questoes de atraso de codificagao, causalidade

no entrelagamento, ou administragao de sincronismo em geral.

A teoria turbo originalmente considera grandes blocos, que quando codificados e
completamente transmitidos em toda sua extensao, seriam decodificados com intensos
célculos. Nao hd preocupacao com o uso eficiente de um canal real, onde em alguns casos
¢ desejavel que dados sendo continuamente gerados devem ser transmitidos na mesma

velocidade, sem grandes oscilagoes entre uso intenso e ociosidade do canal.

Podemos considerar que, em geral, ha aplicagoes préaticas nas quais nao é conveniente

administrar grandes blocos de dados, seja na codificacao, na transmissao ou na decodificacao.

Uma questao pratica importante envolvendo grandes blocos é o atraso. Grande parte
das aplicagoes praticas demandam minimo atraso de transmissao e cédigos com grande

comprimento de bloco sao incovenientes.

Em situagoes nas quais a principal preocupacao é o atraso, nao cabe mais pensar numa
codificacao com grandes blocos e proximidade dos limites absolutos de Shannon. Podemos

pensar apenas em limites relativos, que consideram o comprimento de bloco como pardmetro.

Ainda assim, cédigos concatenados com decodificacao iterativa fornecem bons desempen-

hos, relativamente ao melhor que se pode fazer dadas as restrigcoes impostas.

Originalmente, c6digos turbo foram concebidos como cédigos de bloco, de grande
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comprimento e entrelagadores com alta irregularidade. Pode-se dizer que o entrelagador é o
elemento chave de um esquema turbo tradicional. Ele é o elemento que de fato determina o

comprimento de bloco.

Neste contexto de bloco pequeno, a irregularidade do entrelacador ja nao faz tanta
diferenca no desempenho. Pode ser mais interessante o uso de entrelagadores com regras

deterministicas bens estabelecidas e com boas propriedades de atraso.

3.5.2. Codificagcao continua

Vamos estabelecer entao a diferenciacao entre codificacao turbo continua e a tradicional

codificacao turbo em blocos.

O termo codificacao turbo continua é relativo a evolugao livre das treligas convolucionais

dos codificadores. A esséncia da codificacao turbo em blocos é a segmentacao em blocos.

Na codificacao turbo padrao, os dados sao particionados em segmentos disjuntos,
sem superposicao entre eles. Cada um destes segmentos é manipulado de ponta a ponta
independentemente, desde a codificacao até a decodificacao. Ou seja, a codificagao turbo
em blocos equivale a um cédigo de bloco, e a decodificagao também ¢é realizada de forma
compativel. Assim, tanto a codificacao quanto a decodificacao sao realizadas internamente a

cada segmento de bits.

Na codificagao turbo em blocos, o mais conveniente é reiniciar os estados dos codificadores
convolucionais a cada bloco, zerando-os. Eventualmente, o desempenho do sistema pode
ser sensivel & terminagao das trelicas em estados também conhecidos para a decodificacao,
sobretudo em modestos comprimentos de blocos. Isso implica num incremento de detalhes
estruturais para efetuar a terminacao num caso de implementacao prética, sobretudo pela
natureza convolucional dos cédigos componentes tipicos do turbo. Também busca-se projetar

o entrelacador para evitar que efeitos de bordo resultem em perda de desempenho.

Na verdade, como todo o foco central de um sistema turbo tradicional é sua decodificacao

especial (feita em blocos), a codificagdo é pensada no sentido de melhorar o desempenho
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final desta decodificagao. Assim, sao induzidos inicio e término nas trelicas convolucionais e

entrelagadores irregulares sao usados.

Em contraste a codificacao por blocos, a codificacao continua retira todos estes dilemas.

Nao hé divisoes ou bordas, presentes na codificagao turbo clédssica.

A caracteristica convolucional dos codificadores é plena, pois evoluem livres e continua-
mente. Portanto, no turbo continuo, as trelicas convolucionais evoluem livremente com suas

secoes invariantes.

Como consequéncia imediata, desfaz-se a obrigatoriedade do entrelacador de bloco.

Qualquer entrelacador periédico serve para codificacao continua.

3.5.3. Entrelacamento “continuo”

Entrelacadores convolucionais sao os entrelagadores “nao-bloco” mais simples.

A maior motivagao para o desenvolvimento da codificacao turbo continua vem da idéia de
poder usar entrelacadores convolucionais com a finalidade de aproveitar suas propriedades
préaticas. Além da facilidade de implementacao, o bom gerenciamento sob necessidade de
sincronismo e baixa laténcia refletem numa operacao cadenciada de geragao de dados para

transmissao.

Em tltima instancia, num sistema turbo, o atraso essencial de codificagao/decodificagao
¢é determinado pelo esquema de entrelacamento, o que numa aplicacao prética é relevante, e

em alguns casos, até mais importante do que a otimizacao de outras varidveis.

Entrelagadores convolucionais oferecem redugao da laténcia de transmissao através de
entrelagamento de baixo periodo e baixo atraso essencial de entrelagamento/desentrelaga-

mento.

Fora do ambiente turbo, esquemas de entrelacamento mais comuns na pritica ja
utilizam entrelacadores convolucionais, pela sua simplicidade de implementacao, descricao e

propriedades conhecidas de espalhamento, bom sincronismo e baixa laténcia.
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Ja no contexto da codificagcao turbo, os entrelacadores sao parte integrante do cédigo,

determinando véarias caracteristicas dele.

Uma vez que o turbo original é uma concatenagao de cédigos convolucionais, é natural
a idéia de conservar e estender a caracteristica convolucional para todo o conjunto, determi-
nando uma codificacao convolucional globalmente. Mais uma consequéncia interessante do

uso de entrelacadores convolucionais.

De forma geral, o paradigma stream-oriented consiste na juncao de codificacao continua
e entrelacadores periédicos arbitrarios. Pode ser pensado como uma forma de generalizacao
para codificacao turbo visando sua implementacao em sistemas reais, na medida em que
oferece uma visao geral de como lidar com qualquer esquema regular de entrelagamento que
se queira forjar. A tinica exigéncia é que seja periédico, o minimo que se espera de qualquer

esquema de entrelagamento.

Um detalhe a se destacar é que a codificagao continua nao exclui o uso de entrelagadores
de bloco. Entrelacadores de bloco nao implicam necessariamente numa codificacao por blocos,
embora seja recomenddvel para melhor eficiéncia. Além disso, o paradigma stream-oriented
é util para focalizar melhor alguns conceitos que ficam em segundo plano no turbo padrao,

tais como causalidade na codificacao e atraso real na codificacao e decodificacao.

Essa abordagem nos leva também a considerar que a indexagao temporal dos simbolos
é agora continua, ou seja, sequéncias infinitas ou semi-infinitas, embora sejam manipuladas

finitamente nos seus periodos e miiltiplos.

3.5.4. Arquitetura de decodificagao

A natureza continua da codificacao induz uma decodificacao diferenciada. Pelo carater
sequencial e regular da redundéncia que um cédigo convolucional gera, a decodificacao
eficiente por algoritmos do tipo forward-backward ainda é possivel e recomendada, mas
devem ser adaptados para a situagao. E isso significa usar versoes janelas deslizantes destes

algoritmos.
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Na literatura existente no tema, cuja principal referéncia é [43|, a decodificagao é baseada
feita por blocos SISO, em um esquema sequencial de blocos de decodificagao, uma arquitetura
por “tubulaces” conectadas (pipeline), onde cada componente realiza uma iteracdo a partir
da informacao que recebe do anterior, e passa nova informacao adiante para o préximo. E

cada um destes componentes decodificadores usa uma versao “janela deslizante” do algoritmo

BCJR MAP.

Assim, a arquitetura pipeline consiste numa abstrata clonagem muiiltipla de um médulo
decodificador padrao do turbo (os dois decodificadores das treligas, entrelacador e desentre-
lagador), e a concatenagao serial destes médulos, para cada um realizar cdlculos referentes
a uma iteracao e passar resultados adiante para o proximo médulo. Assim, temos médulos
idénticos, mas cada um com seu estdgio particular de estimagao das varidveis, cada um

realizando uma instancia independente do algoritmo BCJR.

Portanto, podemos dizer que esta arquitetura de decodificacao stream esquematizada
na literatura é um tanto complicada para implementacao pratica, pois demanda moédulos

independentes muiltiplos e varios buffers de memdria entre eles.

3.6. Teoria geral de entrelacadores

Nesta secao, apresentamos os principais fundamentos da teoria de entrelacadores, com
énfase nos conceitos mais utilizados na sequéncia do texto. Uma exposicao mais detalhada

do tema pode ser encontrada em [45], ou nos textos cldssicos [72] e [28].

Um entrelagamento de uma sequéncia de simbolos (z;),., consiste numa reordenacao da
sequéncia de acordo com uma dada funcao de permutacao. Um entrelacador é um dispositivo
num sistema de comunicagao que a partir de sequéncia de sfmbolos como entrada devolve

como saida o entrelacamento da sequéncia.

Formalmente, um entrelacador opera sobre sequéncias de simbolos. Entretanto, é comum

descrevé-lo por sua agao sobre a indexacao da sequéncia.

A descrigao de entrelacamento também independe do alfabeto da sequéncia. Para todos
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os efeitos, seja 2 este alfabeto. Logo, uma representacao de uma sequéncia é qualquer mapa
x : Z —2. O conjunto destes mapas ¢ denotado 2A%. Dois mapas z, T € A% representam a
mesma sequéncia se sao 0 mesmo mapa a menos de translacao, isto é, para alguma constante
c € Z, 71 (i) = x2 (i + c) para qualquer i. No que segue, (;),, e similares sao representagoes

de sequéncias.

Uma representacao de um entrelacador pode ser dada por uma funcao de permutacao,
7 : Z — Z, tal que sequéncias de entrada (z;),., e sequéncias de saida (y;),., se relacionam

por
Yi = Tr(i)- (3'15)
Evidentemente, 7w é uma fun¢ao biunivoca.

Um entrelagador, visto como um dispositivo sincrono, no instante ¢ l1é o simbolo de entrada

x; e emite um simbolo y; = 2.

Formalmente, a representacao por fungoes de permutacao nao é inica. Se 7 representa um
entrelagamento, qualquer translacao de 7 representa o mesmo entrelacamento. Precisamente,
7 (i + ¢1) 4 co representa o mesmo entrelagamento que 7 (i), para quaisquer constantes ¢; e

o, POis representam o mesmo tipo de mapa entre sequéncias.

A cada entrelacador, o desentrelagador associado é o mapa inverso entre sequéncias. Duas

fungoes de permutacao 7, e 7y representam entrelacador e desentrelacador, se e somente se
T2 (7T1 (Z)) =i1+c (316)

para alguma constante ¢ € Z. Ou seja, a composigao 7o o 1 é uma translagao.

Com as definigbes gerais acima, podemos definir algumas caracteristicas das fungoes 7, e

seus reflexos no entrelacamento que elas representam.

Por definicao, um entrelacador é periédico quando existe um inteiro positivo N tal que
m(i))mod N =m (i + N)mod N, Vi € Z, (3.17)

e seu periodo é o menor N que satisfaz a propriedade acima. Equivalentemente, dizemos que
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um entrelagador é periédico e com perfodo N, quando sua funcao de permutacao satisfaz

m(i+ N)=mn(i)+ N, Vi€ Z. (3.18)

Na prética, a periodicidade é uma propriedade minima exigida para entrelacadores. Sao

entrelacadores tais que seus mapas m : Z — Z tem complexidade finita.

O desentrelagador de um entrelagador periédico é também periédico, e com mesmo

periodo.

Uma funcao de permutacao 7 é dita causal quando

7 (i) <i, Vi € Z. (3.19)

Para fins préaticos, é sempre desejavel um entrelacamento com funcao de permutacao
causal. Essa formulacao matemadtica do principio de causalidade traduz que os simbolos na
saida do entrelagador sé existem depois que o associado sfmbolo na entrada ocorre. Dada
uma 7 (7), é sempre possivel obter uma equivalente 7 (i + ¢;) + ¢ causal, desde que haja a

hipétese minima de periodicidade.

Um conceito de interesse em um entrelagamento é o atraso que ele gera. Por defini¢ao, a

fungao de atraso de uma permutacao é dada ponto a ponto pela relagao

d(i)=i—m(i). (3.20)

O mapa d descreve ponto a ponto o atraso de cada simbolo na saida do entrelacador,

pois temos a identidade

Yi = Ti—d(i) - (3.21)
Para qualquer entrelacador periédico de periodo NV, sua funcao de atraso satisfaz

d(t+N) = (i+N)—-m(i+N) (3.22)
= (i+N)—(n(i)+N)
= i—7 (i)

= d().
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Para uma funcdo de permutacao 7 causal, d (i) > 0, Vi € Z.

Por definicao, a laténcia de um entrelacador é dada por

D = supd(i) - 1'Ii1fd(i) (3.23)

K3

= Sl;.p{i —7 (i)} —irilf{i —7m (i)} .

A laténcia do respectivo desentrelacador coincide em valor com a laténcia do entrelacador.

A nogao de periodicidade e laténcia sao intrisecos ao entrelacador, embora sejam
usualmente definidas a partir de uma funcao de permutacao que o representa. Ja a definicao

de causalidade é inerente a fungoes de permutacao e nao ao entrelacador que ela realiza.

Por defini¢ao, uma fungao de permutacao é dita can6énica quando é causal e seu atraso
global é minimo, isto é,

ff {i — 7w (i)} =0 . (3.24)

(2

Dada uma 7 (), é sempre possivel obter uma equivalente 7 (i + ¢1) + ¢2 candnica, desde
que haja a hipétese minima de periodicidade. Portanto, qualquer entrelacador periédico tem

uma realizagao canonica e seu respectivo desentrelacador canoénico.

Temos o seguinte resultado fundamental: Sejam 7 e 7* realizagoes candnicas de um

entrelagador periédico e seu respectivo desentrelacador. Entao,

7 (m(i)) =i— D. (3.25)

Ou seja, realizagOes candnicas sao tais que o mapa composto tem o minimo atraso, e este

atraso é D, a laténcia do par entrelacador/desentrelagador.

3.6.1. Representacao geral de entrelacadores periédicos

A funcdo de permutacao de qualquer entrelacador periédico de periodo N pode ser
decomposta e representada por
1

W(i):go(imodN)—wa(imodN)+{NJ N, (3.26)
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onde ¢ : {0,...,N -1} —- {0,...,N—1} e : {0,...,N — 1} — Z*, com ¢ bijetora e ¢

injetora.

A decomposicao fundamental acima permite diferenciar entre entrelacadores de bloco e

nao-bloco pela caracterizagao das trés partes desta expressao.

Entrelagadores de bloco sao tais que 1 = 0. Caso contrario, temos um entrelagador

nao-bloco.

3.6.2. Entrelacadores convolucionais

Entrelacadores convolucionais sao aqueles em que, além de @ # 0, a é a identidade.

Assim, a primeira parcela e a ultima parcela na expressao podem ser agrupadas,

MmdN+{%JN:i (3.27)

e o entrelacador convolucional tem a lei geral de formacao

7 (i) =i— N x ¢ (imod N). (3.28)

Essa expressao ¢ a formulacao generalizada de entrelacadores convolucionais, com a sigla

GCI (Generalized Convolutional Interleavers) atribuida em [43].

Cada fungao 1 define um esquema de entrelacamento convolucional generalizado. As
restrigoes sobre ela sao apenas que nao tenha valores negativos, para termos causalidade.
Evidentemente, a composicao com o argumento zmod N implica que apenas seus valores

¥ (0),...,9 (N — 1) sdo efetivos para definir o entrelagamento.

Para uma realizagao canonica, devemos ter
min{y (0),..., (N —-1)} =0. (3.29)

Seja
Vs = max { (0),..., 0 (N —1)} (3.30)
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Temos a relagao fundamental para o entrelagamento convolucional generalizado

D= Ny, (3.31)

O desentrelagador candnico é dado por

7()) =i— N x (b5 — 3 (imod N)). (3.32)

max

O entrelagador convolucional mais simples é um caso particular da expressao (3.28), com

B (-) uma funcao linear de coeficiente B. Assim, a fun¢ao de permutagao é dada por
nnp (i) =i— N x B x (imodN), (3.33)

onde B é um parametro constante caracteristico. Os parametros constantes N e B
caracterizam unicamente a lei 7y g (7) do entrelagador. O parametro B pode ser denominado
multiplicidade, pois a concatenacdo em série de B entrelagadores idénticos do tipo 7y 1 (7)

resulta num entrelagador global 7y g (7).

Pode-se dizer que este tipo de entrelagador convolucional é o equivalente nao-bloco do

entrelagador linha-coluna, pelas suas caracteristicas de espalhamento semelhantes.

A funcdo de permutacdo (3.33) ¢ uma realizacdo canoénica. A respectiva realizagao

canodnica do desentrelagador é

g (i) = i—NxBx((N-1)—imodN) (3.34)

= i+ NXxBx(imodN)— N xBx (N-1),

e a laténcia do par é

D=NxBx (N-1). (3.35)

3.7. Codificagcao e decodificacao stream-oriented

As descrigoes dos esquemas turbo dadas nas primeiras segoes deste capitulo sao

suficientemente genéricas e servem também para o caso da codificacdo stream-oriented.
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Basta considerar que o entrelagador E na figura 3.1 é um entrelagador periédico, ou mais

especificamente, um entrelacador convolucional.

O fragmento de grafo-fator do sistema de codificacao turbo padrao dado na figura
3.4 também serve de referéncia para ilustrar as varidveis envolvidas e suas conexoes. A
diferenca essencial reside nas conexoes que o entrelacador determina. Para um entrelacador
convolucional, que nao se encerra em blocos, em principio o grafo completo é infinito

verticalmente para incluir as sequéncias completas de varidveis e conexoes convolucionais.

Uma vez que os textos de referéncia dados na literatura descrevem bem a codificacao
stream-oriented, podemos nos concentrar em nossa real contribui¢ao: uma descricao da

decodificagao continua em termos de cronogramas do algoritmo SP.

Seguindo a mesma notacao da literatura dada, os pardmetros que caracterizam o
atraso total na decodificacao sao D, W e I, em que D é a laténcia essencial do
entrelagamento/desentrelacamento definida nas se¢oes anteriores, W é o comprimento gasto
na apredizagem de estados na recursao backward , e o parametro I é o numero fixo de

iteracoes escolhido para a decodificacao.

Na codificagao continua, nao ha na sequéncia de estados das trelicas convolucionais
estados forgados periodicamente (e, portanto, conhecidos pelo decodificador) como na
codificacao por blocos. Logo, na decodificagao continua, os cdlculos sequenciais forward
ou backward, que sempre partem de um ponto extremo para a recursao, nao dispoem de

informacao perfeita sobre este estado no ponto extremo.

Costuma-se dizer que estes estados nas extremidades devem ser aprendidos. Essa
aprendizagem se da diferentemente, dependendo da modalidade: forward ou backward. Na
modalidade forward, a estimativa do ponto extremo ja estd disponivel, devido a cdlculos
anteriores na sequéncia, desde que o cronograma tenha sido projetado corretamente, como é
o caso do apresentado aqui. Na modalidade backward , o estado extremo é desconhecido
por principio (por serem estados finais da sequéncia causal), mas sempre h& o recurso
de desconsiderar as estimativas do inicio do cdlculo sequencial, os pontos perto desta

extremidade. Usa-se, portanto, um comprimento de referéncia W de simbolos iniciais da
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modalidade backward que servem para o aprendizado. Toda esta argumentagao é inerente a

cronogramas forward-backward em janela deslizante.

A diferenca essencial na decodificacao stream é o fato de que inevitavelmente, para um
cronograma eficiente, tanto D quanto W se acumulam como atrasos sucessivos ao longo
da realizacao das iteragoes do algoritmo. A laténcia D se acumula devido as operagoes de
entrelagamento/desentrelacamento nas mensagens. Ou seja, estes atrasos se acumulam ao

longo da arquitetura pipeline e sao considerados inerentes a decodificagao.

Assim, o atraso total de decodificagao ® para [ iteracoes é, conforme ja estabelecido em
[42] e [43],
D=1(D+2W). (3.36)

Ou seja, ® aumenta linearmente com o nimero de iteragoes I. O termo 2W é consequéncia

de termos duas trelicas a realizar a backward .

3.7.1. O cronograma para a decodificacao continua convolucional

Conforme estabelecido pela generalizacao proveniente da teoria de grafos-fatores, a tarefa
essencial de qualquer esquema de decodificagao turbo iterativa é obter marginalizagoes
aproximadas nas varidveis de interesse, para assim efetuar decisoes. Essencialmente, descrever
uma realizacao de decodificacao neste ambiente é fornecer um cronograma eficiente de

mensagens para o algoritmo SP.

A idéia de um algoritmo de decodificacao que opera nas sequéncias continuas de dados,
com indexagoes infinitas ou semi-infinitas (sobre Z ou Z") incluindo as todas as varigveis do
grafo-fator, é por si s6 uma abstragao que traz uma visao privilegiada das nuances de uma

decodificacao continua.

O grafo-fator e a notagao introduzida no inicio do capitulo proporciona esta extensao
facilmente. Basta pensar na versao infinita do grafo representado na figura 3.3, em relagao as
sequéncias dispostas verticalmente, ou mesmo na versao compacta da figura 3.4. Na verdade,

esta ultima é ainda mais apropriada, uma vez que é genérica e serve naturalmente para a
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indexagao infinita.

Baseado nas idéias ja descritas no inicio do capitulo e aproveitando a formulagao do
grafo-fator normal/causal e mensagens categorizadas « e /3 desenvolvidas, apresentamos na
tabela 3.3 a seguir um cronograma que define uma decodificacao eficiente para sistemas
turbo stream-oriented . O cronograma apresentado aqui é eficiente para qualquer esquema

de entrelacamento convolucional generalizado dado pela lei de permutacao (3.28).

- para cada perfodo m =0,1,...
- atribuir iy, = MmN € inge = mN + N — 1

- calcular 3 (uf), B(c}), B(c?) parai=mN,...,mN + N —1;

7

- para cada iteracao de indice n =0,1,...,1 — 1:
atualiza o (u}) para i = imm, - - - , imax (@ priori para C);
atualiza a (s}) para i = imm, - - -, imax (forward dentro de C});

atribui novo valor .4 = tmm — W3
atualiza 3 (s}) para i = imgx, - - - » imm (backward dentro de C1);

atribui novo valor iy5c = imsx — W3

atualiza (3 (u}) para i = imm,. . ., imax (extrinsecas de C});
atualiza o (u?) para j = imm, - - -, imax (@ priori para Cy);
atualiza o (532) para j = imm, - - -, imax (forward dentro de Cs);

atribui novo valor iyg = tmm — W3
atualiza 3 (sf) para j = imax, - - -, imi (backward dentro de Cs);
atribui novo valor 7,5 = tmax — W3

atualiza 3 (u?) para j = imm, - - -, imax (€xtrinsecas de Cs);

\ atribui novo valor iynsc = tmax — D;

- ir para préxima iteracao;

- atualizar 3 (z;) e decidir z; para os valores finais i = imm, - - - , iméx;

- ir para préximo periodo atribuindo m = m + 1;

Tabela 3.3: Primeira formulagao do cronograma

Como a unidade fundamental no sistema ¢é o perfodo do entrelacamento/desentrelaga-

mento , todas as operacoes sao baseadas no periodo N do entrelacador convolucional. A cada
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periodo, N bits sao decodificados. D é miiltiplo de N. Embora nao estritamente necessério,

¢é conveniente que W seja também um miiltiplo de N.

Pode-se considerar todo sistema sincronizado e que as varidveis com indice ¢ “ocorrem”

no instante 1.

E natural a separacio temporal em perfodos de dados {0,...,N —=1},{N,...,2N — 1}, e
assim por diante, tal que em um dado periodo, os dados do intervalo {mN,...,mN + N — 1}
chegando do canal e disponiveis para o decodificador. Esse é o m-ésimo periodo, com m =

0,1,... para mantermos compatibilidade com indices referenciados em zero.

Apresentamos duas formulagoes alternativas para o cronograma. A primeira utiliza
varidveis auxiliares deslizantes 7., € imsx para definir o intervalo de cdlculos em cada etapa.

A tabela 3.3 exibe esta formulagao.

Evidentemente, hd vérias similaridades com o cronograma para o grafo-fator de um
sistema turbo clédssico. Portanto, seguimos uma descricaio o mais préxima possivel dos

cronogramas ja dados na segoes anteriores.

Como nos cronogramas anteriores, as etapas finais a cada itera¢ao concluida é a decisao

nas varidveis x;, que consistem na obtencao de 3 (z;) e decisdes por argmax « (z;) S (;).

Em todas as linhas, seguem célculos de N mensagens em intervalos de fndices definidos
pelas varidveis iy, € imsx. Nesta formulacao, imm € tmax comecam nos indices de tempo das
observagoes do canal mais atuais, e terminam deslizando retroativamente até os indices de

tempo das varidveis a serem tomadas decisoes.

Considerando a codificagao do sistema em uma sequéncia semi-infinita, com ini-
cio em indices zerados, deve ficar subentendido que iy, € s de resultados nega-
tivos sempre sao truncados a zero. Ou seja, as atribuicoes devem ser entendidas como
imin = méX{O,imfn — W}, Zmax = max {O,iméx — W}, iml’n = max {O,imfn — D} (§ iméx =

max {0, iméx — D}

Na segunda formulagao dada na tabela 3.4, rescrevemos o cronograma, substituindo os

valores correntes de i, € imsx €m cada etapa em funcao de pardmetros e varidveis globais.
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Em funcao dos parametros N, W, D e das varidveis m e n. A varidvel m = 0,... indica o

periodo, e n =0,...,I — 1 indica em que iteragao estamos.

- para cada perfodo m =0,1,...

- calcular 3 (u?), B (c}), B(c?) para mN <i < mN + N;

K3

- para cada iteragao de indice n = 0,1,..., 1 — 1 atualizar as mensagens:

[ a@!),mN—nD—@n+0)W <i<mN—nD+N —(2n+0)W
a(sh),mN—-—nD—-(2n+0)W <i<mN-nD+N—(2n+0)W
B(sh),mN—nD—-02n+1)W<i<mN-nD+N-_2n+0)W
B(uj),mN—nD—(2n+1)W <i<mN-nD+N—-_2n+1)W
a(u?) ,mN—nD—(2n+1)W <j<mN—-nD+N—(2n+1)W
a(s?),mN—nD—(2n+1)W <j<mN—-nD+N —(2n+1)W
B(s3),mN—nD—(2n+2)W <j<mN—-nD+N—(2n+1)W

\ B(u?) ,mN—nD—2n+2)W <j<mN—-nD+N—(2n+2)W

- ir para proxima iteragao, atribuindo n =n + 1;

- decidir em x; , mN — I (D +2W) <i<mN — [ (D +2W)+ N;

- ir para proximo periodo, atribuindo m = m + 1;

Tabela 3.4: Segunda formulagao do cronograma

Em um dado periodo, temos os dados referentes ao canal com indices mN < i < mN+ N
chegando, e as decisoes ocorrendo nos indices no intervalo atrasado mN — I (D +2W) < i <

mN + N — I (D + 2W).

Nesta segunda formulacao fica mais compreensivel como acontece o atraso ao longo das

iteragoes, e precisamente em quais intervalos de indices devem ocorrer as atualizagoes.

Ao formular o cronograma em fun¢ao de indexadores deste tipo, entendidas como varidveis
que sao controladas pelo receptor iterativo, fica mantida a generalidade da descrigao, e ainda

temos a indicacao direta de implementacao computacional por linguagem orientada a objetos.

Da forma como estd projetado, o cronograma gerencia de forma étima o processo de
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apredizagem e o uso de estados nas extremidades dos cédlculos forward-backward.

Além disso, diferentemente do esquema tradicional em pipeline, o cronograma dado
restaura a idéia de apenas um conjunto decodificador. Basta portanto um buffer de memoéria
para cada sequéncia de simbolos do grafo-fator, onde as mensagens « e 3 de toda a sequéncia

sao guardadas. Estas estimativas sobre a sequéncia serao melhoradas a cada iteragao.

As unidades processadoras correspondem aos nés-funcao, que léem e escrevem nos buffers

adjacentes.

Todas as operagoes podem ser implementadas sobre buffers abstratos infinitos, que
gerenciam a si préprios por alocagoes circulares (via dlgebra médulo inteiro). Desta forma,

devem ser criados os seguintes buffers associados X, U, Ut, U?, St, 82, Ct, C%.

Cada buffer conserva as descrigoes das mensagens « e § das suas varidveis, que sao vetores

(Q-arios de valores.

Sobre a demanda de meméria para a realizagao de algoritmo em janela deslizante, os

buffers circulares devem conservar uma janela de comprimento da ordem de I (D + 2WV).

Note que usamos letras distintas ¢ e j para as varidveis indexadoras das operagoes em
cada um dos decodificadores 1 e 2. A finalidade é simplesmente evidenciar a diferenciacao

pelo entrelacamento.

De fato, voltando & figura 3.6, podemos pensar nos nés-funcao das trelicas centralizando
os cédlculos das mensagens nos ramos conectados a ele. Na figura, o né-funcao relativo ao
indice i na trelica de C'; e o né-funcao relativo a j na trelica de C5 tém as respectivas fungoes

associadas

p (el siaalsioug) e p (e, siplsh,ug)

Podemos pensar em ¢ como sendo a indexacao global do sistema, e j como uma indexacao

sobre a influéncia do entrelacamento.

Assim, ainda na figura 3.6, pensando em nés-fungées como processadores ativos, o né-
funcao j 1é a mensagem « <u72r( j)) (acessando o buffer de memoéria na posigao dada pela lei de

3 < 2 2 ..
permutagao), usa esta mensagem nos calculos de « (sj +1) e (sj), e similarmente, calcula
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e atualiza (escreve no buffer) a mensagem [3 <ui(j)>. Esse direcionamento de mensagens

fica transparente ao cronograma, que se preocupa em descrever apenas quais e quando as

mensagens devem ser calculadas.

Dito isso, podemos adicionar mais alguns detalhes da situagao transiente inicial, que diz
respeito aos cdlculos que envolvem as mensagens relativas ao inicio da trelica do codificador

FE5 conectado ao entrelagador.

Para alguns dos j iniciais no intervalo j = 0,..., D as mensagens « (ufr( j)) e (ufr( j))
se referem a indices negativos. Isto é, 7 (j) < 0 no inicio para alguns dos j = 0,...,D.
As primeiras podem ser lidas como deltas de Kronecker em zero (j4 que na codificagao
convolucional semi-infinita, considera-se todos os estados negativos zerados). E as segundas,

simplesmente nao serao usadas, e portanto nao precisam ser calculadas e passadas.

3.7.2. Resultados de desempenho

A seguir, apresentamos alguns gréficos de desempenho obtidos por uma implementacao
computacional completa e geral do algoritmo stream-oriented e seu cronograma eficiente
descrito na secao anterior. Algumas observagoes relevantes sao feitas sobre a busca de

parametros para bons desempenhos de sistemas deste tipo.

Seguimos na mesma linha dos resultados fornecidos na literatura consagrada no tema,

alguns dos quais usamos como referéncia para comparagao.

Porém, como contribuigao, indicamos aqui algumas andlises adicionais que julgamos
relevantes, como o estudo da saturacao do algoritmo em funcao do nimero de iteragoes.
Essa andlise é relevante pois no caso de entrelagadores nao-bloco a contagem do ntiimero de

iteracoes I é parte integrante do atraso real de decodificacao.

A traducao dos cronogramas dados aqui para uma implementacao computacional por
linguagem orientada a objetos é direta. Neste ambiente, é possivel definir objetos abstratos,
como cada sequéncia de varidveis no grafo-fator, seus fndices como varidveis, e a fungao de

permutacao como uma funcao operando sobre estas “varidveis indices”.
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Em uma implementagao maledvel como foi realizada, todos os parametros de projeto do
sistema podem ser escolhidos e fixados livremente, tais como o periodo N do entrelacador,
o parametro de multiplicidade B para entrelacador convolucional linear, o comprimento W,

mimero de iteracoes I, etc.

Podemos em uma primeira visao geral discutir valores tipicos dos pardmetros empregados.
Para W, em nossos experimentos concluimos que uma boa escolha costuma ser W = N. Com
codificadores de memoéria 3 e 4, que sao os usuais, e N > 5, isto é mais do que suficiente.

Em alguns casos, até mesmo W = 0 nao representa grande perda de desempenho.

Os valores N e B definem unicamente o entrelagador convolucional da codificagao, e
a laténcia essencial D resultante. Seguimos a anélise geral de [43] para suas escolhas. Na
verdade, a maior parte das simulacoes apresentadas a seguir repetem os mesmos parametros
de sistema empregados no artigo de referéncia. As curvas de desempenho desta secao
representam a frequéncia relativa de erros de bits BER (bit error rate, BER) em escala
logaritmica versus a relagao sinal-ruido por bit de informacao, denotada por SINR (o mesmo

que Ey/Np).

Um primeiro ponto de interesse é comparar o desempenho obtido pela decodificacao
proposta com os resultados da decodificacdo tradicional apresentados em [43]. Para
isso, reproduzimos os mesmos parametros de sistema usados na referéncia. No que se
refere aos codificadores convolucionais, sempre os mesmos geradores de paridade foram
usados. Cédigos de 8 ou 16 estados, com geradores convolucionais recursivos dados por
(1+4D+D*+D3/(1+D*+ D3 e (14 D+ D>+ D*/(1+ D+ D*. Em notagao octal
para as conexoes dos registradores de deslocamento, (17/15)g e (33/31)s. Em relacao as taxas

do turbo, as mais comuns 1/2 (paridades puncionadas) ou 1/3.

As figuras 3.8 e 3.9 apresentam resultados de desempenho para conjunto de parametros
idénticos a alguns simulados em [43]. Mais especificamente, nas suas figuras 15 e 14, respec-
tivamente. Com estas comparagoes, podemos confirmar a eficiéncia de nosso cronograma e

também verificar que a implementagao computacional nao tem falhas.

De fato, em geral as curvas obtidas aqui sao semelhantes, mas com desempenhos
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superiores aos de [43], que usou uma versao Max-Log-MAP do BCJR na decodificacao.

» D=1260
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Figura 3.8: Desempenhos comparativos, variando o par de parametros (N,B) do

entrelagador, tal que D = 1260 é constante.
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Figura 3.9: Desempenhos comparativos, variando o pardmetro B do entrelacador.

A anélise na figura 3.8 considera codificadores fixos de 8 estados e foca nas possiveis
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variacoes dos pardmetros N e B do entrelacador com a laténcia D constante, supostamente
um limitante critico real de interesse. Na figura 3.9, o foco central de andlise é o efeito do
pardmetro de multiplicidade B para ganhos de desempenho. Codificadores de 16 estados sao

usados e a taxa é 1/2.

Como pontuado anteriormente, um entrelagador 7y 5 é 0 equivalente a uma concatenagao
serial de B entrelagadores 7y ;. Portanto, esta andlise de ganhos em funcao do parametro
B tem relevancia por estudar essencialmente o efeito desta concatenagao. Além disso, é
interessante apresentar o estudo mais completo deste caso, considerando a saturagao com o

nimero de iteragoes I.

As figuras 3.10 e 3.11 mostram as curvas de desempenho variando o nimero de iteragoes,
para B = 3 e B = 5, respectivamente. Aqui, vemos que de fato ocorreu a saturacgao, e
I = 10 de fato é suficiente. Em sistemas com parametros N e B desta ordem (pequenos),

este comportamento é caracteristico e previsivel, mesmo com codificadores de 16 estados.

BER

0.5 1. 1.5
SNR(dB)

Figura 3.10: Estudo da saturacao de desempenho de acordo com nimero de iteragoes. Sistema

convolucional tipico com N =14 e B = 3.
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Figura 3.11: Estudo da saturacao de desempenho de acordo com nimero de iteragoes. Sistema

convolucional tipico com N =14 e B = 5.

O fato de que o atraso total de decodificacao aumenta em fungao dos trés parametros
N, B e I nos leva a concluir que a busca por pardmetros para sistemas stream-oriented
visando baixo atraso total e bom desempenho em geral devem considerar estas trés varidveis
conjuntamente, e nao apenas N e B como é usualmente feito na literatura. Mais do que isso,
para valores de I fixados na regido conveniente (digamos 8 < I < 18), deve ser ainda feito
o estudo da saturacao do desempenho em funcao do incremento em potencial de I que se

pode intercambiar com N e B, mantendo o mesmo atraso.

A figura 3.12 é um exemplo deste tipo de andlise. Nela, consideramos propositalmente
conjuntos de parametros N, B, [ para obter curvas de diversos desempenhos, mas todos
com mesmo atraso total de decodificagdo ® =1 (D +2W) = [ (N (N — 1) B +2W). Aqui,
fizemos W = 0 em todas as configuragoes sem significativas perdas. Nestas simulagoes
consideramos sistemas turbo continuo de taxa 1/3 (ndo puncionado) e geradores de paridade

de 16 estados com (1 + D + D3+ D*) /(1 + D + D%).

O conjunto da curva (f) com parametros N = 13, B = 7,1 = 15 resulta no melhor

desempenho entre todos, indicando que em um de projeto onde a limitacao critica é de
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atraso, pode ser interessante escolher menores valores de N e B para se permitir aumentar
o numero de iteracoes I, melhorando o desempenho. Ou seja, essencialmente intercambiar a

grandeza de D pela grandeza de I.

Numa andlise isolada, sem considerar I como pardmetro fundamental de desempenho,
poderiamos nos limitar a enxergar apenas as curvas (¢) (d) e (e), todas com mesmo D, sendo

que a curva (f) supera em desempenho todas estas, com menor D.

Um estudo mais apropriado é observar se desempenhos de diferentes pares de N e B
sao melhores ou piores com relagao ao potencial de ganho com o incremento de iteragoes.
Tomando a comparagao entre as duas curvas (a) e (f), uma com o menor [ e a outra com
o maior / empregado entre todas, podemos observar nas figuras 3.13 e 3.14 a saturagao em

relacao a I.

a: N=14 B=09 I=10
b: N=10 B=13 I=1}
c: N=36 B=01 I=13
d: N=15 B=06 I=13
e: N=21 B=03 I=13
f: N=13 B=07 I=15

1073}

EIU"‘L
Q

107%}

0.4 0.5 06 07 0.8
SNR(dB)

Figura 3.12: Curvas de desempenho para diversos conjuntos (N, B, I) com mesmo atraso de

decodificacao.



Codificacao e decodificacao stream-oriented 85

10°°

N=14 B=9 I=4,...,10

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
SNR(dB)

Figura 3.13: Estudo da saturagao de desempenho em relacao a I, até o limite I = 10 da

curva (a) da figura 3.12.
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Figura 3.14: Estudo da saturagao de desempenho em relacao a I, até o limite I = 15 da

curva (f) da figura 3.12.

Nas duas figuras, as regioes sombreadas representam o ganho de desempenho na tltima
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iteragao antes do limite (imposto pelo atraso D).

As diferencgas significativas de desempenho entre estas duas configuragoes ocorrem na
regiao intermediaria dos gréficos. Na figura 3.13, vemos que embora em quase toda a regiao
Ey /Ny destacada haja um ganho significativo na uiltima iteragao, o ponto extremo Ej/Ny =
0,9dB estd perto de saturagao. Uma saturacao de mesma ordem da que ocorre na figura
3.14, mas para um [ maior. Conforme indicado nesta figura, vemos que para I similar ao
saturado da primeira (I = 11), os desempenhos e potenciais de ganho sao similares nas duas
configuracoes. A diferenga é realmente a possibilidade de se chegar até I = 15 obedecendo

ao limite ® = 16380.

Assim, mostramos através destes exemplos que no estudo geral de desempenho da
decodificacao quando considerado o atraso total ® e nao simplemente a laténcia D (inerente
apenas ao entrelagamento de codificagao), surge a necessidade de uma andlise mais complexa,
mas que é realista sobre os verdadeiros parametros criticos de um sistema stream-oriented.
A descricao destes exemplos servem de indicacao das dire¢Oes a seguir para uma andlise
deste tipo. Municiado da implementagao computacional eficiente que o cronograma descrito

anteriormente proporciona, estao dadas as condi¢oes para isso.

3.8. Conclusoes gerais sobre o capitulo

Neste capitulo, relacionamos de forma inovadora a teoria de codificacao e decodificacao
turbo com teoria de grafos-fatores e o algortimo genérico SP. Através de uma realizagao de
grafo-fator bem estruturada, foram descritas de forma mais apropriada todas as varidveis
envolvidas em um esquema teérico de transmissao turbo padrao, que conserva a idéia geral
da marginaliza¢ao no algoritmo SP como o fundamento bésico envolvido na decodificagao. A
realizacao conserva uma estruturacao de causalidade entre as varidveis do sistema, o que traz
vantagens no seu entendimento heuristico. Ao mesmo tempo, o cuidado em obter um grafo-
fator normalizado resulta em uma simplificacao interessante na descricao das mensagens

tipicas do algoritmo SP. As mensagens sao categorizadas, relacionando seu direcionamento
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com a diregao de causalidade do sistema. Mais uma vantagem heuristica.

Assim como a teoria geral de grafos-fatores trouxe uma nova forma elegante de descri¢ao
de sistemas e suas respectivas andlises de marginalizagao, consideramos que a derivacao
desenvolvida aqui pode ser implementada de forma andloga para intimeros sistemas descritos
por grafos-fatores, representando um pequeno passo adiante no sentido de simplificar
entendimentos. A segunda parte do capitulo é um exemplo direto de como a sua aplicagao

pode trazer contribuigoes.

Proporcionalmente, esta derivacao também simplifica o desenvolvimento de programas
computacionais abstratos para simular sistemas gerais de decodificagao iterativa e como
consequéncia até mesmo implementagoes reais de decodificadores iterativos. De posse de
uma implementacao computacional geral e abstrata que foi desenvolvida em nosso projeto,
pudemos simular indmeros casos de sistemas de interesse. Ao longo do texto, alguns

resultados de simulacao obtidos sao apresentados.

A sequéncia do capitulo se dedica a descrever nossa proposta de redescoberta do
paradigma turbo continuo (ou turbo stream-oriented ) utilizando a nossa derivagao, que
novamente provou sua utilidade. Antes disso, como fundamentagao prévia dos conceitos
envolvidos, foi apresentada toda a parte da teoria geral de entrelacadores relevante para a

descrig¢ao deste paradigma.

O objetivo central da segunda parte foi apresentar uma formulacao de algoritmo
(cronograma) de decodificacao inovadora que desenvolvemos para o paradigma turbo stream-
oriented . Nossa formulagao possui vantagens de implementacgao, como melhor gerenciamento

de processamento e memdria em relacao a arquitetura proposta em [43].

Na literatura existente sobre o tema turbo stream-oriented , a decodificacao stream-
oriented é apenas esquematizada sem maiores detalhes como uma extensao natural derivada
da decodificacao turbo classica. Isso implica em um esquema potencialmente dispendioso,

com a necessidade de miltiplos mdédulos de processamento e miltiplos médulos de memédria.
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Acreditamos que este fato contribuiu para a repercussao relativamente pequena deste
paradigma, muito embora mostrasse vantagens comparativas convincentes em relacao ao
turbo cldssico para sistemas reais com limitagao de atraso e necessidade de baixa ambiguidade

de sincronismo.

O cronograma eficiente aqui descrito resolve de forma definitiva este problema, restau-
rando a idéia de uma decodificagao sem multiplicidade de médulos. Além disso, tanto sua
implementacao computacional para fins de simulagoes como sua implementacao pratica em

sistemas reais sao factiveis, com eficiéncia e generalidade.

Finalmente, a ultima parte do capitulo apresenta alguns resultados de simulagoes obtidas
no intuito de exemplificar o tipo de estudo e dilemas intrinsecos a um sistema turbo
stream-oriented, seus parametros e tipicos compromissos que refletem no desempenho. Nesta
parte, ampliamos a andlise da literatura existente em relagao ao estudo do atraso total de

decodificacao, indicando a necessidade do estudo sobre a saturacao com iteragoes.



Capitulo 4

Decodificacao conjunta iterativa

vetorial

O objetivo deste capitulo é apresentar o estudo de uma instancia do problema geral
de transmissao digital de uma fonte continua em amplitude, utilizando a teoria de grafos-
fatores como ferramenta. Em particular, como modelar o sistema de tal forma que ele
admita decodificacao iterativa conjunta fonte-canal. Partimos de um modelo genérico de
fonte, um processo estocdstico discreto no tempo e continuo em amplitude, que passa por
quantizacao vetorial e indexacao bindria, e os bits resultantes sao adicionalmente protegidos
por codificacao para uma transmissao através de um canal ruidoso. A idéia é fornecer uma
visao geral de como todos estes elementos podem ser modelados para uma decodificacao
iterativa conjunta, com um enfoque nao encontrado na literatura. As principais referéncias

com as quais nosso estudo se relaciona sao [1], [13], [14], [22], [34], [65] e principalmente [36].

Através da teoria de grafos-fatores, é vislumbrada uma completa caracterizagdo do que
sao as varidveis do sistema e suas inter-relacoes, tudo sendo sintetizado na fatoracao de um
funcao custo conjunta entre todas elas, que eventualmente seria a distribui¢ao conjunta entre
as varidveis, tal que uma decodificagao por marginalizacao aproximada se torna realizavel

pelo algoritmo SP iterativo em um grafo com ciclos.

Assim, vdrios conceitos sao abordados, tais como decodificagdo com grafos-fatores

89
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envolvendo varidveis continuas, modelos para a fonte baseados em processos estocdsticos
discretos lineares, incorporando-os aos grafos-fatores da rede de decodificacao proposta,
quantizacao vetorial e mapeamento bindrio com seus mapas inseridos no grafo-fator do

sistema. Ao final, apresentamos resultados simulados para decodificacao iterativa conjunta.

4.1. Introducao

O principio da separagao de Shannon estabelece que é possivel codificar fonte e canal
separadamente com otimalidade, desde que a entropia da fonte H nao exceda a capacidade
do canal C' por onde os dados devem ser transmitidos. Para provar o resultado, Shannon
utiliza um método assintético, que sugere a codificagao sendo feita em blocos de dimensao

nao-limitada, implicando em complexidade e atraso potencialmente infinitos.

A idéia de decodificacao conjunta vem do fato de que para sistemas realistas de comuni-
cacao digital, o teorema de Shannon da separagao entre codificacao-fonte e codificagao-canal
com suas hipéteses ideais nao pode ser aplicado. Ele enuncia que dada uma fonte e um
canal compativeis (em termos de distorgao e taxa) para transmissdo, o problema de obter
um esquema 6timo de codificagdo pode ser completamente separado em um esquema de
codificagao/decodificagdo 6tima para a fonte, e outro esquema de codificagao/decodificacao
o6tima para o canal, desde que o comprimento de bloco nao seja restrito. Isso nao é
possivel na pratica, com comprimentos finitos. Em alguns casos, devido a restricao de atraso
de transmissao, até comprimentos minimos sao requeridos. Além disso, raramente temos

esquemas Otimos para cada um deles mesmo quando pensados separadamente.

Podemos definir o termo recurso de codificagao conjunta fonte-canal como sendo
qualquer advento ao longo da cadeia de codificacao que vise minimizar a distorcao final da
reproducao da fonte no seu destino, e que envolva o projeto combinado das duas partes:
codificagao de fonte e codificagao de canal. Similarmente, podemos nos referir ao termo
recurso de decodificagao conjunta fonte-canal, que pensado conjuntamente com recursos
de codificagao conjunta ou assumindo um projeto de codificagao dado, visa melhorar o

desempenho final da transmissao.
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Entre os recursos de codificacao conjunta, podemos citar alguns consagrados, atuando nos
mais diversos componentes tipicos de uma codificacao. Recursos de quantizacao robusta, tais
como COVQ (Channel Optimized Vector Quantization) [55], [22], [23], [24] e CCVQ (Channel
Constrained Vector Quantization) [78]. Recursos de otimizagao do mapeamento entre indices
do quantizador e os vetores de bits a serem transmitidos (Index Assignment, TA), tratados
em [22], [23], [18], [19], e principalmente [89], onde é apresentado o algoritmo BSA (Binary

Switch Algorithm) que obtém mapeamentos localmente ¢timos por permutacoes simples.

O estudo de questoes sobre mapeamento bindrio é uma vasta linha de pesquisa. Uma
extensao relevante para nosso contexto sao os mapeamentos com redundancia adicional

(Redundant Index Assignment, ou RIA), discutidos em [1], [13], [70] e [14].

Outro recurso amplamente utilizado é a protegdo desigual de erros (Unequal Error

Protection, UEP), introduzida desde [62], e redesenhada em [40] para c6digos convolucionais.

Portanto estes sao exemplos variados de recursos de codificacao conjunta, atuando em

diferentes componentes do esquema acima.

Ja em relacao aos recursos de decodificagao conjunta, podemos destacar duas
principais linhas de desenvolvimento precursoras. O recurso SCCD (Source-Controlled
Channel Decoding) desenvolvido em [41][49][47][48], e o recurso SBSD (Softbit Source
Decoding) desenvolvida em [25][26][27]. A decodificacao iterativa fonte/canal apresentada
em [36] pode ser considerada uma sobreposi¢do a estas duas, pois englobou e aperfeicoou
ambas. E atribuida a sigla ISCD (Iterative Source-Channel Decoding) ao método apresentado

em [36].

Outro recurso de decodificagao conjunta comum ¢é a utilizagdo da decisao por minima
distorgao quadratica (MMSE, Minimum Mean Square Error), tomando médias ponderadas

de centréides da quantizacao.

De forma geral, a codificacao de fonte em esquemas realizdveis quase sempre nao é 6tima,
e temos algum nivel residual de redundéncia na saida do seu codificador. A idéia bésica é
utilizar esta redundéncia residual para ajudar o decodificador de canal a eliminar erros. Daf

vem toda uma linha de técnicas de projeto de sistemas onde esta redundéancia é controlada
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e modelada na codificacao, para que possa ser 1itil em uma decodificacao turbo sub-6tima.

4.2. Esquema de codificacao e decodificacao conjunta

Consideramos o problema geral de transmissao digital de uma fonte discreta no tempo e
continua em amplitude (valores em R). Partimos de um esquema geral de comunicagao, com

modelo usual de codificacao de fonte e codificacao de canal.

A fonte é quantizada vetorialmente. Os indices, para a finalidade de uma transmissao
digital sdo associados a vetores bindrios. Este mapeamento entre indices e bits (bit

assignment) é considerado como elemento & parte no esquema de codificacao.

Consideramos uma quantizacao vetorial projetada com critérios para minima distorcao
separadamente (assumindo transmissao sem erro) pelo GLA ( Generalized Lloyd Algorithm), e
posteriormente projetando a indexagao bindria para canal ruidoso, pelo BSA (Binary Switch

Algorithm).

O sistema ¢ ilustrado na figura 4.1, representado analiticamente de forma conveniente
pelos seguintes componentes: fonte, quantizador vetorial, mapeador entre vetores e palavras

bindrias (bit assignment), codificador de canal e canal.

i Q; B C
Fonte Quantizador — Mag(ienag;iznto £+l Codificador —= Canal

s

Figura 4.1: Esquematizacao do sistema para decodificacao conjunta.

A fonte emite simbolos X; (I =0,1,...), um processo aleatério estaciondrio discreto
no tempo e continuo em amplitude. Esse processo é separado em blocos de m sfmbolos
e quantizado vetorialmente por uma aplicagdo 1) : R™ — {0,...,n — 1}, que resulta na
sequéncia @); (7 =0,1,...), um processo discreto com alfabeto {0,...,n —1}. Acoplado

ao quantizador, consideramos o mapeamento injetor para associar indices {0,...,n — 1}
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a palavras bindrias de comprimento s, ou seja, elementos em {0,1}° (taxa resultante do
sistema de quantizagdo é s/m bits por amostra). Eventualmente, este mapeamento pode
adicionar redundancia para protecao contra erros. Denotamos por By a sequéncia de bits
emitidos serialmente pelo sistema de quantizacao. Um codificador toma a sequéncia de
bits By (k=0,1,...) como entrada e emite serialmente a sequéncia de bits codificados
Cy (t=0,1,...) sinalizados como {—1,41} para um canal B-AWGN. Y, é a sequéncia
de observacoes ruidosas na saida do canal. O objetivo final do sistema de codificacao e
decodificacao é transmitir o processo X; (I =0,1,...) com a minima distor¢ao possivel. A

seguir, alguns detalhes sobre cada um destes componentes.

A idéia é associar um componente decodificador a cada um dos componentes do sistema
de codificagdo dado acima entre a fonte e o canal (quantizador, mapeamento bindrio e c6digo
de canal). Ao construir o grafo-fator do sistema, onde as varidveis envolvidas em cada um
deles sao propriamente conectadas, vem naturalmente a visualizacao de como se realiza a

decodificacao conjunta por marginalizacoes com o algoritmo SP.

O principio turbo de decodificacdo é a iteracao entre dois (ou mais) componentes de
um sistema de decodificagao (dual ao sistema de codifica¢do). Cada um deles melhora as
estimativas das varidveis envolvidas utilizando os modelos de memdrias e redundéancias

implicitas no sistema. Em principio, uma fonte com memdria deve participar deste processo.

4.2.1. A fonte

Um modelo comum para uma fonte genérica é um processo que emite simbolos
discretos no tempo e continuos na amplitude, com alguma propriedade de estacionariedade.
Por simplicidade, vamos nos restringir a processos auto-regressivos e/ou médias-méveis
(processos ARMA) definidos a seguir. Podemos destacar o tipo mais simples deles, os

processos de Gauss-Markov gerados pela equacao
Xt_|_1 = OéXt + Wt7 (41)

em que W; é um processo gaussiano de média zero e varidncia constante, com a < 1.

Sao processos caracterizados por apenas um parametro. O parametro « representa o grau
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de determinismo do processo. Para processos deste tipo, a funcao de auto-correlagao é
simplesmente
FE [XtXt—s] == Oés (42)

e, portanto, tem decaimento exponencial.

Processos estocdsticos ARMA sao processos derivados a partir de processos de ruido

branco, através de combinagoes lineares de janelas temporais.

Um ruido branco é qualquer processo cuja sequéncia temporal sao varidveis identica-
mente distribuidas, de média zero e nao correlacionadas. No que se segue, E; (t =0,1,...)

denota um ruido branco com alguma distribuicao fixa, de variancia o2.

Um processo X; é dito estaciondrio fraco quando seus primeiros e segundos momentos
sdo invariantes por translagio no tempo, isto ¢, F [X;] e E[X?] sdo constantes em t, e
E [X; X, ] s6 depende de s. No que se segue, consideramos a propriedade de estacionariedade

apenas no sentido fraco.

Ruidos brancos sao casos particulares de processos estaciondrios em que F [X;] = 0 e
FE[X;X;_s] = 0 para s > 0. Os casos mais comuns de ruido branco sdo gaussianos, embora

esta restricao nao seja necessaria em geral.
Um processo X; é dito M.A. (moving average) de ordem p, se pode ser escrito como
Xt = Et + elEt—l + ...+ epEt—p s (43)

onde 01, ..., 0, sao coeficientes constantes. Processos deste tipo sao sempre estaciondrios, por
serem uma combinacao linear de processos estaciondrios e de covariancias nulas. Além disso,
temos E[X7] = 02 (14+67+...+62) e E[X,X,_,] = 0 para s > p (correlagdo limitada no

tempo).

Um processo Y; é dito A.R. (auto regressive) de ordem r, se pode ser escrito como

}/t = ¢1K—1 + ¢2}/t—2 +...+ ¢rn—7‘ + Et ) (44)
onde ¢y,...,¢, sao coeficientes constantes. Um processo A.R. é estaciondrio se e s6 se o
polinémio 1 — ¢;x — 2% — ... — ¢, " tem todas as suas raizes (complexas ou reais) fora do

circulo unitdrio de C, ou seja, 1 — ¢10 — ¢pa? — ... — p,2" = 0 = |z| > 0.
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Em particular, um processo A.R. de primeira ordem é estaciondrio se seu coeficiente
0, é menor que 1. Logo, os processos de Gauss-Markov definidos na secao anterior sao

estaciondrios por construgao.

Um processo ARMA de ordem (r,p) é um processo da forma

Yi=¢0Yia+oYeo+...+0Y  +E+0E 1+ ... +0,E_,. (4.5)

Evidentemente, processos A.R. e processos M.A. sao casos particulares de processos

ARMA

A estacionariedade de um processo ARMA s6 depende de sua parte auto-regressiva
(similar aos processos A.R.), sendo estaciondrio se e somente se o polindmio 1 — ¢z —

byx® — ... — ¢, 2" tem todas as suas raizes fora do circulo unitario de C.

4.2.2. Quantizagao vetorial

Um resultado fundamental da teoria de taxa-distor¢ao para codificacao de fonte é que
a quantizacao vetorial traz ganhos em relagao a quantizacao escalar. Sobretudo quando as
amostras sao estatisticamente dependentes. Nos casos aqui considerados, para dimensoes
modestas, o ganho em resolugao é compensador, na medida em que as incertezas do canal

sao resolvidas pela decodificacao iterativa conjunta.

No que se segue, apresentamos em linhas gerais os conceitos de um quantizador vetorial
da categoria mais simples (sem memdria), e o algoritmo usual de obtengdo pratica de
quantizadores deste tipo com critério de otimalidade quando o codificador de fonte é

projetado isoladamente, ou ainda, admitindo transmissao perfeita, sem ruido.

Consideramos um quantizador vetorial em R™, caracterizado por um mapa ¢ : R™ — [
que associa a cada vetor em R um elemento em um conjunto finito de indices I e um mapa
inverso univoco ¢ : I — R™, que associa a cada indice ¢ € I o seu respectivo vetor cédigo

z; € R™. O quantizador vetorial é definido pela composicao das duas fungoes, x = ¢ o 1.

A imagem de x, a mesma de ¢, é o dicionédrio do quantizador {z; = ¢ (i) : i € I}.
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Associada ao mapa 1 existe a particao natural, a classe de subconjuntos disjuntos
suplementares em R dada pela imagens inversas {SZ- =1 (1):i€el } Podemos dizer que

S; é a “regiao” ou “particao” associada a z;.

De forma equivalente, o quantizador vetorial pode ser caracterizado definindo-se duas
entidades da teoria de conjuntos: uma particao finita {S; C R™ : ¢ € I'} do espago R™, e um

conjunto finito de elementos {z; € R™ : ¢ € I} associados.

Dada uma medida de distor¢ao d : R™ x R™ — R* e sendo p(x) a densidade de
probabilidade em R™ relativa & estatistica da fonte, um quantizador y é 6timo em relacao a

d e p se ele minimiza a distor¢ao média

|t peox (1.6

: : - " 2
No que se segue, consideramos a distorgao quadrdtica d(x,z) = ||x —z|” em R™. O

desempenho da quantizacao é usualmente avaliado pela relacao sinal-ruido de quantizacao,

Sy [1XII" p (x) dx

Jeemm X=X (x)["p (x) dx
As duas propriedades bésicas atribuidas a qualquer quantizador 6timo sao:
1. Para todo x € R™, o seu vetor cédigo associado é o mais préximo, isto é
X (x) = argmin,_ d (z;,x). (4.8)

2. Vetores c6digo coincidem com os centréides das suas regioes, isto é, para cada z;

fsi X p(x)dx

Z; = W (4.9)

Estas sao as duas condigoes necessdrias para otimalidade, isto é, se um quantizador é
6timo e minimiza a distorgao média dada por (4.6), entdo isto implica que ele satifaz (4.8)

e (4.9).

O algoritmo bdsico para a obtencao de quantizadores vetoriais 6timos é o chamado

algoritmo GLA (Generalized Lloyd Algorithm), conforme estabelecido em [58]. O algoritmo
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utiliza as duas condicoes necessdrias (4.8) e (4.9) para a obtengao iterativa de um quantizador

6timo.

Basicamente, o algoritmo opera sobre uma sequéncia de treinamento gerada conforme
p(x). Partindo de um diciondrio inicial, iterativamente atualiza-se este diciondrio usando
as duas propriedades acima, aplicadas na sequéncia. A idéia é aglomerar os elementos mais
proximos a cada vetor codigo, e usar esta aglomeracao para reajustd-lo. Ou seja, a cada
iteragao: usa-se a propriedade (4.8) para particionar a sequéncia em subconjuntos (obtendo
as aglomeracoes); e depois usa-se (4.9) para definir os novos vetores cédigo como sendo os

centréides dos subconjuntos (vetor médio de cada aglomeragao).

H4 métodos eficientes de escolha dos vetores cédigo iniciais para o algoritmo GLA. O
mais reconhecido ¢ dado também em [58]. O algoritmo GLA provido deste método é o
denominado algoritmo LBG (Linde-Buzo-Gray), que funciona para obtencao de dicionarios

de cardinalidade 2.

Em linhas gerais, este método consiste em realizar o algoritmo em muiltiplas etapas (n
etapas), em cada uma delas realizando um GLA para obter dicionarios de 1,2,4,,...,2"
elementos. Dado um diciondrio com 2" elementos, é obtido um diciondrio com 2"+ por
splitting, isto é, perturbacoes em cada uma das palavras para a obtencao de dois pontos
préximos. Assim, a partir de 2", surgem 2 x (Qh) vetores que podem ser usados como vetores
codigo iniciais para uma nova etapa. Na primeira etapa, o diciondrio de 1 elemento é dado

pelo centréide da sequéncia inteira.

A quantizadores vetoriais assintoticamente 6timos obtidos por este algoritmo é associada
a nomenclatura “quantizadores LBG”. Em nosso sistema e em nossas simulagoes, considera-

mos sempre quantizadores LBG.

4.2.3. O quantizador vetorial

Dado o quantizador vetorial obtido conforme descrito na secao anterior com seus
mapas associados ¥ e ¢, voltamos a considerar o seu papel no sistema proposto. Podemos

convencionar para os indices o conjunto finito I = {0,...,n — 1}, tal que a taxa resultante
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do quantizador é log, n/m bits por simbolo.

Como componente do esquema proposto, o quantizador vetorial gera a partir do processo

continuo X; € R (I =0,1,...) um processo discreto, a sequéncia temporal de indices @Q; € I

(j=0,1,...).

Para quantizacao da sequéncia de um processo X;, consideramos o particionamento em
blocos de m simbolos consecutivos do tipo (X, . .., Xjm+m—1), sendo emitido o indice Q; €

I, dado pelo mapeamento

Qj = X(ij7---7ij+m—1) (410)

Como X; é um processo com memdria, o processo discreto (); também possui algum tipo
de memoria. Quando X; é um processo ARMA de ordem pequena, menor que a dimensao do
quantizador (p < m), uma boa aproximagao é assumir que ); ¢ um processo de Markov de

primeira ordem estaciondrio, e estimar com sequéncias de treinamento suas probabilidades

P(Qj =5Qjm = t)sEI,tEI (4.11)

invariantes em j. O processo consiste em simular o processo X;, obter o processo @);
correspondente, e registrar as frequéncias relativas. A partir de (4.11), sdo naturalmente

obtidas
P(Q=5)es (4.12)

e as probabilidades de transicao

P(Qj1 =tQ; = S)sel,tel' (4.13)

A partir das distribuigoes, as entropias relevantes H (Q;) e H (Q;+1|Q;) podem ser
obtidas. A entropia H (Q);41|Q;) pode ser obtida por

H(Qj41|Q)) = H(Q;,Qj11) — H (Qy). (4.14)

A importéancia da probabilidade condicional P (Q;11 = t|Q; = s) é servir como fungao

custo para a decodificagao forward-backward do processo ();. Passando para a notacao de
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grafos-fatores, denotamos simplesmente p (g;11/q;), onde os argumentos definem as varidveis

nas quais a funcao estd definida.

Recapitulando, por definicao a entropia do processo é

lim %H(Ql,...,QJ). (4.15)

Assumindo a estacionariedade do processo, vale a igualdade

lim S H (Qr,...,Q)). = H(Q;n|Q;). (4.16)

J—o0o J

Portanto, a quantizacao do processo X; resulta no processo (;, onde a entropia é reduzida,

e H (Q;41|Q;) é uma aproximagao desta entropia resultante.

Evidentemente, para considerar a taxa de entropia por simbolo da fonte na saida do

quantizador, devemos considerar o ajuste H (Q;4+1]|@;) /m.

Exemplo: para X; um processo Gauss-Markov com coeficiente o = 0,95, obtendo
quantizadores LBG de dimensdes m = 3,4,5,6 e taxa de 1 bit/simbolo, as entropias

resultantes sdo dadas na tabela 4.1.

m 3 4 5 6
H(Qj)/m 0,94244 | 0,96850 | 0,97283 | 0,98029
H(Qj+1|Q;) /m | 0,60193 | 0,68951 | 0,73946 | 0,77831

Tabela 4.1: Entropias do quantizador LBG em um processo de Gauss-Markov

Os processos X; e (); estao relacionados por (4.10). Para um decodificador que obtenha
probabilidades a posteriori (3 (Qj)qj ¢; de @, a respectiva estimacdo de minima distor¢ao
quadratica (MMSE) para os simbolos da fonte associados utiliza o mapa inverso do

quantizador ¢,

¢, N ) = g1 B(4) 0 (g5) -
gmy - - -y Lim4m—1 quel 6 (q]')

(4.17)

Ou seja, a estimacao ¢ uma média ponderada dos vetores cédigo /5 (g;). Uma média

ponderada dos centréides, no caso de um quantizador étimo.
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Para a medida de distor¢cao quadratica, o desempenho do sistema é usualmente avaliado
pela relacao sinal-ruido entre a sequéncia X; original e a reconstituicao no destino X; dada
por

>

x — )%

4.2.4. O mapeador entre vetores e bits

Nas secoes anteriores, foi considerado em linhas gerais a obtencao de um mapa de
quantizacao y e seus associados 1) e ¢ com o critério de otimalidade usual, de minima

distor¢ao quando projetado isoladamente. Nesta situacao, é irrelevante a indexacao.

Posteriormente, quando na presenca de erros de transmissao, este codificador pode ter seu
desempenho degradado substancialmente. Isso porque a assuncao de possiveis adulteragoes

na sequéncia de vetores cédigo devido a incertezas nao foi incluida na otimizagao.

Em dltima instancia os indices sao os elementos que representam a fonte para efeito de
transmissao. Quando acoplado a um canal ruidoso, os indices sao as varidveis que sofrem
possiveis deterioracoes, e a preocupacao com a indexacao passa a ser parte do projeto do

sistema.

Para o sistema de transmissao digital, os indices sao convertidos em vetores bindrios,
para serem usados em um codificador bindrio de canal. Neste caso, dado o quantizador, a
correspondéncia entre indices e vetores bindrios tem influéncia direta no desempenho final,
uma vez que os efeitos do canal sao exercidos mais diretamente sobre os simbolos bingrios,

e indiretamente sobre os indices, através deste mapeamento.

Quando o quantizador ¢ dado (projetado separadamente), podemos considerar que um
recurso de projeto da codificacao atuando sobre este mapeamento faz parte do fundamento
codificacao de canal. De fato, a codificacao de fonte de um sistema tipico se resume
essencialmente a quantizagao, isto é, ao mapa y. Até mesmo os mapas ¥ e ¢ podem ser
considerados projetados independentemente, pensando no problema adiante, a preocupacao

com erros do canal.
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O mapeamento entre os indices do quantizador da fonte e vetores bindrios tem um grau
de liberdade de projeto sem custo de complexidade, cuja otimizacao resulta em sensiveis
melhoras de desempenho em algumas situacgoes. Os erros inerentes aos simbolos bindrios,
que sofrem os efeitos do canal mais diretamente, refletem-se nos erros dos indices do
quantizador de maneiras diferentes, dependendo de como o mapeamento é realizado. H4
uma vasta linha de estudos sobre index assignment (IA), vérios métodos de otimizagao e
algoritmos. As principais referéncias sao [22], [23], [18], [19], e principalmente [89], onde &
apresentado o algoritmo BSA (binary switch algorithm) que obtém mapeamentos localmente
6timos segundo critérios gerais de desempenho. Em nosso sistema e em nossas simulacoes,

consideramos sempre o algoritmo BSA para obten¢ao de mapeamentos.

Consideramos um mapeador por blocos que a cada vetor (); associa um grupo de bits

{Bsj, ..., Bsj+s—1} respectivamente alinhados nos indices temporais. E qualquer mapa injetor
r: {0,...,2" =1} — {0,1}°, que associa a cada sfmbolo r-drio vindo do quantizador
uma palavra bindria de comprimento s, onde r < s. Aqui, admitimos a possibilidade de
mapeadores que adicionam redundéancia controladamente, e por isso temos r < s. Na verdade,
isso é equivalente a um mapeador ordindrio acoplado a um cédigo de bloco (s, r) acoplado

em sua saida.

O projeto do mapeador é feito em conjunto com o quantizador vetorial. Na préitica, o
que ¢ feito é definir as palavras-cédigo resultantes deste cédigo, e a partir de algoritmos
de minima distorcao no quantizador vetorial define-se a associacao entre os vetores e estas
palavras-c6digo. De acordo com nossas simulagoes, o algoritmo BSA resulta em mapeamentos
eficientes, sem grandes variacoes de desempenho na distor¢cao média entre dois mapas

localmente 6timos quaisquer.

4.2.5. Codificacao de canal

O esquema geral permite concatenacoes turbo de qualquer natureza na codificacao de
canal para protecao de erros. Aqui, consideramos duas possibilidades. Uma delas é o caso

em que o codificador de canal tem embutido um cédigo turbo padrao, com dois geradores
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N

de paridade convolucionais junto & emissao dos bits nao codificados, entrelacamentos,

puncionamentos, etc.

Outra possibilidade considera o fato de ja haver outros componentes concatenados
seriamente que tém memoria e redundancia, e nao hd necessidade de uma composicao
turbo (dois componentes de paridades internos para interagir na decodificagao). Basta que
o codificador de canal tenha um componente com memdria, e que a decodificacao iterativa
se processe na concatenacao serial com os componentes relacionados a fonte (quantizador e
mapeamento). Neste caso, temos uma liberdade maior de onde podemos alocar a redundancia
disponivel, ou para codificacao de canal ou para protecao dos indices da fonte, através de

mapeamento bindrio com redundéancia.

Cédigos bindrios convolucionais recursivos, truncados para um dado comprimento de
bloco, sao usuais para uma decodificagdo turbo. Anteriormente ao cédigo de trelica,
deve haver acoplado um entrelacador de bloco para quebrar a memodria sequencial da
redundéncia dos bits oriundos da quantizacao-fonte. Analogamente aos sistemas turbo usuais,
o entrelacador define o atraso de codificagao e decodificacao do sistema como um todo. Em
nossas simulagoes, foram gerados varios entrelagadores pseudo-aleatérios do tipo S-random

pelo eficiente algoritmo de Crozier.

Em relacao aos cédigos empregados, aqui nao necessariamente temos cédigos sistematicos.
De fato, é comum a utilizacao de uma codificagao convolucional recursiva de taxa 1, ou seja,
apenas um gerador de paridade a partir dos bits entrelacados. Isso nao resulta em queda de
desempenho, contanto que a taxa extra seja alocada para adicionar redundéncia no mapeador

binério.

Terminando a descricao do sistema empregado, consideramos um canal sem memoria,
um tipico BPAWGN. Um canal com memoria poderia ser facilmente inserido neste contexto,

e também decodificado conjuntamente.
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4.3. Representacao por grafos-fatores

Uma vez descritos os componentes, podemos esquematizar o grafo-fator genérico do

sistema proposto. Uma primeira versao é dada na figura 4.2.
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Figura 4.2: Grafo-fator bésico do sistema completo para decodificacao conjunta, com modelo

de quantizacao vetorial integrada.

Embora com algumas simplificacoes para viabilizar seu desenho, a generalidade é mantida.
Grafos-fatores com outros parametros podem ser deduzidos a partir deste. No esquema

simples, o comprimento de bloco da codificagao de canal é K = 12, consideramos uma
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quantizacao vetorial com m = 3 dimensoes, e uma fonte modelada por um AR de primeira
ordem, um processo de Gauss-Markov por exemplo. O mapeamento bindrio considera 2 bits
para cada indice. A figura 4.2 representa portanto um esquema de codificacao fonte com %

bits/simbolo.

Pela esquema da figura 4.2, fica ilustrado que os ciclos no grafo-fator do sistema
considerado se estendem desde o codificador de canal até a prépria fonte e seus nés do

modelo de transicao de estados.

4.4. Decodificacao sub-6tima MAP

O sistema de decodificacao deve reconstruir a sequéncia X; dada a sequéncia de
observagoes Y;. Considere a decodificagao realizada em blocos de comprimento L. Fixado
o bloco {Xoy,..., X, 1}, sejam as sequéncias truncadas correspondentes {Qo,..., Qs 1},
{Bo,...,Bx_1}, {Co,...,Cr_1} e {Yy,...,Yr_1} internas ao bloco. Por construcao, temos
L/K =m/r e K/T & igual a taxa do sistema de codificagdo de canal.

Dadas as varidveis observadas {Yy = yo,...,Yr_1 = yr_1} e considerando como medida
de distorcao o erro quadratico médio, a decodificacao 6tima é a que minimiza o valor esperado

da distorcao, condicionada a sequéncia de varidveis observadas. Seja z; o valor estimado de

X1, {70, ...,21-1} sdo tais que
L-1
(X, — 2)°
D= min e YT 4.19
(orsrr 1} ; ’y07 yYr—1 | ( )
onde {yo,...,yr_1} sdo os valores observados.

Portanto, pelo critério de erro quadratico médio minimo,

= FE[X/|yo,. . yr1], 1=0,...,L—1. (4.20)

Antes de desenvolver a expressao (4.20) e chegar ao que queremos, devemos considerar a

expressao dos centréides associados ao codificador de fonte dado.
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Considerando os primeiros elementos da sequéncia X;, o mapa de quantizacao x : R™ —

{0,...,2" — 1} faz a associagao (Xo, ..., Xim_1) — Qo.

O conjunto de centréides {E [(Xo, ..., Xm-1) |Qo =4¢q], ¢ =0,...,2" — 1} sdo intrinsecos

ao sistema de codificacao. Sua expressao é dada por

El(Xor . X 1) la0] :/(xo,...,xm_l)p(xo,...,xm_1|q0)dx0...dxm_1. (4.21)

Para cada um destes vetores, cada coordenada pode ser expressa separadamente. Como

exemplo, tomando a primeira coordenada correspondente a X, vem

FE [X0|q0] = /ZL’Op ((L’(), e ,xm—1|q0> dlEo Ce d(L’m_l (422)

= /xop ($0|CI0) dxy.

Voltando & expressao da decodificagao 6étima e fixando a andlise a zy, o primeiro elemento

da sequéncia de simbolos estimados,

20 = E [XO |y0, e ,yT—l] (423)

= /xop($0|yo,~-;y:r—1)d$0‘
Como vale, aproximadamente,

p(@olyo, - yr—) = D> p(aola)p (qolyo,- - yr-1), (4.24)
40€{0,....27—1}

entao

o= o Y pllw) b ) deo (4.25)
q0€{0,...,27—1}

_ > {/ Top (xo\qo)dwo} p(qlyo, -, yr-1) -

a0€{0,....2r—1}

O problema central na decodificagao portanto reduz-se a obtencao da distribuicao
de probabilidade p (qo|yo, - ..,yr—1). Dada esta distribui¢do, basta usd-la em uma média
ponderada dos centréides para obtencao de zy. Essa deducgao vale por analogia para qualquer

2.
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A distribuicao de probabilidade p (qo|yo, - .., yr—1) vem da decodificagao iterativa entre
as sequéncias de varidveis {Qo, ..., Qs 1}, {Bo, ..., Bx_1}, {Co,...,Cr_1} e {Yo,...,Yr 1}
internas ao bloco. Se o quantizador usado é de bloco e sem memoria, obtemos uma
sequéncia (); com memdria residual. A obtencao da distribuigao P (Q;|Q;_1) pode ser obtida

analiticamente ou por simulagoes numéricas.

4.5. Decodificacao sub-6tima e continua

Podemos ilustrar um caso da decodificacao conjunta iterativa no contexto de grafos-
fatores envolvendo todas as varidveis tipicas do nosso modelo, inclusive as continuas. Neste
caso teremos nés em que o algoritmo SP envolve integragoes em vez de somas. O grafo-fator
da figura 4.3 ilustra a transmissao por um sistema digital da fonte dada por um processo AR
de primeira ordem, quantizacao vetorial bidimensional, mapeamento bindrio, codificador e
canal. Em uma decodificacao iterativa conjunta, cabe ao decodificador de fonte realizar uma
inferéncia sequencial do processo aleatério (forward-backward com varidveis continuas) e

trocar informacao probabilistica stmbolo a simbolo com o decodificador de canal.

Podemos descrever resumidamente o conjunto de funcoes envolvidas em cada né da

fatoragao pelo grafo da distribuicao conjunta.

O esquema ilustra as varidveis X; evoluindo de acordo com um processo AR de primeira
ordem, um processo de Gauss-Markov por exemplo. A quantizacao associa a cada par de
varidveis (X;, X;11) a varidvel discreta @; € {0,...,2" —1}. Na figura 4.3, temos o caso
particular r = 3 ilustrado. Desta forma, fica representado no mesmo né duas funcoes: a

correlacao entre variaveis X;,; e X;
Pr {(L’H_1|(L’Z'} = Pr {Xz'—H = (IIZ'+1|XZ' = (L’Z'}, (426)
e o mapa da quantizacao bidimensional

Pr {Qi|$i;$z’+1} £ Pr {Qz’ = CIz'|Xz‘ =24 Xip1 = xz’+1}- (4'27)
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Figura 4.3: Grafo-fator num caso particular, para ilustrar a decodificagao incluindo varidveis

continuas da fonte.

A fungao resultante T (x;, x;11, ¢;) no né6 do grafo é o produto

fr (i, Tiv, @) = Pri{xial|ei} Pri{iqle, v} (4.28)

No mapeamento, cada @); gera as varidveis binarias { B, ..., Briyr—1}- A fungao no né
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envolve apenas varidveis discretas, dada por

e (Qisbris oo brigr—1) = Prdbri, ..o brivr—1|ai } - (4.29)

Para o entrelacador, o codificador e o canal as fun¢oes envolvidas sao as usuais,

fE (bj, Sk, Skt1, k) = Pr{si1|bj, si.} Pr{ck|bj, s} (4.30)

fe (ek, yx) = Pr{yklcx} (4.31)

Daqui ficam definidas as equagoes do algoritmo SP aplicado ao esquema. Particularmente,

no bloco fonte/quantizagao, as equagoes sao

or_1 T
a(riy1) = Z / Ir (T, i1, @) B (@) o (2;), —00 < @41 < +00; (4.32)
7%=0y, " oo
or—1  t®
Blx) = > / Jr (@i i1, @) B (@) B (i), —00 < i < +00; (4.33)
=0z, = oo
+oo +oo
alg) = / / fr (@i, zivn, @) o () B (ris1), @ ={0,...,2" — 1} . (4.34)

Terminada a decodificagao iterativa, resulta a densidade marginal « (z;) S (z;) relativa
a varidvel X;, e a decisao de minima distorcao quadrédtica é a decisao pela média desta

densidade,
+o00o

a= [ al@)s@). (4.35)

T;=—00
Caberia assim ao decodificador de fonte realizar uma estimacao sequencial do processo
aleatério (forward-backward com varidveis continuas) e trocar informacao probabilistica

simbolo a simbolo com o decodificador de canal, através do mapa de quantizacao.

O exposto acima ilustra a complexidade envolvida para implementar a decodificacao
iterativa conjunta em sua plenitude. No caso acima, com quantizagao vetorial bidimensional,

temos integrais duplas. A complexidade aumenta a medida que queremos uma quantizacao
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vetorial em mais dimensoes. A decodificacao completa de um esquema como o da figura
4.2 envolveria integrais multidimensionais. O método natural de implementacao (integragao

numeérica) resulta numa complexidade proibitiva em se tratando de um algoritmo iterativo.

4.6. Reducao ao caso discreto

O exposto na secao anterior descreve uma decodificacao que considera todas as varidveis
na distribuicao conjunta associada a fatoragao, inclusive as varidveis continuas X;. Como

visto na secao 4.4, podemos reduzir a andlise & obtencao das distribuigoes a posteriori

p(glyo, - - yr—1). (4.36)

Ou seja, o problema geral de decodificagao conjunta entre varidveis discretas e continuas
pode ter sua complexidade reduzida, onde a tinica hipétese é que vale a aproximacao dada

na férmula (4.24).
No contexto de grafos-fatores, isso é equivalente a dizer que podemos simplificar a

distribui¢ao conjunta utilizada. Em vez de

p(x()a -y TL-1,40, - - - )qJ—l)b()a cee )bK—lacO) <o Cr—1,Y0, - - - )yT—l) ) (437)

a decodificacao reduz-se a obter marginais a partir de

p(qo,---5q7-1,0, -, bK1,C05 -+ s CT1, Y05 -+, YT—1) - (4.38)

O esquema inicial proposto na figura 4.2 pode ser traduzido em um novo esquema (equi-
valente ou aproximadamente equivalente), representado na figura 4.4, onde a redundéancia

residual ¢ modelada nas varidveis discretas (no caso dos esquemas acima, as varidveis Q).

Heuristicamente, estamos considerando que a estatistica (modelo) do processo continuo
X}, induz a estatistica do processo discreto @)y de forma bem definida (fun¢do do mapa de
quantizacao). Seria possivel, em principio por célculo analitico, derivar o comportamento

do processo Q) a partir de Xj;. Mas mesmo quando isso nao é realizével, pode-se extrair
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o comportamento de (), estatisticamente, por sequéncias de treinamento. A redundancia
residual fica assim implicita no modelo do processo @, € apenas este modelo serd envolvido
no algoritmo de decodificacao iterativa. De fato, devido ao processo de codificacao digital
de fonte (redugao da taxa de entropia), somente a redundancia residual pode auxiliar na

decodificagao conjunta.
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Figura 4.4: Nova versao para o grafo-fator do sistema proposto, com a aproximagao e redugao

ao caso da modelagem por p (gj+1/q;)-

A decodificagdo conjunta iterativa é entao realizada apenas utilizando informagao do

processo g, envolvendo um forward-backward nesta sequéncia de varidveis. Apds a saturagao
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do algoritmo iterativo, temos como resultado probabilidades a posteriori p (qo|yo, - - -, Yr-1)-
A decisao nas varidveis X é obtida por critério de erro quadratico médio minimo, através

da equacao (4.25).

4.7. Simulacoes

A partir do esquema ilustrado 4.4 acima, curvas de desempenho por simulacoes
podem entao ser obtidas envolvendo codificadores de fonte com quantizagao vetorial, seja
isoladamente ou conjunta com o decodificador de canal. Destacamos aqui alguns resultados
obtidos por célculos computacionais simulando alguns sistemas com parametros tipicos. Sao
curvas de SN R, de reconstituicao da fonte versus SNR de uso de canal. Ou seja, relagoes
sinal/ruido, ambas em dB. A equacao (4.18) define a SN R, de reconstitui¢ao da fonte, uma

medida baseada na distorcao quadrdtica média resultante.

Um primeiro estudo relevante sao simulagoes comparando as curvas de desempenho entre

duas situacgoes:

= decodificacao conjunta iterativa entre decodificador de fonte e decodificador de canal,

= decodificacao iterativa apenas no decodificador de canal.

A figura 4.5 apresenta curvas de desempenho obtidas por simulagbes do algoritmo
SP no grafo-fator da concatenagao nas duas situagées. A fonte é Gauss-Markov com
coeficiente a« = 0,9. O quantizador vetorial codifica com 4 bits/4 amostras, e portanto
o bloco usa 4096 amostras da fonte. O codificador de canal é um turbo (concate-
nacdo paralela com entrelacador) de taxa 1/3 de 16 estados com geradores de paridade
(1+ D*+ D*) /(1 + D+ D* + D*) e comprimento de bloco 16384 bits. As curvas mostram

os desempenhos para 3, 6, 9, 12, e 15 iteracoes nos dois casos.

As curvas j4 estao transladadas no eixo de SN R de uso de canal considerando a entropia
H do processo (); como redundancia intrinseca, calculada a partir das probabilidades de

transigdes P (Q;11/Q;) obtidas por sequéncias de treinamento suficientemente extensas.
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Aqui, com a = 0,9, m/r = 4/4, e um quantizador LBG, a entropia bindria residual vale

H(Qj11]Q;) = 3,13202. O ajuste é da forma
SNR=SNR*— 1010910 (H (Qj+1|Qj) /T) y (439)

onde SNR* é o valor considerando apenas o codificador de canal, o que é equivalente ao

usual Ej,/Ny para seus bits de entrada By.
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Figura 4.5: Curvas de reconstituicao da fonte para decodificagao conjunta e nao conjunta,

com diferentes niimeros de iteragoes.

Na comparacao entre as curvas, vemos que a integracao da informacao da fonte na
decodificacao iterativa resulta em ganhos significativos. Em SNR = 0,3dB, a regiao de
maiores discrepancias, obtemos um ganho pela decodificagao combinada da ordem de 0,845

em SNR,.

Também sao interessantes andlises de ganho entre diferentes complexidades do codificador
de fonte. Para um mesmo codificador de canal e fixada a taxa do codificador de fonte, a
figura 4.6 ilustra os resultados de desempenho para m/r = 3/3, 4/4, e 5/5. As entropias
bindrias resultantes dos trés quantizadores vetoriais sdo respectivamente H (Q;4+1]|Q;) =
2,51869, 3,50569, e 4,48972. O processo X; é um Gauss-Markov de coeficiente o = 0,8.
O codificador de canal acoplado ¢ um codificador turbo com geradores de paridade

(1+ D3*+ D%) /(1 + D + D* + D*) e comprimento de bloco 16380.
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Figura 4.6: Curvas de reconstituicao da fonte para diferentes codificadores de fonte, taxa

1bit /stmbolo fixa.

Aqui, diferentes taxas implicam em considerdvel aumento na complexidade envolvida na

decodificacao. Quanto maior r, mais estados no decodificador.

As simulagoes mais interpretativas sao os casos em que o processo X ¢ Gauss-Markov
(auto-regressivo de primeira ordem). Entretanto, o método de aproximagao vale também para
fontes com processos auto-regressivos e/ou médias-méveis (ARMA) quaisquer. Ainda que
nao seja possivel obter analiticamente de forma exata a estatistica que o processo continuo
X}, induz no processo discreto ()i, é sempre possivel obter aproximadamente por simulacao
das sequéncias. Como ilustracao, a seguir apresentamos os resultados de simulacao para um

processo ARMA estacionario dado por X,y = W, +0,41X; +0,27X; 1 +0,17X; 5 .

O codificador de canal é um codificador turbo de taxa 1/2 (puncionado) e 16 estados com
geradores de paridade (1+ D*)/(1+ D+ D? + D? + D*) e comprimento de bloco 16380
bits. A figura 4.7 apresenta os resultados de desempenho para m/r = 3/3 e 4/4. As entropias
bindrias de transi¢do para os simbolos emitidos pelo quantizador sao H (Q;4+1|Q;) = 2,35269

e 3,37614, respectivamente.
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Figura 4.7: Curvas de reconstitui¢ao da fonte para diferentes codificadores de fonte modelada

como um processo AR.

Os exemplos evidenciam as vantagens da decodificacao iterativa conjunta. Além disso,
nas simulagoes percebe-se que nao ha necessidade do recurso da protegao desigual de erros
nos bits emitidos pelo quantizador. Isso deve-se a insercao da informagao de redundancia do

processo (); na decodificacao.

J& na figura 4.8 apresentamos curvas do sistema utilizando mapeamentos bindrios com
redundancia (RIA), como em [14]. Neste tipo de sistema, o mapeamento consiste em um
componente de taxa 1/2, deixando de usar um codificador de canal turbo padrao. Aqui,
o codificador tem taxa 1, sendo um gerador de paridade convolucional recursivo dado por

1/ (1 + D + D? + D?), como propriamente ilustrado nas figuras 4.2 e 4.4 anteriores.

A andlise em [14] indica que quando podemos escolher onde a redundéncia adicional
disponivel (de taxa 1/2) pode ser alocada, o melhor é justamente optar pelo componente
intermedidrio entre quantizador e codificador de canal, isto é, no mapeamento bindrio. Como
em [14], o melhor tipo de mapa revelou ser (por simulagoes entre vérios) o mapa de repetigao,

otimizado pelo algoritmo BSA. Podemos assim comparar curvas com fontes de Gauss-Markov
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de variados pardmetros a e quantizadores vetoriais LBG de variadas dimensoes, mantida a

mesma taxa m/r = 3/3, 4/4, 5/5. O comprimento de bloco é fixo em 16380.

As trés curvas com m/r = 3/3 e diferentes parametros a = 0,80, 0,90 e 0,95 ilustram
a gradativa melhora da decodificacao & medida que consideramos maior determinismo no
processo na fonte. Para uma comparagao justa, todas as curvas estao ajustadas de acordo
com as taxas de entropias dos processos (); na saida dos quantizadores, de acordo com a

expressao (4.39).

Para outro tipo de andlise, as trés curvas com mesmo pardmetro o = 0,95 e variadas
dimensoes m = 3,4,5 indicam o gradativo ganho em resolucao. Aqui se observa que entre
m = 4 e 5 o ganho em resolugao nao resulta em perdas de regiao de nao-deterioracao,

indicando um caso em que a decodificacao iterativa conjunta cumpriu bem seu papel.
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Figura 4.8: Curvas de reconstituigdo da fonte para diferentes parametros (o, m,r), com

m/r = 1.
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4.8. O esquema de decodificacao de (Goertz

Um dos objetivos postulados em nosso projeto era observar a literatura existente sobre
decodificacao iterativa combinada fonte-canal e inserir seus modelos no contexto de grafos-
fatores. Na literatura cientifica consagrada sobre o tema ISCD, uma linha de abordagem
comum ¢ dada por Goertz, Hindelang e outros [41][74][48][36]. O texto de Goertz [36] é
a referéncia principal e definitiva para ISCD, a partir do qual todos os desenvolvimentos
seguintes foram baseados. Nesta linha, é formulada uma maneira de se obter as informagoes
extrinsecas da decodificagao turbo dentro do contexto conjunto e como elas sao trocadas
entre blocos de decodificacao. As extrinsecas do decodificador de fonte estao diretamente

relacionadas & redundancia residual.

Podemos dizer que esta linha de desenvolvimento nao implementa de fato uma decodi-
ficacao iterativa completa, uma vez que a preocupacao com o atraso de decodificacao leva
a um esquema que nao explora completamente a redundéancia residual do codificador de
fonte. O esquema de Goertz considera decodificacao em blocos envolvendo apenas um indice
de quantizacao, e aproveita apenas a informacao a priori dos indices anteriores. Assim, h&
passagem de informagao do decodificador de fonte para auxiliar o decodificador de canal,
mas sem de fato realizar uma decodificacao conjunta e iterativa entre as varidveis dos dois

blocos.

E possivel sintetizar os esquemas desta literatura em apenas um grafo-fator, representado
na figura 4.9. Essencialmente, estes esquemas utilizam um modelo de Markov de primeira
ordem para os simbolos quantizados emitidos pelo codificador de fonte, e somente quan-
tizagao escalar é considerada. A figura 4.9 ilustra cada elemento da concatenacao quando
representados em um grafo-fator: uma fonte markoviana de sfmbolos g-drios {Q },_, . (aqui
representados apenas os simbolos iniciais da sequéncia de varidveis, dispostos na vertical),

um mapeamento genérico, e um codificador de canal (entrelagador e cédigo de treliga).

Para o cronograma para o grafo-fator da figura 4.9, a passagem de mensagens é restrita
a um bloco por vez. E cada bloco de decodificagao contém apenas um simbolo Q). O

entrelagamento também é interno a cada bloco.
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Figura 4.9: Tradugao para grafos-fatores do esquema de decodificagao ISCD de Gortz.

Baseados em esquemas deste tipo (mas fora do contexto de grafos-fatores), a maior
parte dos artigos da literatura sobre o tema implementa uma decodificacao supostamente
conjunta onde o decodificador de canal aproveita a informacao a prior: dos sfmbolos ¢-érios
da fonte para melhorar sua inferéncia sobre os bits no codificador de canal. Essa informagao
a priori € obtida com a realizacao da parte forward do algoritmo forward-backward na
fonte markoviana. Percebe-se, portanto, que a aplicacao da decodificacao iterativa quando

hé forte restricao de atraso, como é o modelo desenvolvido na linha de pesquisa de Goertz,
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nao aproveita plenamente a memdria e redundancia residual na saida do codificador de fonte.

4.9. Consideracoes finais sobre o capitulo

O estudo da decodificagao combinada fonte-canal completa utilizando o ambiente de
grafos-fatores e a obtencao de seu desempenho é ainda inexplorado na literatura. Nosso
sistema considera quantizacao vetorial e processos ARMA na modelagem da fonte, que
estabelece um nivel de maior generalidade em relacao aos modelos de decodificacao
combinada existentes na literatura atual. A anélise da decodificacao no contexto de grafos-
fatores representa sobretudo um avanco no entendimento da otimizacao de tais sistemas, que
envolvem varidveis continuas e estimacgoes. Os resultados das simulacoes computacionais sao

originais e confirmam a relevancia da modelagem obtida.

Em geral, em sistemas envolvendo vérias varidveis continuas, é proibitivo integré-
las a uma estimagao/decodificagao iterativa completa, devido a dificuldade de contornar
a complexidade do algoritmo (versao integral-produto do SP). Uma linha de pesquisa
representada por [88][87][17][67][76] com esquemas de grafos-fatores envolvendo modelos de
canais de Rayleigh (desvanecimento e/ou nao coerente) tém utilizado alguns métodos de
aproximagcao para a computacao do algoritmo SP nas varidveis continuas envolvidas: ou por
quantizacao das mensagens [17], ou pelas chamadas distribui¢oes canonicas [88][87]. Outros
autores fazem uma adaptacao de filtros de Kalman para realizar uma aproximacao do que
seria a inferéncia sequencial de um processo aleatério AR [67][76]. Isso demanda assumir
ad-hoc que a aproximacao gaussiana é boa para as densidades de probabilidade das varidveis

do processo aleatdrio.

Em [10] uma visao unificada de diversos métodos de decodificacao e detec¢ao multiusudrio
conjunta foi elaborada a partir de grafos-fatores. Em [80] uma visao unificada de diversos
métodos de decodificagao e equalizacao conjunta foi também elaborada a partir de grafos-
fatores. O trabalho apresentado neste capitulo oferece uma visao unificada para um método
de decodificagao conjunta fonte e canal na linha de contornar a complexidade para envolver

varidveis continuas em uma estimagao iterativa pelo algoritmo SP.
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Conclusoes e futuros trabalhos

Essencialmente, esta tese analisou aplicacoes relevantes da teoria de grafos-fatores e seu
algoritmo SP. O capitulo 2 apresentou uma compilagao diferenciada sobre a teoria de grafos-
fatores, com uma abordagem de pontos e interpretagoes relevantes, inéditas na literatura.
O capitulo 3 contém a construcao do esquema de decodificagdo turbo imerso na teoria de
grafos-fatores, de uma forma apropriada e genérica, que permitiu analisar o esquema de
decodificacao turbo stream-oriented de forma inovadora. No capitulo 4, apresentamos um
estudo sobre como modelar o problema geral de transmissao de uma fonte continua através
de um canal ruidoso utilizando estas ferramentas conhecidas para a decodificagao, incluindo
resultados selecionados de simulagoes. Assim, cada um destes trés capitulos contém material
relevante e inédito. Além disto, as estrututuras mais gerais contruidas aqui permitem colocar
vérios esquemas de codificacao ja existentes no mesmo contexto, proporcionando uma visao
geral sobre estes, além de criar as condigoes para novos esquemas e cronogramas, obtendo

novas variantes de algoritmos iterativos.

No capitulo 3, temos uma situacao em que a relevancia estd na descricao precisa do
cronograma de decodificacao, e no capitulo 4 temos uma situacdo em que temos maior
arbitragem sobre a modelagem dos componentes, sobre a realizacao do grafo-fator, além do
cronograma de decodificagao. Ao longo destes desenvolvimentos, ficou evidente que as vérias

possibilidades de projetos possiveis sao melhor visualizadas e entendidas devido & presenca

119
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da teoria de grafos-fatores.

O tema de grafos-fatores é atual e unifica muitas idéias em teoria de informacao, teoria de
codificacao e teoria de comunicacao. Pode ser considerado um genuino tépico de intersecao
entre todas elas. E relacionado a codificacdo de canal, equalizacio, modulacdo, além de
envolver tépicos em processos estocdsticos, inferéncia, etc. O tema ainda se encontra em

pleno desenvolvimento, com novas idéias e aplicacoes surgindo a todo momento.

Entendemos que a forma de representacao original para esquemas de grafos-fatores
(inspirada nos grafos de Tanner, mas generalizada) ainda é a melhor (em relagdo as suas
equivalentes, como grafos normais de Forney), por manter uma heuristica entre varidveis e
fungoes como elementos do esquema. Além disso, a partir de uma representacao usual, a
representagao de Forney, a qual foi atribuida a nomenclatura FFG (Forney Factor-Graphs),
pode ser considerada equivalente, mas é menos construtiva e quase sempre se deriva da
usual por transformagoes simples. Entretanto, é notdvel que a introducao criteriosa de
varidveis clones e nés de igualdade em grafos-fatores frequentemente levam a interessantes

entendimentos sobre o sistema descrito em questao.

2

Dado que a representacao de sistemas por grafos-fatores é o resultado de uma série
evolutiva de generalizagoes de modelos gréficos anteriores a ela, uma pergunta relevante que
poderiamos formular seria: é possivel uma nova representacao grifica mais genérica do que
grafos-fatores? No nosso entendimento, nao parece provavel. Pelo seu carater fundamental,
baseado nos elementos mais bdsicos de um sistema, varidveis e vinculos, nao ha espaco
para ir além disso. O algoritmo SP, entendido na sua forma mais geral, operando sobre
duas operagoes algébricas quaisquer relacionadas pela distributividade, contempla vérias
classes de algoritmos conhecidos. Como distributividade é também operagao essencial na
algebra abstrata, resta pouco espago para generalizacoes. Por outro lado, é consenso que
novos esquemas de algoritmos praticos podem ser derivados das indimeras variacoes que o

algoritmo SP genérico possibilita, como casos particulares.

Como sugestoes de trabalhos futuros, podemos citar uma melhor caracterizacao do
fluxo de informacao no cronograma dado para decodificagao stream-oriented, e algumas

variagoes com atraso de decodificacao reduzidas, com perda de desempenho aceitdvel. Como
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sugerido no texto do capitulo 3, ainda foi pouco explorada a problematica da decodificacao
turbo continua, relevante para projetos de sistemas praticos com preocupacgoes de atraso,
causalidade e sincronismo. O esquema de decodificacao stream-oriented foi apresentado para
o caso bdsico da concatenagao paralela, mas pode ser facilmente modificado por analogia

para concatenacoes seriais com o mesmo principio.

Uma andlise comparativa entre sistemas turbo stream-oriented e sistemas turbo de
bloco em pequenos comprimentos é possivel, e ja foi parcialmente concluida na literatura
existente. Entretanto, esta andlise tende a desconsiderar o efeito de atraso intrinseco ao
turbo stream-oriented em funcao do mimero de iteracoes, o que nao ocorre em sistemas
turbo de bloco. A causalidade, natural ao esquema de codificacao stream-oriented, resulta
neste efeito (indesejado em alguns casos). Assim, uma comparagao genérica nao faria sentido,

devendo ser especifica e considerando os parametros particulares do caso pratico em questao.

Modelos gréficos esparsos e algoritmos baseados em propagacao de mensagens sao objetos
de estudo da atualidade e ganham cada vez mais notoriedade pela sua generalidade e possivel
extensao a diversos campos de conhecimento. Particularmente, o tema “cédigos sobre grafos”

continua sendo uma &drea de intensa pesquisa.

Em relagdo a decodificagdo conjunta iterativa fonte/canal, seria de interesse obter uma
melhor caracterizacao das mensagens, principalmente as g-arias, que fluem através do grafo
tipico e sua possivel relagdo com os parametros do codificador de fonte. A finalidade seria
obter algum tipo de andlise de convergéncia e um projeto de codificagao/decodificagao

integrado com melhoras no desempenho resultante.

A quantizacgao vetorial e seus correspondentes mapeamentos entre vetores e indices podem
ser pensados como uma nova e inexplorada maneira de lidar com varidveis continuas no
algoritmo SP. De forma geral, qualquer quantizacao pode ser entendida, no ambiente de
grafos-fatores, como uma insercao de conjuntos de varidveis discretas acopladas a conjuntos
de varidveis continuas, com os respectivos nds vinculadores relacionados aos mapas de
quantizacao. Quando esta insercao resulta na transposicao do algoritmo SP envolvendo
as varidveis continuas em um novo cronograma aproximadamente equivalente envolvendo

apenas as varidveis discretas inseridas, se estabelece uma significante simplificacao. Assim,
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com critérios de minima distorcao no projeto destes mapas, a partir de uma inferéncia
aproximada nas varidveis quantizadas naturalmente se deriva a inferéncia nas varidveis
continuas. Esse principio bédsico e todas as suas implicagoes ainda foram pouco explorados
na literatura. O que fizemos aqui foi mostrar uma das inlimeras possiveis instancias em que

esta tranposicao ocorre.

Por fim, uma investigacao sobre a decodificacao conjunta continua completa, com uma
implementacao do algoritmo SP continuo com uma complexidade factivel ainda pode
ser pretendida e estudada. Ainda assim, a ferramenta da reducao ao caso discreto aqui
apresentada é sempre um recurso menos dispendioso e um guia para indicar os casos

(parametros de sistema) em que é compensador ir além e procurar esta decodificagdo mais

complexa.
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