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Quando Hilbert nos diz: "Consideremos rés classes de
entes que chamaremos pontos, retas e planos’, dotados de
propriedades tals como: "por dois pontos pode-se fazer
passar uma reta e uma 56", sabemos muito bem que Hilbert
ndoc teria pensado em tals "entes" se Eucildes ndo tivesse

vivido antes dele.

E. Borel



RESUMO

Nesta tese propomos uma estratégia de deco-

dificagdo multiestégio da qual o esquema de Imal o
Hirakawa ¢ um caso particular. O decodificador multies-
tzigié 6timo nesta classe ¢ obtido otimizando os custos
dos estimadores assoctados a cada estdgio no processo
de decodificagdo. Também fornecemos um procedimento
geral para se obter um limitante superior para a proba-
bilidade de erro de bit, que leva em consideracdio os
efeitos da informagdo lateral erronea, para as conste-
lagoes de sinais 27-PSK e 4T-QAM. Finalmente, uma com-
paracio com os decodificadores multiestdglo de Imai-
Hirakawa e¢ Kofman ef. al. € apresentada onde mostramos
que a estratégia de decodificagio proposta apresenta um

melhor desempenho que as anteriores.



ABSTRACT

In this thesis we propose a multistage
decoding strategy from which the Imai-Hirakawa scheme
is a particular case. The optimum multistage decoder in
this class 1Is obtalned by the optimization of the esti-
mator costs associated with each stage in the decoding
process. We also provide a general procedure to derive
an upper-bound on the bit error probability, which
takes into account wrong side information effects, both
for the 2°-PSK and for the 4 -QAM signal constella-
tions. Finally, 2 comparison with both Imai-Hirakawa
and Kofman ef. al. multistage decoders is presented
where we show that the proposed decoding strategy

outperforms the previous ones.
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1.1. INTRODUGCAO

A Comunicaglo Digital, que desde a segunda metade deste século vem
recebendo uma coniinua e crescente atencdo, € vista Indubitavelmente como a
forma mais convenlente de se transmitir informacio de um ponto (transmissor)
para outro (receptor), segundo um critério de confiabilidade, quando o meio de

transmissio ¢ ruidoso.

Embora a mailor parte dos sinmals de interésse em sistemas de
comunicagido seja de natureza analégica (onde amplitude e tempo variam continua~
mente), a conversio destes para uma forma digital, segundo um critério de fide~

lidade, € sempre possivel.

Um diagrama geral de um sistema de comunicagio digital € mostrado na
Figura 1.1, onde os blocos encerrados pela linha tracejada constituem o canal
discreto. A partir deste modelo dols problemas, formulados e resolvidos por
Shannon [1] ¢ que encerram a t3o conhecida Teorla da Informagdo, surgem no sen-

tido de determinar:

1) a méxima taxa na qual uma comunicagio confidvel sobre um canal ruidoso seja

possivel;

2) a minima taxa na qual uma seqiiéncia da fonte digital transmitida, sobre um

canal sem ruido, possa ser ficlmente reconstruida.

Neste trabalho nos limitamos ao primeiro problema, onde nos interessa
que sfmbolos aleatorlamente seclecionados de um conjunto finito sejam reproduzi-
dos a partir de observagdes ruidosas destes, segundo um critério de confiabili-
dade. O fato dos simbolos transmitidos transportarem, ou ndo, o significado
desejado; ou o fato do significado recebido afetar, ou nio, uma possivel condu-

ta da forma descjada; nio serd aqul levado em consideragio.
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Figura 1.1 - Diagrama Geral de um Sistema de Comunicagio Digital.
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Nestes termos, os blocos da Figura 1.1 correspondendo ao codificador
¢ ao decodoficador de canal serdo estudados. O canal discreto € considerado sem
memdéria, que € definido como sendo um canal onde o simbolo de saida em um certo
instante depende apenas do simbolo de entrada nagquele instante e de nenhum

Qutro.

Da Teorla da Informag2o, demonstra-se que para qualquer canal com

alfabeto de entrada discreto existe um cédigo (conjunto de sinais) com M
log M

RN bits/

palavras cddigo (sinais), de dimensio N, cuja taxa € dada por R =

dimensdo, para o qual a probabilidade de erro com decodificagio por méxima ve-

rossimilhanga € limitada superiormente por

p = " NER) (1.1)

onde E(R) € uma fungio de confiabilidade que depende das caracteristicas do

canal e que satisfaz

>0 ;s 0=R<C
E(R) . {1.2)

n
o
&
~
v
]

onde C ¢ a capacidade de canal.

Com base neste teorema, a Teoria da Codificacio de Canal estuda a
busca de esquemas de codificacio e decodificacio cada véz mais sofisticados, ¢
em dimensdes elevadas, para tornar a probabilidade de erro da Equagdo (1.1} tdo

pequena quanto se queira, condicionado a R < C.

Por outro lado o modulador ¢ o demodulador, que transformam um canal

continuo em um canal discreto, também contribuem para este fim.
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Tratando os processos de codificacio e modulagdo como uma entidade
uinica, Ungerboeck [4] conseguiu margens de ganho extremamente relevantes. A
partir desta postura unificada de codificagio e modulagio: a2 Modulagio Codifi~
cada, védrias outras classes de cédigos tém sido propostas. Entre elas, e de

grande importancia, figura a Modulagio Codificada Multinfvel.

Neste trabalho, propomos uma estratégia de decedificacio para Siste-
mas de Modulagio Codificada Multinivel, ¢ apresentamos um procedimento geral
para a anslise de desempenho desta proposta. Sob a forma de exemplo mostramos
gque esta estratégia apresenta um desempenho superior ao da decodificagdo multi-
estdgio convencional [5], a qual é vista como um caso particular do esquema
proposto.

Esta tese estd organizada em seis capftulos, gme abordam os seguintes

assuntos;

CAPITULC 2 - Apresenta os conceitos bdsicos dos cddigos convolucio-

nals, uma vez gue estes sfo utilizados no sistema considerado nesta tese;

CAPITULO 3 - Mostra um procedimento adotado na determinagdo de um
limitante para o desempenho de um sistema discreto no tempo e de estado finito

genérico;

CAPITULO 4 ~ Introduz os conceitos bdsicos e apresenta os Sistemas de

Modulagio Codificada;

CAPITULO 5 - Apresenta a estratégia de decodificagdo proposta com um
procedimento geral para a andlise de desempenho desta. Dois exemplos comparando

o esquema proposto com outros existentes sio também fornecidos;

CAPITULO 6 - Neste iltimo capftulo, apresentamos as conclusdes e

alguns comentdrios concernentes 2 estratégia de decodificagio proposta.



' APENDICE A - Fornece o limitante de Chernoff utilizado no Capitulo 3.

APENDICE B - Mostra a Particdo de conjunto de Ungerboeck aplicadz aos

' esquemas de modulagdo 8-PSK e 16-QAM.
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2.1. INTRODUCAO

A utilizaglo da codificagio de sf{mbolos, através da Introdugio de uma
redundincia controlada, em sistemas de comunicagfio, com o propdsito de detec-
tar/corrigir erros durante a transmissio € bem conhecida. Ressaltamos da Teoria
de Codificacdo duas classes de cddigos importantes: a dos cddigos de bloco e a
dos cédigos convolucionais, que apesar das suas dissemelhangas guardam entre si
algumas  intrigantes cquivaléncias. Os cddigos de bloco, por exceléncia, apre-
sentam uma estrutura matemdtica bem definida, o que facilita enormemente os
processos de geragio e decodificacio dos mesmos. Apesar dos esforgos dispendi-
dos para este fim, tal estrutura ainda inexiste nos cddigos convolucionais.
Entretanto, esta ultima classe se abastece de wm esquema de decodificagdo por
mdxima verossimilhanga: o Algoritmo de Viterbi, que sem divida ¢ o responsdvel

pela crescente adogido dos cédiges convolucionais nos sistemas de comunicagio.

Neste capitulo, apresentamos os c¢ddigos convolucionais uma vez que
estes sfo  utilizados  neste trabalho. Entretanto, é bom salientar, nio temos
como fim cobrir este tema em sua totalidade, mas sim, ressaltar alguns concei-
tos bdsicos para que os conceitos desenvolvidos posteriormente figuem plenamen-

te entendidos.

Iniciamos com a apresentagio dos Coédigos de Arvore, que formam a
classe mais geral de cddigos, da qual os Cdédigos de Trelica, seguidamente apre-
sentados sio um caso especial. Finalmente, com a imposicio da linearidade re~
cafmos nos Cédigos Convolucionais, sendo estes uma subclasse das classes supra-
citadas. Considerando os Cédigos Convolucionais como o tema central deste capi-

tulo, descrevemos o seu processo de codificagio, apresentamos formas distin-

tas, porém, equivalentes de representd~los tais como: a representagio por ma-

triz geradora, a representagio por melo de registradores de deslocamento, o



W W W W W W W S T TS W R R TR O R TR R T R R TR RO TR TR e e e e e e e e T e e e e e e e T e e

-
)

)

)

J

diagrama de estados ¢ o diagrama de estados particionado. Finalmente, algumas
classes de cédigos convolucionals, bem como algumas de suas propriedades sfo
apresentadas. A decodificagio por méxima verossimilhanga, através do algoritmo
de Viterbi, e os limitantes superiores das probabilidades de erro de evento,
bit e bit codificado dos Cdédigos Convolucionais, s#o tratados como caso parti-

cular de um sistema de estados finito genérico no Capitule 3.

2.2. 0S8 CODIGOS DE ARVORE

Esta classe bem geral de cédigos & fundamentada numa estrutura de
drvore, dafi o seu nome. As 4rvores formam uma classe especial da classe dos
grafos, e didaticamente representam um papel fundamental para a caracterizagio
dos Cédigos Convolucionais, bem como da dependéncia que existe nestes de simbo-
los da fonte em instantes anteriores e da lincaridade presente nestes como um

elemento viabilizador da avaliagio de desempenho.

Definicde 2.2.1 [1] : Uma drvore A = (D, m) p-dria € um grafo conectado sem ci-

clos onde, para nossa conveniéncia, p ramos divergem de cada vértice até uma
profundidade D e somente um ramo diverge de cada vértice com profundidade maior
ou igual a D, porém, menor ou igual a D + m, com D, m e pu inteiros tal que

Dzl m20 ¢ uz 2

E importante observar que o nimerc de vértices terminais, aqueles
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com profundidade D + m, numa édrvore A = (D, m) p-4ria € igual a pD.

Na Figura 2.1 ¢é mostrada uma drvore A = (4, 2) bindria. (Esta figura
¢ reutilizada em todo o capitulo e, portanto, gqualquer informagio nela contida

ainda nic definida deve ser lgnorada no momento da consideragio).

Definicde 2.2.2 [1] : Um cddigo de drvore c, = (n, R, D, m) p-dério € obtido as-

sociando-se 4 cada ramo de uma drvore A = (D, m) p-dria uma "palavra de ramo”

com n simbolos do alfabeto de entrada de um canal discreto.

Em func¢fio dos noves parimetros temos que o mimero de ramos que diver-

gem de cada vértice até uma profundidade D € igual a p = 2",

Definicds 2.2.3 [1]: O comprimento de restrigio y da drvore da Definigio 2.2.2

€ o mimero total de digitos desde o vértice D -1 até D + m, a saber

y={m+1)+n

Um cdédigo de 4drvore {2, 0.5, 4, 2) bindrio € mostrado na Figura 2.1.

2.3. 0OS CODIGOS DE TRELICA

Até o presente momento, os Cddigos de Arvore foram caracterizados

11




Figura 2.1 - Cddigo de Arvore (2, 0.5, 4, 2) bindrio.
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pela assoclagio de uma palavra de ramo a cada ramo da drvore. O procedimento de
codificagho, neste caso, € completamente independente dos simbolos gerados pela

fonte em instantes anterlores.

Este panorama pode ser medificado com a introdugio de uma dependéncia

entre os sfmbolos da fonte no processo de codificagio. Para tanto, vamos asso~

D+m-1

clar & cada caminho na 4rvore uma segiiéncia {ui} de dfgitos de informacio
i=0
D-1 D+m-1
p~dria, onde a subseqiiéncia {ui} ¢ proveniente da fonte e {ui} ¢ feita
i=0 i=D

igual {0}, para nossa conveniéncia.

Com o propdsito de estabelecer a referida dependéncia, vamos rotular
cada vértice da drvore A(D, m) p-dria com os dltimos v digitos de informacio da
fonte, onde v € um ndimero inteiro tal que m <= v = D + m. Na Figura 2.1 um exem-

plo deste procediments € mostrado para v = m = 2.

Um fato notdvel nesta nova configuragio € que a drvore se torna repe-
titiva a partir do terceiro vértice. De fato, a partir de terceiro ramo, as se-
qiiéncias de informagao (100!13114...) e {Ot}{)uauq...) geram a mesma subsegiéncia
codificada. Com isto, os vértices rotulados com "a" podem ser aglutinados sem
perda de informagdo. O mesmo ocorre com os vértices rotulados com "b", "¢" e
"d". A estrutura mais compacta gerada ¢ conhecida como treliga, € € mostrada na

Figura 2.2.

Definicdo 2.3.1 [1] : Uma trelica T = (D, m, v) p-4ria é uma drvore A = (D, m)

p-dria com os vértices enumerados pelos v iltimos digitos de informagio, quando

subseqliéncias codificadas iguais sio aglutinadas.

13
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Figura 2.2 - Cddigo de Trelica (2, 0.5, 4, 2, 2).
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Naturalmente passamos a tornar dependente dos v dltimos digitos de

Informagio as palavras de ramo codificadas, fazendo existir uma fungio repre-

D+m-1
sentando o papel do codificador. Assim sendo, a sequéncla codificada {v!} ,

i=0
D1
para uma seqliéncia de digitos de informagio {ui} e uma seqiiéncia toda nula
i=0
D+m-1
{ui} ,» pode ser representada matematicamente por:
i=D
v, = I"(ul, U e U, i) , {2.1)

onde | representa o tempo e o sublinhado denota um vetor.

Delinicdo 2.3.2 [1] : Um cddigo de trelica CT(n, R, D, m, v) p-drio é obtido

associando-se a cada ramo de uma trelicga T = (D, m, v) p-dria uma "palavra de
ramo" com n simbolos do alfabeto de entrada de um canal discreto, segundo uma

fungio do tipo mostrado em (2.1).

Um cédigo de treliga € mostrade na Figura 2.2.

2.4. 0OS CODIGOS CONVOLUCIONAIS

Da maneira que € apresentada, a fungio I'(+), dada em (2.1), € bastan-

te arbitrirla. Algumas formas particulares desta fungdo caracterizam, a partir

de um cddigo de treliga, subclasses especialmente importantes.

15
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Quando a fungio T(-) Iindepende da varldvel i, dizemos ter um cddigo
de treliga invariante no tempo. Caso contrdrio ele ¢é dito ser variante no tem-
po. E alnda, se T{-, i} = I'(-, i+T) o cédigo € dito ser periodicamente variante
no tempo com perfodo T. Na ocorréncia da fungio I'(-) ser linear, os cédigos de
trelica s#o especialmente chamados de cddigos convolucionais. Deste modo, refe-
rir-se a esta wltima classe por cdédigos convolucicnais lineares € cometer um

pleonasmo.

Definicdo 2.4.1 [1] : De uma maneira mais geral, o codificador convolucional

(n, R, D, m, v) com

€ tal que

u u U
—i (1,1’ 2,1

- ub’!) € [GF(q)lb

= (v:u, vgz), ves vi"}] € [(}F(q)}!1 ,

onde I'(-, 1) sdo fungdes lineares dadas por
re-, 1 : IGF@IY" —— [GF@T"

¢ a taxa do cddigo € dada por R = 2

iogz g-

Na definigdio acima, cada um dos pu = qb ramos saindo de cada vértice
€ representado por uma b-upla u, onde cada coordenada pertence ao (corpo de

Galois) GF(g) (do inglés: Galois field), sendc q um primo ou poténcia de um

primo.
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2.4.1. O Processo de Codificagho

O codificador convolucional, da forma que ¢ apresentado, pode ser
considerado como um sistema linear discreto onde a segiéncla de safda {!t} é
obtida pela convolugdo discreta entre a seqiiéncia de entrada {Ei} ¢ sua respos-

ta impulsiva. Nestes termos, a fungio I'(+) pode ser representada por:

[ 4
v. =) 8, G = uG () +u G + .. +u G @), (2.2)
§=0

onde Gj{l) sio matrizes b x n com elementos em GF(g). Por razdes ¢bvias, este

codificador € dito ser convolucional.

Por outro lado, na estrutura de trelica podemos associar um estado a
cada vértice enumerado. Como nesta estrutura o mimero de estados € finito,
devido & aglutinagio dos vértices (Definigio 2.3.1), deveremos ter uma outra

definicio para o codificador convolucional.

Definicdo 2.4.1.1 [2] : Um codificador convolucional (n, R, D, m, v) com b en~

tradas e n safdas, sobre um corpo finito GF(q), € uma mdquina seqiiencial de es~
tados finitos, linear, inversivel e realizdvel, a qual estava no estade zero

nmum passado longinquo.

Sobre os pardmetros do codificador, estamos interessados em fazer a

profundidade D tdo grandc quanto possivel. Isto. torna a decodificagio de

Viterbl mais eficiente, como veremos no Capitule 3. O parimetro v € feito igual

a m, a ordem de memdria do codificador, que serd definido mais adiante. Portan-
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to, ficaremos com apenas um destes parimetros.

Para o propdsito deste trabalho, apenas os codificadores convolucio-
nais bindrios, q = 2, e invariantes no tempo sfo considerados. Desta forma a

taxa do codificador € R = b/n.

2.4.2. A Representache Matricial

A equagio (2.2) sugere uma representagio matricial para os codifica-

dores convolucionais, tal qual ocorre com os codificadores de bloco.

A partir da equagio (2.2) identificamos:

GO(O) Gl(l) Gm(m)

G ..G {m) G (m+1)
0 m-1 m

D+m-1 D-1 . .
{Xs} = {gi} . . . {2.3).
i=0 =0

Go(m) Gi(mﬂ}

G (D-1} ... G (D+m-1)
0 m

A matriz em (2.3) é a matriz geradora para o codificador convolucional

(n, R, D, m), onde cada submatriz Gt(i) tem ordem b x n ¢ ¢ dada por:

18



C (D) (2) (8) [,y |
gi'z(i) gi’i(i) gi’z(z)

(1) (2) (n}
gz’z(i) g, a ... g, g(i}

G,() = . ' . " . (2.4)
¢)) (2) (n)
] gb,z(i) gb,l(i) v gb'g(i) ‘

onde cada clemento pertence ao GF(q), ¢ os espagos em branco denotam zeros.

As equagdes (2.3) e (2.4) especificam plenamente o codificador convo-
lucional. Uma vez que este € estabelecido, a definigdo de cdédige convolucional

segue naturalmente.

Definigdo 2.4.2.1 [3] : O cédigo convolucional C, ou simplesmente C, gerado

por um codificador convolucional (n, R, D, m) € o conjunto de todas as seqién~

D+m-1
cias de saida {!i} , produzidas pelo conjunto de todas as possiveis seqiién-
i=0

D-1
cias de entrada {Ei} .

i=0

Definicdo 2.4.2.2 [3] : Dois codificadores sio ditos equivalentes se eles geram

o mesmo cédigo.

Exemplo 2.1 : Seja o codificador convolucional (2, 0.5, 4, 2) invariante no

tempo tal que: G = [1 il, G = {01 e G, = [t 1. Assim a matriz geradora

semi-infinita ¢ dada por:
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11 61 11

11 01 11
G = 11 61 11 '
11 01 11

¢ todas as seqiéncias de safda, ou seja, todas as palavras-cédigo do cédigo

convolucional s3o representadas pelos caminhos na treliga da Figura 2.2.

2.4.3. A Representacéio poer Meio de Registradores de Deslocamento

Esta representagio se mostra bastante itil sob o aspecto da implemen-

tacio do codificador convolucional através de circuitos digitais.

Como afirmado anteriormente, o codificador convolucional fica plena-
mente especificado através das submatrizes Gv£ da matriz geradora. Deste modo, o
circuito digital para este pode ser obtido por meio da suwa matriz geradora.
Nesta direglio, observamos que a submatriz GG estd relacionando as entradas
atuais do codificador is suvas saidas. A submatriz G1 desempenha o mesmo papel
considerando as entradas em uwm instante de (tempo anterior. De uma forma mais
geral, a submatriz GE relaciona as entradas em £ instantes de tempo anteriores
as safdas do codificador. Sendo mais especifico, o clemento gﬁfé da submatriz
Gt’

res & j-¢sima saida. Nestes termos, a configuragio geral de um codificador con-

relaciona a i-ésima entrada do codificador em ¢ instantes de tempo anteric-

volucional € mostrada na Figura 2.3, onde as caixas denotam células dos regis-

tradores de deslocamento {(do tipo FLIP-FLOP) ¢ os somadores @ realizam adigao

mdédulo 2 (ou mdédulo g, num caso mais geral). Na Figura 2.4 € mostrado o codifi-
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Figura 2.3 - Representagio Geral de um Codificador Convolucional.
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Figura 2.4 - Codificador Convolucional (2, 0.5, 4, 2) com GG#EI 1],

G1=[0 il e Gzii 1l
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cador do Exemplo 2.1. A conexfo da &-ésima célula do registrador de desloca-

(N
i€

"1* ou "0", respectlvamente. No caso mais geral a conexdo € estabelecida com um

mento da i~ésima entrada & j-ésima safda ¢ estabelecida ou nio, quando g°; €

fator multiplicativo gi% em GF(q). As entradas e safdas devem ser demuitiple-

xadas ¢ multiplexadas, respectivamente, na forma

[
—
=

Definicdo 2.4.3.1 [5] : A ordem de memdria m do codificador convolucional

(n, R, D, m) ¢ dada por:

m = max(mi) , com 1sisbh (2.5}
i

onde m, ¢ o numero de células do registrador de deslocamento na i-ésima entrada

do codificador.

Definicdo 2.4.3.2 {5] : O comprimento total de memdria (CTM) K do codificador

convolucional (n, R, D, m) ¢ dado por:

K = ): m. (2.6)

O codificador do exemplo 2.1 apresenta os seguintes valores para os

pardmetros supracitados: m =2 ¢ K = 2.
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2.4.4. O Diagrams de Estados

Na secdo 2.4.1 definimos um codificador convolucional como uma mé-
quina seqiiencial de estados finito. Por consegliinte, uma representagio deste
por meioc de um diagrama de estados € perfeitamente possivel. Jd € notério que
os rétulos que nomelam os estados sic uma fungio dos m dltimos sfmbolos de en-
trada. A partir de Figura 2.3 deveremos nomear os estados com o contedde dos
registradores de deslocamento. Em conformidade com a definigio 2.43.2, o mime~
ro de estados resultante € entdo fornecido por ZK, para o caso bindrio (ou qK

para ¢ caso mais geral).

Segundo o que fol estabelecido, o diagrama de estados do codificador
convolucional do exemplo 2.1 € mostrado na Figura 2.5. Cada ramo recebe um ré-
tulo da forma ui/v?)vfz), que sdo vartdvels Jd definidas. Devemos observar que
esta representagio € semelhante 2 trelica quando transigdes entre estados entre
dois Instantes de tempo consecutivos ¢ nesta dltima considerada. Corresponden-
temente, as palavras cddigos sio obtidas segeindo caminhos no diagrama, a par-
tir de um estado inicial (que assumimos ser SO desde o principio), determina-
dos pelas seqiiéncias de informacdo e pela seqglitncia de K clementos nulos para
que o codificador retorne ao estado 8,

Considerando a Figura 2.5, teremos que a segliéncia de informacio

5 3
{ui} = {1,0,1,1,0,0} produz a palavra cédigo {Xi} = {11,01,00,10,10,11},
i=0 i=0

através do caminho S0 S2 Sl S2 S3 S1 So'

2.4.5. O Diagrama de Estados Particionado

Neste trabalho estamos particularmente interessados em medir o desem-
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Figura 2.5

- Diagrama de Estados do Codificador Convolucional

do Exemplo 2.1.
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penho de sistemas de modulagio codificada multinivel, que fazem uso de cdédigos
convolucionals. Para tanto o desempenho dos cédigos convolucionals utilizados

devem ser individualmente avaliados.

Nesta diregio, apresentaremos a seguir a definigdo do pardmetro dh_ce
e uma representagio modificada do diagrama de estado que sio fundamentalmente

importantes na avaliagio de desempenho abordada no Capitulo 3.

Definicdo 2.4.4.1 : A distincia livre dfru do cédigo convolucional (n, R,

D, m) € dada por:

d A min{d (v}, v’} : (v') = {V”}} . Q.7
free H - — — -

onde {v'} e {v"’} s¥o as palavras cddigo correspondendo 2s segliéncias de in-
formagio {v’} e {u’’}, respectivamente; ¢ dH({yw }, {w) € definido como o ni-
mero de coordenadas em que {v} ¢ {w} diferem, o que ¢ chamado de distincia de

Hamming entre {v} e {0).

Como o c6digo convolucional é linear (a soma de duas palavras cddigo

¢ uma palavra cddigo) deveremos ter para q = 2:

it

free

mm{wﬂ({g} ) W) = {g*'}}

min{wﬂ({y_}) : {u) # {Q}}

i1

min{mﬁ[{{g} G}] : {u) = {Q}} , . (2.8)
onde wﬂ({x)) é o peso de Hamming definido como o mimero de coordenadas ndo nu-
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las em {v). Como consequéncia da linearidade, a distancia livre de um cédigo
convolucional é fornecida pelo menor peso de Hamming encontrado dentre todas as

palavras cédigo nio nulas,

Como reportado na Segdo 2.4.4, os caminhos percorridos no diagrama de
estados fornecem as palavras cdédigo do cddigo convolucional. Com o propdsito de
se obter uma estrutura representativa para os pesos de Hamming de tais pala-
vras, podemos modificar o diagrama de estados de forma que, seguindo-s¢ o mesmo
caminho do diagrama original, para uwma dada palavra cddigo, o peso de Hamming
desta € fornecido. O novo diagrama ¢ obtido particionando-se o estado S{) em
dois, um inicial e outro final, uma vez que a transicio Susa ndo contribui para
o peso de Hamming. Devemos ainda rotular cada ramo com Di, onde 1 € o peso de
Hamming deste ramo no diagrama original, Desta maneira, o diagrama de estados
particionado para o codificador convolucional do exemplo 2.1 € mostrado na Fi-

gura 2.6.

Enquanto esta forma representativa € proveitosa para a avaliagio da
probabilidade de erro de bit codificado, uma vez que os pesos de Hamming forne-
cidos sdo relativos 3s palavras cddigo, nfo possibilita a2 mesma andlise com re-
lagdo aos bits de informagio. Substituir o rétulo Di, no diagrama particionado,
por DiE}, onde j € o peso de Hamming da palavra de informagio referente a este
ramo, propicia tal andlise. O diagrama particionado aumentado para o codifica-

dor convolucional do exemplo 2.1 € mostrado na Figura 2.7.

Em sc¢ seguindo todos os caminhos do dltimo diagrama, e multiplicando
os ganhos de todos os ramos percorridos, obtemos a distribuigio de pesos de
todas as palavras cdédigo. Somando cada uma destas parcelas obtemos a Fungio de

Transferéncia do cédigo convolucional. Para o caso do exemplo 2.1 esta € dada

por:

T(D,1) = D1 + 2D°° + 4D + ... (2.9
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Figura 2.6

- Diagrama de Estados Particionado do Codificador

Convolucional do Exemplo 2.1.
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Figura 2.7

- Diagrama de Estado Particionado e Aumentado do

Codificador Convolucional do Exemplo 2.1.
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Devemos Interpretar a fungfio acima como: existe um caminho com peso
de Hamming igual a 5 ¢ um bit de informacio nio nulo, 2 caminhos com peso de

Hamming igual a 6 ¢ 2 bits de informagio ndo nulos, e assim por diante.

A Fungio de Transferéncia € essenclal para a avallagio de desempenho
de cddigos convolucionais. Esta andlise bem como uma maneira sistemdtica de

obtengio da Fungio de Transferéncia sho tratadas no Capitulo 3.

2.4.6. Algumas Subclasses de Cddiges Convelucionals

Nesta segBio, chamamos a atengdo para algumas subclasses de cddigos

convolucionals que devem ser usadas, ou evitadas, em codificagio de canal.

2.4.6.1. Os codigos convolucienais catastréficos

De acordo com a definigio 2.4.1.1, um codificador convolecional € uma
méquina inversfvel no sentido de que, existe uma miéquina, denominada mdquina
Inversa, tal que para qualquer par entrada-safda, {(u} - {v}, na mdquina origi-
nal corresponde o par entrada-safda, {v} - {u}, na mdquina inversa. A inversdo
do codificador ¢ proveitosa no processo de decodificagio, uma vez que leva &

recuperacio da seqiiéncia de informagio original (ou a melhor estimativa desta).

Entretanto, divergindo da definigio 2.4.1.1, nem sempre ¢ possivel conseguir o

circuito inverso.

30



e e e A e e T e TR TR TR TR TR T R W e s S

Definigdo 2.4.6.1.1 : Um codificador convolucional € dito ser catastrdfico

quande um nimero finito de erros introduzidos pelo canal causa um ndmero infi-
nito de erros de decodificagdo. Caso contrdrio, ele ¢é dito ser nfo catastrofi-

€o.

Esta situagio de catastroficidade ¢ completamente indesejada para o

fim de correcio de erros aleatdrios. Portanto, devemos evitar tal classe de co-

dificadores convolucionais.

Yeonema 2.4.6.1.1 : Um codificador é nio catastrdéfico se e somente se ele é in-

versivel [5]

Massey ¢ Sain [8] estabeleceram condigdes de necessidade e suficién-

cia para um codificador convolucional ser inversivel.

Definicdo 2.4.6.1.2 : Um codificador convolucional ¢ dito ser sistemdtico se,

para todo imstante de tempo considerado, as b entradas aparecem inalteradas

entre as n saidas do codificador.

Teonema 2.4.6.1.2 : Todo codificador convolucional sistemdtico € nfo catastré-

fico.

Pnova : Do Teorema 2.4.6.1.1, sobre a nic catastroficidade, basta mostrar que
um codificador convolucional sistemdtico ¢ inversivel. Mas isto é verdade.
Basta que o circuito inverso seleclone os b sfmbolos de informacio da entrada v

e os apresente como safda. .
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A partir do diagrama de estados, identificamos que um codificador
convolucional € catastréfico se ¢ somente se existe uma malha de peso zero além
da auto-malha ao redor do estado zero (Se)' O codificador da Figura 2.6 € nio
catastréfico uma vez gque a unica malha (além da referente a Sg), aguela em tor-

no do estado Ss' apresenta peso 1.

2.4.6.2. Os cddigos convolucionais de memdris unitdria

Esta classe de codificadores muito Importante € possuidora de pro-
priedades gue estimulam, ¢ aoc mesmo tempo facilitam a busca de cédigos convolu-
clonais dtimos, isto ¢, cddigos que apresentam o melhor desempenho quando com-

parados com outros dec mesma taxa e mesmo comprimento total de memdria.

Definicdo 2.4.6.2.1 : Um codificador convolucional de taxa R = b/n, ¢ dito de

memoria unitdria quando m = 1, i=1,2,...,b. O mesmo nome ¢ dado ao cddigo por

ele gerado.

Algumas propriedades segucm diretamente da definicio acima.

Prnopniedade 2.4.6.2.1 : Um codificador convolucional de memdria unitdria de ta-

xa b/n apresenta um nmimero de estados igual a qb.

Prosa : Segue naturaimente da equacio (2.6) e da Segho 2.4.4.
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Pnopniedade 2.4.6.2,2 : Em um codificador convelucional de memdria unitéria de

taxa b/n, todos os qb estados s3c atingivels, a partir de qualquer estado, em

qualquer instante de tempo.

Prosa : Como cada entrada sofre uma ¢ apenas uma unidade de atraso, todo con-
teido da memdria € preenchido pelos b bits de entrada a cada instante de tempo.
Cada um dos possiveis qb valores de entrada conduzem o codificador para wm dos

possfveis qb estados.
|

Os c6digos convolucionais de memdéria unitdria apresentam, em geral,
uma disténcia livre maior (no pior case igual) que a de qualquer cddigo convo-
lucional de mesma taxa ¢ mesmo comprimento total de memdria. Este fato sem dii-
vida estimula a busca de algoritmos para obtengio de cédigos convolucionais de

memdria unitdria Stimos.

Um outro fato Importante gue intensifica a tendéncia acima ¢ o da
equivaléncia entre um cédigo convolucional e uwm cddigo de memdria unitdria, que

¢ apresentada formalmente a seguir.

Prnopniedade 2.4.6.2.3 : Para todo codificador convolucional de taxa b/n e ordem

de memdria m, existe um codificador de memdria unitdria equivalente de taxa

mb/mn.

Pnosa : Devemos mostrar que € sempre possivel passar a matriz geradora da for-

ma:
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GO c;l GZ GI:n
G = G G - Gt B '
para a forma:
GO Gl
GO Gl
G = * L3 ¥
Go G

onde G(’} e G; sio submatrizes de ordens mb x mn.

Isto € conseguido pelo seguinte agrupamento:

G G G
0 1 m-1 m
G o= C'0 Gm-z e G’ = Gm—i Gm .
i GO | i Gl Gr2 Gm ‘

que sd3o as submatrizes referentes ao codificader de memdria unitdria equivalen-

te.
=2

Comentdrio : E bom ressaltar que, se para alguma linha de entrada i do codifi-
cador convolucional original ocorrer que m <m a submatriz Gm apresentard a
i~ésima linha nula. Conseglientemente o mesmo ocorre com a submatriz G;. Isto

provoca um valor m = 0 para a i-ésima linha de entrada do codificador equiva-

lente, o que ndo caracteriza um codificador de memdria unitdria, segundo a de-

finigdo 2.4.6.2.1. Quando esta condigdo ocorre temos um cdédigo de memdria uni-

tirta parcial.
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Propriedade 2.4.6.2.4 : Um codificador convolucional de taxa b/n, onde todos os

estados sdo atingfveis, a partir de qualquer estado, ¢ em qgualquer Instante de

tempo, pertence a classe dos codificadores de memdria unitéria.

Prowsa : Vamos supor que para alguma linha de entrada do codificador, digamos a
i-ésima, ocorra m, = 2. Nesta situacio, os b simbolos de entrada nfo preenchem
o conteddo da memdria completamente, em um dnico instante de tempo. A parte nio
preenchida da memdria recebe sfmbolos em instantes anteriores.

Sendo assim, apenas alguns estados s&o atingfveis, em um (nico instante de tem-
po, 0s quals sio determinados também pelos sfmbolos em Instantes anteriores.
Portanto, devemos ter m, < 2 para todo i=1,...,b. Como por hipétese m > 0

{a menos da situagdo do comentdrio acima) ficamos com m, = 1; i=1,...,b.

2.4.6.3. Os cddiges convolucionais puncionades

Na secdo anterior, vimos que € possfvel construir um codificador de
memdria unitdria, a partir de um codificador convolucional qualquer, com a pro-
priedade de equivaléncia, onde a taxa R se mantém inalterada. Todavia, ¢ de in-
teresse pritico obter-se, a partir de um codificador convolucional, wma famflia
de codificadores cuja taxa varic sistematicamente. Isto ¢ conseguido com o0s c¢o-
digos convolucionais puncionados, que sfo obtidos quando removemos periodica-
mente uma parte dos sfmbolos codificados, a partir de um cédigo convolucional.

Tal procedimento € melhor explicado a seguir.

Vamos considerar um codificador convolucional de taxa R = 1/2, como

mostrado na Figura 2.8(a). A seguir agrupamos os simbolos de safida a cada ¢
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instantes de tempo, como Indicado na Figura 2.8(b). O bloco engloba 2{ sfmbolos
e fol gerado por & sfmbolos de informagio. Se agora removemos (punclonamos) £-1

sfmbolos (os marcados com X na Figura 2.8(c)), sempre nas mesmas posighes em

cada bloco, e deixamos de transmiti-los, geramos um cédigo de taxa RP w= -£—~

_ £+l
Este idltimo passo ¢ mostrado na Figura 2.8(c) e, por razles dbvias, caracteriza

o cdédigo puncionado.

Podemos generalizar o codificador original para uma taxa R = L e

b+l
com ordem de meméria m. Seguindo o mesmo procedimento de puncionar £-1 sfmbolos
a cada ¢ instantes de tempo obtemos um cédigo puncionado de taxa R = --!i?—-
Lb+1

Cain et al. [6] e Yasuda et al. {7} derivaram alguns cédigos puncionados a par-

tir de um codificador original de taxa R = 1/2 (b=1).

Sobre o cédigo puncionado de taxa R = fo temos ¢ seguinte resul-
b+l
tado.
Feonema 2.4.6.3.1 : O cdédigo puncionado de taxa R = £b , obtido a partir de
tb+1
um codificador convolucional de taxa R = b ¢ ordem de memdria m, pelo proce-

b+1
dimento acima estabelecido, pertence & classe dos cédigos convolucionais de me-

méria unitdria se & = m.

Prova : Cada £ cntradas (£ instantes de tempo) de b simbolos no codificador

original corresponde a uma inica entrada {(um inico instante de tempo) de {b
sfmbolos no codificador puncionado. Se fizermos & =2 m todo o contetido de memé-
ria € preenchido pelo bloco, que representa um Instante de tempo no codificador
puncionado. Sendo assim, podemos afirmar que no codificador puncionado todos os
estados sio atingfveis, a partir de qualquer estado, ¢ em qualquer instante de

tempo. O resto da prova segue diretamente da propriedade 2.4.6.2.4.
|

36



Figura 2.8
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A seguir um exemplo € mostrado para ilustrar a conseqliéncia deste

teorema.

Exemplo 2.2 : Vamos tomar o cdédigo convolucional de taxa R = 1/2 ¢ ordem de me-
moéria m = 3 cujas submatrizes geradoras s3o dadas por [7} G 0 = {11},

G = il G, = (01l e G, =1[11]. A matriz geradora é entdo dada por:

11 11 01 11

11 11 01 11

11 11 01 11

o Para £ < m : Tomemos £ = 2 < 3 para obtermos o cédigo puncionado de taxa

Rp = ?'3; Formando blocos a cada & = 2 instantes de tempo teremos:
11 11 01 1[1]] fo o of0]]
oo 1f1]] {11 o1} |11 ofo]]
G = 11 11] for 1j1]] Jeo of0
oo 1)1] 1t olifj [rt1 ofo

onde as colunas destacadas devem ser removidas. Podemos observar facilmente

que esta estrutura nfo caracteriza um cédigo de memdria unitiria.

o Para £ =z m : Tomemos ¢ = 3 para obtermos o cédigo puncionado de taxa Rp = %

Formando blocos a cada ¢ = 3 instantes de tempo teremos:
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11 1] [0111 [1 t off] [0]o]
00 11} (1|1 jo 1 1{1} [0
00 ojo] '1'1] {11 of1f |11
G = 11 11} joj1] fr 1 ofa] [6lo] | .
60 1j1] |1j1] fo 1 1j1} {o]o
00 ojo] |1f1] {11 of1} |1]1

onde as colunas destacadas sfio removidas. Percebemos facilmente que esta es-

trutura caracteriza um cddigo de memdria unitdria com submatrizes geradoras

do tipo:
1 111 1 1 6 0
G=1001 1 e G; =10 1 1 0
0 0 0 1 110 1

E importante ressaitar que o codificador original apresenta um

nimero de estados dado por:

enquanto que no codificador puncionado de memdria unitiria equivalente, este

valor ¢ fornecido por:

E =
p q

Em geral Ep > Ee' e a decodificacio sobre o cddigo original € menos complexa

e deve ser adotada. Adicionalmente o conjunto codificador/decodificador do

cédigo original € inico para qualquer taxa R = to , ou seja, a estrutura da

£b+1

trelica € a mesma, mudando apenas a quantidade e as posigoes dos simbolos a

serem puncionados. Conclusivamente devemos medir a complexidade de decodifi-

cagio dos cédigos puncionados pelo valor Eﬂ = qu. bem como fazer uso da tre-

lica correspondente ao cédigo original no processo de decodificagio, onde as

posigdes puncionadas siio consideradas como “erasures”.
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CAP{TULO 3

LIMITANTES DE DESEMPENHO VIA AS FUNCOES DE
TRANSFERENCIA GENERALIZADAS

4
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3.1. INTRODUCAO

No capitulo que segue, dissertamos sobre o procedimento elaborado por
Omura e Simon [1] na determinacio de um limitante para o desempenho de um sis-
tema discreto no tempo e de estado finito genérico, quando o algoritmo de
Viterbi ¢ utilizado para estimar a seqiéncia de safda do sistema, depois que
esta passa por um canal ruidoso. O sistema genérico a ser considerado deve ge-
rar uma segiéncia de safda, segundo um modelo de estado finito, com sinais que
podem apresentar diversas formas (ex.. n-uplas gq-4rias, scnoides, etc.). Na re~
cepcio utilizamos uma métrica (para o algoritmo de Viterbi) ¢ adotamos uma me-
dida de distor¢io genéricas, as quais também podem assumir vdrias formas parti-
culares, segunde a natureza do sinal e o tipo de medida com relagao a qual se

deseja avaliar o desempenho.

Embora esta andlise seja demasiadamente ampla para o nosso propésite
particular, ela permite um entendimento mais profundo da avaliagio de desempe-
nho dos cédigos convelucionais, bem como realga a simplificagdo conseguida pela

presenca da linearidade nestes.

Iniciamos com a descrigio do sistema, seguida da apresentagio do
algoritmo de Viterbi. Caracterizamos os eventos de erro e a distor¢do a eles
associada. Seguidamente avaliamos a distor¢io média como uma medida para o de-
sempenho do sistema, onde identificamos a Fungio de Transferéncia Generalizada.
Um procedimento sistemdtico para a obtengio desta iltima € entéo apresentado,
quando definimos os “super estados”. Finalmente toda a andlise ¢ particulariza-

da para o caso dos cédigos convoluclonais, que ¢ ilustrado com uwm exemplo.
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3.2. DESCRICAO DO SISTEMA GENERICO

O sistema discreto no tempo e de estado finito que vamos considerar ¢
mostrado na Figura 3.1. Vamos assumir que os sinais de entrada {uk) s&o discre-
tos no tempo, estatisticamente independentes e identicamente distribufdos

{1.1.d.), o que caracteriza uma fonte sem memdria, cuja estatistica € dada por

qfu), u e, (3.1)

onde U ¢ um alfabeto finito de tamanho |U|.

Definindo sk como o estado do sistema no instante k, vamos considerar

a seguinte relagio de estado:

S0 = g(sk, uk), (3.2)
onde s, assume valores em um alfabeto finito § de tamanho |S|. Portanto, o va-
lor |S§| especifica a quantidade de estados, enquanto |U| ramos divergem de cada

estado.

Uma restricio com relagio a fungdo g(-,-) deve ser imposta, no senti-
do de ndo permitir que haja transigoes paralelas entre estados, ou seja, deve
haver no méximo uma possibilidade para a transigio de um estado s, = s para

qualquer estado s = = s,

- Isto pode ser matematicamente caracterizado pela

condicio abaixo:

“Seu = v, entdo g(s, u) = gls, w),

com se€S e u v e il
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Figura 3.1
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DISTORCAO
d((Sk,}}k},fgk,}jk”

- Diagrama em Blocos do Sistema, Canal e Receptor.
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Os sinals de safda {xk}. segundo o modelo de estade finito, sfio des-

critos de acordo com a relagéo:
x = f(sk, uk). (3.3)

e devem assumir valores em um alfabeto X de tamanho |[X].

O alfabeto X € feito coincidir com o alfabeto de entrada de um canal
discreto {ou com uma extensio deste) cuja safda Y, é descrita por:

Y, = h(xk, nk), (3.4)
onde {nk) sio varidvels aleatdrias i.1.d. que podem apresentar valores conti-
nuos ou discretos.

Na recepgdo, o Algoritmo de Viterbi € empregado para ecstimar a se-
qiiéncia de estados {sk}, ou equivalentemente & seqiténcia de entrada {uk}, a

partir das observagdes {yk}. Para tanto, o algoritmo faz uwso de uma métrica
m(x,, v )= m{(sk,uk). yk}, (3.5

a qual deve ser avaliada para cada ramo do diagrama de trelica, como € descrito
na préxima segdo. Conforme a generalidade do problema a métrica em (3.5) pode
assumir diversas formas. Tipicamente encontramos mna literatura métricas tails

como:

a) Macima Venossimithanca :

m{{sk,uk). yk) = log_ p[yk | (s uk)]

= log, p(yIr | x) (3.5a)

45




&) Mawima 4 Postenioni :

m{(sk.uk), yk] = log [p{yk | {sk, uk)}q(uk)]

= log_ply, | x) + log_qlu) (3.5b)

c) Minimeo Bnno Quadndlico Médio

m[(sk,uk), yk) = -—(yk - xk)z (3.5¢)

Com o intuito de medir o desempenho do sistema, definimos uma medida

de distorgio como uma func¢io nio negativa que satisfaz
d[(sk,uk), (sk,uk)} = () ; S u =W £ 8§ = § . {3.6)

Tipicamente, sio utilizadas medidas de distorgo tais como:

a) Distencio de Enno :

1; u # U
o k k
d[(sk,uk). (sk.uk)) = ) (3.6a)
0 uk = uk
&) Enno Quadndlico Médio :
d{(sk,uk), (Ek,'ﬁk)] = a(sk - s.k)2 + B('ﬁk - uk) ; o, Bz0, (3.6b)

A escolha da métrica e da distorgio depende da natureza dos sinais e

da medida com relagio a qual se deseja avallar o desempenho. Para os cddigos

convolucionais, a escolha da métrica de mdxima verossimilhanga ¢ da distorgio

de erro fornece a probabilidade de erro de bit.
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3.3. 0 ALGORITMO DE VITERREI

Em 1967, Viterbl propds um esquema de decodificacho para os cdédigos
convolucionais. Estudando esta proposta, Omura a reconheceu como uma técnica de
Pesquisa Operacional conhecida como Programagio Dindmica. Posterlormente,
Forney determinou que se tratave de um decodificador de médxima verossimilhanga.
Nesta segdo, discorremos sobre esta proposta, conhecida como o algoritmo de
Viterbi, numa abordagem tdo geral quanto a que vimos adotando até o momento. Na
verdade, o algoritmo de Viterbi é um algoritmo dtimo para quaiquer métrica, se—
gundo o modelo de sistema que vimos adotando. Ele € particularmente um estima-
dor de miéxima verossimilhanga para o caso dos cddigos convolucionais, ou qual-

quer outro sistema que adote a métrica de mdxima verossimilhanga.

A representagio mais conveniente para processar o algoritmo de

Viterbi € o diagrama de trelica. Um excmplo desta representacio para [S] = 4 ¢
|U] = 3 & encontrado na Figura 3.2, onde 3 ramos divergem de cada um dos 4 es-
tados.

Vamos admitir que o sistema comega a operar ne instante t = 0, par-
tindo de um estado inicial S, Semelhantemente aoc que ocorre com os codigos
convolucionais (Capitulo 2), todas as possivels segliéncias {(gk, ﬁk)} sdo re-
presentadas pelos possiveis caminhos no diagrama de trelica. A partir das ob-
servages {yk}, estamos particularmente interessados em estimar a seqiiéncia
{;k}, ou correspondentemente a seqgiéncia (;k}. que maximiza a métrica total

acumulada

m - -
z m[(sk.uk). Yk}

k=0

sobre todas as possiveis seqiéncias {(Ek, Ek)}. Idealmente, o receptor deveria
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calcular a métrica total acumulada para cada seqliéncla possivel, e escolher em

um instante t 5 ® a segiéncia que conduzisse & maior métrica. Naturalmente
este procedimento € infactivel uma vez que o mimero de caminhos cresce exponen-
cialmente com o tempo, |u1‘. O algoritmo de Viterbi elimina a malor parte dos
possfveis caminhos, reduzindo e¢normemente a complexidade, sem nenhuma perda de
otimalidade. Adicionalmente o processo pode ser truncado em um instante de tem~
po finito t = L, onde a decisio ¢ tomada, com uma perda de otimalidade despre-
zivel quando comparada ao caso ideal, t » w. Os pardgrafos que seguem demons-

tram estas propriedades proficuas do algoritmo de Viterbi.

Vamos considerar um sistema com & estados,

S = {el. €y e ea}. {3.7)

Basicamente, o algoritmo de Viterbi calcula a métrica para cada ramo da treli-
¢a, a medida que as observagdes {yk} alcangam o receptor, Desta maneira, a mé-
trica total acumulada em um instante de tempo t = n + 1, para uma certa se-

qiiéncia {(gk, ﬁk)}, ¢ dada por

Esta seqiiéncia € representada por um caminho na trelica o qual € mostrade na

Figura 3.3,

Suponhamos que no instante de tempo t = n + 1 dois caminhos corres-

pondentes 3s seqiiéncias {(sk, uk)} e {(Ek, ﬁk)}, com métricas acumuladas

49



e

Tempo vt [}

—-—

© @

e & &

ej=g e, Mg.¢)
Sn4= €

® snzej

.

Yn-a

m { ( sn_q,j.ln‘,q): Yn-ﬁ)

8,59 ®
Snvi® Bk &
]
e

Yn

m{ls,.pu),¥,)

Figura 3.3 - Camipho e Métricas na Trelica.
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n

E m {(sk,ui), Yk]

k=0
e
n
): m{(sk,uk). yk].
k=0
respectivamente, convirjam para um mesmo estado 8 = Em ;58 Uma vez que o

algoritmo selecionard apenas o caminho de malor métrica acumulada, podemos sem

qualquer perda de otimalidade eliminar o caminho de menor métrica acumulada no

0

instante t = n + 1. Isto € verdade independentemente das observagdes {yk T

Caso mais de dois caminhos convirjam para o mesmo estado, apenas aquele que
possue a maior métrica acumulada, o qual serd chamado de "sobrevivente”, per-
manece na disputa. O processo de eliminagio de caminhos € ilustrado na Figura
3.4.

Realizando a eliminagio de caminhos em todos os estados e para todos
os instantes de tempo, o algoritmo de Viterbi apresenta |S| = & candidatos ao
caminho de miéxima métrica acumulada a cada instante de tempo. Este valor deve
ser comparado ao mimero de possiveis caminhos Hilt que cresce exponencialmente

com © tempo.

O vltimo passo em diregdo a factibilidade do estimador ¢é galgado pelo
truncamento da memdria de caminho para um nidmerc finito L. Isto significa arma-
zenar apenas as L dltimas transicées entre estados na treliga. Assim, quando
uma nova observagio chega ao receptor, toda a informacio na treliga em L ins-
tantes de tempo anteriores € climinada e uma decisio final para aquele instante
¢ processada. Se o valor L ¢ suficientemente grande, com alta probabilidade a

decisdo acima mencionada corresponde aquela do caminho de mdxima métrica. lIsto

se¢ deve ao fato de 'que tipicamente os M sobreviventes (entre cles o caminho de

méxima métrica) compartilham as mesmas partes iniclais, o que asscgura uma es-
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timagio confidvel para L suficlentemente grande. Isto € llustrado na  Figura
3.5, onde apenas os sobreviventes sfo indicados por uma questio de clareza. Os
ramos sinuosos constituem o caminho de médxima métrica. Para esta seqiéncia par-
ticular o truncamento para L = 4 transi¢bes entre estados ndo induz a perda de
otimalidade. Em c6digos convolucionais a perda de otimalidade € desprezivel

quando L. € escolhido para ser:

L =5 log, s, (3.8)

obtido experimentaimente [2].

Sumariamente, o algoritmo de Viterbi ¢ um estimador da seqliéncia

{(sk, uk)} que maximiza a métrica acumulada

para o sistema aqui considerado, ¢ que & implementdvel.

3.4. OS EVENTOS DE ERRO

A partir do que segue, vamos concentrar os esforcos no sentido de
avallar o desempenho do sistema em foco, quando o algoritmo de Viterbi é empre-

gado para estimar a seqiéncia transmitida. Para tanto, vamos nos referir 2 me-

dida de distorgio
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de Caminho.

N+ 3

N+ 2

n+1
- Efeito do Truncamento da Memdria
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d(x|;)=d{{s pu ): (; 9;; )]’
n n n n n B

como uma fungio nioc negativa sujeita 3 restri¢io dada em (3.6), onde {sg, un) é
o estado e o sinal de entrada verdadeiros no instante t =n, ¢ (s, u) € o
estado e o sinal de entrada da seqiéncia de méxima métrica acumulada, ov scja,

selecionados pelo algoritmo de Viterbi neste mesmo instante.

Quando ocorrer de (sa, un) # (;n, ;n), a medida de distorcio assume
um valor ndo negativo em t = n. Esta sitvagiio acontece quando o caminho de
méxima métrica acumulada diverge do caminho correto (na treliga) em algum ins-
tante 0 = 1 s n, e estes voltam a se encontrar em um instante J > n. Quando
isto acontece dizemos que houve um "evento de erro”, o qual ¢ ilustrado ma Fi~

gura 3.6. Matematicamente vamos caracterizar um evento de erro da forma abaixo

-1 -1
Z m[(sk,uk), yk} = z m{(sk,uk), yk]« (3.9}

k=i k=1

Devemos notar que existem vérios eventos de erro associados a condi-
¢do (sa, un) * (sn, ua), e que devem ser computados na avaliagio de desempenho.

Isto porque qualquer subseqiéncia {gk}iwi na treliga satisfazendo

skaeg ; 1<k<} (3.10)
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pode pertencer ao caminho de malor métrica. Assim, sendo {5‘(}‘14 a subsegiiéncia

correta e {gk)iﬂ uma possivel subseqiiéncia, denotamos a probabilidade deste

evento de erro por

j-1

j=1

i ~ 4] — -

l”[{sk}k==i — {sk}k=i] = Pr Zm{(sk,uk), yk] = Em[(sk,uk}. }’k] l {Sk}
k=| k=i

j-1

= Pr ): [m{(gk,ﬁk), yk} - m[(sk,uk), yk}] z 0

k=i

{Sx} .

(3.1

Aplicando o limitante de Chernoff com parimetro A =z 0 (ver Apéndice A) em

(3.11) ficamos com

I s ]« PO -
?[{sk}kz1 — {sk}m] 5 E exp[;\ [{m[(sk,uk), yk] m{(sk,uk), yk]}]

Devide a  independéncia estatistica das varidveis {nk}, ¢, como conseqiiéneia,

das varidveis {yk} a expressdo em (3.12) se torna

i =l et
P[{Sk}k=i — {sk}H] = E exp[A E{m{(sk,uk), yk] - m[(sk,uk), yk}}}

H
[ .o [
[ e ]
Iy —
(v2)
<]
e
o
pr———)
>
P
8
p—————
—_——
w
w—
=)
-
et
-
N,
i
B
pm—
—
7]
w‘
=
L
-~
et
N
| SR |
oy
"
Eo3
Lo
St

-1 o
kgi D[A, (sk,uk), (sk,uk)]. (3.13)
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onde na dltima passagem assumimos que as mesmas varidvels independentes sfo

também identicamente distribuidas.

Na expressio em (3.13) identificamos a funcio

f)[h, (gg’ﬁk)’ (sk,uk)] = E{cxp[ﬁ{m[(gk,ﬁk), yk] - m{(sk.uk). yk]}]

{sk}}

que assume valores conhecidos para as métricas comumente utilizadas. No caso

(3.14)

particular da métrica de méxima verossimilhanca dada em (3.5a) teremos [2]

A
-~ p(yklik)
p[n G5, Gpu)) = L oo Ix){———1
Y. ply, |x)
que apresenta um mfnimo para A = 1/2 :
9[1/2, (gk,ﬁk), (sk,uk)] =Z \/p(yklxk} p(yk]‘ik) (3.15)
y

k

Esta forma final € conhecida como a Fungio de Bhattacharyya.

3.5. A DISTORCAO MEDIA

Na Se¢io 3.4, derivamos uma expressio para a probabilidade de um
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evento de erro, gerado quando uma possfvel subseqliéncia Egk}ini apresenta uma
métrica acumulada malor que a da subseqincia {sk)iﬂ, tida como verdadeira.
Nesta mesma segdo fol dito gue existem vidrios eventos de erro do tipo (gk}i=1
guando uma seqliéncia {Sk}fmt ¢ assumida como verdadeira. Vamos colecionar estes

eventos de erro em um conjunto que serd denotado por

P18 gy o= s=2 ’
S[i,j | {Sk)k*!} = {{sk}k#i Ps=s, 58, 8, *5 . i<k<j} (3.16)
A partir de (3.16) notamos que se 1 % n < j, a distorgio em um ins-

tante de tempo t = n para um evento de erro {gk}fwi € S[i.jl{sk}izi} € igual

a

d[(s w), G )].
F: n n fi

Por outro lado, o desempenho do sistema em um instante t = n, quando
a seqléncia transmitida € conhecida, ¢é fornecido pela distorgio média entre a

seqiiéncia de médxima métrica acumulada {(sk, uk)} e 2 seqgiéncia verdadeira co-
nhecida {(sk, uk)}, neste mesmo instante. Esta quantidade pode ser expressa ma-

tematicamente por

E{d((sa,ua). (sn.un)] | {sk}} -7 7 ) d[‘s,:“.,)’ (sn,un)}
0SiSn  j>n S(i,3|{sk}iﬂ)

. DY IR IR |
Pr[{sk}kgi -Gl

{sk}} ] a7

Para que possamos prosseguir com a anédlise acima, ¢ necessirio intro-

59



)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
J
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
]
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
A

duzir a condigio de estacionaridade a qual € estabelecida quando supomos
n > (. Sem esta suposigio a referida andlise se mostra bastante complicada e
até mesmo de pouco Interesse. Nestes termos, podemos imaginar uma treliga que
se estende de t = —-» a t = « e permitir que os eventos de erro possam come-
car em gualquer instante de tempo no intervalo (-, n}l. Esta situacio leva a um

limitante superior para a expressio dada em (3.17):

E{d[(s u), (5,0 )]
i n n n

{sk}} ) ) d{(sn,un), (En,ﬁn)]

i%n  j>n S(i’j]{sk}i=i)

. RS B
refel, = 6L, | ). (3a9)
Em (3.18) tdentificamos ?r[{;k}izi = {;k}i=i|{sk}] como a probabili-

dade da subseqiiéncia {Ek}izi apresentar a malor métrica acumulada dentre todas
as  subseqliénclas em S[i, j](sk}ixi]. Esta quantidade € obviamente menor que
l"‘r({sk}i=i — {Ek}i*i), que ¢ a probabilidade da subseqiiéncia {gk}i=i apresen—
tar uma métrica acumulada maior gue a da subseqiéncia verdadeira {sk}i=i somen-
te. Como esta ultima probabilidade ¢ conhecida de (3.13), vamos substitui-la
pela primeira probabilidade em (3.18) as expensas da introdugio de mals uma pe-

quena imprecisio no limitante. Deste modo, (3.18) € dado por

sp<D I L afem) GE)

E{d[(sn,un), (;n,&n)]
= SO (s )

. i ~ 4]
Pr({sk}kmi —3 {Sk}m]' (3.19)

Em geral, nos sistemas priticos comumente encontrados, nic se conhece
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a seqliéncia transmitida. Adiclonalmente, o limitante em (3.19) pode varlar se-
gundo a seqléncia que estd sendo transmitida . Com isto, a forma mals geral
para o limitante superlor de desempenho do sistema em consideragio € {ornecida
ao se tomar a média de (3.19) sobre todas as possivels seqliéncias transmitidas.
Para tanto, vamos denotar o conjunto de todos os pares de subseqliéncias possi-

vels por

A o~ — - ~
s, p = {{{sk}igi. {Sk}:wl] P 8=S, 8 =S, §,%5 l<k<j} . (3.20)

onde {Sk}]i"i € a subseqiiéncia verdadeira e {gk}i=i é um evento de erro.

Sendo assim, a distor¢do média no Instante t = n € fornecida por

E{d[(sn,un), (én,ﬁn)}} -7 P({sk}) E{d[(sn,un), (Qn.&n)] l {sk}} , (321)

{sk}

onde P[{sk}) e a probabilidade da seqiéncia {sk} ter sido transmitida. Percebe~

se que as subseqiiéncias {s ) da seqiiéncia transmitida representam uma cadela

k k=i
de Markov de primeira ordem. Deste modo a probabilidade destes eventos € des-

crita por

i1
P[{Sk}i=i] = p(si) ‘Ei q(uk) , (3.22)

onde p(si) ¢ a probabilidade do estado s em regime estaciondrio.

L]
Esta situagio ndo ocorre no  caso dos cdédigos convolucionals, como  serd visto

na Seglio 3.7.
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Substituindo (3.22} e (3.19) em (3.21) esta se torna

E{d[(sn,un), o)) = L ple)) I L L

(Sk} i%a  i»n S(i'jl{sk}i&i)

d[(sn,un), (E-‘fm,ﬁn)]F’{(sk)i=i - {gk}izi}
=1 L I s 65
isn o S(i,})

-1 - .
. p(si) k;}i q(uk)i)(h, (sk.uk), {sk,nk)} (3.23)

onde {3.13) fot substituido em (3.19).

A forma final da distor¢io média € obtida explorando-se algumas pro-

priedades oriundas da estacionaridade imposta no principio da andlise, quais

sejam:
j = j+L
P({Sk}bi] - P[{sk}k=i+L} (3.24a)
e
i ~ n j+L ~ L
P[{Sk}k=i — {sk}k=i] = P[{Sk}k=i+l,, —3 {Sk}k=i+L) , (3.24b)

para todo L inteiro. Das propriedades em (3.24) podemos concluir que o

"ensemble” das subsequénclas S(i, }} coincide com o “"ensemble” das subseqiién-

clas  S(i+L, j+L). Por outro lado em (3.23), fizemos os instantes de inicio €
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término ( e "§", respectivamente) dos eventos de erro varlarem na regilo
I = n < }, enquanto o Instantc t = n para a distor¢io era mantido constante.
Segundo as conseqUénclas da estaclonaridade, isto € equivalente a fixar o ins-
tante de infcio de evento de erroc na origem (i = 0), fazer o instante de térmi-
no de evento de erro varlar na regidio J > 0, e computar todas as distorgbes
nos instantes que vai de & = 0 até & = j - 1, para cada par de subseqliéncias

em S(0, }). Nestes termos, a expressio (3.23) independe da varidvel n e € equi-

valente a

- o I s j-1 .
d = z Z ): d{(sz’ﬂt)’ (sl,ua}} p(sﬂ) }—} q(uk)l‘){?\, €Sg’“k}' (sk,uk)}.
=1 S0, |=0 k=0

(3.25)

onde d substitui E{d{(sn,un), (;n.;n)}} para ressaltar a independéncia com re-

lagdo ao instante n.

Como fol mencionado anteriormente, devemos expressar o limitante de
desempenho dado em (3.25) pela Fungio de Transferéncia Generalizada. Isto €

conseguido aplicando-se a igualdade

X=—1 (3.26)

na somatdria em & de (3.25), o que conduz a
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i-1
): d{(sz,ut}, (St’“t))
I . g Le=0
E d((sﬁ'ul)' (senut)] = '&"" i
£=0 I
=i
i-1 dl(s,,u,),(s,,u,))
=L e (327
dl =0
7/

I=1

Agora substituindo (3.27) em (3.25) cobtemos finalmente a forma almejada para o

limitante de desempenho:

a4l (3.28)
dl ot

onde

N j-1 d((s,u,),(5,,5,)
T = Z }: P(sg) mi et £
k=0

m : q(uk)D[A, (s u), (Ek,6k>)
}=1 S(O,}) -

(3.29)

¢ a Funcio de Transferéncia Generalizada,

3.6. OBTENCAO DA FUNCAO DE TRANSFERENCIA GENERALIZADA

No que segue, apresentamos uma maneira sistemdtica de se obter a Fun-

¢do de Transferéncia Generalizada dos sistemas gendéricos que vimos adotando.
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Tal facilidade é imprescindivel para a avaliagio de desempenho destes sistemas,
uma vez que esta segue trivialmente da Fungiio de Transferéncia, como indicado

em (3.28).

Vamos entfio supor que o sistema apresenta & estados:

§ = {el, €y o ca} , (3.30)

onde reescrevemos o alfabeto de estados dado em (3.7) por questio de convenién-
cia . Admitamos também que o alfabeto dos sinais de entrada tenha tamanho

(U] = ¢

YU = {al, Ays eens aw}. (3.31)

Para uma convenlente caracterizacio dos eventos de erro devemos defi-

2
nir os "super-estados” como os elementos do conjunto §° = § x §, onde "x" deno-

ta produto cartesiano entre dois conjuntos:

S = {81’ €, on 862}. (3.32)

De maneira andloga definimos as “super-entradas” do  alfabeto

2

U =Ux U como

Y = {oc y O, ey O 2}. (3.33)
@

Sendo assim, os "super-estados" € as “super-entradas" em um instante

de tempo t = k s#o denotados por
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~ 2
S, = (s, 8)eS (3.34)
o~ 2
Uk = (u*, uk) e U, (3.35)
respectivamente.

Para nossa conveniéncia, vamos colecionar em um idnico conjunto os
"super—estados” que caracterizam os infcios ¢ términos dos eventos de erro, ou
seja, aqueles & “super-estados” constitufdos de pares Idénticos de estados, a

saber

2 —
S(!} = {81' €0 v 86}’ {3.36)

A escolha dos 8 primeiros elementos de s? para pertencerem a S?n foi feita sem

perda de generalidade por uma questdo de conveniéncia.

Obviamente, o complemento do conjunto Sin contém os "super-estados”

formados por pares distintos de estados, que representam a parte intermedidria

dos eventos de erro, a saber

2 —
S(D) = {eaﬂ, €5, 862}. (3.37)

Assim sendo, o diagrama de "super-estados” € mostrado na Figura 3.7.

A partir da nova representagio temos a seguinte equivaléncia:

A J ~ i v g ome . o ome .
S0, j) = {({sk}kwo’ {sk}kwo] SRR sj-sj, skatsk, O<k<3}

= | . 2 2
= {{Si}kao : Sy Sj € Sm, § e S(D), 0<k<j} , (3.38)
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onde

i
8 pp = Gy 8o o 8. (3.39)

Algumas representagbes mals compactas, em fungio dos "super-estados”

¢ "super-entradas”, sio também adotadas:

-
)
)
i
l
)
)
)
|
I
l
J
]
]
»
]

p(s,) & pis ), (3.400)
}
' as, u) 2 dles ), G5 (3.40b)
, ¢ [ et Sy }’ '
]
' w) 4 q)

q(U)) = qlu), (3.40¢)
]
]

A -

I PG, 5, U D[A, (s,0,), (sk.uk)}. (3.40d)

¢ as equagdes de estado

8., = g(sk, uk)

tn}

i

k+1 g(sk' “k}

' sio representadas por

| s,,, = 6, U). (3.40¢)

Nestes termos, a Fungio de Transferéncla Generalizada da equagio

(3.29) pode ser expressa na forma equivalente:
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o0 j-1 d(Sk,Uk)
™ =§ § pGs) ol -q(U)-D@, S, U). (3.41)

=1 80, k=0

Em termos de diagrama de “super-estados”, a fungio acima computa

todes os caminhos que comegam e terminam em um “super-estado” pertencendo a

2
$4)

2

e com todos os "super-estados” intermedidrios pertencendo a § (D)

S

Devemos notar ainda nesta funglo que nio existe "super-estados”
intermedidrios quando j = 1. Na verdade se considerarmos a restrigio sobre a
funcio g(-,+) da segio 3.2 deveremos ter que S(0, 1) = ¢, ou seja, ndo existe
nenhum par de caminhos que divirja de um estado e a ele retorne sem atingir um
estado intermedidrio. Portanto, a equagio (3.41) pode ser equivalentemente re-

escrita como

0 j-1 d{Sk,Uk)
™™ =} }: ps) 1 1 -qu)-DR, S, V). (3.42)

=2 80, k=0

Com o propésito de representar T(I) em uma forma matricial, vamos de-
finir o ganho do ramo que vai do "super-estado” e ao "super—estado” £, deno-

tado por a . como sendo:
}

d(e,,U) s
1 -q(U)D(A,¢,U); se existe U € U~ tal que € = Gle, U)

a = (3.43)

0 ; caso contrdrio.

Segundamente, vamos definir a matriz @* - 8 x & - 3):
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B
N
)
)
)
l
)
)
)
}
)
}
]
}
)
]
)

aﬁ+1,6+1 a&+2,6+1 . 0w a s
3 ,8+1
aﬁﬂ,aﬂ a5+2,6+2 o . e a )
A= 8,842 (3.44)
a a » - * a
| 841,80 842,8° 8’8 |
2
e os vetores (8" -~ 8) x &:
. i . .
i,8+1 aBﬁ,!
ai,6+2 36+2,i
b = . ¢ = i . i=1,2,...,8, (3.45)
a .2 a
| %8 A

onde o sublinhado denota matriz ou vetor. Definamos também ti(l),

i = &8+41, 6+2,‘..,62, como sendo a fungfo de transferéncia a partir de todos os
"super-estados” iniciais para o "super-estado” intermedidrio € € S?D)’ a saber

5’ 3 ,
e = ) 2, 6D + ): ple)a, | . 1=8+1,342,...,8 (3.46)
k=3+1 =1
Definindo o vetor funciio de transferéncia de estados intermedidrios
ts, D
ts,, D
1) = . (3.47)
- . :
t (D
o 52 -
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¢ combinando (3.46) e (3.47) chega-sc a

o)

L =AM+ ] ple)b, (3.48)
j=1
ou
- 8
e =a- A7) ple)b] (3.49)
j=1

onde I é a matriz identidade de ordem (82 -8 x (62 - &) e nio deve ser con-

fundida com a varidvel L

A Fungio de Transferéncia na forma matricial € entdo fornecida por

o) 3 3
T =) ¢t =]} ¢la-a7 |} pe), (3.50)

j:l j=1 . i=1

onde T denota transposigdo matricial.

J4 € notdérioc que a distorgio média € obtida a partir da derivada

%d'f(l). Vamos entio denotar as derivadas dos termos envolvidos em (3.50) por:
dl

A = d A, (3.51a)
dI

b = d b, , (3.51b)
dI

¢’ = ﬂ_ c . (3.51¢)

=} di -]
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Considerando a identidade

1=0-A7"0-A) (3.52)

teremos que

ou

1o
H

d {(I - a)ta - A)‘}
P+ 1 L

Sa-aMa-m+a-af-9 a4
S d

Ca-aAat=0g-a7TAaa-a (3.53)

di -
Finalmente, usando (3.51) e {3.53) chegamos a

T

3
. -1
. g @-A7 ) pleb,) +

dT(1) -

~io

(8 ) 3
1) et a- At aa- a7 Y b, (3.54)

Ljﬁl J i=1

que conduz ao desempenho do sistema através de (3.28).
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3.7. CASO ESPECIAL: OS CODIGOS CONVOLUCIONAIS

A anédlise de desempenho até entio desenvolvida tem sido bastante ge-
ral. Segue deste fato que as fungdes g(-,-), f(-,-) e h(-,*) da segio 3.2 sho
genéricas, como podem ser a métrica e a medida de distorgdo. A partir de agora
vamos particularizar esta sitwagdo para um caso onde a distor¢io média dada em
(3.19) independe da sequéncia transmitida {sk}. Com isto ¢ suficiente escolher
uma seqiiéncia conveniente, digamos {sﬁ}. ¢ avaliar o desempenho que serd forne-
cido por aquela expressio. O fato da média efetuada em (3.21) ndo ser necessd-
ria ¢ suficiente para a redugio do nimero de “super-estados” que deve ser con-
siderado na avaliagdo da Fungio de Transferéncia. Por uma questio de convenién-

cia, vamos assumir que

s: = e para todo k (3.55)
¢ a seqliéncia de estados transmitida, para uma seqliéncia de entrada

u =u para todo k. (3.56)

A distorgio média € entdo fornecida por:

d-= E{d[(s ), 5,0 )] {s"}}
n 0 B on k
o -1 o j-1 o
= ) [ afeen). Gip)| m (o e, 6]
0 k=0
=2 8(0,3] (s} )[e-o0
4 T, () , (3.57)
dl I=1

73



onde

o j-1 d({cx’“x}'(g

T, = § ¥ m! X
=2 80,4 (s ) ¥

) L
. D(A, (cl,ul). (sk,uk}).

(3.58)

Percebe-se facilmente que o mimero de “super-estados” fol reduzido

2 Y]
para 8, onde os conjuntos S (D e s (D) sdo agora
2 —-
S(I) = {(el, cl)}
€
2
S(D) = {(cl,cz}, (cl,es), ey (el,ea)} ) (3.59)

respectivamente. Devemos entdo redefinir (3.43) para ser:

i d((ei,ul),(ei,u))
I 'D[}\, (el,ul), (ei,u)]; se existe ue U tal que
aij = 4 t:j w= g(ei, u)
L 0 ; caso contrério.

(3.60)

As formas reduzidas da matriz A e dos vetores b ¢ ¢ sdo dadas por
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a L] ® 4
a2 3,2 35,2
L] ® & a
3 Y33 5.3
A= . ) ) (3.61)
a - * L]
4,8 3.8 15,5

de ordem (3-1) x (3-1), e

b = (3.62)

£= , (3.63)

de ordens (8-1) x 1, respectivamente. Com isto, a Fungio de Transferéncia To(i)
¢ sua derivada sdio uma versio simplificada das equagdes (3.50) e (3.54), res-
pectivamente:

T
(

TM=c-A"b (3.64)
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d T ()
0 =@ a-ao+ et -+ cfa - A - A (3.65)
di = - = - - - - -5 = == = =

Um exemplo tipico de sistemas de estado finito cujo desempenho inde-
pende da seqiéncia transmitida ¢ o dos cédigos convolucionais sobre um canal
simétrico. No que segue, devemos abordar dois canals simétricos bem conhecidos:
o canal bindrio simétrico (BSC, do inglés: Binary Symmetric Channel) ¢ o canal

de entrada bindria com ruido branco Gaussiano aditivo (AWGN, do inglés:

Additive White Gaussian Noise).

Tomemos como exemplo o codificador convolucional de taxa R = 2 e com-—
3

primento total de memdria K = 2 que € mostrado na Figura 3.8 [2]. O diagrama
de estados correspondente € estabelecido na Figura 3.9. Nesta situagdo, o alfa-

beto de entrada do sistema € dado por
U= {(00). (01), (10J, (11)}. (3.66)

A relagio de estado € da forma

Sia = g(sk. uk) =u (3.67)
e o alfabeto de estado € dado por
S=U= {ei, €, €y e4} . (3.68)

segundo o mapeamento 00 - € 01 » €, 10 » e, ¢ 11 » €, O alfabeto de sai-

da do sistema deve ser
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Figura 3.8

-~ Codificador Convolucional R =

T

W o

K=2 [21
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- Diagrama de Estado do Cedificador da Figura 3.8.

Figura 3.9
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X = {(000), {oo1}, (010), (011), (100}, (101), (110), (111)} , (3.69)

onde a fungio f(-,-) € representada pelo codificador convolucional.

3.7.1. Cédigos Convelucionais sebre um Canal "BSC"

Vamos adotar um canzl do tipo "BSC" para o cédigo convolucional em
anédlise, como Indicado na Figura 3.10. Assim, o alfabeto de entrada E e o alfa-

beto de saida W do canal sio

E =W = {0, 1}. (3.70)

W

A probabilidade de transi¢io do canal "p" assume tipicamente valores em

(0, 1/2) ¢ o sinal que alcanga o receptor € do tipo:

y =h{x,n)=x +n =[x , X , X +1In ,n ,n {(3.71)
k ¥ ok k k S KOk K,

.

onde n ¢ uma varidvel aleatéria de Bernoulli com média "p". Devemos notar que
i

os alfabetos X e Y coincidem com uma extensdo dos alfabetos de entrada e de

safda do canal:

X=Y=E =W. (3.72}
De acordo com a Figura 3.10, a probabilidade condicionai ¢ dada por
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- Canal do Tipo "BSC".

Figura 3.10
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PO, [ %) =T p[yk | xk]
n=l n n
d (y ,x) [3-d (v ,x )]
=spPErqg.p HLE (3.73)

Se adotarmos a métrica de médxima verossimilhanga teremos

mix , yk) = logc p(yk | xk)

il

d (v, x)logp + [3 -4, xk)] log (1 - p)

il

1 -
3 iogc(l -p - dH(yk, xk)logc[ MM{}WE } (3.74)

Na equacio (3.74) notamos que se p < 1/2 o primeiro termo bem como o
logaritmo no segundo termo s3o constantes positivas. Portanto, maximizar a mé~-

trica Ioge p(yk | xk) ¢ equivalente a minimizar dH(yk’ xk). Dai € conveniente e

igualmente viélido adotar a métrica:

m(xk, yk) = -dH(yk, xk). (3.75)

Substituindo a métrica em (3.75) na equagdo (3.14) ficamos com
D(a, X, xk} = E expl}{dﬂ(yk, xk) - dH(yk, xk)}] . (3.76)

onde X, ¢ o sinal transmitido. Em fungiio das coordenadas dos sinais a equagio

acima s¢ torna

3
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D(}, §k, x) = exp[?t{d“(yk, xk) - dH(yk, %)}}

E{exp ;\{dﬂiyk . xk) - dH{yk , §k ]} . (3.77)
1 n . n n

[ I

n

onde usamos a independéncia dos sfmbolos y Da segunda passagem. Devemos notar
n

em (3.77) que se x = Ek , o argumento do operador de esperanga matemdtica
1 i

nesta equagio € unitdrio. Caso contrdrio, este assume um valor que independe de
"a", uma vez que as varidvels aleatérias y, séo identicamente distribuidas. A
' n

partir destas observagbes, (3.77) pode ser reescrita como

dH(xk,xk}
D(2, X xk) = |E exp[?t{dﬂ[yk ) xk] - dH{yk » X, }}]
1 T 1
d (xk,xk)
= [P {yk =X, ]exp(-?t) + P[yk * X, ]exp(k)}
1 i 1 i
dH(xk,xk)
= [(1 - plexp{~A} + p cxp(?t)] (3.78)
Minimizando (3.78) com relagfic a A esta se torna
dH{xk,xk)
Dilog[u],g,x m[?.\/p(i-p)]
2 [ P k k
d (x,x )
=pH Y (3.79)
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onde D = 2vp(1 - p).

Com o propdsito de determinar os rétulos aﬁ dados em (3.60), e &
partir destes avallar a fungio de transferéncia, vamos considerar a seguinte

medida de distorcho, que leva 2 probabilidade de erro de bit:

Tabela 3.1 - Distorgio de Erro.

d((s u), (5,8 }]
ok Bk 00 o1 |10 | 11

00 0 B o o+
u 01 B8 0 a+tB o
* 10 @ o+ 0 B
11 atf o B 0

Percebe-se facilmente que a escolha « =1, B = 0 leva a probabili-
dade de erro de bit da primeira entrada do codificador. A correspondente medida
para a segunda entrada € conseguida escolhendo-se « = 0, B = 1. A probabili-

dade de erro de bit média € fornecida pela escolha a = = 2:,

2z

A partir da Tabela 3.1 ¢ do valor de D na equagio (3.7a) os rétules

aij seguem naturalmente e destes a matriz A € os vetores b e ¢:

pi®  p*f pif

oi* pi* ot , (3.80)

>
]

p2[+B (@B 2 otB |

b
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pif D’
b=|D1% |, c=|D*|. (3.81)
i DZIa*'B - i DZ |

As probabilidades de erro de bit mencionadas acima podem ser obtidas

diretamente de

Pb(aa, B) = 8 Tﬁ(D, 1) (3.82)
o D=2vp(i-p)

I=1

onde a derivada € calculada como indicado em (3.65) ¢ a dependéncia da fungio

To(i) com relagdo a D segue diretamente de (3.80) e (3.81).

Na maioria dos casos priticos, como naquele tratado no Capitulo 5, o
interesse mator € na probabilidade de erro de bit média. Nesta sitvagio parti~

cular ¢ conveniente definir a medida de distorgdo como sendo

d((sk,uk). (Ek,ﬁk)] = d .5, (3.83)

que & conseguido fazendo o« = B = 1 na Tabela 3.1, Com isto a probabilidade de

erro de bit média €

p s18 TMD, I ' (3.84)

2 ol D=2V5 T
1=1

Uma outra medida importante e que ¢ utilizada no Capitulo 5, ¢ a pro-

babilidade de erro de bit codificado. Notamos que, enquanto os expoentes da va-
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ridvel 1 em TO(D, D) indicam o ndmero de bits 8c%§‘gfﬁ‘rmaqﬁo nio nulos, o ndmero
de bits codificados nfo nulos tem relagido semefhanite:‘eom respeitc A varidvel D,
Deste raclocfnio, a probabilidade de bit codificade ¢ facilmente obtida pela

expresséo

Pc slp 8 Te{!), )] , R (3.85)

3 ap D=2V5TipT
I=1

P

onde o produto por D serve para recompor os "’é%ipdentgs desta varidvel na fungio
T (D, 1), que é decrementado de uma unidade depois da derivada. O fator 1/3 ¢

justificado de maneira semelhante a do fator 1/2 em=(3.84). A derivada em D &
A IR R
aD

obtida por (3.65) com ()’ agora indicando

3.7.2. Cddigos convolucionais sobre um canal "AWGN"

Nesta secio, o canal que vamos considerar € do tipo gerado pela modu-
lacio BPSK (do Inglés: Binary Phase Shift Keying) com ruido AWGN de média nula

e varidncia
E{“z } = 0%, e (3.86)

Neste caso o alfabeto de entrada do canal € mantido. idéntico ao do BSC (Segio
3,7.1), enquanto que o alfabeto de safda ¢ do tipp W = (-, w). Isto caracte-

riza uma safda continua, o que permite wuma decisic suave (do inglés: Soft
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Decision) no receptor. As equagdes (3.71) e (3.72) também se aplicam ao caso em
andlise.

A probabilidade condicional € descrita por

3 1 : RY
ply, [ x) = expd - Wi{yk - xk} , (3.87)
n n

onde a nova varidvel ik ¢ definida como
n

f

i
o

+ vE ;1 se X
k

5
X = 4 R (3.88)

’ —»\é: ; se x =1
\

4
n

sendo Es a energia do sinal modulado. A partir de (3.87) a métrica de mdxima

verossimilhanga, na sua forma mais simples, é dada por [1}

3
m(xk, yk) = Z ykn . “,,' {(3.89)

n=}

* |

Substituindo a métrica acima na equaglo (3.14) esta se torna

3
D(A, X, x) = E{expjA {y (SE - X ]} , (3.90)
k k [ z kg1 kn kn |

n=}

onde X (ou Ek) € o sinal transmitido. De maneira equivalente ao caso anterior,

esta forma se reduz a
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dH(xk.xk)

= [cxp(-ZhEs}E{exp {zzx/é: n }H , (3.91)
1

onde o sinal + ou - depende do valor de ik. Esta esperanga pode ser diretamen-
1

te calculada a partir da conhecida "funglo caracteristica" de wuma varidvel

aleatdria Gaussiana v com média nula e variincia 0“2 a saber 3]

2 2
Clp) = Elexple v)} = exp{‘P c } (3.92)
2

Substituindo (3.92) em (3.91) ¢ minimizando esta com relagio a A obtemos

d (x,x)
o T
-5 -
2 d (x .,x)
D[-L%,x]: e %@ =p Kk (3.93)
7 X %
20
E
- 5
202

onde D=¢ ¢ a escolha do sinal em (3.91) € irrelevante devido a (3.92).

Percebemos claramente que, a menos dos valores especificos de D, as
equagdes (3.79) e (3.93) sdo idénticas. A medida de distorgio deve ser a mesma

do caso anterior e as probabilidades de erro de bit e de bit codificado também

sio fornecidas por (3.84) e (3.85), respectivamente, com o novo valor de D

substituindo aquele dado por (3.79).
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Na malorla dos casos priticos, ¢ entre eles aquele estudado no Capi~
tulo 5, esta sltuagio se repete. O valor de D deve ser obtide para cada canal
particular. No Capitulo 5, onde sistemas de modulagio codificada multinivel sio
abordados, o decodificador de cada estdgio recebe o mesmo sinal Y, por canals

estatisticamente diferentes, conduzindo a um valor de D para cada estdgio.

Devemos encerrar este capitolo com a extensdo das equagles (3.84) ¢
(3.85), obtidas para um codificador convolucional de taxa R = 2/3, para uma
taxa genérica R = b/n. Neste caso geral as probabilidades de erro de bit e de

bit codificado sao fornecidas por

P = 13 v, 1 (3.94)
b al 5
1=1
&
P < pZ 1o 1 , (3.95)
 n 8D D
=1

respectivamente, onde D depende do canal considerado.
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CAPITULO 4
A MODULACAO CODIFICADA
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4.1. INTRODUCAO

Devido a crescente demanda de servigos que fazem uso das Comunicagbes
Digitais, tem sido compensador o dispéndio de esforgos por parte de pesguisado-
res de todo o mundo no sentido de tornar os sistemas de comunicagfio digital
cada vez mais eficlentes. Nesta diregio, uma gama muitec ampla de problemas ma-
teméticos envoltos em situacdes de desafio constante surge, tormando esta tare~

fa de grande excitamento.

De uma maneira geral, em sistemas de comunicagio digital, a poténcia
de transmissdo bem como a largura de faixa de frequéncia disponfvel sdo limita-
das. Este fato conduz, entretanto, & motivagio que leva os pesquisadores a ela-
borarem propostas eficientes, no sentido de transmitir mais informagic por uni-
dade de tempo na faixa de freqiéncia disponivel e com uma menor poténcia, ou,
de outra maneira, transmitir mais informagio com a poténcia disponfvel fazendo

uso de uma menor faixa de freqiiéncia.

Um resultado proveitoso foi obtido com a utilizacio de modulacio efi-
ciente. Conseguia-se, entdo, um aumento na taxa de transmissio sem que a faixa
espectral fosse alterada. Entretanto, um aumento de poténcia era requeride a

fim de preservar a confiabilidade (imunidade ac ruido).

Fez-se, entdo, necessdrio a introducio de cddigos corretores de erro
a fim de se obter a confiabilidade desejada sem a necessidade do aumento de po-
téncia. Entretanto, a redundincia introduzida pela codificagio conduzia a um
aumento da faixa de freqliéncia, pelo fato de qgue mais bits estariam sendo

transmitidos para a mesma informagio.

Até entio, a codificagio e a modulagio se davam de maneira indepen-

dente, isto é, a busca do codificador 6timo se caracterizava por perseguir o
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cédigo com a malor distincla de Hamming, sem que a modulagio empregada a poste-
riori tivesse participagio nesta busca. O dnico manifesto de dependéncia entre

os dols processos supracitados se dava através da codificagio de Gray.

Numa etapa posterior, Massey [1] mostrou que ao se tratar codificagio
e modulagio como um processo dnico, ou de outra forma, ao se introduzir uma
dependéncia entre estes dois processos, algum ganhe em termos de desempenho
poderia ser conseguido. Tirando proveito desta conjectura, Ungerboeck [2] lan~
¢ou wma proposta de codificagio de canal onde os bits redundantes sio acomoda-
dos pelo emprego de uma constelagdo expandida, ou seja, com um némero de sinais
major que © necessdrio para transmitir a mesma Informagio. Nesta proposta, um
codificador convolucional € utilizado ¢ os bits codificados sfo mapeados nos
sinals da constelagio expandida. Desta forma os sinais substituem as palavras
de ramo na treliga. Esta técnica ficou conhecida como Modulagio Codificada por
Trelica (TCM, do inglés: Trellis Coded Modulation) por razées d6bvias, e prové
ganhos da ordem de até 6 dB (com complexidade irrestrita) de poténcla sem sa-
crificar a largura de faixa de frequéncia utilizada. A proposta de Ungerboeck ¢
apresentada na Secado 4.2, pela sua importdncia histérica e por conter elementos

bédsicos essenciais ao estudo principal deste trabalho.

Um outro tipo de cédigo de treliga € baseado na Modulagio por Deslo-
camento da Freqiiéncia com Fase Continua (CPFSK, do inglés: Continuous Phase
Frequency-Shift Keying}. O fato da fase ser continua mneste tipo de modulagio
(em oposigio aos saltos de fase no M-PSK, por exemplo) prové propriedades
espectrais interessantes e Impede que certas seqiiéncias de sinais ocorram. Esta
Gltima caracterfstica resulta em uma malor distincia Euclidiana entre as possi-
veis seqliéncias, tal qual ocorre nos cdédigos de Ungerboeck. Um aprofundamento

em Modulagio com Fase Continua (CPM, do inglés: Continunous Phase Modulation} €

conseguido em [13], [14].
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Na Secio 4.3, apresentamos uma outra classe de Sistemas de Modulagio
Codificada: a Modulagio Codificada Maultinfvel. Para esta classe muito importan-
te um esquema de decodificagio multiestdgio € convencionalmente empregado. Uma
estratégia de decodificagio baseada nesta estrutura e o desenvolvimento de um
procedimento genérico para derivar um limitante superior para o seu desempenho

é a proposta deste trabalho que € considerada no Capftulo 5.

Finalmente, na Secio 4.4, consideramos algumas formas de constelagles
que originaram novas classes de sistemas de modulagio codificada, conceitual-

mente relaclonadas com as classes supracitadas.

4.2. MODULACAO CODIFICADA POR TRELICA

4.2.1. Conceitos Bisices

Nos sistemas de comunicagio convencionais, em que o codificador ¢ o
modulador sio descombinados, os bits codificados sclecionam sinais de uma cons-
telagio previamente determinada. A redundincia no codificador gera uma expansdo
na largura de faixa de freqliéncia, uma vez que hd um aumento no nimero de bits

a serem transmitidos sem haver uma expansio da constelacio.

Tal qual ocorre com o modulador e o codificador, o demodulador e o
decodificador também sio descombinados. Desta forma, o processo de demodulagio
se caracteriza pela quantizagio do sinal analdgico recebido, o que fornece os

bits demodulados. Numa etapa posterior, estes bits sio decodificados da maneira

convenclonal. Este procedimento € conhecido como decodificagio por decisio

abrupta {(do inglés: hard decision) e conduz a uma perda irreversivel de infor-
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mag#o, quec no caso bindrio se aproxima de 2 dB na relagio sinal-ruido (SNR).

Em resposta a estas deficiéncias, Ungerboeck {2] langou uma proposta
de codificagio {(combinada com a modulaglic) que prové ganhos de desempenho sem
sacrificar a largura de faixa espectral, mantendo constante a taxa de informa-
glo. Isto é conseguido s expensas de uma expansio da constelagfo, para acomo-
dar os bits codificados. No seu estudo, limitou-se 3as constelagdes em uma ¢
duas dimensdes dande margem ao uso dos esquemas de modulagio multinivel (fase
e/ou amplitude) tais como M-AM, M-PSK ¢ M-QAM. Ainda considerou os canais com

rufde do tipo AWGN, com faixa limitada e livres de interferéncia intersimbdlica

e gualsquer problemas de sincronismo.

A questio fundamental tratada na proposta de Ungerboeck, ¢ a partir
desta em todos os esquemas de modulagdo codificada, € que efetivamente sinais
analégicos sfo transmitidos no canal e, desta maneira, o efeito do ruido seria
menos danoso se possiveis pares de seqiiéncias de sinais apresentassem grande
distancia FEuclidiana quadritica (DEQ). Esta postura da modulagio codificada
difere daquela da codificagio convencional, onde € desejado que as seqliéncias

se mantenham fortemente afastadas segundo a distdncia de Hamming.

Usando o fato de que numa dada constelagdo (excetua-se alguns casos
bem particulares tais como 2-PSK e 3-PSK) as DEQ enfre pares de sinais podem
ser diferentes segundo o par considerado, a codificagao Ungerboeckiana pode ser
definida como "o processo de impor certos padrdes nos sinals transmitidos" de
tal modo que apenas algumas sequéncias de sinais da constelagio expandida, de-
terminadas pelo codificador, sejam permitidas. O conjunto de tais seqiéncias
pode ser representado por uma estrutura de treliga, daf o nome: Modulagio Codi-
ficada por Trelica. Um codificador convolucional € naturalmente escolhido para

reger as seqiiénclas de sinals.

Em sintese, o codificador de Ungerboeck pode ser visto como um codi-
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ficador convolucional, seguido de um mapeamento que leva os bits codificados em
sinals de wuma constelagio expandida. Desta forma, cada ramo na treliga serd

rotulado por um sinal desta constelagio, e o cédigo Otimo CUN ¢ aquele que

G

apresenta a mdxima distincia Euclidiana livre

2 . 2 '
dfne = min p: dE(xn, xn)] , 4.1}

. n
{xﬂ} A X }eCUNG

Ix }={x"'}
i n

Percebe-se facilmente que os cédigos convolucionais bindrios 6timos
conhecidos nio sio necessariamente a melhor escolha para o caso considerado.
Isto se deve ao fato de que estes s3o projetados segundo a distincia de
Hamming, o que ndo traduz necessariamente a otimalidade segundo a distancia
Fuclidiana quadrédtica. Na verdade, excetuando-se o caso das modulagGes 2-AM e
4-PSK (nesta quando rotulada segundo a codificagdo de Gray), nio hd uma relagio
monotdnica entre as duas distadncias. Por conseguinte, uma nova busca ao codifi~
cador de Ungerboeck ¢ requerida, agora tendo como critérioc de otimalidade a
maximizagio da distancia dada em (4.1). Alguns algoritmos que buscam tais codi-

ficadores sdo encontrados em Ungerboeck [2] e Markman [3].

4.2.2. Fator de Expansio da Constelacfio Via Capacidade de Canal

Na Segio 4.2.1 foi dito que a constelagio utilizada por Ungerboeck

deveria ser expandida com o propdsito de acomodar os bits redundantes prove-

nientes da codificagio convolucional. Naturalmente o fator pelo qual a conste-
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lagio deve ser expandida depende diretamente do mimero de bits redundantes.
Para um codificador convolucional bindrio de taxa R = b/n, por exemplo, devemos

(-b)  Assim cada b bits de Informagao

expandir a constelagic por um fator de 2
sio transmitidos por um dos 2" sinals da constelagio expandida, enquanto que
uma constelagio com 2" stnais serla suficiente para transmitir os mesmos b biis

sem codificacio.

No seu estudo, Ungerboeck avaliou a capacidade de canal de um canal
com rufdo do tipo AWGN, para cada modulagio em uma ¢ duas dimensdes por ele
abordada. Com base nesta andlise [2), fol mostrado que ma transmissio de b bits
por sinal com o emprego de uma constelagio de 2" sinals, quase todo ganho em
termos da capacidade de canal era obtido. Como conseqiéncia imediata, o codifi-

cador convolucional a ser utilizado deve apresentar uma taxa igual a R = LN e

b+l
a constelacio original serd sempre expandida por um fator de 2.

Deste fato segue que a estrutura do codificador de Ungerboeck deve
ser como indicado no diagrama em blocos da Figura 4.1, onde ¢ mapeamento do

segundo bloco € tratado na seglo que segue.

4.2.3. Mapeamentoe por Particéo de Conjunto

J4 é mais que notério a esta altura que os b+l bits codificados devem
ser mapeados em sinais da constelagio expandida. No sentido de maximizar a dis-
tincia dada em (4.1), a dupla codificador convolucional-mapeador deve ser esco-
ihida convenientemente. Embora conjeturdvel a busca da dupla dtima como um pro-

cesso unico, Ungerboeck a trata separadamente estabelecendo um procedimento

heurfstico para a obtengio do mapeador dtimo, e, uma vez este determinado, a

busca ao codificador convolucional étimo € entio realizada.
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Figura 4.1 - Estrutura do Codificador de Ungerboeck.
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A fim de compreender o procedimento adotado por Ungerboeck para a

obten¢io do mapeador 6timo, uma formulaglo ¢ Introduzida a seguir.

Seja § = {SO, SI, veer SM~1} um conjunto de M sinais no espago Eucli-

diano.

Definicdo 4.2.3.1 : O nimero de elementos de S, denotado por ]SI, ¢ chamado a

ordem do conjunto §S.

Definicdo 4.2.3.2 : O conjunto S é denominado bindrio se |8] = ZW, onde ¥ é um

inteiro positivo.

Definicdo 4.2.3.3 : A distincia minima d(S) do conjunto § € a medida:

d(S) = min {d (S.S)}
5,8 €S BT

1%]

Delinicdo 4.2.3.4 : Uma partigio de S, denotada por S/H, ¢ caracterizada por um

conjunto de |S/H| subconjuntos disjuntos H(a), a € {0,1,..,|S/H|-1} cuja unido

¢ S. O valor |S/H| ¢é denominado a ordem da partigio S/H.

Definicdo 4.2.3.5 : A particio S/H ¢ denominada bindria se |S/H| = 2.
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Definicdo 4.2.3.6 : A distincla Intrasubconjunto & assoclada & partigio S/H € a

medida:

O
i

min d (s, S")}.
ae{0,1,. .., |S/H|-1}
§',5"eH(a)
§?=#8"

Definicdo 4.2.3.7 : A partigio S/H ¢ denominada eqlitativa sc todos os subcon-

juntos H(a) possuem a mesma ordem [S|/|S/H| e a mesma distincia minima 3.

Considerando a partigio S/H do conjunto S, deveremos estabelecer uma
nova particio em cada um dos |S/H| subconjuntos, e repetir o processo até que
cada subconjunto seja um e somente um elemento de S. As definigbes subseqiientes

dizem respeito a esta situagdo.

Definicdo 4.2.3.8 : Uma cadeia de parti¢io de ¥ niveis S = s S(U/.../S(‘m é
(0}

caracterizada por  sucessivas partigdes do conjunto 8§ Isto €, o conjunto

S(0)

¢ primeiramente dividido em !S(G) S(l)(aﬁ)! subcon juntos S(l)(ao), onde a

distincia intrasubconjunto € 61. Cada um destes, em um segundo nivel, & subdi-
(1} (2) (2)

vidide em |S (ae)/S (ao,al) subconjuntos § (ao,al), onde a distincia In-

trasubconjunto € 62. E assim por diante até atingir o ¥-ésimo nfvel, onde cada

subcon junto S(m(_?__). a = (ao.a ,d. ), contém um e somente um elemento de

i P1
0
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Definicdo 4.2.3.9 : Uma cadela de particio de ¥ nfveis S = s S{I)/.../S(m ¢
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dita ser bindria se todas as ¥ partigdes envolvidas sfo bindrias.

Definicdo 4.2.3.10 : Uma cadeia de partigio de ¥ niveis S = S(O)/S(”/.../S(m

é dita ser eqiitativa se todas as ¥ partigdes envolvidas sdo eqiiitativas,

Em termos das definiges acima devemos caracterizar o "mapeamento por

parti¢io de conjunto”, adotado por Ungerboeck, da maneira que segue:

1) A constelacio deve ser um conjunto S = S(O) bindrio cuja ordem é 2\1:_

2) A  partir de S(m, estabelece-se uma cadela de partigio de ¥ niveis

S = S(O)/S(i}/.../s(m com as secguintes caracteristicas:
+ a cadeia deve ser bindria ¢ eqititativa;
o as distdncias Intrasubconjunto ai, i=0,1,...,%, associadas as parti-
¢ées envolvidas devem satisfazer:

69 < 51 < .8 (4.2}

‘I’?

®es = por definigio.

onde 60 é a distineia minima de § v

3) O vetor a = (ae,ai,...,a\l’_l), aj € {0, 1}, da Definigio 4.2.3.8 ¢ natural-

mente escolhido para rotular os subconjuntos S(m(g), ou mais precisamente,

os subconjuntos no  }-ésimo nivel sio rotulados pelas ] primeiras coordena-

(0}

das do vetor a. Portanto, no ¥-ésimo nfvel, cada sinal de § € rotulado

pelo  vetor a completo Sm(aﬁ,al,...,aw_'}), isto €, cada V¥-upla bindria
(0)

a = (ao,al,...a%l) ¢ mapeada no sinal S(‘p)(g) da constelagio S ', daf o

nome “"mapeamento por partigdo de conjunto”.
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A solugic do passo 2 nio € dnica (se existir), e, adicionalmente, os
rétulos aj podem ser permutados enirc os subconjuntos das partigbes gerando
outros mapeamentos. Entretanto, estes sfo equivalentes, desde que a condiglo
das distincias Intrasubconjunto crescentes seja satisfeita e apresente o mesmo
padrido. Esta condigio em (4.2) € indubitavelmente o ponto mals importante no
mapeamento por partigio de conjunto e conduz ao que Forney [4] chamou de Lema
da distdncia de Partigho, cuja prova ¢ perfeitamente dispensdvel se os concei-

tos Introduzidos nesta seciio foram entendidos.

fema 4.2.3.1 (Lema da Distancia de Panticdo [41) : se sV /sV/ 5™ ¢ uma

cadela de partigdes de ¥ mniveis cujas distancias al satisfazem {(4.2) segundo
0
( ))

k]

Ungerboeck, ¢ a e a’ sfo os rétulos dos subconjuntos (elementos de S

S(m(_a_} e S(W)(E’), respectivamente, entéo

By @),
dE{S @), s (3>} =5,

onde

j= min {: a * a;}.
O=i<y

Esta propriedade € fundamentalmente importante quando a Modulagic

Codificada Multinivel (Secio 4.3) € considerada.

A fim de ilustrar o procedimento adotado na parti¢fio ¢ mapeamento de
Ungerboeck, dois exemplos cldssicos sio fornecidos. A Figura Bl (veja Apéndice
B) considera a constelaglio circular 8-PSK, enquanto que na Figura B.2 (veja
Apéndice B) a partigio se di sobre a constelagio retangular 16-QAM.  Nestas
fizemos C” , = 8 por questio de conveniéncia, segundo o desenvolvimento do

Capitulo 5.
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As condigdes Impostas por Ungerboeck sobre a partigio sfio multo res-
tritivas, Alguns sistemas de modulagio codificada [8], [12] empregam partigdes
(e também constelagdes) nfo bindrias, o que requer a adogho de cédigos nio bi-
ndrios como conseqliéncia. Algumas consideragées sobre constelages e partigdes

sio feitas na Secio 4.4

4.2.4. Exemple e Decodificacdo de Sistemas TCM

Nesta segiio fornecemos um exemplo de um codificador de Ungerboeck e
fazemos alguns comentdrios sobre decodificagio e avaliagio de desempenho dos

sistemas TCM.

Eaxemplo 4.1 :Vamos considerar a constelagio 8-PSK da Figura B.1 (veja Apéndice

B). O codificador de Ungerboeck deve ser do tipo convolucional com taxa R = z,

3

segundo a SecZo 4.2.2, e portanto, uma transmissio de 2 bits/sinal € alcangada.
A Figura 4.2 mostra o codificador 6timo para 4 estados (K=2} e a correspondente
treliga. Nesta, a distincia Fuclidiana livre ¢ limitada pelos sinais das tran-
siches paralelas:

2 d2(s

free B

d §) = 4. (4.3)

0" T4

A partir do exemplo acima algumas observacies relevantes devem ser

mencionadas:

1) Devemos notar que a segunda entrada do codificador ¢ nio codificada. Devido

a condigio (4.2), podemos em geral deixar algumas entradas sem codificagio
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sem que a distincia livre seja diminufda, Isto porque para uma certa parti-
¢io, digamos ¥ = ¥, a distAncia intrasubconjunto 5\!/' é grande o suficiente
para garantir a distincia livre acima de um determinado valor. Deste modo,
para transmitir ¥ bits/sinal, € suficiente codificar ¥ s ¥ bits por meio de
um codificador convolucional de taxa R = ¥/(¥ + 1). Os ¥ + 1 bits codifi~
2@»(1

cados selecionam um dos subconjuntos da (¥ + 1)-ésima partigio. Os

¥ - ¥ bits dc informagio restantes especificam um dos Z‘F—W sinais pertencen-

tes ao subconjunto selecionade no passo anterior.

2) Percebemos facilmente que o codificador convolucional da Figura 4.2, apesar
de ser 6timo segundo a distincia Euclidiana, apresenta uma distincia livre
de Hamming unitéria. Isto o classifica como um péssimo codificador, uma vez
gue pode-se conseguir um dfrccm 3 (ver codificador da Figura 3.8), segundo a

distincia de Hamming.

No que concerne ao processe de decodificagio dos sistemas TCM, deve-
mos perceber que estes seguem o modelo de estado finito descrito no Capitulo 3.
Nestes termos, as seqiiéncias de sinais naqueles sistemas devem ser estimadas
pelo Algoritmo de Viterbi, onde a métrica de méxima verossimilhanga ¢ adotada.

Para este caso particular, a métrica se reduz a forma equivalente:
_ 2
m(x, y) = -d(x, y) (4.4)

Por outro lado, o desempenho dos sistemas TCM nfio € avaliado com fa-
cilidade. Primeiramente pelo fato da nfio linearidade que ¢, em geral, uma ca-
racterfstica destes sistemas. Como conseqliéncia o mnimerc de estados ("super-
estados”) a ser considerado é igual ao quadrado do que € necessdrio em sistemas

onde a linearidade estd presente, como apresentado na Segio 3.6. E, finalmente,
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Cod. Convolucional, R= 2/3
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—
(a)
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000(Sg  ,~  00D{Sp)
S

$.5,5,5,5,5,5,5, F—syi4

4 2 3 4 56 67

00

10

01
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(b)

Figura 4.2 - (a) Codificador de Ungerboeck de 4 Estados para 8-PSK

(b) Treliga.
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o procedimento do Capftulo 3 se restringe a sistemas sem transigbes paralelas

(Segio 3.2), que geralmente nio € o caso dos sistemas TCM.

Zehavi e Wolf [15] analisaram o desempenho dos sistemas TCM através
de uma Funcdo de Transferéncia modificada, que segue o procedimento do Capftulo
3. Entretanto, tal andlise se restringia a uma classe particular destes siste-
mas.

Duas medidas um tanto quanto desairosas, mais que s3o amplamente wti-

lizadas para avaliar o desempenho dos sistemas TCM sio:

1) O Ganho de Codificagio Assintdtlcol:
diree
Ga = 10 Iogm = R (4.5)

ref

onde d]ref ¢ a distancia Euclidiana mfinima de um esquema de modulagio nio co-

dificado operando com a mesma energia média.

2) A Probabilidade de Erro de Evento Assintético:

d
Pr(e) = N(d__ ). Q free { | (4.6)
Iee 20‘

2 ¢

onde N{d )} ¢ o némero médio de eventos de erro com distdncia d_ , o
free free
a poténcia (variancia) do rufdo por dimensio e Q(:) € a fungio de probabili-

dade de erro gaussiana [16]:

o 2
Qix) = S J‘ cxp[w -t--]dt. (4.7)

van x

1
O termo assintético corresponde a SNR -5 o,
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4.3. MODULACAO CODIFICADA MULTINIVEL

4.3.1. Conceitos Bdsicos

Antes de Ungerboeck ter introduzido o conceito de “"mapeamento por
particho de conjunto” e de ter estabelecido de fato a dependéncia entre codifi-
cagdo ¢ modulagio, Imai e Hirakawa {5] propuseram um método de codificagio mul-
tinivel {(ou multicamadas) que origilnou posteriormente uma classe importante de

Sistemas de Modulagio Codificada.

A Modulagio Codificada Multinivel [6]-[12] tem recebido grande desta-
que entre tais sistemas, devido ao fato de apresentar uma relativa facilidade
de projeto e permitir o use de uma estratégia de decodificagio multiestdgio,
que ¢ subdtima, mas apresenta vantagens na relagio descmpenho/complexidade

sobre os sistemas TCM da Segdo 4.2.

Seguindo o esquema de Imai ¢ Hirakawa, um diagrama em blocos geral de

um sistema de modulacio codificada de ¥ niveis € mostrado na Figura 4.3.

Um bloco de informagdo bindria 1 ¢ particlonade em ¥ blocos

!1,12,....31,, denominados  blocos componentes. Cada bloco componente _{{ tem

comprimento ki e ¢é codificade pelo codificador correspondente E, que produz o
bloco codificado _qi. A taxa do i-ésimo ceodificador, definida como Ri = e, €
determinada segundo alguns critérios a serem definidos.

Em um «certo instante t (t wum inteire), um vetor bindrio

£3)

()
voo= (Cx

. C;:?..,C‘;ﬂ) ¢ formado pelas componentes dos ¥ blocos codificados
no instante ¢, C?). i=1,2,...,%. Na Figura 4.3 este corresponde a uma coluna
na matriz que se forma nas saidas dos codificadores F‘z' Através do mapeamento
por partigdo de conjunto, o vetor v ¢ mapeado em um sinal de uma constelagio

contendo Z‘P sinais, X, o qual & seguldamente transmitido por um canal ruidoso.

O exemplo que segue ilustra melhor este processo de codificagéo.
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Figura 4.3 -~ Sistema de Modulagio Codificada de ¥ Niveis.
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Exemple 4.2 :Vamos considerar um Sistema de Modulagio Codificada de 3 niveis e

a constelagio 8-PSK, particionada na Figura B.1 (Apéndice B). Assim, se as pa-

lavras cédigo sio:

{t) (1+1) (t+2)

C1 (21 Cl 0 1 i

143 (t+1) (t+2)

C2 C2 C2 A ] o ¢ ...,
{t) {1+1) (1+2)

C3 C3 C3 1 1 )]

os vetores formados pelas componentes das palavras cédigo sio dados por:

= 0, 1, 15 v"*P= @, 0, ; VY=, 0, 0 ..

Seguindo o mapeamento por particio de conjunto da Figura B.1, a seqiéncia de

sinais transmitida serd entio:

v(t) v(Hl) v(t+2)

l d d

S Ss 5

A questio fundamental neste sistema é que os bits codificados do
i-ésimo nfvel selecionam subconjuntos da i-ésima partico, que estd associada a

uma distancia intrasubconjunto Bi.

A distdncia Euclidiana minima ¢ facilmente determinada guando conside~
ramos os cddigos componentes como sendo de bloco € de mesmo comprimento [6],

isto €, Ei = {(n, ki, di), onde di € a distincia minima do i-ésimo cddigo. Neste

¥
caso, a cada bloco de informagio I contendo ¥ kl bits deve corresponder uma
1=1

matriz cddigo de ordem ¥ x n, formada pelas palavras cédigo dos cédigos compo-

nentes. Assim sendo, uma matriz € chamada de matriz cédigo se e somente se cada

linha € vwma palavra cédigo do cédigo correspondente.
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Se conslderarmos duas palavras cddigo distintas no primelro nfvel, o
nimero de bits em que clas diferem € pelo menos dl. Comeo para cada posi¢io em
que elas diferem uma distincia Euclidiana quadritica de pelo menos af separa oS
correspondentes sinais no espago Euclidiano, teremos que a distdncia Euclidiana

quadritica minima da matriz cédigo deve satisfazer.

2 2
dM z d161'

Se as duas palavras cédigo no primeiro nivel sio idénticas, as palavras cédigo
do segundo nivel devem diferir (se distintas) em pelo menos dz bits. Sendo 3, a

distancia intrasubconjunto da segunda paftigao deveremos ter:

2 2
dM z dzaz .

Raciocinando de maneira andloga nas demais partigbes, chegamos i distancia

Euclidiana quadritica minima do cdédigo total como sendo:

2 2 2 2

d = min[dlal, d282, ey dw%}' (4.8)
O resultado dado em (4.8) também ¢ vdlido quando cddigos convolucio~

nais sio utilizados em cada partigio, onde ::li ¢ entendidec como sendo a distin-

cla livre de Hamming do i-¢simo cédigo. Nestes os comprimentos dos blocos n

podem ser distintos e a matriz cédigo pode ser considerada com um nimero infi-

nito de colunas (para uma comparagio com 05 cdédigos de blocos).

Uma caracteristica dos sistemas de modulagido codificada multinivel de
suma importdncia decorre da equagio (4.8). A partir desta percebemos que, para
uma dada constelagio e partigio, aumentar as distincias de Hamming dos cédigos
componentes dl traz, como conseqiéncia, um aumento na DEQ livre do sistema.
Nestes termos, um bom sistema deve apresentar os cddigos 6timos segundo a dis-
tincia de Hamming, em oposigio aos sistemas TCM onde uma nova busca € reque-

rida.

109



A escotha das taxas deve ser feita segundo a eficiéncla espectral

desejada:

¥
R = [ R bits/sinal, (4.9)

e a dos cddigos componentes para satisfazer uma DEQ livre, fornecida a partir

da equagio {(4.8), determinada pelo projetista.

Em geral, de acordo com a Segio 4.2.2, a eficiéncia espectral € esco-
lhida para ser R = ¥ - 1 bits/sinal, ¢ os produtos diaf feitos aproximada-—
mente constantes para uma protecgdo mals uniforme dos bits de informagido. Para
este dltimo caso, os cddigos das primeiras partigbes sfo naturalmente mais po-
derosos para compensar as pequenas distinclas intrasubconjunto. A medida que

descemos na cadeia, cédigos com menor capacidade de corregio sdo requeridos.

Alguns exemplos de sistemas de modulagio codificada multinfvel sao

fornecidos no Capitulo 5.

4.3.2. Decodificacio Multiestdgio

A prépria estrutura multicamada sugere uma decodificagio estdgio por
estigio, uma vez que a decodificagdo por mdxima verossimilhanga para este
sistema € bastante complexa (sobretudo para ¥ = 3). Na Figura 4.4 € mostrado o

circuito de decodificagio multiestdgio sugerido por Imai ¢ Hirakawa [5].

No primeiro estdgio, a seqiéncia (Y} entra na Unidade de Computo de
Métrica (UCM). Esta unidade computa a métrica seguindo duas etapas. Na primeira

etapa, o nimero de sinais a ser considerado no processo € reduzido para 2 (pois

a particho ¢ bindria). Cada um destes sinais representa (designa) uma subcons-

telacio da partigdo. Eles sio escolhidos como os dois sinais mais proximos do
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sinal recebido Y no espago Euclidiano, ¢ constituem o que Pottic ¢ Taylor [8]
chamaram de "constelagdo bédsica". A segunda e iltima etapa € o prdprio computo
da métrica, o qual ¢ realizado sobre a constelagio bdsica. A seqliéncia de mé-
tricas {m} obtida € entio usada no decodificador b, o qual produz a2 seqliéncila
cédigo estimada (&1}. Esta por sua vez ¢ utilizada como informagio lateral in-
dicando as subconstelagdes da primeira partigio que deverfo ser consideradas
pelos estdglos subseqlentes. A seqliéncia de iInformagio estimada {g 1} ¢ pronta-
mente extraida da seqiiéncia {él}. O canal visto pelo decodificador D, ¢ sim-

plesmente o canal Gaussiano.

No segundo estdgio, ¢ daf por diante, o mesmo procedimento € adotado
para estimar a segliéncia cédigo {éi}, baseada nas subconstelagbes designadas
pela informagdes laterais {63}' i < i. Nesta situagio, o canal visto pelo deco-
dificador i)i é o canal Gaussiano com a adicional incerteza das informagées la-
terais. O tempo demandado na decodificagio do i~ésimo estigio € compensado pela
unidade de retardo bi, que torna os simais Y e éi disponfveis para os estdgios

subseqlientes.

A partir do que fol dito fica claro que, se os cddigos componentes
sio de bloco, entio toda a palavra deve ser decodificada em um dado estdgio
para que o decodificador do estdgio seguinte comece a operar. No caso de c6di-
gos convolucionals, todos os decodificadores operam continuamente, devido &s

razoes fornecidas na Segio 3.3 sobre o truncamento da memdria de caminho.

Esta estratégia de decodificagio ¢ inerentemente subdtima uvma vez
que, se a informagdo lateral passada aos estdgios subseqientes ndo for correta,
estes ultimos de maneira catastréfica cometerio erros de estimagic com alta
probabilidade. Por outro lado, a complexidade é fortemente diminuida quando

comparada ao processo de decodificagio por mdxima verossimilthanga (MLD). No

caso dos cédigos de bloco, por exemplo, o nimero de comparagles {(que ¢ o nimerc
k

de matrizes cédigo) na decodificacio MLD € 2 ! Este mimero na decodificagio
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k
multiestdgio cal para T 2 ', Quando cédigos convolucionais sfo wtilizados, o

comprimento total de memdria K (ou o nimero de estados) € considerado para a
comparacio. Em termos efetivos, a redugio de complexidade transcende a suboti-

malidade, sobretudo para altas relagdes sinal-rufdo,

4.4, ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE CONSTELACOGES DE SINAIS

E cvidente, a partir do que fol apresentado neste capftulo, que tanto
a constelagio como a particio desta ocupam um papel de grande importincia nos
sistemas de modulagio codificada. O objetivo desta segio suplementar ¢ fazer
referéncias a algumas formas de constelagbes e partigées que deram origem a
novas classes de sistemas de modulagio codificada, embora conceifualmente rela~

clonadas com as classes descritas neste capitulo.

Uma primeira mostra ¢ encontrada em [17] (Divsalar et.al)), onde se
verifica que a introdugio de uma conveniente assimetria nas constelagbes MPSK,

M-AM e QAM proporciona um ganho no desempenho do sistema TCM correspondente.

Uma forma alternativa de constelagiio para sistemas TCM € proposta por
Padovani e Wolf [18], onde uma combinagio das modulagdes FSK e PSK bem como FSK
¢ QAM ¢€ sugerida. Este casamento gera constelagbes em mals de duas dimensoes.
Alguns sistemas TCM ({codificadores convolucionais) utilizando tais constelagBes

foram projetados por Markman [3].

Calderbank e Sloane [19] constataram que uma constelagio poderia ser

conslderada como um subconjunto finito de um reticulado n-dimensional (conjunto
de pontos no espago R que formam um grupo abeliano sobre a operagio de adigdo

[20]). Os subconjuntos que constituem a partigio sic designados para serem um
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subreticulado e as suas classes laterals (cosets). Os sistemas TCM baseados
nesta construgio foram posteriormente chamados de cdédigos de classes laterals

("coset codes"), segundo Forney [41.

A mesma abordagem de reticulados/subreticulados foi feita para siste-
mas de modulagio codificada multinivel por Calderbank [7]. Posteriormente,
Pottic e Taylor [8] chamaram de cédigo de partigio qualquer cddige que envolve
particio de conjuntos, para a qual uma relagio de equivaléncia sempre pode ser
associada, onde os subconjuntos da partigho s3o classes de equivaléncla

distintas.
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CAPITULO 5

A DECODIFICACAO MULTIESTAGIO GENERALIZADA
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5.1. INTRODUCAO

Na Secdo 4.3, discorremos sobre os Sistemas de Modulagdo Codificada
Multinivel, que formam uvma classe importante da Modulagio Codificada. A Decodi~
ficagio Multiestdgio, para aqueles sistemas, foi referida como sende um esquema
alternative que € subdtimo, mas apresenta vantagens na relagfio desempenho/com-
plexidade sobre a Decodificacio por Méxima Verossimilhanca. Esta subotimalidade
surge a partir da incerteza da informagdo lateral passada aos estdgios subse-

qiientes,

Da forma que € sugerida por Imai ¢ Hirakawa [1}, a Decodificagio Mul-
tiestdgio (aqui referida como decodificagdo convencional) nio envolve nenhum
tratamento no sentido de reduzir o efeito da informagio lateral errada. Kofman
et. alf. [2], apresentaram uma versio modificada do decodificador convencional,
onde a amplitude da safda do canal Gaussiano ¢ convenientemente limitada (por
meio de um limitador suave) antes de serem processadas pelos estdgios de deco-
dificagdo. Esta limitagio do sinal favorece a probabilidade de erro quando a
informagdo lateral estd ecrrada. Por outro lado hd um desfavorecimento para a
situagdio  oposta. Adicionalmente, esta  estratégia se  aplica  apenas s
constelagdes circulares (M-PSK). Naquele trabalho, apenas a constelagio 8-PSK
foi levada em consideragdo, onde foi conseguido uwm ganho (de aproximadamente
0.2 dB), para altas SNR, sobre o Cddigo de Ungerboeck (TCM) para a mesma com-

piexidade.

Nesta tese, propomos uma estratégia de decodificagio [13] e [14] que
apresenta um desempenho superior ao da decodificagio convencional. Na verdade,
a estratégia proposta gera uma classe de decodificadores multiestdgio, da qual
o decodificador multiestdgic convencional, bem como o decodificador multiestd-

gio o6timo (a ser determinado nas segdes que seguem), sio casos particulares. Na

Secdio 5.2, a estratégia proposta ¢ apresentada. A andlise de desempenho desta,

119



¢ conseglientemente do decodificador convencional (uma vez que este € visto como
um caso particular), & tratada na Segio 5.3. Nesta, expressbes para a probabi-
lidade de erro de bit (que levam em consideragio o efeito da informacglo lateral
errada) para as constelages 2°-PSK e 4'-QAM sio fornecidas. Finalmente dois

exemplos sic encontrados na Se¢io 5.4.

5.2. A ESTRATEGIA DE DECODIFICACAO PROPOSTA

Na seglo que segue, apresentamos a estratégia de decodificagio pro-
posta, mencionada na Segdo 5.1. A idéia bdsica nesta proposta ¢ considerar a
informacgio lateral dos estdgios anteriores, quandc em erro, como um sinal con-
fundidor (do inglés: jJamming signal). Deste modo, o canal visto a partir de
cada estdgio (exceto pelo primeiro) pode ser modelado segundo a Figura 5.1,
onde a varidvel z represenfa o estado do canal, que pode assumir os valores
z=0, indicando que o sinal confundidor nio estd presente (ou que a informagao
lateral estd correta); ou z=1, indicando a situagdo contrdria. O decodificador
correspondente ¢ ent3o tratado segundo uma analogia aos sistemas "anti-jam"

considerados em [3].

O circuito de decodificagdio proposto ¢ mostrado na Figura 5.2, o gual
apresenta a mesma estrutora bdsica do decodificador convencional da Figura 4.4,
a menos da nova unidade que estima o estado do canal (UEC). O procedimento de
decodificacio no primeiro estdgio segue da mesma maneira do decodificador con-
venclonal. No segundo estdgio, e daf por diante, devemos considerar o estado do

canal estimado z, fornecido pela UEC. A partir desta informagio, um custo c(z)

*
Embora estc seja reconhecido como um problema de dete¢io usaremos este termo.
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Figura 5.1 ~ Modelo de um Canal com Confundidor (jammer).
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Figura 5.2 - Circuito de Decodificagiio Proposto.
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serd multiplicado pela métrica, que se torna c(z).m. O custe c¢(z} iIndica para a
UCM quio confidvel, ou quio relevante, deverd ser a métrica correspondente no
processo de decodificagdo. Afora a integragdo do custo i métrica, o procedimen-

te de decodificacio € o mesmo do decodificador convencional.

Devemos notar que o estado do canal z no i~ésimo estdglo, € estimado
a partir da informacio lateral dos estdgios anteriores C}, j = 1,2,...,1-1, bem

como do sinal recebido Y. Portanto, podemos escrever esta varidvel como sendo

~ 7 A s

z&z(Cl,Cz,...,C Y}. Na secio seguinte apresentaremos alguns casos particula-

i-1'

res, guando a andlise de desempenho € considerada.

5.3. ANALISE DE DESEMPENHO DO DECODIFICADOR MULTIESTAGIO

GENERALIZADO

A partir da Figura 5.2, identificamos que o decodificador convencio-
nal € um caso particular quando fazemos c(0)=c(1)=1. Nesta segdo, estabelecere-
mos um procedimento geral para a andlise de desempenho quando os custos c{;)
podem assumir qualquer valor no intervalo [0,1]. Neste intervalo, para cada es-
tégio ¢ para uma dada relagdo sinal-ruido, os custos sdo determinados de modo a
minimizar a probabilidade de erro. Isto conduz ao decodificador multiestdgio
6timo, que, portanio, também ¢ visto como um caso particular desta classe ge-

ral,

5.3.1. Procedimento Geral

O sistema que consideramos wutiliza um cdédige convolucional em cada
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estdgio. O algoritmo de Viterbi é selecionado para estimar as seqliéncias cédigo
{6}}, e a métrica c(;).m nfo quantizada permite uma decisio suave. A andlise de
desempenho segue da técnica de Funcio de Transferéncia como abordada no Capitu-
lo 3. Seguindo o procedimento adotado por Wolf [4], uma trelica e corresponden~
temente uma Fungido de Transferéncla para cdédigos de bloco pode ser obtida, onde
os estados (os vértices da trelica) sido determinados pela combinagio das colu~
nas da matriz de paridade H. Isto torna a andlise a ser desenvolvida extensfvel

a esta classe de cédigos.

O canal € assumido ser Gaussiano sem memdria e os erros sdo aleato-
riamente distribufdos. Entrelagadores ideais podem ser utilizados com o propd-

sito de garantir esta iltima suposicio.

A probabilidade de erro de bit do sistema total, denotada por Pb , €

fornecida por

¥
z R.P (5.1)

onde R ¢é a eficiéncia espectral dada em (4.9) ¢ Pb ¢ a probabilidade de erro
i

de bit do i-ésimo decodificador. Na nossa andlise, devemos usar a probabilidade
de erro de bit codificado como uma forma de medir a confiabilidade da

informagio lateral passada aos estdgios subseqiientes. As quantidades Pb e Pc
i i

sio fornecidas a partir das expressées (3.94) ¢ (3.95), respectivamente, que

s30 reescritas aqui por conveniéncia:

p s 1~ " , (5.2)

(1)
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P =D — s (5.3)
D(i}

onde o fndice { indica o i-ésimo estéglo,

W para cada estdgio quando

Estamos agora interessados em avaliar D
uma dada constelagio no espago Fuclidlano € considerada. Para tanto, vamos re-
escrever a equacgio (3.14) numa forma simplificada e com os sinais definidos

para o sistema em foco:

D(A) = E[cxp[;\{m(;,y;;) - m(x,y;;)l}

x], para qualquer Az0, (5.4)

Na equagio acima, o nimero de sinais vizinhos 5] devem ser computa-
dos. As defini¢bes que seguem estendem o conceito de vizinho para uma situagio

nova gue surge em sistemas de Modulagio Codificada Multinivel.

Delinicdeo 5.3.1.1 : Seja S = {So’si"”'SM~1} um conjunto de M sinais no espago

Euclidiano, e considere um subconjunto C < S. Para um dado sinal transmitido Sz

¢ C, um sinal Sj e C ¢ dito ser vizinho em C, se o seguinte é verdade:

dE(St,SI) e Sm;g {dE(St, Sk)}. (5.5
k
Sktst

A nova situagio supramencionada aparcce quando, s um erro de decodi-

ficagio ocorre no I-ésimo nivel da partigio, ou seja, se a subconstelagio ¢
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erroneamente selecionada neste nivel, entfo todas as subconstelagles em qual-
quer nfvel } > ¢ que serdo consideradas para coémputo de métricas ndo contém o

sinal transmitido. Para este caso se aplica a seguinte definicdo de vizinho.

Definicdo 5.3.1.2 : 5eja § = {SO,SI,....SM_I} um conjunto de M sinais mo espago

Euclidiano, € considere wum subconjunto C < S. Para um dado sinal transmitido
S, e (S - C), um sinal Sj € C ¢ dito ser PW-vizinho (do inglés: Probability-

wise-neighbor) de um sinal referéncia Si € C em C, se o seguinte € verdade:

P(S, +8) = max {P(S + 5 )} (5.6)
i j S eC i k
k

Sk:tSi

xt é transmitido

A questdo relevante € que o sinal transmitido ndo pertence ao subcon—
junto considerado C. Para incluir ambas as sitvagdes acima em (5.4), devemos
introduzir a métrica genenalizada a qual se aplica ao ruido Gaussiano com média

nula e variancia ¢’ por dimensio e € definida como

A c(E).d;(y,x')

mix,x’,y;z} = - . (5.7

. 0*2 x é transmitido

onde: x € o sinal transmitido; y € o sinal recebido; %x° ¢ um sinal referéncia;
z € o estado do canal estimado ¢ a constante 1/ac’ ¢ adotada por conveniéncia

com o > {.

Vamos agora considerar o espago R® com os sinais definidos acima,

como indicado na Figura 53. A saida do canal perturbada pelo ruido aditivo no

instante t €
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y{t) = x(t} + nlt), {(5.8)

onde n{t) ¢ um rufdo faixa-estreita {6] (do ingiés: narrow-band noise) com mé-

dia zero e varifncia o*z. Expandindo (5.8}, esta se torna

y(t)} = [x +1n (t)] cos{w ¢} - [x +n (t)] sin{w ), {5.9)
p P < q q ¢

onde os indices "p" e "q" denotam as componentes em fase e em quadratura, res-
pectivamente. Os sinals € o ruido ocupam a mesma faixa cufe freqifncia central
é WE/Z‘R (Hz). As componentes em fase e em quadratura do sinal y(t), sio respec-

tivamente:

(5.10)

et
il
v
+
-

(5.11)

e
]
»
+
o

onde o tempo ¢ foi suprimido por questdao de conveniencia. Devemos notar que y

P
e yq representam varidveis aleatdrias gaussianas, independentes e com médias xp
e xq , respectivamente. Substituindo a métrica generalizada dada em (5.7) na

equagio (5.4), teremos

D(A) = [cxp{hc(z) [d {y,x’) - a’ {y, x)]/ac o } }
x#2x’

[cxp{}\c(z) y—x) +(y x) -(y—x)—(y-x)}/extr}

H

] x#x’

[exp{kc(z) 2 y (x - x’)+ y (xq— X )]+ (xP - ;:;)4* (x";zw X )]/ao- }

]X*X

(5.12)
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Vamos assumir, por questio de brevidade, que c¢{z) é uma quantidade

determinfstica, digamos £. Entiio deveremos ter

' 2 v 2 "2 2
D(x} = GXP{RE{(XPZ - x?) + (xq - xq)}/ex.a } .

. E[exp{)\& [Z[yp(;cp - x;) + yq(;:q - x:})”/oz.wz}

"}5] " . (5.13)

x#x’

Utilizando a fungdc caracterfstica de wuma varidvel aleatdria gaus-

siana v com média p e varidncia o [71:

2 2
C(jw) = E[exp{j“’v}] = exp{ij -Xe } ,
2

ou substituindo ¢ = jw

2 2
Clg) = Efexplev})] = exp{cpp + 27 } , (5.14)
2

na equacldo {5.13) esta se torna

400\&'[1( (x -x")+x (x —x')]+4h2§2[(; —x" Y(x —x’)z}
P P P 4 49 § P P q 4
D{A)=ex

2 2
e .0

20AE [(x’ 2—;2)+(x'2—;2)]
p P q q
. ex . (5.15)
2

2
20 .o

A expressio acima pode ser usada no caso da informacgio lateral corre-
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ta bem como errada, com o correspondente nimero de vizinhos on PW-vizinhos mul-

tiplicando a exponencial.

§.3.2. O Case da Constelacio 8-PSK

Vamos considerar a constelagio 8-PSK, a qual € particionada segundo

Ungerboeck e mostrada na Figura B (veja Apéndice B). Em conformidade com o

Capftulo 4,

nal.

a eficiéncia espectral R para este sistema deve ser de 2 bits/si-

Vamos assumir, sem perda de generalidade para o caso em andlise, que

o sinal Se foi transmitido.

12 estdgio:

22 estdgio:

O canal visto pelo decodificador Dl ¢ o canal Gaussiano. Substi-

tuindo os valores (ver Figura B.1)

X =% =1; X =x =0 x; cos(2n/8); xq= sin{2n/8); € = 1

em (5.15) e minimizando esta com relagio a A devemos ter

pY = 2expd- 0'526 . (5.16)
8¢

Portanto, as probabilidades de erro de bit e bit codificado do pri-

meiro estdgio sio obtidas substituindo (516} em (5.2) e (5.3),

respectivamente.

Neste caso, os possfveis erros do primeiro estdgio devem ser leva-
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dos em consideragiio. Eles ocorrem com probabilidade Plz=1) = Pc .
1

Substituindo os valores {ver subconjuntos Cl =0 e C1 = 1 na Figura

B.1)
(x =x"=1 (x =1, %x =0
P P P q
X =x'=0 x' = cos{n/4), ¥’ = sin{n/4)
J7a T c }p q
x =0, x =1 x = cos(~n/4), x = sin(-n/4)
P q P ]
€ = c(0) | € = c(1}
para z=0 para z=1

em (5.15) ¢ minimizando esta com relago a A devemos ter

@ -2¢(0) + c(0)? c(1)?
D = 2ex + Pc ex

40'2 1 40*2

(5.17)

Na expressio acima, estd implicado que o estimador do estado do
canal sempre acerta. Agui devemos decidir sobre o estado do canal
com um simples {este de nagdo de mdxima mencasimifhanca {7}, (8l
No caso em andlise, os sinais Sg, Sz’ S4 e Sé sio considerados como
a hipdtese "0" e os sinals restantes como a hipdtese "1". Isto €
mostrado na Tabela 5.1.

A partir da Figura B.1 {Apéndice B} e¢ da Tabela 5.1, a probabili-
dade de ocorrer um erro na estimacio do estado do canal, denotada
por P“ , ¢ dada por:

2

Pcs; P[y € [AIU AUAU A,J 150] = J ple)de  (5.18)
AUAUAUA

onde [6], [8]:
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Tabela 5.1 - Determinagdo de z = z(Cl, v}

r REGIOES . -
: CONTENDO C, z
0O SINAL Y
]
]
l
| Ap Nys A, AL 0 0
b Ag. Az, A4. A6 1 i
,
| As Ay A, A 0 1
' S S 1 0
r
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3¢ estdgio:

2
pe(9)= .—1 exXpd - ._ii + mm}m“ﬁ"f COS(G)@X _ sin ;6) -
o 2 {2n0?] 2¢

1- 1 erfe °°5(f) (5.19)
2 2o

€ a funcdo densidade de probabilidade da fase do sinal y, quando So
¢ transmitido. A fungdo enne complementan erfc(.) acima € definida
como [6):

(]

erfc(u) = 2 J exP{wvz} dv,

n u

Quando z € estimado erroncamente os custos c(0) e c(1) sdo permuta-

dos. Entdo, com um ligeiro abuso de notagiio (5.17) se torna

2 2
p® < |pexpl=26(0) +2c(0) + P ex c(zg {1 _p } .
4o “ 4o 5
2 2z
+ |2ex -2c(1) +2c(1) + P ex c(O; p (5.20)
40 Y dc )

As probabilidades de erro de bit e bit codificado para este estdgio

sio entio fornecidas substituindo (5.20) em (5.2) e (5.3), respec-

tivamente.

Agora erros de ambos os estdgios anteriores devem ser considerados.
A probabilidade de erro € P(z=1) = P(z1=1,2230) + P(zl=0,22=1} *
P(zl=l,zz=1) = P(zl=l ou zz=1}. Este valor pode ser limitado supe-

riormente pela "Union Bound” P(z=1} = Pc + Pc . Devemos considerar
1 2

a subconstelagio mais provdvel para o caso em que a informagio la-

teral estd errada, ou seja, C1C2 = 01 (ver Figura B.1). Substituin-

do os valores:
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[(x =x" =1 [(x =1,%" =0
P P P p

x =x"=0 x =0,%x =1

1 s q e I q

X =~1, %x =0 X =0, x = -1
P 9 P 9

€ = c{0) | € = c(1)

para z=0 para z=1

em (5.15) ¢ minimizando esta com relagio a A devemos ter

2 2
NS exp{wc(o) + 0.5¢(0) } ST }cxp{cm } _ 521)
2 € ¢ 2
o 1 2 2e¢

Neste caso, o estado do canal € fornecido pela Tabela 5.2 ¢ a pro-

babilidade de ocorrer um erro na estimacido do estado do canal, de-
notada por P ¢ dada por:
3
Pcs; P[y € [AlU AUAUAUAU A,J] = j p (e)de .
AlU AZU Asﬁ ASU A6U f\7

(5.22}

A desigualdade acima segue do fato de que os eventos de nimero 7,8,
10,12,14 e 15, na Tabela 52, nio representam um erro de estimagio
s¢ S ¢ o sinal transmitido. Por exemplo, no 72 evento da Tabela

0
52, z = 1 € uma estimagio correta desde que os valores CiC2 = 10
sio diferentes dos valores verdadeiros C 1(22 = 00, Entretanto a in-
tegral em (5.22) € incondicionalmente sobre as regibes A e A

Entdo (5.21) se torna

2
p® < exp{—cm) + 2.5::(0) } " {Pc 3

(e i

2
o lexplme() * 0.5c()7] | {P .
o’ ‘1
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]ex 6(1)2 {1 - P ] +
2 20 c'E:«!

2
P ] expl & (0: P (5.23)
02 Cﬁ3
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Tabela 5.2 - Determinago de z = z{(C, C_, y)

i 2
EVENTO REGIOES . .
CONTENDO cc, z
0 SINAL Y

1 hor A, 00 0
2 A A, 1
3 Ay, A, 10 1
4 A, A, 11 1
5 A, A, 00 1
6 A, A, 01 0
7 Ay, A, 10 1
8 Ay, A, 11 i
9 AL, A 00 1
10 A, A, 01 1
11 AL A 10 0
12 A, A 11 1
13 A, A, 00 1
14 A, A, 01 1
15 Ay, A, 10 1
16 Ay, A 11 0
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Como nos estdgios anteriores, as probabilidades de erro de bit e bit
codificado podem ser obtidas substituinde (523) em (5.2) e (53),
respectivamente.

A partir dos valores de p® para cada estdglo, fornecidos por
(5.16), (5.20) e (5.23), devemos otimizar (520) e (523} com
relagio aos custos c(;), o que conduz ao decodificador dtimo. Agora
se os custos sio escolhidos para serem c(0)=c(1)=1, o limitante de
desempenho € particularizado para o caso do decodificador conven-

cional.

£.3.3. O Caso da Constelacio 2°-PSK {Generalizacio)

A distribuigio circular dos sinais na constelagio M-PSK, quando M €

uma poténcia de 2, apresenta uma simetria que torna possivel uma extensio do

caso da seclo 5.3.2. Neste caso, os valores de p® para cada estdgio sio for-

necidos da forma que segue:

1% estdgio: Teremos

2n
1 - CGS[—M——]

% 2ex ) {5.24)

4¢2

D(1)

i-ésimo estdgio: Aqul devemos substituir os valores
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X =1
P
X =0
{ q
X =x' = 1 £ -
P P , zi”ln
xp=cas
x =x' =0 . M
q q
(L i-1 )
< £ = ¢c(0) e 4x'=sin2 L
4 M
'i \ .
P ’ £ = c(1)
| M
~ 2t iy
N rZin X = 08
xq-*:sin——-,para 7=0 ] P M
X \ M
- 1—1‘!
X = - gin , para z=1,
. q M

em (5.15) ¢ minimizar esta com relagio a A. Assim, para o

i-ésimo estdgio, devemos ter

e r 3

i
[zc(o)~c<e)”] [cos{%} ~1] -
.+ g P ] .
‘I

D(i}s 2exps

M)
. eXpH {1 - Pm} +
¢

2 20 n
[ZC(I)—C(I) ][cos[——ﬁ—} ——1] 1
+ [2ex + Z Pl
40.2 =1 i
[ i-1.4)
c({))zsin2 (2 v I]
. EXPA : P“; i=2,3,..,(iog2M}~1, (5.25)
2 i
Zo
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[
[ r 2 2 : (4 ‘
[2(:(0)"0(0) }[cos[m} ~1]
) M N
DV = lexps y + ZPC ’
4o J=1 )
. \ 4
i-1.4)]
c(i)zsinz[z = "]
. exX [l - P } +
2 “
pL
_ . : \
2 2=
[2&:(1) c(1) ][cos{uﬁ»] 1] i1
+ jexp 4 Z Pc
4ot =1
" \ A
114}
(:(0)231112 (2 M n}
. ex X P s imﬁogzM (5.26}
2o
onde
(4j-1)1
M/zi M.z(z'i)
P“i = 2 ): J’ pe(e)de ; i=2g3,..,.,log2M. (5.27)

j=1 " {45-5)m
M2 2D

5.3.4. O Caso da Constelacio 4 -QAM (Generalizagio)

Para uma constelacio retangular contendo M = 4" (1 um inteiro positi-

vo) sinais, uma cadeia de partigdes bindria de 2t nfveis é realizada segundo
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Ungerboeck. Em conformidade com o Capitulo 4, a eficiéncia espectral R para

este sistema deve ser de (2t - 1) bits/sinal.

Na Figura 5.4 uma representagio construtiva para a constelagio retan-
gular € mostrada. As letras A, B, C e D representam pontos de sinais no espago
Euclidiano bi-dimensional. Definindo SA como sendo o conjunto de todos os si-

nais com rétulo A, SA como sendo o conjunto de todos os sipais com rétulos A

B
ou B, e assim por diante, o conjunto S AB representa a constelagio em andlise.
Comegando com o caso mais simples, a saber T = 1 (4-QAM), podemos construir a
constelagio 16-QAM repetindo a estrutura anterior trés vezes como indicade na

Figura 5.4. Repetindo o mesmo procedimento mais uma véz a constelacio 64-QAM ¢

gerada, e assim por diante.

er notad 1 e 8 S
Deve ser n 0 que as constelagbes SC, SAB ABCD sdo subcon juntos

do reticulado Z* (o conjunto de todos os pontos (x, ¥) : x, y € Z), ¢ que as
constelacOes S K SB' SI) e SAB c sdo subconjuntos do reticulado o’ (uma versio
do reticulado Z° rotacionada de 45° e expandida por um fator multiplicative de
21/2)‘

No caso das constelagbes retangulares, o numero de vizinhos e PW-
vizinhos merecem uma atengdo especlal. Os teoremas que seguem dizem respeito a

estas (uantidades, que serdo apresentadas primelro que a derivagio de p?,

Vamos assumir que todos os sinais da constelagdo sdo eqiiproviveis.

Jeonema 5.3.4.1 : Na definigdo 5.3.1.1 se § € o conjunto S, ¢ C o subconjun-

BCD

to SAB, entdo o mimero médio de vizinhos em C sobre todos os possfvels sinais

transmitidos s eCe dado por;
N(@) = 401 - 27, (5.28)

onde 4'r € o mimero de sinais em SAB'
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- Representagio Construtiva para os Conjuntos

Figura 5.4

Retangulares, SAB ¢ a Constelagio 4‘t-0AM.
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Proxsa : Na constelagho retangular o ndmero de vizinhos depende da posigio em

que o sinal transmitido se encontra. Se ele é um dos n, sinais no interior da

constelagéio, ele tem quatro vizinhos, enquanto gue os n, sinais das laterais ¢

os n sinais dos vértices tém, cada um deles, trés e dois vizinhos, respectiva-

mente, Na constelagio S AB estes numeros sio n = 23T L T, 4, n = 42" -

2} e n, = 4. Como todos os sinals sdo eqiprovivels, o mimerc médio de vizinhos

¢ dado por:

4n_+ 3nL + ZnV

Nl(r) =

n +n +
1 L nV

Substituindo os valores de n,n ea em Nl(‘r}, apds algumas manipulagdes al-

gébricas chegamos a:

N (1) = 41 - 2",

Jeonema 5.3.4.2 : Na definicdo 53.1.1 se S € o conjunto SABCD e C o

subcon junto SA, entio o mimero médio de vizinhos em C sobre todos os possivels

sinals transmitidos St € C € dado por:

1—1‘2’)

N (1) = 4(1 - 27T o1 Ty, (5.29)

onde 41'/2 é o numero de sinais em SA.

Prnousa : Como no teorema 5.3.4.1, s¢ o sinal transmitide ¢ um dos n, sinais no
interior da constelagio, ele tem quatro vizinhos, enquanto que os n das late-

rais ¢ os n, dos vértices tém, cada um deles, dois ¢ um vizinho, respectivamen-

1

te. Na constelaciio S , cstes nimeros sio n= 22" 240" D, n= 42" D

L
e n, =2 Como todos os sinais sdo eqliprovdveis, o nimero médio de vizinhos €

dado por:
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n_ + 2n_ +
L n

Nz{r) = v .
+ +
S B

Substituindo os valores de n,n e n, em N 2(1‘) teremos

N(¥) = 401 - 272T - o1,

Jeonema 5.3.4.3 : Na definigio 53.1.2, se § € o conjunto SABC e C o subcon~

junto S, entio o mimero médio de PW-vizinhos em C sobre todos os possiveis
sinais transmitidos St € SAB (o sinal referéncia ¢ sempre escolhido como sendo

o sinal mals préximo de St) ¢ dado por:

....."t)

P,(x) = 201 - 27%% LY, (5.30)

onde 4° & o némero de sinais em SAB'

Pnosa : Se o sinal transmitido St € SAB ¢ um dos n,, sinais dos vértices que
pertencem a SA, o sinal referéncia tem dols PW-vizinhos, enquanto que se ele &
um dos o, sinais dos vértices que pertencem a SB’ existe apenas um PW-vizinho.
Se o sinal transmitido € um dos n . sinais da lateral superior ou esquerda, o
sinal referéncia tem apenas um PW-vizinho, enguanto se ele é um dos n . sinals
da lateral inferior ou direita existem dois PW-vizinhos. Finalmente, se ele &

um dos n, pontos no interior da constelagido, o sinal referéncia tem dois PW-

T
vizinhos. Na constelagio SAB estes nmimeros séo: n, =0, = 2, n =0 = 2(2°- 2}

2T

en = 2 —ZT+2

+ 4. Como todos os sinais sdo eqliprovdveis, o nimero médio

de PW-vizinhos ¢ dado por:

n +n_+n +2n_ +2n
2VA VB L1 L2 1

+ + + +
Bya ¥ Byvp "0 TR T Y
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n__ em Pl('!) resulta em:

s de n, ,
Substituindo os valore ¢ va g Py € Py

P (x) = 201 + 272 L 7Ty,

A partir do procedimento utilizado nas provas dos teoremas acima,
fica claro que nio nos preocupamos se o sinal transmitido {para os dois primei~
ros teoremas) ou o sinal referéncla (para o terceiro teorema) sio rotulados com
"0" ou "1", ver Figura 5.5. Adicionalmente, os vizinhos ¢ PW-vizinhos sioc sem-
pre rotulados com o valor oposto do sinal considerado, uma vez que na estrutu-
ra de particio de Ungerboeck as constelagbes sio naturalmente rotuladas segundo
Gray, como visto na Figura 5.5. Na prova do teorema que segue, devemos conside-
rar os sinais rotulados s6 com "0", ou s6 com "1", mas nio com ambos. Devido 2

simetria, qualquer uma das opgdes conduz ao mesmo resultado.

Feonema 5.3.4.4 : Na defini¢ie 5.3.1.2, se § € o conjunto SAB e C o subconjunto

SB’ entio o mimero médio de PW-vizinhos em C sobre todos os possiveis sinais

transmitidos S, € S A ¢ dado por:

P (1) = 2(1 - 275, (5.31)

T
onde 4 ¢ o nimero de sinails em SA.
2

Prasa : Como no teorema 5.3.4.3, se o sinal transmitido St € SA é um dos

n, sinais dos vértives, entio o sinal referéncia tem apenas um PW-vizinho,

enquanto se ¢le € um dos n, sinais no Interior da constelagdo, existem dois

PW-vizinhos. Se¢ ele é um dos n sinals da lateral inferior ou esquerda, ele
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tem dols PW-vizinhos quando o sinal referéncia rotulado com "0" € considerado
ou apenas um PW-vizinho quando o sinal referéncia € rotulado com "1". Quando o
sinal transmitido ¢ um dos n , sinals da lateral superior ou direita, estes

valores sfo permutados. Portanto, a escolha por este ou aquele rdtuio € irre-

levante. Na constelagio S, estes nimeros sdo: n, =2 n = 7 4™t -
1) e n, o=mn,= 2(2° - 1). Como todos os sinals sio eqiliprovédveis, o nimero
médio de PW-vizinhos € dado por:
n_ + 2nl + Znu +n,
Pz{t) = .
Ty PR YR, YR,
Substituindo os valores de n,n, N en. na equacdo acima resulta
P(t) =2 -2
i

Na avaliagio de D(”

para as constelagbes retangulares, devemos ex~
plorar as estruturas repetivas que surgem na 4rvore de partigdo, como salienta-
do na Figura 5.5. Vamos assumir que o sinal transmi?.idcswA ¢ aquele gue corres-
ponde a (CI'Cz’“"CZT) = (0,0,...,0) e vamos considerar apenas a parte mais
provével da drvore sob esta condigfo. Para a constelagio 64-QAM (1=3) da Figura
5.5, percebemos que as trés estruturas s3o semelhantes, a menos de um fator de
escala de 2 e do mimero de sinais. E plausivel admitir que <t destas estruturas
devam existir na constelagdo 4T-QAM. E suficiente, portanto, considerar apenas

uma delas, por exemplo aquela para i=2 na Figura 5.5. Usando o fato de que a

probabilidade de erro independe da origem do sistema, vamos, por uma questio de
A &

simplicidade, escolher esta para ser o ponto [ w%u, - ~%- ] Substituindo os
valores:

*

Este sinal estd no interior da constelacio, que € o plor caso para a probabi-

lidade de erro.
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x =0 x"--———«-ﬁ2
x =x' =0 B ’ )
p p P P
xq=x;=0 x =0 ® o= mﬂz
b e 4 9 4 2
XAy i % =0 S I

P 27 g 2
| € = ¢(0)

| £ = (1)
para z=

para z=}

na equagio (5.15) e minimizando esta com relagdo a A, o valor de D para o pri-

meiro estdgio da estrutura analisada é:

. c(0)’a] - 2¢(0)a c(1)’a’
p®s N @ex . {::c 3 )Pl(Z)ex (5.32)
80‘2 i 2 80‘2
Agora substituindo os valores:
[(x =x' =0 (x =0; % = A
P P P P 2
Xx =x" =0 x =0: x' =20
q q q g
4 e 4
x =4A_ ; x =A x =0; x =4
P 2 q 2 P q 2
| § = c(0) L€ = c(1)
para = para z=1

na equagio (5.15) e¢ minimizando esta com relagio a A, o valor de D para o se-

gundo estdgio da estrutura analisada &:

2.2
() 2 c(1)°3,

D (5.33)

c(O)zAz - 2¢(0)A?
= N2(2)ex + (Pc + Pc + Pc ]Pz(z)ex
2 1 2 3

40 2

4o
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Notando que

i+1 i

ou

A = 2‘“’1Ajt . i=1,...,T (5.34)

¢ usando a equivaléncia entre as estruturas menciondas e os teoremas acima,

podemos facilmente estender este caso para uma constelagio 4*-QAM, como mostra-

do abaixo:
(1) "Ai
D' = N(t) exp] — } , (5.35)
i 2
&
. (278 ) - 2¢(0) 278 )7
D = Nt -1+ 1ex +
1 2
8o
2i-2 c(l)ztzi“’al)z
+ z P |P(t -1+ 1ex D i=2,..,1, (5.36)
¢ i 2
j 8¢
j=t
[+
an <:(0)2(2i”‘nl)2 - 2¢(0) (2‘”’:}.1)2
Ps N(t -1+ 1ex +
2 2
4o
2i-1 c(1)2(2"1A1)2
+ ): P |P(t -1+ 1ex . i=1,2,..,1T, (5.37)
¢ 2 2
j=r 3 4o

onde  N(), N(), P() e P() sio fornecidos pelos teoremas  5.3.4.1,

5342, 5343 ¢ 53.4.4.
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Vamos agora considerar a estimagio do estado do canal, z. Devemos
evitar as longas tabelas para a varldvel ;, através de uma expressio para esta,
se seguirmos o rotulamento dos sinais, bem como das suas regides de decisdo, da
maneira que segue. Comegamos definindo uma fungio que transforma um vetor bind-

rio na sua representagio em base decimal, a saber

¥
. _ -1
dec(¥; C, C, .., C) = Z cj 2t (5.38)
=1

O sinal correspondente ao vetor (CI’Cz’""CW) deve ser rotulado como

S . , (5.39)
deC(W;Ql’CZ""’CW)

¢ 3 sua correspondente regido de decisio como

A , (5.40)
dec (‘I';CI.C z""’C\P)

a ser determinada pelo teste de razio de mdxima verossimilhanga j4& mencionado.

Usando esta notagdo em qualquer das constelagdes tratadas neste capi-

tulo, a varidvel z, no i-ésimo estdgio, pode ser determinada como segue:

A C ..
ERY K‘PG{O’I} dec(q’;cl’cz""Cl“IaKi,KI*I. “’K‘I’)

i+l
= 4 (5.41)

|1; caso contridrio.

Devemos notar que (5.41) fornece o mesmo resultado das Tabelas 5.1 e 5.2 para o

caso da constelagio 8-PSK.
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Um limitante igualmente vélido ¢ extensivel a3 todas as constelagdes
deste capftulo para a probabilidade de ocorrer um erro na estimacfio do estado

do canal ¢ fornecido por:

P =x1- P[Y € I\] . §=2,3,...,%. (5.42}
Cﬂ 1]

Para caso da constelagio M-QAM este limitante é:

X “2
!
2 1 v
Pcs=Pcs£1— I ex - dv
i i i‘. 21[0*2 20
b 2 2l
AI
= 2 erfe]—1 ; i=2,3,....¥. {5.43)
23/2

Incluindo (5.43) em (5.36) e (5.37) o valor de D“) ¢ finalmente for-
necido por:
. c(@*2""8)? - 202" )
D 5N1(1’—i+1)ex - +
8o
21-2 c?2''a )’
+ ): P Py -1+ Dex - LA -P)
. 8¢
Sht
c*2'8)? - 2em2'a)’
+ [N(t -1+ 1)ex +
1 2
8¢
f
21-2 c@*z''a )’
+ Z P {P(t -1+1)e LP o i=2,..1, (5.44)
cif 1 2 8
_ 8o
\1"1
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2,01, \2 -1, 2
e c(0)(2° 78" - 2¢(0)(2° 7A))

= IN{t -1+ 1ex +
2 402
21-1 .:(1)2(2‘"'1AI)2
+ X P, P (T - 1 + Dex - LA -P )+
4o
(=1
c:(1)2(:z,‘"’ts1)2 - 2::(1)(2‘”115.1)2
+ Nz('r - i+ 1)ex > *
4o
)
21-1 «:(0)2(2"]‘,&1)2
+ ): P [P (t -1+ 1)ex . P i=1,2,...,T. (5.45)
cji 2 2 8
4o
(i=1

A partir dos valores de p'?

para cada estdgio fornecidos por (5.35),
(5.44) ¢ (545), podemos otimizar (5.44) e (545) com relagio aos custos c(z),

o que conduz ao decodificador 6timo.

5.4. EXEMPLOS E RESULTADOS OBTIDOS

Nesta secho fornecemos alguns exemplos de Sistemas de Modulagie Codi-

ficada Multinfvel, os quais fazem uso da estratégia de decodifi¢do proposta.

Eaxemplo 5.1 : Vamos considerar o sistema de modulacde codificada de 3 niveis
que faz uso da constelagio 8-PSK, particionada como mostra a Figura B.l (veja

Apéndice B). Os cddigos componentes utilizados foram:

C:R =5/20, 32 estados ¢ d = 20 [9];
1 1 free

C:R =5/6, 32estadose d = 4 [10];
2 2 free

C:R_ = 11/12, 32 estados e d = 3 [10),
3 3 free
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com uma cficiéncia espectral de 2 bits/sinal. A partir da equagio (4.8) deter-
minamos a distincia Euclidlana quadritica do sistema como sendo 8. As Funcoes
de Transferéncla destes cddigos foram determinadas em computador [11], e os

custos dtimos foram determinados graficamente para SNR = 9dB, quals sejam
o 2% estdglo: ¢(0) = 1 (para normalizacfio), c(1) = 1.0 (ver Fig. 5.6(a))

o 3% estdgio: ¢(0) = 1 (para normaliza¢dio}, c(1) = 0.58 (ver Fig. 5.7(a)).

it

Devemos ressaltar que o fato do segundo estdgio apresentar o custo 6timo c(1)

1 implica que o estimador ndo contribui no processo de decodificagio pois

o

cddigo C2 € capaz o suficiente para decodificar corretamente gquando a
informagdo lateral do primeiro estigio € confidvel. Por outro lado, no terceiro
estdglo, vemos que o custo 6timo c(l) = (.58 implica que o estimador contribui
favoravelmente para o desempenho do sistema. Nas Figuras 56(b) e 5.7(b), os
custos dtimos para o segundo e terceiro estdgios, respectivamente, sio forneci-
dos para vdrias rclagbes sinal-ruido. Percebemos gque para altas SNR , quando os
decodificadores dos estdglos anteriores podem ser considerados como poderosos,
os estimadores contribuem pouco. Para baixas SNR, entretanto, a presenga dos
estimadores € fundamental.

Combinando (5.2), para i=1,2,3, como indicado em (5.1) a probabilidade de erro

de bit do sistema versus SNR = 10 logm[m%w] (dB) € tracada na Figura 58. O

20‘2

decodificador proposto em [2] € também considerado. Podemos observar um ganho
de 0.2 dB para altas SNR ¢ de 0.4 dB para baixas SNR a favor do deccdificador

multiestdgio Stimo proposto.

Eaxemplo 5.2 : Vamos considerar o sistema de modulagio codificada de 4 niveis

que faz uso da constelagio 16~QAM, particionada como mostra a Figura B.2 (veja

Apéndice B), onde A deve ser lgual a 0.632 para poténcia média unitdria, Base~

ando-se nas tabelas para a distAncla minima de cdédigos lineares fornecidas por
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Verhoeff [12], devem existir cédigos convolucionais:

CI: Rl = 12/25 ¢ dfrcc = 20;
sz R2 = 12/15 e dfwe = 1(;
C3: R3 = 6/7 e dfr“ = §;
C4: R4 = 11/12 e {ifrce = 3

os quals podem ser usados como cdédigos componentes. A eficiéncia espectral R

para estas taxas ¢ de 3 bits/sinal. A partir da equagfo (4.8) determinamos a
distancia Euclidiana quadritica do sistema como sendo 8. E importante observar
que para esta mesma distincia do sistema (portanto, para o mesmo desempenho)

pode-se, a partir das tabelas em [12], conseguir wma taxa R de aproximadamente

3.23 bits/ sinal com os cddigos:

CI: Rl =9/13 e dfree = 20;
CZ: R2 = 14/16 e dfrcc = 10;
C3: R3 = 6/7 e dfrcc = 5;
C4: R4 = 4/5 e dﬁ_ee =3

Os custos 6timos foram determinados graficamente para SNR = 13 dB, quais sejam:

o 29 estdgio: c(0) = 1 {(para normalizagio), c{(1)

fl

1.0 (ver Fig. 5.9(a))

o 32 estdgio: c{0) = 1 (para normalizac¢do), ¢(1) = 0.88 (ver Fig. 5.10(a))

o 42 estagio: ¢(0) = 1 (para normalizagio), c(1)

0.49 (ver Fig. 5.11{a))

Nas Figuras 5.9(b), 5.10(b} e 5.11(b) os custos 6timos para o segundo, terceiro
e quarto estdgios, respectivamente, s3o fornecldos para viérias relagdes sinal-
ruido. A probabilidade de erro de bit do sistema versus SNR ¢ tracada na Figura

5.12. O decodificador convencional de Imai e Hirakawa ¢ também considerado. O

sistema proposto apresentou um ganho para baixas SNR de 0.4 dB, que é um ganho

considerdvel face ao pequeno acréscimo de complexidade.
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Figura 5.6(a) - Custo Otimo no Segundo Estdgio do Exemplo 5.1 para SNR = 9dB.
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" Figura 5.6(b) - Custo Otime x SNR no Segundo Estdgio do Exemplo 5.1.
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Figura 5.7{a) - Custo Otimo no Terceiro Estiglo do Exemplo 5.1 para SNR = 9dB.
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Figura 5.7(b) =~ Custo Otimo x SNR no Terceiro Estdgio do Exemplo 5.1.
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Figura 5.8 - Comparagio de Desempenho para a Constelagio 8-PSK.
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Figura 5.9(a) -~ Custo Otimo no Segundo Estdgio do Exemplo 5.2 para SNR = 13 dB.

SNINIINETS]

1.0 ~

- 0.9 20. estdgio
16—0QAM

0.8

.07
O

0.6
0.5 /

0.4

0_3 HILEE LI B AN T I A A B B ORI S BRI UL O LN M 2 LANE 2N L S O A

10 17 12 13 14 15 16 17
SNR(dB)

Figura 5.9(b) - Custo Otimo x SNR no Segundo Estdgio do Exemplo 5.2.
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Figura 5.10(a)
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Figura 5.10(b) - Custo Otimo x SNR no Terceiro Estigio do Exemplo 5.2.
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Figura 5.11(b) - Custo Otimo x SNR no Quarto Estigio do Exemplo 5.2.
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Figura 5.12 - Comparagio de Desempenho para a Constelagio 16-QAM.
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6.1. COMENTARIOS E CONCLUSOES

Nesta tese fol proposta uma estratégia de decodificagic para Sistemas
de Modulagio Codificada Multinfvel, baseada no decodificador de Imai/Hirakawa
(convencional). Na verdade, esta pode ser entendida como sendo uma classe de
decodificadores multiestdgio da qual o decodificador multiestégio convencional
(aquele para c{(0) = c(1) = 1), bem como o decodificador multiestigio 6Stimo

(aquele obtido a partir dos custos otimizados), sfo um caso especial.

Um procedimento geral para se obter um limitante superior da probabi-
lidade de erro de bit destes esquemas fol estabelecido, onde as constelagoes
M-PSK ¢ M-QAM foram analisadas. A constelacio 8-PSK foi uwsada em um sistemsa de
modulagio codificada de 3 niveis com trés codificadores convolucionais distin-
tos. A curva da probabilidade de erro de bit versus SNR do sistema total usando
a estratégia de decodificacdo proposta foi entdc tragada. O ganho para
SNR = 9 dB fol de 0.2 dB sobre o decodificador modificado de Kofman et. al..
Para SNR < 9 dB o ganho foi maior que 0.2 dB. Uma curva tedrica para a conste-
lagio 16-QAM fol também tracada com uma eficiéncia espectral igual a 3 bits/
sinal. A estratégia de decodificagio proposta apresenton um ganho de aproxima-
damente 0.4 dB sobre o decodificador de Imai/Hirakawa, para baixas relagoes

sinal~ruido.

Notamos, a partir das curvas de desempenho das Figuras 6.8 e 6.12,
que a estratégia proposta prové ganhos maiores para baixas relacbes sinal-
rufdo. Deste modo, ela oferece uma contribuigio substancial em aplicagbes tals

como Comunicacdes Mdveis, onde a operagio nesta faixa de poténcia é requerida.

A estratégia proposta pode ser facilmente incorporada aos sistemas

priticos. Nenhum aumento relevante de complexidade ou de tempo de decodificagio
foi introduzide, uma vez que os mesmos elementos bédsicos sdo utilizados tanto

na estimagio de estado de canal como no cOmputo da métrica.
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Como sugestdes para trabalhos futuros apresentamos o seguinte:

o Medir o desempenho da estratégia proposta através de simulagbes, e

comparar com os "bounds" tedricos obtidos neste trabalho;

o Estabelecer critérios para a escolha das taxas (ex.. via Teorla de

Informacio (Kofman et al.)) e dos cédigos componentes;

o Tratar o problema estudado na tese para canals com desvanecimento,
bem como usar cdédigos convolucionals variantes no tempo para canais

variantes no tempo;

o Modificar a Fungio de Transferéncia para obter as Probabilidades de
Erro de Bit individual (¢ e B, Secdo 3.7.1), para aplicagles que

necessitam de protegio desigual de erro.
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APENDICE A
O LIMITANTE DE CHERNOFF
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Para se chegar ao limitante de Chernoff [1] devemos considerar as

duas funcoes abaixo:

cl(t) = eM, para todo €,

que sio mostradas na Figura A.l

Percebemos claramente gue

u(t) = ea(t), para A = 0.

Agora seja X uma varidvel aleatéria com funcio densidade

lidade p (x) para todo x. Sendo assim, devemos ter o seguinte:
P P gu

1 L o0

Pr{X z 0} = J px(t}dt = [ u(t)px(t)dt = [ ea(t)px(t)dt = E{QX}.

0 ~ 00 < o0

Entio,

Pr{X . 0}

iA

E{elx}, para A = 0

(A1)

{A.2)

(A.3)

de probabi-

(A.4)

(A.5)

¢ a forma final do limitante de Chernoff, onde A deve ser escolhido de maneira

a minimizar a esperanca matemdtica em (A.5).

Similarmente, pode~se mostrar que este limitante também ¢ vélido para

o caso em que X ¢é uma varidvel aleatéria discreta.
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Figura A.1 -~ Funcdes u(x) ¢ eh(x).
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