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Resumo

Uma classe de processos dindmicos sujeitos as falhas é estudada nesta
dissertagao. Este tipo de sistema pode sofrer mudangas abruptas na sua
estrutura, causadas por fendbmenos tals como falhas de componentes ou re-
paros, muda:nga na interconexaco de subsistema ou perturbagio ambiental
repentina. B comum que estes eventos ocorram em um contexto de incer-
teza, todavia, o conhecimento prévio das caracteristicas do sistema podem
ser levadas em contas através de um modelo estocdstico subjacente. Mais
especificamente, os sistemas lineares a tempo discreto com saltos markovia-
nos serao objetos de nosso estudo.

No aspecto de controle, € feito uma abordagem via H*, cujas origens e
motivagdes serdo estudadas no capitulo 1. Discutiremos a pertinéncia desta
formulagao em problemas de atenuagao de distdrbios, estabilizagao robusta,
como também na caracterizagfo de sistemas incertos, para os quais a clas-
se de sistemas em estude temm grande relevincia. No capitulo 4, obtemos
condigido suficiente para que o problema de controle H* formulado em ho-
rizonte finito tenha solugio.

O segundo toépico abordado foi o critério de estabilidade estocdstica
apropriado a esta classe de sistemas. Este problema estd intimamente re-
lacionado com o desenvolvimento do problema de controle em horizonte
infinito. Obtemos um teste computacional, que fornece condigoes necessdria
e suficiente, para a verificagdo da estabilidade estocdstica no sentido quase
certamente. A relacio deste teste com o conceito de estabilidade na média
quadratica desta classe de sistemas ja era conhecida na literatura. Com isto
pudemos demonstrar a equivaléncia entre diversos conceitos de estabilidade
estocastica, para estes sistemas.
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Capitulo 1

Introducao

A classe dos modelos lizeares com saltos Markovianos (MLSM) tem desper-
tado um grande interesse nos dltimos vinte anos. Isto pode ser confirmado pelo crescente
nimero de artigos publicados em diversos periddicos (ver, e.g. Ji e Chizeck 1990a). Além
do interesse natural como um primeira extensio dos sistemas lineares, essa classe pode
ser (e tem sido) utilizada, por exemplo, como um acessério poderoso na modelagem de
sistemas lineares que sao sujeitos a mudancas abruptas em sua estrutura tal como falhas
em componentes, interconexces, ete. Isso acontece, por exemplo, em sistemas de controle
de aeronaves, estruturas flexiveis de grande porte, sistemas de manipuladores robéticos,
etc., onde uma falha de sensor efou atuador é uma ocorréncia bastante comum. Virios
autores estudaram a MLSM em diferentes situagoes, tais como: 1) Problema de detecio
(ver, Bassevile and Beneviste 1988); 2} Filtragem ( referéncias em Bassevile and Beneviste
1988) ; 3) Controle (Chizeck et al. 1986, Chizeck e Ji 1988, Fragoso 1989, Ji e Chizeck 1990
a, Souza e Fragoso 1991, Tadmor 1990} ; 4) Estabilidade (Ji e Chizeck 1990 a, Fragoso e
Costa, pre print) ; 5) Aplicacdes (Loparo et al. 1991, Sworder e Rogers 1983), etc.

Nessa dissertagdo estaremos interessados basicamente em dois problemas as-
sociados a classe MLSM, acima menconada :

(P.1) - Critério de estabilidade forte {com probabilidade 1)
(P.2) - Controle ”H® com realimentacio de estados”.

A abrangéncia da drea(enfoque H ), aliada & limita¢io de tempo fez com que
nosso trabalho se limitasse a um estudo bastante inicial do problema. Decidimos atacar
inicialmente o problema a horizonte finito porque o mesmo estabelece mais facilmente a
estrutura da solugao e todas as equagies e férmulas sem a complicagio adicional associada
3 estabilidade interna. Como a questio da estabilidade ¢ essencial para o problema H,
o problema (P.1) surgiu de maneirz natural.

Um resumo do conteido dessa dissertagio é o seguinte. Nesse capitulo
(capftulo 1) serd feita uma pequena introdugdo ao problema de controle H*, assim como
serdo formulados os problemas (P.1)e {P.2). No capitulo 2 é feita uma analise detalhada
das principais propriedades do processo Markoviano (denominade Z) que é gerado pela

3



classe MLSL. A parte referente a estabilidade (problema (P.1)) é tratada no capitulo 3.
O problema de controle H* para a dasse MLSM ¢ abordado no capitulo 4. Finalmente,
uma série de pequenos apéndices recheados de conceitos e resultados basicos € incluido.

Antes de formularmos os problemas que sao tratados nessa dissertagao, fa-
remos uma breve introducao ao problema de controle H™, que acreditamos possa ser de
utilidade para os nedfitos no assunto. Nao é nossa intenglo fazer uma revisio exaustiva,
nem seria possivel num texto dessa natureza, mas apenas apresentar uma motivagao ao
assunto.

1.1 Origens e motivagoes do controle H™

A teoria de controle estd relacionada ac controle de processos cujas entradas
e safdas sejam acessiveis para atuagio e medida, respectivamente. Deseja-se obter um de-
sempenho adequado para as safdas da planta, escolhendo-se as entradas apropriadamente.

EXEMPLO 1.1.1 Imagine uma planta de fazer papel. Esta tem certas entradas: polpa
da madeira, dgua, pressio e vapor. 0 produto final desta planta € o papel. Esia mdguina
apresenta duas varidveis que ezpressam a qualidade do produto. Elas sGo: espessura do
papel € a massa de fibra por unidade de drea. Neste processo, gostariamos que as saidas
fossem iguais & determinados valores, @ fim de que pudéssemnos garantir qualidade, re-
sisténcia ete, Portanto, temos aqui um processo com um determinado niumero de entradas
e saidas, para o qual, gostariamos de lornar o desvio das saidas, com relagdo aos valores
desejados, tdo pequeno quanto possivel,

De partida, devemos encontrar um modelo matematico que descreva a estru-
tura da planta. A seguir, usamos o modelo matemaético a fim de encontrarmos entradas
ideais. Entretanto, aplicamos estas entradas a planta e ndo ao modelo. Uma vez que o
modelo deve ser "suficientemente simples™ a firn de gue possamos tratd-lo matematica-
mente, ele nfo é capaz descrever totalmente a planta {como nas palavras de Kac (1969)
. ” Models are, for the most part, caricatures of reality, but if they are good, then, like
good caricatures, they portray, though perhaps in a distorted manner, some of the featn-
res of the real world. 7). Além disso, existem perturbagdes sobre a planta que nio sdo
modeladas, na forma de entradas que 130 sio acessiveis ao nosso comando (por exemplo,
temperatura ambiente), como também na forma de pardmetros que variam ou que ndo
podemos estabelecer seu valor com absoluta precisdo. Assim, devido ao desconhecimento
da sensibilidade das entradas com relagio as diferengas entre modelos e plantas, podem
ser obtidos resultados insatisfatérics. Torna-se entdo extremamente importante que, ao
procurarmos uma lei de controle parao modelo, devemos ter consciéncia de que ela estard
longe da perfeicdo. Isto nos leva a andlise de robustez da planta e controladores sugeridos.

A maneira clissica de se tratar o problema descrito acima foi desenvolvido na
década de 60 e é conhecido como Problema Linear Quadritico Gaussiano { LQG). Nesta
abordagem, a incerteza é modelada como um ruido branco e adicionada ao sistema como
uma entrada extra. O maior problema desta abordagem é que nem sempre a incerteza
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pode ser modelada via um ruido brarco. Erros obtidos em medidas podem ser descritos
por processos aleatérios. Mas se modelarmos ¢ = 2.3 a0 invés de a = 2.2, o erro que
cometemos nio é aleatdrio mas deterministico. A questdo é que apesar de deterministico,
este erro é desconhecido. Outro problema é a incerteza na estrutura da planta, ou seja,
incerteza na funcgao de transferéncizentre a entrada e a saida, que ndo pode ser modelada
como estado, na estrutura de espago de estados ou perturbagdes na saida, isto €, entradas
extras, pois a0 estarmos considerando sisternas lineares esta incerteza teria uma estrutura
linear, o que nem sempre ocorre (ver, Stoovorgel 1990, pg. 3}

A fim de estudar o efeito da realimenta¢io numa situagio de incerteza, Zames
(1981) deu o primeiro passo no desenvolvimento da teoria de controle #°°. Ele consideron
a incerteza de duas formas no modelo: como uma perturbagdo aditiva w na saida efou
na entrada da planta. Zames entio estudou este problema do ponto de vista da teoria
classica de sensibilidade, com a diferenca de que ele nao somente propde reduzir a sensibi-
lidade, mas a otimizé-la num sentido apropriado. Em outras palavras, Zames formulou o
problema de redugdo da sensibilidade por realimentagao como um problema de otimizagao
separado da estabilizagdo. Ele desenvolveu uma fungio para medir a sensibilidade do sis-
tema que serd otimizada (na préxima subsecdo apresentaremos exemplos que ilustrarao
esta afirmacdo).

A idéia constitui em desenvolver uma seminorma ponderada sobre alguma
dlgebra de operadores, a fim de se medir a sensibilidade. Assim, analisando as identidades
Pgistemas lineares” € “resposta em freqiiéncia”, observa-se que no modelo de "entrada e
sajda”, sistemas podem ser somados, multiplicados por escalares, e as somas e multipli-
cagbes obtidas ainda s&o sistemas. Portanto, estes formam uma algebra. Freqiientemente,
assurme-se que a Maior variagdo produzida. por um sistema pode ser medida por uma nor-
ma. Tipicamente a amplitude médxima da resposta em fregiiéncia sobre uma regiao de
analiticidade da funcdo de transferéncia pode ser usada. Desta forma, a algebra de sis-
temas torna-se normada. Também, assume-se que esta algebra normada é Banach, isto
é, tem a propriedade de que toda segiiéncia convergente de elementos da algebra tem seu
ponto limite nesta. Estas propriedades de sistemas com interconexdes, tais como reali-
mentacio, podem ser encontradas em textos, como Naimark (1964).

A funcao de transferéncda de num sistema linear, invariante no tempo, causal
e estivel é uma funcdo analitica no semi-plano direito do plano complexo. Uma caracteri-
zacio de tais fungdes envolve os espagos de Hardy HP(ver, Rudin, 1987). No apéndice A
fizemos uma breve discuséo de alguns resultados relacionados ao espagos de Hardy H? e
H®, que serdo utilizados no decorrer deste capitulo. Desta forma o leitor que néo tenha
afinidade com este t4pico é aconselhado a ler o apéndice A.

Com este conceito, Zames {1981) propos modelar a sensibilidade com relagao
a disttirbios e a robustez sobre perturbacdes na planta, através de normas ponderadas
He,

Com o intuito de mostrar as possibilidades do enfoque H®, na préxima
subsegdo, vamos estudar versdes simplificadas dos problemas de estabilizagio robusta e
atenuacio de distuirbios, cujas solucies serdo apresentadas através de restri¢bes na nor-
ma H®. Qs problemas serdo apresentados numa forma simplificada a fim de facilitar os



cilculos, resultados gerais podem ser encontrados em textos como Francis e Doyle (1987).

1.1.1 Exemplos

Ui dos resultados importantes na teoria de controle H%° é conhecido como
»small gain theorem”. No entanto, antes de apresentarmos o "small gain theorem” vamos
apresentar a seguir alguns conceitos que serao utilizados nos exemplos.

DEFINICAO 1.1.1 Umafunggo F € H™ € dita ser:

a- real-racional, se

FP(s) = ;L—Eg-

onde h e g sdo polinémios ne vwaridvel complera s, com coeficientes reats.

b- propria, se

lim F(s)
is|—o0
€ finito
c- estritamente propria, se
Iim F(s) =0
js|wmoo

€

d- estdvel, se F nio tem polos no semi-plano fechado direito (Re(s) > 0).

Considere o sistema com realimentagao positiva

Va2 v

A —l P
Nd

m
L2
b



Neste caso, P(s) e K(s) sdo fungdes de transferéncias que assumiremos serem
reais-racionais, proprias e estives, Por simplicidade assumiremos também que P ou K (ou
ambas) é estritamente prépria. O sistema realimentado da fig. 1 € internamente estavel
se as quatro fungdes de transferéncias de vy e vy para u e y sdo estavels. Estas fung¢des sao
préprias devido a suposi¢do sobre P e K.

O critério de Nyquist nos diz que este sistema realimentado é internamente
estavel se, e sO se, o grafico de Nyquist de PK nio contornar o ponto (—1,0) no plano
complexo. Entdo, uma condigio "bemn™ suficiente para garantir a estabilidade interna é a
»small gain condition”, isto é

HPK flo < 1

que foi obtida diretamente da rdlacio da norma H® com o grifico de Nyquist, apéndice
Al

A fim de estender esta idéia ao problema de estabilizagao robusta, considere
o seguinte diagrama de blocos:

¥i u
P+AP

Y ¥2

Fig 2

representando um sistema realimentado com perturbagdo na planta.

A fig. 2mostra-nosuma planta e um controlador com fungoes de transferéncia
P(s) + AP(s) e K(s), respectiamente. Aqui P representa a planta nominal e AP uma
perturbagao desconhecida, geralmente devida a variagbes em parametros efon entradas
nio acessiveis ao comando cu ainda parte da planta nio modelada.

Suponha, por simplicidade, que P,AP e K sejam reais-racionais, P e AP
estritamente proprias e K prépria. Dado que o sistema realimentado (fig. 2) é interna-
mente estdvel para AP = 0, qual a variagdo permitida a | AP | a fim de que a estabilidade
interna seja mantida?

Para resolvermos este problema, aplicamos transformagbes na malha do dia-
grama em blocos da fig. 2, a fim de obtermos



Y
K(l—’PK) r u;2+PV]

"Fig 3

Desde que o sisterna nominal realimentado é internamente estével, segue que
K(1—-PK)™! é estdvel e prépria. Portanto, através de nossa versao simplificada do "small
gain theorem” o sistema representado pela fig. 3 é internamente estdvel se

|APE(1 — PEK) ' |loo < 1 (1.1.1)

Assim, conclufmos quelimitantes na norma H* da funcdo de transferéncia em
malha fechada, isto €, a condigao (1.1.1), € suficiente para garantir a estabilidade robusta.

Qutro problema que destacamos é o de atenuacdo de perturbagdes. Na fig.
1, suponha v; = 0 e v; um sinal exdgeno representando distiérbios na saida da planta P.
O objetivo é atenuar o efeito de v; 1a saida y, num sentido apropriado.

Assumindo as mesmas restrigoes feitas no enunciado do ”small gain theorem”
definimos a func¢do de sensibilidade como sendo a fungao de tranferéncia de v; para y, isto

”»

é
§= (1 - PK)!
Suponha que v2 ndo é um sinal fixo, mas qualquer funcdo na classe

{va:vy = Wz, para algum z € H?, ||z |]2< 1} (1.1.2)

onde W e W1 sdo fun¢des pertencentes ao H .
Esta classe consiste de todos os sinais em HZ, tal que

” W-_lvg ”2 S i (1.1.3)

Assumindo que os valores limnites wvp(jw) e W(jw) estejam bem definidos,
podemos interpretar (1.1.3) como sendo uma restri¢io ponderada na energia de v

Assim, uma formna de atenuag&o de distirbios é minimizar a energia de y para
o pior ve na classe (1.1.2). Portanto, utilizando o teorema A.4.2, obtemos



sup [[yllz = sup [Svz fla= sup || SWzlz= | SW [l
v2 C {==li<1)

Portanto, queremos minimizar a norma H* ponderada da fungio de sensibi-
lidade, isto é, minimizar |} SW |lx. Em problemas de sintese P e W séo dados e K pode
ser escolhido de forma a minimizar || SW ||, adicionando-se uma restrigio que garanta
a estabijlidade interna.

Concluindo, mostramos mnesta segio que versoes simplificadas dos proble-
mas de estabilizacio robusta e atenuacio de distirbios podem ser resolvidos através de
restrigbes na norma H®. E importante salientar que as suposigdes aos modelos (reais-
racionais, proprias) tém como objetivo simplificar os cdlculos. Caso gerais foram resolvidos
de forma similar (ver, Francis e Doyle 1987). Portanto, foi neste contexto que Zames {1981)
formulou o problema de redugio da sensibilidade por realimentagio como um problema
de otimizagao.

Na préxima se¢ao, vamos introduzir o problema padrao H®, na estrutura
de espago de estados, de maneira que os problemas apresentados acima serao vistos como
casos particulares.

1.2 Controle H™ na estrutura de espaco de estados

Seja o sistema

(|2 |

Assuma que o sistema 32 € linear, a tempo discreto ou continue. Note que X &
um sistema com dois tipos de entradas e de safdas. A entrada w é exdgena, representando
distidrbios que estiao agindo sobre o sistema, z é a saida do sistema, cuja dependéncia
da entrada exdgena w, queremos minimizar. A saida y é uma medida que retiramos do

sistema, que pode ser usada para escolher u, de forma a minimizar o efeito de w sobre z,
portanto u € uma entrada de controle.

1.2.1 Formulagio do problenia de controle H>™

Considere o sistema din&mico, a tempo continuo



t= Az + Biw + Bhu

h

= Cada + Du

Onde, para cada t € R, z{t) € R", € o estado do sistema, u(t) € ™ a entrada
controle, w(t) € ! o distirbio (envolvendo ruidos, comandos externos, etc) e z(1) €
R 5 saida a ser controlada. As matrizes A, B;, Bs,C ¢ D tém dimensdes apropriadas.
Queremos minimizar o efeito do distirbio w sobre a saida z, encontrando uma entrada de
controle u apropriada. Mais precisamente, procuramos um compensador estdtico descrito
por uma lej de controle com realimenta¢io

u = Kz (1.2.4)

tal que, esta lei aplicada ao sistema I, resulta em um sistema em malha fechada cuja
matriz de transferéncia de w para z, denotada por H(s), ndo tenha pélos no semiplano
fechado direito (estdvel) e tenha norma H °° minima.

Apesar da minimizagio da norma da matriz de transferéncia, em malha fe-
chada, de z para w ser o problema geral de controle H™, nesta dissertacio, derivaremos
condicbes sobre o qual a norma H*da matriz de transferéncia em malha fechada, seja
menor que um limitante v, dado a priori. Portanto, o problema de controle H> pode ser
traduzido na forma seguinte.

Considerando H (s) a matriz de transferéncia de w para z, temos que

Z(s) = H(s)W(s)
Pelo teorema A.4.2, obtemos
| H lloo = sup {[zlh=1| Hwl;: welle ulp=1}
Queremos encontrar um controlador u, de tal forma que
| H fle < 7

ou seja,
sup fzll2 < 7 (1.2.5)
wiuwllg=1

Desde que w € L? (estamos usando a completude de L2, apéndice A.1.3),
pode-se colocar a inequagio (1.2.5) da seguinte forma

[2]le < vliwls (1.2.6)
para toda fungéo w € L? e diferente e zero.
Sobre o sistema (), istroduziremos a seguinte condi¢do de ortogonalidade
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pC D] = [0R)] (1.2.7)
onde K > 0.

Tal condigao de ortogoralidade nao representa uma perda de generalidade,
se a matriz ) apresentar posto completo, com relagao as colunas (ver, Lema 2.1, Lee et
al.). Em outras palavras, podemos transformar o sistema ¥ em

i:;{z 4 Bl'w + B2"u'.
com saida controlada
i= Cr + Du

onde

112

z Ez

com E uma transforma¢io nao singular, tal que
RZ
ED =

A4 — B,DTETEC

C = EC — EDDYETEC

D = ED

7=u + DVTETECx
Para este sistema transformado, temos que
__’f' [
D' [C D] = [0R)
note que esta transformagao nio altera propriedades estruturais do sistema como a esta-
bilidade.

Resumindo, podemos colocar o problema de controle H*, da forma:

”Queremos encontrar uma lei de controle com realimentacao linear, dada pela
equacio 1.2.4, de tal forma que afungdo de transferéncia em malha fechada de w para
z, do sistema (X), tenha norma H” menor ou igual a v, ou equivalentemente, conforme
expresso por {1.2.6). (I} satisfaz a condigio de ortogonalidade (1.2.7).”

Nos dltimos anos, a teoria de controle H® foi extensivamante estudada tanto
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no dominio da freqiéncia quanto rasstrutura de espaco de estados. Inicialmente, técnicas
no dominio da freqiéncia foram propostas para se resolver o problema de controle H™,
no qual resuliados de andlise complexa foram utilizados (ver, Francis 1987). Doyle et al
(1989) introduziram a teoria de controle H °° na estratura de espago de estados, conectan-
do a teoria de controle H® com H?em termos de equagdes de Riccati. Apesar da maioria
dos trabalhos tratar apenas o caso continuo, o problema de controle H* a tempo discreto
também foi resolvido, tanto para horizonte finito quanto infinito, ver Stoorgovel (1990) ou
Tadmor (1990).

Apesar disso, poucos trabalhos tem proposto métodos para se estudar mode-
los incertos. Khargonekar et al (1990) relacionam a teoria de controle H* com o problema
de estabilidade quadrdtica em modelos incertos. Neste caso, consideraram

i) = [A + Adla(t)
onde,
AA = EF()D

tal que D e E sfo matrizes reais conhecidas e F(?) representa uma matriz real, para cada
t € R, cujos elementos sao Lebesgue mensurdveis (ver Royden 1968) satisfazendo

I F fle< 1

Com este modelamento para incerteza, Khargonekar et al. (1990) mostram
que o problema de estabilizagdo quadritica é equivalente & "small gain condition”, apre-
sentada na subsecdo 1.1.1. Portanto, qualquer resuitado sobre estabilizacio quadratica
de sistemas incertos, com a incertezs descrita como acima, correspondem a resultados na
4rea de otimizagdo H ™. '

Mas, além desse tipo de modelamento da incerteza ser de certa forma im-
preciso, devido & maneira nao estrulwrada que a incerteza se apresenta, segue que esta
pode mascarar completamente a estritura do modelo. Em outras palavras, mesmo que
esta incerteza tenha norma limitada, qualquer matriz satisfazendo esta suposicio pode ser
usada, o que muitas vezes gera situacoes absurdas. Outro aspecto importante é sobre a
andlise desses modelos. Khargonekaret al. (1990) desenvolvem sua teoria usando a planta
nominal.

Nosso objetivo é colocar 2 incerteza de forma mais explicita, dentro do contex-
to de incertezas estruturadas. Neste caso, a incerteza assumird formas especiais, adaptadas
a cada tipo de problema, isto é, levaremos em conta informagdes adicionais ao sistema.
Além disso, na andlise deste problema esta incerteza entrard a priori, ou seja, nio de-
senvolveremos resultados baseados na planta nominal e sim num conjunto de diferentes
sistemas gerados pelas incertezas. Com este tipo de abordagem, os resultados tornam-se
menos restritivos do que os obtidos através da planta nominal, como em Khargonekar et
al. {1990).

O problema de estabilizagio guadratica com incerteza contida em intervalos
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limitados convexos, analisados através de uma lei de controle linear, cuja fungdo de trans-
feréncia em malha fechada é limitada por uma constante pré-definida, isto é, com andlise
do problema de controle H*° (desuilo anteriormente), foi resolvido por Geromel et al
(1991) e Peres et al. (1991) para oczs0o & tempo continuo e discreto, respectivamente.

Nesta abordagem, eles supuseram que as matrizes A e By {no modelo X) nio
sao exatamente conhecidas, mas pertencem 4 determinados conjuntos poliedrais fechados
convexos. Analise € feita através dos extremos dos conjuntos poliedrais e as solugdes sao
apresentadas em termos de equagbes do tipo Riccati.

Nesta dissertagdo, vamos propor uma forma diferente para se formular a in-
certeza no modelo. Enquanto Peres et al (1991) formulam a incerteza no modelo em
conjuntos fechados convexos, cujos resultados sio obtidos através da andlise convexa, nds
vamos propor um modelo probabilfstico para incerteza no modelo. Neste caso, as matrizes
do sistema ndo sao conhecidas pretsamente, mas assumem valores em um determina-
do conjunto finite, com uma estrutura probabilistica pré-definida. O primeiro trabalho
tratando esta abordagem foi apresentado por Souza e Fragoso (1991), que estudaram o
problema de controle H* para umaclasse de sistemas lineares continuos no tempo que
estdo sujeitos a mudangas abruptas em sua estrutura, que foram modelados via uma ca-
deiz de Markov com espaco de estados finito.

Aqui, vamos estudar controle H *° a tempo discreto, cuja incerteza no modelo
serd formulada através de uma cadeia de Markov com espago de estados finito.

Envolvidos nesta abordagem, apresentaremos a seguir a classe de processos
discreto no tempo com saltos rnarkovianos que serd nosso objeto de estudo.

1.3 Sistemas Lineares Discreto no tempo com Saltos Mar-
kovianos

Nesta seclo, vamos infroduzir mma certa classe de sistemas lineares discreto no
tempo, que possuem parametros saltando aleatoriamente, cujos saltos sio modelados via
uma cadeia de Markov (apéndice B.2) com espago de estados finito. Um MLSM pode ser
usado para modelar sistemas que estiosujeitos & mudancas abruptas em sua estrutura e/ou
pardmetros, causado por fendmenos tais como falhas, reparos, mudancgas em subsistemas
interconectados, etc. Este também pode ser usado para aproximar sistemas nao-lineares,
saltando entre diferentes modelos linearizados.

Dado (@, F, P) um espago de probabilidade completo, considere um sistema
linear discreto no tempo com saltos markovianos, modelado por

Xey1 = A(B) Xk 3 A >0 (1.3.8)

Onde Xi éum vetor aleatério n-dimensional e {f; : & > 0} é uma cadeia de
Markov com probabilidades de transigho estaciondrias, que assume valores num espago
8§ = {1,---,r} finito, denominado de espago de estados. O conjunto de matrizes {A(8;)}
tem dimensdes apropriadas. Denotaremos por A; a matriz A(6;) quando 6, assumir o
valor 7. Também vamos supor que asnormas das matrizes A; sao finitas qualquer que seja
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i€ 8.

Observa-se que o processo estocdstico {Xy : k¥ > 0} nado é markoviano, mas
sim o processo conjunto {(X,#;):k> 0}, que representa os estados do sistema (1.3.8).
No capitulo 2, faremos uma andlise detalhada das principais propriedade relacionadas ao
DPIOCesso apresenta-do acima. Pelo fatode X assumir valores em um espago continuo (R")
e a cadeia de Markov tomar valores nam espago discreto (§), sistemas da forma (1.3.8)
sio denominados, as vezes, hibridos (ver, Willsky and Levy 1979).

Problemas de controle relacionados ao processo hibrido definido acima foram
propostos na forma

X = A(0k)Xe + B(6;)uk (1.3.9)

onde u; € R? é uma entrada controleek = 0,---, N, de maneira que N pode ser finito ou
nao,

O processo (1.3.9) é linear em X e u para qualquer trajetéria. Definindo o
vetor informacao até o instante k, denotado Gy, por

Gk = {U(},“',Uk_l;xo,"',xk;eg,"',gk}

adotamos a classe de controladores admissiveis

w = Pk, Gg)

que é causal. Assumindo que ¢ tenha morma finita, segue que o processo conjunto
{(Xp,8:) - k = 0} é markoviano. Portanto, a lei de controle linear pode ser colocada
na forma

n = ’gbk(:rk,ek) (1310)

Observe que estamos supondo que os estados, isto é, {Xi} e {f;} sdo to-
talmente acessiveis ao controlador, e esta suposicio serd uma constante ao longo desta
dissertagao.

Assim, considere o problema de se encontrar {ux : 0 < k < N — 1} que
minimize a fun¢ao custo
:E{},Bo}

onde E[-|zo, 6] denota a esperanga condicional ( apéndice B.1.2). Consideramos as ma-
trizes simétrica M{8¢) > 0 (positiva definida), N(fz) > 0 e @(6:) > 0 (semi definida
positiva) qualquer que seja o valor assumido por 6. Este problema é conhecido como
Linear Quadratico com Saltos Markovianos { Jump Linear Quadratic Problem - JLQ), ver
Chizeck et al. (1986).

Fste problema fol extensivamnente esiudado na literatura. Para sistemas

N-1

J(0,00) = E{Z W M+ XTN(B)X] + XEQ(n)Xn
k=0
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continuos no tempo, podemos citar o trabaltho de Krasokvskii e Lidskii (1961}, que in-
troduziram este tipo de sisterna. Sworder {1969) e Wonham (1971) resolveram este pro-
blema para o caso de horizonte finito, com @ diferenca de que Sworder usou o principio do
méximo estocistico e Wonham usou 2 programacio dindmica. Wonham também resolven
o caso de horizonte infinito, no qual ele obteve condigdes suficientes para a existéncia de
uma solucao finita.

Para sistemas discreto 1o tempo (isto ¢, o problema apresentado acima), Chi-
zeck et al. (1986) resolveram-no para o caso de horizonte finito e Ji e Chizeck (1990a)
apresentam condigdes necessdrias esuficientes para que o conjunto de solugdes apresentada
em Chizeck et al. (1986) sejam convergente para uma solu¢do finita quando N 1 o0, isto
é, derivam condigdes para existéncia de solugbes “steady state”.

Como foi discutido nase¢io 1.1, existem distirbios e perturbagbes sobre o
sistema que n&o sdo modelados. 0 método cléssico para se modelar esta situagdo consiste
em adicionar ruido branco na entrada do sistema, que aproxime estas incertezas. Entéo o
modelo (1.3.9) é reformulado na forma

Xipr = Al0)Xe + B()ur + F(Br)wi (1.3.11)

onde {w;} é uma seqiiéncia de vetores aleatérios gaussianos independentes com média
zero e matriz de covaridncia unitdria (isto €, a identidade).

A formulagio deste problema segue as mesmas regras do problema JLQ a-
presentado anteriormente e é conhedido cormno problema Linear Quadritico Gaussiano com
Saltos Markovianos (JLQG). Uma andlise deste problema pode ser encontrado entre ou-
tros em Chizeck e Ji (1988), Ji e Chizeck (1990a) e Fragoso (1989).

Fugindo desta caracterizagio classica de controle, vamos estudar o problema
de controle para a classe de sistemas hibridos 2 tempo discreto introduzido em (1.3.8),
com uma abordagem via H°°. Desta maneira, passamos agora a definir o problema de
controle H™ para esta classe de sistemas hibridos, que sera estudado para o caso de ho-
rizonte finito, considerando o sistema {1.3.8) variante no tempo. Assim, dado um espago
de probabilidade completo (§2, F,P),considere a seguinte classe de sistemas dinamicos

Xip1 = Ak,0) Xy + Bi(k,8x)wi + Ba(k, Or)us

(1)
Zo =0; 8 =1t , 0<kE<N-1
com saida controlada
zr = Clk,0r)ar + D(k,0;)ux (1.3.12)
e assumindo a condig@o de ortogonalidade
DY (k0 [ Clhb) D(k,0:)] = [0 Rk, )] (1.3.13)
R(k8) = RT(k,8:) > 0 (1.3.14)
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onde X é um vetor aleatério n-dimensional, {wy} € 5[0, N ~ 1], 0 espago das seqiiéncias
quadrado soméveis sobre o [0, N —1]e {uz} é uma seqiiéncia de fungdes de controle m-
dimensionais. Da mesma forma, {6} é uma cadeia de Markov com probabilidades de
transi¢io estaciondrias, assumindo valores em um espago de estados finito S.

Assumiremos que {X;}e{fx} sao totalmente acessiveis ao controlador. As-
sim, usando a propriedade markoviana do processo conjunto {(Xx.8:) : k > 0} definimos
a seguinte politica de controle com redimentagao markoviana

u = u{xg, k) (1.3.15)

A fim de colocar a problema de controle H* dentro de uma estrutura es-
tocistica vamos definir o espaco I ([0, F, P],[0, N — 1] ) das seqiiéncias 2, tais que

N1 3
“3”23{5[2 ZEZk]} < o
k=0

Entretanto, usaremos a mesma notagdo || - ||2 para a norma em 1[0, N -1} ou
L ([Q,F,PLI0.N— 1] ), quando no context o estiver claro a qual espago estamos referindo.

No capitulo 4, vamos estadar o problema de controle H* com realimentagdo
de estados para o sistema (X;), considerando-se o problema de desenvolver uma lei de
controle com realimentagio de estados

ulk,b, 2y = — L{k,0r)zy (1.3.16)
tal que para todo w € LIOL,N — 1], w# 0

fzlle < 7 |l w2,

onde {z} é a saida controlada definida por (1.3.12)ey>0¢o nivel pré-determinado de
atenuagao de disttirbios,

Observe que a colocagio do problema de controle H> na estrutura estocdstica
segue as mesmas regras do caso deterministico (segao 1.2). Este problema serd analisado
e resolvido no capitulo 4, o resultado principal estd enunciado no teorema 4.2.1

Cormo discutimos anteriormente, vamos estudar a propriedade de estabilidade
estocistica para a classe de sistemas introduzida em (1.3.8). Mas, ao invés de usarmos
conceitos envolvendo valores esperados, trabalharemos a estabilidade estocdstica com pro-
babilidade 1. Assim, para motivar o leitor apresentaremos as defini¢des e o resultado sobre
estabilidade estocdstica. No capftulo 3, faremos uma andlise detalhada sobre a estabilidade
estocastica com probabilidade 1, enfatizando suas conexdes com o caso deterministico.

1.4 Estabilidade estocistica de sistemas hibridos

Uma das maneiras de seestudar a estabilidade do sistema (1.3.8}, seria anali-
sar a estabilidade no sentido determinfstico {definigdes 3.1.1 e 3.1.2}. de cada modelo linear
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associado, mas isto ndo tém interesse, devido & estrutura estocdstica do sistema e pelo fa-
to de que assim estarfamos analisando todas as possiveis trajetorias do sistema, o que €
excessivamente restritivo, interessa-nos analisar apenas um determinado subconjunto das
trajetérias que tém probabilidade 1. Alm disso, desde que a estabilidade estd relacionada
3 variabilidade global do sistema, podemos ter estados instaveis, mas o sistema de forma
global, ser estocasticamente estdvel com probabilidade 1.

Denotaremos Z = {(X;,0;) : & > 0} o processo conjunto, definido em (1.3.8),
a fim de simplificar a notagdo. Assim, denotando INg = IV U {0}, temos

Z OxINg — RxS=F
Mas, definindo

EMo £ {(ma,---) : z € E; ne N}

isto é, ET ¢ o conjunto das seqiiéncas (2, )nyo, cujos elementos pertencem a E. Desta
forma

Z7:Q — EM

Portanto, quando falamos em estabilidade estocdstica com probabilidade 1,
estamos nos referindo a estabilidade de uma classe de fungoes, que neste caso pertencem
ao E™Vo. Assim, € sobre este espago de fun¢des que construimos a lei de probabilidade (ver,
apéndice B). A propriedade de establlidade estocdstica com probabilidade 1 estd funda-
mentada sobre restricdes nesta lel de probabilidade e conseqiientemente sobre o processo
Z, devido a equivaléncia entre Z ealei de probabilidade.

No contexto estocéstico, podemos ter diversos tipos ou conceitos de estabi-
lidade. Apesar de grande parte dos pesquisadores terem dirigido seus esforcos no estudo
da estabilidade de momentos dos processos {ou solugbes de processos, no caso de equagoes
diferenciais estocésticas), a estabilidade das trajetérias ("sample stability”) € uma propri-
edade mais significante, no sentido de ser matural, menos restritiva e ideal para propostas
praticas. Estas observacbes levaram virios autores, inclusive nos, a estudar a estabilidade
estocistica com probabilidade 1.

Quando se observa um processo estocdstico, estamos na realidade observando
suas trajetdrias. Portanto, nada mals natural gue estudarmos a estabilidade deste pro-
cesso impondo restri¢bes nestas trajetérias, através da lei de probabilidade associada ao
processo. Além disso, conceitos de estabilidade envolvendo valores esperados tem-se mos-
trado restritivos. Para maiores detalhes, ver Kozin (1972).

Portanto, de forma andloga & Kushner (1967), definimos

DEFINICAO 1.4.1 A origem em (1.8.8) € estdvel com probabilidade 1 se, € 56 se, dados
e,p > 0, existe §(e,p) > 0, tal quesexlzg < &(e,p), tém-se que

P| sup XX;> e | Xo=z0,60=1i| < p (1.4.17)
U<t oo
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DEFINICAO 1.4.2 A origem em (1.3.8) € assintoticamente estdvel com probabilidade
1 se, € s6 se, esta for estdvel com probabilidade 1 e qualquer que seja zg € R™

im P[sup X?X:EElXQm.’EQ,E{)Zf =0 ; Ve>0
Nioo >N
ou melhor,
Xfx, — 0 ;5 P(|X=29,8p =1)~qc. quandot] oo (1.4.18)

Apesar das defini¢des de estabilidade estocéstica, apresentadas acima, serem
estruturadas, aparentemente, sobre o processo {X; : k > 0}, é importante ressaltar que,
na realidade, estuda-se a evolugdo do processo conjunto Z = {(Xy,60) : k > 0}, através
da relagao (1_3,8)_ Igto gera uma certa confusio na notagéo, que tentaremos minimizar.

Desde que o processo Z contém toda informagio a respeito da evolugio da
equagio (1.3.8), vamos estudar no capitulo 2 algumas propriedades de Z que serdo tteis na
andlise da estabilidade estocastica. Com o intuito de simplificar a notacio, denotaremos

P(' ‘ XO? 60) = on(') € E( | Xﬂwgﬂ) = EZO(')

Infelizmente, & fim de encontrarmos condicbes necessdrias e suficientes para
que o sistema (1.3.8) seja assintoticamente estdvel com probabilidade 1, tivemos que fazer
uma suposi¢do adicional ao modele (1.3.8). Vamos supor que os estados da Cadeia de
Markov {8 : k£ = 0} sejam recorrentes (apéndice B.2.5). Tal suposicdo n3o representa
uma restri¢io grave ao modelo, mas ainda estamos analisando maneiras que permitam
retirar tal suposicao, que nos parece ser possivel.

TEOREMA 1.4.1 S¢ § € composio por estados recorrentes, segue que a origem em
(1.3.8) € assintolicamente esldvel com probabilidade 1 se, € s6 se, para qualguer conjunto
de matrizes simétricas {N; > 0 :1 € §} ewiste um conjunto de matrizes simétricas {M; >
0:1i€ 8}, que € solugdo de

S puATMA - M; = —N: ; VieS (1.4.19)

{==1

No estudo de MLSM um tonceito especial de estabilidade estocdstica foi usado
por Ji e Chizeck (1990 a,b) para as versbes a tempo discreto e continuo, respectivamente.
Estes autores estudaram o problema de controle linear quadratico com horizonte infinito
e consegilentemente tratam o problema de estabilizacio que surge no problema de con-
trole com realimentacao para MLSM, através de uma definicio de estabilidade estocdstica
especificamente desenvolvida para este problema, que apresentaremos a seguir.

18



DEFINI(}AO 1.4.3 A origem em {1.3.8) € estocdsticarnente estdvel se, qualquer que
sejazg ER" e i €S,

Xo=zpibg=1] < x

Af
im E x'x
foc}o [1?;1 EE

Mais recentemente, Jietal. (1991) para o caso a tempo discreto e Feng et
al. (1992) para a versao continua de ML.SM, mostraram que a estabilidade estocdstica
(definida acima) € equivalente i establlidade assintdtica na média quadritica, isto é,

DEFINI(;AO 1.4.4 A origem em (1.3.8) € assintoticarnente estdvel na média qua-
drdtica se, qualquer que seja zo €X' ey =i € 8§

lim E{X}(}XN] = 0

Ainda, Ji et al. (1991)eTeng et al. (1992) para versdes & tempo discreto e
continuo, respectivamente, mostraram que a estabilidade assintética na média quadrética
é equivalente 3 estabilidade geométrica na média quadrética, isto é,

DEFINICAO 1.4.5 A origem em (1.3.8) € geomeiricamente (ou ezponencialmente)
estdvel na média quadrdtica se, qualpuer que seja g € N ey =1 € S, existem o, 5 > 0,
tal que

E [Xng} < amgmoexp_ﬁk 1 Ve> 0

Agora, utilizando o teorema 1.4.1 e o teorema 2.1 de Ji e Chizeck (1990 a),
concluimos que 0s quatro conceitos de estabilidade estocdstica, apresentados aqui, sio
equivalentes para o MLSM.

COROLARIO 1.4.1 Se S € composio por estados recorrentes, entdo os sequinte concei-
tos de estabilidade estocdstica sdo equivalerites para o sistema (1.3.8) :

(i) - estabilidade estocdstica com probabilidade 1
(ii) - assintoticamente estdvel na média quadrdtica
(iii)- geomeiricamente estdvel na media quadrdtice
(iv) - estocasticarnente estdvel

A seguir apresentaremos dois exemplos que ilustraram a aplicabilidade do teste
computacional desenvolvido no teoremal.4.1. Além disso, estes exemplos nos mostram que
a estabilidade {no sentido da definigio 3.1.1 e 3.1.2) de cada modelo {ou forma) associado
a0 MLSM n3o é necessiria nem sufidente para garantir a estabilidade assintética com
probabilidade 1.
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EXEMPLO 1.4.1 (Ji e Chizeck 1990 a) Considere o sisterna (1.3.8) da forme:

2 -1 0 1
AI = A2 =
0 0 ] 2

com matriz de probabilidedes de transicdo

0.1 0.9
P =
0.9 0.1

Podemos observar que us matrizes Ay € Ap sdo instdveis (definigées 3.1.1 €
8.1.2). Mas, se tomarmos Ny = Ny=1 e resolvermos a equacdo (1.4.19), obternos wmo
dnico conjunto de solugdes simnétrices

1 23 -10 3 0

M2 =
—10 8 0 28

M, =

com My >0 e M2 > 0, isto &, positivas definidas. Portanto, pelo teorema 1.4.1 o sistema
1.3.8 € assintoticamente estdvel com probabilidade 1. Isto mostra que a estabilidade de
cada modelo (ou forma) ndo € necessdrio para garantir a estabilidade estocdstica com
probabilidade 1.

EXEMPLO 1.4.2 (Ji e Chizeck 1990 a) Considere o sistema (1.5.8) da forma:

0 4 0.5 0
Al = A2 jrone)
0 05 4 0

com matriz de probabilidudes de transicio

0.5 0.5
P =

G.5 0.5

As matrizes Ay e Ay sio estdvets (definicoes 5.1.1 € 3.1.2), mas se tomarmos

Ny = Ny = I € resolvermos a equagio (1.4.19)}, o inico conjunto de solugées simétricas €
dado por :

57 0 —73 0
1
0 -73 ! 0 57

-1

aqui My e M, ndo sdo positivas definidas. Portanto, pelo teorema 1.4.1 o sistema 1.5.8
ndo € assintoticamnente estdvel com probabifidade 1. Isto mostra que a estabilidade de cada

modelo (ou forma) ndo ¢ suficiente pira garantir a estabilidade assintdtica com probabili-
dade 1.
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Concluindo esta secao, ressaltamos que o teorema 1.4.1 ndo somente nos a-
presenta condigdes necessirias e suficentes para garantir a estabilidade assintética com
probabilidade 1, mas tambémn nos permitin conectar alguns conceitos de estabilidade es-
tocastica relacionadas ao MLSM. A demonstragio deste teorema foi dividida em duas par-
tes distintas, suficiéncia e necessidade. Para mostrar a suficéncia usamos a propriedade
supermartingale positivo (apéndice C) da funcio estocdstica de Lyapunov, que serd estu-
dada no capitulo 3. Agora, para estebelecermnos a necessidade, a propriedade regenerativa
para MLSM com respeito a uma determinada segiiéncia de tempos de parada ( apéndice

C.2) é empregada. Desta forma, no capitulo 2 vamos fazer um estudo aprofundado sobre
algumas propriedades do processo Z.
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Capitulo 2

Propriedades importantes do
processo Z

Neste capitulo, faremos uma andlise das principais propriedades do processo
Z = {(X,8) : k > 0}, que representam os estados do sistema (1.3.8). Entre estas, cita-
mos a propriedade regenerativa, que serd utilizada no estudo da estabilidade estocastica.

2.1 Propriedade regenerativa

Considere Y = {¥; :1 >0} um processo estocdstico, definido sobre (Q,F, P).
Suponha que um determinado fenémeno ocorra num tempo T ( aleatério ou nfo ) e o
futuro do processo, apds T, torna-seuma réplica probabilistica do processo apds o tempo
zero. Tal tempo € denominado de regeneragao e o processo é dito ser regenerativo.

A fim de mostrarmos que existe um tempo T, tal que o processo Z =
{(Xk,0:) - kK 2 0} é regenerativo com relacdo a este, necessitamos de um estudo mais
profundo sobre Z. Assim, comegamos definindo

.7-—,,? = o{(Xp,Bx):k<n} ; n>0

A segiiéncia {FZ : n > 1) é crescente e serd denominada de filtragem interna
associada ao processo Z. Pode-se interpretar }'f como sendo a co-algebra gerada pela
famiflia de varidveis aleatéria {(Xy,6:) : & < n}, em outras palavras, a menor o-algebra
que registra todos eventos relacionados ao processo Z, anteriores ao tempo n. Denotando

INg = IV U {0}, temos que
Z Ngx 2 — RxS

Como ja dissemos, denotarermnos por £ = £ x 8§ o espaco de estados de Z.
Assim, para todon,m2> 0 e T € g(F)( a o-dlgebra de Borel de E), temos

P [Zntm €T FZ] = PlXngm:bnim) € T(Xo.00). -, (X 6]
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Usando (1.3.8) e a propriedade Markoviana de {6; : k > 0}, conclui-se que

P[(Xn-é-maeﬂ“(’m) el | (XQ,BU),"‘,(Xn,gn)] = P[(Xn+ms9n+m) el I Xnaen]
ou melhor
P|Znim €11 FZ] = PlZnsm €T | Z]

Portanto, o processo Z é markoviano. Assim, usando o fato de que (1.3.8) é
invariante no tempo, define-se

P{Zupn €T | Fl] = PZas1 €T | Z0) = p(Z,,T)

que é denominada de funcdo de transicdo homogénea no tempo, do processo Z. A fungio
de transicio u estd definida sobre £ x 8( F), satisfazendo

i- p{z,-) é uma probabilidade sobre 3(E),Vz € E.
ii- p(-,T') € uma fung¢do mensurivel e limitada sobre E, VT € S(E).

Desta forma, definimos a funcao de transicdo em k etapas como sendo
PlZus €T | FY = P[Zagk €T | Z] = pH(Z.,T)

para todo k € IV e T’ € B(E).

Desde que Z é uin processo Markoviano segue que a fungdo Zi(-) e a proba-
bilidade P,(-) satisfazem a propriedade de Markov, isto é, ” o futuro é independente do
passado, dado que se conhece o presente™. Mais precisamente, para cada valor conhecido
de Zj, a predigdo de valores subseqiertes nao depende de estados anteriores ao tempo k.

Suponha que existe um tempo de parada T (apéndice C.2) com relagioc &
filtragem {Ff :n > 0}, cujo Z, éconhecido. O conhecimento dos estados anteriores a 7 é
essencial para a predicdo dos estados posteriores 7 A intuigdo nos sugere uma afirmacio
contriria, isto é, o conhecimento dos estados posteriores ndo é relevante. Entretanto, da-
do um processo markoviano, nada podemos afirmar, desde que a definicio envolve apenas
um tempo n (fixo), nio um tempo 7, aleatério. Com isso, dizemos que um processo é
markoviano forte, se o principio de Markov € satisfeito, nao somente para momentos fixos,
mas também, para uma certa classe de temmpos aleatdrios.

A fim de dar-mos consisténcia a esta idéia, definimos para todo 7, tempo de
parada com relagio a {FZ :n > 0},

FZ = {AeFAn{r=n}eFZ;n>0)

Pode-se interpretar F7Z como sendo a menor o-algebra que contém os eventos
do processo Z, relacionados com o passado de 7.
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DEFINICAO 2.1.1 Um processoesiocdstico Y = {Yy : k > 0}, definido sobre (Q, F, P),
cujo espago de estados serd denotado por C, € FY -progressivo, onde {F} : k > 0} € a
filtragem interna relacionada a Y, se a restrigdo de Y sobre 1 x [0, k] € mensurdvel com
relacio a o-dlgebra produto FY x 30, ]), para todo k > 0, isto €, se

{(k,w): Ye(w) €1} 1 {2 x [0,K]} € F x 4(0.k)
para todo k > 0 e T € B(C).

Pode-se mostrar que se ¥ é urn processo a tempo discreto, entao Y é FY-
progressivo {Dynkin 1965).

Com estas consideragoes, temos os elementos para defizir o processo marko-
viano forte.

DEFINICAO 2.1.2 Considere um processo Markoviano Y = {Y; : k > 0}, definido
sobre (2, F, P), com valores em C, de forma que Y é F} -progressivo. Suponha que pu*(2,T)

é a funcdo de transigdo de Y, considere T um tempo de parada com relacdo a filiragem
{_7—‘)2’ 1k >0}, tal que T <c P —gqe. Entdo, Y é Markov forte em 1, se

PYopel | Y] = p*(¥.T)

para todo k > 0 e ' € B(C), ou equivdlenternente

E[fve 1 22] = [ sowhvay)
para todo k > 0, sendo f uma fungio mensurdvel e limitada sobre C.

Dizemos que Y é markoviano forte, com respeito a {F} : k > 0}, se Y é Markov
forte para todo 7, tempo de parada com respeito a {F} 1k > 0}, tal quer < x P-q.c..

LEMA 2.1.1 Seja Z = {(X,8):k > O} o processo markoviano definido por (1.3.8).
Considere T um tempo de parada com relagdo ¢ {FF : k > 0}, assumindo valores em um

espaco enumerdvel {ty,1,,-- -} C Ny, tal gque v < 0o P — q.c.. Entdo, Z € markoviano
forte em 7.

Prova: Seja f uma fungio limitadz e mensurdvel sobre E. Se B € F7Z, entdo segue da
definicao de FZ, que

Ba{r=1t} € F¥

para todo 7 > 1. Com isso, usando a defini¢do de esperanga condicional (apéndice B.1.2)
e a propriedade markoviana, obtemos

Z.,)dP = f Zi 4 1)dP
-[Bﬂ{‘r:t;} S Bn{r=t;} H(Zisr)
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- ./B o [5 Fu (2., dy)dP

= E
B -/Bﬂ{'r:tl} [E' f(y)# (Z‘r’dy)dP

Agora, somando em i, obtemos

[ 12 siiip = L [ swwkz.,agap

Assim, segue diretamente da definicdo de esperanca condicional, que

E[f(Za\F] = [ swut(2.,dy

Portanto, Z é um processo markoviano forte. O

Na realidade, este resuliado é valido para qualquer processo Markoviano a
tempo discreto (Ethier and Kurtz, 1986, pg. 157).

Desde que a cadeia de Markov tem espaco de estados finito, segue do corolario
B.2.1 (apéndice B.2.5) que existe pelo menos um estado recorrente (apéndice B.2.5). Por-
tanto, o seguinte subconjunto de E esté bem definido.

'y = {(hi}: ¢ € &, recorrente, firo}
Assim, considerando % € I;, definimos

TG = 0 PZQ_Q'C'
Ty = inf{k>0:Z; €T}}

N

Tht1 = inf{k>T,: Z. ¢ I}

A sequéncia (T, ), € constituida de tempos de parada com relagio a {F; g :
k> 0}.

LEMA 2.1.2 Fara zy €1, temos
Pollo<oc] = 1 ; nelNV (2.1.1)
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Prova: Vamos mostrar por indugio que (2.1.1) ¢ vélido. Da definicao de 7y, observa-se
que este nfo depende da primeira coordenada, isto €, de X = {X} : k > 0}. Portanto,
desde que i é recorrente

Pzg[Ti (OO] = P{T} <OOI302?:]”—“ 1
Supondo (2.1.1) valido para m, vamos mostrar que também vale para n + 1.

Desta forma, usando a propriedade markoviana forte e o fato do estado ¢ ser recorrente,
temos

PylTnyy <) = E{ PylTas <o) | FZ )

= E{ P[Tnr1 <o | F&lln} = E{PTum <o |Zg]ln} =1
Portanto,
P, Th<oc] =1 ; nelN

segue o lema. O
LEMA 2.1.3 Sejam n € IV, iy,ty,-,t,, € INg e 7 um tempo de parada com relagdo a
{FZ k> 0}, tal que T < o0 P, —gc.. Entdo, se [ € uma fungdo mensurdvel limitada
nas varidveis aleatorias Z 4y -+, Z,sy , tem-se que

Elf(Zrits ey Zrg) | -?:7?] = Elf(Zr44. 0 Cra,) | Z;] (2.1.2)

Prova: Vamos mostrar por indugéo que (2.1.2) é vélido. Paran = 1, segue da propriedade
markoviana forte, que

Ef(Zoy) | F7) = [E FE"(Zs, dy)

= E[f(Zr44,) | Z:]

Supondo que {2.1.2) évilido para k, vamos mostrar que também é vdlido para
k+ 1. Sem perda de generalidade podemnos supor que tp <ty < --- < 1., com isso

E[f(zr+il?. ) ZT+tk+1) l f’TZ] =

E{E [f(Zm]-' s Lrgtg) | fTZHk} | F,,}

Mas,
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E | f(Zrsny+s Zritge) | fq‘-z+:k] =

j;Ei f(Z‘t"+fz="'v Zor iy y)lutk-'-](z’r'i—tk: dy) (2'1'3)

Nota-se que (2.1.3) é uma fung&o nas varidveis aleatérias Z; 44,y Zr4s,, OU
melhor

E[f(ZTHu T ZTHJ:«H) | f'rz+ik] = h’(ZT+i1= R Z”f+ik)

para alguma fungdo h mensurdvel e lmitada. Portanto, usando a hipétese de inducio,
obtemos

E [.f(Z'rHu sy gty ) fﬂ
= E{E [f(Zina" T s ZT+"¢J=+1) i f1-2+ik] ? }-'rz}
= E{h(z‘f'i'tl?“'?z’r‘i"fk) | -?‘_TZ]

= E[h{ZT+t1 .7 ’1ZT+ik) I Z'T]

= E[f(z’i"i-tl? o '-,Z-;~-§-fk+1) | ZT]

segue o lema. O
LEMA 2.1.4 Considerc zg € 1'; e iniciros ndo negatives m, k > 1. Assim,
P Tnsy — T =k | To, Thy i) = Pp[Ty = k] (2.1.4)
Prova: Fixando m, segue do lema 212 que T,, < o0 P, — ¢.c.. Portanto, o evento
{Tmir = Tm =k} = {Zn,u € Vi, Zrpgimy € iy 21,00 € T3}
Entio, segue do lema 2.1.3e de {1.3.8), que

Py,

Tost — T = k | FF,]

= Po | Z1,40 €T Zrmsncs €0 Zapyr €T | 7£]
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= P {{X741, 01,11 ¢ Tiy -+ [ Xit b1, 07004 k-1] € T,
X7tk k] € Ty | Xq,,, 01, )
= P, {{A(01.) X T 0011 € Tivo o+, [A(Orik—2) - - A(07,) X105 O k1] € Ty

[A(br, k1) AOr,, Y X1, 07, 42) € Ti | O7,.}

= g(fr,)
onde
g(i) = Pu {[A(80)X0,0,] €Ty, - - -, [A(fr—z) - - - A(60) X0, 0-1] & T,
[A(Bk_l)”-A(gg)Xo, Bk] € I‘;- | 90 = ‘1}
= Pl g T, 5a g T3, ZreTi] = P [T = K]
Definindo,
hin) = g(i) ; n< o

obtemos,

0T,y = h(Tw)

por definicio de #y,,. Portanto, desde que o (T, -+, T ) C .?5?‘?.;“, temos

ch) {Tm-i-l_Tm =k l T{),T;,_“',Tm}

= By {Po [Tp-Tn = k | FE) | To. T, 1)

= Ezo [h(Tm) l T{), Tla o ‘a—Tm] = h(Tm)

segue o lema. O
No infcio deste capitulo, collocamos uma idéia intuitiva sobre a propriedade
regenerativa, que a seguir apresentaremos de forma rigorosa.
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DEFINIGCAO 2.1.3 (Cinlar) Umprocesso Y = {Yi : k > 0} € dito ser regenerativo se
existe uma seqiéncia Sp,51,- - - de tempos de parada, tais que

(a)- § ={Sp:m € IN} € um processo de re novagdo, isio €, as varidveis aleatdrias

Wﬂ.: n4+1 —Sn; RZO

onde S; = 0 P — g.c., sdo independentes e identicamente distribuidas. De forma que
S, — oo P—gq.c. quandon T oc.

(b)- para qualquer m,m € N, t4,--1, € INg e f uma funcdo limitada € mensurdvel,
definida sobre E™,

E[f(Ysnttr - Youn) | FE| = Bf(Ve, Y0 ]

LEMA 2.1.5 O processo Z € regenerativo com tempos de regeneragdo (T )n>0, considerando-
sezp €1y

Prova: Segue do lema (2.1.4) que asegiiéncia de tempos de parada (T, )n>o € um processo
de renovagio. Portanto, basta-nos mostrar que a parte b da definicao (2.1.3) é vilida.
Considerando zo € T'i, segue do lema (2.1.3) e de (1.3.8), que

EZO [f (ZTm‘}'tl CIY ZTm'i'tn) I ‘?:‘sz]
= Ezo {f[(‘Xva*f-f;?&Tm'f'fl) 5Tty (dXTm-Hnang-}-inﬂ E XTm?ng}
= B {f[(Albr,+,) - - A0, ) X1 Oty )

(A(Orttn) - - Al ) X7, 07000} | 01} = g{61,.)

onde

9(i) = B {fA(By) -+ A(60)X0.04) .-,
(A(8:,) - A{6a)Xo0,0,,)] | B =1}
= Ez[) {f [(Xf119f1)3 T T (Xinagtn)] | Xogﬁ{z = ’é}

= Eza [f (Ziz y ":Ztn)]
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Agora, definindo

Mk} = g(i) ; k<o

Obtemos diretamente da definicio de #1,, que

90r,) = h(Tn)

Portanto,

'EZ{J If (ZTm‘Ftl s ZTm’“}"tﬂ.) | f%m]

= 9(01,,) = h(Tw)

segue o lema. 0. _

Agora, vamos comedar a construir os elementos necessdrios a fim de que pos-
samos conectar a propriedade regenerativa e a estabilidade assintética com probabilidade
1, relacionados ao processo Z. Assim, supondo o processo Z assintoticamente estdvel com
probabilidade 1 {setao 1.4), vamos mostrar que este é limitado com probabilidade 1.

Portanto, da definigio 14.2, dados €,p > 0, existe é(¢,p) > 0, tal que se
2T 2y < 8(e, p), tem se que para 2 = {(zo, 60)}

P, [sup Xngze} < p (2.1.5)
0<k< o

Agora, considerando z € I';, definimos para € > 0 {fixo) o seguinte tempo de
parada com relagao a {FZ:n >0

Tp = inf{}\,ngng < 6(6,;?)} 3 p>0
Desde que
Xng J— O PZO — q.C.

qualquer que seja zp € E, temos que

P, <00l =15 p>0 {2.1.6)

Desde que z € I';, segue que existe m € IV tal que T,, > T, (P — g.c.).
Entdo, usando a propriedade markoviana forte e a equagio {2.1.5), concluimos que

P, [SUP szi:m.;»;;XTm-pk €
k

f%’m]

- 7 -
= Py [S‘zPX:rm+k—XTm+k > ¢

me] <p
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Da equacao acima obtemos que
e [ij:m+kXTm+k > € | };jgm] <p

qualquer que seja K = 0. Portanto, usando a parte (b) da propriedade regenerativa
(definigdo 2.1.3), onde

f(ZTm-i-k) = 11{ XTI X TmarZc}
concluimos que
P [XEXe2> €] = By [XF i Xran2c| 7] < 0

qualquer que seja p > 0 ek > 0.

Portanto, o processo ¢élimitado com probabilidade pelo menos 1 — p. Desde
que p é arbitrario, segue que o processso € limitado com probabilidade 1.

Com estes resultados temos os elementos necessirios para demonstrar o se-

guinte teorema que serd usado na demonstracio do resultado sobre estabilidade estocdstica
com probabilidade 1.

TEOREMA 2.1.1 Se o processo 7 = {( X, 0:) : k > 0} for assinioticamente estdvel
com probabilidade 1 € se 20 = (zy,0)) € I';, para zo € R* e diferente de zero, entdo

B, (X%, Xn, — XFX7] <0 k20 (2.1.7)

independenternente de k.

Prova: Dado que o sistema & assintoticamente estdvel com probabilidade 1, segue que Z
é limitado com probabilidade 1. Mas,como Z é tal que

Xng% g ; F,-gec

segue diretamente do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue ( ver, Neveu 1965,
pg. 42), que

E., (X;{Xk) — 0 gquandon oo
Agora, suponha por absurdo que existe n € IV, tal que
B |Xf,01,,, — X} X5] > 0

Entao, pela propriedade regenerativa (lema 2.1.3), temos

E. |[X},,, X1, - X$,X5) 2 0 ; V20
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Agora, desde que x¢ # 0, tem-se que

0<zlizo < E, [X%;XT]] < E, [X%;XB] (2.1.8)

Assim, usando o fato de que a seqiiéncia (T )n>0 € um processo de renovagio,
segue que a subseqiiéncia (EZO [X%*XT*D;;‘)O estd bem definida e da equacio (2.1.8) con-

cluimos que
E., [X{XTk} A 0 ; gquando k1 oo
Portanto,
E., [XEXJ;} A 0 ; gquandek ] oo

o que é um absurdo. O
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Capitulo 3

Estabilidade estocastica

Sistemas estocésticos tornaram-se nas ltimas décadas um ferramental extre-
mamente itil no modelamento de fendmenos fisicos. Eles tém sido usado para o estudo
de sistemas que estdo sujeitos a mudangas aleatdrias em sua estrutura e pardmetros, de-
vido a falhas, ruidos, incertezas, mudangas em subsistemas interconectados, etc. Com o
desenvolvimento da teoria de processos estocisticos e da analise de funcées aleatérias tem
se tornado possivel estudar propriedades destes sistemas, entre as quais citamos aqui a
estabilidade.

Estabilidade é uma propriedade qualitativa de sistemas cuja conceituacio
assume formas diversas e sao geralmente definidas em termos de convergéncia relativa a
parametros no tempo e/ou condigdes iniciais.

Neste capitulo, vamos explorar o conceito de estabilidade de Lyapunov (1907)
no caso determinfstico e analisar suas extensdes para o caso estocdstico, a fim de estudar
mais profundamente a estabilidade de sistemas lineares discreto no tempo que possuem
parametros saltando aleatoriamente. Fstes saltos sio modelados via cadeias de Markov
com espago de estados finito.

3.1 Estabilidade de Lyapunov

Estabilidade de sistemas éum ramo da teoria qualitativa de sistemas dindmicos,
que freqlientemente ¢ estudada sem que seja. necessdrio a resolucio do sistema.
Considere um sistema de equagdes diferenciais ordindrias

= f(z,1) (3.1.1)

com x = (x1, T3, " -,wn)T € R e fum funcao vetorial real continua.

Para cada valor de ¢, é dada uma solugio para equacio (3.1.1), que descreve
uma curva no espago formado por z et, que é denominado de curva integral. Agora, a
projecao da curva integral sobre o espago formado por x (neste caso, o 7} é denominado
de trajetéria.

Valores de z para o qual a equagdio (3.1.1) é nula para todo t > 4 sio
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conhecidos como pontos de equilibrio ou criticos. Uma trajetéria comegando em um ponto
de equilibric permanecerd neste ponto, para todo tempo subseqilente.

A solugio da equagio (3.1.1) que passa pelo ponto zo no tempo tg serd
denotada por z(%,zp,%0). Assumiremos que a origem é um ponto critico de (3.1.1), isto
é, f(0,1) = 0 parat > o. Esta suposigao n3o representa um perda de generalidade, pois,
se z = a é um ponto de equilbrio, este pode ser transferido para a origem por meio da
translagdo * = z — a.

Informalmente falando, estabilidade estd relacionada com o fato de que se o
sistema estd num estado de equilibrio e for perturbado, entdo este ird retornar ao ponto de
equilibrio ou n&o. Definigbes mais precisas sio devidas a Lyapunov e serao apresentadas
a seguir. S

DEFINICAO 3.1.1 A origemem (3.1.1) é estdvel se para qualquer € > 0 eziste 6(e, to) >
0, tal que se || zo [|[< &, temos gue

sup || z(t,z0,%0) || < € (3.1.2)
>to

DEFINI(;AO 3.1.2 A origem € assinloticamente estdvel, se esta for estdvel e se eziste
um 6* > 0 tal que se || zo ||< 8, entéo

Jim [ #(t, 20, to) || = 0 (3.1.3)

onde || - || é qualquer norma sobre o ™.

Observa-se que para garantir a estabilidade assintética nao é suficiente que
todas as trajetSrias tendam 2 origem quando ¢ T o0, necessita-se também da estabilidade
da origem.

A fim de interpretarmos geometricamente estas defini¢bes, considere um sis-
tema bidimensional (fig. 1). Dado um circulo A; de raio R, pode-se encontrar um circulo
A, de raio 1, tal que qualquer trajetdria comegando em A; nunca sai de 4;. A origem
& assitoticamente estivel se esta for estdvel e se existe um circulo Az tal que todas as
trajetérias comegando em Aj; tendern para a origem, quando ¢t T co.

Xz
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Tem-se observado que muitos sistemas sio instdveis, no sentido da definicio
3.1.1, mas apresentam uma performance razodvel do ponto de vista pratico. Contraria-
mente, pode-se encontrar sistemas que s40 estdvels , mas apresentam um comportamento
ruim (ver, Barnett and Storey, 1970, pg. 70). Estas consideragoes levam-nos a uma defi-
nicio alternativa de estabilidade

Se na definicdo 3.1.1 a constante & for independente de tp, ou seja,

sup || 2(2, xo,%0) || < €
iztg

para todo ty, dizemos que a estabilidade & uniforme. Este conceito é mais realista e serd
utilizado como definicao de estabilidade.

Qutro aspecto importante é a dependéncia da condigao inicial na definicao
3.1.2. Tendo em vista um estudo de sistemas lineares, esta dependéncia é redundante.
Portanto, consideraremos o seguinte conceito:

lim || 2(2,z0,10) | = 0

para todo zg € R™. Na literatura, isto é conhecido como: 7 asymptotically stable in the
large 7 (ver, Kozin 1969, pg 97).

3.1.1 Funcgdes de Lyapunov

Investigar a estabilidade de sistemas dindmicos sem resolvé-los é conhecido
como segundo método de Lyapunov (ver, Lyapunov 1907). A idéia envolvida é uma
generalizacio do conceito de energia para sistemas conservativos. Em tais sistemas a
energia é uma funcdo positiva que decresce para zero, quando aproxima-se de um ponto
de equilibrio.

Apgora, para sistemas gerais, uma func¢do com propriedades similares & funcao
energia pode ser usada para garantir 2 estabilidade de sistemas dindmicos. Suponha uma
fun¢io nao negativa continua V', satisfazendo V{0) = 0, V(z) > 0 se 2 # 0 e com derivadas
parciais continuas sobre um conjunto limitado Q,, = {z:V(z) < m}, para m < .

Os conjuntos ., cada un contendo a origem, decrescem monotonicamente
para zero, quando r — 0.

Por simplicidade {caso geral, ver Barnett and Storey, 1970) assumiremos que
o sistema é invariante no tempo, ou seja,

&= flz) (3.1.4)

com (3.1.4) tendo uma tnica solugio em (Q,,. Suponha que
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V () = %f(z:) = —K(z:) < 0

em Qm,onde K () é continua.

Dado que V (z;) < 0em Q,,, se zg € G, €ntdo z; € @, para todo 1 < oo,
que ¢ exatamente a definicio de estabilidade que apresentamos na subsecdo anterior (ver
defini¢do 3.1.1.). A Tuncio V() é derominada funcéo de Lyapunov.

Do teorema fundamental do calculo, temos

Vizo) — V{zy) = '/: K{zs)ds = — /{: V (z,)ds (3.1.5)

Agora, K(z) é uma fungio nao negativa e continua no conjunto limitado Q,,
e #y € @, para todo T < oc. Portanto,

V(zo) — Vizd)

é limitado, conseqiientemente
2y —— {2:K{z) = 0} gquando 11 oo

Isto quer dizer que V(&) decresce monotonicamente para alguma constante
nio negativa v. Se, por exemplo, k(z}) = 0 em @, implica necessariamente que z = 0,
teremos

z; —+ 0  guando (] oo

Estes sao algums dos resultados que podem ser obtidos via fung¢do de Lyapu-
nov. O método da funcdo de Lyapunov é utilizado para obter informagdes sobre a familia
de solucoes de (3.1.4) sem computar os valores numéricos de cada solugio. Este método foi
extensivamente estudado na literaturz e citamos, como exemplo, Krasovskii (1957, 1963).
Barnett and Storey (1970) entre outros.

3.2 Estabilidade de sistemas estocasticos

Nesta se¢do, vamos definir e estudar a estabilidade de sistemas estocdsticos
de forma andloga ao deterministico e em contrapartida, consideraremos os modos de con-
vergéncia da teoria de probabilidade. Portanto, tem-se a principio trés maneiras diferentes
de se definir estabilidade no sentido estocdstico, desde que podemos falar em convergéncia
em probabilidade, na média e quase certamente (com probabilidade 1).

Portanto, dado um sistema estocdstico, nem toda definicao de estabilidade
estocistica terd interesse pritico, desde que existe nuancgas entre os tipos de convergéncia
estocastica. Em outras palavras, o tipo de estabilidade que usaremos estard intimamente
relacionado & estrutura do sistema que queremos analisar. Por exemplo, sistemas bi-
olégicos freqiientemente apresentam estabilidade do tipo quase certamente. Para maiores
detalhes sobre estas consideracdes ver Kozin (1969).
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3.2.1 Definigoes

Nesta subse¢io, vamos definir a estabilidade estocdstica no sentido da con-
vergéncia quase certa ou com probabilidade 1. Esta escolha foi motivada por vérios fatores.
Entre estes, podemos citar, a facilidade corn que esta defini¢io nos permite conectar a esta-
bilidade de sistemas deterministicos e estocdsticos, principalmente, via fungio estocdstica
de Lyapunov ( subsecdo 3.2.2). Outroaspectoc importante é que este tipo de estabilidade é
uma dos mais fortes, entre os diversos tipos de estabilidade estocastica (ver, Kozin, 1969).
Podemos, também, citar a aplicabilidade deste conceito no estudo do sistemas que estamos
abordando.

Seja (£, F,P) um espao de probabilidade completo e o seguinte sistema
dinamico estocdstico

X = f(X,1) : (3.2.6)
com condigdo inicial zg, vetor n-dimensional, no tempo #y. Denotaremos a solugdo de
(3.2.6), com condigao inicial xq, por X(Z, o, 10) que se supde ser um vetor aleatério n-
dimensional.

A fim de fazermos a transicio da andlise de estabilidade para o caso es-
tocédstico, basta-nos reescrever as definiches 3.1.1 e 3.1.2, no sentido da convergéncia quase
certa. Observe que a varidvel cuja converg@ncia foi estudada é precisamente

;S;l}) ” X(ta .’L‘g,t{)) ;l (327)
2t

norma de um vetor de varidveis aleatirias, cujo limite probabilistico serd estudado, com
respeito & estabilidade estocdstica de uma solucdo de equilibrio. Como na secdo anterior,
a origem serd considerada ponto de equilibrio.

DEFINICAO 3.2.1 A origem ¢ estivel com probabilidade 1 se, e sé se, dados ¢,p > 0,
eriste 6(€, p,tg) > 0, tal que se || z¢ < §, entdo

P { sup || X{t, zo,t) || 2| < p (3.2.8)
t>ig

DEFINICAO 3.2.2 4 origem ¢ assintoticamente estdvel com probabilidade 1 se, ¢ so
se, a origem € estdvel com probabilidide 1 € eziste 6%, tal que se || zq ||< 6%, entdo

P [ msup | X(¢, @o,t0) ]| = 0 } =1 (3.2.9)
tToo

Pode-se notar que o processo ¢ —  X{f,zq,%) depende da condicio inical e
do instante inicial. Consegiientemente, a defini¢io de estabilidade com probabilidade 1
depende destes pardmetros. Agora, como no caso deterministico, se na definicio 3.2.1 a
constante é nao depender de tg, dizemos que a estabilidade é uniforme. Esta definigio é
mais realista e da mesma forma que Kushner (1967) consideraremos a estabilidade com
probabilidade 1 uniforme. Portanto,a definicdo 3.2.1 seré recolocada na seguinte forma.
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DEFINICAO 3.2.3 A origem € estivel com probabilidade 1 se, ¢ s6 se, dados ¢,p > 0,
existe 6(¢,p) > 0, tal que se || xg < i, entdo

P sup [ Xi]] = ¢
0<t<oo

Xo=20| < p (3.2.10)

onde X; = X (I, zo, t5), como forma de simplificar a notagio.

Na definicio 3.2.2, existe uma dependéncia de (3.2.9) com relagdo a condigao
inicial, pois estamos considerando z; pertencente a uma determinada vizinhanga da ori-
gem. Dado que estamos interessados em estudar uma certa classe de sistemas lineares,
cuja estrutura é relativamente simples, ndo faz sentido tal dependéncia, como ja frisamos
anteriormente, Portanto,na definigdo3.2.2, consideraremos zg qualquer, no caso, zg € R”.
Na literatura, esta definicdio & conhedida como: 7 asymptotically stable with prob. 1 in
the large ”, ( Kushner, 1967).

3.2.2 Funcdo estocdstica de Lyapunov

Quando estuda-se a estabilidade de sistemas estocdsticos, estamos, na reali-
dade, investigando propriedades qualitativas de uma familia de funcdes aleatérias ( tra-
jetérias ), simultaneamente. Portanto,se quiséssemos de forma aniloga ao deterministico,
encontrar uma funcio V ndo negativa, tal que V (z:) < 0, para cada trajetdria, os teore-
mas deterministicos poderiam ser aplicados, e o problema nao teria interesse do ponto de
vista probabilistico. Adicionainente, ¢ importante salientar gue, como modelamos o pro-
blema de forma estocdstica ndo nos interessa. analisar todas as trajetérias, pois estarfamos
exigindo muito do sistema.

Da mesma forma qgue 52 subsegao 3.2.1, vamos supor que o sistema ¢ invari-
ante no tempo, como forma de simpliicar a exposi¢io da teoria.

Mostramos que a principal propriedade das fungbes de Lyapunov é que

V{ze) | v> 0 quande 1o

Como estamos interessados emy fazer inferéncia sobre valores assintdticos do
processo estocastico V ={ V(X)) : t>0 }, a possibilidade de se aplicar teoremas limites
de martingales é sugerida. Por exemplo, se V(z) > 0 e para qualquer A > 0

E{V(Xpa) - V(X2) | F] S 0 (P-qe) (3:2.11)

com,
F=o{Xs:5<t}
ou seja, a filtragem interna (apéndice C.2) associada ao processo X = {X,:¢ > 0}.

Segue dai que, {V{(z;) : { > 0 } é um supermartingale positivo (apéndice
C). Assim da versao continua do teorema €.1.1 {Doob, 1953), temos que
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V{Xy) — v>0 (P-gq.c)

Mas, como também nio esperamos que V (X,;) < 0, é razodvel querermos
operar com o analogo estocdstico da derivada deterministica. Tendo este objetivo, é ne-
cess4rio que fagarnos outra suposigao sobre o modelo.

Supondo o processo estocistico X = (X; : t > 0) markoviano forte (defi-
nicdo 2.1.2), é possivel definir o gerador infinitesimal associado ao processo (apéndice D),
denotado por £, que é o andlogo estocdstico da derivada deterministica, tal denominagéo
é motivada por um resultado que apresentaremos a seguir. Portanto, desejamos obter
informacoes sobre a estabilidade através da forma LV{X).

De maneira andloga, como a forma de K (z) era 1til para se obter informagoes
sobre valores assintéticos de & 4, no caso deterministico, espera-se que a forma LV (X)) pro-
duza informagio similar no caso estocistico.

A fim de conectar estes elementos, isto é, V(X ), LV(X) e os teoremas limites
de martingales, precisamos desenvolver o analogo estocéstico do teorema fundamental do
célculo, ou melhor, da equagdo (3.1.3). Tal conexdo é obtida através da férmula de Dynkin
(apéndice D.3). Seja V(X) = O pertencente ao dominio do gerador £, e 7 um tempo de
parada com respeito a F; (apéndice (.2) satisfazendo E[r|Xo = 7] < oc. Entéo, temos
que

V(e) - ELVO) | Xo=e] = -5 | [ LZV(Xs)dleo:m] _

E [/D KXo )ds | ngz] >0 (32.12)

onde denotamos LV (z) = —K(z) <. .
Portanto, é razodvel quese { V' (X;) : t > 0} é um supermartingale positivo,
entao

X = {o:k{z)=0} (P-gqc)

Este resultado serd demonstrado na proxima segio, para a classe de sistemas
hibridos introduzidos na se¢do 1.3.

Na aplicagio destas idéias, surgem algumas dificuldades. Primeiro, o dominio
do gerador tem que ser suficiente para incluir as fungdes V{X) de interesse. Mesmo que
V(X) esteja no dominio do gerador, k(z) pode ser ndo negativa apenas sobre um sub-
conjunto do espago de estados do processo X, desde que estamos interessados em valores
assintéticos, isto pode nos trazer alguns problemas.

A idéia do analogo estocistico do método de estabilidade de Lyapunov apa-
receu, pela primeira vez, nos trabalhos de Bertran e Sarachik (1959) e Kats e Krasovskii
{1960). Bucy (1965) conseguiu, através da propriedade supermartingale da funcio es-
tocdstica de Lyapunov V(X }, condigbes suficientes para garantir a estabilidade estocdstica
de sistemas a parametros discretos. 0 trabalho de Bucy é provavelmente o primeiro que
trata a estabilidade estocdstica de sistemas nao-lineares, de forma bem geral.
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3.3 Demonstracao doresultado sobre estabilidade estocastica
de sistemas hibridos

Nesta secio, vamos demonstrar o resultado sobre estabilidade estocdstica
apresentado na segao 1.4. Porém, antes da tortuosa demonstragao reapresentaremos o
resultado.

TEOREMA 3.3.1 Seja S composto sormente por estados recorrentes. A origem em
(1.8.8) € assintoticamente estdvel com probabilidade 1 se, € s6 se, para qualguer con-
junto de matrizes simétricas {N; >0:1 € S} eziste um conjunio de matrizes simétricas
{M;>0:i¢€ 8}, que € solugdo de

S paATMa — M; = -N; ; VieS$ (3.3.13)
=1

Prova: {Suficiéncia) O método que usaremos para mostrar a suficiéncia € o da fun¢do
estocastica de Lyapunov ( subsegio 3.2.2). Com esta finalidade, considere zp = (@o,1),
onde zp € " e 1 € §. Definimos

V(Xk,6) = XEM@G)Xy ;5 k>0
onde {M(6;)} é uma matriz simétricadefinida positiva, qualquer que seja o valor assumido
por b;.
Usando (3.3.13) e a propriedade markoviana, mostraremos que o processo
{V(Xy.,0k) : & = 0} é um supermartingale positivo, com relagdo a filtragem interna
(FZ :n > 0), definida no capitulo 2. Assim

E| V(Xpbr) — V(X6 | FE | =
E [XgHM(f’kH)Xm — XTM(8:) Xk | Xk:'gk] =

B[ XTaM(bip) X | Xa6i | = XEM(80)X,

il

X7 { AT(0)E] M(B41) | 0102 1A6L) — M(6) }Xx = - X[N(B)Xe < 0

sendo importante observar que estas igualdades sdo vilidas P — g.c.

Portanto, {V(X, 8) : k> 0} é um supermartingale positivo. Usando a desi-
gualdade de Doob para supermartingales positivos (apéndice C.1}, obtemos para qualquer
¢ > 0, que

P, [ sup XTM(#)X, > e] < L E., {XUT M(eo}xg]
O<t<oo £
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1
= *g $§M{$D

Como M{8;) é definida positiva, segue que o sistema (1.3.8) é estavel com
probabilidade 1 {ver defini¢io 1.4.1).
A fim de mostrarmos a estabilidade assintdtica com probabilidade 1, utiliza-
remos uma versaco discreta da formula de Dynkin (apéndice DD.3). Para isto, considere
E, [ V(Xo,60) — V(Xb)] = 25 Mizg — By | X,'-_Z"M(en)xn]
Agora, somando e subtraindo X { M(6;)X1, na expressio anterior,
B, XTM(0)Xe — XTMB)X XTMme0)%, - XTM(8.)X
0 | Xo M(60)Xo 1 M01) Xy + X M(6:)X, 2 M(6:) X
usando propriedade da esperanca condicional (Neveu, 1965 ),
= E., { XTM(60)Xo — E.,[XIM(61)X:) + XTM(61)X: — XIM(6,)X, }
usando a equagao (3.3.13), chegamosa
= B | XIN(6)X + XTM(0)X, - XT M(8.)X., |
Da mesma forma, somando e subtraindo X{ M(#;)X, na expressio anterior

E. | XIN(60)Xo + XT M(61)X: + XTM(6)X2 ~

XTM@)X, — XTM(6,)X,, ] =
usando propriedade da esperanga condicional {Neveu, 1965 )

E., {XTN@Bo)Xo + X{M(0)X: - Eey [XTM(0:)X, | X1,61) + XTI M(0:)X; ~ XTDM(6,)X,}

pela propriedade markoviana

= E., {XqN()Xo + XIM(6:)X, ~ E[XIM(6:)X: | X1,61] +

XTME)Y, — XIM(0)X,} =

usando a equacao (3.3.13}, conclui-se
.o [X3N(0)Xo + X[NE)X: + XTM(6:2)X, — XITM(6.)X,]
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Assim, por inducao chegamos & versao discreta da formula de Dynkin.

n-1

23 Mizo - B [XIME)X. | = 3 Eo [ XIN(BX, |
k=0
ou melhor
« T Mizo = i B, | XIN(80)Xe | + Ex [ XTM(8,)X, |
k=0

Desde que M(f) e N(f;)sio matrizes definidas positivas qualquer que seja o
valor assumido por 8k, temos

n-1
lim Y E, [ XTN@B)Xi ] < o
k=0

nloo
Agora, pela desigualdade de Tchebychev, para qualquer € > 0, temos

P [XIN(B)X: > €] < —i—E [ XTN (6, ]

Ent‘,éo,
i Py [XIN(6)X 2 ] <
k=0
1 &
D> EZD[XgN(ak)Xk} < o
k=0

Assim, pelo lema de Borel-Cantelli (apéndice B.1.1)
P | XIN@X: 2 € do] =0 ; VYe>0
ou melhor,

XIN@EIX B 0 B, -qe
Desde que, N(#;) € definida positiva para qualquer valor de 6, temos
XEXE H_o)o 0 ; P,-gec

que mostra a suficiéncia.

(Necessidade). Supornha o sistemna (1.3.8) assintoticamente estdvel com pro-
babilidade 1. Mostraremos que (3.3.13) é vdlido, qualquer que seja o estado da Cadeia
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{6, : k > 0}. Usando a notacao do capitulo 2, considere inicialmente que zo € I';, com
zg # 0 (caso contrario, nada terfamos a demonstrar). Assim, segue do teorema 2.1.1

B, [ XTNXn) > B [XF, NiXa,,,]

independente de k. Portanto

lim L [X%k+1NiXT*+3]
K=o b [ XZ, NiXr,]

Consegiientemente, segue do teorema da razao, ver Rudin (1976, pg 66}, que

N
Jdim Y £, [XFNixg,| < o (3.3.14)
T gemp

Desde que (3.3.14) ¢ vilido qualquer que seja o estado i recorrente, segune
diretamente do fato de que & é finito e cornposto somente por estados recorrentes que

N
Jim % B, [XTN(B)X: ] < oo

Desde que, {N{(j) > 0:j€ S}, temos
N
. T
Jim k[;) B [XEXe| < o0

Portanto, qualquer queseja 29 € F, temos

im > XX < o ; Py-—ge (3.3.15)

Com isso, definimos, para qualquer X;, vetor aleatdério n-dimensional, finito
(P,, ~ q.c.) e diferente de zero, a matriz w[ N, 6], por

N

. Ny <r Py

X{wN 61Xy = 3 XIN6:)X,
ek

onde

8y = {(6k,--,6N)}

um vetor aleatério (N ~ k)-dimensional. Desde que, (3.3.15) é vélido, definimos

XTM (6%, 2 lim xTw[N,6Y]X,
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N
= n Y X7TN(6:)X,
mwi-——k

cujos limites sio validos P,, —g.c.. Mas, como Xy é um vetor aleatério arbitrario, podemos
definir

M(8) £ Im w[N.6f] 5 Py-gec
N o0
Conseqiientemente, M(f;) é utna matriz simétrica e positiva definida qualquer
que seja o valor assumido por 8, pois N(8,) satisfaz estas condigbes. Agora,
XTwIN, 01Xz - XL 0[N, 80 ) Xess = XEN(@) Xk (3.3.16)

Tomando o limite (P, - ¢.c.) de ambos os lados de (3.3.16), obtemos

H

XEMO)Xy — XM (6e1)Xepr = XFN(8)X,

Fntao, tomando a esperanca condicional

E [XTM(0)X), - X M(8541)Xis1 | X = 2,63 = il

= E[X[N0) Xk | Xy = 2.6, = 5|

Assim,
7 {Mj - ipﬂA?MgAJ} r = 2 Nz (3.3.17)
=1
Desde que (3.3.17) é vélido qualguer que seja o z € R”, temos
i paATM4; — M; = -N; ; V€S
i=1

segue a necessidade. 0.
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Capitulo 4

Controle de sistemas hibridos
com enfoque I

Neste capitulo, vamos estudar o problema de controle para a classe de siste-
mas hibridos definidos na se¢do 1.3, com enfoque H*. Aqui, vamos resolver o problema
de controle com horizonte finito apresentado na se¢io 1.3.

A solugdo deste problema serd apresentada em termos de wm conjunto de
equagdes interconectadas de Riccati, que s3o aplicadas "backward” no tempo. Os re-
sultados obtidos aqui sao, de alguma forma, a versio discreta no tempo dos resultados
apresentados em Souza e Fragoso {1991). Adicionalmente, é importante ressaltarmos que
o problema originalmente exposto 1o capitulo 1 nio foi resolvido, nés conseguimos con-
digbes suficientes ( mas ndo necessirias ) para se resolver o problema de controle H,

A fim de facilitar a andlise, vamos reapresentar o problema de controle Ho
dentro da estrutura estocéastica, como foi discutido na secéo 1.3.

4.1 Formulacao do problema

Dado um espago de probabilidade completo (2, F, P), considere a seguinte
classe de sistemas dindmicos variantes no tempo

Xepr = AkG)Xe + Bk, 0)wr + Balk,8i)up
(1)
Ty :0;90 :Z.OﬁkSJN——}"
com saida controlada
zp = Gk, O)xr + Dk, 8)ui (4.1.1)

assumindo a seguinte condicdo de oriogonalidade

DY(k,6:) [ Clh8) D(k,8:)] = [0 R(k,6:)] (4.1.2)
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R(k6) = RY(k,8:) > 0 (4.1.3)

onde X; é um vetor aleatério n-dimensional, {wi} € l2[0, N — 1], o espago das seqiiéncias
quadrado somaveis sobre o [0, N -1 e {wuz} € uma seqiiéncia de fungdes controle m-
dimensionais. IDa mesma forma, {f;} ¢ uma cadeia de Markov com probabilidades de
transicio estaciondrias, assumindo valores em um espago de estados finito §.

Assumiremos que {X;}e{fr} sio totalmente acessiveis ao controlador. As-
sim, usando a propriedade markoviana do processo conjunto {{Xz,8;): k > 0} definimos
a seguinte politica de controle com realimentagdo markoviana

u = u(zk, ) (4.1.4)

A fim de colocar a probema de controle H™ dentro de uma estrutura es-
tocdstica vamos definit o espago i (2, F, P],{0, N - 1] ) das seqiiéncias z, tals que

N1 3
||Z]iz={E{Z Z;Erzk}} < o
k=0

Entretanto, usaremos a mesma notagio || - ||2 para a norma em I3[0, N — 1] ou
I, ([Q,F,P],[0.N 1] ), quando no contexto estiver claro a qual espago estamos referindo.

A qui, vamos estudar o problema de controle H* com realimentacio de estados
para o sistema (1), considerando-se o problema de desenvolver uma lei de controle com
realimentacio de estados

ulk,bp2r) = — L{k,6)zp (4.1.3)
tal que para todo w € L0, N — 1], w# 0,

[zl = v Il wl2

onde {z;} é a saida controlada definida por (4.1.1) e 4 > 0 é o nivel pré-determinado de
atenuagdo de distidrbios.

4.2 Controle H®

Nesta se¢ao, apresentaremos o resultado que resolve o problema de controle
H* com realimentag¢do de estados para a classe de sistemas markovianos com saltos no
parametros descrito na se¢ao anterior,

Seguindo recentes resultados sobre controle H® para sistemas variantes no
tempo sem saltos Nos parametros, o desenvolvimento usado aqui é baseado em equagdes
matriciais do tipo de Riccati a tempo discreto. A principal diferenca é que nossa solucio
ao problema de controle é apresentada em termos de um conjunto de equacbes interconec-
tadas, ao invés de uma equacdo de Riccati, como é o caso de controle H™ no contexto de
sistemas lineares variantes no tempo sem saltos nos pardmetros. A segunir apresentaremos
o resultado principal deste capitulo.
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TEOREMA 4.2.1 Considere o sisttma (X)), com saida conirolada (4.1.1), e v > 0

o nivel pré-determinado de atenuacio de distirbios. Entdo, existe um controlador com
realimentacdo de estados tal que

[zllz< 7 | 2 Iz,

para todo w € 12{0, N — 1], w # 0, desde que {X;(i) : i € 8} sejam matrizes simétricas
(n x n) satisfazendo o seguinte conjunto de equagoes de Riccati discretas, computadas
?backward” no tempo, com Ln(i}=0: i € S

2i(1) = CT(G,0061) + AT(LER1(041)]AG, )
+ AT (5, D E[Zi41(8;40)]Bil5 1) [v 2T — B (4,1) E[Zj41(8;41)1B1(4, )]
B (j,)E[E j41(8;41)]A(5, )
- {ATGDEE(8;1) B3 DT — B (5, ) E[S1(8541)1B1(4, )]
B (4B 5 41(8;41)}B2(4, 1)
+ AT (G DEEm(800)1Bi 0} H 70,1 {B GBS (8501143 1)

+ BI (4, DE[Z41(6;41)1B15.0)[v2T — B (4,4)E[Ti41(8;41)]B1(J. )]

- BB 41(85)J A ) | (4:2.6)

COTI

YT — BY (G 0[S j41(8:40)1B1(5,1) > 0 (4.2.7)
para todo i€ S € 7= 0,1,---, N — 1. Além disso, a lei de controle € dada por

wi{zj, i) = — B, 1) {BY(5,1)E[T;31(8;21)]AU,1)
+ BI(G, ) EZia(0530)1BiG.0) [y — BL(5,4)E[S;41(6,52)1B1 (5, )]

. BY (J1E[Z541(6541)]A(. ©) o, (4.2.8)

com
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H(j,9) = R(j,) + B} (4,1)E[E;41(8;41)1B2(4, 1)
+ BY (G, D E[Z 410041 1B, )[v2 ~ BT (j,1)E[E41(8;41)]1 B (4. )]

- BI(G)E[S 541(041)]B2(5,9)

onde
BTt = Y TinDpa
=1

e py € o probabilidade de transicio em uma etapa do estado i (§; = i) para o estado l.

PROVA: Comecamos definindo o seguinte funcional

N-1
J(u) = E[Z 2]z — ﬁwg“wj} (4.2.9)

=0

A prova esté sedimentadz em mostrarmos que J{u*) < 0, onde «*(-) é dado
pela equagio (4.2.8)
Agsim, definimos o somatério

E

No1
>, XLiTin(8i41) X5 — szj(gj)Xj}
=0

note que este € identicamente nulo, desde que Ln(-) = 0 e 2o = 0. Adicionando estes
termos ao J(u), obtemos

=0

N-1
J(u) = E{Z 5%+ XaTia(041) X — XS;(0)%; — W’QW?wj}

Agora, fixando uma politica de controle arbitrdria markoviana com realimen-
tagdo u;(z;, ;) e considerando, via (I;) a correspondente seqiiéncia {z;}, temos

N-1
J(u) = E{) [ [Zf%' + XD (641) X1




N1
= 3 #dx+ E {X_?;lzﬂi(eﬂl)‘ j-é—l}

=0

- 5 3(8;); - 7w
Usando (Z;), (4.1.1) ¢ (41.2), obtemos

N-—-1
J) = 3" o [€T(4,8)C0.6) — Ti(8)] 2

5=0

+ W R(G, 6 + [wi Bl (5,6, + v B](j.6;)
+ 27 A7G,6) E [5;0100,41)) [A(, 8;)z;
3 J2 G+1(8i41)] [A(F, 8;)z;

+ B2 (4.0 + Bi(j,0;)wi] — v*wlw;

ou
N1
Juw) = > 2 {CTU:%)C’(J}%‘) ~ ;(68;) + AT(G,0,)E[S;21(8;41)] A(j,ﬂj)}zj
F=0

+ uf {R(j, 8;) + Bj(j, 6;)E [Zi41(611)] 32(j=9j)} u;
+ wf (BT GL0)B (852 (6;42)) BiG.6)) — T} w;
+ uf By (4,0 (L (040140 65)2 5 + <] AT(5,65)E [S551(6541)] Ba(5, 65},
+w] B (4,00 F [Sina(01)]AG0)x; + 2T AT(G,6,)E [S551(6,41)] B1 (4, 8, )w;

+ wl B (7,0,)E [Li01(6;01)] Bali 0 + ul BY(5,6,)E [S41(641)] Ba (5, 0)w;

ou ainda
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N-1
J(w) = Y =; {CT(j’gi)C(jsej) - 2;(6;) + AT(j,Bj)E[EjH(Bjﬂ]A(jegj)}mj

720
+ uf {R(.'i, 8;) + B (J, gj)E[Ej+1(9j+1)}32(139j)}“j
+ ul BY(4,0)E1Z501(0;40)]40.0))x; + o AT(5,6,)E [£541(6551)] B2(4, 6)u;
- w.:?'r{'TzI ~ Bl(j,6;) E[Z11(8;41)] Bl(j,gj)}Wj
wl { BT (4, 01)F [2341(8,41)]40,6,)2; + B (5,0;)E [Sj+1(8j+1)) B2(d, 6;)u;

+ 2T AT(5,0)E S (051 Bi5,0;) + ul Ba(3,0:)E [Si4a(0i2) Ba(5,8) } w;
A fim de simplificarmos a notacao, definimos

A ) .
Q585 i, u;) = BI(4, 6;)E [Zje1(8;+1)) A(G. )z,

+ BT (,8)E[S,51(6,11]) Ba(4,6;)u; (4.2.10)
Aj(85) & 47T - B{(j,6,)E [Tj11(8;41)] Bi(5,6;) > 0 (4.2.11)
T5(65,25) = A;(6,)71Q;(8;.25,7) (4.2.12)
Entao
N-1 ,
Jw) = 327 {C (1,6)C 0. 0) - £,(8;) + AT(jsgj)E[Sj+I{9j-§-l)}-4{j19j)}Ij
7=0

+ ui {R(5,8;) + Balj, 6;)E [2;41(0;41)] B2(4, 60} uj
+ wIBI(G,0)E 2508510 A6 8)x; + o] AT(5,6,)E[550(6;41)] Bald, 6;);
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— w; — T;(8,,2,u)]" Aj(0;) [w; — Ti(6;,25,u;)]
+ Qi(6;,2;,u;)657(8;)Q;(6;, 25, u5)

Agora, levando em conta a defini¢ao de @;(-) em (4.2.10) e denotando @ 2
Q;(8;,z;,u;) para facilitar a notagio, temos

QTATY8,))Q; = =T AT, 0)E(S141(8541)] Bi(G,65)A57 (8;) B, 0:)E [841(841]
- A(G,85)e5 + ulB](j,6,) E [S11(6;41] Ba(5,6,)A7(6;)
- BY (3, 6;) E [Sj41(6;41] B2(35,6;)u; + 27 A7(5,6))
- E[S541(8540) B1 (5,947 (8;) B (4,6, E[S41(6;41)] B2(4, 6;)u;
+ uf BJ(4,6,)E [T, (0541)] B1(5. 6;)A7(6;)B] (4. 6)
EEi1(0541)] AU, 05); (4.2.13)

Substituindo (4.2.13) em (4.2.12) e rearranjando os termos, chegamos a

N1
Jwy = S0 2T {CTG.0)C68) — T;(8;) + ATGL0)E L (0550)] AGLE;)

5=0
+ AT(5,6;) E[S5(0;0:0)] B 6) AT (6;)B] (.6, [%541(05:1)] AG. 6,) } 25
+ Tl {R(j, 6;) + B8 E8511{0541)] B2(5,8;) + BI(5,6,)E [S141(8,51] B1(4,6;)
- A7H6,) BTG E [S541(6541)] Ba5.05) } g
+ of {B7 U 0)ESi51 (614G, 65) + BY(5,6,)E [S531(8,41)] Ba(d. 83)
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- ATHO) B, 6) E [541(8541)] A(j,ﬂj)} %
+ a7 {AT(ja 0,)EZi41(6;41)1B2(7,65) + AT(5,60,)E[T51(8;41)] Ba (4, 65)
- A7H6;) BG4 E [Z51(6341)] BalG: 65) } 25

— [w; — T;(8;,2.u)]" A7Y8;) [w; — Tj(6;,25,4;)]

ou melhor,
N-—-1
Jw) = 32 5 {CTG0)C08) — Si(8) + ATGLO)E[Z551(8:41)] AG, 6;)
3=0

+ AT(G.6)E [Z50(8550)) Bi(i8)A T (6,)BY (7,6 E[S541(8541)] AU 65) } =5
1 T -1
+ [uj + Hy (‘%‘)L;-‘(ﬂj)mj] H;(8;) [ﬂj + H(6;)L5(9)z;]
= [wj ~ Fi(6;,0.u)]" A;(6;)[w; — Ti(6;,25,u;)]

— 5 (0, H ;N (6:)L5(6,)z; (4.2.14)

onde,
Hy(85) 2 R(5.6) + BY (5,0,)E [Si41(8541)) Bali.65)
+ BI(j,6)E [T541(8;41)] Bi(G.8)AT (8, BT (5,6)E [£41(8541)] B2(4,6;)  (4.2.15)
L;(8;) = Bg(j?Bj)E[Ej-t—ll(gj-!-i)EBl(j,gj)Agl(gj)Bf(jsB}')E{Ej«&l(ajﬂ-})]A(j:ﬁj)

+ BIGH)E[S51(0541)] AGLE;). (4.2.16)

Novamente, rearrajande os termos em (4.2.14) obtemos
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N-—1
Jwy = S = {CTU,%)C(J}@') — Z;(6) + AT(5,6)E [S541(0;41)] A7, 65)
=0

+ AT(5,0)E (250521 Bi(,0:) AT (6;)B] (4,0 E [S51(6,41)] A4, 6;)
— L) H 7 (8;)Li(8;) 2
+ [w + HII(GJ‘)L;'(%%}TH:'@’:‘) lus + H7'8;)L5(65)a3]

— [w; = Tj(8;,35u)]" A0 fw; ~ Ti(65,25,u)]. (4.2.17)

Agora, através de (4.2.11)e (4.2.12),-levand0 em conta (4.2.16) e (4.2.17), e
assumindo que #; = %, concluimos que

N-1
)y = — 3 [w; - T8, z5,u)]” Ai8) [w; — T;(6;,25,u;)]

§=0

< 0
e segue o resultado. O
A seguir apresentaremos algummnas conclusdes e observacbes relacionadas ao
resultado obtido.

Observacio 1 : Note que guando 7y — 0 a equagio (4.2.6) torna-se

(1) = CT (G, 9000 + AT(4,DES;501(0541)] A, 1)

— AT DE[E0(0551)]) Bl ) M (5, 0)B1 (5, ) E[Z41(6,41)[ A, 9)
com
M(5,9) = R(j.)) + BE (5, )E[Sj11(8;41)] Ba(4, 1)

e a politica controle, equagio (4.2.8), torna-se

uw(z;,0) = ~M 0BT (5, )E[S41(0;41)] AU 1)z,
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que é um conjunto de equagdes interconectadas de Riccati e a politica de controle, respec-

tivamente, para o problema de controle Linear Quadrético Gaussiano com Saltos (JLQG),
como em Fragoso (1989).

QObservacao 2 : Outro aspecto importante a salientar ¢ a comparagao entre este mo-
delo estocdstico e o deterministico, que foi estudado por Stoovorgel (1990). Se a cadeia
fosse composta por apenas um estado, tornando o sistema deterministico, a equagao (4.2.6)
e (4.2.8) corresponde a solugao do problema determinfstico estudado em Stoovorgel {1990)

Observacdo 3 : Nossa iltima observagio € sobre a equagho (4.2.7), esta coudigao estd
relacionada ao problema de convexidide € também ocorre no caso deterministico (Stoo-
vorgel 1990).



Capitulo 5

Conclusoes

Aqui vamos fazer um apanhado geral sobre os principais resultados obtidos.
juntamente com uma discusdo sobre perspectivas futuras de trabalho e problemas em a-
berto.

Nesta dissertagdo, trabalhamos basicamente dois problemas distintos, contro-
le H* e estabilidade estocdstica com probabilidade 1, para a classe de sistemas lineares
a tempo discreto com saltos Markovianos. Nossa idéia inicial era conectar a estabilidade
estocdstica ao problema de controle #°, mas por falta de tempo isto nio foi possivel.

Estabilidade estocdstica é um ramo da teoria de processos estocdsticos que
foi extensivamente estudado nas dltimas décadas. Seu desenvolvimento, em grande par-
te, ocorreu devido ao avango do cilculo estocdstico de Ito e das equacdes diferenciais
estocdsticas (Has'minskii, 1980) . No inicio, grande parte dos autores trabalhavam com
conceitos envolvendo valores esperados do processo. Mas, por motivos evidenciados no
capitulo 1, a estabilidade estocdstica no sentido quase certamente tem interpretacdes e
mesmo aplicagdes praticas bem mais razodveis que os conceitos envolvendo valores espe-
rados do processo, que sao restritivos.

A definicio de estabilidede estocéstica que utilizamos foi baseada em Kush-
ner {1967) e tem como objetivo estender os conceito introduzidos por Lyapunov (1907) no
caso deterministico. Com relagéo a esta definigio, encontramos um teste computacional
para verificar a estabilidade estocdstica corn probabilidade 1. Para nossa surpresa acaba-
mos verificando a equivaléncia desta definigio com diversos tipos distintos de estabilidade
estocdstica para a classe MLSM.

Uma extensao natural do nosso resultado sobre estabilidade estocéstica, é a
obteng¢io do andlogo para sistemas continuos no tempo. Fora isso, existe uma série de pro-
blemas em aberto na literatura de estabilidade estocdstica. Por exemplo, as retri¢hes no
espaco de estados da Cadeia de Markov (finito e recorrente) podem ou nio serem retirados
? Generalizacdes desta definicio de estabilidade devem ser estudadas. Nés consideramos
uma probabilidade po inicial, como ficaria n1osso resultado sobre estabilidade estocdstica ?
Estes sdo alguns problemas imediatos em estabilidade estocdstica que estamos estudando.

No contexto de controle, técnicas sobre H* foram utilizadas a fim de que
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pudéssemos resolver o problema de controle para a classe MLSM introduzida no capitulo
1. Apesar deste problema estar bem colocado e a forma com que a incerteza foi modelada
representar inovagdes a teoria, existem alguns problemas sobre interpretagdes com relagio
ao controle H°° deterministico. Por exemplo, a norma da matriz de transferéncia em ma-
lha fechada do sistema MLSM nao estd bem definida, devido a sua estrutura estocastica,
mais ainda, nio podemos dizer que se

lzlz< 7vllwle

entao a norma da matriz de transferéncia em malha fechada seja menor ou igual & +, isto

-

€,

IH o € 7

pois z e w tém horizontes finitos e na definicao original z € L{[Q,F, P;[0,N ~ 1]) e
w € 1[0, N — 1]. Mas, como ja dissemos, este problema com horizonte finito estabelece
mais facilmente a estrutura da solugio e todas as equagdes e férmulas sem as complicagdes
adicionais associadas a estabilidade interna, que é essencial para o problema de controle
com horizonte infinito. Esperamos resolver o problema com horizonte infinito no futuro
préximo e desta forma unir os dois problemas tratados aqui.

A teoria de controle H* teve uma evolugio muito grande nos dltimos anos.
Este tipo de abordagem tem sido encaixada em diversos ramos tradicionais da teoria de
sistemnas. Na teoria de filtragem também tém se embutida idéias sobre H*. Mas, aqui
gostariamos de discutir rapidamente o problema de observacbes parciais e expor estas
idéias para a classe de MLSM.

Uma das suposigbes marcantes desta disserta¢do é que o processo 7 =
{{X%,0) : £ > 0} é totalmente acessivel ao controlador, isto é, Z; é precisamente a-
valiado no instante k. Agora, suponha que {X; : k > 0} é precisamente avaliado, mas
{6, : k£ > 0} ndo é completamente observado. Se nenhuma informacio sobre a cadeia
de Markov {8 : k > 0} for utilizada, a andlise do processo Z torna-se extremamente
complicada, pois Z perde a estrutura markoviana e podemos observar que todos os re-
sultados obtidos nesta dissertagio estdo ligados 2 estrutura markoviana. Mas, se alguma
informacéo sobre {6 : k > 0} for utilizada, por exemplo, se tivermos informacdes sobre os
instantes de saltos da Cadeia de Markov, isto é, os instantes entre as mudancas de estados
{sem conhecermos qual € o estado), podemos definir um processo de contagem associado
e assim recuperarmos a estrutura markoviana. Desta forma, podemos estudar o problema
de controle H® para a classe MLSM, considerando-se observacdes parcias na Cadeia de
Markov {#; : k > 0}. Este tipo de abordagem com observacdes parciais constituem pro-
blemas em aberto, fanto para sistemas lineares a tempo discreto quanto continuo. Vdrias
outras questdes interessantes tiveram que ser proteladas. Nesse sentido, acreditamos que
esse primeiro trabalho abre um vasto leque de opgdes para pesquisas futuras. Por exemplo :

a) A parte relativa a necessidade, cuja abordagem deve utilizar a "teoria de jogos es-
tocdsticos”
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b) O problema de filtragem H>

¢) O problema de controle #° com realimentagio de saida
d) Observagbes parciais

e) Aspectos numéricos, etc.



Apéndice A
Espacos de funcoes

Nesta secao, vamos derivar alguns resultados bésicos sobre espacos funcionais,
que facilitardo o leitor no aprendizado das técnicas sobre controle H*. Assim, faremos
uma répida introdug¢io aos espagos de Banach e Hilbert, cujos resultados e difini¢des serdo
fiteis na caracterizacdo das fungbes sobre os espagos de Hardy.

A.l Espacos de Hilbert e Banach

Seja X um espaco linear sobre o corpo dos ndmeros complexos C. O espago X
é denominado de espago normado se a cada = € X existe um nimero real || z |} associado,
denominado de norma de x, satisfazendo

a-flz +ylf<llell + llyll; zyeX
b_”a:gnﬂ‘ﬂ‘“l’” b zeXeacl
cllzll=0 < z=0; z€X

Através da norma podemos definir uma métrica, basta observar que d(z, y} =||
z -yl ; 2,y € X. Conseqiientemente, pode-se falar sobre convergéncia em X.

DEFINICAO A.1.1 Uma segiéncia (2n)n>1 em X converge para um elemento z € X

se a segiéncia de numeros reais || x; — 2 || converge para zero, ou seja, dado € > 0, existe
n(e) € IV, tal que para todo n > nie), temos que

| zp — z }] < € (1.1.1)
Um importante conceito da analise matem3dtica é o de segiiéncia de Cauchy.
Pois, apesar de falar sobre convergéncia de seqiiéncias em X, este nada diz sobre seu ponto

limite.

DEFINICAO A.1.2 Uma seqiéncia (Zn)n>1 em X € de Cauchy se, para todo ¢ > 0,
eziste n{c) € IN, tal que para todo n,m > n{¢), temos que
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| 2o — 2m || < € (1.1.2)

Pode-se observar que toda seqiiéncia convergente é de Cauchy, mas a reciproca
nio vale.

DEFINI(;AO A.1.3 Um espaco X € completo se toda seqiiéncia de Cauchy € convergente

para um elemento ¢ € X. Um espago linear normado completo € denominado de espago
de Banach.

Seja H um espago linear sobre o corpo dos nimeros complexos. Dizemos que
H é um espago com produto interno se, para cada par ordenado z,y € H existe um
nimero complexo < 2,y >, que € denominado de produto interno, satisfazendo, para todo
z,y,z € H e a € C um escalar, os seguintes axiomas.

a- < z,¥ > = < ¥,z >* {onde o simbolo * denota o conjugado complexo).
b-<eztyz>=<z,2> + <y,z>

c-<ar,y>= a<,y>

d-<z,z>2> 0

e-< g, z2>=0 < z-0

Estes axiomas tém uma série de consegiiéncias imediatas. O axioma (c)
implica que < 0,y >=0; Yy € H, (b) e {¢) combinados implica que a transformacio

r — <z,¥y>

é um funcional linear.
Segue-se de (a) e (¢}, que

<T,0y> = o< z,y >
e {a) e (d) implicam que o produto interno é bilinear, ou seja,
<T,+z>=<z,y> + <z,2>

Do axioma {d} e (c), podemos definir uma norma sobre H, induzida pelo
produto interno, a norma € a raiz quadrada, ndo negativa, de < z,z >. Portanto,

[z =<2,2>
PROPOSICAO A.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz) Segue-se gue,

[<zy>|<lzlliy]

para todo x,y € H



PROPOSICAO A.1.2 (Desigualdade triangular) Temos que,

le+yli<li=z= + livd

para todo z,y € H

Segue das proposigbes A.1.1 e A.1.2 que esta norma estd bem definida. Por-
tanto, pode-se questionar H sobre convergéncia e completitude. Um espago linear com
produto interno e completo (com relagao a definicao A.1.2) é denominado espago de Hil-
bert.

Dois elementos z,y € H s3o ortogonais se < z,¥y >= 0. Dizemos que S é um
subespaco de H se,

Ve,ye S,z+y€esS e ar€ 8§ ; VacC

O subespago S é fechado se toda seqiiéncia em S que converge em H tem seu
limite em S. Se S é um subespaco de H, 5 é o conjunto de todos os elementos de H que
sao ortogonais a todos os elementos de S, pode-se mostrar qgue S+ é um subespago fechado,
para qualquer subespago S. Agora se S ¢ fechado, entdo S+ é denominado complemento
ortogonal de S. Temos que,

H = 5Q5*

Isto significa que todo elemento em H pode ser escrito unicamente como a
soma de um elemento em St e um em S.

Uma transformacao f : #f; — Hy, que preserva a norma (ou a métrica), isto
é, || 7(z) lla,=ll = ||,, é denominada isométrica.

Informalmente falando, dizemos que dois sistemas sdo isomérfos se existe u-
ma transformacio Hnear um a um , entre estes, que preservam propriedades relevantes.
Por exemplo, se X e Y sfo dois espacos lineares, entio, estes sio isomdrios se existe uma
transformacfo linear um a um entre estes, pois as transformacoes lineares preservam pro-
priedades importantes para espacos lineares, como adi¢io e multiplicacio por um escalar.

Agora, se H; e Hy sdo espagos de Hilbert, dizemos que estes sdo isomoérficos
se existe uma transformacio linear A de H; em H; que é um a um e preserva o produto
interno, ou seja, < A(z),A(y) >n, = < #,y >p, para todo z,y € H;. Tal transformacio
é denominada isomorfismo de H; em H,, ou malis especificamente, um isomorfismo de
Hilbert (Hilbert space isomorphism) de Hy em H,.

Existemn varios exemplos de espagos de Banach e Hilbert. Um dos mais
cldssico exemplos de espaco de Hilbert é o espago C7, este, consiste de vetores complexos
n dimensionais, cujo produto inferno € definido por

<z, ¥>= 'y (1.1.3)
onde z e y sao vetores coluna e x denota a transposta conjugada.

Neste apéndice, vamos trabalhar com espacos de Banach e Hilbert infinito
dimensionais, ou seja, espagos de fungdes.
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A.2 Sinais no dominio do tempo

Considere um sinal z(t) definido para todo t € R, tomando valores em C",
ou seja

z : {—o00,00) — C7"

Restringiremos z ao espago das fungdes (Lebesgue) quadrado integriveis, de-
notado Li(—o0, 00), isto €, o conjunto das fungdes z, satisfazendo

[IRECIE R (1.2.4)

-
Onde a norma em (1.2.4) é a mesma, definida anteriormente, para o C". A

raiz quadrado da expressdo (1.2.4) define uma norma sobre o L2(—00, c0), que é completo
com relacdo a esta norma. Sobre este pode-se definir um produto interno,

o o]

<ey>= [ syt 5 Ve,ye Ly(-00,00)
o OO

que o torna um espaco de Hilbert. Pode-se observar que a norma (1.2.4) provém deste

produto interno.

O conjunto de todos os sinais em Ly(—o0, o¢) que sdo iguais a zero para quase
todo t < 0 {ou seja, exceto, possivelmente, para um conjunto de medida de Lebesgue nula}
é um subespago fechado, denotado por L;3[0, o). Seu complemento ortogonal, o conjunto
de todos os sinais no La(—o00, 00) que sao iguais a zero para quase todo t > 0, serd denotado
por La{—o0, 0]

A.3 Sinais no dominio da freqiiéncia e os espacos de Hardy

Considere uma fungdo z(jw) que é definida para toda fregiiéncia w € R,
tomando valores em C™, que é {Lebesgue) quadrado integravel com respeito & w. O
conjunto de tais fungdes denotado por L? é um espaco de Hilbert, com produto interno

1 = )
<Z,Yy>= — ] z(jwyy(jwidw ; Vo,yc L*
27 S

Para um estudo mais aprofundado de sinais no dominio da freqiiéncia, faz-se
necesséario estudarmos algumas propriedades dos espagos de Hardy, que nos restringiremos
aos espacos H? e H®. Dentro do contexto geral de anilise complexa, vamos trabalhar
com um subconjunto destas fun¢des, pois as restringiremos & um subplano, com uma
condicao de integrabilidade uniforme, ver Rudin (1987) para defini¢bes gerais e referéncias
especializadas.

O espago das fungbes analiticas (ou, holomérficas) sobre o semiplano direito

D' = {z=c+jw: z2>0}

61



satisfazendo a seguinte condigdo de integrabilidade quadrética uniforme

[iﬂ% w;;; f_z i flz +5w) | dw]% < (1.3.3)

ser4 denominado de H? e (1.3.5) sua norma, denotada por || f ||z

Pode-se mostrar que o H?, com esta norma, é um espaco de Banach. As
fungdes sobre o H 2 nio estdo definidas, a priori, sobre o eixo imaginério, mas podemos
obte-las via o limite.

TEOREMA A.3.1 Se f € H?, entdo para quase todo w, o limile

g(jw) = lim f(z + jw) (1.3.6)

existe ¢ f € L2.

Entao, podemos definir as fungdes no H? sobre o eixo imaginario por continui-
dade. Pode-se mostrar que, a transformacgao f — ¢ é linear, injetora e preserva a norma.
Entio, podemos interpretar o H? como um subespaco fechado do espago de Hilbert L2,

Da mesma forma, definiremos o complemento ortogonal H?+ do H?, como o
espaco das fungdes f(z) analiticas no semiplano aberto esquerdo { Re(z) < 0 ), com f(z)
tomando valores em C™ e satisfazendo

sm)/ | fz + jw) || dw < oo
<D

—00

onde a norma, na expressac anterior é mesma definida, na se¢io anterior para o C*. O
teorema A.3.1 pode ser aplicado para as fun¢oes no H?* e consegiientemente, interpreta-se
o H?! como um subespago fechado do espago de Hilbert L2,

Definiremos o espago H{*, consistindo de todas as fungdes complexas F(z),
na variavel complexa z, que sao analiticas e limitadas sobre o semiplano aberto direito D.
Limitada, significa que existe um nimero real b, tal que

| F(z)| £ b ; Re(z)>0

o menor dos limitantes b, é denominado de norma H{® de F, denotado por || F' || . Ou
seja

| Fllee = sup { | F(2) |+ Re(2) >0}

Agora, segue do teorema do médulo maximo (Duren 1970} que podemos trocar
o semiplano aberto direito pelo eixo imagindrio, ou ainda

I Flle = sup { | F(Gu)|: weR}
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desta forma podemos interpretar a norma H® como sendo a malor distdncia da origem
ao gréfico de nyquist.

Denotaremos por L§® o espago das fungdes F(jw) que sao essencialmente limi-
tadas (ver Royden, pg 111), ou seja, limitadas, exceto, possivelmente, sobre um conjunto
de medida de Lebesgue nula. Entdo,

| Flloo = esssup | FGw) | = inf{b : m{] F(jw){>) =0}

Observe que nao fizemos distingdo, na notagdo, entre as normas H{® e L{°,

ois do teorema 5 Aximo, ui-se que o , des estritamente

pois do t do médulo méximo, conclui-se que o H{®, para fun¢d trit t
préprias, é um subespaco fechado do L§°.

A.4 Conexoes

Esta secdo contém alguns resultados bésicos que relacionam os espagos fun-
cionais introduzidos anteriormente. Primeiro, o teorema de Paley Wiener e Plancherel
conecta os espagos de Hilbert no dominio da freqiiéncia com o dominio do tempo, ou seja,
mostraremos que existe uma transformacao isomdrfica entre esses espagos.

A transformada de Fourier esta definida para fungoes f € Ly, ou seja, o espaco
das fungbes Lebesgue integriveis, (ver Rudin 1987, pg 178). Desde que a medida de Le-
besgue sobre o R € infinita, 0 La(—o00, o), ndo é um subespago do L;. Consegilentemente,
a defini¢do tradicional da transformada de Fourier ndo pode ser diretamente aplicada para
toda funcio f € Ly{—o00,o¢). A defini¢do, pode ser aplicada, se f € Ly N Ly(—o0,0),

e neste caso ? (a transformada de Fourier de f) pertence ao L%, de fato, |{}[§2 = || f 2
Esta isometria pode ser extendida para uma isometria do Lo(—00,00) — L2, esta ex-
tensao define a transformada de Fourier (algumas vezes, denominada de transformada de
Plancherel) para toda fungao f € Ly(—o0, o). Entdo, dado uma fungio f € La{—~o0, 00),

A A
existe uma fun¢do f€ L? (via a transformada de Fourier), tal que, || f {|7,(—c0.00) = Il z2-

A
Conseqiientemente, a transformagéo f — f é um isomorfismo do Ly(~o0, 00} no L2

TEOREMA A.4.1 A transformada de Fourier determina um isomorfismo do Ls{—o0, oc)
no L?.

Segundo teorema de Paley e Wiener, existe uma fun¢ao F' € L2(0, 0c), tal que
para todo f € H?

#(z) = / F(t)e di
0
para todo z € D

Isto quer dizer que a transformada de Fourier transforma o L,(0,00) — HZ.
Entdo, podemos interpretar as fungdes em H? como sendo transformadas de Fourier de
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sinais no L2(0, oc).
O segundo teorema conecta o espago de Hilbert H? com os espagos de Banach
L*> e H*. Denotaremos por F'X o espago gerado pelas fungbes da forma {Fz : z € X}.

TEOREMA A.4.2 i-Se F e L™, entido FI? C L% ¢

[ Flleo = sup {{| Fzllz: € L?e [lafh=1} =

sup { [[Felz: z€ H e ||z ||p2=1}
ii- Se F € H*™, entido FH* Cc H? ¢
I F o = 5131:?{|§F$HH21 re€H e ||z |ga=1}

Este teorema é a jungdo de resultados apresentados em Conway (1985) e Duren
(1970}, a parte (i) encontra-se demonstrada em Conway e a parte (ii) em Duren.

Na proxima subsegdo, vamos introduzir o espago H{® para sistemas multiva-
riados. Nexte contexto, fica claro a necessidade de se falar em 4lgebra de operadores, ao
invés de espaco.

A.5 Espacgos H*® e L™

Definimos, na se¢ao A.4, o espago funcional H{®, como o conjunto das funcdes
{ sobre o semi-plano aberto direito (D), que sdo analiticas e satisfazem

1 fllo = sup | f(z)| < oo

zeD’

Pode-se, facilmente, mostrar que o conjunto das fungdes racionais e proprias
que ndo tém polos no semi-plano fechado direito, estd contide no HP®. Vamos definir o
H™ como o conjunto das matrizes complexas cujos componentes estio no H{®. Entio,
considere funcoes

F : D’ — Cnxm
que sdo analiticas e limitadas, no sentido
| Flleo = sup { | F(z) |+ z€ D'} < oo (15.7)
Aqui, || F(z) ||= 0maz[F(2)], ou seja, o maior valor singular da matriz F(z).
Note que a norma definida em (1.5.7), ndo estd bem definida, pois 0 H® nio é um

espago linear (nao podemos somar matrizes de diferentes dimensdes). Entretanto, qualquer
subconjunto do H, consistindo de matrizes de mesma dimensdo, é um espaco vetorial
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para o qual a norma || - [je estd bem definida e torna-o um espago de Banach. Por isso,
Zames (1981), analisa os sistemas de forma geral, como sendo dlgebras de Banach.
O conjunto das fungdes F tomando valores em C**™ que s@o essencialmente

Hmitadas e mensuravel sobre o eixo imaginario serd denotado por L®. Sobre este espago
define-se a norma

HFHOO = sup O'maz{F(]w)} <
weR

Com respeito a esta norma, o subconjunto de todas as fungbes de valores
matriciais {com mesma dimensio), formam um espago de Banach. Da mesma forma que
na se¢io A.4, teorema do médulo maximo pode ser aplicado. Portanto, as fungbes sobre

o H*™ podem ser levados isometricamente para uma fun¢do sobre o L°° (ver N. Young,
1988). Portanto, nao faremos distingdo entre as normas.
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Apéndice B
Processos Estocasticos

Objetivo deste apéndice é apresentar alguns resultados da teoria de probabi-
lidade e processos estocdsticos, que serao utilizados nesta dissertacao.

Inicialmente, faremos uma revisido sobre conceitos elementares de probabi-
lidade, dando énfase ao lema de Borel-Cantelli e a esperanca condicional, que serdo ex-
tensivamente utilizados. Além disso, discutiremos a relagdo existente entre uma varidvel
aleatéria e a probabilidade Py, induzida. Da mesma forma, suas extensdes para espago
produto.

Na secdo B.2, faremos uma introdu¢io a cadeias de Markov, onde derivare-
mos resultados bésicos sobre estes. Nesta abordagem, daremos énfase a caracterizacao de
estados recorrentes e transientes.

B.1 Introdugao

Cosidere {2 um espaco abstrato, denominado de espaco amostral, onde w € §2
sio denominados eventos elementares. Seja F a o-idlgebra de Borel dos subconjuntos de
Q, e P uma funcéo de conjunto definida na o-8lgebra F com valores no {0,1], satisfazendo

i- P(A) > 0, para todo A € F

- P(Q) =1

iii- Sejam Aj, Ag,--- eventos (ou seja, A, € F, Vo € IV), tais que A; N 4; =
para i # j. Entao

P(Uns1 An) = 3 P(4,)

n=1

isto é, P é uma probabilidade sobre (Q, F). A tripla (Q,F, P) é denomindada de espago
de probabilidade.

Dado um espago de probabilidade (2, F, P), uma varidvel aleatéria X é uma
funcdo definida em Q com valores em R, de tal forma que o evento [X < z] = [w €

Q : X(w)<z] € F, Ve ¢ R. Entdo, uma varidvel aleatéria é uma func¢io que
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»transforma” o espago (£, F, P) no espaco (R,B(R), Px), onde 3(R) é a o-dlgebra de
Borel dos Reais e Py é definido da seguinte forma,

Px|[(—o0,z]] = P[X<z];Vze®R (2.1.1)
Considerando-se,
C = {B,(-o0,2},(~00,1],(z,),[z,00),(a,b),(a,b};[a,),[a,b], (-0, 00) }
Pode-se formar uma 4lgebra dos subconjuntos de R
A= {A=UL,C; CinCij=0;i#j e CieAdi=1,--,n;neN}

Assim, desde que Py define uma probabilidade nesta algebra, segue que, via o
teorema de extensao de Carathéodory, Py pode ser extendida, de forma iinica, para uma
o-4lgebra gerada por A, que é denominada o-algebra de Borel. Portanto

Px : B(&®) — [0,1]

Assim, Px define uma probabilidade sobre o espago mensurdvel (R, 3(R)).
Com isso, podemos definir

Fx(z) = Pl X <z ]

onde Fx(-) é denominada funcio de distribuicdo acumulada da varidvel aleatoria X.
Pode-se mostrar que existe uma correspondéncia entre varidvel aleatoria X ,
probabilidade (Px) e a fungéo de distribuigao acumulada da varidvel aleatdria X, isto &

X e Py «—— Fy

Uma varidvel aleatoria é discreta se, e s6 se, existe um conjunto A € F,
enumeravel, tal que P[X € A] = 1. Uma varidvel aleatéria é absolutamente continua se,
e 56 se, existe uma funcdo fx(-) ndo negativa, satisfazendo

Fx(z) = jj fx(t)dt e

f:; fx(t)di = 1

A esperanca matematica de uma varidvel aleatéria X é definida via a integral
de Lebesgue,

E(X) = j; X (w)P(dw)

se a E|X| ¢ finita, dizemos que X & integravel.

Na literatura probabilistica existem vérios tipos de convergéncia. Podemos
citar, na r-ésima média, em probabilidade, com probabilidade 1 e varios outros. Nesta
dissertagdo, trabalharemos apenas com estes trés tipos de convergéncia estocastica.
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DEFINICAO B.1.1 Uma segiéncia de varidveis aleatdrias, definidas sobre o mesmo
espaco de probabilidade, convergem para umae varidvel aleatéria X

a- em probabilidade se, qualguer que seja ¢ > 0,

Em P{|X, — X{2¢] =0

nleo

b- na r-ésima média se,

lim E[| X, — X[7] =0

ntoo

c- com probabilidade 1 se, qualquer que seja € > 0
nloo

im Pisup | Xz — X|>2e| =0
k>n

LEMA B.1.1 (Jema de Borel-Cantelli) Sejam A;, Ag,--- eventos definidos sobre o
mesmo espaco de probabilidade (Q, F, P)

a- Se,
> P(An) <
n=1
entdo,
P[limsup An} = 0
mas

b- se, Ay, Az, - sdo independentes 2 a 2 €

> P(A) =

n=1

temos
Plliminf A, ] =1

Dizemos que (Xy, Xa,...,X;) é um vetor aleatorio se, e s6 se, cada compo-
nente é uma variavel aleatéria. Da mesma forma, definimos

FXL.,.,_X“(I},'“,E),—,,) = P[ XI < xly“'7X?’L < I??.]

que € a fungdo de distribuicio acumulada do vetor aleatdrio (Xq,---,X,) e de forma
analoga existe uma correspondéncia entre o vetor aleatério, a probabilidade induzida por
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P, sobre a o-dlgebra de Borel do R™, e a fungao de distribui¢io acumulada conjunta, isto
é
(X1, Xn) =— Px;..x. ~— Fx;,..x,

Considere (2, F, P) um espago de probabilidade. Sejam A e B eventos perten-
centes a o-algebra F, tal que P(E) > 0, entao podemos definir a probabilidade condicional
do evento A dado a ocorréncia do evento B, denotada por P[ A|B ], por

PLANB]

PLAIB] = =5

Dado A € F com P{A) > 0, podemos definir a esperanga condicional da
varidvel aleatdria X, sobre (2, F, P}, dado o evento A, da forma

ELX|A] = [ s(w)P(dul4) = _fn_%f;(dw)

Além do estudo sobre supermartingales positivos que faremos no apéndice C
a esperanca condicional serd um ferramental de extrema importéncia no desenrolar dos
capitulos 2 e 3. Dado estas observagbes, apresentamos uma defini¢io rigorosa sobre tal
tépico.

DEFINICAO B.1.2 Seja (Q,F,P) um espago de probabilidade ¢ Y uma varidvel a-
leatoria integrdvel. Considere 3 C F uma sub-o-dlgebra. FEntdo existe uma inica (P-
q.s. Jvaridvel aleatdria E{ Y18 |, chamade esperanca condicional de Y dado B, que satisfaz

- E[Y|8 ] € B-mensurdvel e integrdvel

- @ seguinie equacao

/ Vdp = / E[Y|BJdP ; VBe§S

B B

A probabilidade condicional pode ser definida por:
PlY eB|f] = E[Lgy(w)|F]

B.1.1 Teoria béasica de processos estocdsticos

Nesta subsecdo, apresentaremos as defini¢des bdsicas sobre processos es-
tocasticos. Para esse fim, considere (2, F, P) um espaco de probabilidade completo e
T c £, um conjunto de indices nio vazio.

DEFIN I(}AO B.1.3 Um processo estocdstico € uma colegdo de varidveis aleatéria defi-
nidas em (Q, F, P), indezadas por T
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EXEMPLO B.1.1 A varidvel aleatdrie X, neste caso T = {1}

EXEMPLO B.1.2 {X,, : n € IN}, ou seja, uma sequéncia de varidveis aleatérias
definidas no mesmo espago de probabilidade, neste caso ' = IN.

A seguir apresentaremos uma definicdo mais rigorosa de processo estocdstico

DEFINICAO B.1.4 Um processo estocdstico € uma fungdo, que toma valores em T x 82,
da forma

X:rxag — R

Onde, X(t,) € uma varidvel aleatdria para todo t € T € X(-,w) € uma funcdo de T em
R, para cada w € Q, esta fungdo € denominada de trajetoria do processo X

Seja RY o conjunto de todas as fungbes de T em R, entao:
X:0Q0 — %7
Sobre o ®T pode-se definir o seguinte subconjunto

C={zeR" (24, ,2,) EB; BCBHR") € t1,--,4n € T Vne IV}

Tal conjunto é denominado de cilindro de base B. A classe de todos cilindros
formam uma &lgebra . Denotaremos por S(RT) a o-dlgebra gerada pela algebra dos
cilindros, que é denominada de o-adlgebra dos cilindros. Conseqilentemente, usando a
consisténcia de Kolmogorov, pode-se definitr uma probabilidade sobre S(RY). De forma

ansloga, existe uma relagio entre o processo X e a probabilidade definida sobre a o-dlgebra
dos cilindros, ou seja

Define-se ¥ = {Fx, _.x, ;vnel, (,..T.)er} que € o conjunto das distri-
buicdes finito dimensionais do processo X.

DEFINICAO B.1.5 Um processo estocdstico {X; ; t € T}, definido sobre (2, F,P), €
dito ter incrementos independentes se qualquer que seja ty < 1y < ... < i, tém-se que as
varidveis aleatorias Xy, Xy, — Xy,,..., Xy, — Xy, sdo independentes.

Muitos sistemas sao modelados com wma estrutura de incrementos indepen-
dentes, por exemplo, os fenémenos modelados via o processo de Poisson e processo de
Wiener.

DEFINICAO B.1.6 Um processo estocdstico (X ; t € T'), definido sobre (0, F, P), €
dito ser processo Markoviano, se para todo 1y < t; < ...< t, <1, temnos que:

P[Xtﬁﬁthgzmea---’thzxn] = P[ngxlXinxxn]

Isto quer dizer que eventos futuros sio independentes do passado dado que co-
nhecemos o presente. O conjunto onde o processo estocistico assume valores é denominado
de espaco de estados, gue na préxima se¢io serd denotado por S.
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B.2 Cadeia de Markov

Considere um sistema gue tenha um nimero finito ou infinito enumerdvel
de estados, ou seja, assumiremos que & € um subconjunto dos inteiros. Este sistema é
observado em instantes discretos, denotando-se por X,, o estado do sistema no tempo n
n=1,2,....

Desde que estamos interessados em estudar sistemas nao deterministicos,
introduzimos { X, ; n > 0 ) como varidveis aleatérias definidas no mesmo espago de
probabilidade. Dado apenas estas varidveis aleatdrias fica dificil analisar este sistema, a
menos que uma estrutura adicional seja imposta sobre o mesmo. A estrutura mais sim-
ples é a de variaveis aleatdrias independentes, mas este modelo seria bom para sistemas
cujo os estados futuros sejam independentes do passado e presente. Entretanto, a maioria

dos sisternas que aparecem na pritica, os estados presente e passado influenciam sobre os
estados futuros.

Mas, muitos destes sistemas tem a propriedade de que os estados futuros sio
independentes do passado, dado o presente. Esta propriedade é conhecida como Markovi-
ana. Sistemas discretos tendo esta propriedade sido denominados de Cadelas de Markov

DEFINI(}AO B.2.1 Um processo estocdstico (X, ; n 2 0) € denominado de cadeia de
Markov, se :

i-T C Z

-8 ¢ 2

i1i- O processo € Markoviano

Dado que o processo é Markoviano, segue que :

P[Xn+1 - $n_;_1lX{)I$0,...,Xn:$n} = P[Xn-i-l = In4i 1Xn:zn]

qualquer gue seja n, um inteiro nac negativo, e zg,...,z, cada um pertenceante & S.
Devido a dependéncia sobre n, esta cadeia é denominada nao homogénea. Muitos sistemas
dinidnicos sio modelados através de cadeias nio homogéneas, mas consideraremos uma
subclasse destes sistemas, denominados de conservativos. Neste caso, se uma particula
estd no estado X, no tempo 8, e move-se para o estado y, no tempo s-+1, entio o movimento

desta particula serd o mesmo se esta partir do estado x, em s = 0, e atingir o estado y no
tempo t.

DEFINICAO B.2.2 Uma cadeia de Markov {Xn ; n > 0} € chamada homogénea ou
com probabilidades de transicdo estaciondria, se a probablidade de iransicdo em uma elapa,
ou seja,

P[Xﬂ-l-l = yEXOw:CUv"':Xn:‘T] - P[X'ru{»l = lenﬂuT]

€ independente de n, isto €

PlXpy = ylXo=2] = plz,y) ; VneNez,y € §
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Neste apéndice, considereremos apenas cadeias de Markov com probabilidade
de transicido estaciondria.

B.2.1 Funcao de transigdo e distribuigao inicial

Seja {X, ; n > 0} uma cadeia de Markov com espago de estado S. A funcao
p(x,y), para todo z € S e y € §, definida por

pz,y) = P[X; = y|Xo=12]

é denominada de funcdo de transi¢io da Cadeia, onde
plz,y})>0;Vz,y €8

>y plz,y) = 1;VezeS

Desde que a cadeia tem probabilidade de transicdo estacionaria e a propriedade
Markoviana segue, respectivamente, que

PlXpp = y|Xn = 2] = plz,y);n21

PlXpp =yl Xo=20,. . Xn=2z,] = pla,y)

Como ja discutimos anteriormente, p(x,y) ¢ denominado probablidade de tran-
sicao em uma etapa. A funcio mo(z) , x € S, definida por:

m;;(x) = P[XO = 27] B Vzeds

é denominada de distribuicdo inicial da cadeia. Segue que,
me{z) 2 0 ; Ve el
E:z: ?:'g(:'[:) =1

A distribuicao conjunta de Xy, ..., X, pode ser expressa em termos da funcio
de transicdo e da distribui¢io inicial. Pois,

P[X(}:.?I(};X1:$1} == P[X@::EU]P[Xlz.’E]ng:E(}]

= ﬂg(xg)P(.’Eo, :L'l)

da mesma forma,
Pl Xo=20.X1=21,X2=12;5}
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= P[onmg,xizzl]P[Xzzzg!ng:ﬂg,Xlﬂ.'E]]
Pela propriedade Markoviana,
P[Xo=20,X1 =21, Xo=22] = wolzo) p(z0,21) p{T1,72)

Por indugio, podemos concluir

P Xog=20,X1=21,....Xpn = 2 | = mo(zo) p(zo,21) -« P(¥n-1,%n) (2.2.2)

para todo n € INV.

B.2.2 Caélculo com fungoes de transigao

Seja {X,. ; n > 0} uma cadeia de Markov sobre S tendo func¢io de transi¢io
p. Considere,

P [Xn+1 :xn+1='~'1Xn+m = Tntm !Xﬂmmﬁa---axﬂzxn}

P{XQZZQ,...,Xﬂ+m=$n+m]
P Xo= a0, -, Xn =2y ]

Usando (2.2.2), temos que:

_ mo{zo) P(20:21) ... P(Trgm—1,%Tnim)
wo(@a) p(0. 21) - .. P(Tn-1,2n)
= p(Tn,ZTns1) - P(Tnpmo1s Tatm) {2.2.3)

A probablidade de transicio em m-etapas P™(z,y), ou seja, a probabilidade
de ir de x para y em m etapas, € definida por:

pm(m,y) = P[Xn—{»m = len = .'E] ; Ym > 2

TEOREMA B.2.1 Seja {X,, ; n > 0} uma cadeia de Markov com distribuicio inicial
{mo(z); 2 € 8} e p™{(z,y) a probabilidade de transigdo em n etapas. Entdo,

-P[X, =y] = Ezes mo{2)p"™(2,¥)

ti- relocdo de Chapman-Kolmogorov

Pz, y) = Y p™(a,2) Pz, y) (2.2.4)
2£8
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PROVA: Temos que,

PlX,=yl=> PlXy=y; Xo=1]
res

= > PlXo=z]P[Xu=y|Xo=1]
ze8

= > mo(z) p(2,9)

TES

que mostra a parte 1. Agora, segue da propriedade markoviana

P2, y) = P{ Xngm = 91 Xo = x]

= ZP[Xn-Fm = y;Xﬂ = ZIX(J: I]
z£8

ZP[Xn+m = y; Xnp = Z;X():f]
B ]

zES P{XB:I

Pl Xpsm = y|Xp =2;Xo=2z|P[X, = z; Xg = 2]
P{X(} = $]

=2

zES

= PlXutm = ¥y Xn = 2P X, = 2| %o = 2]
z68

= 2 P'(2,2) P (zy)

zes

segue o teorema. O

B.2.3 Tempos de parada relacionados com a cadeia de Markov

Considere uma cadeia de Markov X = {X,, : n > 0} definida sobre (Q, F, P).
Seja ff = o{Xt; 0 € k < n} a o-dlgebra gerada pelas trajetérias da Cadela de
Markov, ou melhor, pelas varidveis aleatdrias {X; : & < n} . A seqiiéncia de sub-o-
dlgebras {FX , n € IN} de F é crescente (i.e., FX C FX ; n < m) e é denominada
de filtragem interna associada & cadeia de Markov. A sub-o-dlgebra FX contém todos as
informagdes sobre a cadeia até o tempo n, ou seja, até a etapa n.
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DEFINICAO B.2.3 Uma varidvel aleatéria T : @ — T = T' U {co}, € chamada
tempo de parada, relativo d filtragem {f;f :n > 0}, se para cada inteiro ndo negativo,

{w:Twy=n} € Fg
ou seja, o evento {w : T{w) = n} € determinado pelas 7 informacoes” de X1,..., Xp.

A seguir vamos estudar um importante tempo de parada relacionado i cadeia
de Markov.

DEFINICAO B.2.4 Seja A C S um evento. O tempo de chegada em A ¢ uma varidvel
aleatoria definida por:

min(n>0; X,€A) , se X, € Aparaalgumn
Ty =
+ oo ., C.C.

Inicialmente, pode-se obsevar que T4 é uma tempo de parada com relagio
a filtragem {f’f ;n > 0}, e podemos interpretar T4 como sendo o tempo (positivo) da
primeira passagem da Cadeia pelo evento A. Estaremos interessados, principalmente, em

tempos de chegada com relagao a conjuntos consistindo de um dnico ponto. Se a € &,
denotaremos por T, o instante da primeira passagem da cadeia pelo evento {a}.

TEOREMA B.2.2 Seja {X, ; n > 0} uma cadeia de Markov, entdo
n
Pe.y) = 3 Bl Ty=m]p"™(y,y) ; n21 (2.2.5)
m=]

PROVA: Temos que, {T, = m, X,, = y}, sdo eventos disjuntos paral1 < m < m, e

{Xn=y9} = U {Ty=m, X,=y}

Isto quer dizer que decompomos o evento { X,, = y } de acordo com o tempo
da primeira passagem pelo estado y, entdo:

Pr[Xo=y] = p'(z,v)

usando o fato dos evento serem disjuntos e a propriedade markoviana, segue

= > P(Ty=m,Xn=y)

m=1

o E Pz(Tyﬁm)P{Xnminoxaj7Tyzm]

=1



- Z P..'Y:(Ty:m)P[XﬂmzixﬂzzvXl#ya°-~’Xm—1#anmxy]

m=1

= i PE(TyZm)P[anlemmy]

ma1

= zn: P (Ty=m ) p" " (y,y)

m=1

que mostra o teorema. O

Um estado a de uma cadeia € chamado absorvente se p(a,a) = 1 e ple,y) =
0,Vy#a € S.

PROPOSICAO B.2.1 Se um estado a ¢ absorvente, entdo:
pHre) = P, [T, <n]; n>1

PROVA: Se a é um estado absorvente, tem-se que p" " (a,a) = 1, entao,

Pn($a‘1) - Z P:E[Tyﬂm]pﬁ—.m(a7a) = Px{Ty

m=1

<n)l; n>x1
segue a proposigao. O

B.2.4 Matriz de transicao

Suponha gue o espago de estado § seja finito, isto é, S pode ser representado
por um conjunto de pontos da forma {0,1,2,...,d}. Neste caso, a funcio de transicdo
pode ser representada por uma matriz quadrada de dimensio d + 1, dada por:

2(0,0) p(0,1) ... p(0,d)
p(1,0) p(1,1) ... p(1,d)

o
[

p(d,0) p(d,1) ... p(d,d)
Utilizando a equa¢do de Chapman-Kolmogorov com n=m=1, obtemos
P2(93-: y) = Z P(zﬁ Z) p(27 y)
zES

Podemos observar que esta relagio é exatamente a definicio da multiplicacio
de matrizes, entdo p*(-, -) é o produto matriz IP com ela mesma. Se tomarmos n { qualquer,
n € IN) e m=1, usando da relacdo de Chapmann-Kolmogorov, temos que
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P (z,y) = Y p(z,2) plz,9)
ze8

Entao, segue por inducdo que p™(-, ) é dado pelo n-ésimo poder da matriz IP.
Tomando a distribuicio inicial 7p como um vetor d + 1-dimensional

g = (7&'0(0), ,We(d))

fino= (P[X,=0],..., P[Xo=d]})

Deduz-se, as seguintes relagdes matriciais:
Tp = Mg IP" = 7y IP (2.2.6)

B.2.5 Estados transientes e recorrentes

Seja {X,, ; » > 0} uma cadeia de Markov com espacgo de estados S e proba-
bilidade de transi¢do p. Definimos,

pry = Po [Ty < oo]

Entéo, p; , denota a probabilidade de que uma cadeia come¢ando em x, atinge
o estado y, num tempo finito. Em particular, p, , denota a probabilidade da cadeia comegar
em v e retornar a2 y em um nimero finito de etapas, isto é, em um tempo finito.

DEFINICAO B.2.5 Um estado y €

i- recorrente se€ p, = 1
ii- transiente se py, < 1

Entio, um estado y é recorrente, se a cadeia comecando em y retorna a y com
probabilidade 1. Agora, se ¥ € um estado transiente, a cadeia comecando em y tem uma
probabilidade positiva de nunca retornar 4 y, esta probabilidade é dado por 1—p,,. Pode-
se observar que um estado absorvente ( Py [Ty, =1] = p(y,y) = 1) é necessariamente
Tecorrente.

Seja 1,(z), 2z € S, a fungdo indicadora do conjunto {y}, isto é

1 sez=y

Iy(z) =
0 sezZy

Com isso, definimos

-
=1



o0
Ny = D 1,(X.) (2.2.7)
n=1
que pode ser interpretado como o nimero de visitas da cadeia ao estado y.

Agora, observe que o evento {N{y) > 1} coincide com o evento {7, < co}.
Portanto,

P, [Ny 211 = P [Ty €« ©] = pzy (2.2.8)

Dados n e m dois inteiros positivos. A probabilidade de que uma cadeia

comecando em X visite y, pela primeira vez, no tempo m e depois visite novamente y, pela
primeira vez, em 1 etapas é dado por:

Po[Ty = m] P [T, = n]

portanto,

- (i Px[Tyzm]) (i Py[Ty:n])

=1
= Px{Tg,<oo]Py[Ty<oo]
= Pz Pyy

De maneira similar, pode-se mostrar gue

P [N(@y)zm] = poypyy 3 m21 (2.2.9)
Dado que,

Fo[Ny)=k] = P, [Nw)2k] - B, [Ny)2k+1]
= Poy Pay — Pry Py

= poy Phy (1 = pyy ) 5 k21 (2.2.10)

Observe que estas férmulas sdo intuitivas. Por exemplo, pela férmula (2.2.10),
a cadeia comecando em x visita o estado v exatamente m vezes se, e 80 se, visita v pela
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primeira vez, depois retorna a y m — 1 vezes e nio retorna mais ao estado .
Denotaremos por F_[-] a esperanga condicional de varidveis aleatéria definidas
em termos da cadeia, dado que a cadela comega em x. Por exemplo,

Er [1y(Xn)] = P [Xu=y] = p(z,9)

Usando o teorema da convergéncia monétona (ver Royden 1968) e a linearidade
da esperanca condicional, conclui-se

B [NW)] = B[S 1,(X)]

e}

= o [im 3 w00 ] = e [5 a0
k=1 k=1

n

= lm 3 B [1,(X))]

Te—+

k=1
= 2 £ [ny(Xn)} = Z pn(xay)
(223 ) n=1
Definimos,
G(z,y) = E: [N(y)] = Y 9=,y (2.2.11)
n=1

que pode ser interpretado como sendo o nimero esperado de visitas ao estado y, dado que
a cadela comegou no estado x.

A seguir mostraremos um teorema que nos descreve a diferenca fundamental
entre estados transientes e recorrentes.

TEOREMA B.2.3 i- Seja y um estade transiente. Enido,

P [ Nyy<x] =1 (2.2.12)
€
G(z,y) = Py ; Yres (2.2.13)
ey

que € finito para todo z € &.

ii- Seja y um estado recorrente. Entdo,



Py [ N(y) =00 ] = 1 (2214)

G(y,y) = o (2.2.15)

segue também que,
P, [Ny)=o0] = Po[Ty<ooc] = pry ; Yz eS8

Se pry = 0, entdo G{z,y)=0
Se pyy > 0, entdo G(z,y) = oo

Antes de mostrarmos este teorema, vamos interpretd-lo.

Se y é um estado transiente, entdo, independente de onde a cadeia comega,
esta visita y apenas um nimero finito de vezes, com probabilidade 1, e também é esperado
um ndmero finito de visitas ao estado y

Suponha, agora, que y é um estado recorrente, entio se a cadeia comega em
y, retorna a y infinitas vezes, com probabilidade 1. Mas, se a cadeia comeca em um estado
x diferente de y, talvez esta ndo visite y, mas se visitd-lo pelo menos uma vez, visita o
infinitas vezes, com probabilidade 1.

PROVA: Seja y um estado transiente, entdo 0 < p,,, < 1, assim, segue que
Pr [Ny)=oc] = lim P [N(y)>m]

pois, os eventos A, = {N{y) > m} sido eventos mondtonos, isto é, A1 C 4,, Ym,
assim

Em  Py(An) = P(lim Ap)

I s OO

entao, segue que
im P, [Ny)>2m] = P im Ny >m] = P[Ny) =owx]

Tk OO

Agora, utilizando (2.2.9), temos que,

consequéntemente

Jm P [N@2m] = P [N@) = ] =0
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Agora,

G(z,y) = E.[N(y})] = > m P [Ny)=m]

m=1

= E m pPry P::g;l (1 _Py,y)

m=1
o
= (1-pyy) Poy Z mP;’f;l
m=1

Tomando, { = p,,, temos que:

> 1
Z mi™l =~
- (1-1)?
dado que 0 < ¢ == p, , < 1. Entao, concluimos que,

1= pyy)oe Pz
G z,y) = ( .Y 2Y — Y .
(#9) (1~ pyy)? (1-pyy)

isto completa a prova da parte (i)
Agora, seja y um estado recorrente. Usando a equagio 2.2.9

Pe[N@yzm] = poypyyt 5 m21
mas, desde que y é recorrente, obtemos
Fe[Ny)=c] = lim P[Ny2m] = p,
em particular,
Py[N{yg)=o0] = pyy = 1

Se uma varidvel aleatéria tem uma probabilidade positiva de assumir valor
infinito, entao esta tem esperanga infinita. Portanto,

G(y.y) = E,[N(y)] = o

agora se, p., = D, segue gue,
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P, [Ty=m] = 0 ; paratodo m inteiro positivo
Usando a equagdo (2.2.5), temos que p*{z,y) = 0, n» > 1. Portanto,
G(z,y) = 0. Se pzy > 0, segue que,
Pr{N@yl=oc] = pgy > 0

Entao,

G(z,y) = E- [N(y)] =

que completa a prova O
Observe que se y € um estado transiente, ento,

3 5(0y) = Gle,y) < o
m=1

Portanto,

lim p™z,y) =0, Vze 8 (2.2.16)

=00

DEFINIGCAO B.2.6 Uma cadeia € dila ser transiente (recorrente) se todos os seus es-
tados sdo transientes (recorrentes).

COROLARIO B.2.1 Uma cadeia de Markov com espaco de estado finito tem pelo me-

nos um estado recorrenie.

PROVA: Usando a equagio (2.2.16), e supondo que todos os estados sio transientes, temos

0= X Jim o) = Jim PXaeS] =

yES

que é uma contradi¢do. O

B.2.6 Decomposicido do espago de estados

Dado x e y dois estados néo necessariamente distintos. Dizemos que x "leva”
Y, escrevemos £ — ¥, se existe uma probabilidade positiva de que a cadeia mova-se de x
para y em um ndmero finito de transi¢des, ou seja, pr, > 0. Sez — yey — z dizemos
que X e y sdo estados comunicantes, escrevemos z «—— .

PROPOSICAO B.2.2 4 relagdo "comunicacdo” { ou seja, —— )} € uma relagdo de

equivaléncia no espago de estado 8, portanto decompde S em classes de egquivaléncia, isto
€, gera uma particdo no espago de estado.
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Prova: A propriedade reflexiva e simétrica sao consequéncias da propria defini¢io. Vamos
mostrar a propriedade transitiva, ou seja, se ¢ «— yey +— z entiozr —— =z,
Sez «— yey «— 2z, entdo existe inteiros positivos m e B, tais que

P™(z,y) p(y,2) > 0

Mas, segue da relagdo de Chapman-Kolmogorov, que

PP e, z) = Y p™(m,u) p(u,2) > p™(z,y) Py, 2) > 0
ueS

Portanto, z — z. De forma similar podemos concluir que z — 2. Con-
seqientemnente, z «— z. O

TEOREMA B.2.4 Seja z um estado recorrente e suponha que = — y. Entdo y ¢
reCorTente € Pz y = Py =1

PROVA: Asuma que z # y, caso contririo seria 6bvio. Como z — 1y, segue que
PeTy<oo] = ppy >0
Eﬁté,o, existe n, inteiro positivo, tal que P;[T, = m] > 0. Com isso, define-se
ng = min(n>1: F[T,=m] > 0)
Segue da definigio de ng e da equagio (2.2.5), que p™{z,y) > 0 e
pMzy) = 0, 1< m< n
Desde que P (z,y) > 0, podemos encontrar y;,. .., ¥n,_1, tais que

Py [Xl =¥, ... 7Xno—1 = yﬂo"”l!Xno = 'y] = P(l’,yl) 1p(yns—1:y)

Nenhum dos estados g1,. .., ¥n,—1 s30 iguais Ax e v. Com isso, vamos mostrar
que pyz == 1. Suponha que p,, < 1. Entdo a cadeia comegando em v tem um probabili-
dade positiva, 1~ py ., de nio visitar o estado x. Portanto, uma cadeia comegando em X,
tem probabilidade positiva

e, 3) p(y1,32) - P(Yno-1.9)(1 — pyg)

de visitar os estados g1, ... ,yn,—1, ¥ Sucessivamente até g, € Nao retornar a x depois de
ng. Entdo a cadeia ndo retorna a x qualquer que seja n > 1, que contradiz a hipétese de
que x & recorrente, portanto, p, ;. = 1.

Desde que py , = 1, existe um inteiro positivo ny tal que ™ (y,z) > 0. Agora,

pn3+n+n0(y=y) = Py [zﬂz%ﬂ-i-no = y] 2 Py [erg - x:Xn]-i»n = x:-Xn1+n+no = 3!] =
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= p"(y,2) p"(¥,9) p™(z,y)

entao,
] oo
Glz.y) 2 3 P"5y) 2 P e p™(z,y) Y. p(e,2) =
n=n1-+l+4ng n=]1

= Py, z)p™(z,y) Glz,2) =

Portanto, y é um estado recorrente.

Desde que y érecorrente e y — 1, segue pelo mesmo argumento anterior que
Pry = 1. Isto completa a prova. D

Um conjunto C de estados é dito ser fechado se,

Pzy =0, VzeC e ygC

Pode-se observar que C é um conjunto fechado se, e 56 se, p(z,y) = 0 para
ze€Cey¢C, entao

pz(msy) = 2 p(z,z) p(z, y) - Z p(:E,Z) plz,y) = 0
ZES 260

paratodoz € Cey g C.

Por indugio, segue que p™{(z,4) =0 , V2 €C e y¢C.

Se C é um conjunto fechado, entéo uma cadeia comecando em C, nunca sairé
de C, com probabilidade 1. Se a é um estado absorvente, entio {a} ¢ fechado.

Um conjunto C é chamado irredutivel se este for uma classe de equivaléncia.
Uma cadeia de Markov é denominada irredutivel se seu espaco de estado & irredutivel.
Entdo um conjunto fechado ¢ irredutivel se + — y para qualquer escolha de x e y em
C. Segue do teorema B.2.4 que se C é um conjunte fechado, entdo todos os seus estados

sao recorrentes ou transientes. Como conseqiiéncia dos teoremas B.2.3 e B.2.4, temos os
seguintes coroldrios.

COROLARIO B.2.2 Seja C um conjunto fechado irredutivel de estados recorrentes.
Entdo pyy = 1, P[N(y) = ool =1 € G(z,y) = 0o para toda escolha de z ¢ y em C

Se uma cadeia de Markov é irredutivel, entdo todos os seus estados sio recor-
rentes ou transientes. Se a cadeia é recorrente, entdo pelo coroldrio B.2.2 esta visita todos
os seus estados infinitas vezes, com probabilidade 1. Na secao anterior mostramos que se

S ¢ finito, entdo este contém pelo menos um estado recorrente. Assim, temos o seguinte
corolario.

&4
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COROLARIO B.2.3 Seja C um conjunto fechado finito irredutivel. Enido todos os seus
estados sao recorrentes.

COROLARIO B.2.4 Suponha que Sp € um conjunto de estados recorrentes néio vazi-
o. FEnido, Sp € a unido finita ou infinita enumerdvel de conjuntos fechados irredutiveis

Glac% .
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Apéndice C
Supermartingales positivos

FEsta apéndice, tem com objetivo definir e estudar algumas propriedades rela-
cionadas & supermartingales positivos, dentre estas citamos o teorema da convergéncia de
supermartingales positivos e a desigualdade de Doob. Com este fim, considere (2, F, P)
um espago de probabilidade completo e {f, : n > 0}, uma seqiiéncia crescente de sub-o-
dlgebras de F, que é denominada de filtragem sobre (2, F).

C.1 Definicao e resultados

DEFINI(}AO C.1.1 Qualguer segiiéncia de varidveis aleatérias com valores em Ry =
[0, 00}, satisfazendo

1. X, € B,-mensurdvel, ou seja, adaptado ¢ famdia {8, ; n € N}.
2. E[Xn~{w1 ' 4871] < Xﬂ

¢ denominada de Supermartingale positivo com respeito a filtragem {3, ; n € IN}. Quando
estiver claro qual filtragem estamos usando, diremos resumidamente que (X, :n € IN} €
um supermartingale positivo.

Apesar de nio exigirmos a integrabilidade das varidveis aleatdrias a existéncia
da esperanca condicional estd garantida, pois as varidveis aleatérias sio nao negativas
(Brémaud T17, pg 275). As vezes, para ressaltar a filtragem que estamos usando denota-
remos o supermartingale positivo por X = {(X,,8,):n € IN}.

Considerando-se a defini¢do (C.1.1) vamos desenvolver a teoria necesséria
para se mostrar o seguinte teorema.

TEOREMA C.1.1 Todo supermartingale positivo X = (X, Bn)nev converge (P-g.c.),
e seu limite € (P-q.c.) finito sobre o conjunto {X, < oo}.

Antes de demonstré-lo, apresentaremos alguns lemas que nos serdo tteis.
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LEMA C.1.1 Sejo (X,(f),ﬁn)nen » t = 1,2 dois supermartingales posilivos definidos
sobre (0, F, P) e adaptado & mesma seqiéncia crescente (§3,,n € IV) de sub-o-dlgebras de
F.Entdo, se

v:Q — IN= NU {00}
€ umna varidvel aleatoria, tal que:
a— {v=n}é€p,; VYne N (tempo de parada)
b— X,(,l) > o) (P — g.s.), sobre {v < oo},
Segue que,

X,(Ll)(w) se n < v{w)
Xafw) =
X,(f)(w) se n > v(w)

define um novo supermartingale positivo adaptado a filtragem (8,,n € IV).
Prova: Temos que,
X, = ]l{ﬂ>n}X,(11) + }l{ugn}X:(f) ; Yrne N

Como,

{v<n} = Z {v =14} ( uniao disjunta)

=1

segue-se que {v < n} pertence & f,, por complementacdo, o conjunto {v > n}, também
pertence & {f,}. Portanto

X, €& [Bn— mensurdvel (adaptado)

Usando a defini¢do de supermartingale (ou melhor a equacgio 2 da definicio
2.3.1), segue-se que,

Xn = ]1{'&'>n}X1§LI) + ﬂ{vSn}Xv(mg) = ﬂ{u>n}E [ngz { ﬂn] + E{vgn}E [Xns1 | Bx]

= E| L XY, + ﬂ{vﬁn}Xa(z?f”ﬁ”}

pois, Niy5ny © lfuen) 580 Br-mensurdveis.

Por outro lado, a desigualdade Xél) > XT(,.Q} sobre (v = n + 1) implica que,
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1 2 2
1{v>n}Xq{1+)1 + ﬂ{uSn}X:{:-«gl > Il{z,->n+1}Xr(i+)1 + Ii{vgm}Xﬁﬁx = Xup

Portanto,

E[Xn.-}-l iﬁn] _<,, Xn ) Vne IV

que completa a prova. U
Cousidere (e < b) nimeros reais fixos. Para toda seqiéncia (£,,n € IN) com

valores no R, podemos definir (relativo 3 a e b) os indices vy (k > 1) sucessivamente por:

v, = min(n:n > 0z, <a)
vy = min{n:n > v;;2, > b)
v3 = min{n:n > v2;2, < a)

e assim por diante.

Se um dos fndices v; nao esta bem definido (por exemplo, v; n30 estd definido
se T, > a paratodon € IV ), neste caso, é conveniente igiiald-lo & +00, e conseqiientemente
todos os indices seguintes.

Denotaremos por B, 0 maior inteiro p para o qual vy, seja finito. Define-se
Bap = +o0 se vy < oo para todo p. Entido B, pode ser interpretado com o ndmero
de vezes que a sequéncia (z,,n € IV) cruza o intervalo [a,b], no sentido crescente. Este

serd denotado por nimero de subidas da seqiiéncia (z,;n € IV). Segue, imediatamente
da definicdo de B, , que

]jmninf:zn < a < b < limsupz, <= By =400
i

Portanto, para que uma seqiiéncia (z,;n € IV) seja convergente no ®, é neces-
sério e suficiente que B, < 4+cc para todos nimeros reais a < b. Desde que, os nimeros
racionais formam um subconjunto denso dos reais, é suficiente trabalharmos comae b
racionais.

Agora, considere uma seqiiéncia de varidveis aleatérias (X,,n € IV) com va-

lores em R e a seqiiéncia de inteiros vi(w) (k > 1) e B, p(w) associada a cada trajetéria
(Xn(w);n € IN), para w percorrendo todo 2. A fim de que a seqgiléncia de varidveis ale-
atérias sejam {P-q.5) convergente sobre € é suficiente e necessério que B, < +oo (P-q.5.)
para toda dupla de nimeros racionais (¢ < b). A partir desta observacio ¢ que vamos de-

monstrar o teorema C.1.1. A etapa principal desta demonstragao é formada pela seguinte
desigualdade.

LEMA C.1.2 (Desigualdade de Dubins) Seja (X,;n € IV) um supermartingale po-
sitivo adaptado & filiragem (Bn;n € IN). Para toda dupla 0 < a < b de nimeros reais
positivos, o nimero de subidas B,y com relagdo ao supermartingale positivo (X,;n € IV),
verifica a desigualdade
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P[Bus 2 k] < (5F B[ min(32, 1)] (3.1.1)

para todo inteire k > 1

Prova: Pode-se observar que os indices sio tempos de parada com relagio 3 filtragem
(Ba;m € IN). Portanto, o conjunto {vr = n} s6 depende de Xy, X1,---, X, € é -
mensuravel para todo n € IV e todo k£ > 1. Aplicando-se o lema C.1.1 sucessivamente i
férmula seguinte, onde k£ > 1 esta fixo, define-se um supermartingale positivo:

1 ; se 0<n<n
3&“ 7 8e v S n< vy
g' ; s€ v < n<us
Yo = %lﬂ“ yoSe va S< vy
L e s
1 (%)k ; 8€ v < n

Portanto as seqgiiéncias constantes (%)3 ; 0 <7 < keassegiiéncias ((2)74n ; n ¢
IV') sdo supermartingales positivos, pois pela definni¢io de v;
Xy Xy 0B X

b b
TS v T SulelcT LY
> o (OFTT R 2 ()

— 1

a a a

sobre os conjuntos onde v; é finito.
Observamos que

. X
Y, = min (1, —G)
a
dado que %‘1 é inferior ou superior & 1 sobre

m=1 ou vy >90

Da definicdo de supermartingale positivo

Yo 2 ElYalBe] ; Yne N

Agora, dado que ¥, > ( %)k sobre (vor < n), segue-se que:
. X{) b k
min (l:\ T) z (E) E { ]l{vgkﬁn} i Bo I
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Entao, fazendo n — oo e aplicando a esperanca dos dois lados, obtém-se a
desigualdade de Dubins, pois

{V2k < OO} = { Ba,b 2 k}

segue o lema. U
Com desigualdade de Dubins, pode-se demonstrar o teorema C.1.1

Demonstragio do teorema C.1.1: Fazendo £ —— oc na desigualdade de Dubins, segue-
se que P[B,3 = o] = 0 para todo par de ndimeros reais positivos. Entdo, deduz-se que

{w: By p{w) < oo para todo par 0 < a < b de racionais}

é um conjunto de probabilidade 1 e para todo w neste conjunto, lim, X, (w) existe. Poz-
tanto, a seqiiéncia {X,;n € IV) converge (P-g.s.). Para terminar a demonstragdo do
teorema resta-nos mostrar que lim, X, < oo (P-q.5.) sobre

{Xa=00;Vrn}* = {inf X, < oo }
A seguinte inclusio,
{i}}len < a; liTILan =00} C{Bp 21} ; 0<axh
mais a desigualdade de Dubins, implicam que:

PlfX,<a;lmX, = 00| < PlBap > 1] <

o B

fazendo b — o0, segue gue:
Plinf Xp < a; im X, = +o0] = 0
Agora, fazendo a — o0, vé-se, enfim
PlinfX, < 00; imX, = 00| =0

segue o teorema. O

A seguir, vamos apresentar a desigualdade de Doob para supermartingales
positivos, que foi introduzido por Doob (1953).

TEOREMA C.1.2 Seja {(X,,8s) : » > 0} um supermartingale positivo, entdo para
cada A > 0

X
P[ sup X; > A} <E [-—2] (3.1.2)
0<i<oo A
Maiores informacdes sobre os t6picos discutidos rapidamente neste apéndice
pode ser encontrado, entre outros, em textos tais como Doob (1953), Neveu (1975).
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C.2 Tempo de parada

Para encerrar este apéndice, vamos discutir um pouco a idéia de tempo ( ou
instante) de parada e filtragem associada a um processo estocastico.

Dado um espago de probabilidade (2, F, P), a evolugdo de um fenémeno
aleatério observado continuamente no tempo, é representado por uma familia de varidveis
aleatérias (X, ; 1 > 0) definidas sobre (@, F, P) e geralmente com valores no ®". Tal
familia é denominada de processo estocistico.

Associada a cada processo (Xy ; £ > 0), pode-se definir para cada t > 0, uma
sub-c-algebra de F, denotada por F7, tal que

FX = o{X, : s€[0,4]}

Em outras palavras, FX é a o-dlgebra gerada pela famflia de varidveis ale-
atérias (X, @ s € [0,]). A famflia (¥ : t > 0) é denominada de filtragem interna do
processo (X; : t > 0). Pode-se interpretar ;¥ como sendo a o-dlgebra que registra todos
os eventos relacionados ao processo {X; : > 0) até o tempo t. A o-dlgebra terminal
o{X, : t > 0} serd denotada por FZX.

A fim de generalizar este conceito, considere uma familia (¥; : t > 0) de
sub-c-algebras de F. Esta serd denominada de filtragem ou filtracio sobre (Q,F) se,
s6 se, for crescente (isto é, F; C F; : s < t ). Pode-se observar que (FX : t > 0) ¢
crescente, portanto uma filtragem. Se o processo (X; : t > 0) é tal que, para todo? > 0

FXcF

entao F; : t > 0) é denominada de filtragem de (X, : ¢ > 0).
Uma varidvel aleatéria

T:Q — Fy=%RU{)

que pode ser interpretada como a ocorréncia de algum fendmeno, num tempo aleatério,
que depende casualmente do processo (X; : t > 0). Neste caso, casualidade pode ser
interpretada como a resposta, a cada tempo i > 0, da pergunta: O fendmeno ji ocorreu
? E esta resposta depende somente da observagdes do passado do processo (X; : ¢t > 0).
Em outras palavras, a funcdo indicadora do conjunto {T < t}, isto é, uma fun¢io que
toma valor 1 se o fendmeno ocorreu antes de t e zero caso contréario, é ¥ -mensuravel, ou
equivalentemente

{T<t} € F¥ (3.2.3)

Quando T satisfaz (3.2.3) para todo ¢t > 0, este é denominade de tempo de
parada com relagio a filtragem interna (F7 : ¢ > 0) .

Da mesma forma que generalizamos a defini¢do de filtragem interna, vamos
generalizar o conceito de tempo de parada para uma filtragem.

91



DEFINICAO C.2.1 Seja (F; : t > 0) uma filtragem definida sobre (0, F). Uma
varidvel aleatoria T, fomando valores em R, definido sobre (Q,F) € denominado de
tempo de parada com relacdo 4 filtragem (F; : 1 > 0) se, € $6 se
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Apéndice D

Gerador de um processo
markoviano

Seja X = {X(f) :t > 0} um processo estocdstico definido sobre o espago de
probabilidade completo (£, F, P) com valores em E, que estaremos considerando ser um
espaco métrico, e {F¥ : ¢ > 0} a filiragem interna associada ao processo X (capitulo 2).
Entao X é um processo markoviano se

PX(t+s)el | FX] = P[X(t+s)el | X
para todo s,t > 0 e I' € 3(F). Equivalentemente, dizemos que X ¢ markoviano se

E{fiX(t+s)] | FX} = E{fIX(t+2)] | X(1)) (4.0.1)

para todo s,t > 0 e f € B(E), onde B(E) é o espago das fungdes mensurdveis limitadas
sobre E com norma

sup | f(z) ]
zeE
Uma fungéo P[t,z,T] definida sobre [0,0c) X E x §(E) é denominada funcio
de transicio homogénea no tempo se
P[t,z,-] € uma probabilidade sobre B(E) ; (t,z) € [0,00) x E

Pl0,z,-] = 6, (massa unitdriaemx) ; z€ E

Pl-,-,T]€ B([0,x)x E) ; TeB(E)

satisfazendo a relagdo de Chapman-Kolmogorov

93



Plt+s,2,T] = /P[s,y,f]P[i,z,dy} (4.0.2)

para todo 5,1,20 , z€ E e T € B(F).
Uma fungio de transigao P[t, z, T'] é funcio de transicdo relativa & um processo
markoviano X homogéneo no tempo, se

PIX(t+s)eT | Ff] = Pls,X(1),T]

para todo s,t > 0e T € 8(E).

Neste apéndice, vamos discutir um método para se especificar um processo
markoviano. Geralmente, férmulas para as fungdes de transicao nae podem ser obtidas, a
excessdo mais interessante € o movimento browniano, neste caso

exp [__(y —_ 1)2} dy

1
Pltz, Tl = ]
[ ? 3 ] I‘ \/’2—7; _.Zt
Conseqiientemente, a funcao de transi¢io nio é o método usual para se especi-
ficar um processo markoviano. Aqui, consideraremos o método de gerador (infinitesimal)

associado a0 Processo.

D.1  Operador de Semigrupo

Operadores de semigrupo siao fundamentais para o estudo inicial sobre pro-
cessos markovianos. Aqui, faremos um introdugdo aos operadores, discutindo o que vém
a ser seu gerador infinitesimal.

Uma familia de operadores lineares imitados sobre um espago de Banach L
é denominado de semigrupo se T(0) = f e T(s + t) = T(s)T (1) para todo s, > 0. Um
semigrupo {1'(¢)} sobre L é dito ser fortemente continuo se

im T(t)f = f

para toda funcao f € L, aqui f funciona como uma classe de equivaléncia em L. Este é
denominado contragdo se || 7(t) ||< 1 para todo t > 0.

EXEMPLO D.1.1 Considere um operador linear B sobre L. Entéo, definimos
tB — 1
exp :Zk—!thk ; 120
k=0
Podemos facilmente mostrar que

{s+1)B

exp = exp®® exp® ; 5120

Portanto {exp'®} define um semigrupo sobre L
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O gerador infinitesimal de um semigrupo {7'(¢)} sobre L é um operador linear
L definido por:

£f = lim [T - f] (4.1.3)

O dominio D(L) de £ é o subespago de todas as funcbes f € L para o qual
este limite existe. Destacamos que ndo é nosso objetivo apresentar defini¢oes e analises
rigorosas sobre gerador infinitessimal, por exemplo o limite apresentado em (4.1.3) pode
assumir diversas forma e interpretacdes que nao serdo evidenciadas aqui, tal consideragoes
juntamente com uma andlise sobre existéncia e principais propriedades sobre geradores
infinitesimais de semigrupo podem ser encontrados em textos, como Ethier e Kurtz (1986).

Agora, vamos analisar a relag@o entre operadores de semigrupo e processos
markovianos, isto é, vamos mostrar que através de um processo markoviano podemos
definir um operador de semigrupo.

D.2 Semigrupo associado a um processo markoviano

Nesta se¢fio, vamos explorar o fato de que

TOf@) = [ fw)Pits,dy]

define um semigrupo de contracio mensurdvel sobre B(E) Pois, segue diretamente da
relacao de Chapman-Kolmogorov, que

T(s+1) = f Pli,z,dy] = ] f Pls, 2, dy]Pli. <, d2]

- / Pls, z, dy] / Plt,z,d2]

Seja {7'(*)} um semigrupo sobre um subespaco fechado de L C B(F). Por-
tanto, dizemos que um processo markoviano X com valores em E corresponde & {7'(2)}
se

E{fIX(t+s)] | F} = T()fX ) (4.2.4)

para todo s, > O e f € L. A seguir apresentaremos uma proposi¢io que garante que um
processo markoviano pode ser representado pelo semigrupo associado., Esta proposicio
e detalhes de como calcular o gerador infinitesimal associado & processos markovianos
podem ser encontrados em Ethier e Kurtz (1986).

PROPOSI(}AO D.2.1 Seja E um espago sepurdvel. Sejo X um processo markoviano
com valores em E tendo distribuicdo inicial p correspondente ao semigrupo {T(t)} sobre

um subespaco fechado L C B(E). Se L € separado, entdo {T(1)} e u determinam a
distribuicéo finito-dimensional de X
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D.3 Férmula de Dynkin

Suponha que {X; : t > 0} é um processo Markoviano forte continua a direita e 7 um
tempo de parada tal que E{r]|X = 2] < 00. Seja f(z) uma funcdo pertencente ao dominio
do gerador £, com Lf(z) = h{z). Entao, segue de Dynkin (1965, pg. 133), que

E[f(X,) - f(z)} Xo=1] = E[ ] h(X,)ds

onz] = E[LTEf(XS)

XQ:-‘“:B}

(4.3.5)
Esta férmula é o andlogo estocastico do teorema fundamental do célculo.
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