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RESUMO

O Problema de Rejeicdo de Perturbacbes com Regulacdo Linear-Quadrética
{PRPRLAQ)) é proposto como uma forma de se obter uma solucao com caracteristicas
de otimalidade para o Problema de Rejei¢io de Perturbagdes (PRP). Com esse ob-
jetivo, a forma analitica de todas as solugdes do PRP para uma classe particular
de sistemas, e de algumas solugbes para sistemas gerais é determinada a partir de
uma abordagem na qual as questdes numéricas envolvidas sio consideradas. Os re-
sultados obtidos sdo comparados com outros disponiveis na literatura. O PRPRLQ
é entdo formulado como um problema de otimizagio de parimetros em reguladores
L-Q com restri¢oes de estrutura, restriges estas impostas pela parametrizagao dos
controladores oriundos da solugao do PRP. Um método de descida especializado,
concebido para lidar com restri¢bes de estrutura severas, é proposto para solucao
do problema de otimizacao. O desempenho do método € discutido em exemplos
numéricos significativos.

ABSTRACT

The Disturbance Rejection Problem with Linear-Quadratic Regulation
(DRPLQR) 1s proposed as a way to obtain a solution for Disturbance Rejection
Problem (DRP) with optimality characteristics. To this end, the analytical expres-
sion of all DRP solutions for a particular class of systems, and of some solutions for
general systems, is derived using an approach that considers the related numerical
questions. The obtained results are compared to other ones available in literature.
DRPLQR is then formulated as a parameter optimization problem in L-Q regulators
subject to structural constraints, such constraints being imposed by the parameteri-
zation of the controllers resulting from DRP solution. A specialized descent method,
conceived to handle severe structural constraints, is proposed to solve the optimiza-
tion problem. The performance of the method is discussed in significant numerical

examples.
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Simbologia Utilizada

R - conjunto dos mimeros reais

R - conjunto dos vetores reais de dimensao n
Rrxm - conjunto das matrizes reais de dimensao n x m
U - uniao

N - intersecao

C - esta contido em

» - contém

& - soma direta

U - uniao com repeticao de elementos comuns
I, - matriz identidade de ordem n

A’ - matriz transposta de A

o[A] - espectro da matriz A

det(A) - determinante da matriz A

posto(A) - posto da matriz A

® - produto de Kronecker

dim (&) - dimensao do espago X

norma cuclidiana do vetor x

k4l

< A| B> - subespaco controlivel do par (4, B)

1= - definido como
= - equivalente a

<< - muito menor que
o - aproximadamente igual a
) . . R
ng - derivada parcial de f{z) em relagao a
E(z) - esperanca matematica de z
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Introducao Geral

Ao longo das duas ultimas décadas, grande parte da teoria de controle tem sido
construida com base na chamada abordagem geoméirica. A forga dessa abordagem
reside na sua capacidade de interpretacdo dos fendmenos fisicos e questdes estru-
turais inerentes aos problemas de controle, que sao por sua vez solucionados num
contexto de abstragdo das questdes numeéricas envolvidas. Essa abstracao, no entan-
to, resulta numa certa dificuldade de aplica¢do pratica, no sentido de computacio
efetiva dos seus resultados, o que motivou um grande esforco de pesquisa dirigido ao
estudo e criacéo de algoritmos numéricos eficientes para manipulacio dos conceitos
geomeétricos.

No contexto dessa abordagem, o Problema de Rejeicao de Perturbacies através
de realimentacao proporcional de estados (PRP) surge como um excelente exemplo
de aplicagdo de alguns de seus conceitos fundamentais na solugho de um problema
de controle. Por essa razao, o PRP vem sendo exaustivamente estudado até hoje,
apesar de tratar-se de um problema com pequena aplicabilidade em casos reais.
Essa caracteristica, alids, pode explicar também a pouca atencao dirigida & questao
da sintese efetiva de sua solugdo, ou, em outras palavras, da obtencio de uma lei
de controle que se constitua em uma solucio eficiente, sob algum critério, para o
problema.

Na busca dessa solugao eficiente, duas questbes sao colocadas. A primeira diz
respeito a parametrizacdo das matrizes de realimentacio que solucionam o problema.
E de grande importancia num problema de controle que se tenha conhecimento das
estruturas admissiveis para o controlador, principalmente no que se refere aos graus
de liberdade disponiveis para sua sintese. A segunda questio é complementar 3
primeira e se refere a adogao de um critério para utilizacio desses graus de liberdade.

Este trabalho pretende fornecer algumas respostas para as questdes acima men-
cionadas, de uma maneira que privilegie a possibilidade de implementacio compu-
tacional efetiva.

Na tentativa de encontrar uma parametrizagao para as solugdes do PRP, é inves-
tigado inicialmente sob que condicBes essa parametrizaciao permite a determinacio
do conjunto de todas as solugbes do PRP, ou seja, sob que condi¢bes existe uma
unica estrutura admissivel para a matriz de realimentacio. Essa estrutura é entio
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determinada. No caso {geral} da impossibilidade da obtengao do conjunto de todas
as solugoes, outras estruturas admissiveis sao procuradas.

Quanto a escolha de um critério para utilizacao dos graus de liberdade ortundos
da parametrizacao das solugoes do PRP, uma alternativa € oferecida através da for-
mulagéo do Problema de Rejeicdo de Perturbacées com Regulagdo Linear-Quadrdtica
(PRPRLQ), que visa otimizar o desempenho do sistema através da minimizacio de
um funcional quadratico, respeitando as estruturas admissiveis para o controlador.

No curso do desenvolvimento acima exposto, uma grande énfase é dirigida a
questdes de implementac¢do computacional das técnicas apresentadas.

Este trabalho é dividido em 4 Capitulos, resumidos a seguir.

Capitulo 1 - Teoria Geomélrica de Controle de Sistemas Lineares: Conceitos
Bdsicos

Alguns conceitos fundarmentais da abordagem geométrica siao apresentados,
com destaque para aqueles mais utilizados ao longo do trabalho.

Capitulo 2 - Selugdo do Problema de Rejeicdo de Perturbagies

Uma metodologia para solu¢ao computacional do PRP ¢ apresentada. O pro-
blema original é sucessivamente transformado em problemas equivalentes até
atingir uma forma onde a solugdo do PRP se torna evidente. Para isso, al-
goritmos para o cilculo de alguns subespagos importantes sao apresentados.
Uma classe de sistemas que admitem a parametrizacao do conjunto de todas
as solugbes do PRP ¢ definida, sendo obtida em seguida a expressao geral dos
controladores. Para sistemas gerais, a parametrizagao de alguns conjuntos é
obtida. Comparagbes sio feitas com resultados existentes na literatura. Ao
final, aspectos numéricos da implementagao da metodologia apresentada sio
discutidos.

Capitulo 3 - O Problema de Rejeicao de Perturbagées com Regula¢io Linear-
Quadrdtica (PRPRLQ)

O PRPRLQ ¢é definido, sendo formulado como um problema de otimizacao de
parametros em reguladores L-Q com restrigoes de estrutura. Para sua solucio
€ proposto um método de descida especializado.

Capitulo 4 - FEzemplos Numéricos

Cinco exemplos ilustram aspectos importantes da aplicagio das metodologias
propostas para solucao do PRP e do PRPRLQ). O evidenciamento passo a
passo da estrutura da solucio do PRP é destacado. O desempenho numérico
do método de descida para solucao do PRPRLQ é também enfatizado.



Introducdo Geral 3

Apéndice A - O Problema do Regulador Otimo L-() com Restricées de Estrulura

A solugdo computacional do Problema do Regulador Linear-Quadratico quan-
do restrigdes na estrutura de controle sdo impostas é discutida, sendo apresen-
tadas as expressoes para o calculo do indice de desempenho, vetor gradiente e
matriz Hessiana, utilizadas pelo método de descida proposto no Capitulo 3.



Capitulo 1

Teoria Geomeétrica de Controle de
Sistemas Lineares: Conceitos
Basicos

1.1 Introducao

Uma grande parte do desenvolvimento da teoria de controle surgido nas duas
dltimas décadas é baseada na abordagem geométrica, introduzida inicialmente por
Wonham [42] e Basile e Marro [2] em trabalhos independentes.

A principal caracteristica dessa abordagem ¢ a possibilidade do alcance de um
alto grau de abstragio no tratamento das questoes estruturais dos problemas de
controle, separando-as das questdes numéricas. Desse modo, é possivel em primeiro
lugar compreender a natureza do problema de controle e em seguida partir para sua
solugio numeérica.

O objetivo deste Capitulo é apresentar alguns conceitos fundamentais da teoria
geométrica que servirdo como base para o desenvolvimento dos préximos Capitulos.
Os topicos selecionados séo, por ordem de apresentagio, espagos lineares, espacos
quocientes, subespagos invariantes e mapas induzidos, polinémio caracteristico e
espectro, sistemas lineares, subespacos (A, B)-invariantes e de controlabilidade.

Os resultados apresentados sao bastante difundidos na literatura e por isso nio
sao acompanhados de provas. A maior parte do Capitulo é baseada no livro de Wo-
nham [43], onde maiores detalhes sobre a teoria geométrica podem ser encontrados.
Os resultados das Secoes relativas a espacos e sistemas lineares sio colocados com

maior profundidade, por exemplo, em [5].
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1.2 Espacgos Lineares

Definigao 1.1 Um espago linear (vetorial) X é um conjunto definido sobre um
corpo de escalares F, composto de elementos denominados vetores no qual sao defi-
nidas as operagoes de adi¢dao vetorial e multiplicacdo por escalar.

As operagoes citadas satisfazem a um conjunto de leis axiomaticas bastante conhe-
cidas e por isso aqui omitidas.

Neste trabalho sé serio considerados espacos definidos sobre os corpos dos
niimeros reais e complexos.

Definigao 1.2 Um subconjunto & do espaco linear X € um subespaco de X' se,
considerando-se as operagoes definidas em X', § forma um espago vetorial sobre F.
Ou seja, para todos sy, 55 € S e 1,6 € F, 181 + 382 € S.

Se R,S ¢ X, os subespagos R+ S e RN S sao definidos respectivamente por
R+S:={r+s/reR,s€S5}
RNS:={z/zecRex e}

Definicao 1.3 Um conjunto de vetores zj,2s,..., 7, de um espago linear é line-
armente dependente (LD) se e somente se existem escalares ¢y, ¢y, ..., ¢, nao todos
nulos tais que ¢1zy + ¢y + ... + €&, = 0. Se essa expressao sO é verdadeira para
C1,C2y .0y Cp = 0, 08 vetores xy, 1y, ...,z 830 linearmente independentes (LI).

Definicdo 1.4 O nimero méaximo de vetores linearmente independentes de um es-
pago linear é denominado dimensdo do espaco.

Definicao 1.5 Um conjunto de vetores linearmente independentes é chamado base
de um espaco linear se qualquer vetor desse espago pode ser escrito como uma
combinacao linear inica desses vetores.

Num espago vetorial de dimensao n, qualquer conjunto de n vetores LI forma uma
base.

Definicdo 1.6 Num espaco linear n-dimensional, se uma base {e1,eq,...,e,} é
escolhida, entdo todo vetor z desse espago pode ser unicamente escrito na for-
ma zT=/[e € .. e 8. O vetor § é chamado representacdo de = na base

{ey, €q, ... €}

E claro que o vetor = deve possuir uma representagao para cada base. A repre-
sentagdo de @ numa outra base {é;,&,,...,€,} é dada por 8 = 715 onde @ ¢é uma
matriz cuja :-ésima coluna é a representa¢do de & na base {e1,¢;,..., €,}.
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Definicao 1.7 Sejam os subespacos lineares X' e . Uma fungdo M : &’ — Y é um
mapa (ou transformagdo) linear se M{c;zy+ caxa) = e; M{zy) + c2M (22} para todos
x1,%3 € X e ¢, ¢ escalares.

Mapas lineares sao representados por matrizes.
Definicao 1.8 O espago nulo do mapa M : &' ~+ Y é o subespago dado por
ker(M):={z /2 €X e Mz =0} C X
Definigao 1.9 O espago imagem do mapa M : &' —+ Y é o subespago dado por
Im(M) ={y/yeYedrelX /y= Mz}
={Mz /zeX}Cy

1.3 Espacos Quocientes

Definigao 1.10 Seja o subespaco § C X. O subespaco quociente (fator) X [/S é
definido como o conjunto de todas as classes de equivaléncia

T:={y /yeX,y—z€S;z€ X}
A defini¢ao das operagoes
Iy +Zy=r 2y 3,22 € X
¢t =¢F zx¢€AX, cescalar
torna &'/S um espaco linear de dimensdo dim(X'/8) = dim(X) —~ dim(S).

Defini¢ao 1.11 O mapa P : X — X/S que associa z a & é denominado projecio
canénica de X' em X/S.

Note que ker(P) = &. Desse modo, apesar de X' /S néao ser um subespago de A, ele
€ 1somorfo com qualquer complemento de &, podendo entao ser tomado como um
complemento “padrao” de S.
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1.4 Subespagos Invariantes - Mapas Induzidos

Definicao 1.12 Sejam o mapa A : X' — &' e o subespaco & C A’ tal que AS C S.
S é entao dito A-tnvariante.

Definigao 1.13 Se AS C S, o mapa de A restrito ¢ S, denotado A|S, é um mapa
que tem a mesma agdo que o mapa A mas ndo esta definido fora de §.

Definicio 1.14 Sejam X = X/«S com § A-invariante, e a projegio candnica
P:X — X. Entdo existe um tnico mapa A: X — X tal que AP = PA. Aé
entio denominado mapa induzide em X por A.

Seja & um subespago A-invariante, R qualquer subespago tal que SR = &
e {ri;1 = 1,.,p}; p = dim{R), uma base para R. FEscolhendo uma base
{s;:7 =1,.,€}; € = dim(S), para S, é facil verificar que na base {s;,...r,} para
X o mapa A é dado por

A=

A A
0 A

onde All € %&(6 e Azz € Rexe,

O mapa de A restrito a S, AlS, na base {s;;j = 1,..,{} é a submatriz Ay; e 0
mapa induzido em X' = X'/S por A, A, na base {F; = Pr;;i = 1,..., p} é a submatriz
Agz.

1.5 Polinémio Caracteristico - Espectro

Sejam o espago linear X e o mapa A : X — X. Temos entdo as seguintes
definigoes:

Definigao 1.15 O polinémio caracteristico de A é o polinémio de grau n
m(A) = det(A] — A)

Definicao 1.16 O espectro de A4, denotado o[A], é o conjunto de n zeros comple-

xos do polinomio w(A), contando as multiplicidades. Os elementos de ¢]4] sio os
autovalores de A.

Definigao 1.17 O polinémio minimo de A é o polinémio «(}) de menor grau tal
que a(A) = 0.

O polinémio minimo é inico e divide todo polinémio nao nulo B(A) tal que F(A) = 0.
Em particular a}) divide o polindémio caracteristico ().
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1.6 Sistemas Lineares

Neste trabalho serdo considerados sistemas lineares continuos, invariantes no
tempo, modelados por

#(t) = Az(t) + Bu(t) (1.1)
y = Cz(i) (1.2)

para t > 0. Os vetores x, u e y pertencem aos espagos lineares reais X', U e Y
respectivamente, com dim(X) = n, dim(Uf) = m e dim(Y) = p, onde X € o espago
de estados, U € o espago de entradase )Y o espago de saidas. Ao longo deste trabalho,
serfio considerados entao X = R* U =R™ e JV = R,

Se z{0) = w0, as equagdes acima implicam em

t
z(t) = e*ay +/ et Bu(r)dr; >0
0
ou, em geral,

i
z(t) = e g(t) + [ A Bu(r)dr; 45,8 >0

o

1.6.1 Controlabilidade e Observabilidade

Seja o trio (A, B, C) relacionado ao sistema (1.1) (1.2). Temos entao as seguintes
defini¢oes e resultados:

Definigao 1.18 O subespago controldvel do par (A, B) é o menor subespago A-
invariante que contem Im(B) e é dado por

<A|Im(B)>=Im[ B AB .. A"'p]

Definigao 1.19 O subespago nde observdvel do par (C,A) é o maior subespaco
A-invariante contido em ker(C) e é dado por

Vit = ker [C CA ... CA™' ]

Teorema 1.1 O sistema linear (1.1) (1.2) € controlivel se e somente se
< A | Im(B) >=R" € € observavel se ¢ somente se Vo = 0.

Teorema 1.2 Sejam AV C V, X = ®"/V, a projecio canénica P : R" — X,
AP = PA e B = PB. Se o par (A, B) ¢ controldvel entdo o par (A, B} também ¢

controldvel,
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1.6.2 Estabilidade

Definigao 1.20 O sistema linear () = Az(t); z(0) = zy é assintoticamente estdvel
se para qualquer xo € R,

%1_%1 z(t)=10
Teorema 1.3 O sistema linear & = Az € assintoticamente estdvel se ¢ sornente se
a parte real de todos os autovalores de A € estritamente negativa.

Definigao 1.21 Seja a()) = a,(A)as()) o polindmio minimo de A, onde os zeros
de a,(X) possuem parte real negativa e os de a;(A) positiva ou nula. O subespago
estdvel do sistema linear £ = Az é o espaco nulo de a,({A) e o subespaco instdvel é
o espago nulo de o (A).

Teorema 1.4 O sistema linear {1.1) € estabilizavel se e somente se seu subespago
instdvel estd contido no seu subespago controldvel.

Teorema 1.5 O sistema linear (1.1) (1.2) ¢ detectavel se ¢ somente se seu subes-
paco ndo observavel estd contido no seu subespago estdvel.

1.7 Subespagos (A, B)-invariantes

Definigao 1.22 Seja o sistema linear representado por {1.1). Um subespago ¥ C R"
é dito (A, B)-invariante se existe um mapa F : ™ ~» R" tal que (A + BFYY C V

A caracteristica mais importante dos subespagos (A, B)-invariantes V é que se
z(0) € V, entdo existe um controle u(t); £ > 0 tal que z(¢) € ¥ para todo t > 0, ou
seja, o estado z(t) pode ser mantido em V através de uma escolha adequada de u(?).
Esta propriedade pode ser melhor compreendida através do seguinte resultado.

Lema 1.1 Sejam os subespacos V C R™ e B =1m(B). Entao V € (A, B)-invariante
se¢ e somente se

AVCV+B

Da Definicdo 1.22, observe que qualquer subespago A-invariante é também
(A, B)-invariante, bastando fazer F = 0.

A classe de subespagos (A, B)-invariantes contidos num dado subespaco S serd
denotada por Z(A, B;S) e a classe de todas as matrizes F tais que (A + BF)Y C V
por F(V). Desse modo, qualquer subespago (A, B)-invariante V é (A 4+ BF)-
invariante para F € F(V).

A seguinte Propriedade é fundamental no estudo de subespacos (A, B)-
invariantes.
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Propriedade 1.1 A classe de subespagos I(A, B;S) € fechada em relagio a ope-
ragdo de soma de subespagos.

Isto significa que a soma de dois subespagos (A, B)-invariantes é também um subes-
pago (A, B)-invariante.

Seja agora D uma familia de subespacos do R*. O mdzrimo elemento V* de D
é definido como o membro de D que, se existe, contém todos elementos de D. O
minimo elemento V, de D é o membro de D que, também se existe, esta contido em
todos elementos de D.

V* := maxV
VeD

V., :=minV
YeD

Lema 1.2 Seja D uma classe nio vazia de subespagos do ™.

o SeD € fechado em relagde & soma de subespagos, entdo D contém um elemento
mdzimo V™.

o Se D € fechado em relagdo a intersecdo de subespagos, entiao D contém um
elemento minimo V,.

Considerando entdo a classe (A, B;S), o Lema acima e a Propriedade 1.1 ga-
rantem a existéncia do subespaco maximo

V"= maxT({A, B;S)

1.7.1 Subespagos de Controlabilidade

Definicdo 1.23 Seja o sistema linear representado por (1.1). Um subespaco
R CR" é um subespago de controlabilidade do par (A, B) se existem um mapa
F R - R e um mapa G : R™ — RY; ¢ < m, tais que

R =< A+ BF | Im(BG) >

Ou seja, R € o subespaco controlavel do par (A + BF, BG).

A caracteristica mais importante dos subespacos de controlabilidade é que para
todo ¢ € R, existe um controle continuo u(t); 0 <t <5 tal que, se z(0) = 0, entdo
z(t) € R; 0 <t <t ex(ts) = z, ou seja, qualquer estado z € R pode ser atingido
a partir da origem, através de uma trajetoria controlada que nao sai de R.

Da Definicio acima, ¢ claro que subespagos de controlabilidade sdo (A, B)-
invariantes.

A classe de subespacos de controlabilidade contidos num dado subespaco S serd
denotada por C(A, B; §).

Os subespagos de controlabilidade possuem muitas propriedades importantes. A
seguir, aquelas mais utilizadas neste trabalho sdo apresentadas.
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Propriedade 1.2 Se R € um subespago de controlabilidade, entio
R=<A+BF|BNR >

para toedo F' € F(R).

Propriedade 1.3 Seja R C R™ um subespaco de dimensdo p > 1 € suponha que pa-
ra todo conjunto simétrico de p nimeros complezos A exista um mapa F' . R™ — R*
tal que (A + BF)YR C R e o[(A+ BF)|R] = A. FEntdo, R € um subespago de
controlabilidade.

Propriedade 1.4 A classe de subespagos C(A, B; S) € fechada em relagdo ¢ soma
de subespacos.

Como conseqiiéncia dessa Propriedade, a exemplo dos subespagos (A, B)-
invariantes, a classe C(A, B; &) possul um Unico elemento R* de maior dimensao.

R* .= maxC(A, B;S)

Os seguintes resultados relacionam esse subespago a V™.
Teorema 1.6

R* =< A+BF |BOV*>  para F € F(V")

Corolario 1.1
F(V*) C F{(R")

Os resultados a seguir fornecem caracterizacbes de espectro relacionadas a V* e

R

Teorema 1.7 SejaV um subespago (A, B)-invariante ¢ R* = maxC(A, B;V). Para
F ¢ F(V), sejam também Ap = A+ BF e Ap 0 mapa induzido em V/R* por Ap.
Entdo A € independente de F € F(V).

Corolédrio 1.2 Nas condigoes do Teorema anterior, se F' € F(V) entdo
ocl(A+ BF)|V] = or ¥ ¢”, onde o = o[(A+ BF)|R"] ¢ livremente alocdvel através

de uma escolha adequada de F € F(V) e 0* = o[A+ BF] € fizo para qualquer
F e F(V).
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Esse resultado leva a seguinte definicio:

Definigao 1.24 Seja F € F(V*) e Ar 0 mapa induzido por A4+ BF em R"/R*. Os
zeros invariantes do trio (A, B, () sdo as raizes, considerando suas multiplicidades,
do polindémio caracteristico da restricio de Ay a V*/R".

Desse modo, se F' € F(V*) é escolhido, o espectro de (A + BF)|R* é completamente
livre, enquanto o de (A + BF)|{(V*/R*) é fixo e corresponde aos zeros invariantes.

Estes zeros sao também denominados zeros de transmissdo por alguns autores.
Definigoes equivalentes no dominio da freqiiéncia bem como maiores detalhes podem
ser encontrados nas referéncias {10] e [24].

Em geral, é desejado que o espectro de (A+BF) | V esteja localizado numa regizo
“boa” do plano complexo, aqui denotada por C,. Como estaremos interessados em
estabilidade assintética, daqui por diante €, representard o semi-plano esquerdo do
plano complexo. Podemos entéo estabelecer a seguinte definicao:

Definigao 1.25 Um subespaco V € I(A, B; S) é estabilizdvel se IF € F(V) tal que
o[(A+ BF}|V]CC,.

Pode ser provado [43] que a familia de subespagos que satisfaz a Definicio a-
cima possut um elemento maximo V;. Sejam entao F € F(V*); Ar = A + BF;
PR — R"[R" a projecio canomca e Ar o mapa induzido em R*/R* por Ap.
V*/R* é entdo Ap-invariante. Relembrando o Teorema 1.7, a restricio de Ay a
V*/R* é mdependente da escolha de F' € F(V*). Seja também B(A) = f,(\)B(})
o polinémio minimo de Ap{(V*/R*), onde os zeros de f,(A) possuem parte real
negativa e os de By(A) positiva ou nula. Definindo &7 := V*/R* N ker(B,(Ar)) e
Xy = V*/R* Nker(By(AF)) temos V*/R* = X* = X”‘ O maior subespaco (A4, B}-

invariante estabilizavel contido em & pode entao ser deierzmnado por

Teorema 1.8
V; = P"ff;

1.8 Conclusao

Neste Capitulo foram apresentados alguns conceitos e resultados fundamentais
da teoria geométrica de controle de sistemas lineares, que servirdo como base para

a solugao do Problema de Rejeicio de Perturbagoes, um dos tépicos mais estudados
dessa teoria, assunto do préximo Capitulo.



Capitulo 2

Solucao do Problema de Rejeicao
de Perturbacoes

2.1 Introducgao

No contexto da teoria geométrica de controle, o Problema de Rejeicdo de Pertur-
bacées (PRP) ocupa uma posicao de destaque. Sua solugéo tedrica serve como um
exemplo perfeito da aplicacio de conceitos fundamentais dessa teoria, como os de
subespacos (A, B)-invariantes e subespacos de controlabilidade. O livro de Wonham
[43] contém a defini¢do completa do problema, bem como as condicbes de existéncia
de solugao e a caracterizacao das matrizes de realimentacio correspondentes.

Apesar de ter um apelo pratico muito grande, ja que objetiva, através de re-
alimentacao de estados, eliminar da saida os efeitos de quaisquer perturbacdes, o
PRP € um problema com pouca aplicabilidade em casos reais, ja que é em geral
insolivel e sua solucdo, quando existe, ndo apresenta caracteristicas de robustez em
relacdo a variagdes nos parametros do sistema. Mesmo assim, trata-se de um pro-
blema bastante estudado. Condigbes para solugéo no dominio da fregiiéncia, por
exemplo, foram obtidas em [34]. Além disso, algumas variacées do problema foram
formuladas, como rejei¢ao de perturbagdes com compensadores dinamicos [33], [41],
com o controle em transmissao direta [43], com medidas das perturbagdes [43], com
realimentagao de saida [4], com lei de realimentagéo proporcional-derivativa [1] e em
sistemas descritores [9], [29]. Talvez a variante mais importante gerada tenha sido o
Problema de Quase Rejeigéo de Perturbagdes [25], [38], [40], esse geralmente solivel,
que visa manter em niveis arbitrariamente pequenos a influéncia das perturbacoes
na saida.

Uma comparacio entre métodos geométricos e métodos baseados em matrizes
polinomiais para solugao do PRP pode ser encontrada em [28].
Apesar da existéncia de uma caracterizacio das matrizes de realimentacio que

13
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resolvem o PRP, poucos trabalhos tém se preocupado com a obtencao de expressoes
analiticas para essas matrizes. Os trabalhos de Paraskevopoulos et ol [27] e Van
Dooren [37] fornecem tais expressdes. O primeiro deles, no entanto, é restrito a
sistemas inversiveis 4 esquerda. O segundo limita-se a obter a solucio de norma
minima relacionada a um unico subespago. Além disso, nenhum dos dois resolve o
PRP com estabilidade (PRPE).

Este Capitulo trata da solugdo computacional do PRP. A principio, a parametri-
zagao do conjunto de todas as solugbes para uma classe de sistemas que engloba os
inversiveis a esquerda € obtida. A seguir, alguns conjuntos s&o obtidos para sistemas
gerais.

Na segunda Secdo o problema é formulado, na terceira sdo apresentados algo-
ritmos para o calculo dos subespacos necessarios, na quarta a solucdo do PRP é

obtida, na quinta aspectos da implementacio numeérica sio discutidos e finalmente
na sexta, conclusoes sio feitas sobre os resultados obtidos.

2.2 Formulagao do Problema
Seja o sistema linear, continuo, invariante no tempo:
#(t) = Az(t) + Bu(t) + Eq(1) (2.1)

y(t) = Cz(t) (2.2)
onde: z € R, u € R™, ¢ € R4, y € R*. O termo ¢ acima representa o vetor de

perturbacbes suposto nao diretamente acessivel. O objetivo do PRP é determinar,
se possivel, uma lei de realimentacao proporcional de estados

ult) = Fa(t) (2.3)

tal que o vetor de perturbagbes ¢ ndo tenha nenhuma influéncia sobre o vetor de
saidas y. Aqui, nenhuma restri¢o ¢ imposta & funcio ¢(¢).
Considerando o sistema em malha fechada:

i(t) = (A + BF)z(t) + Eq(1) (2.4)

y(t) = Cux(t) (2.5)
entao, para, que as perturbagées nao tenham influéncia em y(1), a resposta forcada
y(t) = C [ eABFN9) Eg(s)ds deve ser nula para qualquer ¢(t) e t > 0. A condicio

equivalente no dominio da freqiiéncia é que a funcio de transferéncia da perturbacao
para a salda, J—l = C[sI — (A + BF)]™'E deve ser nula. Desse modo, denotando

K=ker(C} & =Im(E)
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é facil verificar que o sistema (2.4), (2.5) € livre de perturbacdes se e somente se
<A+BF|E>C K (2.6)

ou seja, o subespago sobre o qual a perturbacio ¢ exerce influéncia deve estar contido
no subespago que nao é observado pela saida y. Baseado nessas consideragoes, o
seguinte teorema estabelece as condigoes para solucao do PRP.

Teorema 2.1 O PRP € solitvel se ¢ somente se
V:oé&
onde V* € o mator subespago (A, B)-invariante contido em K.

Prova: Veja [43]. U

Este resultado pode ser facilmente compreendido. Como V* € (A, B)-invariante,
entdo uma escolha adequada de F pode fazer com que o vetor de estados z(f)
permaneca em V*, desde que tenha iniciado nele. Se £ C V*, entado a contribuicéo
de Eq(t) a #(t) (a contribui¢ao de 12 ordem de g(t) a z(t)) é também localizada
em V*, logo a contribuicio integrada de ¢(t) a () pode ser mantida em V”. Como
V* ¢ K, esta contribui¢do ndo é observada na saida, o que garante a rejeicao da
perturbacéo g(t). De fato, V* é o maior subespago que pode ser feito ndo observavel
pela saida. Por essa interpretagdo, é facil perceber que a existéncia de solucao para
o PRP equivale i existéncia de qualquer subespaco (A, B)-invariante V tal que

EcVck (2.7)

Claramente, a existéncia de tal subespaco s6 é possivel se £ C K, ou seja, CE = 0,
o que restringe enormemente as possibilidades de existéncia de solucéo.

Uma caracteristica realista desejavel para a solugao do PRP é que ela estabilize
assintoticamente o sistema em malha fechada. Essa exigéncia induz naturalmente
a formulagdo do Problema de Rejei¢io de Perturbacoes com FEstabilidade (PRPE)
cujo objetivo € encontrar uma matriz £ tal que

<A+BF|&>C K e o[ld+BF]CC, (2.8)
As condigbes para solugdo do PRPE estiao também estabelecidas.
Teorema 2.2 O PRPE € solivel se e somente se o par (A, B) € estabilizdvel ¢
Vo
onde V¥ € o maior subespago (A, B)-invariante estabilizdvel contido em K.

Prova: Veja [43]. O
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Outra versio do PRP, é o Problema de Kejeicdo de Perturbagoes com Alocacdo
de Pdlos (PRPAP), cujo objetivo €, além de rejeitar as perturbagdes, posicionar
arbitrariamente os autovalores do sistema em malha fechada. Supondo o sistema
controlavel a condigao de existéncia de solucao é R™ O &, onde R™ é o maior
subespac¢o de controlabilidade contido em K.

Métodos geométricos para solugdo do PRP sdo entao baseados na obtencao de
alguns subespagos (A, B)-invariantes importantes. O cdlculo desses subespacos é
tratado na Secao a seguir.

2.3 Calculo de Subespagos (A, B)-invariantes

Considerando satisfeita a condi¢io imposta pelo Teorema 2.1, uma maneira di-
reta de se obter uma solugdo para o PRP é calcular o subespago V™ e obter uma
matriz F € F(V*). Para o PRPE, é necessdrio calcular o subespago V;, o que
depende do calculo do subespagco R* e dos zeros invariantes, e depois obter uma
matriz F € F(V;). Métodos para calcular esses subespagos e conjuntos sao entao
indispensaveis. Wonham [43] apresentou algoritmos puramente algébricos para o
célculo dos subespagos bem como a completa caracterizagio dos conjuntos F(V*),
F(R*) e F(V;).

Desde entao, varios métodos numéricos tém sido propostos para o calculo de
V* (]3], [35]), de V* e R* conjuntamente, ([23], [37]) e dos zeros invariantes ([15] e
referéncias). A maioria dos métodos para obtencio de V* e R*, no entanto, falha
ao tratar da questao da estabilidade numérica. Duas excecbes sao os trabalhos
de Moore e Laub [23] e Van Dooren [37]. O primeiro apresenta uma abordagem
interessante que relaciona esses subespagos a subespacos gerados por autovetores
do sistema em malha fechada, além de fazer uma andlise numérica minuciosa dos
resultados obtidos e sua aplicabilidade pratica. Essa abordagem entretanto nao se
aplica a alguns sistemas, por exemplo, sistemas com zeros invariantes miltiplos. Os
métodos propostos em [37], ao contrério, sio aplicaveis a qualquer sistema, além de
serem numericamente estaveis. Nenhum deles porém trata do cilculo de 2

A seguir, procedimentos numéricos para o célculo de V*, R*, zeros invariantes [8]
e V; sdo apresentados. Os procedimentos para o calculo de V*, R* e zeros invariantes

sao semelhantes aos propostos em [37]. Além disso, expressdes analiticas para os
conjuntos F(V*), F(R*) e F(V;) sio obtidas.

2.3.1 Calculo de V* e R*

Seja o sistema (2.1), (2.2). Nosso objetivo agora é determinar V*, maior subes-
pago (A, B)-invariante contido em K. Para isso, introduziremos o seguinte resultado
simples, porém fundamental & abordagem utilizada.
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Proposigao 2.1 Considere, numa determinade base, o sistema (2.1), (2.2) repre-
sentado por

All Alz

A=
An Axn

C=10 C|

onde Ay € RV, By € RX™; Cy € R ¢ seja o subespago

V=Im(V) V= [ L ] (2.9)

Entdo, V € (A, B;K) se e somente se existe uma matriz Fy € R™*Y tal que:

An+ BFy =0

Prova: Seja F = [ FF ] onde F; € ®™*¥. Entao

A+ BiFy

A+ BV =
( ) An+ B Fy

A condicao para que V seja (A + BF)-invariante é (A + BF)V C V. Devido &
estrutura de V (2.9), isto ocorre se e somente se, Ay + ByFy = 0. Além disso,
claramente V € K, 0 que assegura que V € I{A, B;K). O

Tendo essa proposi¢ao como base, o seguinte algoritmo para o cdlculo de V™ é
construido:

1. o Faca1=10.

Encontre uma matriz ortogonal Q° € %" tal que:
C°=CQ = [0 (3]

onde ('Y é uma matriz com posto(C) colunas.

e Faca
rc¢” = nimero de colunas de 7
o Calcule
po_grage | A A e gup [ B
An A% B;

onde: A9, € Rin—7)x(n=re’). BO ¢ Rln—re)xm
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e Faca
Vo — In—rco
0
Q=q°
2. o Encontre uma matriz ortogonal Q! € £ %" tal que
P 0
By =@, By=1 - (2.10)

By,

onde B,, ¢ uma matriz com posto(B) linhas.
o Faca ~
rb' = niimero de linhas de By,

Ay, ] (2.11)

Calcule
i il oad
AZ] = Qm Ay =

onde /11'2}1 = %(rc‘mrbi)x(nwrci)‘

Se Al, #0erd <n—1

— Encontre uma matriz ortogonal @it € Rlv-re)x{n=re) {41 que

el
.

A, = A5,,Q1 =0 Ay, | (2.12)

T : i A
onde A3, € uma matriz com posto(Ay; ) colunas.
— Faca
ra' = ndmero de colunas de Aj
2

] 141 0
i+1 — i
7 [ 0 I, }

rdt = ret o+ rat

— Calcule
) ) o AH—I Ai-i-l
Az+1 - Qt+1'A1Q=+1 = }1 "!2
At A
B

Bwl - Qi+1'Bi = !
Bz+1

onde: At}ll = gk(n-rc’-"‘l’l}x(n—rc‘-"‘]); Bi-}-l c %(n-—rc“"‘l}xmn



19

‘/i-i-l = [ I!z—-rt"f‘“" ]
0
Q = Qg

2.3 Célculo de Subespacos (A, B)-invariantes
- Faca
— Calcule
— Facat=1+1.
— Volte ao passo 2.
e Se nao
~ Se Ay, =0

* Calcule V, = QV*.
— Se nio (re' > n 1)
* Faca V, = 0.
— PARE.

Teorema 2.3

V* = Im(V,)

Prova: Primeiramente, note que a cada iteragio do algoritmo existe uma mudanca
na base de representagdo do sistema dada por

mz — Qz-é—} :I:t+3

Agora, seja V;*! a representagio de V'*! na base da iteragio i. Logo,

i+l
t

Vi+1 — Qi+1vi~§~1 — {

0

Lembrando que

Vi

In—'rc’

0
)

|
|

0

Inmre:' ;
0 + _ [ ‘/a‘tl-i-l :]
0

¢ entdo claro que Im(V;*') C V' = Im(V*). Também claramente, Im(V) C Im(1°).
Como, por construgao, dim(V*!) < dim(V?), a seqiiéncia de subespacos V' ¢ decres-
cente. Além disso, o algoritmo possui um ndmero finito de iteracoes, k < n — p—1,
para o qual V, = QV* ou V, = 0, 0 que garante a existéncia de um ponto de parada.

Seja agora o subespago V = Im(V) tal que

Y € I(A, B, KO)

*Note que C*

YV CV = Im(V")

(2.13)

[ 0 C3 ] em qualquer iteragao, logo K = K| para qualquer i < k.
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Logo, a matriz V pode ser representada por

Vi

V=
0

onde V; € RO-7¢'1xv1 41 < — rct. Como V é (A', Bf)-invariante, entdo existe uma
matriz F* = { Fi Fj} ] € R tal que:

Im[(A* + B'F)V] € Im(V) (2.14)
Mas,
i o Ai A:’ Be’ . ) V;
(A1+BtF1)V — 31 ?2 f J 2 —
Ayp Ap B [ roe ] 0
(43 + BiF)V
(A3 + By F)W
Entéo, para que a condi¢do (2.14) seja satisfeita, é necessirio que
(A + ByF{)Vi =0 (2.15)
Qu (A + ByF)Vi=0 (2.16)
Dai, a partir das equagoes (2.10), (2.11),
As, 0 .
- +1 =~ | FIVi=0
( Az, } B, 1)
A Vi =0
Ay, + B3, 17
Entao, obrigatoriamente,
Ay Vi =0
A QI QY =0 (27

Seja agora V), a representagéo de V na base da iteracao i + 1. Entio,

e v
0 I 0|

VPE
Ve,

4417
W

= QY =
¢ 0

V, =
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Substituindo essa equacdo e (2.12) em (2.17), temos:

= ()
v

Piq

[0 o, V= [0 ] |

onde Vp, € Rln—re'=ra')xel = (omo Ag;lz {2.12) é uma matriz de posto completo,
entao V;, = 0. Logo,

Vp =

; I wppttd I — 3 4rgt
V1+1 — R - n—{rct+ra’}

V, = Im(V},) C V*! (2.18)

Ve,
0
0

Lembrando que

é entdo claro que

Considerando VPO a representacao de V' na base da iteracio 1, é facil verificar que
Im(V)) C V'. Entéo, a partir das equagdes (2.13) (2.18), podemos concluir por
inducao que:

Voi = Im( Vi) C 1%
onde V,; é a representaco de V na base da ultima iteragdo k. Além disso, de acordo

com a Proposigao 2.1, V¥ € T(A*, B*;K*). Como V foi escolhido arbitrariamente,
concluimos que:

V' = Im(V)

onde V} é a representacio de V* na base original (2.1}, (2.2) e é dada por:
V;)k — QDQI . __kak = ka = V;

O

Por simplicidade, a matriz £ nao foi incluida no algoritmo. E claro entretanto
que as transformagées @' 0 < ¢ < k devem ser aplicadas a E, ou seja, a cada
iteragao ¢ devemos calcular

i+1
By

. o

EH—l = QH-} E‘l = :
1

E;

onde Eit! ¢ Rln-retl)xd,
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Ao final do algoritmo, o sistema original encontra-se entao transformado no
seguinte sistema equivalente:

i’k&AkirkJerU‘{"Ekq

y = Ck&’,‘k
Ak — Alil A£2 Bk — B}i Ek - %]:
AZ} A22 B2 b?
ct=[0 C} ]

onde A% € Rvv; BF € Rv*™; EF € ®v%4; CF € R0 v = n — rcf. O maior
subespago (A¥, B¥)-invariante contido em ker(C*) é dado por

ko Im(V*)  VF= { N } (2.19)
Considere agora a seguinte mudanga de variaveis:
w = Zu*
- BF Br Bk
B'=BZ=| 17=| 5 } (2.20)
2 21

onde B, é uma matriz com b = posto{ Bf) colunas. A nova representacao do sistema
fica:

&% = AFe* 4 BRuk + Efyg (2.21)
y = C*zF (2.22)
Considerando a lei de realimentacao de estados
uf = FrgF FF = }.:—jfl {7}&2
Fy Fj

onde F}, € R¥** e denotando Bf = Im(B*), esta representacao possui algumas
propriedades importantes, formalizadas na seguinte Proposicao.

Proposicao 2.2 Considere o sistema representado por (2.21), (2.22). Enlio as
sequintes afirmativas sio vdlidas:

1.
ik
B*NV* =1Im [ Bﬁ“‘ } (2.23)
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F(V¥) = {F* / A% + BL Fl, = 0} (2.24)
8. O maior subespaco de controlabilidade contido em ker{C*) ¢ dado por:

R

RF =Im(R") R'= [ 0

onde Im(Ri:) = < Ap’{l | Efz > = < A5 + Bfllﬁfl | Bf, >.

Prova:

1. Seja o subespago B = B*n V*. Entao, B C B* e, conseqiientemente, podemos
escrever:

Gy

B =Im(B*G) paraalgum G = [
Gy

] € R™x9 g < m.
Logo,

BkG — Bf}Gl + E{EGQ

B§1G1

Mas B também deve obedecer a B C V*. Devido & estrutura de V* (2.19), é
facil verificar que essa condicio é satisfeita se e somente se BS, G; = 0. Como
B§1 possui as colunas linearmente independentes, entao Gy =0 e

Bi,Gy
0

B*G =

Como nenhuma restriciao foi imposta a submaltriz G, chegamos entao ao re-
sultado desejado:

B}ZZ

B*NV* = B = Im(B*G) = Im 0

(A* + BFFMVF =

ko Bk ko BE Bk
Af + B + By
ko Pk Pk

A + By B
Pela Proposicao 2.1, VE ¢ (A* + BYFF)invariante se e somente se
A + B FE = 0. Como as colunas de Bj, sio linearmente independentes,
a solucao desse sistema de equacdes é vinica e o conjunto F(V*) é unicamente

definido por (2.24).



2.3 Caélculo de Subespacos (A, B)-invariantes 24

3. De acordo com o Teorema 1.6, R* é dado por:
RE = ANIBA NV % (2.25)

Ak = A* + B*F* para F* € F(V*%)

Como o Teorema € valido para qualquer F* € F(V*) e apenas a submatriz
Ff em (2.24) é fixa, podemos, sem perda de generalidade, considerar nulas as
submatrizes Fy, Ff, e FJ,. A matriz Ak = A* + B¥F* é entdo dada por:

Ak — A;‘1+B{°]F1k1 Afz i AFfl Afz
0 Al 0 A3

Em conseqiiéncia da forma bloco triangular superior de A%, a substituicao da
equacao acima e de (2.23) em (2.25) leva ao resultado desejado. O

O célculo de RF foi entdo reduzido ao problema da obtencio do subespago con-
trolavel do par (Ars,, BY,). Uma abordagem eficiente para resolvé-lo é, a exemplo
da que tem sido praticada até aqui neste Capitulo, colocar o par em questao nu-
ma forma onde o subespago desejado seja evidenciado. Considere entao a seguinte
mudanca na base de representagao do sistema (2.21) (2.22).

; L Q-6
xk = QR.?J QR = Q (226)
g S
. g v
A £ IA k .= rll ri2
Fiq Qr FIIQ O Ar22 ]
. e B,
B =Q Bl = 01

onde o par (Ap, , B12) estd numa forma canonica controldvel, para a qual o subespaco
controlavel é dado por

Voltando a base anterior, temos entao

Ri‘::QrRr:Qr[gc]'
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I
Rk: QY{O}
0

Voltando finalmente a base original, obtemos o maior subespago de controlabilidade
contido em K.

1,
R*=Im(R") R =QR'=QQr| 0
0

2.3.2 Calculo dos Zeros Invariantes e V;

_ Apds a mudanga de base (2.26), pode ser facilmente verificado que as matrizes
Ap = A+ BF, B e F sao dadas por:

N AT]] AT12 Qi Ak
Ap = QRALQR = 0 Ay | 70 (2.27)
0 ; Ak,
_ B
i _ ka 1
B =QyB* = @B 0 (2.28)
By | 0
~ Fk ; Fa
F=FQp= N (2.29)
Frl Frz ‘Pékz

Nessa representacado, claramente, os maiores subespagos (A, B)-invariante e de con-
trolabilidade sio dados respectivamente por:

. 0
f;* R Iﬁl(f/*) ‘}* == 0 I{U._C)
0 0
I
R*=In(R) R =10
0

Seja agora Ar o mapa induzido por Ar no espago quociente " JR*. Devido & forma
bloco triangular superior de Ap (2.27), é facil verificar que 0 mapa de Ar restrito a
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V*/R* é simplesmente a submatriz A,,,. Logo, pela Definicio 1.24, o conjunto de
zeros invariantes é dado diretamente por:

ar = G"[Argz] (230)

Note que, devido & forma das matrizes B (2.28) e F (2.29), a submatriz A, € a
forma bloco triangular superior de Ar nao sio modificadas por nenhuma matriz
F € F(V*), ou seja, os autovalores de Ap|V* podem ser divididos em um conjunto
fixo (os zeros invariantes) e um completamente livre (o[Ap|R*] = ¢[A,1,]). Desse
modo, o sistema em malha fechada nao pode ser estabilizado por nenhuma matriz
Fe F(]}*) caso algum zero invariante seja instavel. Devemos portanto procurar
subespagos ff’g C V* tais que a parte real dos autovalores de ﬁpﬂj’g possa ser feita
negativa. Considere entdo a seguinte transformacao de similaridade:

(2.31)

A$ — Q‘;AT;E?QJ — { A.‘iil A312 }

0 As 22

onde todos os autovalores de A,;; € R9*Y possuem parte real negativa e os de
Asgp € R¥** possuem parte real nula ou positiva. Devido a essa forma particular, o
polinémio minimo de A, é o produto entre os polinémios minimos de A (F;(A)) e
Aszz (B(A), 4 que B,(A) e By(A) sio primos entre si. E entao facil verificar que a

r

forma geral de f,(A;) é

BQ(ASH) X

Bl =10 B A

o X
- 0 Bg(Asm)

logo, ker(B,(A;)) = Im Ig :l

Considere agora a mudanca de base

I. 0 0
I= QSSE QS == 0 QS 0 ' (232)
0 0 Iy

A matriz Ap é entio dada por:

ATH Arl?Qs A13

. . A A
A = f A — 0 511 812
F=QsArQs 0 A,

0 0 Ak
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Devido a esta forma, pelo Teorema 1.8, podemos verificar por inspecao que o maior
subespaco (A, B)-invariante estabilizavel é dado por:

I. 0
- - . 0 I
Vy=Im{V)S) V] = 0 Og
0 0
Para obté-lo na base original devemos calcular
I, 0
¥ r s ¥ > Ig
VG’ = QS‘/Q = 0 Qs Q0
0 0
1. 0 ]
Ig
k o QT 0 QS
Vi = = d
0 0
. 0 -
Finalmente
I, 0
* A " k 0 ,[g
Vi =Im(V;) V;=QVf=QQaQs| | |
6 0

Apds todas as mudangas de variaveis aplicadas ao sistema original, os subespagos
calculados estdo representados numa forma que explicita o conjunto de matrizes de
realimentagao a eles relacionadas. Aplicando ao sistema (2.1) (2.2) as mudangas de
variaveis

T = (QQRQs)i’ u=Zu

podemos entao representa-lo por:

= Aé + Bi+ Bg (2.33
C' (2.34)
/111 /‘112 Az A By By 1?1
A= {121 /fzz /}23 /}24 B }-?21 0 . f?z (2.35)
Az Asy Ass Aag By 0 E;
Ay A Ass Ay By 0 E4



2.4  Solucdo do PRP 28

C=1000 C (2.36)
onde:
I. 0 0
- 0 17 0
V' =Im(1") V= s
0 0 Li(ery)
g 0 ]

by
L]

)
fous S e T

Considerando a lel de realimentagao de estados

F}I Fl? FEB FM

l‘ = - A~ ~
A ;
F21 2 FQE F24

podemos definir precisamente os conjuntos:

FOV)={F [ | Ay An A |+Ba| Pn Fy B =0} (2.37)
FV) ={F /[ [Ax A |+Ba| Ry B | =0] (2.38)
F(R*) = {F | An + Buly =0} (2.39)

Tendo essa representacao como ponto de partida, a solucdo computacional do
PRP é discutida a seguir.

2.4 Solugao do PRP

Nosso objetivo agora € a obtencao de uma lel de realimentacao de estados v = Fx
que resolva o PRP. De acordo com o Teorema 2.1, a condicao para que essa lei
exista é que o maior subespago (A, B}-invariante contido no espago nulo da matriz
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(' contenha a imagem da matriz F. Relembrando o algoritmo para o calculo de V™,
a cada iteracdo ¢ a representacao da matriz F é modificada através da transformacao

i+1
B

» i

EN gtV pio | T8
+1

£

Além disso, V* é obtido através da geracao de uma seqiiéncia decrescente de subes-
pagos (VO, ..., VL, VH L V5 onde
]n——'rc*
0

Desse modo, uma condigao necessaria de existéncia de solugdo na iteragao ¢ é
Im{E") C V'. Devido & forma de V*, essa condicéo, facilmente verificavel a cada
iteragdo, € dada por:

Vi=Im(V) Vis

Ei=0
para t = 0,1...k. Na iteragdo k, obtemos entao uma condi¢do necessaria e suficiente:
EF =0

Considere agora o sistema (2.33) {2.34). Nessa representacio, a condicio acima
torna-se E4 = 0 e um conjunto de solugdes do PRP ¢ entao definido por F(V")
(2.37). Para o PRPE, se os sistema for estabilizdvel, a condicdo de existéncia de
solugio é F5 = E4 = 0 e um conjunto de solugdes é dado por

FeF( A;) [ olAy + By iy + BBy C ¢,

e

Fr(Vr) = R . .
5(Vy) Ags Asy Ba |t g il cc
Ag Aus By ot ‘

Na base original, os conjuntos acima podem ser facilmente obtidos
F(V') = {F = ZF(QQrQs) | F e F(V")}

Fe(V;) = {F = ZF(QQrQs) | F € Fx(V})}

Esses conjuntos, no entanto, podem ser bastante limitados, ja que qualquer subes-
paco (A, B)-invariante contido em K que contenha & satisfaz & condi¢ao de solugao
do PRP. V" é o subespac¢o de maior dimensao com essas caracteristicas. Para que
tivéssemos uma maior visido sobre a existéncia de outros subespagos, seria de grande
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interesse obter o subespaco de menor dimenséao, ou seja, o menor subespaco (A, B)-
invariante que contém a imagem da matriz E. Infelizmente, pode ser demonstrado
que nem sempre existe um Unico subespago com essas caracteristicas. Isso ocorre
porque, de um modo geral, o conjunto de subespacos (A, B)-invariantes nao é fe-
chado sob a operacao de intersecao. E de se esperar portanto que a solucdo do PRP
para sistemas que gozem dessa propriedade apresente alguns aspectos diferenciados
em relacdo a sistemas gerals. Nosso objetivo a seguir é definir e discutir a solucao
do PRP para uma classe de sistemas com essa propriedade.

2.4.1 Sistemas onde BNV*C &

Considere a classe de subespacos:
JA,BEY={V/VeI(ABK)eVDE}

Lema 2.1 Se BNY* C &, entdo o conjunto J{A, B;&) € fechado sob a operagio
de intersegio de subespagos.

Prova: Sejam os subespagos V1,V € J(A, B; ). Entao

A(V1 N Vg) C AV N AY;
C M+ B)n(V,+ B)
Como (Vy + B) O B, entao

ANV, ¢ WM +B)nV,+(V;+B)NEB

= M +B)NV,+B (2.40)

Se BNY* C £ entao BNV, C £ Como V;, O &, entao BNV, C V. Dessa relacio,
pode ser verificado que (Vy + B) NV, = ¥y NV,. Substituindo em (2.40), obtemos

AVMNV)cviny, + B
Logo, Vi NV, € J(A, B;€). O

Esse resultado, juntamente com o Lema 1.2 assegura a existéncia do subespaco
minimo
V, =minJ(A, B:&)

Os possiveis conjuntos de solu¢do do PRP sio entio dados por
F(V) = {F | (A+ BF)V C V}
.cvcy (2.41)

Para a obtencao de V. necessitaremos do seguinte resultado:
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Proposicao 2.3

F(V) > F(V*) para qualquer V € J(A, B; £).

Prova: Como BN V" C £, podemos sempre encontrar uma base na qual

An Az As By By, Ey
A = Ag} A22 A23 B = Bz} 0 E - 0
Az Asp Agg By 0 0

com as colunas de B, e as linhas de E; linearmente independentes,

F - Fll F12 Fl.’fv
F21 FZZ F23
Li 0
V' =Im(V) V'=|0 I.q
0 0

F(V )= {F/ [ Asi Az |+ Ba [ P Fi 1 = 0}

Nessa representacao, qualquer subespago V € J(A, B; &) pode ser escrito como

I, 0
V=Im(V) V=0 ¥
0 0

onde V3 € RE=xm 4, <y —d. Além disso, sempre existe uma matriz de transfor-
macao

I 0 0

Gv=10 @, 0

0 0 I

tal que
I 0 I 0
0 Vi
QV=10 QW |=|,
0 0
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onde V; possui as linhas linearmente independentes. Aplicando essa transformagao
s outras matrizes obtemos:

Ail Al?] A122 AIE
Azh AEQH A2212 A231

A= Qv'A N - .
QV Qv A?lz -A—-ZZ'A 4—2222 A232
A31 A321 A323 A33
By | B
By, | 0 . .
B_QVIB___ - 1 mE V*:V*
Bglz 0
Bg} 0
F—Foy = | | Fra, Frg, | Pra

Fou | Fa, Fa, | Fas

F(V') = {F/ [ Asi Az, Asm, |+ B { Fyu Fa, Fi, } oS 0} (2.42)

I 0
_ N _ 0 I
V=Im(V}) V= (2.43)
0 0
0 0
Logo, ] )
= Fiy Fy
Ay Agp, |+ Bun B A
[ A u}[&] i
(A+BF)V: An, 4‘12211 3211
Az, %2221 + | Bo, [an Fi?;]
Az Az Ba, ]

Como V é por hipétese (A4, B)-invariante, pela Proposicio 2.1,

3212

B, [Fll Fiy, } =0

Como Bs; possui as colunas linearmente independentes, entao [ Fy Fi, ] é a
soluc&o dnica de { Ay Aggj ] + Bay [ i 13’121 } =0 e o conjunto F(V) é comple-

tamente definido por

F(i}) = {F / [ A31 A;-»,g1 } -+ Bg} [ 1?1; Fl?z ] = 0}
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Da expressao (2.42), é facil verificar que qualquer ' € F(V") também pertence a
F(V), logo i )
F(V) > F(V")
Como V € J(A, B; £) foi arbitrario, a Proposi¢éo esta provada. O
Estamos agora em condigdes de obter o subespago minimo desejado.

Teorema 2.4

V., =< A+ BF | £ >  para qualquer F' € F(V")

Prova: Da Proposicio anterior, F(V,) D F(V*), logo, V. é (A + BF)-invariante
para F € F(V*). Devido & sua condigio de minimo, V. € entdo o menor subespago

(A + BF)-invariante que contém &, que é, por definigéo, o subespago controlavel do
par (A+ BF,E). O

Corolario 2.1

F(V.) > F(V) para qualquer V € J(A, B;£)

Prova: Construindo uma base na qual

10 1
=Im(V*) V'=|0 1| V.=ImW) V.=]0
0 0 0

esse resultado pode ser obtido de maneira semelhante ao da Proposicao 2.3. Por ser
tao somente uma repeticao, a prova é omitida. O

Esse resultado nos garante que em sistemas para os quais B0 V" C & ¢ possivel
determinar o conjunto de todas as solugdes do PRP e esse conjunto é F(V.) (veja
a equacao (2.41)). Com o objetivo de obter esse conjunto, considere o sistema
representado por (2.33) (2.34). Sem perda de generalidade, suporemos que o PRPE
é também solivel (Es = E4 = 0). Tomando

~

By Fy Fis 0 .
F *
o 0 0 O}E(V)

temos,

Au+Buby A+ Buflz A+ BiFis Au
0 A+ BnFiy Ag+ BuFis Ay
0 0 A:ss + 331F13 /}34
0 0 0 Ay

Ap=A+ BF =
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Considere agora a mudanca na base de representacgao do sistema (2.33) (2.34)

Qe 0
t=Qrz Qp= 0 I, ©
0 Inmv
A =0 A + By Fy /%12 + 1?111%12 ] 0. = Acti Aerz
) ‘ 0 A1z + BaFyp | ) 0 Ay
EI _ Ee}
E=0Q | . | =
o\ l-1%

onde o par (A, E.) estd numa forma canénica controlavel para a qual

< Ae|Fe »=Im

Entao, pelo Teorema 2.4,

P, =1m(V.) V.

'Ie
0

M
)

Lo o B e

Para obter V, na base original basta calcular

V. = Im(W.)

V. = QQrQsQrV.

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Note que, como BN V* C £ entao R* C V. logo ¢ < e. As matrizes Ae B o

sistema transformado ficam

;111 /§~12 1‘113 Alé

ry 1 1;121 Aw22 /123 /124
A= QRpAQEp = | . N . .

pAQE Ay Ay Ag A

A41 A42 A43 A44

?11 BZ
B=QyB= Bu 0
By 0
By 0

2

(2.47)

onde Ay € R* e By € R¢*P. Observe que By = 0 devido & condigio BNY* C €.
De acordo com o Coroldrio 2.1, podemos entao definir o conjunto de todas as

solugoes do PRP. Seja

|

Fi 1?12 1?13 fjm
Fy Foo Fys Foy

|

(2.48)
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Entao . o o
F(V.) = {F [ An+ BuFy =0} (2.49)

F(V.) = {F = ZF(QQrQsQr) | F € F(V.)} (2.50)

Para o PRPE, o conjunto de solugoes é dado por:

F € F(V,) [ o[An + BuFu + BizFa) C G )
e
Fp(V.) = 4‘}22 12}23 Ags 1:5’21 o > (2.51)
o %32 4‘}33 /'}34 + fl}’al [ Fiy Fis Fiy } CC,
Asr Az A By J
Fe(V.) = {F = ZF(QQrQsQE) | F ¢ FE(’Z’*)} (2.52)

A equagio (2.49) fornece entdo a expressao analitica explicita de todas as pos-
siveis solugbes do PRP. Para o PRPE nao ¢ obtida uma expressao explicita, ja que
apenas a submatriz Fy1 é unicamente definida. Entretanto, a garantia de existéncia
de solugao facilita a aplicacio de qualquer método disponivel para obtengao de uma
solucao estabilizante que, como sera discutido no préximo capitulo, serd suficien-
te para o inicio do processo de otimizacio. Observe que as submatrizes Fyy, Fys
e Iy ndo tém qualquer influéncia nas solugdes do PRP e PRPE, o que as deixa
completamente livres para atuar no sentido de atender a outras especificagoes de
projeto.

Sistemas Inversiveis & Esquerda

Em particular, se BN V* =0, o que equivale a R* = 0, o sistema ¢ denominado
inversivel a esquerda {43]. Sua principal caracteristica é que para uma determinada
saida suas entradas podem ser unicamente determinadas [32].

Neste caso, as matrizes B (2.47) e F' (2.48) sdao dadas por

By
_ B = _ . .
B = Ezi [Fu Fiy Fia Fm}
By

E entdo facil verificar que a submatriz Ap, = A1 + BiiFi € fixa para qualquer
F € F(V.), ou seja, os autovalores de Ap|V, sio fixos e constituem-se necessaria-
mente em polos do sistema em maiha fechada.

Nesse ponto, € importante destacar algumas vantagens da abordagem aqui ado-
tada comparada & proposta em [27] para essa classe de sistemas:
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o A existéncia de solugio para o PRP ¢ testada a cada passo do procedimento
de uma maneira muito mais simples, sem envolver a determinacido do posto
de matrizes polinomiais. O mesmo ocorre com o teste da condigao de inversi-
bilidade & esquerda.

s A solucao é obtida através de procedimentos numéricos estavels baseados
em matrizes de transformacio de base ortogonais, evitando portanto a e-
xecucdo de multiplicagbes de matrizes com possivel mau condicionamen-
to (E,ApE,ALE,...) que, é bem sabido, pode comprometer a estabilidade
numérica do algoritmo.

e A existéncia de solucido para o PRPE é facilmente verificada a partir do co-
nhecimento do espectro de Ap | V., que é fixo. Desse modo, sob a hipétese
de controlabilidade do par (A, B) (veja o Teorema 1.2), apenas os pdlos de
Arp | (R"/V.) podem ser livremente posicionados. Na abordagem proposta
em [27] o PRP com alocagio de pélos € transformado no problema em aber-
to de alocagio de polos via realimentagio de saida, o que torna a sintese do
controlador uma tarefa complicada.

o A sintese da lei de controle é extremamente facilitada pela forma analitica
obtida para a matriz de realimentacao, j& que seus elementos fixos e livres sao
explicitados.

2.4.2 Sistemas Gerails

Nem todos os sistemas possuem as propriedades daqueles tratados anteriormente.
Por isso, torna-se muito dificil encontrar uma parametrizacio de todos os conjun-
tos de solugbes do PRP. Entretanto, seria interessante obter outros conjuntos além
daqueles relacionados a V* e V;, principalmente, como ¢ o nosso caso, se outras
especificagbes de projeto sdo requeridas. Baseado nos conjuntos obtidos até aqui,
torna-se claro que nosso objetivo deve ser encontrar uma base na qual a represen-
tagdo do sistema seja [13]:

A}} A32 BI El
A= B = ) 2.53
A?i A22 BQ 0 ( )
C=[0 ¢ (2.54)

e que exista uma matriz F; tal que Ay + B2 Fy = 0. Note que todos os conjuntos
de solucgdes do PRP até agora foram obtidos dessa maneira. o .
Voltando entio a representagao (2.33) (2.34), verificamos que se R*, V; e V*

contém &, entio os conjuntos F(R*), F(f};) e F(V") sio solugoes do PRP e além
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disso F(V*) C F(ﬁ;) C F(R*), ou seja, o conjunto F(R*) ¢ o mais completo. Nos-
so interesse deve ser entao encontrar subespacos (A, B)-invariantes com dimensdes
menores que a de R* nos quais a condi¢do de rejeicao seja satisfeita. Se R™ nao
contiver £, devemos nos contentar em trabalhar com V.

Considere entdo, mais uma vez, a representagao (2.33)-(2.39). Assumindo
soliveis o PRP e o PRPE, a matriz F fica

E ]
12
0
0 -

Sejam agora as seguintes mudancas de base

E=

0 0
Qa 0 0
T o= = 2.55
&=Qpza Cp 00 | Tosrs 0 (2.55)
0 0 0 P
E Eq4
A .
E;, =QnF = =
b= . X
] 0
onde Ey; é uma matriz com d = posto{ F)} linhas.
Bayy By
;7 Bay By
Bi=Q@pB=]| "
a=Ep By 0
Bu 0
I, 0 0 0
v 0 0 0
re=Qst Qo=|. @ (256)

I
i = Zgi zgz[ ’ G] (2.57)
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Bdu Bayy 2y
Qgdes Q’de'z;sz

By 0 B
By 0

2.4  Solugdo do PRP
Bdll Bdm
B = QB = QiBan Q3 Ban Zn =
Ba; 0
Ba 0
[ Bay, éw; éwz
Ba,l 0 0
ézzg E’zzm 0
By | 0 0
Byl 0 0

onde By, € R/*/ é uma matriz quadrada, ndo-singular, cujos elementos abaixo da
diagonal secundaria sao nulos. Aplicando essas transformacdes as outras matrizes
do sistema, podemos entao representa-lo por:

2 w

Yo

g

onde:

[

%= A%+ Bi+ Eq
yméfé
%= ¥
1‘113 fim Alsn -En I}w
Az A Ass Hyy O
Aaa A34 A35 B = BBE 332
Az As Ass By 0
Ass  Asa Ass_ Bsn 0
_ E;i -
0
0 C=10000 Cs
0
b G -l
Fn B ﬁiB FH Fm
e 1'521 13’22 1?23 fj% Fas
Fyy Fyy Fyy Fi Fis
[ 1, 0 0 0
. 0 Jetgy—assy O 0
Vi=140 0 Iy 0
0 0 0 Lo(ety)
0 0 0 0

(2.58)
(2.59)
(2.60)
élS ]
0
0
0
{) -t
(2.61)
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F(V*) = {F / { Asi Asp Ass Asg ] + By [ Fa Fo Fs Fy } = U}
[ 1y 0 0 ]
. L 0 Jergy-(a+n) 0
Vo=Im(V)) V' =10 0 I (2.62)
0 0 0
0 0 0

F(V;) = {ﬁ'/ [ Asi Ag Ass } + By [ Fu By Fis ] = U}
Nosso objetivo agora é identificar outros subespagos e matrizes de controle as-

sociadas que resolvam o PRP. Pode ser entao facilmente verificado que os seguintes
subespacos e conjuntos colocam o sistema na forma indicada em (2.53) (2.54):
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onde 0 < j < f; a matriz M7 é formada pelas j primeiras colunas da matriz M;
a matriz M;_; é formada pelas f — j Witimas linhas da matriz M. Note que, para
i=5LVi=Vg

As matrizes F € F(V;) que estabilizam assintoticamente o sistema em malha

fechada sao solugbes do PRPE. Nao é garantida entretanto a existéncia dessas ma-
trizes.

Para obter as matrizes de controle na base original, devemos calcular

F = ZZ5F(QQrQsQpQs)

Apesar de nao definirem todas as possiveis solugbes, esses conjuntos aumentarn
as possibilidades de escolha do controlador, pois a depender das especificagoes de
projeto complementares pode ser mais conveniente trabalhar com um desses con-
juntos do que com V* ou V;.
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2.5 Aspectos Computacionais

A abordagem apresentada tanto para o calculo de subespagos (A, B)-invariantes
quanto para solugio do PRP ¢ baseada na transformagao do problema original em
problemas equivalentes onde a estrutura das matrizes e subespagos envolvidos é ex-
plicitada de modo a evidenciar os conjuntos de solugoes do problema. Para isso, a
base de representagio do sistema é, a cada passo, modificada através da utilizacdo de
matrizes ortogonais, o que garante que o condicionamento do problema nao é modi-
ficado e, conseqiientemente, a estabilidade numérica dos algoritmos [12], [39]. Além
disso, todos os procedimentos apresentados podem ser facilmente implementados
computacionalmente:

¢ A maior parte das matrizes de mudanga de base ortogonais pode ser obtida
através de uma rotina de fatoracio QR, que é disponivel na maioria dos pacotes
de programas matematicos.

e Para a obtencio das matrizes de mudanca de base ortogonais que transformam
um determinado par (A, B) numa forma candnica que explicita seu subespago
controlavel, diversos métodos sao disponiveis. Dentre eles, os métodos pro-
postos em [26] e [37] sdo bastante simples, numericamente estdveis e também
fazem uso de técnicas de fatoragdo QR.

o As matrizes de realimentacdo sio obtidas através da resolugdo de sistemnas de
equagdes lineares, tarefa computacional simples principalmente, como no caso
em questio, quando os sistemas de equagdes sao nao-singulares.

e O procedimento mais complicado sem divida é a obtengao da matriz de mu-
danca de base Qs (2.31) (2.32), j4 que envolve a solugio de um problema de
autovalores, tarefa computacional um tanto quanto elaborada. Nesse caso es-
pecifico, uma solugdo adequada € a utilizagao de uma rotina de decomposigao
de Schur com ordenamento, que reduz a matriz em questdo a uma forma bloco-
triangular superior. O ordenamento ¢ necessario para separar os autovalores
com parte real negativa daqueles com parte real positiva ou nula.

2.6 Conclusao

Neste capitulo, o Problema de Rejeicao de Perturbagoes com realimentacao de
estados com e sem estabilidade foi tratado. A sintese de sua solugao foi basea-
da no célculo de subespagos (A, B)-invariantes e na obtengao de formas analiticas
explicitas dos controladores. Métodos numericamente estaveis foram apresentados
para a obtencéo dos subespagos. Para a classe de sistemas onde BNV* C £, a para-
metrizagio de todas as solugdes foi obtida, enquanto para sistemas gerais solugoes
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alternativas as relacionadas com V* e V; foram determinadas. Os procedimentos
numéricos apresentados sao baseados em matrizes de mudanca de base ortogonais,
o que garante a estabilidade numérica dos algoritmos.

Os algoritmos para obtencgio de V* e R* sao semelhantes aos propostos em [37]
e constituem-se em racionalizacbes numeéricas dos algoritmos algébricos de Wonham
[43]. O procedimento para obtengao de V; nao foi encontrado na literatura.

Quanto & obtencao da solucdo do PRP, a abordagem aqui adotada oferece algu-
mas vantagens em rela¢io a outras conhecidas. O conjunto de solugdes para sistemas
inversiveis & esquerda obtido em [27] é um caso particular do obtido para sistemas
onde BNY* C £. Além disso, a forma analitica apresentada nao explicita os elemen-
tos livres da matriz de controle e 0 método proposto apresenta alguns procedimentos
numéricos instiveis, como por exemplo o produto de matrizes com possivel mau con-
dicionamento (E, AE, A*E...). A solugao obtida em [37] é muito restritiva, ja que é
apenas a de norma minima relacionadada a V*. Além disso, nenhuma das duas se
preocupa com estabilidade.

A forma obtida para a matriz de realimentacgdo, na qual se tem o conhecimento
dos elementos livres, facilita bastante o atendimento a outros requisitos de proje-
to além da rejeicao de perturbagbes, como por exemplo alocagiao de autovalores
e autovetores e, particularmente, regulagio linear-quadréatica, que serd assunto do
Capitulo seguinte.



Capitulo 3

O Problema de Rejeicao de
Perturbacoes com Regulagao
Linear-Quadratica (PRPRLQ)

3.1 Introducao

Como pode ser notado das expressdes obtidas no Capitulo anterior, a solucao
do PRP fixa apenas alguns elementos da matriz de realimentacao, ficando os outros
livres para atender a outras especificagbes de projeto como por exemplo alocagao de
pélos [17], que, por sua vez, também nao faz uso de toda a capacidade de controle.

Uma outra especificagio classica bastante utilizada no projeto de sistermnas de
controle é a minimizagio de um indice de desempenho quadratico que, ao mesmo
tempo em que tenta posicionar os pélos mais a esquerda do eixo imaginario, nao
permite que a amplitude dos sinais de entrada atinja niveis elevados, o que leva
a formulacdo do Problema do Regulador Otimo Linear-Quadrdtico Deterministico
[14].

Entre algumas propriedades atrativas dos reguladores L-Q podem ser citadas:
boas margens de fase e ganho, sensibilidade reduzida a nao-linearidades na planta
de entrada [30], e, numa descoberta recente, valores singulares da funcio de trans-
feréncia em malha fechada menores que os em malha aberta {31].

Neste Capitulo, a regulacdo Otima linear-quadrédtica é proposta como espe-
cificacdo de projeto complementar & rejeicio de perturbacdes, levando a defi-
nicdo do Problema de Rejeicdo de Perturbacbes com Regulagdo Linear-Quadrdtica
(PRPRLQ) [6], [7] que objetiva, através de realimentagio de estados, eliminar da
saida o efeito de perturbagdes e, a0 mesmo tempo, minimizar um indice de desem-
penho quadratico de tempo infinito.

O PRPRLQ ¢ formulado como um problema de otimizagado de parametros em

42
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reguladores L-Q com restrigbes de estrutura [19], {22}. Para sua solugao, é proposto
um método de descida especializado capaz de tratar problemas com restrigoes de
estrutura fortes como as geralmente impostas pela solu¢ao do PRP.

Na segunda Secao, o PRPRLQ é formulado, na terceira o método proposto para
sua solucao ¢ apresentado e na quarta conclusbes sao feitas sobre o Capitulo.

3.2 Formulacao do Problema

Dado o sistema linear (2.1) {(2.2), considere o indice de desempenho quadratico
de tempo infinito para o sistema nao perturbado (g = 0):

J(u(t)) = E { /0 " 2(1)' S| S (t) + u(t)’Szu(‘t,)]dt}

onde: E é o operador esperanga matematica; 51 € 5, sao matrizes reais, constantes,
dimensionadas consistentemente; §; é definida positiva; z¢o = 2(0) é um vetor de
variaveis aleatérias com E{zo} = 0 e E{aezp} = X[ Xo.

Considerando a lei de realimentagao de estados (2.3), o indice acima pode ser
escrito na forma

J(F)=FE { ]9 2[5, + F’SgF]z(t)dt} (3.1)

O objetivo do Problema de Rejeicio de Perturbagbes com Regulagdo Linear-
Quadratica (PRPRLQ) é encontrar a matriz F' que resolve o problema de otimizagao

A J(F) (3.2)
onde F(V) é um conjunto de solugdes do PRP. A matriz de controle F' deve entao
ser tal que elimine os efeitos das perturbagoes na saida e a0 mesmo tempo otimize
o desempenho do sistema através da minimizagéo do indice (3.1).

O problema original foi entdo reduzido (veja o Apéndice A) a um problema de
regulagéo 6tima L-Q com restrigbes de estrutura, onde as restrigoes consideradas séo
a lei de realimentagio de estados linear invariante no tempo e a condi¢io F € F(V).

Sejam agora as mudancas de variaveis definidas no Capitulo 2

= (QQrQsQUpQB)E = Q¥ (3.3)
w = (27p)i = Zri (3.4)

que colocam o sistema na forma (2.58) (2.59). O indice de desempenho (3.1) torna-se
entao

7 =B { [ a0/105518:0r + F' 235,20 Fli(t)at)



3.2 Formulagao do Problema 44

Considerando 5'1 = 51Qr e Sg Z5 S Zr, fica
) =B { [T 20y + PSPl (3.5)
0

com E{%} = 0 e E{&eiy} = QrX{XoQy = X! Xq. O problema de otimizagéo a ser
resolvido € agora
min_J(F)
FeFR(»)

onde F(V) é um conjunto de solugdes do PRP para o sistema (2.58) (2.59). Dentro da
abordagem utilizada no Capitulo 2, néo tendo sido possivel obter a parametrizagao
de todas as solugdes do PRP para o caso geral, foi obtida a parametrizacido de
alguns conjuntos de solugdes. Dentre esses conjuntos, ndo € possivel saber a prior:
qual deles fornece a melhor solugso para o problema de otimizagao. Definindo o
conjunto de subespagos (veja as equagses (2.62)-(2.64))

T ={V;;V;,0<j < f} (3.6)
devemos portanto obter a solu¢do de um problema mais abrangente
min _1min J(F) (3.7)
YeT FeF(V)

ou seja, para cada V € T devemos resolver mingep iy J I3 ) e entao escolher a melhor
solugao.

Para cada subespaco pertencente a 7, a matriz de realimentagao F possui ele-
mentos fixos e elementos livres. Seja a o vetor formado pelos elementos livres de
F € F(V), V € T. Podemos entéo reescrever o problema acima na forma

minmin J{a)
Ver 2
O problema min, J(a) corresponde a um problema de otimizagao de pardmetros
em reguladores L-Q com restrices de estrutura [11], [19], [22]. Se algumas con-
dicdes sobre as matrizes Xo, Sy e Sy forem satisfeitas (veja o Apéndice A}, um
método de descida comegando de uma matriz F° (@) que estabiliza assintoticamente
(A + BF(q,)) garante a estabilidade de (A + BF(q)) ao longo de todo o processo
de otimizacho. Desse modo, a obtencio de qualquer solugdo do PRPE é suficiente
para garantir a exisiéncia de solugao do PRPRLQ.
No caso de sistemas onde BN V* C £, a parametrizagao do conjunto de todas as
solugdes do PRP foi obtida. E necessario portanto resolver um inico problema de
otimizacao
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que ¢é equivalente a

min J(a)

onde a corresponde aos elementos livres de F' € F(V.,) (2.49).

3.3 Um Método de Descida Especializado

Para solugdo do problema de otimizagao de pardmetros diversos métodos sao
disponiveis. Uma compilagao dos principais resultados pode ser encontrada na re-
feréncia [19]. Um método de otimizagao do tipo descida, contudo, é particularmente
adequado devido & garantia de estabilidade assintética do sistema em malha fechada
ao longo de todo o processo.

Quando as restrigdes de estrutura impostas sdo fracas no sentido de que a solugao
do problema com restri¢des é préxima da do problema com restrigbes, o método de
Newton modificado proposto por Milani [21], [22] apresenta um desempenho alta-
mente satisfatério. No caso do PRPRLQ entretanto, parece claro que as restricoes
impostas pela solugdo do PRP nao podem ser consideradas fracas. Analisemos, por
exemplo, o caso de sistemas inversiveis a esquerda. Como R* = 0, o espectro de
(A 4+ BF){V. é completamente definido pela solugao do PRP, F' € F(V.,) (2.49)
(2.50), que pode impor, por exemplo, autovalores proximos do eixo imaginario, im-
plicando claramente em um distanciamento entre a solugao do PRPRLQ e a solugao
do problema do regulador linear-quadratico sem restrigoes.

Para tratar o caso de restrigoes fortes, ¢ entdo proposto um método hibrido
formado por uma seqiiéncia de passos de métodos dos tipos Newton modificado,
Newton e Quasi-Newton, que sao escolhidos ao longo do processo de descida através
da avaliacho da taxa de convergéncia, do esforco computacional e da proximidade
do ponto de otimo.

" Sejam entao

J(g) - indice de desempenho;

VJ(a) - vetor gradiente de J(a);

H(a) - matriz hessiana de J{a);

Hy(@) - aproximagao definida positiva de H{q);

Hj(a) - matriz obtida do escalamento diagonal de H(a) para satisfacio da con-
dicao secante dos métodos Quasi-Newton;
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A forma geral dos passos de descida do método proposto é dada por
Qi = 85 Bz
Gla;)z = VJ(a;) (3.8)

onde § é um escalar calculado de modo a garantir J{q,,;} < J(g;) e G(g;) depende
do passo de descida a ser utilizado:

Hy{a;) - Newton modificado
Gla;) = ¢ H(a;)- Newton
Hy(g;) - Quasi-Newton

3.3.1 Escolha do Passo de Descida

A eficiéncia do método proposto depende fortemente de uma escolha adequada
de G(a) ao longo do processo de descida, que deve levar em conta principalmente
o esforco computacional requerido no seu calculo e as propriedades de convergéncia
dos métodos envolvidos.

Mesmo em problemas com restri¢des de estrutura fortes, foi observado que o
método de Newton modificado (G{a) = Hz(a)) apresenta uma taxa de convergéncia
melhor que o método do gradiente. Além disso, o esforco computacional adicional
requerido para o célculo de Hy{e) é muito pequeno (veja o Apéndice A), o que
justifica seu uso na parte inicial do processo de otimizacao para a obtencdo de uma
solucdo aproximada.

Perto do ponto de 6timo entretanto, o método de Newton modificado pode a-
presentar uma convergencia assintética semelhante a do método do gradiente. Seria
entao desejavel troca-lo pelo método de Newton (G(a) = H{a)) que, é bem sabi-
do, apresenta uma melhor convergéncia nessa regido. Entretanto, devido ao grande
esforgo computacional requerido para o calculo de H{g), essa troca nem sempre é
efetiva. Considere entao o método de descida (3.8) e o esfor¢o computacional re-
querido para os calculos de J{a), VJ(a), H(a) e H;(g@) apresentado no Apéndice
A:

e Assumindo que 3 é obtido através de uma busca unidimensional que interpola

3 valores de J{g) na direcdo de descida, um passo do método de Newton
modificado requer a solugao de 4 equagdes de Lyapunov de ordem n.

¢ Assumindo § = 1, um passo do método de Newton requer a solu¢do de (np+2)
equagoes de Lyapunov de ordem n, onde np é o numero de parimetros em a.

Desse modo, com o esfor¢o computacional gasto em um passo do método de Newton
é posivel executar s passos do método de Newton modificado, onde

mnp—i—Q
4
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Supondo agora que o método de Newton modificado apresenta uma taxa de
convergéncia linear estimada ao longo do processo de descida dada por

_I9J(an)l
V(e

r

e o método de Newton uma taxa de convergéncia quadratica dada por {veja por
exemplo [18])
HVJ(.%M)”
VI (e))|I?
VI (i)l <<1

é facil verificar que a troca do método de Newton modificado pelo de Newton s
sera efetiva quando

~ 1]

r > V()

Na maioria dos casos, um tinico passo de Newton nao é suficiente para atingir
o ponto de 6timo. Para evitar que H(a) seja calculada varias vezes e mesmo as-
sim manter uma boa taxa de convergéncia, seria entdo conveniente obter uma boa
aproximacao de H(g) com um baixo custo computacional. Se essa aproximagao ¢é
obtida a partir do conhecimento das derivadas de primeira ordem (vetor gradiente},
estamos lidando com um método Quasi-Newton.

Seja entio H uma matriz definida positiva que corresponde a uma matriz Hes-
siana H({g) calculada anteriormente. Martinez [20] propde que umna matriz Hg que
satisfaca & condigao secante dos métodos Quasi-Newton seja obtida de um escala-
mento diagonal de H através da solucdo do seguinte sistema de equagoes lineares
em [):

Hd(gj)(.%‘ —jy) = VJ(Q;‘) - V{a;_1) (3.9)
H=LL (3.10)
Hy(o;) = LDL' (3.11)

onde L é uma matriz triangular inferior obtida da fatoracdo de Cholesky de H e D
é uma matriz diagonal. Efetuando as substitui¢tes apropriadas nas equagoes acima,
é facil verificar que os elementos d;; da matriz D sao dados por

dii = bi/a; (3.12)
onde b; e a; sao os componentes dos vetores b e a dados por
Lb = VJ{a;) ~ VJ{a;} (3.13)

a = Lf(g___? - Qj-«»l) (3.14)
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A maior parte do esforco computacional para obtencao de Hy{a) é devida a
fatoragéo de Cholesky (3.10), & solugdo do sistema de equacoes lineares triangular
(3.13) e ao produto de matrizes (3.11). E possivel verificar que, comparado com
H{ga), que requer o calculo de np equacoes de Lyapunov, o esfor¢o computacional
de Hu(a) pode ser considerado desprezivel na maioria dos casos.

Nzo é entretanto conveniente usar a aproximagao Hg{a) por varios passos, ja que
ela tenderia a se afastar de H(a). E aconselhivel portanto que o mimero méximo
de passos com Hy(g) seja limitado a um valor #tm.

3.3.2 Algoritmo Proposto

Baseado nas diretivas apresentadas anteriormente, o seguinte algoritmo é pro-
posto para solugdo do problema de otimizagdo de parametros

1. Inicializacao:

e Defina ¢ < €
€;: tolerdncia para o teste [|[VJ{a)|| = 0.

€20 |VJ(@)] € €2 deve assegurar a convergéncia do método de Newton.

¢ Defina itm, mimero méaximo de passos Quasi-Newton apos cada passo de
Newton.

e Encontre o vetor de parametros inicial o tal que o sistema em malha
fechada seja assintoticamente estavel.

e Faga
J=0
=10
r o= ()
IVJ(a- )il =1
np+ 2
5 oo
4

s Calcule J(ayp); VJ{ayg)
2. Selegdo de G(g;):

s Se ||[VJ(g)|| 2 €2 ou [VJ(g)l| 2 r*: (Newton modificado)
— Calcule Hy(g;).
— Faga G(a;) = Halg;).
— Faca flag = 1.
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o Se ||VJ(e)]| < ez elVJI{g)ll <=

— Se it = 0 ou it > itm: (Newton)
* Calcule H(g;).
* Faca G(a;) = H{g,).
* Faca it =1; flag=10

— Se nao: (Quasi-Newton)
* Calcule Hy(a;).
+ Faga Gla;) = Ha(g;)-
* Faga it =t + 1

3. Célculo da direcdo de descida:

¢ Resolva o sistema de equagoes:

Gla;)z = Vd(g;)

4. Célculo do passo de descida g tal que
Gjqy = &y — Bz

Jle41) < J(g;)

e Se flag = 1 (Newton modificado): Calcule g através de uma busca
unidimensional (sugerimos a interpolagao de 3 valores de J(a) na diregao
de busca).

e Se flag = 0 (Newton ou Quasi-Newton): Faca § = 1.
5. Teste da condi¢do de minimo:

o Calcule J(@;11); VJ(ay41); [VI(@0)ll-
o Se {|VJ(a;41)|l <& PARE. Um ponto de minimo foi atingido.

e Se nao:
~ Se flag = 1: Calcule r = [[VJ (g HI/HIVI(2;)]l.
-~ Faga j =7 + 1.

- Volte ao passo 2.

Devido & ndo convexidade de J{a}, ndo ha garantias de que o ponto de minimo
obtido do processo de otimizacio seja global.

A solucdo étima F* na base original pode ser obtida através de (veja as equagoes

(3.3) (3.4)): ]
F* = ZrF(a")Qp

onde ¢* € a solucdo 6tima obtida do algoritmo proposto.
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3.3.3 Obtencao do Vetor de Parametros Inicial

Satisfeitas as condicbes de existéncia de solugdo para o PRPE, necessitamos
para o inicio do processo de otimizacdo de uma matriz de realimentacao inicial que
estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada. Para obté-la, basta recordar
que as matrizes Ap, B e F possuem as seguintes formas gerais:

Ap= Ay pE< | A Am | p | Bo Bul o p 1R B
0 AF22 B21 0 Fy Fypy

onde apenas os elementos de 7y, sao fixos. Desse modo, podemos obter uma matriz
F estabilizante através da solugao do problema linear-quadratico aplicado aos pares
(AFH;BH) que fornece Foe (Ang, le) que fornece .

3.4 Conclusao

Neste Capitulo, o Problema de Rejei¢io de Perturbagoes com Regulacao Linear-
Quadratica foi proposto com o objetivo de utilizar a capacidade de controle deixada
livre pela solucdo do PRP para minimizar um indice de desempenho quadratico, oti-
mizando assim o desempenho do sistema com a saida desacoplada das perturbagoes.

O PRPRLQ foi formulado como um problema de otimizacdo de parametros em
reguladores L-Q com restricoes de estrutura. Para sua solucdo foi proposto um
meétodo de descida hibrido, especializado para tratar problemas com restrigbes de
estrutura severas como as que sao em geral impostas pela solucdo do PRP, estenden-
do assim a possibilidade de solu¢do computacional eficiente dessa classe de problemas
de otimizacdo.

O bom desempenho do método proposto podera ser atestado através dos exem-
plos numeéricos apresentados no Capitulo seguinte.



Capitulo 4

Exemplos Numéricos

4.1 Introdugao

Neste Capitulo exemplos numéricos sdo apresentados com o objetivo de ilustrar
a aplicacdo das técnicas propostas nos Capitulos 2 e 3 para resolver o PRP e o
PRPRLQ. Com relagio ao PRP, os passos percorridos para obtengao de sua solugao
sdo destacados, enquanto que para o PRPRILQ a énfase maior é direcionada ao
desempenho numérico do método de descida proposto.

Na segunda Segdo, trés exemplos de sistemas onde BNV C £ sdo apresentados.
Os dois primeiros, encontrados na literatura, correspondem a sistemas inversiveis a
esquerda. No primeiro exemplo, comparagbes sio feitas com os resultados obtidos
em [27]. O segundo exemplo corresponde a um modelo de coluna de destilagao, cuja
solucdo do PRP impoe restrigoes de estrutura extremamente severas a solugao do
problema de otimizagdo de pardmetros. Aspectos importantes do método de otimi-
zagao sao entdo destacados. O terceiro exemplo ilustra um caso onde BN V* # 0.

Na terceira Secao dois exemplos de sistemas gerais 1lustram a obtencao de outros
conjuntos de solugoes do PRP, que nio aqueles relacionados a V. O algoritmo de
otimizacio é entdo aplicado para cada conjunto e a melhor solugao € selecionada.
No quinto exemplo é demonstrado que a solugdo relacionada a V* pode resultar
num {ndice de desempenho bastante pobre quando comparada a relacionada a outro
subespaco.

al
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4.2 Sistemas onde BNV Cc€&

Exemplo 1 Sistema tnversivel a esquerda

Este exemplo foi tirado da referéncia [27]. Considere o sistema para o qual

-1 0 0 1 11 1

A= 0 -1 1 -1 B 00 = 1
0O 00 0 10 0

0 -1 0 —1 0 0 1

100 -1
C"[-110 0}

A execugao do algoritmo para calculo de V* gera os seguintes resultados

0.4714  0.3333 04082  0.7071

Q' — 0.4714  0.3333 -0.8165 0
] 0.5774 —0.8165 0 0
0.4714  0.3333  0.4082 —0.7071
0 0 0 1.4142
C=CQ° =
¢ [0 0’—1‘2247 m@,mn}
~(.6167 ~1.0134 1 0.3849 0
, -0.4361 ~0.71 2722
AG — QO AQG — : 66 O 0
—0.0865  0.9388 | —0.1667 —0.8660
0.6667  0.4714 | —0.2887 ~1.5
1.0488 0.4714 1.4142
, -0.4832  0.3333 , 1
Bom OBz on DE:
¢ 0.4082 0.4082 @ 0
0.7071 0.7071 0
I
Vo= [—5—} Q=

0.8660 0.5 - , 0 0
o = By =@y B} = B =1
@ { 0.5 —0.8660} 2 = On By =\ e r
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a3

}10 — O’AO —
21 = O An ~0.5341 —0.8777

~0.4082  0.5774 ]

A, =A% Q =]0[-07071 |

0! = 0.8165  0.5774
105774 ~0.8165

1
ra® =1 le{Qt Oit red =3

0 I
~1.3333 | 05774 04714 0
0 0 0 0

Al = I’AO 1.

@AQ 0.4714 | ~0.8165 —0.1667 —0.8660
0.8165 0 ~02887  —15
0.5774 0.5774 1.7321
Bl - Q}IBO - 1 0 EI — QiiED — O
0.4082 0.4082 0
0.7071 0.7071 0

V= Hw] Q= Q"

0 0.6325 —0.7746 0
~ 1 .
QL =1 0.8660 —0.3873 —0.3162 B, =Q.'Bl = 0 —0.6325
—0.5 —0.6708 —0.5477 ~1.2010 —0.5164
0
rbt =2 A} =QL Al = | —0.7303
~0.5963
0.5774 0.5774
V= Qv = 0.5774 Ve — L | 09774
0 0
0.5774 0.5774

0
Note que E} = | 0 |, logo o PRP € soluvel.
0
Para o célculo de R*, é obtido de (2.20) e da Proposi¢do 2.2,

Z=I, B'=B'Z=B'" B'nV =0
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logo, R* = 0, o que comprova que o sistema ¢é inversivel a esquerda. O sistema
original foi reduzido entao ao sistema equivalente

¢! = A'z' + Blu+ E'q (4.1)

y = Clz! (4.2)
onde C! = C° O conjunto de solugdes do PRP é dado por

Flm Flll F112 Fll.'i F114 (4 3)

F By P B '
0 1 011 0
F(VY) = (F'/ | 04714 | + | 0.4082 0.4082 Fﬁ‘ 0
- 0.8165 0.7071 0.7071 A 0

_ F1
= FI / 1t
A

0
- { —1.1547 ]} (44)

Tornando nulos os outros elementos de F!, temos em malha fechada

Lo

~2| 05774 04714 0
A=Ay =| 0 0 ’ ’
0| 08165 —0.1667 —0.8660
0 0 —02887  -15

Claramente o sisterna possul um autovalor fixo (zero invariante) em -2 e
V; =V C €. Como o sistema é controlavel, o PRPE também é solivel. Claramente
também V. = V; = V* (veja o Teorema 2.4) e o espectro de (A + BF) | (R*/W.)
pode ser livremente alocado. Essas constatacdes importantes ndo podem ser feitas
a partir da abordagem proposta em [27].

Observe que o sistema ja se encontra na forma (2.47). As equagdes {4.3)(4.4)
fornecem entdo a expressao analitica de todas as solucbes do PRP para o sistema
representado por (4.1)(4.2). Comparada & obtida em [27], essa expressdo oferece
uma flexibilidade muito maior para a sintese do controlador, j& que seus elementos
livres sao conhecidos explicitamente, sem interdependéncia entre eles.

Consideremos agora a solugdo do PRPRLQ. A solugac do PRP fixa um pdle
do sistema em malha fechada em —2, que nao é um valor muito proximo do eixo
imaginario. Além disso, os valores de F}, e F}, nio sdo elevados. E de se esperar
portanto que as restrigdes de estrutura impostas nao sejam muito fortes. Tomando
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S =I5 Sy = Iy X{Xo = 245 €0 = 1074 g = 1074, dtm = 5 e inicializando com a
solucao obtida em [27]

0

—~1.1547

Fan) =
(20) [ 0 04082  0.7071

1 1.2247 --0.7071}

o algoritmo fornece
J(a®) = 5.6711

. 0
Fie) = [ —1.1547

-1.7294  0.9253 -0.6568
0.4261 ~0.1657 -—0.1214

Na base original
P = P(gr)qr = | 00867 07855 17204 0.8422
—0.8201 —0.5314 04261 —0.6485

A solugio do problema sem restricoes fornece J* = 1.3662.

Os passos intermediarios do processo de otimiza¢io sdo apresentados na Tabela
4.1.

Jla) [ [IVIle)ll | v | Glay)
8.4048 | 1.6868 H,
5.8918 | 0.2735 | 0.1621 | I,
56747 | 00319 | 0.1165 | H,
56728 | 0.0250 | 0.7836 | H
5.6711 | 0.0003 |0.0117 | H,
56711 | <10™* |0.1133

Ot Qb =] DS

Tabela 4.1: Exemplo 1 - Evolucao do processo de otimizacao.

Exemplo 2 Coluna de Destilagdo

Este exemplo foi tirado da referéncia [36], onde podem ser encontrados os dados,
bem como a descri¢ao fisica do problema. As dimensdes das matrizes do sistema
sao: A € R B e RUIXE 0 ¢ R F € R1U*2. O objetivo é eliminar da saida
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o efeito de uma das perturbagoes. O célculo de V* fornece com duas iteragoes

0 lo 00 -1 |
10 0
Q- 0 | Ig 0
01 0 00
o Oio oo
i 0 -1 0 |
V' = Im(V*)

onde V* é a matriz formada pelas 8 primeiras colunas de ¢J. Aqui, mais uma vez,
o sistema € inversivel & esquerda e V, = V; = V* C £, logo a solugao do PRP fixa
8 autovalores do sistema em malha fechada. A forma geral das solugbes do PRP é
dada por

g _ | 4701743 0 ~330.0603 0 0 0
T 1632.0375 0 —251.4745 0 0 O

00
00X X X

XXX]

onde os elementos X sdo livres para assumir qualquer valor.

Alguns elementos fixos de F1 possuem valores elevados, o que pode resultar
em valores também elevados para os sinais de entrada. Além disso, oito pélos do
sistema em malha fechada sao fixados por F'', o que nos faz supor que as restrigoes
de estrutura impostas nesse caso séo bastante severas. De fato, tomando 57 = [y
Sy = Iy X{Xo = 11—1111; €1 = 107%: € = 107; it = 5 e inicializando com a solugao
obtida em {36], onde todos os elementos livres de g sao nulos e J(gg) = 3.7019 % 10°,
o algoritmo fornece

J{a") = 2.6263 x 10°
Fl{a7) =
470.1743 0 -330.0603 0 0 0 0 0|252.7588 214.1880  10.7317
632.0375 0 -~251.4745 ¢ 0 0 0 0| 929117 113.0758 -37.3819
Na base original

f;r* — Fl(ﬁ*)Q’ -
—10.7317 252.7588 —330.0603 0 0 0 0 0 0 470.1743 -—214.1880
37.3819 929117 -251.4745 0 0 0 0 0 0 632.0375 -—113.0758

A solugao do problema sem restri¢oes fornece J* = 7.7061, o que confirma nossa
suposicao sobre a severidade das restrices.

Os passos intermediarios do processo de otimizagao apresentados na Tabela 4.2
ilustram aspectos importantes do desempenho do algoritmo para solucao do proble-
ma de otimizagao de parametros:
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¢ A efetividade do uso do método de Newton em lugar do de Newton modificado
para o refinamento da solu¢do. Na Tabela 4.2 pode ser observado que, a
partir da condigao [|VJ(a,}|| < €, 2 passos de Newton foram suficientes para
atingir a solugao contra 155 passos do método de Newton modificado. Como
cada passo de Newton neste exemplo corresponde, em esfor¢o computacional,
a aproximadamente 2 de Newion modificado, a troca de Hy(a) por H{g)
revelou-se fundamental.

o A efetividade do uso alternado dos métodos de Newtlon e QQuasi-Newton. Na
Tabela 4.2 pode ser visto que um passo de Newton foi substituido por um
passo Quasi-Newton, evitando assim o célculo de 6 equagdes de Lyapunov, o
que resultou num esfor¢o computacional significativamente menor.

¢ A capacidade do método proposto para tratar uimn problema com restri¢oes de
estrutura extremamente severas. A solucao foi obtida com 73 iteracbes, um
nimero que pode ser considerado bom num problema com estas caracteristicas.

! | 2 | 3 |
IVl | Glay) | INI(e))] | Gley) [ IV ()]l | Glay) |
69 01138 | H, | 01138 | H, | 01138 | H,
70 01084 | H, | 01084 | H, | 01084 | H,

71 0.1047 H, 0.1047 Hy 0.1047 H;

72 0.0996 H 0.0996 H 0.0996 Hy

73 0.0007 Hy 0.0007 H 0.0963 H,

74 < 104 < 107 0.0916 H,
228 0.0002 H,
229 < 107¢

Tabela 4.2: Exemplo 2 - Evolugho do processo de otimizacio usando: 1 - o método
proposto; 2 - o método de Newton a partir da condigao || VJ(g;)|| < €53 - 0 método
de Newton modificado.
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Exemplo 3 Sistema onde BNV* # 0

O objetivo deste exemplo é ilustrar o funcionamente do método para obtencéo

do conjunto de todas as solugoes do PRP para um sistema nao inversivel & esquerda.
Considere entao o sistema para o qual

-2 1 -1 0 0 -2 —1 -1 0
-2 -1 -1 -1 -1 -1 0 -3 2
A= 6 ~1 5 -1 0 B = 1 0 E = 4 -2
6 -2 5 -1 1 3 1 5 =2
-z 4 1 2 0] 1 0] 2 -2
C=]01-111]
O célculo de V" gera apés uma iteragao
1 0 0 0 0
0 0.8333 0.1667 -~0.1667 ~0.5
@=10 01667 0.8333 0.1667 0.5
0 —0.1667 0.1667  0.8333 -0.5
| 0 —0.5 0.5 ~0.5 0.5 |
V* =ker(C) = Im(V")
onde V™ € a matriz formada pelas 4 primeiras colunas de (J.
i ~2  0.6667 —0.6667 ~0.3333] 1]
-~2.6667 —1.6389 -—2.3611 -—0.8056 | 2.0833
A’ = Q'AQ = 6.6667 14722  4.5278  0.6389 | 2.4167
53333 —2.4722  3.4722 —0.6389 | 4.5833
] 0 -0.75 =025  -025] 0.75
-2 -1 ] [ -1 0]
—1.6667 —0.1667 —3.6667  2.6667
B=Q'B=1 16667 0.1667 E°=Q'E=1| 46667 —2.6667
2.3333 (L8333 4.3333 ~1.3333
] ~1 ~0.5 | i 0 0
C°=CQ=10 00 0f-2]
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EY =
(2.20) gera

o=

—0.8944
~(.4472

—0.4472

0.8944

Aplicando a Proposi¢ao 2.2 obtemos

BN y°

=Im

L

As matrizes F® € F(V?) devem satisfazer a

9.2361 0]
1.5652 | 0.5963
~1.5652 | —0.5963
~2.4597 | ~0.2081

1.1180 0|

0.5963
~0.5963
—0.2981

[0 —075 —0.25 —0.25 | +1.1180 B FG Py Fil=[0 00 0]

que é equivalente a

[ Py Ry R FD

m[o 0.6708 0.2236 0.2236 ]

Fazendo FY = F9 = FS, = FYy = I, = FY = 0, temos

AO $AO+BE}F0$

O célculo da matriz de mudanga de base @), (2.26) gera

Q=

0
—0.6667
0.6667
0.3333

[ -2 21667 —0.1667  0.1667 1
~2.6667 —0.5889 —2.0111 —0.4556 | 2.0833
6.6667  0.4222 41778  0.2889 | 2.4167
53333 —4.1222  2.9292 —1.1889 | 4.5833

0 0 0 0| 0.75 |

0.4082  0.4926  0.76%6

—0.4082  0.6005 —0.1680 Q, 0

0 0.6275 -0.4022 QRE[ 0 11]
~0.8165 —0.0540  0.4683

[0 0], logo o PRP é sohivel. O calculo da matriz de mudanga de base Z

| e
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3.9 3.4701| 6.7152  4.2619 1.75
—3.6742 —4.5| —0.4049 —2.6620 | ~5.0010
Ar = QrAYQr = 0 0 21 0.3574 | 2.0277
0 0]-08674  —1.1| 0.0558
i 0 0 0 0 0.75 |
[ —2.9069 | —0.8944 | 7 -4
2.2822 0 ~2.4495 0
B=QRB"=| 11920 0 E = QRrE® = 0 0
0.9332 0 0 0
1.1180 0 ] ] 0 0
A = QRrAQr

Nessa representacio € possivel verificar claramente que BNV* C €.
O maior subespago de controlabilidade contido em ker(C) na base original ¢

obtido de
0 0.4082 ]
I -0.5 —0.2041
R* =Im(R*) R = QQR[ 02 } =1 05 —0.2041
0.5 -0.6124
| 05 0.6124 |
Os zeros invariantes sdo dados por (2.30)
2.1 0.3574
e [ ~0.8674 —1.1 } =12
Calculando a matriz de mudanga de base g (2.31) obtemos
L 0 0
0.1145 -0.9934
Qs = |r :t QS = 0 Q_g 0
~(.9934 ~0.11
0.993 0.1145 0 0 I
3.9 3.4701 | ~3.4648 | ~7.1591 1.75
—-3.6742  —4.5] 25081 0.7071 | —5.0010
Ap = QLAFQs = 0 0 ~11-1.2247{ 0.1768
0 0 0 25 ~2.0207
i 0 0 0 0 0.75
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[ —2.9069 | —0.8944 |
~1.8634 0
B=QB=| 09539 0 E=QE=E
—1.7658 0
| 1.1180 0 ]

O maior subespaco (A, B)-invariante estabilizavel contido em ker(C') é entdo dado
por

6 0.4082  0.4630 |
; 0.5 —0.2041  0.6245
Vi =Im(V;) V;=QQRQS[ 03 } =1 —0.5 —0.2041 0.6245
—0.5 —0.6124 —0.0538

| 05 06124  0.0538 |

00

Partindo agora para o caleulo de V. obtemos

[ 223 ] = ["?—0— , logo o PRPE também é soluvel.
4

Qe=I5 Qp=1I

Logo, V. = R™ e o sistema ]d se encontra representado na forma (2.47). A forma
geral das matrizes de realimentacéo que resolvem o PRP é entdo

b | 02236 —0.4564| X X X
X X X X x

Anulando seus elementos livres obtemos

3.9 3.4701 | —-3.0052 -8.6603 1.75 |
—3.6742  —4.57 22372 1.8856 —5.0010

Ap= A+ BF = 0 0| —0.8750 ~1.6330 0.1768
0 0] 02041  1.3333 —2.0207
0 01—0.1768 05774 -  0.75

O procedimento para obtengio de uma solugdo inicial estabilizante descrito no
Capitulo 3 fornece

Flag) = | 02236 —0.4564 | ~0.0588 3.2176 —1.3193
ST 49090 2.3992 | 0 0 0




4.2 Sisternas onde BNV* C £ 62

A execugdo do algoritmo de otimizacdo de parametros com 51 = Iy 5 = Iy
XoXo = %Is resulta em
J{a") = 25.4961

Plar) = | 202236 —0.4564 | 14278 10.3254 —0.2448
=77 49193 24040 | —22737 —4.6527  3.4877

7.9189 —-0.2211 7.5075 0.1386  1.1324

. - ; 4.0432  5.8456 25049 0.1709 --0.8299
F* = ZF(a )(QQRQS) = [ ]

Os resultados intermedisrios do processo de otimizagio, onde foi utilizado
€, = 1074 €3 = 1071 ¢tm = 5 sho apresentados na Tabela 4.3.

| 5] Jey) [IVIe)l] r | Gley) |
g | 58.8925 6.2675 H,
1} 46.2109 3.6230 0.5781 H,
2 134.1429 1.3173 0.3636 H,
71255438 0.0608 0.2748 H,
8| 25.5148 0.0721 1.1857 H
9| 25.4962 0.6035 0.0491 Hy
10 | 25.4961 0.0019 0.5279 H,
11 | 25.4961 (.0004 0.2283 Hy
12 | 25.4961 0.0001 0.3261 Hy
13 | 25.4961 0.0000 0.3502

Tabela 4.3: Ezemplo 3 - Evolugao do processo de otimizacao.
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4.3 Sistemas Gerais

Exemplo 4

O objetivo deste exemplo é ilustrar a obten¢io de outros conjuntos de solugoes
do PRP que ndo aquele relacionado a V”.
Considere o sistema para o qual

[ —0.4522 —0.5074  1.7190 -0.1881 --0.1918 ~0.2478
—0.9540 —-0.5919 0.4644  1.0887  0.3365 —1.5569
0.4724 -1.4694 -0.3025  0.3522 -—-0.6720 —0.5556

A=\ o742 —25220 00922 —10115  0.0586  0.6940

0.8136 -1.0854 —0.1187 —0.5732 —0.1416  1.9600

14546 0.7018 —0.5756 0.1318  0.4710  1.1221 |
0.0601 —0.4945 0.5583 —0.9008 ] [ 04771 1.1290 ]
—2.2180  0.5704 0.2699 —1.3366 0.5551  1.3511
g | 21387 08061 -08645 03474 | | —16272 —0.9566
—0.1610 —1.4373  1.8028 -0.5953 0.3823 —0.0853
~0.7232  0.4831  0.1601 —0.0369 1.6902  0.5012
0.7936 —2.8138  1.2474  2.1850 | | 11.0037  2.4896

C=1]1233 -0.1973 1.5698 0.5428 0.3896 0.1099

O célculo de V* gera, com uma iteragao

0.6773 0.0516 -0.4106 -0.1420 --0.1019 -0.5826
0.0516 0.9917  0.0657  0.0227  0.0163  0.0932
—0.4106 0.0657 04775 —-0.1807 -0.1297 —-0.7414
~0.1420 0.0227 —-0.1807  0.9375 -0.0448 -0.2563
—0.1019 0.0163 —-0.1297 —0.0448 0.9678 —0.1840
| —0.5826 0.0832 --0.7414 -0.2563 -0.1840 —0.0519

V* = ker(C) = Im{(V")

onde V* é a matriz formada pelas 5 primeiras colunas de Q).

AgﬂQlAQ BO___QIB
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EO

I

QE

—-3.6173

1.5298
~8.3823
—2.2993
-0.2346

~(0.2498

1.5716
—2.7413
—0.6920

0.0657

0

0

C°=CQ=[000 0 0]-21174 ]

E3=[0 0], logoo PRP é solivel.

~0.9813
0.0980
—0.1248
0.1093

[ 1.2187
1.8136
0.0278
0.3845
1.2049

0.0980
0.9952
0.0062
—0.0054

1.0322
0.1176
2.9262
—0.7673
0.8830

~(.1248
0.0062
0.9921
0.0069

~(0.0921
0.6396
—1.9181
1.5189
0.0531

0.1093
—0.0054
0.0069
0.9940

—2.1464
—1.3700
—1.0399
—1.1453
—0.5165

1.7265

0

A forma geral das matrizes F° € F(V°) é

—0.1466 —1.1938

0.0617

0

—(.2983

0

-(.4498 | X

X X
X X
X X

Fo=

,JK
X
JX’

Tornando nulos seus elementos livres obtemos

X
X
X

XX
XX
ALX

[ —1.1838
-0.3900

0.5061
~1.0441
—0.7287

%:AO"F‘BOFDE

-1.2279
~2.9970
—0.6837
—2.6536
-2.1031

2.1972
1.4555
1.1535
0.2547
~1.4326

—0.2899
0.8321
1.0033

~1.0243

—1.3740

—0.5352
—-0.2779
—0.1897
~().0338
—{.9951

~0.2979

—0.2100
0.7192
0.6173

~{).2062

0

0

Qr= Qs =Io, logo V; = R* = V",

0

0

0

0.6648
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Para obter outros conjuntos de solugdes, calculamos (2.55)-(2.57)

[ —0.4979 —0.6562 --0.5498 —0.1294 —0.0491 ]
0.1356 ~0.6999  0.6760  0.1770 —0.0584
Qu= | —0.8317 02619 0.4718 —0.1307 —0.0049
~0.2038  0.0760 —0.1337  0.9669 —0.0008
| —0.0208 —0.0719  0.0147  0.0041  0.9971

| Qs O
QDW[O 11]

[ 11.2813  2.7571
0 ~1.7113
¢ [¢] 0 0 t 0
0 0
i 0 0]
—0.0914  0.8023 —0.5899 L 0 0
Gy = | ~0.9413 -0.2629 -0.2116 @e=|0 @ 0 Zp = 14
—-0.3248  0.3360  0.7793 o 0 I

[ —0.4874 | —2.7938  1.4172 1.9920 ]
-2.1191 | —=0.1154 —0.7780 2.0450
—0.8901 | 0.8045 --1.6885 0.9968

B=0QL\B,7s = —
CpBaZs 0.8435 | 1.5694 —0.9704 0 f=3
0.3775 | 0.3007 0 0
1.7265 0 0 0
E = E,

A = (QpQsYA"QpQs)
1.6029 —1.2566 | 0.1095 -—0.2347  0.3934 | —0.5998 7
1.3415 —1.1793 | 0.7670 —1.0262  0.4777| 0.5926

—0.7619 -2.0557 { —1.1015  0.4852 ~1.1612| —0.4397
0.0813 -0.3205 | —0.5455 —1.0821 0.3430 | —0.0091
1.9407 —0.2947 | 1.2566  0.1359 -—0.2823 | —0.4115
0.1214 -1.6557 | —1.1115  1.0427 -0.3571 0.6648 |
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Chegamos entao a representacao (2.58) (2.59) onde sao definidos os subespacos

V' =Im(V*) V= { Is }

0
. . VY A
Vo=1m(Vy) Vo= 0
. UV I A
V; = III}(V;) V} = 0
. VUV I A
Vo=Im{Vy) V= 0

e as respectivas formas gerais das matrizes de realimentagao que resolvem o PRP:

)\}*:
—0.0703 0.9590 0.6438 —0.6039 0.2068 | X

P X X X X XX
X X X X X |X
X X X X XX
Vy:
-0.0703  0.9590 0.6438 —0.6039 | X X
P ~6.3660 —0.2236 —4.9874 03061 | X X
A X X AX X
X X X AX X
Vi:
=0.6703  0.9590 06438 | X X X
b —6.3660 —0.2236 —4.9874 | X X X
—10.2735  0.1417 -8.0690 | X X X
X X XX X X
1\}0:

-0.0703 095901 X X X X

P -6.3660 —02236 1 X X X X
—-10.2735 014171 X X X X
~11.5638 33392 1 X X X X
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O conjunto 7 (3.6) é entao formado por:
T = (o, P37}

Observe que as matrizes F' € F(V,) fixam 2 autovalores do sistema em malha

fechada. Como ambos possuem parte real negativa e o sistema é controlivel, o
PRPE também é sohivel.

Resolvendo agora o problema (3.7) obtemos, com ) = Ig; Sp = Iy; XX = é‘]ﬁ:
Ve J(er) = 5.5922
Vot Jo{a®) = 34.5354

Vir Ji(a*) = 40.0827
Vor Jola™) = 35.5847

A solugao otima é entao
J{a") = 5.5922

—0.0703  0.9590  0.6438 —0.6039  0.2068 | —3.3420
Flot) = 1.3543 —0.1664 —0.0905 —-0.1126  0.4641 | —0.1268
—0.7124  0.1455 04615  0.0177 -0.2047 1 —0.3358
—0.9022 —0.4709 -0.1363 —-0.0213 —-0.5475| 0.2181

F* = ZF(@")(QQpQs)
-1.7996 1.5639 —-2.6619 —0.5124 —0.1388 —0.1585
0.5453 —-0.2295 -.0.1234 (.1599 0.5619 1.2530
—0.0931 0.0277 0.2211 —-0.3678 —0.3584 ~0.6102
0.1639 0.4170 0.2637 0.1402 -0.5086 —0.8557

Na Tabela 4.4 sao apresentados os resultados intermedidrios do processo de o-
timizacao, onde foi utilizado ¢; = 107, ¢; = 1071; itm = 5. Pode ser observado
que a solugao foi obtida apenas com o uso do método de Newton modificado. Isto
comprova a importancia do uso da estimativa da taxa de convergéncia na escolha
do passo a ser utilizado. Neste exemplo, a boa taxa apresentada pelo método de
Newton modificado, resultado da fraqueza das restricoes, evitou o calculo de pelo
menos uma matriz Hessiana que requereria a solucao de 19 equagdes de Lyapunov,
o que ilustra o bom desempenho do método proposto mesmo quando o nimero de
pardmetros € elevado.
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i Je) [I9Je)l] r [dle)]
0| 6.6093 0.3457 H,
115.7298 0.0777 0.2247 H,
2 1 5.5956 0.0072 0.0933 H,
3 | 5.5023 0.0007 0.0979 H,
4 1 5.5922 0.0002 (.2239 H,
5 | 5.5922 < 107* 0.0628

Tabela 4.4: Ezemplo 4 - Evolugdo do processo de otimizacio para V = V"

Exemplo 5

Os resultados obtidos no exemplo anterior podem dar a falsa 1mpressao de que a
solugao relacionada a V* sempre fornece o melhor indice de desempenho. O exemplo
a seguir mostra que isso nem sempre ocorre.

Considere o sistema para o qual

9.5
14.5
-5

-1.5
—-2.5

5 6

0 0
1
~1 0
-1 1
3 0

C=;)1—111}

0 —1 ]
0 —1
0 1
1 1
1 05

F=

O sistema € entdo transformado para a representacio (2.58) (2.59) dando:

[ -0.0182

7.8087 | 12.1835 —8.9625| 3.1013
~0.1522 ~5.6902 | ~0.7310 11.1617 | —0.5367
—0.0778  0.2225 | —1.1667  0.4082 | 1.7321
0.0477 —0.6715| 1.2247  2.1250 | 1.9445

| 0.0674  0.5642 | —0.5774 —3.7123 | ~1.7500 |
| -1.8878 | —0.4045 ] [ 7.4162 —3.7755 |

0.0963 | 1.1560 0 —1.3212
0.5774 0 E= 0 0
—0.5303 | 0.7071 0 0

- ~0.2500 0| i 0 0|
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V™
. 0.2697 2.2570 ~2.3094 —14.8492|X
- X X X X}X
f;o!
.| 02697 2.2570 -2.3094 | X X
T 0.1348 2.6423 346411 X X

T = {Vo,V"}
Vo J*a*) = 102.9894
p@i JQ(QM*) = 42,7895

onde foi utilizado Sy = Iy; §; = I; X{Xo = 1.
A solucao étima é entdo
J(a®) = 42.7895

, . 9570 —2.3094
Fler) = [02697 2.9570 30

0.1348 2.6423 —-3.4641 | -5.2193 -1.1318

34112 ~0.1778 }

P ~2.6006 4.2794 4.4112 —1.4112 —0.7206
- 2.9121 0.9551 0.1329  1.8671 —3.0449

O menor indice obtido com V, pode ser explicado a partir da observacao dos
conjuntos de solugoes determinados para o PRP. No conjunto relacionado a V"
o elemento fixo Fiy = —14.8492 possui um valor de mddulo elevado, o que pode
resultar em grandes amplitudes do sinal de entrada e. consequentemente, num ele-
vado fndice de desempenho. Por outro lado, no conjunto relacionado a V, além de
nao existir nenhum elemento fixo com valor tao elevado, os pdlos que sao fixados
no sistema em malha fechada néo sio excessivamente préximos do eixo imaginério
(~0.3397; —2.5802 4 2.56711), o que faz com que as restrigdes de estrutura impostas
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nao sejam tao severas quanto no caso da solugao relacionada a V*. Isto demonstra
que a solucho do PRP obtida do conjunto F(V*) pode resultar num desempenho
muito pobre do sistema controlado.

Os resultados intermediirios do processo de otimizacio para V = }U)g}, usando
€1 = 1074 € = 1071; {tm = 5 sdo apresentados na Tabela 4.5.

L] Jey) IVl ] r [Gla)]
0168.2310 | 9.6377 H,
1714861911 1.7584 (0.1824 | H,
2 143.8510 ] 0.4268 |0.2427| H,
3 143.1195 1 02010 | 04709 H,
41429976 | 0.1137 | 0.5659 | H,
514294371 0.1006 |0.8844 | H,
61429088 | 00911 |09063| H
71427899 | 0.0062 |0.0683 | H;
8142.7895 | 00007 |0.1180{ H,
91427895 | 0.0004 | 06080 | H,

10 | 42.7895 | < 107* | 0.0543

Tabela 4.5: Exemplo & - Evolugio do processo de otimizacio para V = V.

4.4 Conclusao

Neste Capitulo, exemplos numéricos ilustraram a aplicacao das técnicas propos-
tas nos Capitulos 2 e 3 para solugdo do PRP e PRPRLQ) respectivamente.

No primeiro exemplo, algumas vantagens da abordagem aqui adotada em relacéo
aquela proposta em [27] para sistemas inversiveis & esquerda foram destacadas, prin-
cipalmente no que se refere a forma analitica obtida para a solucio do PRP, mais
adequada a sintese do controlador e & determinagao dos pélos do sistema em malha
fechada fixados pela solugao do PRP, que néo sao evidenciados em [27].

No segundo exemplo procurou-se mostrar que o algoritmo para solugio do pro-
blema de otimizacao de parametros é capaz de tratar com eficiéncia problemas com
restricdes de estrutura extremamente severas. No terceiro, a solugio do PRP para
um sistema onde BN V" C &, BNV* # 0, bem como o calculo dos subespagos R*,
V; e dos zeros invariantes foram ilustrados.
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Os exemplos 4 e 5 ilustraram a obtengao de alguns conjuntos de solugdes do PRP
para sisternas gerais. No quinto, em particular, foi demonstrado que a solucao do
PRP relacionada a V" pode resultar num indice de desempenho muito pior que o
obtido para outros subespacos, justificando assim a procura de outras solu¢des. No
quarto exemplo foi também ilustrado o bom desempenho do método de otimizacao
num problema com um grande nimero de parimetros.
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A solug¢ao computacional do problema de rejeigio de perturbacdes foi assun-
to deste trabalho. Os graus de liberdade deixados pela solucio do PRP foram
utilizados no atendimento a uma especificagao complementar de projeto. Com es-
se objetivo foi proposto o Problema de Rejei¢io de Perturbagoes com Regulacao
Linear-Quadratica, cuja solugéo fornece um controlador que, a0 mesmo tempo em
que elimina da saida os efeitos das perturbacoes, otimiza o desempenho do sistema
através da minimizacao do classico indice de desempenho quadratico.

Como um passo importante para atingir esse objetivo, a parametrizacio das
solugées do PRP foi investigada, tendo sido usada uma metodologia baseada na
explicitacao de subespacos (A, B)-invariantes. Através de transformacées sucessivas
na sua representacao, o sistema fol reduzido a uma forma onde a expressio das
matrizes de realimentacdo associadas aos subespagos € evidente. A preocupacao
com as questdes numericas envolvidas esteve sempre presente.

Para uma classe de sistemas que engloba os sistemas inversiveis &4 esquerda,
foi possivel obter a parametrizagéo de todas as solugoes do PRP, cuja forma geral
foi obtida em seguida. Foram entdo destacadas algumas vantagens da abordagem
adotada, comparada a outras existentes na literatura.

Para sistemas gerais, néo tendo sido obtida uma parametrizacio de todas as so-
lugdes, algumas estruturas admissiveis para o controlador foram determinadas. Isto
se revelou de fundamental importancia na sintese da lei de controle, ji que foi mos-
trado que a escolha de uma das estruturas pode impor ao sistema um desempenho
~ bastante inferior ao obtido com outras.

A partir da parametrizacao dos controladores, o PRP foi integrado ao problema
da minimizagao de um indice de desempenho quadratico de tempo infinito, gerando
o PRPRLQ que foi formulado como um problema de otimizacio de parimetros
em reguladores L-Q com restri¢bes de estrutura, restrigoes estas correspondentes i
parametrizagao obtida. Para solugao do problema de otimizacio de pardmetros, um
método de descida especializado foi proposto, tendo sido concebido para hidar com
restrigoes de estrutura severas como as que geralmente so impostas pela solucio
do PRP. O bom desempenho do método, comprovado em exemplos significativos,
aumenta assim a possibilidade de solugéo eficiente dessa classe de problemas de

72
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otimizagao. Como possiveis extensoes deste trabalho podemos sugerir:

e O estudo da possibilidade de obtengio de uma parametrizacio conveniente
para as solugoes dos problemas de rejeicao de perturbagio com compensadores
dinamicos, quase rejeicdo de perturbacdes e desacoplamento entrada-saida,
procurando também integra-los ao problema do regulador 1.-Q).

e A utilizacido da metodologia adotada neste trabalho na solucdo do problema
de regulacdo L-Q) de sistemas sujeitos a restrigbes nas variaveis de estado e de
controle, problema este j4 em estado de investigagao.
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Apéndice A

O Problema do Regulador Otimo
L-Q com Restricoes de Estrutura

A.1 Introducao

Se um sistema linear invariante no tempo € controldvel, seus pélos em malha
fechada podem ser feitos tao negativos quanto se queira, tornando a convergéncia do
sistema para o regime estacionario arbitrariamente rapida. Isto entretanto requereria
grandes magnitudes dos sinais de entrada, o que seria inviavel em problemas préaticos.
Essas consideragoes conduzem naturalmente a um problema de otimizagao que leve
em conta tanto a velocidade de convergéncia para o regime estacionario quanto as
amplitudes dos sinais de entrada. Seja entao o sistema linear invariante no tempo

() = Az(t) + Bul(t) (A1)

com ¢ € 8% y € R™; 2o = 2(0), e o funcional de desempenho quadratico
J(u(t)) = L [2/(£)S) Sax(t) + o' (£) Spu(t)]dt (A.2)

onde Sy e S; sdo matrizes reais, constantes, dimensionadas consistentemente e S, é
uma matriz simétrica definida positiva.

O objetivo do Problema do Regulador Otimo Deterministico, Linear-Quadrdtico
de Tempo Infinito, abreviadamente Problema do Regulador Otimo L-Q) de Tempo
Infinito (PLQ) é determinar a funcéo u(?) que minimiza J(u(t)) (A.2).

Se o sistema (A.1) é estabilizdvel e o par (A,5;) é detectivel, temos para a
solugao do PLQ os seguintes fatos (veja por exemplo [14]):

o A solucao do PLQ é dada por
u*(t) = Fx(t) (A.3)

78



A.2 Formulacdo de Problema de Otimizacao de Parametros 79

F=-8'BT (A4)

onde T € a solugao unica definida positiva da equagac matricial de Riccati
AT +TA+ 8.5 —TBS;'BT =0 (A.5)

ou seja, a lel de controle 6timo ¢é linear, invariante no tempo, na forma de
realimentagéo de estados e independente da condicao inicial xy do sisiema.

o Para u{t) = u*(t) o sistemna em malha fechada () = (A + BF)z(t) é assinto-
ticamente estavel.

o Para u(t) = u*(t) o funcional de desempenho é dado por J{u*(t)) = z{T'zo,
onde T é a solucdo da equacdo de Riccati (A.5).

A solugao do PLQ) entretanto, ndo leva em conta algumas restrigbes que apa-
recemn comumente em problemas de controle, como por exemplo, indisponibilidade
de medida completa dos estados, impossibilidade de todas as entradas disporem da
medida de todos os sensores, etc. Estas restri¢oes sho conhecidas como restrigoes de
estrutura de controle [11], [21], [22].

Se restrigbes de estrutura sdo acrescidas ao PLQ), ndo ha nenhuma garantia de
que a solugio obtida goze das propriedades anteriormente citadas. Uma solucao de
compromisso geralmente utilizada € a pré-determinagio de uma estrutura desejada
para a lei de controle (por exemplo, realimentagao de saida linear invariante no
tempo) bem como das especificagbes sobre a condi¢io inicial do sistema. Isto resulta
em um problema de otimiza¢do de pardmetros onde as varidveis a serem otimizadas
sao todos os elementos da matriz de realimentacao admissiveis dentro da estrutura
adotada.

A.2 Formulacao de Problema de Otimizacao de
Parametros
Dado o sistema linear (A.1) onde x(0) = z¢ é uma variavel aleatdria com média

E{z¢} = 0 e matriz de momentos de segunda ordem E{xzpz}} = X} X, considere o
indice de desempenho quadrético integral de tempo infinito

J(u(t)) = E { /0 (1) S!S ialt) + u(t)’Sgu(t)]dz‘}

onde: E € o operador esperanca matematica e S, é definida positiva,
Assumindo uma lei de realimentagao de estados linear invariante no tempo

u(t) = Fla)z(t) (A.6)
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onde np elementos de F(q) sédo livres e os restantes sao fixos; @ é um vetor de
dimensao np representando os elementos livres de F(a), o indice de desempenho
pode ser escrito na forma

Ja) = B{ [~ #0)[8i8: + Pl@)SaFa)le(t)dt}

O objetivo do problema de otimizagao de pardmetros é determinar o vetor o que
resolve
min, J()
s.a.  &(t) = (A+ BF(q))z{t)

Pode ser demonstrado [11], [22] que se (A + BF(q)) ¢ assintoticamente estdvel
o problema acima € equivalente a

min J(2) (A.7)

(@) = Tr(XXoT) (A8)
(A+ BF(a))T + T(A+ BF(a)) + 8.5 + Fl()S%F(a) =0 (A.9)

As condiges para estabilidade assintética do sistema em malha fechada obtido
da solugdo do problema de otimizacdo de parametros sio estabelecidas no seguinte
Teorema:

Teorema A.1 Se Xo e 5 sdo tais que (A,5)) € detectdvel ¢ (A + BF(a), X)) ¢
controldvel, entdo, se J(a) € finito, (A + BF(a)) € assintoticamente estdvel.

Prova: Veja [11], [22].

Esta propriedade viabiliza enormemente o uso de métodos de otimizacio do tipo
descida para a solugdo desse tipo de problema. Partindo de oy que estabiliza assin-
toticamente (A + BF(gy)), a cada iteracio k teremos J{ay.1) < J(gz) < Jag), o
que garante nao so a validade da formulacio (A.7)-(A.9) ao longo de todo o processo
de descida, como também que a solucdo final estabiliza assintoticamente o sistema
em malha fechada. Observe que é fundamental escolher X)X, definida positiva de
modo que posto(Xo) = posto(Xy) = n e, conseqiientemente o par (A + BF(a), X})
seja controlavel para qualquer F'(a), pois isso garante que as condicdes para validade
do Teorema anterior sdo sempre satisfeitas.

Nao existe nenhuma garantia de que o indice de desempenho J(a) seja uma
fungéo convexa, Jogo o ponto de minimo encontrado pode nio ser global.
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A.3 Calculo do Vetor Gradiente e da Matriz

Hessiana
22 Os elementos Q%%l do vetor Gradiente VJ(a) de dimenséo np sao dados por
22
?Wgé%l = Gl e {A.10)
Q = 2(S;F(a) + B'T)W (A.11)
(A+ BF(@)W + W(A+ BF(@)) + X;Xo =0 (A.12)
onde (l;,¢;} é a posicao do parametro o; em F(g) e ¢, € o elemento (I;,¢;) da

matriz ¢).
A matriz Hessiana H{a) € R"7*"" é dada por [22]:

H(a) = Hi(a) + Hi(a) + Ha(a) (A.13)

hij = by + by, + b, (A.14)

hl.‘, = kl‘,,c_, (AIS)

hayy = Pevey S, (A.16)

K= 23'§§W (A.17)

P =W (A.18)

(A+ BF(a)Y gT gf (A+ BF{g))+Y(o;) =0 (A.19)

Yie) = ( ag(f)) T4+T ( 31;; )) + ag((l 2 ¢ Pla) + Fla) 52‘9}; 2 (A.20)

onde: h,, e hg, sao os elementos (i,7) de Hi(a} e Ha(a) respectivamente; s3,
é o elemento (I, ;) de 5y peo; © kij e, 580 os elementos (c;,¢;), (I;,1;) de P e f;'
respectivamente; (&, ¢;), (I;,¢;) sko as posicbes ocupadas pelos parametros o; e a;
em F'(a).
Quanto ao esfor¢o computacional requerido para os calculos de VJ(a) e H{a),
temos:
o Uma vez que J(a) (A.8) (A.9) tenha sido calculado, a maior parte do esforgo
computacional necessirio a obtengdo de VJ{(a) é devida a solugdo de uma
equagao de Lyapunov (A.12).
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¢ Uma vez que W e T tenham sido obtidas no céleulo de J{a) ¢ VJ(a), a ob-
tengdo de Hy(a) requer um esforgo adicional muito pequeno (equagoes (A.16)
(A.18)). Nas mesmas condigbes, a obtencao de H;(q) requer a solucio de np
equacdes de Lyapunov (A.19) de ordem n (equacdes (A.15) (A.17) (A.20)), o
que se constitul em uma tarefa computacional muito pesada quando o sistema
e consideragao é de grande dimensao com um grande niimero de parimetros
a serem otimizados.

As matrizes de realimentagao que solucionam o PRP na representagio (2.58)
(2.59) podem ser escritos na seguinte forma geral (equagao (2.64)):

Fi,

F =
F,

Fy

onde os elementos de Fy, € R**¥ sio fixados pela solugio do PRP e os de
Fy, € RUn-8xv ¢ B, ¢ Rm5(-¥) 536 livres. Considerando essa forma particular,
o calculo de Hz{ex) pode ser siraplificado. Escrevendo S; na forma

Sa,, |52
S, = 11 12
! { ‘9221 5222 :!

onde Sy, € R¥** e Sy,, € RM-8x(m=b) "¢ P (A.18) na forma

Pl] -P12
PQE PZ?

P =

onde Py € RV e Py € RI9XI=2) ¢ f4cil verificar que a matriz Hy{a) é dada
por

Sy, @ Py ! Sa @ [ Py Py ]
Py
Py
Ainda no caso do PRP, a matriz (A+ BF'(g)) possui uma forma bloco triangular

superior. O calculo das equagbes de Lyapunov (A.9) (A.12) (A.19) pode entdo ser
feito de modo a reduzir & metade ou menos o esforco computacional necessirio.

Hg((,‘{) -

5221 & 5222 QP

A.3.1 Propriedades da Matriz Hs(a)

Além do baixo esforgo computacional necessario 4 sua obtencao, a matriz Hy{a)
possui outras propriedades importantes [22]:

e Se o par (A + BF(a), X)) é controlavel, Hy{q) é definida positiva.
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o Se S; é uma matriz diagonal e os pardmetros de F'(a) a serem otimizados sao
armazenados por linha em g, entao Hy(a) tem uma estrutura bloco diagonal.
O nimero de submatrizes em Hy(a) € igual ao ntmero de linhas de F(a) onde
existern parametros e a dimensao de cada submatriz é igual ao numero de
pardmetros na linha de F(g) a ela associada.

¢ Se o par (A, B) € estabilizdvel e o par (A, 5;) € detectavel, entao Hy(a) =0 e
conseqiientemente H(a) = Ha(a) quando F(a) = —S5,:B'T, ou seja, F(q) é a
solugao do problema do regulador 6timo L-Q) de tempo infinito sem restricoes
de estrutura. Isto significa que nas proximidades do ponto de 6timo, Hz{a)
é uma aproximacio eficiente de H(a) quando as restrigdes de estrutura sao
fracas no sentido de que a solugdo do problema com restrigdes é préxima da
do problema sem restrigoes.

A.4 Escolha da Condigao Inicial

Como pode ser visto das equagdes (A.10)-(A.20), as especificagdes das condigoes
iniciais do sistema traduzidas pela matriz de momentos de segunda ordem X[Xo
influem no cdlculo do indice de desempenho, do Gradiente e da Hessiana. Influem
também na garantia de estabilidade assintotica de A+ BF(a) ao longo do processo
de otimizagio (Teorema A.1).

No caso de conhecimento completo da condicdo inicial {2, deterministico), temos

E{zoz,} = 207},

J{a) = Tr(zozyT") = 2120

Quando nao se tem conhecimento sobre a condicao inicial, Levine e Athans {16]

sugerem escolher
I

ry [ . n
7
o que corresponde a considerar z¢ uma variavel aleatéria uniformemente distribuida
na esfera unitaria de dimensao n.

Outras formas de escolher XX, sdo propostas e discutidas em [11] e [22].



