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Resumo

Esta dissertacdo trata de um problema de controle estocastico 6timo envolvendo sis-
temas lineares discretos no tempo que possuem um parametro de saltos aleatérios. Os saltos
ou alteracdo entre os modos de operacao do sistema ocorrem de acordo com uma cadeia de
Markov, cujo estado pode ndo ser completamente observado pelo controlador. O problema,
de controle admite um ndmero finito de saltos como horizonte e a estrutura de informacao
permite reconfigurar a acao de controle na forma de realimentagdo linear, observando-se os
instantes de salto. Para esta situacéo de controle, introduz-se um conceito de estabilidade es-
tocdstica apropriado. A solucdo 6tima para o problema com observacdo completa de estados
da cadeia, e uma solugao subétima para o problema com observacao incompleta de estados
da cadeia sao apresentadas. A andlise é feita baseada em equacoes de Riccati no primeiro

caso e em desigualdades matriciais lineares no caso com observacgao incompleta.

Abstract

This work deals with an stochastic optimal control problem involving discrete time
linear systems that possesses a random jump parameter. These jumps or changes between the
system operation modes happen according to a Markov chain and its states is not completely
available to the controller. The control problem horizon is related to a finite number of jumps
and the information structure allows to reconfigure the control action as a linear feedback,
when the jump occurs. For this control situation, an appropriate concept of random stability
is introduced. An optimal solution for the problem with complete chain states observation
and a sub-optimal solution for the problem with incomplete state observation are presented.
The analysis is made based on Riccati set of equations and Linear Matrix Inequalities (LMI)

respectively.
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Notacao

Simbolo

N, R

Ay

R

MTXS (M)
U’

tr(U)

det(U)

-1

ro(U)
U>0(U>0)
X={1,... ,E}

U = (Ul’... ,UE)
MI‘XS (M’I‘)

U>V (U>V)

1ol = > tr (U;0:)
1€X
(U, V) = tr (U}Vi)
1€X
M’I’O (MH—)

Descrigao

Conjuntos dos niimeros naturais e reais, respectivamente.
Minimo entre z e y.

Espaco real r-dimensional.

Espaco linear formado por todas as matrizes reais r x s (r X r).
Transposta da matriz U € M™%,

Trago da matriz U € M".

Determinante da matriz U € M".

Inversa da matriz U € M".

Raio espectral da matriz U € M".

Matriz U € M" semidefinida positiva (definida positiva).

Espaco de estados da cadeia de Markov, E elemento maximo
(finito).

Colecao de matrizes U; € M™% para todo i € X.

Espaco linear formado por todas as colegoes de matrizes U

(quando as matrizes U; € M" para todo i € X).

Matriz (U; —V;) € M" semidefinida positiva (definida positiva),
para todo ¢ € X.

Norma da colecdo U € M"*5,
Produto interno da colegio U € M'*% e V € M %%,
M™ Cc M™ (M™ C M") onde a matriz U; € M" é tal que

U; = U] > 0 para todo i € X (U; = U] > 0 para todo i € X).
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Notacao

MY ¢ MF (Mt C M) onde a matriz U € M’ ¢ tal que
U; € M™ para todo i € X (U; € M" para todo i € X).

Operador sobre a colecao U € M.

Operador sobre a colecao U € MY,
Funcao delta de Dirac.

Correspondente simétrico de um bloco numa matriz simétrica.
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Capitulo 1

Introducao

A anilise e o projeto de controladores para sistemas dindmicos sdo realizados com base em
modelos matematicos que descrevem o comportamento do sistema através de relacoes entre
saida e entrada. Os modelos podem ser desenvolvidos aplicando as leis fisicas que governam
o sistema (Modelos Fisicos) ou baseados em observacoes da saida (Modelos Empiricos ou
Identificacdo). Via de regra, algumas hipéteses simplificadoras da descrigdo (linearidade, es-
tacionariedade, etc.) sdo introduzidas com o propdsito de viabilizar a andlise e o tratamento
matematico. Como consequéncia deste fato e também devido a interacoes complexas existen-
tes no sistema (perturbagoes externas, efeitos dindmicos nao conhecidos, etc.), sempre haverd
discrepancias entre o modelo e o sistema dindmico por ele descrito, tornando-o impreciso e/ou
incompleto.

Com o propésito de obter um modelo de melhor qualidade, capaz de reproduzir adequa-
damente a saida do sistema, é preciso caracterizar o erro (ou incerteza) produzido no processo
de modelagem e incorporar esta informacao ao modelo. Desta maneira, quando o controlador
desenvolvido com base no “modelo incerto” for aplicado ao sistema, as especificacoes do seu
projeto, principalmente a estabilidade, serao mantidas.

A caracterizacao das incertezas, que irao refletir a realidade fisica do sistema, pode ser
efetuada através de diversos métodos, cada um deles contendo uma certa “medida” de in-
certeza. Tradicionalmente, utiliza-se a teoria de processos estocasticos. Em particular, uma
classe de modelos estocdsticos, que permite descrever as incertezas originadas por mudangas
abruptas e imprevisiveis nos parametros da estrutura do sistema, é a dos Sistemas Lineares
com Saltos Markovianos (SLSM).

Um SLSM é formado por um conjunto finito ou infinito enumerdvel de sistemas linea-

res, descrevendo cada um deles um possivel modo de operacao do sistema dindmico. Um
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parametro, indice do modo, é associado ao estado de uma cadeia de Markov que define a

probabilidade de transicdo de um modo de operacao do sistema linear para outro.

Seja X = {1,... , E} um conjunto indice e considere as cole¢oes de E matrizes reais
A:(Al,...,AE), A e M, B:(Bl,...,BE), BZ'EM”XP,
C = (Cl,--- ,CE), C; € qun’ D= (Dl,... ,DE), D; e MP*P,

Considere uma cadeia de Markov homogénea a tempo discreto {fx; £ > 0}, com espaco de
estados X = {1,... ,E} e matriz de probabilidade de transicdo P = [p;;], Vi,j € X, onde o

elemento p;; é definido por
P(Oki1 =70k =1%) =pij, Vi,j€X
satisfazendo as seguintes condicoes

Y opi=1, VieX; pij >0, VijeX
JjEX

A distribuigao inicial pg da cadeia é definida por

Ko = (//’1,"' ,,U/E)

onde p; = P(6y =1), Vi € X.
O SLSM ¢ um sistema estocastico a tempo discreto, definido no espaco de probabilidade

fundamental (€, §, {Fr}, P), caracterizado na forma

Y { Tp+1 = Agzk + Boug, To €R?, 0 ~ po (1.1)

yr = Cp.zp + Do ug, k>0,

onde {z, Ox; k > 0} sdo os estados do processo assumindo valores em R” x X; o € R” é uma
condicao inicial fixa, mas arbitraria; {ug;k > 0} e {yx; k > 0} s@o os processos de controle e
de saida, respectivamente.

Sempre que 0, = i, o SLSM S evolui de acordo com o “modo 7”7, identificando-se
Agk = A;, ng = B;, Cgk =C; e ng =D;.

Como o estado do SLSM possui tanto uma componente discreta associada ao pardmetro
de saltos 0, como também uma componente continua associada ao estado linear x, os SLSM
encontram-se na categoria dos sistemas hibridos.

Como exemplo e motivacao para este trabalho, propoe-se o seguinte problema de controle

reconfiguravel.
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Exemplo 1.0.1. Suponha que certo sistema controlado esteja sujeito a falhas ou degradacgao
no desempenho, devido a falhas em componentes, conexGes, vazamentos, etc. Essas falhas
ocorrem de forma aleatdria ao longo do tempo e sdo percebidas apenas nos instantes de sua
ocorréncia. Assuma que, mesmo apé6s acontecerem algumas falhas, o sistema ainda possa
ser operado de maneira satisfatéria sem necessidade de paralisi-lo para manutencdo. Nes-
ta situagao, observa-se a alteracdo de desempenho nos instantes de ocorréncia das falhas e
procura-se reconfigurar a agdo de controle. A natureza da falha é tipicamente desconhecida ou
conhecida imperfeitamente de forma que se deve levar em consideragao o modelo estocédstico
de ocorréncia de falhas ao se adotar a acado correspondente. Admitindo um ndmero total de
falhas N que se deseja tolerar antes de paralisar completamente o sistema para a manutengao
geral ou a eventual troca do equipamento, deseja-se determinar um nimero N de controlado-
res, de forma que o impacto no desempenho do sistema, expresso através do valor esperado
de um certo custo, seja minimizado pelo uso seqiienciado destes controladores ao longo de

cada periodo entre falhas.

Neste cendrio, o instante no qual acontece a falha é determinado por uma transicdo de
estado (ou salto) da cadeia de Markov {f; k > 0}. Assim, a seqiiéncia TV = {T,; n =
0,...,N} de {§x}-tempos de parada definida por

TO = O,

1.2
T, = min{dk>Typ_1:0#6p, ,}, n=12,... ,N (1.2)

contém, o instante inicial e, segundo a ordem em que acontecem, os instantes de ocorréncia
de cada falha ao longo do periodo de operagao do sistema.

Uma vez que o componente prejudicado pode nao ser identificado perfeitamente no ins-
tante de ocorréncia da falha, o espaco de estados X da cadeia de Markov {0y; k > 0} é
parcialmente conhecido. Sendo assim, assume-se, neste trabalho, que os estados podem ser
agrupados em dois conjuntos: um contendo os estados observados X, (acessiveis ao contro-
lador) e o outro, os estados nao-observados Xj,. Dessa forma, o espaco de estados X admite

uma representacao produto expressa por
X=%X,xX,

sendo cada estado i € X representado através do par (ip,j,), onde iy, € X}, denota a compo-
nente nao-observada do estado da cadeia de Markov e j, € X, denota a componente observada

do estado. Além disso, defina,

xjo = xh X {JO}
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como sendo o conjunto de todos os possiveis estados em que se encontraria a cadeia dado
que j, ¢ observado. Portanto, os X;, , Vj, € X, formam uma cobertura disjunta sobre X.
Finalmente, os estados observados em X, sdo identificados por j1, j2,..- ,jE,-

Assumindo que, em cada instante k, o estado linear xz; é totalmente conhecido e o estado
0;, da cadeia de Markov apresenta a estrutura de observacao anteriormente descrita, define-se

as seguintes classes de controle:

Com Observacao dos estados da cadeia: Considerando o espaco de estados X com X, =
(), implica que X = X,. Desta forma o estado 6 da cadeia de Markov é completamente
conhecido. Nesta situacdo, a lei de controle depende diretamente dos estados 6 da

cadeia

N-1
U = (Z ng]]'{Tn<k<Tn+l}> Tk, k > 0. (13)

n=0
Denota-se esta classe de ganhos de controle por Ky, sendo um elemento dessa classe

representado por
(K°,... , KN"1) e K
onde K" = (K7,... ,K}) e K} e MP*" i =1,... ,E.

Sem Observacao dos estados da cadeia: Considerando o espago de estados X com X, =
(), implica que X = X}. Desta forma o estado 6, da cadeia de Markov nao é conhecido.

Nesta situacao, opta-se pela seguinte lei de controle

N-1
up = (Z Kn]l{Tngk<Tn+1}> zg, k=>0. (1.4)

n=0
Denota-se esta classe de ganhos de controle por K, sendo um elemento dessa classe

representado por
(K ..., KN"hHek
onde K" € MP*" n=0,... ,N —1.

Observagao por agrupamento dos estados da cadeia: Considerando o espago de esta-
dos X = X, x X,, é possivel que apenas parte dos estados 6; da cadeia de Markov é
conhecida. Nesta situacao, opta-se pela seguinte lei de controle

N-1

Uk = Z Z KU1, <k<Tni, 00ex;} | Tk k20 (1.5)
j€EXo n=0
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Denota-se esta classe de ganhos de controle por K,, sendo um elemento dessa classe

representado por
(K°,... KV Y ek,
onde K" = (K7,... K% ) e KI' € MP*", j =1,... , Ey.

Note que a lei de controle em (1.4) ((1.5)) é adequada & estrutura de informacao limitada
com respeito ao estado da cadeia de Markov, na qual é permitida a observacdo dos instantes
T, em que ocorrem as transi¢oes de estado sem que se observe o estado 6, (ou apenas ), € X;)
da mesma. Além dessa informagao, conhece-se também a distribuicao de probabilidade inicial
to- Assim, o ganho de realimentacao K™ (KJ") que opera no sistema durante o intervalo de
tempo T;, < k < T),11 ndo depende do estado 6, (6; € X;) da cadeia de Markov.

Para definir o custo de operagdo associado ao sistema S, emprega-se o seguinte funcional

de custo quadratico

Ty —1
TV (@(0),u() =B | Y lull? + 115,02 o (1.6)
k=0

onde E[] é o valor esperado definido no espaco bésico de probabilidade e S € M™ ¢ o custo
final.
Nesta dissertacao, considerando que a matriz de probabilidade de transicao apresenta a

seguinte hipétese adicional®
0<pii <1, ViekX,
serdo tratados os seguintes tépicos:
(i) A andlise da estabilidade estocdstica, isto é:
Determinar as condi¢ées que garantem a estabilidade estocdstica do SLSM S.
(ii) O projeto do controlador por realimentagio linear de estados, isto é:

Determinar, para o SLSM S, as sequéncias dos ganhos de realimentacao li-
near pertencentes as classes Ky, K e Kq, de forma que o custo em (1.6) seja

minimizado.

!Uma vez que permite apresentar de forma clara e concisa os resultados obtidos.



Capitulo 1. Introdugio

A solucao do problema proposto requer a andlise prévia da estabilidade estocastica do
SLSM. Para tanto, os conceitos de estabilidade sao definidos adequadamente e estabelecem-
se as condicoes que asseguram esta caracteristica intrinseca do sistema.

O projeto do controlador na classe Ky, isto é, considerando que o mesmo tem acesso ao
estado 6, é obtida com base na teoria dos sistemas lineares, determinando-se a sequéncia
6tima dos ganhos do controle através de técnicas de programacdo dindmica e equacoes de
Riccati.

A solucgao do problema para as classes de controladores K e K, isto é, quando o controlador
nao tem acesso completo ao estado #; da cadeia de Markov, é obtida adotando-se uma lei de
controle com complexidade restrita que seja coerente com o padrao de informagao disponivel,
0 que permite simplificar a anélise do problema, proporcionando solucées cuja implementacao
é factivel. Nesta linha, foram tratados problemas de controle H; em (Costa et al., 1997; do
Val et al., 2000) e problemas de controle retrocedente em (do Val e Basar, 1999). Neste
contexto, a sequéncia de ganhos subdtima pode ser determinada através de um procedimento
iterativo baseado no método LMI2. Qutra, alternativa de solucio consiste em aplicar métodos
estocdsticos gerais (Ceci e Gerardi, 1998), que provéem solugoes de dificil realizagio e célculo.
Sendo assim, adota-se a linha de trabalho inicialmente mencionada para as classes admissiveis

de ganhos de controle K e K.

1.1 Resenha Historica

Os primeiros trabalhos envolvendo os SLSM foram realizados no inicio da década de
sessenta, por Krasovskii e Lidskii. Sua versao discreta, que por certo é uma extensao dos
estudos realizados em tempo continuo, foi apresentada em (Blair e Sworder, 1975). Desde
entdo, tém-se obtido significativos avangos nesta drea da teoria de controle, com grande apelo
a aplicagbes (vide (Mariton, 1993)).

Em particular, o problema Linear Quadratico (LQ) para os SLSM, usualmente estudado

20 método LMI (Boyd et al., 1994; Geromel e de Oliveira, 1999; VanAntwerp e Braatz, 2000) consiste
em reformular um dado problema como um problema de otimizacdo com funcdo objetivo linear e restrigdes
matriciais lineares, proporcionando uma solu¢cdo numérica a problemas de controle cuja solucdo analitica
baseada em equagdes de Riccati é dificil de ser obtida ou ndo existe. Esta ferramenta numérica utiliza algoritmos
de pontos interiores extremamente eficientes. Na prética, o problema é considerado como satisfatoriamente

resolvido quando é expresso na forma de um problema de otimizagdo convexa.
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na literatura, é associado ao indice de desempenho quadratico
n—1
= 1/2
T (@(0),u()) = B | Y llyell® + 1155 eall” | (L.7)
k=0

o qual difere do indice proposto em (1.6).

Assumindo que o estado do SLSM é conhecido, valiosas contribui¢bes, que aprimoram o
entendimento das relagoes entre o estado discreto (6) e o continuo (), tém sido efetuadas. A
estabilidade estocastica do problema LQ quando n — oo tem sido amplamente analisada em
diversos trabalhos (Ji e Chizeck, 1990; Jiet al., 1991; Costa e Fragoso, 1993). Em (Ji e Chizeck,
1990), a condigdo que garante a estabilidade estocdstica do sistema é equivalente a encontrar
um conjunto de matrizes definidas positivas que satisfazem um sistema de desigualdades de
Lyapunov acopladas. Um estudo mais detalhado, realizado com base na teoria de operadores,
pode ser encontrado em (Costa e Fragoso, 1993), onde se considera uma entrada de ruido
independente e estaciondrio no sentido amplo.

O projeto do controlador para o problema LQ com horizonte infinito (n = 00) é equivalente
a encontrar um conjunto de matrizes semi-definidas positivas que satisfagam um sistema de
Equacoes Algébricas de Riccati Acopladas (EARA), o qual permite caracterizar a lei de
controle 6tima estabilizante no sentido quadritico médio. Condigoes necessarias e suficientes
para determinar a existéncia e unicidade destas solugoes sao estabelecidas em (Ji e Chizeck,
1988; Costa, 1996; Costa e Fragoso, 1995). Em (Chizeck et al., 1986), mostrou-se que o sistema
de EARA n3o pode ser expresso através de uma tinica equagdo de Riccati com maior dimensao
de forma que o problema nao pode ser reduzido diretamente & solucdo de um problema
deterministico adequado. Assim, diversos algoritmos numéricos tém sido propostos para a
solu¢ao do problema LQ com horizonte infinito. Como exemplo, pode-se citar (Abou-Kandil
et al., 1995; do Val et al., 1998). Particularmente, em (El Ghaoui e Ait Rami, 1996; Costa
et al., 1997; Costa et al., 1999; do Val et al., 2000), o projeto do controlador é formulado como
um problema de otimizagao convexa sob restrigoes do tipo LMI, cujas vantagens tornam-se

evidentes quando restrigoes adicionais sao impostas ao projeto do controlador.

1.2 Apresentacao

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira. Este capitulo apresenta a formulagao
geral do problema bem como a motivacao para seu estudo, além de servir como guia de

leitura.
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Capitulo 2: Considerando o SLSM § sem a entrada de controle (SLSM auténomo Sjp),
as caracteristicas relevantes do processo conjunto sao apresentadas. A analise

da estabilidade estocédstica do sistema é realizada e o valor esperado do custo

quadratico é avaliado.

Capitulo 3: Aborda o problema de controle proposto determinando a sequéncia de ganhos
na lei de controle com realimentagao linear de estados. Inicia estudando os dois
casos extremos, isto €, quando o controlador tem acesso ao estado da cadeia e
quando o mesmo s6 observa os instantes de salto, sem contudo observar o estado

da cadeia. Neste ultimo caso, é obtida uma lei de controle sub6tima.
Capitulo 4: Apresenta as conclusées, contribuicGes e propostas para trabalhos futuros.
Apéndice A: Contém as defini¢Ges basicas da teoria de Processos Estocasticos.

Apéndice B: Prové os resultados auxiliares utilizados ao longo desta dissertacao.
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Conceiltos Basicos

O principal objetivo deste capitulo é apresentar as caracteristicas basicas do problema
de controle proposto, que permitirdao estabelecer a estrutura conceitual do mesmo. A fim
de simplificar a andlise e adotar o foco apropriado, assume-se o0 SLSM S sem a entrada de
controle {ug; k > 0} (SLSM auténomo Sp).

A andlise inicia-se na Secdo 2.1, mostrando que o processo conjunto {zg,0;k > 0} é
markoviano e satisfaz a propriedade forte de Markov. Na Secao 2.2, definem-se os concei-
tos de estabilidade estocdstica relacionados ao problema, determinando-se as condicGes que
garantem a estabilidade do SLSM auténomo Sy. Segue-se o calculo do valor esperado do
custo quadratico e sua relagdo com um gramiano de observabilidade, a serem apresentados

na Secdo 2.3.

2.1 Caracterizacao do Processo
Considere o SLSM auténomo Sy a tempo discreto descrito pela equacao estocéstica
So: Tper = Agkxk, k>0,z0 € R", Oy ~ po (2.1)

onde {zy, 0x; k > 0} é o processo conjunto com espago de estados R* x X. A matriz 4y, € M"
é um elemento da colecdo A = (Ay,...,Ag), a qual é indexada pelo estado da cadeia de
Markov {6g; k > 0}, conforme apresentado no Capitulo 1.

Com o intuito de determinar algumas caracteristicas bésicas do processo conjunto {zy, 6;

k > 0}, serdo apresentados alguns resultados preliminares.
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Processo de Saltos
Considerando a seqiiéncia 7 = {T},; n > 0} de {Fx}-tempos de parada dada por
To =0,
T, =min{k >T, 1:0, #0r1, .}, n>0,
a cadeia de Markov {fy; £ > 0} é um processo constante por partes tomando valores em X,

onde as descontinuidades acontecem numa seqiiéncia crescente de tempos T;, € T (Processo

de Saltos). Isso é ilustrado na Figura 2.1.

A
O

=y

T():O T1=m1 T2=m2

Figura 2.1: Processo de Saltos da cadeia de Markov {6; k > 0}.

Com o propésito de caracterizar a cadeia de Markov {€; k > 0} neste contexto, apresenta-

se o seguinte resultado auxiliar. Denota-se 77 em T por T, por questdo de simplicidade.
Lema 2.1.1.

(i) Paratodom >1lei€ X

P(T=m|60=14)=p *(1—pi) (2.2)

(ii) Paratodom >1eid,je€X

P(0m = |00 =i,T =m) = < "’_”;iin{#i}. (2.3)

Demonstragao.

(i) Para m > 1 fixo, o evento {T' = m} implica que {0,,, # 0,1 = 00 = --- =01 = 6y}

Substituindo este resultado no lado esquerdo da equagdo (2.2) e aplicando-se a férmula

10
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seqiiéncial de Bayes, seguida da propriedade de Markov, obtém-se
P(T=m|6y=1)=P(On #4,0p—1=1,--,00 =1,00 =1 |0y =1)
= P(bm # i | -1 = )0
= p (1 — pii).-
(ii) Considere m > 1 e i,j € X fixos. Para j = i, da defini¢do de T decorre que
Ply,=3]6o=1T=m)=0. (2.4)

Caso contrario, se j # 4, aplicando a propriedade da probabilidade condicional, tem-se

Plm=34T=m|6)=1)
P(T:m‘aozi)

P(0n = |06 = i,T = m) = (2.5)

O célculo da probabilidade no numerador da equagao (2.5) é efetuado de maneira similar

ao item anterior, obtendo-se
P(Om = 3§, T =m |8y =1)=pl 'pij. (2.6)

Por sua vez, a probabilidade correspondente ao denominador foi avaliada no item (i).
Logo, substituindo (2.2) e (2.6) em (2.5), obtém-se (2.3).

O

Assim, conclui-se que a cadeia de Markov {fx; k > 0} pode ser expressa de forma equiva-

lente através de duas seqiiéncias de variaveis aleatérias:

e A seqiiéncia de estados ® = {¢; n > 0}, definida por
bn =0k, Tn<k<Th4 (2.7)

com probabilidade de transi¢dao entre estagios subseqiientes expressa por

P(ni1 =4 ¢n=1) = 7= —Dizgy, n20, (2.8)

a qual é denominada de cadeia de Markov imersa, e

e A seqiiéncia dos tempos de salto 7 = {T,; n > 0}, que determina o tempo de per-
maneéncia no estado ¢, = 4, dado por 1,41 — T,,. Estes intervalos de tempo possuem
distribuicdo de probabilidade do tipo geométrica de pardmetro 1 — p;; (probabilidade

de sair do estado ¢, = %), expressa por
PThy1—Tn>m| ¢p=1)=p; n>0, m>1L1 (2.9)

2 7

11
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Processo Conjunto

O resultado principal desta subsecao é apresentado no Coroldrio 2.1.1, onde se demonstra
que o processo conjunto {zy, 0x; k > 0} é Markov forte, isto é, satisfaz a propriedade de Mar-
kov para qualquer tempo de parada 7 do processo. Este resultado é obtido como consequiéncia

dos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2, reproduzidos a seguir.

Teorema 2.1.1. (Brémaud, 1999, pig. 58) Considere as seqiiéncias de varidveis aleatérias

{vg; k > 0} e {wy; k > 1}, ambas com valores em R", tais que
P(wk_H | Uy evo U0, Wky -« - ,wl) :P(wkH | ’U/c), Yok, wk e R" (2.10)
independente do valor de k.

Além disso, seja f : (R* x R") — R™ uma fun¢do mensurdvel qualquer. Entdo, a equagio de

recorréncia

Vk+1 = f(vk,wk+1) (2.11)
define um Processo de Markov homogéneo.

Demonstragdo. A demonstracdo deste teorema consiste em verificar se a histéria do processo
estocdstico, gerado através da equagdo (2.11), estd completamente representada pelo estado

presente, isto é

P(Ulc+1 |Uka--- y V0, Wk - - - 7(*‘)1) :P(f(vkawk-i-l) |Uk7"' y V0, Wk - - - 7(*)1)
= P(f(vk,wk+1) | vk)-

A dltima igualdade baseia-se no fato de que a funcao da varidvel aleatéria wi41 é condicio-
nalmente independente de vy, ... ,vo,wg,- .. ,w1 dado vg. Como conseqiiéncia, {vg; k > 0} é

um Processo de Markov homogéneo uma vez que a iltima igualdade nao depende de k. [J

Teorema 2.1.2. (Meyn e Tweedie, 1993, pdg. 72) Um Processo de Markov homogéneo a

tempo discreto satisfaz a propriedade forte de Markov.

Demonstracao. Este resultado é simples consequéncia da decomposicao da esperanca no lado
esquerdo da equagdo (A.2) sobre os conjuntos de cobertura {7 = k}, k > 0, onde 7 é o tempo
de parada. O lado direito da mesma equacao é obtido aplicando-se a propriedade de Markov

em cada um dos tempos fixos k, ou seja

> Bk, vt ) Lrmky | 8kl = > BlA(vg, kg1, - ) Liropy | vgl
k=0 k=0

= E[h(’Uo,’Ul, ‘e ) | vy = ’U»,-].

12
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]
Corolédrio 2.1.1. O processo conjunto {zg,0; k > 0} é um Processo de Markov forte.

Demonstragao. Defina o processo {dy; k > 1}, onde
(5k+1 - 0k+1 - ek, k Z O, (212)

o qual toma valores finitosem I' = {—F,... ,—1,0,1,... , E} e possui distribui¢do de proba-
bilidade P(dg41 = d | O = i) = pi(itq)-

Note que a evolugao da cadeia de Markov {6; & > 0} no tempo é determinada pelo estado
inicial 6 e pelo processo {dy; k > 1}, permitindo escrever a equagdo de estados do SLSM

auténomo Sy da seguinte forma

Tr+1 | _
Or+1

Além disso, a probabilidade

Ag, Ty,
O

0
+ ;i k>0,x9 € Rn, Oo ~ Lo- (213)
Ok+1

P(0k41 :d‘ek:i,... ,00,0k, - .. 5(51):P(ek—}—l:i+d|9k:7;):pi(i+d), Vi+deX

s6 depende do estado 6 = i.

Desta forma, considerando

T . 0
Ve = wWre =

na equagao (2.13) e aplicando sucessivamente os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2, conclui-se que o
processo conjunto {z,0; k > 0}, além de ser markoviano, satisfaz a propriedade forte de
Markov. O

A seguir, incluindo-se artificialmente o estado A, denominado de estado terminal, descreve-
se uma possivel realizagdo do processo conjunto k — (z(k),0(k)).

A partir do ponto (z9,0p) = (2(0),7) € R* x X, o estado (k) da cadeia de Markov
permanece no estado 7 por um intervalo de tempo geometricamente distribuido com parametro
1 — pj;. Neste intervalo, o estado linear z(k) segue uma trajetéria deterministica, regida pela

equagao de estado do SLSM auténomo S

z(k+1) = Az(k). (2.14)

13
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No instante do salto 71 = k, o estado 0(k) da cadeia de Markov passa a ocupar o estado
j com probabilidade expressa em (2.8).

Considerando que o processo finaliza imediatamente apds a ocorréncia da primeira tran-
sicdo da cadeia de Markov {f; k > 0}, isto é, N = 1, o estado do sistema passa a ocupar o
estado terminal A, ou seja, (z(k),0(k)) € A, k > T1 + 1. Neste caso, denomina-se Processo
Conjunto de um Salto.

Quando N > 1, o processo regenera-se em cada instante de salto T, devido a propriedade

forte de Markov com “condicao inicial” (z,, ¢y ), onde
Zn=21,, € ¢p=0r,n=1,... N. (2.15)

Imediatamente apds a N-ésima transicdo da cadeia de Markov, o processo conjunto finaliza,
passando a ocupar o estado terminal A. Neste caso geral, tem-se um Processo Conjunto de
Multiplos Saltos.

E importante enfatizar que, no processo acima descrito, a aleatoriedade encontra-se con-
centrada nos tempos de parada T, € 7. Entre tempos subseqiientes, o processo é deter-
ministico, descrito pela equagao de estado linear (2.1) com “condigoes iniciais” (zy, ¢, ) para
n=20,..., N -1

Como comentario final, a propriedade forte de Markov serd amplamente utilizada na
andlise do processo com multiplos saltos (N > 1). Para tanto, o mesmo serd considerado
como uma composicao de processos de um salto (N = 1), iniciados nos sucessivos tempos
de parada T,, paran = 0,... ,N — 1 do processo original. Assim sendo, ndo s6 por motivos
de exposi¢ao como também devido & fundamentacdo anterior, analisa-se detalhadamente o

processo de um salto e, em seguida, estende-se a andlise para o processo de multiplos saltos.

2.2 Estabilidade Estocastica

Entre as diferentes especificagoes do projeto de um sistema de controle, a estabilidade é de
primordial importancia. Nesta se¢do, conceitos de estabilidade similares aos conhecidos na
literatura (Ji e Chizeck, 1990; Costa e Fragoso, 1993) e adaptados ao problema de controle
proposto, serdo definidos. O objetivo é estabelecer as condi¢des que garantam a estabilidade
estocastica do SLSM auténomo Sy no sentido desejado.

Antes de se apresentar as definigbes de estabilidade estocdstica, envolvendo o segundo
momento do estado linear z, os tempos de parada 7 do processo sdo caracterizados de forma

geral no teorema a seguir. Considere §, conforme definido no Apéndice A.

14
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Teorema 2.2.1. (Davis, 1993, pag. 261) Seja 7 um tempo de parada do processo conjunto

{zk,Ok; k > 0} com filtragem {Fr, }. Entao, existe uma constante s;, tal que
<y = (51 AT <y

e também funcoes s,, §7, ,-mensurdveis paran = 2,3,..., tais que

TII'{Tn_1<T§Tn} = ((Tn,1 + Sn) A Tn)]l{Tn_1<T§Tn}'

Definicao 2.2.1. Considere um tempo de parada 7, com respeito a {§}, tal que E[7] < oo.

Entao, no ponto de equilibrio zx = 0, o SLSM auténomo S é

(i) 7-Estédvel no sentido Quadritico Médio (T-EQM) se para qualquer condicdo inicial z

e distribuigao inicial pg
E [||$k||2]1{r2k}] — 0 quando k — oo; (2.16)

(ii) 7-Estocasticamente Estdvel (7-EE) se para qualquer condigao inicial zy e distribuicao

inicial pg
E Y ol Lsny | < oo; (2.17)
k>0

(iii) 7-Estavel no sentido Exponencial Quadrético Médio (T-EEQM) se existirem constantes

0<a<lef>0, tais que para qualquer condicao inicial z( e distribuicao inicial ug

B [lleelPLirsiy] < BoFllzoll’, k> 0. (2.18)

A seguir, estabelecem-se as condigoes necessdrias e suficientes que asseguram a estabilidade
estocastica do SLSM autdénomo Sy, considerando apenas um conjunto particular dos tempos
de parada 7 definidos no Teorema 2.2.1. Este subconjunto é dado por TV = {T,;;n =
0,...,N}.

Teorema 2.2.2. Considerando que 7 € TV, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(i) O SLSM autoénomo Sy é 7-EE.
(ii) Para qualquer conjunto de matrizes Q € M** | a solugio das equagdes de Lyapunov
pnA;LzAz —L;+Q;=0, VieX (2.19)

fornece um tinico conjunto de matrizes L € M.

15
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(iii) ro(pi/?A;) <1, Vi€ X.
Demonstragdo. Inicialmente, defina
Q= Qi+ AEi(S)A;, VieX

onde S € M.
Observe que se, e somente se, o item (ii) é satisfeito, entao existe uma cole¢ao de matrizes

P € M"" que satisfaz a equacdo de Lyapunov
piAlPA; — P+ Q, =0, Vi€ X. (2.20)

(i) <= (ii) A prova serd realizada pelo método da indugdo. Inicia-se considerando o caso

no qual 7 = T e definindo o seguinte funcional
Vie(zk, O) = 2 (Po, Lizsky + So Lir=k}) Tk

onde Py, € M"™* satisfaz (2.20) e Sp, € M"T.

Logo, tem-se

E[Vig1(Tks1,0k41) — Vi(@r, Ok) | Tk, 0k) = E[—2,,Sp, Lir=pyzx | Tx,0k] +
B2} 4180, 1 Lr—k+13Tk+1 — Tk Po, Lip—p 113k | Tk, O] +

B2} 1Poy Lirs ki 1yTr1 — 25 Po Lipspi1yor | 2x, O], (2.21)
Utilizando o Lema 2.1.1 em (2.21), obtém-se
E[Vi1 (@11, 0k+1) — Vi (zk, 0k) | 2k, 0] = =23, Sz L gy +
Dbeo,j
T Iak Zl— - Sj]l{@k#j} Ag, — Py, |z P(T =k + 1|z, 0k) +
; D60,
JEX
:17;c [ IekngAgk — ng] iL'kP(T >k+1 | iL'k,ak).

Logo, uma vez que P(T =k +1 | zy,0k) =1 —pg9, € P(T > k+ 1| z4,6k) = pop,, tem-se

EVis1(@p41,0r41) — Vi(zk, Ok) | Tk, 0k] = —23So, 2l fr—py +

‘T;c p9k9kA2?kP9kA9k + Agk Z pakjsj AGk - PHk -Tk]l{T>k}-
70k
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Utilizando o fato de que (2.19) implica em (2.20), o resultado obtido acima pode ser escrito

equivalentemente da seguinte forma

EVig1(The1,0k+1) — Vi(@r, Ok) | Tk, 0k] = —24 (S, Lyr=k} + Qo L{7>k}) k-

Por outro lado,

K K
> B [Vis1 (@41, 0k11) — Vi@, 06)] = Y Eoo[B[Vig1 (zh11, 0k41) — Viezk, Ok) | Tk, Ok
k=0 k=0

que, através de (2.21), implica em

K
Egy[Vi1 (241, 0n41)] — Vo(0,00) = = Y, Egy[74,Q0, Tk 5k)] (2.22)
k=0
onde Q; = Qillyr>py +Sillyr—p), Vi € X. Tomando o limite superior em (2.22) e reordenando

seus termos, obtém-se

K
lim SUPZE[x;cQkak]l{TZk}] < $6P90$0
K00 10

pois E[Vi(zg,0,)] > 0, Vk > 0. Conseqiientemente, o SLSM auténomo Sy é 7-EE, uma vez
que a colecao Q € M"T e, portanto, existe A > 0 tal que

o o
E > llzkl*Uspy | < AE fochkwkﬂ{Tgk}] < oo.
Agora, assuma que para 7 =T,
K
lim Supz E[-'E;CQHkxk]l{TnZk}] < $6P90$0 (2.23)
K—00 k=0

é valida. Logo, para 7 = Tj, 41, tem-se

K
limsup Y _ E [24,Q0,2x Lz, ,,>4)] =
K—00 k=0

K
limsup Y B [2},QozkLir,>k) + E [24Qo, 2k Lz, <k<ty) | ns bn] ] -
K—0Q k::O

Observando que

K
E [24,Qo,ax 17, <h<r, )] = lmsup Y B [2Qozk iz, . 5k | 20: én]
K—00 b=T,,
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e aplicando a propriedade da homogeneidade na expressao acima, obtém-se

K K
lim supz E [w;cQHkxk]l{TnHZk}] < lim supz E [:vgcngwkll{TnM} + z;qugnzn]
K—»00 k=0 K—00 k=0

K
= lim SUPZ E [-'L'%Qkak]l{TnZk} + z;l(P% — Q¢n)zn]

< Py, 0

pois pela hipétese da inducio E[||z,||?] < oo, finalizando esta parte da prova.

(i) = (ii) Primeiramente assuma que 7 = T e defina o seguinte funcional

o0
zoPpyzo := E [Z 23 Qo Tl 15Ky + T7Sop T | $0,90] , Y(zo,0)) € R" x X. (2.24)
k=0

A equagdo (2.24) pode ser escrita da seguinte forma

$6P90$0 =F [.’136@00330 + F

[e.e]
(Z 23 Qo, Tk Lirsky + -’EITS0TCUT) Lirsay | 3:1,91] | xoﬁo] -
k=1

(2.25)

Além disso,

E

(Z 1, Qo Tk {5 k) +$£.I‘SHT-'L'T) Lirs1y |$1,91] =
k=1

)
E [(Z xZng.’L‘kl{T>k} + .'L",TSQTCET> ]l{T>1} + .TITSQT.’L‘TIl{TZI} | .7,‘1,01] .
k=1

Logo, aplicando a propriedade da homogeneidade na equagdo acima e substituindo em (2.25),

tem-se
20 Pgomo = 10Qoyz0 + E [2) Py z1 {51y + 270 Se,zrlir_1} | o, bo]

0 que implica

0= ah(—=Pi + Qi +pudiPiAs + Af | 298, | Ai(1 = pa))mo

ou ainda
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Logo, existe um conjunto de matrizes L € M"" que satisfazendo (2.19).

A extensao é direta para o caso onde 7 = Ty com N > 1, uma vez que

[e.e]
E ZﬂU;chkxk]l{TNM} + 2N Spy2n| < 00 (2.26)
k=0
implica que
o0
E|E Z $2Q0k$kﬂ{Tn+1>k}+z;+15¢n+1zn+1 ‘ Zns On <oo, n=0,1,..., N —-1.
k=T,

Aplicando, na equagdo acima, a propriedade da homogeneidade juntamente com os resulta-
dos obtidos no caso onde 7 = T, conclui-se que existe um conjunto de matrizes L € M"*

satisfazendo (2.19), o que encerra parte desta demonstragao.

(ii) < (iii) A demonstragio deste item pode ser encontrada em (Zhou et al., 1996). O

Comentario 2.2.1. Se o SLSM auténomo &y possui apenas um tnico modo de operagao
(E =1, p;i = 1), sua caracteristica estdcastica é perdida, significando que o mesmo é deter-
ministico. Nesta situagio, a equagao (2.19) reduz-se a condi¢io de estabilidade padrdo de um

sistema linear.

. . . . - 1/2
Note que, no item (iii) do Teorema 2.2.2, a matriz do sistema A; estd multiplicada por pii/ , 0
que implica numa redugao no médulo dos autovalores originais. Assim, conclui-se que a 7-EE
do sistema, estd estreitamente relacionada com sua probabilidade de permanéncia no estado

ocupado. Com o propésito de elucidar esta caracteristica, apresenta-se o seguinte exemplo.

Exemplo 2.2.1. Considere o SLSM auténomo Sy escalar
S() DTyl = (1 —|—’)’9k).’17k, k >0

onde v = (v1,-.. ,YE), vi > 0.
Se p;; = 1, o SLSM auténomo Sj é deterministico e instavel. Nao obstante, se 0 < p;; < 1,
o mesmo é T-EE, caso satisfaca a seguinte condicdo
1/2 .
P21 +v) <1, Viex,

0 que implica em

1
i < ——5, VieX.
R EEIE
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Na Figura 2.2, estd representada a equagao acima. Observa-se que, se o parametro -y; aumenta,
a probabilidade do sistema permanecer no estado ¢ deve ser pequena com o objetivo de
garantir a 7-EE do SLSM auténomo Sy. Do mesmo modo, o tempo médio de permanéncia

neste estado, dado por

E[Tyir — Ty | o =i = Viex

1 —pii’
também deve ser pequeno.

1.2

0.8

0.6 Regido de instabilidade q

0.4

Probabilidade de permanencia no estado i (ph)

Regido de estabilidade

0 . . . . I

0 1 .3
Parametro Y,

Figura 2.2: Regides de 7-EE do SLSM auténomo Sp.

Cabe enfatizar que a condi¢ao de 7-EE (vide Teorema 2.2.2) é menos restrita que a
condicdo de EE (Ji e Chizeck, 1990; Costa e Fragoso, 1993), porém s6 é adequada ao problema

de estabilidade e controle proposto.

2.3 Custo Quadratico

Nesta seciio, avalia-se o valor esperado do custo quadratico JV(z) em (1.6) com relagio
a distribuicao conjunta das varidveis aleatérias envolvidas. Novamente, inicia-se pelo caso
onde o horizonte coincide com a primeira transi¢ao da cadeia de Markov {6;; k > 0}, isto é,

N = 1. Em seguida, aborda-se o caso geral, quando existem mtltiplas transicées da cadeia.
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Para uma Transicao da Cadeia de Markov

Inicialmente, considere que pu; = 1 para algum estado ¢ € X. Portanto, §y = i com
probabilidade 1. Assim, dado que T representa a primeira transicdo da cadeia de Markov,
para 0 < k < T , o estado 0, = i e as trajetérias k — z(k) e k — y(k) sao definidas pelas

seguintes equacoes de estados e de saida

{ z(k+1) = Au(k), (2(0),60) = (z,i) ERxX (2.27)

y(k) = Ciz(k), 0<k<T,

onde z(k) e y(k) sdo as varidveis de estado e de saida, respectivamente.
O indice de desempenho do SLSM auténomo Sy, definido em (1.6) quando N = 1, deno-

tado por J(z,1), é reproduzido a seguir

-1
S el + 118y x| | a:] (2.28)

sendo S € M™ ¢ custo final.

Proposicao 2.3.1. Considere o SLSM auténomo Sy 7-EE. Entao, duas formas equivalentes

de expressar o custo (2.28), quando 0 < p; < 1, sdo

= >0k (I + (A2E:(8) 4)  2a(k) 1) (2:292)

k>0

= 3wk (lB)I? + 1] (S)a(®)2) — l1£%(8)a (2:29b)

k>0

Demonstragao. Dado que o valor esperado é um operador linear, J(z,4) pode ser decomposto

na forma

+ Ezp Sy xr | (z,9)]. (2.30)

[Z lyell* |

Avaliando o valor esperado do primeiro termo do lado direito da equagdo (2.30) em relagio a
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distribuicao condicional da varidvel aleatoria T dado 6y, tem-se

T—1
E[znykn?u ] S x znykn o n}|<m>]
k=0

n>1

=Y (Z ly(k ) Py (1 —pa) pelo Lema 2.1.1-(i)

n>1

= [y () + (Z ly(k )p?z (1= pii)- (2.31)

n>1

Nas séries acima, a ordem das somatérias ndo pode ser trocada dado que o indice k£ da
somatoria interior depende do indice nn. Porém, com a inclusdo da funcao delta de Dirac, as

somatorias podem ser reordenadas, como é mostrado a seguir.

Z Z]l{kgnfl} ly(®)I1” | pf (1 = pia) ZHy [ Zl{n2k+1}p?fl(1_pii)

n>1 \k>1 E>1 n>1
2
= k)l (2.32)
E>1
pois

Z]l{nZk—H}p?i (1—pi) = Z P 1_pzz pfz
n>1 n>k+1

Substituindo (2.32) em (2.31), obtém-se

T-1
> Nyl | (w’)] = ok lly(®). (2.33)
k=0

k>0

Para avaliar o valor esperado do segundo termo do lado direito de (2.30), sao utilizados

os resultados obtidos no Lema 2.1.1

E [27So,zr | (2,9)] ZE (k) Lig,—jr—k} | 0o = i
JEX
k>1
= ZE .’L‘I(k) me ]l{T k} | 90 =1
k>1 ]#z
=y (12 ez-(S)) £(B)pE™ (1~ pi),
E>1 — Pi
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que pode ser expressa cOmo

E [z3Sppar | (,1)] Z:v Az (k)pk
k>0
S ACHAOENREIO] (2.34a)
k>0

ou de forma equivalente

E [¢pSppzr | (,i)] =Y a' (k) z(k)pf; — zLi(S)z
k>0
1/2 1/2
=" phIe () (k)2 — 11,7 (8)a 2. (2.34b)
k>0

Substituindo os resultados das equacoes (2.34a) ((2.34b)) e (2.33) na equacao (2.30),
obtém-se J(x,%) em (2.29a)((2.29b)). O

Comentdrio 2.3.1. No caso deterministico (E = 1, p; = 1), o sistema permanece no estado
1 indefinidamente, isto é, T' = oo com probabilidade 1. Assumindo que o sistema é estivel, o

custo corresponde a um funcional com horizonte infinito

= ly®)IP*.

k>0

A partir deste ponto, nesta dissertacdo, opta-se pela segunda forma de expressar o cus-
to (equagao (2.29b)), pois a mesma possui uma estrutura apropriada para o projeto do con-
trolador a ser tratado no préximo capitulo. Assim, uma vez que, para o SLSM auténomo Sy,

a equacao de saida é dada por y(k) = C;jz(k), o custo J(z,%) é equivalente a

J(z,0) = Y phll (CICs + £4(8)) 2 a(B) 12 — |12}/ (S)z]|. (2.35)
k>0

Na proposi¢ao abaixo, a relacao existente entre o custo J(z,7) e o gramiano de observa-

bilidade é apresentada.

Proposi¢ao 2.3.2. Suponha que o SLSM auténomo Sy é 7-EE. Entdo, o custo em (2.35)

pode ser expresso como
J(z,1) = o' (L; — L;(S))z (2.36)
onde L; € M™ é a tnica solucio da equacio de Lyapunov

piAiLiA; — L + CiC; + L(8) = 0. (2.37)
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Demostragdo. Se o termo ||L:Z?/2(S)x||2 do custo J(z,4) em (2.35) for omitido, o termo dindmico

restante é definido por

J(z,i) =3 pbIl (CI0: + £i(S)) " a(k) |2 (2.38)
k>0
sa: ¢(k+1)=A;x(k), k>0,z(0) =z (2.39)

O funcional J (z,4) corresponde a um custo descontado com horizonte infinito e fator de

desconto p = p;;. Reescrevendo-o em funcio da nova varidvel (k) = pfi/ 2ax(k), pode-se

expressar o custo na forma quadritica deterministica padrao (Davis e Vinter, 1985)

J(@,i) =Y [(CICi + Li(8))?a(k)||? (2.40)
k>0
sa: &#(k+1) = A4zk), k>0,20) =z (2.41)

onde fiz = 17111/2AZ

Por outro lado, defina
Qi =CiCi+Li(S) >0 VieX.

Por hipétese, o SLSM auténomo Sy é 7-EE e, portanto, existe um conjunto de matrizes

L € M, solugdes do sistema de equacdes matriciais
piiAjLiA; — L; + CiC; + L;i(S) = 0.

Em seguida, pré-multiplicando e pés-multiplicando a equag¢do acima por ), e por xj, respec-

tivamente, e utilizando (2.41), pode-se escrever a identidade
#(k+ 1) Lig(k + 1) — 2(k)' Lz (k) = —2(k) (C/C; + Li(S)) (k).
Somando essa expressao para k variando desde 0 até n, tem-se

#n+1)Lig(n+1) —d'Lis=— > (k) (CiC;s + Li(8))a (k). (2.42)
0<k<n

Além disso, dado que o SLSM S; é 7-EE, o sistema em (2.41) é estdvel no sentido deter-
ministico (vide Teorema 2.2.2) e, portanto, ||L11/2:%(n)|| — 0 quando n — 00, 0 que permite

concluir que
J(z,i) = 2'Liz.
O resultado para J(z,%) segue imediatamente. O
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Comentdrio 2.3.2. Observe que a matriz L; € M™, solucao da equacio de Lyapunov (2.37),
é tnica se o par (p;-/ 2A¢,(C§C¢ + L£i(S))/?) for observével. Isto significa que a matriz
CIC; + Li(S) foi selecionada de forma que o estado linear zj fosse “observado pelo custo”.
Se esta condicdo ndo for satisfeita, o custo pode ser finito mesmo quando os componentes
“nao-observados” do estado linear xj;, forem ilimitados, uma vez que ele nao é alterado pelo
valor desse estado.

Uma condi¢do mais fraca do que observabilidade estabelece que os subespagos ndo-observados
sejam estdveis, isto é, que o par (p;i/ZAi, (CIC; + Li(S))Y/?) seja detectavel. Esta condicio
conduz ao mesmo resultado de unicidade da matriz L; € M™ (Davis e Vinter, 1985; Lewis e
Syrmos, 1995).

Finalmente, considerando uma distribui¢ao inicial uo geral, o custo quadratico J(z)

em (2.28) é expresso por
J(z) = J(z, i) (2.43)

Observa-se que, com a hipo6tese de 7-EE, o custo acima é finito, uma vez que ele provém de
uma soma finita de custos quadraticos finitos.

Com base na equacdo (2.43) e nos resultados obtidos na Proposi¢do 2.3.2, a demons-
tragdo da préxima proposicao pode ser realizada através de manipulagoes algébricas simples,

permitindo a sua omissao.

Proposigao 2.3.3. Considerando o SLSM auténomo Sy 7-EE, o custo quadritico (2.43)

pode ser expresso como
J(z) = (L — L(S),X) (2.44)
onde a matriz L; € M™ é solucio da equacio de Lyapunov
piALL;A; — Ly + CIC; + Li(S) =0, VieX (2.45)
e a matriz X; € M™ é dada por X; = zz'p;, Vi € X.

Para Multiplas Transi¢ées da Cadeia de Markov

A discussao a seguir mostrard o procedimento através do qual o custo quadratico com
miltiplos saltos JV (z,4) pode ser avaliado a partir do custo de um salto J(z, 1), baseando-se

na propriedade forte de Markov (Corolario 2.1.1).
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Defina o seguinte custo de continuagao
Tn
1/2
Vion,6n) = B | Y lwell® + 11852 2n 1 | 81, |, n=0,1,... ,N-1. (2.46)
k=T,

Proposigao 2.3.4. O custo de continuagdo V"™ (2, ¢pn) em (2.46) é determinado através do

seguinte procedimento:
Passo 1: Faca £ = N — 1 e considere S/ = S.
Passo 2: Resolva a equacao de Lyapunov
piALLEA; — LY+ CIC; + Li(S*TY) =0, Vie X, (2.47)

Defina S¢ = Lf — £;(S*™!) e adote £ = £ — 1. Se n < £, retorne ao inicio do passo

2: caso contrério faca,

V™2, ¢n) = Z;LSann (2.48)

Demostracdo. A prova desta proposicao serd realizada pelo método da inducao. Considerando

inicialmente que n = N — 1, em (2.46), tem-se

Tn
V¥ oy, dno1) =E | Y llusl® + 1852 2n 12 | $1y_y
k=TN_1
:Jl(znad’n)'

A 1ltima igualdade é estabelecida aplicando-se conjuntamente as propriedades forte de Mar-
kov e da homogeneidade. Logo, considerando-se (zg,8y) = (2n-1,%dn-1) e aplicando-se a

Proposicao 2.3.2, obtém-se
VNfl(zN_l, dN-1) = zfv,lséVN__llzN_l (2.49)
onde
SN = LNV=1 — £,(8M) (2.50)

e a matriz LZN 1 e M™ ¢ solucio da equacio de Lyapunov

pi ALY A — LY+ GGy + Li(SY) = 0. (2.51)
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Assumindo agora que as equagoes (2.49), (2.50) e (2.51) sejam vélidas para n, demonstra-

se que também sao validas para n — 1. Logo,

T,—1 TN—l
_ 1/2
Vot e) =B | S el + B | S el + 1822w | 81, | 1 57,
k=Tp_1 k=T

Fazendo uso da hipétese da inducdo, obtém-se
Ty —1

V' ot bno1) =E | Y lyel® + 2,85, 20 | $,s
k=Th—1

:Jl (z'n—la (isn—l)-

A dltima igualdade é estabelecida aplicando-se 0os mesmos argumentos do passo anterior, isto
é, o processo conjunto {zy,0; k > 0} é Markov forte além de ser homogéneo. Através da

Proposicao 2.3.2, tem-se
VP N zno1,¢n1) = 2n 155, 201
onde
SpTh= L7 - Li(8M)
e a matriz L?_l € M™ & solucio da equacio de Lyapunov
piiA;L?_lAi — L?‘l + CIC; + L;(S™) =0,
encerrando a demonstragao. O

Finalmente, o custo JV(z) para o caso onde existem miiltiplas transicdes da cadeia de

Markov pode ser obtido observando-se que

TN (z) = VO(2(0) =z, $(0) = i)pss- (2.52)

1€X
Uma vez que o valor do custo de continuagio V°(zg,#y) pode ser determinado através da

Proposicao 2.3.4, tem-se que
JN(z) = (8°, X) (2.53)
onde a matriz X; € M™ ¢ dada por X; = zz'y;, Vi € X.
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Antes de encerrar este capitulo, apresenta-se, na Proposi¢ao 2.3.5, o cilculo do seguinte
custo

Tn—1

TN (30,00) = Buoo | 3 Il + 18572112 | (2.54)
k=T,

o qual apresenta aspectos importantes do processo que serao utilizados no préximo capitulo.
Observe que, reescrevendo J™(zy,6;) em termos do custo de continugio V"(z,, ¢y),

tem-se

JN (39, 00) = ZEzo 60 [V" (21> ) L (g, =i} ] -
1€X

Substituindo V" (z,, ¢, ) expresso em (2.48) na equagao acima, obtém-se

J"’N(xo,ﬁo) = ZE_:CO,@O [tr(S{‘znz,'l)]l{%:i}]

i€X
= Z tr (SinEmoﬂo [znz;zll{qbn:i}])
i€EX
= (8", X")
onde X' é definido por
X7 = Buo polznzn g, =), Vi€ X. (2.55)

Denotando
1_ T .
e observando que

X =X; =aa'p;, VieX,

1

o proximo lema fornece o valor de XjT a partir da observacao de X; com base no cidlculo do

valor esperado em (2.55) para n = 1.

Lema 2.3.1. Assuma que o SLSM auténomo Sy é 7-EE. Uma forma equivalente de expressar

e mMn0¢
X/ = Z pij Wi (2.56)

i#]
onde a matriz W; € M" é solucao da equagdo matricial algébrica

Wi = pii AiW; A; + Ai X A;, (2.57)
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Demonstragao. Utilizando os resultados obtidos no Lema 2.1.1, tem-se

!
= E Ewo,ao [$k$k]1{0k:j,T:k,00=i}]
k>1
1i€X

= Z B0 mkmk 1

k>1
icX

l{];éz}ll{T k,00=1} pelo Lema 2.1.1-(ii)

=3 Bagay | | 3 Abworhatr 2

1€X k>1

]].{J:/éz}p“ (1 - pii) ]1{90:'i} pelo Lema 2.1.1—(i).

Identificando-se X;, obtém-se
X7 =3 Y ARG AFpupl s | =) piiWi
i€ex \k>1 i#£]

onde
Wi =) AFX;AfFpht.
k>1

Dado que o sistema é 7-EE por hipétese, tem-se

Wi = AiX;Aj+ ) AFXAfFpl
k>2

= AiXi A} +piAi | > AFX Afpijpl" | AjL
k>1

Reconhecendo-se W; na expressdo entre paréntesis acima, obtém-se (2.57). O

Proposicdo 2.3.5. O funcional J™" (z,6y) em (2.54) é calculado através do seguinte pro-

cedimento:
Passo 1: Faca £ = N — 1 e considere St = 8.
Passo 2: Resolva a equagao de Lyapunov
piALLEA; — LE 4 CIC; + Li(SP1) =0, VieX. (2.58)

Defina S = L¢ — £;(S*™!), adote £ = £— 1. Se £ > n, retorne ao inicio do Passo 2;

caso contrario, adote £ = 0 e com condicio inicial X° € M™0
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Passo 3: Calcule X! € M através da relagio

X = "piWi, Viex (2.59)
2]

onde I/VZ-Z € M™ satisfaz a equacdo matricial algébrica
W = pi AW/ A} + AiX[ A} (2.60)
Adote £ =/¢+ 1. Se £ < n, retorne ao inicio do Passo 3; caso contrario,

JYN (z0,6) = (8™, X™) . (2.61)
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Capitulo 3

Controle por Realimentacao Linear
de Estado

Neste capitulo, retoma-se o problema proposto, considerando {ug; k£ > 0} como a seqiiéncia
de controle. O objetivo é determinar, na estrutura de informagao disponivel ao controlador
descrita no Capitulo 1, a seqiiéncia dos ganhos de controle que permite minimizar o valor
esperado do indice de desempenho do sistema.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Nas duas primeiras se¢oes, sao abor-
dadas as duas situacoes extremas do problema acima mencionado. Na Secao 3.1, considera-se
o caso onde a lei de controle, na forma de realimentagdo linear do estado xy, possui um ganho
que depende do estado € da cadeia de Markov, o que ocorre quando o mesmo é acessivel ao
controlador. Neste caso, a seqiiéncia dos ganhos de controle 6timo é determinada com base
em técnicas de programacao dindmica e equacoes de Riccati. Na Secao 3.2, adota-se uma lei
de controle na forma de realimentacao linear do estado z; com ganho independente do estado
0;, da cadeia de Markov, o que ocorre quando o mesmo nao € acessivel ao controlador. Neste
contexto, a complexidade do projeto do controlador é restrita. A seqiiéncia dos ganhos de
controle subdtima é determinada com base num procedimento variacional e num problema de
otimizagao convexa envolvendo restrigoes do tipo LMI, o qual faz uso de resultados obtidos
recentemente nesta darea. Na Secao 3.3, é apresentada a solucao do problema de controle
proposto na sua forma geral.

Com o propésito de ilustrar os resultados obtidos nas Segoes 3.1, 3.2 e 3.3, é apresentado

um exemplo numérico na se¢io final deste capitulo (Secao 3.4).
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3.1 Observacao Completa dos Estados da Cadeia

Conforme definido no Capitulo 1, o SLSM S é dado por

. ) Thtl = Ag,wr, + Bg,ug, z0 € R, 0y ~ po
ye = Cpxr + Do ug, k>0

onde {zy, Ox; k > 0} sao os estados do processo assumindo valores em R” x X; o € R” é uma
condicdo inicial fixa, mas arbitraria; {ug;k > 0} e {yx; & > 0} s@o os processos de controle e
de saida, respectivamente.

Assumindo que X5, = 0, o espago de estados X da cadeia de Markov {6; k > 0} é tal que
X = X,. Nesta estrutura de informacdo, em cada instante k, o estado (zg, 6;) do SLSM é
acessivel ao controlador e, portanto, a lei de controle depende diretamente do estado 6 da

cadeia

N-1
U = (Z ng]l{TnSk<Tn+1}> Tk, k Z 0. (31)

n=0
Denota-se esta classe de ganhos de controle por Ky, sendo um elemento dessa classe repre-

sentado por
(K°,... KN 1) e Ky,

onde K" = (K{',... ,Kp¢) e K' € MP*" Vi € X. O objetivo é determinar a seqiiéncia dos
ganhos de realimentagao linear pertencentes & classe Ky de forma que o custo

Tn—1
TV (2(0),u() = B | D [lyell? + 1155/ 2n
k=0

seja minimizado.

O diagrama esquematico do SLSM S em malha fechada é ilustrado na Figura 3.1. Note que
o controlador muda seus pardmetros de acordo com a informacdo proveniente do médulo de
deteccdo e identificagdo da falha. Entende-se que tanto o instante no qual ocorre a mudanca
do estado 6; da cadeia de Marvov como também o novo valor que o mesmo assume sdo
conhecidos. Assim, quando a n-ésima falha ocorre, a cadeia de Markov transita do estado ¢

para o estado j e o controlador comuta do ganho Ki"_1 para o ganho K7'.

A seguir, inicia-se o projeto do controlador para o caso onde o horizonte do problema
coincide com o instante em que ocorre a primeira transicao da cadeia de Markov {0; k > 0}.

Aborda-se posteriormente o caso geral, quando existem miiltiplas transicoes da cadeia.
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Figura 3.1: SLSM S em malha fechada com observacao do parametro de salto 6.

3.1.1 Problema com uma Transicao da Cadeia

Assumindo que o estado 6y = ¢ € X, isto é, u; = 1, tem-se que, no intervalo 0 < k < T, o

estado 0, = i e as trajetorias k — z(k) e k — y(k) estao definidas da seguinte maneira

{ 2(k+1) = Aiz(k)+ Bu(k), (2(0),00) = (z,i) € R* x X (52)

y(k) = Ciz(k) + Dju;(k) 0<k<T

onde se denota por u;(k) a varidvel de controle dependente do estado 6 = i. Neste caso, a

lei de realimentacio linear é expressa por

ui(k) = Kjz(k), 0<k<T, K;eK.

Estabilizabilidade

Uma vez que a estabilidade do sistema em lago fechado é um dos principais objetivos a ser
alcancado, as condigdes que permitem determinar sua existéncia sdo de crucial importancia
no projeto do controlador. Assim, com base nos resultados estabelecidos no item (ii) do

Teorema, 2.2.2, referente 4 analise da 7-EE, define-se a seguir o conceito de 7-estabilizabilidade.

Definigao 3.1.1. O par (A,B) é T-estabilizdvel se existirem colegoes de matrizes L € M+
e K € MP*™ que satisfagam o sistema de desigualdades

pzz(Az + BZKZ)ILZ(AZ + BZKZ) -L; <0, VieX. (33)
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Solucao do Problema

Na préxima proposicao, introduz-se uma representaciao equivalente na forma deterministica

padrao para o custo com horizonte de um salto (Proposicao 2.3.1)

I(w,i) = Yok (ly®)I? + 1217 (S)2(k)2) —11£17 (S)al (3.4)

k>0

vélido sempre que z(0) = z e 6y = 1.
Assuma que cada matriz da colecdo D € M?*P tem posto completo de colunas, de forma

que cada matriz D}D; é nio singular.

Proposi¢ao 3.1.1. Uma forma equivalente de expressar o custo em (3.4) para o SLSM S é

J(z,i,ui() = S phllCiz(k) + Diwi(k)|2 - |.£]/%(S) || (3.5)
k>0
onde
A "A;C; . 3 N 0 _
(I-A)C; D;

Demonstragdo. O vetor C;z(k) pode ser decomposto em dois vetores ortogonais: um per-
tencente ao espago imagem de D; e outro pertencente ao espaco nulo de D) (Strang, 1988).

Logo,
Ciz(k) = NiCiz(k) + (I — A;) Ciz(k)
onde A; é a matriz de projecao sobre o subespago nulo de D}, definida em (3.6). Assim,
ly(B)I* = [A:Cim(R)|* + | (T = As) Ciw(k) + Diui (k)|
Substituindo esta tltima expressdo no termo da série em (3.4), tem-se

()1 +11(£:(8)) *a(k)|* =I| (CIACi + £:(8))'”* 2RI + | (X ~ A7) Cia(k) + Diw(B)||
'ASCy + L4(S)) /2 2
:H(qma+a@» ]<m+

I-A)C;
Para as varidveis C; e D; definidas em (3.6), as equacdes (3.4) e (3.5) sdo idénticas, o que

0
D;

] u;(k)

encerra a prova. O
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Através do gramiano de observabilidade, apresentado na Proposi¢ao 2.3.2, o problema de

controle para o sistema S em malha fechada pode ser reescrito em funcao das matrizes C; e

D; como

Ji; = infr e pn+ 2'(Li — Li(8))z

L)z (3.7)
s.a: pii(Az' + BiKi)lLi(Ai + BiKi) —L; + (CZ' + DiKi)l(Ci + DZKz) =0.

A solugdo deste problema tem sido estudada amplamente (Davis e Vinter, 1985; Anderson
e Moore, 1989; Lewis e Syrmos, 1995). Definindo

A; = pil*(A; - B; (D}D;) T DiCy), i = (CiliCi + £:(8)) M2
e assumindo que

(H1) o par (p;-/ A, p;i/ 2BZ-) é estabilizdavel, ou seja, existe um controlador que T-estabiliza o

sistema S; e
(H;) o par (A;,C;) é detectével,
mostra-se que o ganho 6timo é dado por
K; = (puBjLiB; + DiD;) ' (piu BiLiA; + DCy) (3.8)

onde a matriz L; é a solugao simétrica semidefinida positiva da Equagao Algébrica de Riccati

(EAR), expressa por

-1
L; = piiAjL; A; — (piiAjLiB; + CiD;) (piiB{LiB; + DiD;) " (piiB;L;A;i + DiC;) +
CiC;i + Li(S). (3.9)
Esta tltima equagdo é obtida substituindo o ganho 6timo (3.8) na equacio de Lyapunov
em (3.7). Note que as hipGteses (H;) e (Hs) garantem a existéncia e unicidade da solugao da
EAR, a qual caracteriza o ganho de realimentagao em (3.8), que assegura a 7-EE do sistema

S em malha fechada.

Além disso, o valor 6timo do custo é expresso por

Ji, = a'(Li — Li(8))z- (3.10)
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3.1.2 Problema com Multiplas Transicoes da Cadeia

Nesta subsecdo, apresenta-se o procedimento que permite calcular a sequéncia 6tima dos
ganhos de controle para o problema com multiplos saltos. Para isto, defina a fungao valor

Tn-1

* . . 2 1/2 2 —
14 (zna¢n) - {Kn,_I.n_,III(lN—l}E k; ||yk|| + ||S NZNH |ng , = 07 aN_ 1

o
= 2,5¢,%n

onde z, = z1, € ¢, = O1;,.
Utilizando a propriedade forte de Markov (Coroldrio 2.1.1) e o principio de otimalidade,

a func¢ao valor V*(z,, ¢,) pode ser escrita da seguinte forma

Tpn+1—1
V*(znaan):I%%nE Z ||yk||2+

k=T,
Ty—1 )

. 2 1/2 2

BBy B 3 Il IS | S| |5
=T,y
Toi1—1

=minE k; lyel® + V* (zn41s bnsr) | S, | - (3:11)

Assumindo que (Hp) e (Hz) sdo satisfeitas para todo i € X, com base na equacgao (3.11)
e nos resultados obtidos para a solugao do problema de um salto, o seguinte procedimento

permite obter a seqiiéncia de ganhos 6tima K = (K°,... , K"¥~1) na classe K.
Passo 1: Faca n = N — 1 e considere S"*! = S.
Passo 2: Resolva a equagao de Riccati
L} = pii A{L} Ai— (psi A{LY By + CiD;) (pis BiLP Bi + DiD;) ™ (pu BILI Ai + DiC;)
+ CIC; + L;(S™Y), Vie X,
que fornece o ganho de realimentagao étimo
K]' = (puBiL} B; + DiD;) ' (puBiL} A; + DjC;), Vi€ X.

Acrescente K" & seqiiéncia K, defina S = L — £;(S"*!) e adote n = n — 1. Se

n > 0, retorne ao inicio do Passo 2; caso contrario, o valor do custo 6timo é

Jg, = 'S0z,
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Note que, no passo 2 do procedimento anterior, as hipéteses de estabilizabilidade (H;) e
detectabilidade (Hs) devem ser satisfeitas em cada iteracao. Em particular, a condi¢ao de
detectabilidade depende da colecdo de matrizes S™, dificultando sua verificacdo. O seguinte

lema estabelece condicbes suficientes para a mesma.

Lema 3.1.1. Se o par (4;,A;C;) é detectavel, entdo o par (A;, C;) também é detectével.

3.1.3 Formulacao Convexa

Antes de finalizar esta sec@o, o problema com um salto é resolvido através de um problema
de otimizacao convexa equivalente envolvendo LMIs, como preparagao prévia para a préxima
secao.

Denote
K5 = {K € MP*"; K estabiliza (A, B) no sentido 7-EE}

como o conjunto de ganhos 7-estabilizantes descrito por (3.3). No préximo teorema, K§ é
parametrizado num conjunto convexo, descrito mediante LMIs, conforme ilustrado na Figu-
ra 3.2.

Figura 3.2: Conjunto convexo dos ganhos T-estabilizantes.

Teorema 3.1.1. As seguintes afirmagcGes sao equivalentes:

(i) Existem colegoes de matrizes L € M'T e K € MP*" para as quais o sistema de desi-

gualdades em (3.3) é satisfeito.

(ii) Existem cole¢tes de matrizes E € M"t ¢ F € MP*" satisfazendo o seguinte sistema de
desigualdades
E; * .
1/2 > O, Vi (S X. (3.12)
pil (AiE; + BiF;) E;
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Demonstragao. Assuma o estado i € X fixo.

(i) = (ii) Primeiramente, aplica-se o complemento Schur na desigualdade (3.3). A seguir,
pré-multiplicando e pés-multiplicando por T; = diag(L; L L; ') e por T/, respecti-

vamente, obtém-se a desigualdade (3.12), substituindo as seguintes matrizes

E;=L7"' e F,=KlIL;"

(i) < (ii) Deriva do fato de que, se existem matrizes que satisfagcam a desigualdade (3.12),

entdo pode-se afirmar que E; > 0. Assim, é possivel obter matrizes
Li=E;' e K,=FE;"’
que satisfacam a desigualdade (3.3).
]

Antes de apresentar a solucdo do problema de um salto via LMIs, é importante observar

que quando a restricdo do problema de otimizagdo em (3.7) é substituida por
pii(Ai + BiK;)'Pi(A; + B;K;) — P; + (Ci + D; K;)'(Ci + D; K;) < 0, (3.13)

o valor de P; aumenta, assim como o valor da funcao objetivo. Isto se deve ao fato de
que, considerando-se a matriz P; € M™" como uma solucgao factivel de (3.13) ao subtrair a

restrigdo do problema de otimizagio (3.7) da desigualdade em (3.13), obtém-se
pii(As + BiKy)' (P, = L) (Ai + BiKi) — (P; = Li) + (C; + DiKy)'(Ci + DiK;) < 0.
Considerando, na expressao acima, que o sistema S é 7-EE, tem-se que
P-L;i>0 = P >L,. (3.14)

Isto é, as solugbes factiveis de (3.13) provéem limitantes superiores para o custo Jg,. Além
disso, esta solucdo pode ser escolhida tao préxima & solucdo étima L; quanto se deseje se o

problema de otimizagdo em (3.7) é reescrito como

JKi = ian¢€Mn+ IL',(R — Ez(S))fE

A < N . 3.15
s.a: pii(A;i + BiK;)' Pi(A; + BiK;) — P; + (C; + D; K;)'(C; + D; K;) < 0. (815)

O préximo teorema permite reformular o problema acima como um problema de otimi-

zagao com funcgao objetivo linear e restrigées do tipo LMI.
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Teorema 3.1.2. O seguinte problema LMI nas varidaveis M;, E; e F;

inf tr(M;)
[ Ez *
pi/*(AE; + BiF) E; x
s.a: v s >0, (3.16)
(CIACi + Li(S))/2E; .
(I—-A)CiE; + D;F;
[ Mz *
> 0, 3.17
e (317)
fornece o ganho 6timo de realimentacao
K; = F,E;" (3.18)
e o valor do custo minimo
Ji, =o' (P, — Li(S))z, Pi=E]" (3.19)

Demonstragdo. A prova da necessidade inicia-se aplicando o complemento Schur na res-
trigdo do problema de otimizagao dado em (3.15) e, em seguida, pré-multiplicando e pés-
multiplicando por T} = diag(P[l, P[l, I) e por T}, respectivamente. A desigualdade (3.16) é
obtida substituindo as seguintes matrizes

E;=P' e F,=KP "

7

Por outro lado, o termo z'L£;(S)z na fungio objetivo pode ser desconsiderado no processo
de minimizagao, uma vez que o mesmo é uma, constante. O termo restante pode ser expresso

como
¥’ Px = tr(PX;) = tr(Xz.l/zPiXilﬂ).
Definindo
M; > x}*px}/? (3.20)

e aplicando o complemento Schur em (3.20), pré-multiplicando e pés-multiplicando por T; =

diag(I, Pz-_l) e por T}, respectivamente, obtém-se a desigualdade (3.17), uma vez que
E; =P

39



Capitulo 3. Controle por Realimentagdo Linear de Estado

A prova da suficiéncia deriva do fato de que, se existem matrizes que satisfacam as desi-

gualdades (3.16) e (3.17), entao pode-se afirmar que E; > 0. Assim, é possivel obter matrizes
P=E' e K,=FE;"!
que satisfacam a desigualdade em (3.15). O

Neste ponto, torna-se oportuno fazer alguns comentarios. Observe que o ganho obtido
em (3.18), através da formulacio convexa, ndo depende diretamente das matrizes do sistema,
o que difere do resultado obtido via EAR (vide equagdo (3.8)). Note também que o sistema
controlado sempre serd 7-EE, pois a factibilidade de (3.16) estd associada a condi¢ao de

T-estabilizabilidade.

3.2 Sem Observacao dos Estados da Cadeia
Conforme definido no Capitulo 1, o SLSM § é dado por

. ) Tkl = Ag Ty, + Bg,ug, z0 € R, 0y ~ po
ye = Cp,ok + Dy ug, k>0

onde {zy, Ox; k > 0} sio os estados do processo assumindo valores em R” x X; 2y € R” é uma
condicdo inicial fixa, mas arbitraria; {ug;k > 0} e {yx; k > 0} sdo os processos de controle e
de saida, respectivamente.

Assumindo que X, = 0, o espaco de estados X da cadeia de Markov {0; k > 0} satisfaz
a seguinte identidade: X = X},. Nesta estrutura de informagcdo, em cada instante k, o estado
linear zj, e os instantes de salto T, € 77 sdo acessiveis ao controlador. Portanto, impde-se a

seguinte lei de controle

N-1
Uk = (Z Kn]l{Tn<k<Tn+1}> Tg, k>0.

n=0

Denota-se esta classe de ganhos de controle por K e cada elemento dessa classe é expresso

por
(K°,..., KN "hHek

onde K™ € MP*" n=0,... ,N —1.
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O objetivo é determinar a seqiiéncia dos ganhos de realimentagdo linear pertencentes a
classe K de forma que o custo

Ty —1

TV (@(0),u() = B | Y llyl® + 115, 22
k=0

seja minimizado.

Na Figura 3.3, apresenta-se o diagrama esquematico do SLSM S em malha fechada. Obser-
ve que o controlador muda seqiiencialmente seus parametros, K™, de acordo com a informagcio
proveniente do médulo de detecgao de falhas. Ou seja, o ganho K™ é implementado quando

ocorre a n-ésima falha.

|
|
|
I= Atuadores
|
|

k Sensores
Up S -
T
L e o e e e e e e e e e e - |
T
T
To
K9 |- Tk
4 Tn
N\ =

Figura 3.3: SLSM em malha fechada sem observacao do parametro de salto 6.

Novamente, inicia-se o projeto do controlador para o caso onde o horizonte do problema
finaliza no instante em que ocorre a primeira transi¢do da cadeia de Markov {6; k > 0}
(N =1). Em seguida, serd abordado o caso quando existem miiltiplas transi¢oes da cadeia
(N >1).

3.2.1 Problema com uma Transicao da Cadeia

Para o sistema S em malha fechada, as trajetérias k& — z(k) e k& — y(k) no intervalo

0 < k < T estao definidas da seguinte maneira

(3.21)

z(k+1) = A;z(k)+ Bu(k), (z(0),600) = (z,i) e R* x X
y(k) Ciz(k) + D;u(k) 0<k<T
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onde se denota por u(k) a varidvel de controle independente do estado 8y = i. Neste caso, a

lei de realimentacio é dada por

u(k) = Kz(k), 0<k<T, K€ MP"

Estabilizabilidade

Definigao 3.2.1. O par (A, B) é T-estabilizdvel se existirem clole¢oes de matrizes L € M+

e K € MP*"™ que satisfagam o sistema de desigualdades
p“(Az + BZ'K)ILZ'(Ai + BZK) —L; <0, VieZX. (3.22)

O problema de estabilizacdo é semelhante a uma importante questdo na drea de controle
robusto, uma vez que trata da estabilizacdo simultdnea por realimentacdo de estado. Desta

maneira, 0 mesmo pode ser formulado da seguinte forma;:

Sob quais condigdes € possivel encontrar um unico ganho K, caso ezista, tal que

estabilize a colecao de sistemas lineares {p;i/zAi,p;i/QBi; Vie X} ¢

Denote
K¢ = {K € MP*"; K estabiliza (A, B) no sentido T-EE}

como o conjunto de ganhos 7-estabilizantes caracterizado por (3.22).

Uma parametrizacao que permite representar K¢ como um conjunto convexo pode ser
obtida considerando uma tnica “matriz de Lyapunov”’, E = E; para todo 1 € X e con-
seqilentemente F' = F; para todo i € X, em (3.12). Porém, esta condigao suficiente produz
resultados conservadores. Em (de Oliveira et al., 1999), um grau extra de liberdade ¢ inse-
rido na condicao de estabilidade através de um desacoplamento entre o produto da matriz
de Lyapunov e a matriz do sistema, mantendo a linearidade na desigualdade expandida.
Desta maneira, é possivel considerar diferentes “matrizes de Lyapunov” na condicao de 7-
estabilizabilidade (vide Proposigdo (3.2.1)). Este resultado é reproduzido a seguir e sua prova

encontra-se no Apéndice B.
Teorema 3.2.1. (de Oliveira et al., 1999) As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) Existe uma matriz L € M™" tal que

A'LA—-L <0. (3.23)
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(ii) Existe uma matriz L € M"t e uma matriz G € M" tal que

L *

> 0. (3.24)
GA G+G' -L

Proposicao 3.2.1. Se existem a colecio de matrizes E € M"T e matrizes Z € M" e F €

MP>™ satisfazendo o sistema de desigualdades

>0, Viex (3.25)

E; *
p/*(AZ + BiF) Z+Z'—E;
entdo existem matrizes L € M"" e K € MP*" satisfazendo (3.22).

Demonstragdo. Adote o estado i € X como fixo. A prova é iniciada aplicando-se o Teore-
ma 3.2.1 & desigualdade (3.22) e, em seguida, pré-multiplique e pés-multiplique a desigualdade
obtida por T; = diag(G;l, G;l) e por T]. Considerando G = Gj, Vi € X e substituindo as

seguintes matrizes
Z=(G"), F=K@G)! e E=G'L(G") !, Viex (3.26)
obtém-se a desigualdade (3.25). O

Comentario 3.2.1. Na Figura 3.4, ilustra-se o fato de que apenas um subconjunto das
matrizes T-estabilizantes do sistema é considerado em (3.25). Assim, se a desigualdade (3.25)
é infactivel, ndo se pode garantir a ndo existéncia de um ganho K que estabilize o sistema no
sentido 7-EE.

Kcum/:{Kng:G:Gi,viex

Figura 3.4: Conjunto convexo dos ganhos T-estabilizantes.
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Solucao do Problema

De forma anéloga, através do gramiano de observabilidade apresentado na Proposicao 2.3.3,
o problema de controle para o sistema em malha fechada pode ser reescrito em fungao das
matrizes C’Z e ﬁi, como

JK = il’lfp EMTZ+ < A S ) )A A (3 27)
s.a: pii(A; + B;K)'Py(A; + B;K) — P, + (C; + D;K)!(C; + D;K) <0, Vi€ X '

com X; = zx' ;.

O préximo teorema prové uma solucdo para o problema de controle via LMIs.

Teorema 3.2.2. O seguinte problema LMI nas variaveis M;, E;, Z e F

inf Z tr(M;

i€X
E; * *
1/2 1
(A Z + BiF Z+ 7' — E;
sa:| o P AZ+BE) TATE S s, viex  (329)
(CIACi + Li(S)) 12z 0 1
(I-AN)C;Z+ D;F
[ M * >0, Viex (3.29)
7 ? -
 X;” Z+ 27 - E
fornece o ganho de realimentacao
K=Fz! (3.30)
e o valor do custo
J(z) < (P —L(8),X) (3-31)
onde P; € M"T satisfaz a equacdo de Lyapunov
pii(Ai + B;K)' P;(A; + B;K) — P; + (C; + D;K)'(C; + D;K) = 0. (3.32)

Demonstragdo. Assuma o estado 7 € X fixo. A prova da necessidade é iniciada aplicando-se
o Teorema 3.2.1 & desigualdade em (3.27). Em seguida, pré-multiplique e pés-multiplique
a desigualdade obtida por T; = diag(Gi_l, G;I,I) e por T, respectivamente. Considerando

G = G;,Vi € X e substituindo as seguintes matrizes

= (G, F=KG)! e E;=G PG}, VieXx (3.33)
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obtém-se a desigualdade (3.28).
Por outro lado, na funcao objetivo, o termo (£(S),X) é uma constante, podendo ser

desconsiderado no processo de minimizacido. O termo restante pode ser expresso da seguinte

forma
S r(pX) = Y (X, P PX)?). (3.34)
1€EX 1€X
Definindo
M; > X’ px}?, (3.35)

aplicando o Teorema 3.2.1 em (3.35) e, em seguida, pré-multiplicando e pés-multiplicando
por T; = diag(I, G 1 e por T/, respectivamente, obtém-se a desigualdade (3.29), tomando-se

G = G, Vi € X e substituindo as seguintes matrizes
Z=(G"Y1!' e E;=G'P(G")} Vie X (3.36)

A prova da suficiéncia deriva do fato de que, se existem matrizes que satisfacam as desigual-
dades (3.28) e (3.29), entdao pode-se afirmar que E; > 0 e Z+ Z'— E; > 0. Conseqiientemente,

a matriz Z nao é singular. Assim, é possivel obter matrizes
K=FZ' e P=(Z2")7'EZ' VieX. (3.37)
que satisfacam a desigualdade em (3.27). O

Comentario 3.2.2. Note que a matriz X; é semidefinida positiva e, portanto, sua raiz qua-
drada nao é tnica. Uma vez que o ganho de controle em (3.30) depende de X;, este também

nao é unico. Nao obstante, tem-se que

tr(X;2(Z+ 7 — E)X!*) = tr(X}*X}*(Z + Z' — E))) = tr(Xi(Z + Z' — E)))

2

Assim, pode-se concluir que todos eles produzem o mesmo limitante superior do custo.

3.2.2 Problema com Miultiplas Transicoes da Cadeia

Retornando ao problema proposto, no qual seu horizonte coincide com o instante de salto
Tn com N > 1, apresenta-se a seguir o procedimento, baseado no Teorema 3.2.3, através do
qual a sequéncia subétima dos ganhos de controle para o problema com miltiplos saltos é

calculada a partir dos resultados anteriormente obtidos para o problema de um salto.
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Para isto, defina

KZ :{Ki(c)fla"' 7Kn_1 K:,Kg_}—l,--- 7K;{;V}7 n=20,1,... ,N-

Kk—1>»

como a seqiliéncia dos ganhos de controle no seguinte algoritmo recursivo e considere que
K? = K, por simplicidade.

Passo 1: Faca k = 0 en = N — 1. Considere S""! = S e escolha uma seqiiéncia Xq =
{X1 ... XN=11 X" e M™Y.

Passo 2: Resolva o seguinte problema LMI

inf > " tr(M;)

iexX
[ E; * *
Y2047 + B;F Z+ 7 — E;
s.a : Py (AiZ + BiF) + Px >0, VieX

(CIA;C; + Li(S™H) /27 0 I

i (I - A))CiZ + D;F

[ M’L * .

(XM2 747 — >0, VieX
. Z Z

o qual fornece o ganho de realimentagao
K'=FZ !

Substitua o ganho K™ obtido na seqiiéncia K, defina S* = P — £;(S"*!) onde
P € M™* satisfaz a equacdo de Lyapunov

e adote n = n — 1. Se n > 0, retorne ao inicio do Passo 2; caso contrario, adote
n =0 e condicao inicial X° € M™0

Passo 3: Calcule X"t € M™ através da relacio
X;-H_l = Zpisz'n VieXx
i#j
onde W* € M" satisfaz a equacao matricial algébrica
W = pii(A; + BiK")W]*(A; + B;K")' + (A; + BiK") X' (A; + BiK")".
Substitua a matriz X"*! na seqiiéncia Xy e adote n = n + 1. Se n < N, retorne

ao inicio do Passo 3.
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Passo 4: Verifique o critério de parada do algoritmo com respeito & variagao do custo. Se o

mesmo nao for satisfeito, adote kK = k + 1 e retorne ao Passo 2.

.« o~ . e n,N . N A .
Com base na Proposi¢ao 2.3.5, o funcional quadratico Jy, , associado & seqiiéncia de
L

ganhos K7, é dado por

Ty—1
N 2 1/2 2
Ti = Baggo | Y lurl®+ 18,22
k=T,
= (Pl — £7(8"), Xy )
Teorema 3.2.3. As seqiiéncias K, k = 0,1, -, geradas acima sdo tais que Jg, < Jk_ ;.

Demonstragcao. Considerando o valor de k fixo, inicia-se a prova observando que, no Passo 3, a

diferenca entre os custos produzidos em duas seqiiéncias sucessivas, em funcao das seqiiéncias
_ 170 N—1 N N _ (70 N-1 z-N
K ={K%.... k)" KY} e KY ={K?,,..., KN KNy,
pode ser expressa como
I, — JIK,_1 = Jxo — Jxy -

Esta dltima igualdade também pode ser expressa como a soma das diferencas de duas iteracoes

sucessivas. Assim,
N-1

T =Tty = Y (JKQ - JKZH).

n=0

. . . ~ N N .
Antes de substituir os custos pelo equivalente em fun¢ao de Jﬂzé , observe que as seqiiéncias

Kt ={K° ,,..., K"} K" K"l .. KN}

Kk—1"
Kriﬂ—l = {K2—17"' 7Kn_1 Kn 17KZ+1,"' ,Kljev}

k=17 K—
s6 diferem no ganho correspondente ao indice n. Portanto, definindo

X]fgé“ = Xﬁz = X", (<n,

tem-se que

N-1

N N
Je, = Te = (T - 7))
n=0
N-1
- <Xn’ 7}(,? WIL(;L 1> <0

n=0

A 1ltima desigualdade deve-se ao fato de se otimizar o custo a cada iteracao. O
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Comentario 3.2.3. Observe que, no Passo 4 do procedimento anterior, o cilculo de X™ para
n > 1, é realizado considerando X° como condicio inicial. Porém, o estado z é acessivel ao
controlador em todo instante de tempo k e, em particular, nos tempos de parada T,, € TV.
Com o objetivo de incluir esta informacao no projeto do controlador, em cada instante de salto
T, € TN paran=0,... ,N — 1, resolve-se o problema considerando Ty — T}, como horizonte
do mesmo e X" como condigdo inicial, sendo X' = zpz/ ul*,Vi € X, onde ul! = P(¢, = i).
Na seqiiéncia de controle obtida, implementa-se apenas o ganho K" desconsiderando-se os

demais.

3.3 Observacao por Agrupamento dos Estados da Cadeia

Conforme definido no Capitulo 1, considere o SLSM § dado por

. Thtl = Ap,wr + Bg,ug, x9 €R", 0y ~ po
yr = Cpxr + Do ug, k>0

onde {zy, Ox; k > 0} sdo os estados do processo assumindo valores em R” x X; o € R” é uma
condicdo inicial fixa, mas arbitraria; {ug;k > 0} e {yx; k > 0} s@o os processos de controle e
de saida, respectivamente.

Assuma que o conjunto de estados da cadeia de Markov, na representacido produto X =
Xp x X,, é tal que apenas uma parte dos estados 8y da cadeia é conhecida. Nesta situacao,

opta-se pela seguinte lei de controle com realimentacgao linear do estados xy

N-1

Uk = Z Z K?I{Tn§k<Tn+1,0kexj} zg, k=>0.
Jj€EXo n=0

Denota-se a classe de ganhos de controle por
K',... K" ek,

onde K" = (KT,... ,K} ) e K € MPX".
O objetivo é determinar a seqiiéncia dos ganhos de realimentagdo linear pertencentes a

classe K, de forma que o custo

Ty —1

TV (@(0),u() = E | Y llyl® + 115, 22
k=0
seja minimizado.
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3.3.1 Problema com uma Transicao da Cadeia

As trajetérias k — z(k) e k — y(k), até o instante T no qual acontece a primeira transi¢do

da cadeia de Markov, para o sistema em malha fechada estdo definidas da seguinte maneira

{ z(k+1) = Aw(k)+ Biuj(k),  (2(0),6) = (z,i) € R* x X (3.38)

y(k) = Ciz(k) + Duj(k) 0<k<T

onde se denota por u;(k) a varidvel de controle dependente do estado 0, = j € X,. Neste

caso, a lei de realimentacao linear é
ui(k) = | Y Kilggex;y | 2(k), 0<k<T.
JEXo
Com o objetivo de nao tornar o texto repetitivo, as provas desta secdo serdo omitidas,
pois seguem um raciocinio analogo ao apresentado na Segao 3.2.
Estabilizabilidade

Definigdo 3.3.1. O par (A,B) é T-estabilizdvel se existem colegdes de matrizes L € MI'* e

K € MP*" tais que satisfazem o seguinte conjunto de desigualdades
pzz(Az + BZK])’LZ(Az + BZKJ) —L; <0, V] € %O,VZ’ € %j. (339)

Teorema 3.3.1. Se existem cole¢oes de matrizes E € M*T, Z € M"" e F € M™X" satisfa-

zendo o conjunto de desigualdades

E; %
>0, VieX,VieX; 3.40
p;i/Q(AiEi + BiFj) Zj+ Z; - E; 0 j (3.40)

entdo existem colegoes de matrizes L € M"" e K € MP*" satisfazendo (3.39).

Solugao do Problema

O préximo teorema prové uma, solugao para o problema de controle via LMIs.
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Teorema 3.3.2. O seguinte problema LMI
inf Y tr(M)
i=1,...,B

E; * *
pi/*(A;Z; + B;F;) Zj+ 2, — E; *
(CIA;C; + Li(S)'/?Z;
(I A;)CiZ; + D;F;
Mi *
x,” zj+ 2 - E

7

S.a: >0, VieX, VieX;

0 I

>0, VjieX,VieX;

fornece o ganho de realimentacao
K;=F;z;!
e o valor do custo
Jr; < (P — L(8),X)
onde P; € M"T satisfaz a equacao de Lyapunov

pii(A; + BiK;) Pi(A; + B;K;) — Pi + (C; + D;K;) (Ci + D;K;) =0 Vj € X,, Vi € X;.

3.3.2 Problema com Miultiplas Transi¢oes da Cadeia

O préximo procedimento permite calcular a seqiiéncia de ganhos subétima K pertencente

a classe K.

Passo 1: Faca k = 0en = N — 1. Considere S""! = S e escolha uma seqiiéncia Xy =
{X1,...  XN-11 X" e M0,

Passo 2: Resolva o seguinte problema LMI

inf ) tr(M)
i=1,....,.E

E; * *
pil*(AiZ; + BiF;) Zj+ Z;— E; * S Vi € Xo,
(CIACi + Li(S™T))/? Z;
(I — Ai)CiZj + DZ‘FJ‘
Mi *
(XMY? Z;+ 7} - E;

S.a

>0, VjEX, Vi€X;
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Passo 3:

Passo 4:

que fornece o ganho subétimo de controle
n __ r7—1
K} =F;Z; .

Substitua K" na seqiiéncia K, defina S = P""—L;(S""!) onde P"* € M"" satisfaz

a equacgao de Lyapunov
pii(Ai + BiK}) P"(A; + BiK}') — P! + (C; + DiK})'(C; + DiK}') = 0,

e adote n = n — 1. Se n > 0, retorne ao inicio do Passo 2; caso contrério, adote
n =0 e condicdo inicial X° € M™0

Calcule X™t1 € M através da relacio

XPH = "p W', Vj€Xo, VieX;
i#]
onde W; € M" satisfaz a equagao matricial algébrica

Wi = pii(Ai + BiK7 )W (Ai + BiK})' + (Ai + BiK}) X' (Ai + BiK7)'.

Substitua a matriz X"*! na seqiiéncia Xy e adote n = n+ 1. Se n < N, retorne

ao inicio do Passo 3.

Verifique o critério de parada do algoritmo com respeito a variagdo do custo. Se o

mesmo ndo for satisfeito, adote kK = k + 1 e retorne ao Passo 2.
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3.4 Resultados Numéricos

Considere um certo sistema dindmico que seja capaz de tolerar um nimero total de falhas
N = 4 durante o seu periodo de operacdo. Além disso, em caso de falhas, apenas 3 modos de

operagao sao considerados:

e Modo de operacao i = 1: Sistema funcionando normalmente;
e Modo de operagdo i = 2: Sistema funcionando com falhas irrelevantes;

e Modo de operacao i = 3: Sistema funcionando com falhas severas;

sendo as matrizes do sistema dadas por

Tabela 3.1: Matrizes das Equacgoes de Estado do SLSM.

Modos de Operacao

Parametros 1=1 7=2 1=3
" —0,759 —0,051 0,719  —0,458 0,467 —0,434
: —0,051 0,635 —0,458 0,719 0,434 —0,583
N 1,234 1,257 0,000
' —0, 289 —0, 347 0,738
C [ _1,717 —0,056 ] [ 3,766 —4,698 ] [ 0,000 1,623 ]
D; [ 0,368 ] [ —1,0211 ] [ 0,936 ]

As falhas surgem como eventos aleatérios discretos, causando a transi¢ao (ou salto) entre
os modos de operacdo. Tais saltos sdo caracterizados por uma cadeia de Markov {6j; k > 0}
com distribuicao inicial pg = [1/3 1/3 1/3] e matriz de transicao de estados dada por

0,50 0,34 0,16
P=|030 0,47 0,23
0,26 0,10 0,64
A seguir, nas classes de controle Ky (Secao 3.1), K (Secao 3.2) e K, (Secao 3.3), deseja-
se determinar as seqiiéncias dos ganhos que minimizem o custo de operacio J*(z(0),u(-))
em (1.6) com condigdes iniciais pg, z1(0) = [2 1)',22(0) = [1 1]',23(0) = [1 2]’ e custo final
S} =100I, i = 1,2,3.
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Observacao Completa dos Estados da Cadeia

A sequéncia de ganhos 6tima na classe Ky é apresentada na Tabela 3.2. Em seguida, a
esperanca da funcao valor e do segundo momento do estado linear zj nos intantes 7T, para n

variando desde 0 até 4 sao ilustrados nas Figuras 3.5 e 3.6, respectivamente.

Tabela 3.2: Sequiéncia de ganhos para a classe Ky

Ganhos de Intervalos entre Saltos

Controle [0,TY) [T1,T>) [T, T3) (T3, Ty)
K, [-0,715 —0,558] [0,583 0,016] [0,760 0,577] [—0,718 —0,565]
Ky [0,598 0,047] [0,770 0,654] [—0,762 —0,655] [0,641 0,117]
K; [0,775 0,798] [-0,571 0,057] [0,640 — 0,065] [0,654 0,578]

[ w N N a
=] o o o =}
T T T T
I I I I

Funcéo Valor
n
(4]
T
Il

20 B

0 L L L bied L & L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
Instantes de Salto (Tn)

Figura 3.5: Esperanca da fungao valor para a classe Ky.
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3.5 b

0.5 B

[]

0 1 1 1 1 1 Q. |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Instantes de Salto (Tn)

Figura 3.6: E[|| X||?] para a classe K.

Sem Observacao dos Estados da Cadeia

A seqiiéncia de ganhos sub6tima para o problema anteriormente apresentado é mostrada
na seguinte tabela.

Tabela 3.3: Seqiiéncia de ganhos subétima para a classe K

Ganhos de Intervalos entre Saltos
Controle [0, Tl) [Tl, TQ) [TQ, T3) [Tg, T4)
K [-0,098 0,356] [0,175 —0,064] [0,308 —0,122] [0,192 — 0,095]

O valor esperado da fungao valor e do segundo momento do estado linear xj nos intantes
k=T, paran =0,...,4 sao ilustrados nas Figuras 3.7 e 3.8, respectivamente.

Como foi anteriormente comentado, observe na Figura 3.7 que, quando se considera uma
unica matriz de Lyapunov (linha sélida), os valores da fungao valor sdo maiores que os obtidos
quando se considera matrizes distintas. Além disso, comparando as Figuras 3.7 e 3.8 com as

Figuras 3.5 e 3.6, respectivamente, é possivel observar que a seqiiéncia dos ganhos obtidos,
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considerando que o estado de SLSM é conhecido, leva o estado linear x; ao ponto de equilibrio

mais rapidamente e com menor custo.

160,

iz lteragdo 1
O lteracdo 2
% |teragdo 3
+-_lteracéo 4

140

1204

Funcgao Valor
=)
o

®
=]

60

40

3.5 4

w -

20 1 1 1 1 1
0 0.5 1 5 2 2.
Instantes de Salto (Tn)

Figura 3.7: Esperanca da fungao valor para a classe K.

3.5 b

0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Instantes de Salto (Tn)

Figura 3.8: E[|| X||?] para a classe K.
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Com Observagao por Agrupamento dos Estados da Cadeia

Finalmente, considere que o sistema possui dois agrupamentos. O primeiro de eles contem
apenas o “modo 1”7, enquanto que o segundo engloba os “modos 2” e “3”. Na seguinte tabela,

a seqiiéncia de ganhos de realimentacao linear de estado na classe K, é apresentada.

Tabela 3.4: Sequiéncia de ganhos subdtima para a classe K,

Ganhos de Intervalos entre Saltos

Controle [0, Tl) [Tl, T2) [TQ, T3) [T3, T4)
K; [-0,631 —0,432] [-0,633 —0,435] [-0,712 —0,586] [—0,564 0,055]
K, [0,792 0,406] [0,604 0,079] [0,597 0,176] [0,879 0,415]

Uma vez mais, a esperanca da funcgao valor e o valor esperado do segundo momento do
estado linear zj nos intantes k = T,, para n =0, ... ,4 sdo ilustrados nas Figuras 3.9 e 3.10.
Neste caso, dado que a estrutura de informagao é maior, tem-se que os valores da esperanca

da funcgao valor sao menores que os obtidos no caso onde o controlador nao tem acesso aos

estados da cadeia.

60
% |teragdo 1

O- lteragdo 2
—< lteracdo 3

50

N
o

Fungéo Valor
w
o

20

1.5 2 2.
Instantes de Salto (Tn)

Figura 3.9: Esperanca da fungao valor para a classe K.
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3.5

0.5

©
1 1 1 1 1 (0] !

5 2 2.
Instantes de Salto (Tn)

Figura 3.10: E[||X||?] para a classe K,.
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Capitulo 4

Conclusao

Nesta dissertacdo, propds-se um problema de controle envolvendo os SLSM, que apresenta
um indice de desempenho diferente daqueles usualmente apresentados na literatura. Este
inclui na sua estrutura caracteristicas que o tornam adequado para o estudo de sistemas
tolerantes a falhas.

No Capitulo 2, encontram-se as principais contribuicées deste trabalho. Definiu-se os
conceitos de estabilidade estocastica apropriados ao problema, os quais também diferem dos
encontrados na literatura. Tal diferenca se da apenas pela presenca da funcao indicadora que
permite limitar o horizonte da andlise. Estabeleceu-se condicGes necessarias e suficientes que
asseguram a T-estabilidade do SLSM. Os resultados obtidos podem ser estendidos aos casos
no qual o tempo de parada 7 é caracterizado de forma geral pelo Teorema 2.2.1. Além disso,
pode-se tentar estabelecer a equivaléncia entre todos os conceitos de estabilidade apresentados
na, Defini¢ao 2.2.1

No Capitulo 3, o projeto do controlador com realimentacao linear de estado é determinado,
considerando-se inicialmente que todos os estados do SLSM sao observados completamente.
Nao obstante, em algumas situagoes praticas, é possivel que os estados da cadeia de Markov
nao sejam acessiveis ao controlador em parte, ou na sua totalidade. Neste caso, a solucao
encontrada é obtida via LMIs, e assim pode contar com métodos computacionais eficien-
tes para a implementacdo. A vantagem dessa abordagem é que a solugdo é passivel de ser
implementada, ao contrario de solugoes que envolvem métodos estocasticos gerais.

Encerrando este capitulo, como futuros trabalhos nesta linha de pesquisa, propoe-se um
problema de controle estocastico onde o horizonte do mesmo coincide com o instante no qual a
cadeia de Markov atinge pela primeira vez um determinado estado. O estudo deste problema,

¢ motivado pelo seguinte fato:
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Mais uma vez, suponha que certo sistema controlado esteja sujeito a falhas ou degradacao
no desempenho. Essas falhas ocorrem de forma aleatéria ao longo do tempo e sdao percebidas
apenas nos instantes de sua ocorréncia. Assuma que o sistema ainda possa ser operado de
maneira satisfatéria sem necessidade de paralisi-lo para manutencdo até o instante em que
aconteca um determinado tipo de falha pré-estabelecida. Neste momento, o problema, finaliza,
apés um numero qualquer de falhas e deseja-se determinar a sequéncia de controladores, de
forma que o impacto no desempenho do sistema seja minimizado pelo uso seqiienciado desses

controladores ao longo de cada periodo entre falhas.
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Apéndice A

Processos Estocasticos

Neste apéndice, apresenta-se de maneira suscinta definicbes da teoria dos processos es-
tocdsticos que foram utilizadas nesta dissertagdo. Para isto, considere que (€2, §, P) representa

um espaco de probabilidade completo.

Definigao A.0.1. (Processo Estocdstico)
Um processo estocdstico é uma seqiiencia de varidveis aleatérias definidas em (2, F, P)

indexadas pelo parametro k. E denotado por
{’Uk, k > 0}.

Defini¢do A.0.2. (Filtragem Interna)

Para o processo estocdstico {vg; £ > 0}, a filtragem interna {§x; £ > 0} associada é a
o-algebra gerada pelo conjunto de varidveis aleatérias {vg, k < n} , isto é, a menor o-algebra
que registra os eventos relacionados ao processo estocistico {vy; n > 0} anteriores ao instante

k, expressa por
Sk =0c{vy:n<k}, k>0.

Defini¢do A.0.3. (Tempo de Parada)
Para o processo estocdstico {vg; &k > 0}, o tempo de parada 7 é uma varidvel aleatéria
tomando valores no conjunto N tal que, para k € N, o evento {r = k} pode ser expresso em

termos de {vg, ... ,vx}. Esta propriedade é representada pela expressiao

{r=k}€Fr, VE>O.
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Defini¢ao A.0.4. (Cadeia de Markov)
O processo {vg, k > 0} é uma cadeia de Markov com espago de estados enumerivel X se

satisfaz a propriedade de Markov
P(vgy1 =3 [ vk =4,... ,00 =10) = P(vg+1 = j | vk = 9), (A.1)

para todo k£ > 0 e todos os estados %g,%1,... ,in—1,%,] pertencentes a X. Se, adicionalmente,
o lado direito de (A.1) é independente de k, esta cadeia é denominada de Cadeia de Markov

Homogénea.

Defini¢ao A.0.5. (Propriedade forte de Markov)
O processo estocdstico {vg; k > 0} satisfaz a propriedade forte de Markov se, para quais-

quer distribugo inicial y, fungdo h real mensurdvel em (Q,F) e tempo de parada
E[h(vr,Vr41,--.) | §r] = E[h(vo,v1,...) | vo = v7] (A.2)
é valido no conjunto {7 < oo}, onde §F, é o o-dlgebra de eventos anteriores a T, expresso por

Sr={4A€eF An{r =k} € Fi, k > 0}.
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Apéndice B

Resultados Auxiliares

Este apéndice tem por objetivo apresentar as demonstracoes de dois dos resultados auxi-

liares utilizados no desenvolvimento deste trabalho.

Lema B.0.1. (Complemento de Schur) Considerando-se que as matrizes A e B sdo simétricas,

as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

A B

B C >0 <= A>0, C>BA'B. (B.1)

Demonstragdo. A prova da suficiéncia é simples. Uma vez que a matriz A é definida positiva,

é possivel definir a seguinte matriz ndo singular

M= oy (B.2)
(-A7'B) 1
Logo,
A B A 0
= . (B.3)
B C 0 C-B'A'B

Uma vez que as matrizes A e C — B'A~! sdo definida positivas, a matriz do lado direito da

expressao acima € definida positiva, o que por sua vez implica que a matriz

A B

> 0. B4
B C (B-4)

O
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Teorema B.0.1. (de Oliveira et al., 1999) As seguintes afirmagdes sao equivalentes:

i) Existe uma matriz L € M™t tal que
q

L—ALA>0. (B.5)

(ii) Existe uma matriz L € M™" e uma matriz G € M" tal que

L *
GA G+G' -

I ] > 0. (B.6)

Demonstracgao.

(1) <= (i1) A prova é trivial, desde que a escolha particular das matrizes G = G’ = L na
desigualdade (B.6) recupera a desigualdade (B.5) apés se aplicar o complemento
Schur.

(i) = (i) A seguinte desigualdade
(L-G)LL-G)>0 = GL'G'>G+G —1L,
valida para quaisquer matrizes G e L € M™", permite estabelecer a relagao

L *

, > 0. (B.7)
GA G+G' -L

L *
>
GA GL™ '@’ ] -

Aplicando o complemento Schur na desigualdade & esquerda em (B.7), recupera-se
a desigualdade (B.5). Para finalizar a prova, é preciso demonstrar que G nao é
singular. Este fato é verificado desde que G+ G' — L >0 e L > 0 em (B.6). Logo,
G > 0.
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