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RESUMO

No estudo das maquinas elétricas muitas vezes & necessario verificar o
comportamento das maquinas, considerando o efeito da saturagiio magnética. A
representagdo deste efeito no modelo matematico desenvolvido, é obtido através da néo
linearidade da curva de magnetizagdo, que associado aos pardmetros fisicos, e em conjunto
com as equacgOes diferenciais da mdaquina, soluciona-se através de um processo de
integracdo numérica, o modelo proposto. Este trabalho apresenta um modelo matematico
considerando a satura¢@o magnética no transformador ¢ na maquina de indu¢do trifasica.

Utilizando-se de simulagdes computacionais, e testes experimentais, comprova-se a
validade dos modelos.

ABSTRACT

The effect of magnetic saturation, is an important aspect to be taken into account
when studying the behaviour of electrical machines. In the mathematical model developed
throughout this work, the representation of that effect was based on the non lmearity of the
magnetization curve, along with the physical parameters and the differential equations of
the machine. That method, based on a process of numeric integration, was used to solve the
proposed model. In so doing, this work shows a mathematical model which takes into
account the effect of magnetic saturation for a transformer and for a tri-phasic induction

machine. The model was validated through computer simulations and comparisons with
experimental results.
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CAPITULO 1
INTRODUCAOQO
1.1 - A Saturacio Magnética

A saturagdo magnética caracteriza-se por uma ndo linearidade fisica do circuito
magnético. Portanto, na obtengdo do fluxo magnético que se concatena com um
enrolamento  de um  dispositivo  eletromagnético ou eletromagnético-mecénico,
rigorosamente ndo pode ser aplicado o principio da sobreposi¢do dos fluxos magnéticos.
Torna-se necessario caracterizar, 0 campo magnetizante resultante da for¢ca magnetomotriz
(Fmm) existente, que ¢ fun¢do das correntes elétricas dos enrolamentos e da posi¢ao
angular, bem como da densidade de campo magnético (B), que ¢ a distribui¢do do fluxo
normal a superficie do entreferro, fungdo da forga de magnetizagdo do circuito magnético.

No projeto de um determinado dispositivo, ¢ necessario que se estude a
distribuigéo resultante da densidade do campo magnético, e que este fique na regido ndo
linear da curva caracteristica do seu circuito magnético. Isto significa que em algumas
situagbes os dispositivos operam com determinados niveis de saturacdo magnética,
trabalhando na regido néo linear da curva, ocasionando efeitos que devem ser observados
com detalhes ¢ mesmo quantificados. Um estudo mais aprofundado das caracteristicas
destes dispositivos, inclui a saturagio magnética no modelo matematico a ser
desenvolvido, para que se represente com melhor precisdo os fenémenos que ocorrem na
sua operagdo. A forma mais adequada de incluir o efeito da saturacdo ndo é a mesma
para cada dispositivo em estudo, e ¢ diferente em fungiio do problema a ser solucionado.

Para se fazer uma analise dos efeitos um dos caminhos é a simulagdo digital,
evidenciando a utilizagdo da curva de magnetizagéo, conjuntamente com outros elementos
que também devem compor a andlise, tais como os seus parimetros, as distribuigGes
espaciais de campo magnético e de condutores, as perdas no material magnético, bem
como a estrutura fisica do dispositivo, e com suas equacBes diferenciais solucionar o
modelo matematico a ser desenvolvido. Com os resultados obtidos da simulagdo pode-se
analisar as distor¢Bes harménicas, provocadas pelos harménicos espaciais, nas formas de
onda de tensdo e corrente ¢ também alteragSes nos valores eficazes que devem ser
comparados aos valores obtidos em laboratério.

1.2 - Objetivo do Trabalho

Este trabalho tem como objetivo analisar o efeito da saturagdo magnética, através
de um modelo matematico que inclua a curva de magnetizagio, permitmdo através de um
programa em computador digital, simular o transformador e a maquina de inducgio
trifasica, utilizando-se as grandezas disponiveis apenas nos seus terminais elétricos,
obtendo-se como resposta por exemplo suas correntes para uma excitagdo de tensdo, sem
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se¢ preocupar com localizacdo no seu interior de regides saturadas e¢ nio saturadas
magneticamente.

O modelo matematico desenvolvido no trabalho analisa o efeito da saturagdo ao
longo do tempo, utilizando-se as suas grandezas fisicas incluindo as distribuigdes espaciais
do campo magnético e condutores conjugada com a equagdo de uma reta que relaciona
for¢ca magnetomotriz com o maximo desta forga magnetomotriz obtida no desenvolvimento
do modelo matematico e da curva de magnetizagdo levantada a partir dos lagos, utilizando
O ensaio em vazio para o transformador e o ensaio a vazio sincrono para a maquina de
inducao trifasica.

Os resultados teéricos fornecidos pela simulagio digital do modelo matematico,

sao comparados aos resultados experimentais fornecidos por levantamentos executados em
laboratorios.

1.3 - Desenvolvimento do Trabalho

O Capitulo II apresenta o desenvolvimento do modelo matematico do
transformador, com seus resultados da simulagdo comparados aos resultados obtidos em
laboratério e suas conclusées.

No Capitulo I1I tem-se o desenvolvimento da modelagem da maquina de indugio
trifasica balanceada, incluindo o efeito da saturagdo magnética, onde s3o desenvolvidas as
equacdes elétricas fundamentais, utilizando a equagdo de uma reta que relaciona forca
magnetomotriz (FFM) com o maximo desta forga magnetomotriz (FM), obtida no
desenvolvimento do modelo, que vem a auxiliar na solugdo das equagdes diferenciais da
maquina. Também neste Capitulo desenvolve-se o equacionamento do conjugado
eletromagnético.

No Capitulo IV consta o levantamento dos parametros da maquina de indugio
trifasica balanceada, utilizando o ensaio de rotor em vazio e bloqueado, com estes
parametros e utilizando o ensaio em vazio sincrono aplicado a méaquina de inducio,
determina-se a tensio e; no ramo magnetizante, € a corrente de magnetizagdo 1;°, apos
descontadas as perdas no ferro da maquina. Obtém-se a relacdo da tensio e; deslocada de
noventa graus elétricos da corrente i, do ramo magnetizante. Levanta-se os lagos de fluxo
por unidade de angulo por forga magnetomotriz que € proporcional a i;’, obtendo-se
(Bi x FM;), com a unifio dos extremos dos vérios lagos chega-se a curva segmentada que
relaciona a densidade de fluxo B; com o méximo da forca magnetomotriz FM; para o
fundamental e terceiro harménico, determinando os coeficientes linear e angular, destes
segmentos de reta respectivamente, a; ¢ bj que serdo utilizados nas funcdes que relacionam
forga magnetomotriz pelo maximo desta forca magnetomotriz (FFM; x FM;), obtidos do
desenvolvimento do modelo matematico.

No Capitulo V ¢ executado o cruzamento da fungdo linear (FFM,; x FM;) com as
curvas (FFM; x FM;) para a fundamental e a terceira harménica. Calculando o valor do
fluxo de magnetizacdo da fase i (Ami) e as correntes do estator e rotor, determinando o
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conjugado eletromagnético. Também sdo avaliadas as derivadas no tempo, executando o
processo de integragdo numérica, testando a sua convergéncia.

No Capitulo VI sdo apresentados os resultados experimentais e simulados. Com
os dados do motor € feita a simulagio digital e o levantamento experimental nas condigdes
a vazio, a plena carga, e sobrecarga de 10% para a maquina ligada em estrela e delta,
obtendo as formas de onda de tensdo, corrente, velocidade e conjugado eletromagnético
fazendo-se as analises dos resultados.

No Capitulo VII descrevem-se as conclusdes do trabalho, bem como as
propostas de estudos futuros a serem realizados em sua continuidade.
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CAPITULO 11

MODELAGEM DO TRANSFORMADOR INCLUINDO A SATURACAO
MAGNETICA

2.1 — Modelagem nao linear

A figura (2.1) mostra um transformador monofisico alimentado pelo

g,

enrolamento “a”, apresentando no seu secundério uma carga R; e L.

Iy
va(t)Tﬁl-) . 4
a!!

Figura (2.1) Transformador monofisico.

M

iy

4
vpo]

T
R 2 el

TTbTT

A relag@o entre as grandezas elétricas deste transformador é dada por [2.1].

da

a

dt

=v,~1,i, 2.1]

Va — valor nstantaneo da tenso no enrolamento primario do transformador
1, — valor instantineo da corrente no enrolamento primario

x valor instantidneo do concatenamento do fluxo total do enrolamento primario
- resisténcia do enrolamento primario.

Considerando o fluxo de dlspersao do primario como ndo sendo saturado, o
fluxo total concatenado no enrolamento primario ¢ dado por [2. 2].

Pa=Ly 1+ Ay | [2.2]
Na qual:

L. — indutancia de dispersio do primario do transformador
Am — concatenamento do fluxo de magnetizagdo do primario.
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Por outro lado, no secundario do transformador tem-se:

L, dAl
vy, =I5 + dth [2.3]

Na qual:

vy~ valor instantaneo da tensdo no secundario, referido ao primario
I, — resisténcia do enrolamento secundario, referida ao primario
i, — valor instantaneo da corrente do secundario, referida ao primario

A, — valor instantdneo do concatenamento total de fluxo no secundario, referido ao
primario.

Observando o lado da carga, obtém-se a equagdo [2.4].

] ’ d"
v =~t'il ~ L’ -ﬁ?" [2.4]

Na qual:

1..L - resisténcia e indutincia da carga, respectivamente referidas ao primario.
Igualando as equagdes [2.3] e [2.4] obtém-se [2.5].
da; di;

(' +1 )il + dtb +L;.m&§xo [2.5]

De maneira idéntica ao primario verifica-se que:

Ay =LLd) + A [2.6]
Na qual

L} - induténcia de dispersdo do secundério, referido ao primario.

Substituindo a equagio [2.6] em [2.5] determina-se [2.7].

{r/ +1)il + %(L; i, +L0i +2_)=0 [2.7]



Chamando:
Ao=Liay +L0a, + A [2.8]
tem-se [2.9]:

dr
dt

t

=y + )i, 29]

Fazendo:

T, =T, +1,

L, =L, +L!

chega-se a equagéo [2.10]

dAa

1

dt

=1 il [2.10]

Reescrevendo, por comodidade, as equagdes [2.1], [2.2] e [2.8], respectivamente, tem-se:

B, _ vV, —Id, [2.11]
dt
A, — A
I, = ——= 2.12
a La { ]
A, — A
[, = 213
f, == 2.13]

Conhecendo-se a tensfio “v,” e os pardmetros resistivos e indutivos do
transformador e carga, as equagdes de [2.10] a [2.13] formam um sistema com as varidveis
de estado A, e A, desde que se conhega Ay,

Observando a convengdo de sinais adotada na figura (2.2), a corrente de
magnetizacao € dada por:



ig i

FLLYLY whikh
oy
= =
i
$ )i

Figura 2.2 - Convencéo de Sinais.

. o
Im =13 T 1

De [2.12] a [2.14] tem-se [2.15]

Isolando A, da equagdo [2.15) obtém-se:

_MLo+A L, ILL |

1
L +L,

}’m m
L,+L,

fazendo:

ALy +A L
L,+L,

K

1

A equagdo [2.16] se torna [2.19]

Kmsz'-Kz.l.m

[2.14]

[2.15]

[2.16]

[2.17]

[2.18]

[2.19]



Para valores fixos de A, ¢ A a equagdio [2.19] representa uma reta que relaciona
Am € 1y, possuindo os coeficientes angular K, e linear K.

Considerando, para efeito de determinagdo de fluxo magnético no transformador
a sua curva de magnetizagdo, para cada instante, as grandezas fluxo e corrente
magnetizantes devem possuir valores tais que satisfacam tanto a equacdo da reta, bem
como a da curva de magnetizagio do transformador. Estes valores siio encontrados
atraves da interseccdo da reta e da referida curva.

Para a obtencao desta intersecgao, a sistematica adotada & descrita a Seguir:

Utilizando a curva de magnetizacio representada na figura (2.3), pode-se
subdividi-la em vérios segmentos retilineos obtendo-se as suas respectivas equagdes de
reta.  Com este procedimento, os valores do fluxo e da corrente de magnetizacdo sio
obtidos pela intersecgio da reta dada pela equacio [2.19] e pela equagfio da reta de um dos
segmentos da curva de magnetizagdo, da figura (2.4).

Figura (2.3) — Curva de magnetizagdo discretizada.
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Am b
reta x ghtida da curva de saturacio
AR - oo
AKY p--omee-- :
\Tequagﬁo [2-19]
i) ik+1) N g

Figura (2.4) — Representagfio do cruzamento das retas.

A equagdo da reta que passa pelos pontos (K) e (K + 1) pode ser escrita:

A= Ax + By L ig [2.20]

onde Ax e By sdo respectivamente coeficientes linear e angular da reta “x” na figura (2.4).

Tais coeficientes sdo obtidos pelas expressdes [2.21] e [2.22].

_ AMK)- MK -1) [221]
K -I(K =) '
Ax = MK) - By . i(K) [2.22]

Conbecidos Ak e By, pode-se igualar as equagdes [2.20] e [2.19], obtendo-se:
— A,
1, = BizA [2.23]
K, +B,

_AK, +B K, 2241
" B, +K, '

A
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Um outro aspecto a ser abordado se refere a precisiio no valor determinado de X,
€ iy que ¢ tanto maior quanto maior for a segmentacio da curva de magnetizacio.

Devido a simetria da curva de magnetizagio, basta encontrar o cruzamento
apenas na sua parte positiva; para a outra parte basta colocar convenientemente os sinais.

2.2 — Levantamento Experimental dos Parimetros e Caracteristica de um
Transformador Monofasico

2.2.1 — Introducio

O transformador a ser analisado tedrica e experimentalmente possui os seguintes
dados.

- Tensdo primaria 220 volts
- Tensfo secundaria 375 volts
Sao feitos ensaios para obtengo experimental das grandezas:
- Resisténeia do primario
- Resisténeia do secundario
- Indutancia de dispersdo do primario
- Indutancia de dispersdo do secundario

- Resisténcia equivalente a dissipacio das perdas “Foucault”
- Curva de magnetizacggo.

2.2.2 - Determinacdo Experimental dos Parimetros do Circuito Equivalente

O transformador ¢ colocado em funcionamento por um tempo suficiente até
atingir a temperatura normal de operagio. Em seguida mede-se as resisténcias dos

enrolamentos do primério e secundario através de uma ponte de Kelvin. Os resultados
obtidos sjo:

- Resisténcia do primario 0,433 ohms
- Resisténcia do secundario 2,521 ohms
- Resisténcia do secundario referido ao primario 0,5677 ohms.

Da forma tradicional, através do ensaio em curto-circuito do transformador,
determinam-se suas indutincias de dispersio.

- Indutancia de dispersdo do primario 0,00355 Henry
- Induténcia de dispersio secundaria referido ao primario 0,00355 Henry
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2.2.3 - Consideracdes sobre as Perdas no Ferro do Transformador

Deve-se observar que na modelagem desenvolvida nio se considera as perdas no
ferro do transformador. Porém ao ensala-lo, nos resultados obtidos estario representadas
as referidas perdas. Desta forma para se utilizar os resultados obtidos nos ensaios
experimentais, na modelagem matematica, ¢ preciso eliminar estas perdas.

Como ja se conhece do modelo classico do transformador, as perdas no ferro sio
dissipadas por wma resisténcia em paralelo com o ramo magnetizante.  Porém mno
levantamento da curva de magnetizagdo se faz necessario a obtengdo dos lagos de histerese
¢ desta forma ¢ importante separar as perdas por “Foucault” e “Histerese”.

Tais perdas variam com a freqiiéncia aproximadamente da seguinte forma.

- As perdas por histerese variam linearmente com a freqiiéncia para uma inducio

maxima de operacdo constante.

- As perdas por corrente de Foucault variam diretamente com o quadrado da

freqiiéncia para uma indugio maxima constante.

Portanto para o transformador com o secundario em vazio a poténcia ativa de
entrada vale:

Po=Ky . f+Ke. £ +R,. I [2.25]
Na qual:

Ky — constante para determinacgo das perdas por histerese
K~ constante para determinaciio das perdas por Foucault
f - freqiiéncia em Hz

R, ~ resisténcia do primario

l. - corrente do primario.

Ensaiando o transformador em vazio para duas freqiiéncia f; e f, mantendo em
ambos 0s ensaios a mesma indugdo maxima, da equagdo [2.25], tem-se:

P =K, f, +K . f?+R i’ [2.26]
P, =K f,+K.f] +R i} [2.27]
Na qual:

P; — poténcia em vazio na freqiiéncia f
P, — poténcia em vazio na fregiiéncia f,
I} - corrente em vazio na freqiiéncia f;
I, - corrente em vazio na freqiiéncia f,
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Deve-se observar que, para manter constante durante os dois ensaios a indugdo
maxima, as tensdes aplicadas em ambos os ensaios sdo diferentes.
Através das equagdOes [2.26] e [2.27] pode-se determinar K; e K.

A perda por “Foucault™ é dada por:

Pr=K;. f [2.28]

Conhecendo Ky, obtido da solugdo do sistema de equagdes [2.26] e [2.27], para a
freqiiéncia de 60Hz obtem-se Py utilizando a equacdo [2.28]. Admitindo as perdas por
“Foucault” dissipadas em uma resisténcia Ry em paralelo com o ramo magnetizante do

transformador, chamando de E a sua forga eletromotriz, a resisténcia Ry pode ser obtida por
[2.29].

2

E
R, = 5 [2.29]

A forga eletromotriz E ¢é obtida a partir da tensdo e corrente do primario a vazio,

e da resisténcia e indutancia de disperséo do primario. Conhecendo E e Pr obtém-se Ry da
equagio [2.29].

2.2.4 — Determinacio Experimental de Ry

Inicializa-se o procedimento em laboratério medindo a poténcia do
transformador em vazio, para duas freqiiéncias distintas no caso 50 e 60 Hertz.

Posteriormente, utilizando-se do equacionamento proposto no item (2.2.3),
determina-se a resisténcia Ry.

Devido aos erros de leitura que podem ocorrer com a utilizacio de aparelhos
convencionais que ndo detectam distorgdes na forma de onda, optou-se pelo uso de um
osciloscopio digital, adquirindo as formas de onda de tensdo e corrente, trabalhando com
seus valores instantineos, em um programa de integrago numeérica, o que vem a melhorar
a precisdo dos resultados obtidos.

A forma de onda de corrente é adquirida através de um resistor de 1 ohm
conectado em série com o enrolamento do transformador e a tensdo é coletada diretamente
nos seus terminais com utilizagdo de um osciloscopio, manipulando as formas de ondas
obtidas através de um microcomputador.

Para o levantamento, utilizou-se um sistema de geragcdo com maquina sincrona
como alternador, a qual é movimentada por uma maquina de corrente continua.  Com o
controle do fluxo de campo da maquina de corrente continua controla-se a velocidade da
maquina sincrona, e por conseguinte sua freqiiéncia, neste caso 50 a 60 Hertz.

Para separar estas duas perdas é necessario calcular Ky, e K. Para isto valores
instantaneos da tenséo priméria v, e corrente primaria i, sdo adquiridas na freqiiéncia de 50
a 60 Hertz como apresentada na figura (2.5).
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Com valores instantaneos de v, e i, ¢ possivel o calculo da perda total a vazio P,

a partir da equagio [2.30].
[2.30]

P, =f["v i, dt

A perda no cobre a vazio P, pode ser calculada por:
P, =R, [ (i, ()] dt [2.31]

() A .'ﬁ'- {-\
I !( i \\ /\ 1 ; i | i;
\f ‘g Vo | ; \io ! ‘a; |
' ! !
g \ / V| P
/] z‘ f 1. 1 j; . d
T 7 - Kl l ik

i
L TR Y
<

Figura (2.5) — Formas de onda Vo € 1,
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A perda no nicleo a vazio P, € obtida pela diferenca, entre P, e Pi.
Peo = Py - Pj, [2.32]
A tabela (2.1) apresenta os valores das perdas determinadas pelas equagdes

[2.30]; [2.31]; [2.32]. onde P, é a perda total a vazio, P;, as perdas no cobre a seguir e P,
perdas no ntcleo em vazio.

Tabela (2.1) — Perdas a vazio em 50 e 60 Hertz

F Pn Pjo Pco
Hz (W) | (W) | (W)
50 | 18,2 | 0,6 | 17,6
60 21,5 | 0,4 | 21,1

Ao descontar as perdas no cobre da equagéo [2.25] esta se resume na equacio
[2.33].
P,=K,.f+K;. [2.33]

Com a tabela 1 e a equagdo [2.33), para as freqiiéncias de 50 e 60 Hertz, calcula-
se Ky e Ke. Os resultados obtidos sdo-

Ky =035 W/Hz
K¢=2,67 .E-5 W/HZ
Com Ky, ¢ Kr calcula-se através da equaciio [2.28] as perdas por “Foucault™.

Pr = 10,5 watts

Com a equagio [2.29] calcula-se Ry para Vi = 220 volts e Pr = 10,5 watts
resultando:

Ry = 4600 ohms
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2.2.5 - Obtencio Experimental da Curva de Magnetizacio

Sabe-se que a tensdo no secundério do transformador a vazio esta relacionada
com o fluxo de magnetizagio A,, através da equacdo [2.34].

_dr

Vi = =
gt

[2.34]

Vbo I€presenta uma tensdo a vazio, adquirida pelo osciloscopio digital, no
secundario do transformador para uma tensio Vao aplicada ao primario.
Verifica-se que:

Vbo = Vinax . sen(mt)

A =—w~£"~.cos((nt) ' [2.35]
o

Para obtengdo do fluxo magnetizante 2, a partir da tens3o secundaria a vazio vy,
representada na equagfo [2.34] ¢ necessario que vy, Instantaneamente esteja defasada de
noventa graus, deve-se portanto atrasar a tensio da corrente de noventa graus, e dividindo-
s€ seu valor maximo ponto a ponto por o, como verificado na equagdo [2.35], onde:

w = 2nf

f=60 Hz [2.36]

Com o transformador a vazio levanta-se as curvas de tensdo do secundario e a
corrente do primario e se memoriza com a utilizagéo do osciloscopio.

A corrente levantada no ensaio ¢ a soma da corrente de magnetizagdo com a
corrente de Foucault. Portanto deve-se subtrair a corrente de Foucault da corrente total,
para se obter a corrente de magnetizacio.

As formas de onda de vi, e iy estdo representadas na figura (2.6), para uma
tensdo primaria de 220 V.
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Figura (2.6) — vi(t) € iy, para v, = 220 V.

De posse das ondas A, € iy, obtém-se a curva Am POI iy, que corresponde aos

lagos de histerese.

Foram levantados os lagos de histerese para algumas tensOes 120, 180, 220 volts,

representadas na figura (2.7).
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*

A unido dos extremos dos lagos para varias tensdes, obtém-se a curva de

magnetizacdo, cujos 0s pontos estio representados na tabela (2.2) e a curva resultante na

figura (2.8).

-1,8

. - ) II
. E:’ X '-‘ 3

1,5

im(a)

Figura (2.7) — Representagio dos lagos de histerese.

Tabela (2.2) — Pontos da curva de magnetizacio.

In e In Am

0 0 0.38 6.49¢™
0.02 1.3¢” 0.4 6.595¢”
0.04 2.8¢’ 0.42 6.6e"
0.06 3.7¢’! 0.44 6.64¢
0.08 4.7187¢ 0.46 6.7¢”"
0.1 5.05¢! 0.48 6.74¢
0.12 5.25¢" 05 6.78¢™
0.14 5.42¢" 0.52 6.82¢™
0.16 5.57¢! 0.54 6.88¢™
0.18 5.69¢ 0.56 6.9¢™
02 5.8¢™ 0.58 6.95¢™
0.22 5.29¢71 0.6 7.0e”
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0.24 6.02¢™ 0.62 7.04¢”
0.26 6.1e” 0.64 7.09¢™
0.28 6.19¢™ 0.74 7.23¢"
0.3 6.25¢™ 0.84 7.38¢™
0.32 6.31¢" 0.94 7 5¢"!
0.34 6.38¢™ 28 8.88¢™
0.36 6.42¢™! 6.56 1.036

10.32 1.224

2.8).

A (Wh)

Utilizando a tabela 2.2 obtém-se a curva de magnetizacio representada na figura

12600 =
1 08400
960601 .
8.40e.01—
720601
600e-01- &
4 80e-01. ] |(
3.6l]e-l]1..~|

2A40.-01-

1 2061
i

£
0.00c+08 —;

0.00e+00

2.00e+08

4.060:+H00

G0G=-HI0

8.00e+00

i

1.Me+01

Ln(ay

Figura (2.8) — Curva de magnetizacdo do transformador.

2.3 — Resultados Experimentais e Tedricos

2.3.1 ~ Introducio

ensaios;

Para que possa verificar a validade do equacionamento sdo feitos os seguintes




20

- Energizacdo do transformador em vazio
- Energizacdo do transformador em carga.

Em cada ensaio, grava-se as curvas de tensio e corrente do primario na memaoria
do osciloscopio.  Em seguida sdo feitas simulagdes digitais utilizando-se a modelagem

apresentada no item 2.1

2.3.2 ~ Energizacdo do Transformador em Vazio

O ensaio segue a montagem da figura (2.9).

osciloscopio

I
i1

"lj I

b

10

varivolt trafo

Figura (2.9) - Transformador a vazio.

Corrente transitéria no primario com energizacio do transformador a vazio,
tensdo 180 volts, representada na figura (2.10).

- Instante inicial — 0,0 segundos

- Instante final — 0,025 segundos

- Tensio de pico — 265 volts

- ﬁ\ngulo inicial tenso — 0,5461 rad.
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104 2

1300V

: Resultado Experimental | Resultado Simulado
Figura (2.10) — Transitério de corrente para o transformador a vazio 180 V.

2.3.3 — Energizacio do Transformador em Carga

Para o caso em analise, a carga anterior ¢ uma resisténcia de 25 KQ, portanto o

transformador esta praticamente operando em vazio.
No mstante da manobra a carga passa a ser;

- Reostato: 258 Q
- Bobma 1: 22 mH
- Bobina 2¢ 22291 mH

- Resisténcia da bobina 1: 2,46 Q
- Resisténcia da bobina 2: 1,93 Q
- Chave ch : fechada

Na figura (2.11) representa-se a montagem do ensaio do transformador com
carga.
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Figura (2.11) — Operagio do transformador com carga.

- Resultados da energiza¢iio do transformador com carga.

- Corrente transitéria no primario com chaveamento de carga no secundario,
para a tensao de 120 volts, representados na figura (2.12)

- Dados

- Instante inicial — 0,025 segundos

- Instante final — 0,025 segundos

- Tensdo de pico —» 172 volts

- f\ngulo inicial tensdo — 0,0 radianos

- Instante do chaveamento — 0,0 segundos
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: Resultado Experimental | Resultado Simulado
Figura (2.12) - Transitorio de corrente para transformador energizado em carga para 120

volts.

- Corrente transitéria no primario com chaveamento de carga no secundario,
para tensdo de 160 volts, representado na figura (2.13).
- Dados
- Instante inicial — 0,03174 segundos
- Instante final ~» 0,025 segundos
- Tensdo de pico > 260 volts
- Angulo inicial tensdo — 2,543 radianos
- Instante do chaveamento > 0,0 segundos
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: Resultado Experimental | Resultado Simulado
Figura (2.13) - Transitdrio de corrente para o transformador energizado em carga para 180
i volts.

- Corrente transitéria no primario com chaveamento de carga no secundario,
para tensédo 220 volts, representados na figura (2.14).
- Dados
- Instante inicial — 0,03174 segundos
- Instante final — 0,025 segundos
- Tensdo de pico — 330 volts
- Anguio micial tensdo — 0,0 radianos
- Instante do chaveamento — 0,0 segundos
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: Resultado Experimental | Resultado Simulado
Figura (2.14) — Transitério de corrente para transformador energizado em carga para 200
volts.

2.4 — Conclusoes:

Analisando os resultados obtidos nas figaras (2.10) (2.12), (2.13) e (2.14), onde
sdo representadas conjuntamente resultados simulados e experimentais, a vazio e com
carga, e nestas condigdes verifica-se o comportamento das formas de ondas antes e apos o
chaveamento, plotando-se as curvas de i, para um determinado v, aplicado.

Para os casos analisados as semelhangas entre as curvas levantadas através de
ensaios executados em laboratério e as simulagBes feitas através de um programa em
computador digital comprovam a boa precisio que pode ser obtida com o uso desta
modelagem.

A precisdo do modelo pode ser melhorada ainda mais se a curva de
magnetizagdo for discretizada em um nimero cada vez maijor de segmentos de retas,
principalmente na regifio ndo linear da curva de magnetizagio.
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CAPITULO I

MODELAGEM DA MAQUINA DE IN D’UCAO INCLUINDO A SATURACAO
MAGNETICA

3.1 - Equacdes Elétricas Fundamentais

A equagdo que relaciona as grandezas concatenamento de fluxo A;, tensdo v, e a
corrente i; em uma fase 1 da maquina € dada por:

%:Vi — L, [3.1]

O concatenamento do fluxo ; incorpora as parcelas correspondente ao fluxo

disperso ¢ ao fluxo magnetizante da fase i.  Considerando o fluxo disperso como nio
saturado tem-se:

}\,iZLi.I-g"*")Lmi [32]

Onde L; e Ay sdo respectivamente a indutincia de dispersdo e o concatenamento
de fluxo magnetizante da fase i.

Para resolver a equacdo [3.1], conhecendo v;, é preciso relacionar i; e A Isto é
possivel considerando a equagdo [3.2], desde que se conhega o fluxo magnetizante Aqgy;.

3.2 — Concatenamento do Fluxo Magnetizante A

Considerando que os parmetros L;, R; e a tensdo v; sejam conhecidos para
solucionar a equagdo [3.1], deve-se obter a relacdo de i; com A, Isto é obtido através da
equacdo [3.2], conhecendo-se Ay,

Para se obter Ay, considera-se como hipétese que o componente fundamental da
distribui¢do espacial da for¢a magnetomotriz resultante produzida pelas correntes em todas
as fases do estator e rotor da maquina seja Fmm(c, 0). Considerando como referéncia
angular 8;, com origem no eixo da fase i do estator, utilizando uma determinada seqiéncia
de fase, em um dado instante o valor maximo de Fmm(a, 0) se encontra em uma posi¢do
dada pelo angulo (o) da figura (3.1). Neste instante a maquina esta em determinado nivel
de saturagdo magnética pode-se obter a distribui¢do espacial de densidade de campo
B(c, ©), como mostra a figura (3.1).
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* eixo fase i

Fmmic, 6)

Figura (3.1) — Representagio Fmm (au, 8) e B(wy, 0).

Utilizando-se de uma representacao geneérica do material magnético da maquina
de indug¢do, como mostra a figura (3.2), calcula-se o infinitésimo do concatenamento de
fluxo da fase 1 d;y;, através da equacgdo [3.3]

Figura (3.2) — Representagdo genérica do material magnético do rotor da maquina.

Na qual:

£ - ¢ o comprimento do rotor

ds - ¢ um imnfinitésimo da se¢fo do rotor

r -raio do rotor

©i - angulo de posi¢do do rotor genérico

df - ¢ um infinitésimo do 4ngulo de PosIciD.
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O infinitésimo do concatenamento do fluxo da fase i é dado por:
dAmi = fa . do [3.3]
Na qual:

fa ~ € a fung@o actimulo de espiras definida no anexo (1).
d¢ - infinitesimal do fluxo em uma determinada posigio
A fungéo actimulo de espiras ¢ representada por:

f = z%[l — cos[h(6 - 6] [3.4]

Onde 6; € o dngulo representado na figura (3.2), dmfo, h r s ordem do harmonico espacial,

podendo ser igual a 1 para harménica fundamental, e 3 para o terceiro harménica.
Sabe-se que:

d¢ =B(a, 8) . ds [3.5]
onde:
ds=/¢.r.do [3.6]

Substituindo a equagdo [3.6] em [3.5] tem-se:
dp=¢ .1 B(a, 0).d6 [3.7]

Substituindo [3.7] em [3.3] obtém-se:
Kh
d, =41y T[} — cos|h.(8 - 6, )]|B(c.0)d6 [3.8]

Na qual B(a, 6) que se relaciona com a forca magnetomotriz Fmm (o, 6),
através de magnetizagio, como mostra a figura (3.3).
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B(a, 0)f

Fram{( ;x, )

Figura (3.3) — Representacio da curva B(a, 0) por Fmm (c, 9).

Tomando-se os pontos (A, B, C, ..., D) na curva B(w, 8) por Fmm (o, 8) da
figura (3.3), propde-se a linearizagdo desta fungdo em segmentos de retas.

Portanto para
j-ésimo segmento de reta, obtém-se sua representagdo na figura (3.4).

L

B(a, 8) 1

Bj

Fmm(c, 0)

Figura (3.4) - Segmento de reta da curva B(a, ©) por Fmm (o, 6).
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Onde a; e b; representados na figura (3.4) séo funcdo dos pontos A(F, , Bj) e
B(F; ., B;), sendo g obtldo do prolongamento do segmento AB. Verifica-se que para o

segmento representado que Fmm (o, 6) se encontra no intervalo entre F;., e F;, portanto
pode-se obter a relagéo:

B(a, 8)=a; + b; . Fmm («, 6) [3.9]

Através da figura (3.1) o componente fundamental da distribuigdo espacial da forca
magnetomotriz total, pode ser escrita através da equagéo [3.10].

Fmm (o, 8) =FM . cos (6 - a) [3.10]
onde FM € o valor maximo da Fmm («, 6).

Logo substituindo a equagao [3.10] em [3.9] obtém-se:

B(o, 8)=2a;+b; FM . cos (0 - o) [3.11]
Substituindo a equagdo [3.11] na equagéo [3.8] tem-se:

d_ = E.I.Z%w[l ~cosfh(c.— 6, )]lfa, + b, FM.cos(6 - a)]de [3.12]

ou

d,, =tr %-[aj —a, .cos[h(6 -6, )]+ bj.FM.cos(B - o)

—b. FM.cos(0 — o )cos[h(6 ~ 6, )]]d6

ou
Kh
d, =y mﬁm[aé ~a;.cos[h(6 -0 )]+ b, FM.cos(p — o) -

b.FM
——cos(B(I-h)-o+h8 )- b,

M cos(8(1-h)-a +h.6, )jdo
[3.13)
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A mtegracdo da equagdo [3.13] deve ser feita em intervalo de 27 radianos para
cobrir todo o comprimento do entreferro da maquina.

Portanto tomando o dngulo o como referéncia tem-se-
+37/2
A = [ "dh, [3.14]

Substituindo a equagio [3.13] em [3.14], vem:

= rf.Z%.[ [ ade- ["""a,.cos[h (0 -6 )].do

+ [ b FM.cos(6 - o.)de

O+3R 7 t)».}:IN4
—L—jf’zz : 2 COS(G(I—h)“"OL+h91)d9

[3.15]

wm2b, FM
- cos(8(1+h) - o + 1.6, 6]

-2

Os valores a; e bj dentro das integrais da equagdo [3.15] ndo podem ser
considerados constantes. Para a determinagfo destes valores utiliza-se a curva B(a, 0) por
Fmm («, 0) segmentada em trechos lineares representada na figura (3.3). -

Utilizando a figura (3.3) onde esti representado um segmento genérico AB .
obtém-se as equagdes [3.16] e [3.17], para os coeficientes b; e a;.

B,-B.

b, =—i [3.16]
F-F,

¢

a = - bj' . Fjvl “+ B}'_l [317]

Drvidindo a equagdo [3.15] em cinco inte grais tem-se:
Ami = Agit + Az + Ammig + Aamis [3.18]

Na qual:
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My =TLE == [""de [3.19]
=Ty j’“ """, .cos[h(6-6,)]de [3.20]
) Y j:; b, FM.cos(6 - o )de [3.21]
A, =1Ly — jf”‘ b, FM c0s(8(1 - h)— o +h.8,)do [3.22]
I ) g - j:‘j" b, FM .cos(8(1+h)~a—ho )de [3.23]

Analisando as integrais das equagdes [3.19]; [3.20]; [3.21]; [3.22]; [3.23] para
h =1 caracterizando o componente fandamental e h = 3 para o terceiro harménico, chega-
se a Ay cujo o desenvolvimento se encontra no anexo (2).

A, =—4rlK, cos(a—8 )i a, .[se::n(@j ~ a)— sen(ej_] - (x)]

~21rLK, FM, cos(a - e)ib“ [6,-6,.]

~21£FM, X, .cos(o - 6. ).isen(@i -0, ).cos(ej +0,_, - 2(1)

- r.E.%%.cosBoc - 36, ).iah .[sen(36j - 3.a)— sen(38jwi = 3.a)]
=1

2r€FM K,

.cos(3o - 36, )Zb sen(28 -28, )cos(zerE + 280, w2a)

_ 2IEFM3 'KB ,COS(30« — 381 ).ibﬁ.sen(zej - zejg} )'Cos(zej—l + 263 - 4{1)

[3.24]

Na qual:
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3.3 — Determinacio do Ponto de Operacio da Maquina

Um processo para a solugdo das equacbes diferenciais da maquina de indugéo
trifasica pode ser obtido utilizando a equagdo do fluxo magnetizante A,;.
A equagio [3.24] representa o fluxo magnetizante da i-ésima fase, como funcdo

dos pontos da curva B(a, 0) por Fmm (o, 8). O fluxo magnetizante se relaciona com a
corrente da fase 1, através da relagio:

ri=L g+ s [3.25]

ou

o A - [3.26]
L. L.

1 1

A Fmm (o, 6) de uma fase pode ser encontrada no anexo (1) e é dada por:

Fmm; (o, 0) =K . ;. [3.27]

Na qual:
f4 € a fung¢do de actimulo de condutores.
A Fmmy; (o, 0) total sera portanto:

Fmm (o, 0)= KKh3i cos(®~0,) [3.28]

onde:

K € uma constante relacionada com a forga magnetomotriz da maquina, ¢ Kh ¢é
uma constante de projeto relacionada com a fungdo acumulo de espiras.
Substituindo a equacio [3.26] em [3.28], vem:
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Fmm (o, 8)= KKh3 %—i.COS(B ~6.)- K.KhZ%‘i.cos(E) -0.) [3.29]

1

onde os membros do lado direito ¢ esquerdo da equagfo [3.29], podem ser representados
por:

Fmm(c,0)=Re[FM " ¢™%]

H

Z%"Cos(e -6,)= Re;:z}:%%.eﬁ e }

1

2%003(9 -9, )= Re[Z%:‘“—".e}e.e”e‘ } [3.30]

1

Substituindo as equagdes [3.30] e [3.29] chega-se:

FM.e ™™ = K‘Kh.Z%e”a' ~K.Kh .Z%‘ieﬁ‘ [3.31]

1

Separando as partes reais e imaginarias ambos os lados da igualdade [3.31] determina-se:

Fr=1r (M) - Amr
[3.32]
Fi=fi (M) + Am
onde:
X = —.COSCL
K Kh
F = I?\I/(Ih .sena [3.33]
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f, (xi)ng-f-cosei

1

f,(x)= Z%S@nﬁh [3.34]

1

Mg = Z%COSB;

1

A :Z%‘%senai [3.35]

1

Utilizando do termo A,z da equagiio [3.35] e substituindo a equagio [3.24], que representa
o fluxo magnetizante concatenado (Ami), obtém-se a equagdo [3.36].

Mpw = {—— > KI;Ki .cos(o -8, )?:_" {4'311 .[s;en(@j ~ oc)— s:::n(@j - a)]

#2FM, b, sen(B, -6, Joos(0, +6_, ~2a)+26M, b_cos(o 6 _)

> KK, .cos(Ba - 30, )i {g.aﬁ .[sen?:(@j ~ Ot)— Seﬂ-’f(ej - 0‘)] 3.36]

L

+ %.FMS.bJ.3 .s;n(Bj -6 )cos(w 0,,-6 + 4&«,)

2
+ EFMS'bg .sen(ZBj —-20_, ).c:os(26}_1 +20 - 4(1)}}.005 0,

Utilizando-se o termo A da equagio [3.35] ¢ da mesma forma substituindo o termo A
obtém-se a equagdo [3.37].
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KK

A, = {— > T .cos{a — 6, )i fa, Jsen(o ~o)- sen(0, — o)
+2FM, .bﬁ.sen(E)} -0, )cos(ej +0. - 2a)+ 2FM, b, .cos(@ - GH)

-> KLKB .cos(3cr ~ 30, )-i{g.aﬁ ‘[sen 3(9j — OL)"- sen 3(@j - (1)]
2

+ ~.;3~~».Fl\/13.bj3 .se:n(@j -0 ).cos(w 0.,-06+ 20(,)

+ ~32~AFI\/I3 b, .sen(Z@j -20_, ).cos(26j“i +26, - 4(1)}}.303 0,

[3.37]

Atraves da equagdo [3.36] e [3.37] podem-se determinar as curvas ou tabelas dos
valores de An; como fun¢io de o, FM, e do angulo entre o rotor e o estator By, que esta
mmplicito nos valores de 8;, conforme verifica-se a seguir:

0, =0

0y = 120°

0, =-120°

GAm@R

By = B + 120°

Bc =0y - 120° [3.38]

Onde 8., 6y, 6. sdo os angulos das fases do estator e 04, Bp, B¢ s3o dngulos das
fases do rotor da maquina.

Levando a equacio [3.36] ¢ a identidade abaixo:

cosa cos(a—28,)
2
cos(3a — 30, ).cos6, = 008(3(12” 46i)% 003(3(12_ 26,)

cos(a — 8, ).(:()SE)i =

e definindo

FFM, = 2 {4.aj1.[sen(8j - on)w sen(@};1 - a)]

+2FM, b, .sen(ej -0 ).cos(@i +6., - 2a)
+ 2FM, b, (6. -0, )}



38

FFM, = i {g a, .[sen 3(83, - a)~ sen 3(8J._} - oc)]

+ %FM b, sen(6, -0 )cos(. , - 0, +20)

+ %FM by.sen(26,-26, Jeos(26,, +20 - 4(1)}

Pode-se obter entio

App = KK, .Z%-.[cos(a -6, ).cos8, |FFM,

- K.Ks.zil-_.[cos(:m - 30, ).cosO]FFM,

1

ou

hpp = —%K.KE.Z -Li—n[cosoc +cos(a - 28, JFFM,

1

5K K, .Z%.{cos@a ~ 46, )+ cos(3a. - 26, )JFFM,

Substituindo os valores de 6; dados em [3.38] em [3.36], tem-se:

Aop = ~--—é—K.K] FFM, {E]%.[cosoc +cosa ]+ E]w[cos o+ cos(a — 240° )]

a b

+ fm[cosoa + cos(a + 240° )]+ iL[cos o+ cos(a - 26, )]
A

B C

+ —L—~[cosa + cos(of, —- 20, —240° )]+ fm[cos o+ cos(a — 20, +240°

[3.39]

[3.40]

)
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g‘fﬁy—{; [oos(3c) + cos(3ec)] + L foos(3or - 480° )+ cosfac + 240

a b

+ ﬁ [008(3(1 +480° )+ cos(Sa +240° )]+ 5[003(3& - 46, )+ cos(3a — 26, )]

. g
+ i}_[cos(?;cx —30, + 4800)%— COS(3OL — 28, —240° )]

B

+ i_1~.[cos(3os, ~30, +480° )+ cos(3a - 26, + 240")]}

C

[3.41]
Fazendo:
La - Lb == Lc == LS
LA = LB = LC = LR
chega-se:
. 1 1 1
Apg =—= KK, FFM, | —+ — |3 cosx [3.42]
2 L., L,

Para Ay tem-se a seguinte identidade a ser utilizada.

cos(e — 0, )sen®, = —%sena + %Sen(mi —a)

cos(3c. ~30,).sen, = }isen(Ba -20,)+ ;:sen(?aa -40,)
Portanto

A= —%K.Ki FEM, {-E— [(senoc +seno)+ (senoa + sen(24()° - oc))

+ (sen(x + sen(— 240° ~ a)}]+ 5——[(36:11(1 +sen(26, —a))

R

+ (Sena + sen(29R +240° - oc))] }
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5 f——.[sen(3oc)+ sen(30) + sen(Ba - 240")

+ sen(3oc - 480° )+ sen(3a + 240° n sen(30t —480° )]

KK, FFM, { 1

+ flw[sen(?sa ~20, )+ sen(3a - 40, )+ sen(&%a ~ 20, —240° )

R
+ sen(3oc -46, — 480°)+ sen(3a - 20, +240° )+ sen(Sa -40, + 480")] }
[3.43]
Simplificando a equagdo [3.43], obtém-se:

A z——1~I<I.KE.FFE\/I1 %I—+ 1 3sena [3.44]
2 L, L

H R

Verifica-se que a componente do terceiro harménico se anula, nas equacdes
[3.42] ¢ [3.44], apresentando estas expressoes somente a componente fundamental
Utilizando as equagdes [3.33] combinadas com, as equagdes [3.42] e [3.44]

chega-se:
F, = 3 L.L. .—F—Mml.lmR {3.45]
SKEKAL, +L,) FFM,
7 ;
L
k= L.l M, [3.46]

g
%K"’.Kf.(LS +L,) FEM,

Isolando o termo Ay € Ay fungdo Fy e F; das equacOes [3.45] e [3.46] e substituindo na
equagio [3.32], obtém-se as equagdes [3.47] ¢ [3.48]

E oot (M_:fs,KZ.Kf_(LS+LR)_FFMI.FR
LR 2L L, FM,

[3.47]




3K*KI(L, +L,)FFM F,

F=f)- 2L L. FM
* 3" R - i

[3.48]

Manipulando algebricamente as equagdes [3.47] e [3.48] tem-se; [3.49 ¢ [3.50].

s ] 2 2z
13 KK, ”"LR).FEMI}FR = (1)
2 L L, FM,
2 2
L3 KK (L. +LR)lFFM1J_FI £ ()
2 L L, FM, *

[3.49]

[3.50]

Elevando ao quadrado ambos os lados das equagdes [3.49] e [3.50], somando as equacdes

resultantes, chega-se a:

AFFM, [ 1y 01 o ;
}:l+ FM] :!'[FR+FI]:fR(A‘1)+fI(A‘i)
onde:

A 3K*KHL, +L,)
2L L,

Atraves das equagdes [3.33] chega-se a:

2
Fi+F = [mm—;hé‘ ]

Substituindo a equagdo [3.53] em [3.50] vem:

AT ) 0)
FM, | KK,

[3.51]

[3.52]

[3.53]

[3.54]



Portanto:

[1 , AFEM, ][ FM, }:i £0.)

L i

onde

f(?bi ): \/fR2 (li ) + fi2 (}\‘i )

da equagdo [3.55] tem-se:

KK

FFM, = + =221 .f(xj)him]
A A

[3.55]

[3.56]

[3.57]

A equacdo [3.57] representa duas retas sendo mostrada na figura (3.5) a reta no

primeiro quadrante.

FFMq1

Figura (3.5) — Representacéo da reta FFM,; x FM;.
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A outra reta FFM; por FM; localizada no terceiro quadrante ndo sera
considerada no desenvolvimento, por ndo satisfazer a solugdo do problema fisico em

analise, sendo que a equagdo [3.57] representa apenas valores de FFM; como funcgfo de
FM, positivos portanto tem-se:

FFM, = E'&.f(Ki)— iFM1 [3.58]
A A

A reta dada pela equagdo [3.58] considera somente a influéncia do harménico

fundamental, ja que a terceira harménica cancelou-se ao longo do desenvolvimento
matematico.

Manipulando a equagido [3.58], fazendo:

KX
D=—-Lf(2, 3.59
~E0) [3.59]
e
c- L
A
2L L
= = [3.60]
3K KI(L,+L,)
Chega-se a reta (FFM, x FM;) dada pela equagdo [3.61]:
FFM, =D -C . FM; [3.61]

A utilizagdo em conjunto das equacdes [3.61], bem como da curva Bi(a., ) por
Fmmj(or, 0) em segmentos de reta conforme a figura (3.4), que permite determinar os
coeficientes a;, b; e Fj, F;;, FM, estes serfio utilizados na solugdo do modelo matematico,
permitindo a determinagdo do ponto de operacio da maquina de indug#o trifasica.
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3.4 - Conjugado Eletromagnético

M/
0 =-m2 Inicio do enrolamento "i"

Figura (3.6) — Representacdo dos enrolamentos do rotor.

Na figura (3.6), observa-se o rotor de uma maquina de inducdo, com uma
distribuigdo infinitesimal de condutores por fase mi(0) desenvolvida no anexo 1. A
corrente do elemento infinitesimal ¢ dado por (i . Mi(0).d0), onde i; € a corrente da i-ésima
fase do rotor.

Na presenca da densidade do campo magnetico B(a, ) surge um conjugado dT;
sobre o lado ativo infinitesimal do condutor dado por:

dT, =1.£B(a, 0)i. 1.(0).d0 [3.62]
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Na qual:

£ - comprimento do rotor

r -raio do rotor

B(a, 6) — densidade fluxo

1; — corrente do rotor

1i(0) — fungéo distribuicdo de condutores

B(o, 8) = aj + by . Fmm (a, 8) = a; + b; . FM,.cos(8 - o) [3.63]
e
ni(8) = 2.Kh.sen[h(6 - 6;)] [3.64]

Nas equagdes [3.62] e [3.64] o indice (1) aplica-se as fases A, B, C do rotor.
Substitumndo a equago [3.64] em [3.65] em [3.63] vem:

dT; =1.2.1;.[a;1,(8).d6+b;.FM;.cos( - o).n«(6).d6] [3.65]
Desenvolvendo a equagdo [3.65] tem-se:
dTi=r1. £.4; . aj. ii(8) . dO + 1. £.4;. by . FM.cos(8 - o)ni(0)d8 [3.66]

Utilizando Fmm(a, ) como referéncia para o calculo dos coeficientes a;, b,
determina-se os intervalos de integra¢io encontrados na relagdo [3.67] que esta

representado na figura (3.7).
Or <0 <Br+2n [3.67]

onde O € o angulo entre a fase i em relagdo a referéncia a ao longo do entreferro da
maquina.
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Iu:fc A luse B lTuseC rase A [sed
O | TN TN
AT N L AR N ;

&)
\K/ \-S(fmm[ o, &)

op Intervale de Integracac Ap+2x

Figura (3.7) — Representacao dos limites de mtegragio.

Solucionando a integral da equacio [3.66] tem-se:

T, = [*7"dT, [3.68]
T =r/j Uj a,1,(0)d6 + [*""b FM, cos(6 - a)n, (6)do [3.69]

Separando a integral da equacdo [3.69] em duas integrais I; e I,, vem:

I =>Kn[""a sen[h(p -0, )]de [3.70]
L, =Y Kh["""b FM .cos(d - o) sen[h.(6 - 6,)]do [3.71]

Desenvolvimento das integrais [3.70] e [3.71] encontram-se no anexo (3).
O resultado final das integrais estio representadas na equagdo [3.72].
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T =K rfi, {4.3-311((1 -0, )iaﬁ[sen(ej — (x)— s.en((%)j;_i - (x)]

I=

-2.FM, sen(o-6,)3b, [sen(6, ~ 6 )cos(o, + 0, ~2a)+2(6, -0, )]}

1=1

+K., 141, {w %sen@a - 36, )iaj3 [sen(3@j - 3(1)— sen(38j_} - OL)]

] Fl}fs sen(3c~36,)3b, [2.5en(20, ~ 20 )eos(~ 20, ~ 26 | + 4a)

-

+ 4.sen(8j -8, ).cos(@w +6, - 20‘)] }
3.72]

Analisando a equagdo [3.72], verifica-se que ele apresenta um componente
referente a0 harmoénico fundamental, representado por Tj;, e um componente referente ao
terceiro harménico Ty representadas pelas equagdes [3.73] e [3.74] respectivamente.

N

T,=K,rti {4 sen{ot ~ O, )Zaﬁ [sen(@J - cx)——sen((%j_1 —a)]

i=1

-2 FM, sen(c- 6. ibﬂ Sen( -0 i).c:os(6j +0 - 2(1)-;— (GJ. -0, )]}

[3.73]

N

T,=K,r41, {m—g sen(3a 36, ) a, [sen(?aej —30()— sen(BBjA] - (x)]

1=1

- Fl\;” _sen(3oc - 36, )ZN:bjg.[Zsen(zE).
L ja]

1

- 26, ).cos(— 20,-20_ + 4&)

+ 4.8311(91' -9, ).COS(BN +0; - 2(1)] }

[3.74]
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CAPITULO IV

ENSAIO EXPERIMENTAL DO MOTOR DE INDUCAO TRIFASICO

4.1 - Introducio

Para a utilizacdo do modelo matematico é necessario a obtencdo experimental
dos pardmetros da maquina, bem como o levantamento da sua curva de magnetizagio,
utilizada na solugdo das equagdes fundamentais da maquina.

4.2 - Levantamento dos Parimetros da Maquina de Inducio Trifasica

S&o apresentados a seguir procedimentos a serem utilizados para o levantamento
de todos os pardmetros da maquina de inducéo trifisica.

4.2.1 - Resisténcia do Estator por Fase

Considerando uma maquina de indugfo de 2 CV de seis terminais alimentada em
220 volts movimentada por um periodo para que a temperatura interna atinja o equilibrio,
faz-se o desligamento da mesma, e através de uma ponte de Kelvin mede-se a resisténeia
de cada uma das bobinas, obtendo a resisténcia por fase do estator da maquina.

4.2.2 - Qutros Parametros

Atraveés dos ensaios em vazio e rotor bloqueado, aplicados a maquina de inducio
trifasica, determinam-se os parametros restantes.

4.2.2.1 - Ensaio em Vazio

O esquema elétrico que permite a realizagdo do teste em vazio da maquina é
mostrado na figura (4.1)
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a
Sensor de , Motor
Fonte Corrente
Equilibrada ) . b

. Sensor de
Tensdo

- *

1

Sistema de Aquisiciio
de Dades

f

Microcomputador

Figura (4.1) ~ Configuracio basica para o ensaio em vazio e rotor bloqueado.

A maquina ¢ alimentada por uma fonte senoidal de tensdes trifasicas equilibrada.
A fonte de tensdo garante distor¢des harménicas e desbalanceamento, que podem ser
consideradas despreziveis. Suas caracteristicas estio apresentadas na tabela (4.1).

Como a poténcia ativa P, para o motor em vazio é determinado por:

P, =Py + Py [4.1]
onde

p —iij i dt [4.2]
ac T o ac " a” N
P mlfv i dt [4.3]
ho —T o b b -

Sendo Py e Py, determinados a partir das formas de tensdo e corrente medidas
através de sensores de efeito Hall e captadas por um sistema de aquisicio de dados e
analisados através de microcomputador conforme a figura (4.1).

A partir dos valores instantineos de linha Vab, 1o Vbe € 1p Obtém-se os valores
eficazes V., I, Vie, I, e através da equacgdo [4.1] determina-se Py,

Considerando V5, = Vye I, =1, pode-se obter:

31,
z,=3.Y

1 [4.5]



X, =4Z: R [4.6]

Os resultados das equagdes [4.4], [4.5] e [4.6], sdo validos, ja que O ensaio em
vazio ¢ realizado com tenséo reduzida fazendo com que a maquina opere na regido linear
da curva de magnetizac¢io, minimizando erros devidos as distor¢bes harmdnicas.

Sendo Z,=(R, + jX,)a impedancia por fase do circuito do motor em vazio,
considerando as perdas rotacionais.

4.2.2.2 - Ensaio de Rotor Bloqueado

O esquema elétrico para o ensaio com rotor bloqueado é o mesmo da figura
(4.1), portanto:

Py = Py + Ppe [4.7]
Pb
_ 4.8
<3 [4.8]
zbzs/é'.%’- [4.9]
b

X, =42} =R’ [4.10]

onde (Z,= R, + jXp) é a impedéncia por fase do circuito do motor com rotor bloqueado,
considerando as perdas rotacionais.

4.2.2.3 — Determinacdo dos Parimetros da Maquina através do Ensaio em Vazio e
Rotor Bloqueado

Os parametros por fase da maquina referido ao estator sio representados por:
R — resisténcia do estator

Xs — reatancia de dispersdo do estator
Ry ~ resisténcia do rotor
X — reatancia de dispersio do rotor
X — reatdncia de magnetizagio
Considerando os circuitos equivalentes da maquina de indugdo em vazio, sem

perdas rotacionais, € a rotor bloqueado, com as perdas rotacionais incluidas em Rg, tem-se
afigura(4.2)a, b.
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S— VY e ol —— AR AR

TR

PXm § P %Rh

(a) (b)

Figura (4.2) — Circuito equivalente para (a) rotor em vazio (b) rotor bloqueado.

Utilizando os resultados do teste em vazio com parametros do circuito
equivalente da figura (4.2) a, tem-se:

X=X+ Xg [4.11]

Utilizando os resultados dos testes em rotor bloqueado com os pardmetros do
circuito equivalente da figura (4.2)b, tem-se:

R, +jX, =R, + X, + (I}R + X )X, [4.12]
RL+j(X, +X)

Considerando que R/ <<< X, a equagdo [4.12] torna-se:

Ry =K’ R/ +R, [4.13]
;:{b=K‘ X'+ X, [4.14]
Na qual:

K = XﬁmX’R [4.15]

Para uma maquina de rotor em gaiola categoria (A), segundo [5], considera-se:

[4.16]
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As equagdes [4.11], [4.13] e [4.15] formam um sistema que pode ser resolvido
por um processo iterativo através da grandeza K.

Adotando para esta grandeza um valor K;, das equagles [4.11], [4.14], [4.15],
[4.16], obtém-se um novo valor de K;.,, dado por:

X

b

‘ ]l-—r 417
i X,1+K) [4.17]

A cada 1teragfo, compara-se os valores de K, e K. até se chegar a uma diferenca
aceitdvel. Chamando de Ky, o valor final de K, obtém-se os valores dos pardmetros do
circuito equivalente a partir das equacdes:

X, =X =1X§ [4.18]
+ F
X
X =X, - [4.19]
I+K,
~R
R :R—bK;—mi [4.20]
r

Aplicando ao processo iterativo descrito, ao motor de indugdo trifasico em gaiola
de esquilo de 2 CV, 1720 RPM, 60 Hz, A/Y — 220/380V — 6,90/3,99 A, n =77,6%, cos ¢ =
0,78, obtém-se os valores dos pardmetros mostrados na tabela (4.1).

Tabela (4.1) — ParAmetros do motor de mdugio.

Ro(€) | Re(Q) | X(Q) | Xr(Q) | Xn(Q)
3,1110 | 3,8310 | 3,1823 | 3,1823 | 72,6230

A fonte de tensdo equilibrada, os sensores de efeito Hall e o sistema de aquisi¢ao

de dados verificado na figura (4.1), tem suas especificagdes dadas através das tabelas (4.2)
e (4.3).

Tabela (4.2) — Fontes de tensdo.

Grandezas Especificagdes
Modelo HP 6834 A
Fase 3
Poténcia nominal 1500 VA/fase
Correntes nominais em valor eficaz 10A,5A
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Freqiéncia nominal de saida regulacio de carga 05 %

Regulacao de linha 0,1 %
Distor¢es harménica total maxima 1 % placa |0, 2 % (utilizado nos ensaios)
Desbalanceamento maximo 0,1%

Erro de tensio eficaz
Erro da corrente eficaz
Erro da fregiiéncia

Erro da poténcia aparente

0.05% +250 mV
0,1 % + 50 mA
0,01 % + 0,01 Hz
0,15%+3 VA

Erro da poténcia ativa 0,15%+3W
Fator de poténcia 0,01
Fregiiéncia 47 - 63 Hz

Faixa de tensdo de entrada 180 — 256 V, 360 - 440 V

Tabela (4.3) — Sensores e sistema de aquisi¢io de dados.

Grandezas Especificacoes
Tensio Efeito Hall - 1:60
Corrente Efeito Hall — 1:1000
Placa A/D
Grandezas Especificacdes
Fabricante Data Translations
Modelo DT31 e EZ
Resolugio 12 bits
Canais de entrada 16 canais
Freqiiéncia de amostragem 250 KHz
(Ganhos 1,2,4,8

Variacdes de tensdes

+1,25,25 5e10V

Sobretensdes

35 Vou+20V obf

Erros

Ganho 1 -erro+0,5%e

Ganho 2.4 ¢ 8 — erro + 0,07 %

4.3. Determinacio das Caracteristicas Magnéticas da Miquina de Inducio Trifisica

Com os pardmetros da maquina de indugdo trifisica determinados, e utilizando-
s€ 0 ensaio experimental, verificado na figura (4.3), onde a méquina de inducio é levada a
velocidade sincrona através de um motor sincrono acoplado ao eixo da mdaquina de
indugdo, e utilizando uma fonte de tensdo equilibrada que alimenta a maquina de mnducio,
com suas caracteristica dada pela tabela (4.1), e com a utilizagdo de sensores para leitura da
tensdo e corrente alimentando um sistema de aquisi¢do de dados, com suas caracteristica
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dada pela tabela (4.2), com esta configuragdo calcula-se as perdas no ferro a partir do
estator da maquina.

Sensores

Motor de Motor

Fonte ﬁ Indugdo — Sincrono

de Trifasico
Tensdo > -
Sistema de
Aquisicio
|
Microcomputador

Figura (4.3) Ensaio em vazio sincrono da maquina de inducéo trifasica.

4.3.1 - Perdas no Ferro da Maquina de Inducio Trifasica

E necessario para o levantamento da curva de magnetizagdo que se determine as
perdas no ferro, ja que a modelagem desenvolvida nio leva em consideracdo estas perdas,
para isto deve-se retirar da corrente a vazio i; representada na figura (4.4) a componente de
perdas 1;, obtendo-se a corrente de magnetizagio 1°;.

Através do ensaio da maquina de indugdo em vazio a velocidade sincrona,
obtém-se o circuito equivalente representado na figura (4.4), onde o ramo magnetizante é
representado por um bipolo néo linear, levando em consideragio a saturacio magnética.
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H %Rpi

B

-
[ 13
.~
[ il

Figura (4.4) - Circuito equivalente para determinagéo das perdas no ferro.

Na qual:

¢; — ¢ a forca eletromotriz induzida na fase 1, em valor instantaneo;

Rp; — resisténcia que representa as perdas no ferro;

lpi ~ corrente na fase i correspondente as perdas no ferro, em valor instantaneo;,

1’ — corrente de magnetizagdo na fase i sem as perdas no ferro, em valor instantineo.

Tomando como referéncia a figura (4.4) para célculo das perdas, ¢ necessério
que se obtenha os valores de v; e i, através de um ensaio levando a maquina de inducdo a
velocidade sincrona, utilizando-se de uma maquina que funcionara como motor sincrono
acoplado no eixo da maquina de indugdo, com o mesmo sentido de rotagao, nestas
condigdes verifica-se o sincronismo da maquina sincrona através de um SINCronoscopio, €
faz-se a obten¢do da forma de onda de tensio e corrente, utilizando um sistema de
aquisi¢do de dados acoplado a um microcomputador, como verificado na figura (4.3).

Com v; e §; advindo de um sistema de aquisi¢do de dados onde utiliza-se sensores

de efeito Hall para que se minimize distorgdes nos sinais, calcula-se e, utilizando a
equacdo [4.21].

di

e=v,—R i ~L
dt

[4.21]

A derivada (di/dt) da equacdo [4.21] pode ser obtida com precisio, decompondo
em serte de Fourier, derivando os harménicos analiticamente ¢ recompondo-os.

Utilizando a figura (4.4) calcula-se a poténcia ativa injetada nos terminais A e B
por:

1 e
P=—]¢1.dt 4.22
=gled [4.22]
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Com o valor da poténcia calculada na fase i dada pela equacdo [4.22], e

determinando o valor eficaz da tensdo e;, ou seja E;, pode-se obter a resisténcia de perdas
R .
pi-

T

E
R, =% [4.23]

Com o valor de Ry;, calculado pela equagio [4.23] ¢ a tenséo aplicada e;, calcula-
se a corrente de perdas i; pela equagio [4.24].

€.
P,=— 4.24
" TR [4.24]

il

Analisando a figura (4.4), obtém-se a corrente i’ do ramo magnetizante por
diferenga, como representado na equagio [4.25]

.

L = i; - ipi [425]

ou para fase “a™:

i =i, - 4.26
FLTR [4.26]

P2
4.3.2 - Determinacio dos Coeficientes das Curvas (B;(c, 0) x FMj(a, 6))

Com a obtengdo de v; do sistema de aquisicdo de dados, a partir do ensalo a
velocidade sincrona, e determinando e; através da equagdo [4.21], decompondo a derivada
da corrente i; analiticamente através de seus harménicos, tem-se i;’ calculada para cada
condi¢do de e; através da equagdo [4.26]. Compondo a tensdo e; com seu valor maximo
dividido por uma constante, e deslocada de noventa graus elétricos da corrente 1, obtém-
se fluxo por unidade de dngulo da maquina, como sendo densidade de fluxo Bi(a, 9), por
corrente de magnetizagdo i;” para unidade de dngulo que ¢ a forgca magnetomotriz (FMi(a,

0)). conforme a figura (3.2), determinando os lagos para o fundamental e terceiro
harmoénico representados respectivamente na figura (4.5) e (4.6).
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Lacos para o Harménico Fundamental

0.8
0.6

=
o
¥

., B
o
(3%
T T

S
i
T

FM

Figura (4.5) — Lagos obtidos para o harménico fundamental.

Lacos para o Terceire Harmonico
0.04 : -

0.03 ;

0.02 |
0.01 ;
(2 4] 0t
0.01
-0.02 ¢

-0.03 ¢ 4

-0.04 . N . : . . "
-0.08 -0.06 -6.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

M

Figura (4.6) — Lagos obtidos para o terceiro harménico.

Unindo os extremos dos lacos obtém-se as curvas (Bi(o, ©) x FMi(a, 9))
representados nas figuras (4.7) e (4.8)
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12 3
023

0z,

83 , . . . |
] 1 2 4 5 6

3
mi(a? e)
Figura (4.7) — Bi(a, 8) x FM(«, 6)

2025

g3t

025

G2

00154

ﬁﬁ(“’? 0)

DL}

naust

W 001 OBz un3 084 085 0D 007 pok
: m_a((l'., 9)

Figura (4.8) — Bs(ct, 0) x FM;(a, )

Utilizando as curvas das figuras (4.7) e (4.8), representadas em segmentos de
reta, conforme a figura (3.3), determina-se os coeficientes b; e a; dadas pelas equagdes

[3.17] ¢ [3.18], bem como os F;, Fi.; e FM, para o fundamental e terceiro harménico, que
serdo utilizados nas fungdes (FFM; x FM,).
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4.3.3. - Obtengio das Funcdes (FFM; x F M;)

Utilizando a equagio [3.10], chega-se a:

Fmm(8; - o) = Fgg = FM.cos(8; - o) [4.27]
e
me(ej_; - Ot) = F(j-IJi = FMi.COS(Gj,1 - OL) [428]
Portanto

F,

0; - o) = arcos —- 429
(8- a) =arcos & [4.29]
(8;1 - ®) = arcos Fin [4.30]

FM.

Na equagédo [4.30] e [4.31], sabe-se que o > 0; ¢ o> 05 o que fornece um valor
negativo no lado esquerdo das equagdes.

.. F. . ,
Calculando o (arcos _£;}*_) e (arcos —ﬁi}—’i) e levando em consideragio que Faie
FM. FM

1

. . . F . F .,
Fia1y ¢ FM; sdo positiva obtém-se dois valores para (arcos %—{—JL) e (arcos —F~“—’—)-). O

angulo positivo ndo é levado em consideragdo uma vez que se esta trabalhando com
(0 - o) negativo.
Portanto tem-se:
E

;- o) = - arcos —i- 431

(%-0) FM, [431]
-~ F(J‘i}i -

(8.1 - o) = - arcos M [4.32]

1

Substituindo as equagdes [4.31] e [4.32] em [3.31], obtém-se as fungoes
(FFM; x FM,) para o fundamental e terceiro harménico, representados nas equagdes [4.33]
¢ [4.34], respectivamente.

= Fil F'l
FFM, =3 12a, | sen arcos = || —sen arcos—ﬁ\jz-

F, F F. . F
+FM, b, .sen| arcos—=L —arcos—2- | cos| arcos—4 4 arcos -
i FM FM FM

1 1 1 1

F(im;)a F‘l
+FM b, | arcos—~ — arcos —!
3 FM F

1 I
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[4.33]
) Fis F,
FFM, = » —.a . sen| 3.arcos——= |~ sen| 3.arcos ——
e R
F(}q )i F'; F( 13 F-S
+FM, b, .sen| arcos——=—arcos—"— | cos| arcos—— + arcos—-—
’ FM, M, FM, FM,
I i3 ' F( -1 F{ i~1)3 F';
+FM,.b .sen| 2| arcos———arcos—~ | | cos| 2| cos—E + arcos—
] M, FM, FM, FM,

[4.34]
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CAPITULO V
SIMULACAO DIGITAL

5.1 - Introdugao

Utilizando como dados para a simulagfio os pardmetros e a tensio aplicada ao
estator da maquina e trabalhando com a reta (FFM; x FM,) e as duas fungdes (FFM; x FM;)
tanto para o fundamental como o terceiro harménico, e manipulando as equagdes
fundamentais da maquina, soluciona-se 6 modelo proposto.

5.2 - Determinacio do Ponto de Operacio

Com a reta obtida da equagdo [3.63] e com as fungdes determinadas pelas
equagdes [4.33] e [4.34], obtém-se o ponto de cruzamento da reta com as fungbes, como
esta representado na figura (5.1).

FFM T

armem e s
me ettt memaras
y -
F "1 LR LR T .
.
]
T »
¥

FMj1 FMy FI ’ M

Figura (5.1) — Determinagfo da reta sobre a curva para o cruzamento.

FFM, - FFM

M = 5.1
FM, - FM 1>1]

M. (FMJ - FM},}) = FF}.\/IJ - FFMJ‘_I

FFM; = FFM;, — M.(FM; - FM,.,) [5.2]
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Com a equagéo [3.62] e [5.2] no cruzamento tem-se FFM;: = FFM, e FM,; = FM
D1 - C; . FM] == FFMj-; +M. (FMl - FMj_l)
Desenvolvendo a igualdade chega-se:

e - D-FFM_ + MFM | (53]
. (C+M) '

Portanto para obtencdo das duas grandezas do cruzamento das retas basta
utilizar-se as equagdes [5.2] e [5.3], que fornecerio os valores de FFM,, FFM;, M, e FMs;.

5.3- Analise dos Valores do Angulo de Referéncia (o) no Equacionamento de (Ami)

5.3.1 - Determinacéo de FR; e FI,;

iR - R0

R VTl [5.4]
1+ A.Ewwi
FM

1

o L0

R TVl [5.5]
1+ A.@‘—
FM

1

5.3.2 - Determinacio da Posiciio do ngulo (o)

SeFR; >0 eFI; >0 o estano primeiro quadrante.

o = arc sen KK FL [5.6]
M

i
SeFR; >0 ¢ FI, <0 o estdno quarto quadrante.

KK FI
F

(lﬁaICSGIl(
]

SeFR, <0eFI, >0 o estano segundo quadrante.



o =180° - arc sen (%ﬁﬂj [5.8]

I

Se FR; <0 e FI; < 0 o esta no terceiro quadrante.

o =180° -arc sen [—I—{—I%{E—} [5.9]

1

5.4 - Determinacao das Correntes para a Maquina Ligada em Estrela Isolada

Para maquina ligada em estrela as tensdes de linha aplicada ao estator da
maquina ¢ que sfo conhecidas as tensdes de fase representadas pela equacdo [3.1], devem
ser trabalhadas para que as equagSes resultantes, representam as referidas tenses de linha.

Portanto da equagio [3.1] tem-se:

_ 3

Ve =R,i, + ddta" [5.10]
, /3

v, =R,1,, % [5.11]
, A

Vca = Rs'lca + ddtca [512]

Sendo Vay, Vi € Ve, valores instantineos das tenses da linha aplicada ao estator
da maquina.

As correntes de linha s3o obtidas através das diferencas das correntes das fase,

COmo:
lab = 1a -~ Ty [5.13]
ibc:ib_ic [514]
lea = 1c = 1y [5.15]
Da mesma forma obtém-se Ay, Ay € Ag, através de:
Aab = Aa = Ap [5.16]
;\chz}\ab'}hc [5i7]
hoen = A - A [5.18]

Manipulando as equagdes [5.32] para as fases do estator e rotor para as variaveis
das equagdes anteriores tem-se:
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F, _ L A, +lkb]+-—1—[ }\,i.cosei} [5.19]
Ls 2 LR =AB.C
V3 ] ( j
F, =——(h_)+— A.senf. 5.20
! 2LS ( bC) LR 1:§,CI . ] [ ]

Através da equacéo [3.34] obtém-se:

Aanab = Aung - Aamd [5.21]
Aabe = Aanb = e [5.22]
Apnca = Aanc = Aona [5.23]

Obtém-se as correntes de linha através da equacdo [3.2], tem-se:

M 7\'& “}“mab

1, = —-—b—ig—) [5.24]

. ZLM:_&@_] [5.25]
o LS

i = Mm] [5.26]
23 LS

As correntes de fases podem ser determinadas através das equagdes [5.13] e [5.14] e
sabendo que a igualdade da equagdo [5.27] ¢ vélida para ligagdo em estrela isolada.

g+ lp + 1= 0 [5.27]
Para maquina ligada em estrela isolada tem-se-

lab =13 = 1y [5.28]
Ipe = 1p = 1¢ [5-29]

Solucionando o sistema formado pelas equagdes [5.27]; [5.28] e [5.29] obtém-se as
correntes das fases do estator da maquina.

i = [-2&31‘—] [5.30]
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EZF“;%] [5.31]

o= (iy + 1c) [5.32]

5.5 — Determinaciio das Tensdes nas Fases para a Maquina Ligada em Estrela Isolada

Com as correntes de fase determinadas através das equagdes [5.30], [5.31],

[5.32] e utilizando a equagdo [3.2], chega-se ao concatenamento total de fluxo de cada
fase, A, Ab, Ac.

hg=hmat Ls . 15 [5.33]
o= Ay + Ls . Iy [5.34]
he = huma + L . L [535]

Atraves das equagdes [5.33], [5.34] e [5.35] calcula-se as derivadas no tempo.

dr, =v_ R 1, [5.35]
dt
@f_mlm +L.i, [5.36]
dt
dx,
dtn =i, +L 1, [5.37]
%zlm +L 1, [5.38]
dt
Determina-se as tensdes nas fases utilizando a equagdo [3.1] através de:
. A
v. =R 1, + dx, [5.39]
dt
. da
v, =R, +-—* [5.40]
dt
. da
v, =R +— [5.41]
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5.6 — Ligacao em Tridngulo

Para maquina ligada em tridngulo as tensdes de fase sdo conhecidas, portanto as
equagdes utilizadas sdo as mesma do capitulo (3).

5.7 ~ Determinacio dos Conjugados

3.7.1. Conjugado Eletromagnético

Utilizando a equago [3.72] e aplicando os dngulos das relagBes [3.38] obtém-se
a equacdof5.42]

T =r/K, .sen(a -0, ).FM] -[iM sen(o — 0, )

+im.sen(0c - 912 —120°)+im.sea(a—@R +1200) }

[5.42]
+1.L K, FM, .sen(Ba + 30, ).[TLA3 sen{ot — GR)

+im_sen(otv~~~6R “120°)+ic3.sen(oc -0, +1200) ]

onde 1a1, Ipi, Ic1 € ia3, i3, ics sd0 correntes do rotor para o fundamental e terceiro
harmdnico.

3.7.2 - Conjugado de Carga e Conjugado de Aceleracio

Utilizando a representagdo do conjugado de carga T. em [N.m] como um

conjugado inicial Ty, diretamente proporcional a velocidade angular do rotor w,
representado na equacio [5.43]

Te=To+To .0+ Ty . o [5.43]

Portanto o conjugado de aceleracdo é determinado pela diferenca entre o
conjugado eletromagnético T; e conjugado de carga T..

Ta=T;- T, [5.44]

5.7.3. Velocidade Angular do Rotor

A velocidade angular do rotor ® é determinada através da derivada do angulo
entre a referéncia (o) e o eixo da fase é representado por O conforme a figura (3.1) ¢
denominado O, representado na equacdo [5.45]
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O = a5, [5.45]
dt
A derivada da velocidade no tempo ¢ calculada pela equagdo [5.46].
do T, [5.46]
dt J

onde J € o momento de inércia da maquina em estudo.
Utilizando o método numérico (Runge Kutta de 4* Ordem Rgy) para a solugéo do

sistema de equagdo diferenciais e adotando um erro (g) para as variaveis a serem
analisadas, verifica-se a convergéncia do sistema.

3.8 — Fluxograma para a Solu¢io Numérica das Equacdes

| Inicio ]

2
N
Dades de enirada Rg, Lg, RR, IpeJeas
tensdes de linha vy, Ve € Veg

Equacées diferenciais do estator referenciadas nas
tensoes de linha e as das fases A, B, C do rotor

\
Solucéio das equnacdes diferenciais
&
Calculo T, FI, fAp e o
1

Determinacdio da equaciio da reia t=t+AL

4
Determinacio das funcées (FFN; x FM;) para
intercecfio com a reta

N N N AN I N I

N

Aﬁlﬂﬂﬂ de Ami> Amabs Ambe’ Amea: igh? Ihe leg TiP ®
f

&

/ Cilculo de Aa: Ap e A
1

/ Calculo de vy, v, ¢ v

E

-
/ Resaltados finais
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CAPITULO VI

RESULTADOS EXPERIMENTAIS E SIMULADOS

6.1 — Dados do Motor a ser Ensaiado

- Motor de indugao trifisico gaiola de esquilo
- Poténcia2 CV

-  Tensdovy=380V; v, =220V

- Corrente iy =3,9A ; i,,=69 A

- Velocidade nominal 1720 rpm

- Conjugado nominal 7,1 N.m

Atraves dos dados anteriores e dos pardmetros do motor levantados no item
(4.2), e com as fungdes obtidas das equagdes [3.21], [4.31] e [4.33], que sdo utilizadas
conjuntamente com as equagdes diferenciais na solugdo numérica do sistema, faz-se a
comparagdo dos resultados teoricos obtidos na simulagdo com os resultados experimentais,
que estdo expostos nos itens seguintes deste capitulo.

6.2 — Ensaios Experimentais

Para o ensaio do motor de indugfo em vazio, a meia carga, a plena carga e com
sobre carga de 10% utiliza-se os diagramas das figuras (6.1) e (6.2).

Para execugdo do ensaio experimental a maquina de indugio trifasica ¢ ligada
em estrela e tridngulo como mostram as figuras (6.1) e (6.2), e esta é alimentada por uma
fonte de tensdo equilibrada, sendo que sua especificacio se encontra na tabela (4.2), e as
formas de onda de tensdo e corrente sdo lidas, através de sensores de efeito Hall, cuja
especificagdo se encontra na tabela (4.3), e através de um sistema de aquisi¢do de dados
sdo feitas analises utilizando um microcomputador.

O freio eletromagnético ¢ ajustado para as condigdes de ensaio, a plena carga ¢
com sobrecarga de 10% controlado a corrente de alimentagio do motor, sendo que na
condigdo a vazio o freio € desacoplado da maquina de indugéo para se adquirir os dados do
ensaio.

Nos itens que seguem sdo apresentados dados experimentais e simulados para as
ligagOes estrela e tridngulo da méquina de indugio trifasica.
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Tensfo Tensdo Motor de
Corrente yiiha  Fase Indugsio
PR s | T
Fonte = r—qu [l% % s o
. — ftico
Equilibrada i fp ‘ Pletromagnétic
L i (]
RN
_ E f

Sistema de Aquisicdo

|

Microcomputador

Figura (6.1) — Representagdo para o ensaio a mela-carga, plena carga e sobrecarga para a
maquina ligada em estrela.

& : Motor de
Tensdo Liﬂm Inducse

| ;
Fonte 5 T —G0Q0 L Freio
Equilibrads ‘{lF(EL i I E | Eletromagnétice
L LAl F
( 1
i

[, Corrente
l Fase
L Sistema d{c Aquisicio

MHcrocomputador j

|

Figura (6.2) — Representacio para o ensaio a mela-carga, plena carga e sobrecarga para a
maquina ligada em delta.
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6.3 — Ensaio em Vazio para Maquina Ligada em Y

6.3.1 — Formas de Onda Obtidas na Simulacio

Tensdes Simmutadas de Fase em Vasio

400

309 E
(\ //\ N ‘\ Y

2000 / 3

/4 /i

gl / / ;f | ;’

§of ) “ \ fA T

3— 00 - \ ‘ |

-200

a0l \_/\/ \_/

400

6.3 6.308 4.31 0.318 6.32 8.325 0.33
tempe (5) .

Figura (6.3) - Tensdes simuladas de fase em vazio.

Correntes de Linha Stmuladas em Vazio

3
4- 1e ip
3 ‘\' ; / ! f’/‘.\ \ ; /’_\\‘ r,(/ /f\\‘\ ;./— \\\! 4
LAY / \'\ / \H‘r \\/ /|
A \ A ; A {
A K"'\ A :f\‘ /\ f[\
- f X Y ! \\ / / X
A N T AR ;N 7]
g 1 l\\ ", \ ‘,.’ i.\ ';’ Y J \\. i’
© ' o / \ |/
\ / v \\ LY b
=24 ); f\ 4
;.j \ ;f s\ /” \
-3t
| N4 NN \// \_/
-5 . . A
2.3 0.345 0.51 0,315 .32 0.323 0.33

tempo (s)

Figura (6.4) — Correntes de linha simuladas em vazio.
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Cenjugado Simuiado em Vazio

b
=

Conjugado {N.m)
[ i
&

ot
[

=

.'..
=3

0 0.02 0.04 .06 0.08 &1 a.12 0.14
Tempo(s)

Figura (6.5) — Conjugado simulado em vazio

Rotacdo Simatade em Vazio

1] 0.02 B.04 006 0.(;8 4.1 412 0.14
Tempo(s)

Figura (6.6) - Rotagdo Simulado em Vazio



6.3.2 — Valores Medidos em Laboratédrio
- TensGesavazio V,, Vo, V.=380V

- Cormrentes avazio I, Iy, . = 2.8 A
- Velocidade vazio 1795 rpm

Tensdes de Linha Expeﬂmentals em Vazle

600+~

wﬂﬂmAﬁ”

f‘ /
4

\/ \g/ k/ \/

|

{ tensiio (V)
o

\ i
vV

N\ \/\/\/ v

6,3 o, 30= 1 o0, 315 0.3 @, 325 0,33
tempo (5}

-44

@

Figura (6.7) — Tensdes de linha aplicadas 4 maquina em vazio.

Tensées de Fase Experimenials em Vazio

s

9,3 4,305 ,3 L 315
tempo {s)

0.3 0,375 0,33

Figura (6.8) ~ Tensdes de fase aplicada a maquina em vazio.
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Correntes Experimentais em Vazio

s
3 ’;’P\\ /\ N /\ \_\ ]
z ! -.
{ A
€1 / \ / \
% 0
£,
2l %
) \/ \
-4
75(’?,3 1, 305 0,31 4, 315 B,SZ [1] 325 4,33

empe (s)

Figura (6.9) — Correntes de linha aplicada a maquina em vazio.

6.4 — Ensaio em Vazio para Maquina Ligada em (A)

6.4.1 — Formas de Onda Obtidas na Simulacio

Tensdes Simaladas de Fase em Vasio

400 5
300 - Vg Vb VC :
™ VRN ST
NAVAVAVaVaVE
A / A A
C“ln& [ -"Jl \ '.f \‘\ ; i\ / \'* ,i!‘l \ 7
S foh /o / Fyoin /
% 0 f \!ﬁ /Ea \\! ;’! f };‘ \ ff
= 3 L ! | i
'"'.100—; Y ,ff \ / \ /ﬁ f A
/o oy
260 A
\ \ /
ool N NN
03 0.305 031 0315 03 s .33

tempo {5}

Figura (6.10) — Tensdes Simuladas na Fase em Vazio.
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p Correntes Simuladas em Vazie
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Figura (6.11) — Correntes na Linha Simuladas em Vazio.

6.4.2 — Valores Obtidos em Laboratério

- Tensdes a vazio V,, Vi, V. =220 V
- Correntes a vazio I, I, I. =49 A
- Velocidade a vazio 1795 rpm

Tensdes Experimentais em Vazio
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Figura (6.12) — Tensdes de linha aplicada a maquina em vazio.
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Correntes Experimentais em Vazio
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Figura (6.13) — Correntes de fase aplicada & maquina em vazio.

6.5 — Ensaio a Plena Carga para Miquina Ligada em (Y)

6.5.1 — Formas de Onda Obtidas na Simulacie

Tensdes de Fase Simuladas a Plena Carga
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Figura (6.14) — Tensdes Simulagfo de Fase a Plena Carga.



79

Comn&:s de Linha Simnladas a Plena Carga
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Figura (6.15) — Correntes de Linha Simulada a Plena Carga
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Figura (6.16) -- Conjugado Simulado a Plena Carga
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Retacédio Simulado a Plena Carga
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Figura (6.17) ~ Rotagio Simulada a Plena Carga

6.5.2 — Valores Medidos em Laboratérios
- TensGes a plena carga V,, Vy, V, =380 V

- Correntes a plena carga I, I, I, = 3,99 A
- Velocidade a plena carga 1729 rpm

Tensdes de Linha Experimentais a Plena Carga
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Figura (6.18) — Tensdes de Linha Aplicada a Maquina a Plena Carga.
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Tensoes Experimentais a Plena Carga
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Figura (6.19) — Tensdo de Fase Aplicada a Maquina a Plena Carga.

Correntes Experimentais a Plena Carga

, corrente (%)

Figura (6.20) - Correntes de linha aplicada 4 maquina a plena carga.
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6.6 — Ensaio a Plena Carea para a M3 uina Ligada em (A

6.6.1 — Formas de Onda Obtidas na Simulacéo

Tensdes Simuladas de Fase a Plcna Cargs
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Figura (6.21) — Tensdes simuladas de fase a plena carga

Correntes Simuladas de Fase 3 Plena Carga
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Figura (6.22) — Correntes simuladas na fase a plena carga
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6.6.2 — Valores Medidos em Laboratéorio
- TensOes a plena carga V,, Vi, V. =220V

- Correntes a plena cargal,, 1, .= 6,9 A
- Velocidade a plena carga 1729 rpm

Tensdes Experimentais a Plena Carga
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Figura (6.23) - Tensoes de fase aplicadas 2 maquina a plena carga.
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Figura (6.24) — Correntes de fase aplicada 4 maquina a plena carga.
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6.7 — Ensaio com Sobrecarga de 10% para a Maiquina Ligada em (Y)

6.7.1 — Formas de Onda Obtidas na Simulacio

Tenses de Fase Shmuladas com 10% de Sobrecarga
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200¢

¥ { )
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-300¢
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.3 0 305 0.3 0. 315 .3 0. 325 0.33
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Figura (6.25) — Tensdes simuladas de fase com 10% de sobrecarga.

Correntes de Linha Stmuladas com 1094 de Sobrecarga
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Figura (6.26) — Correntes de linha simuladas com 10% de sobrecarga.
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6.7.2 — Valores Medidos em Laboratério

Figura (6.27) -

Tensdes aplicadas em sobrecarga de 10% V,, Va,
Correntes aplicadas com sobrecarga de 10% I, I,
Velocidade com sobrecarga de 10% 1718 rpm
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Figura (6.28) — Tensdes de fase aplicadas a maquina com 10% sobrecarga.
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Correntes Experimentais com Sebrecarga de 10%:
- T T d

. corrente {n)

0:3 0,305 0,31 0,315 6,32 0,325 6,33
tempo ()

Figura (6.29) - Correntes de linha aplicada 3 maquina com 10% sobrecarga.

6.8 — Ensaio com Sobrecarga de 10% para a Maquina Ligada em (A)

6.8.1 - Formas de Onda Obtidas na Simulacao

Tcnsﬁes Simuladas de Fase com 1095 de Sobrecarga
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Figura (6.30) ~ Tensdes simuladas na fase com 10% de sobrecarga.
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Correntes Simuladas de Fase com 10% de Sebrecarga
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Figura (6.31) —~ Correntes na fase simuladas com 10% sobrecarga.

6.8.2 — Valores Medidos em Laboratério

- Tensbdes com sobrecarga de 10% V,, Vi, V.=220V
- Correntes com sobrecarga de 10% I, I, I. = 7,59 A
- Velocidade com sobrecarga de 10% 1718 rpm.

Tensdes Exptr'imentais com 10% de Sobrecarga
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Figura (6.32) - Tensdes de linha aplicada a4 maquina com 10% de sobrecarga.
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Correntes Experimentsis com 10% de Sobrecarga
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Figura (6.33) — Correntes de fase aplicadas @ maquina com 10% de sobrecarga.

6.9 — Analise dos Resultados

Utilizando-se de uma fonte equilibrada para alimentagdo do motor que esta
sendo ensaiado, bem como de um sistema de aquisicdo de dados conectados a sensores de
efeito Hall para aquisi¢io das formas de onda de tensio e corrente aplicada aos terminais
da maquina, verifica-se que os resultados obtidos em laboratério e na simulagio se
aproximam principalmente para ligagdo em estrela, e mesmo ndo acontece para ligagdo em
delta onde as correntes nas fases apresentam distorgdes mais acentuadas nas formas de
ondas simuladas, em relagio as obtidas nos ensaios em laboratorio.
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CAPITULO vII

7.1 — Conclusées

Através do levantamento dos parametros do transformador utilizando os ensaios
em vazio e curto-circuito, e com a obtengio da curva de saturagdo a partir da determinagio
dos lagos de histerese, retirando a componente de perda no ferro do nucleo, e utilizando a
fungdo linear obtida no desenvolvimento matematico do modelo que também relaciona
fluxo de magnetizagdo (hy,) e corrente de magnetizacdo (im), comjuntamente com as
equagdes diferenciais, soluciona-se o modelo ndo linear do transformador. Verifica-se que
os resultados obtidos através da simulagio digital do modelo ndo linear, apresentam
resultados muito proximo, aos obtidos em laboratério.

Utilizando-se da mesma sistematica aplicada ao transformador, agora incluindo
os conceitos da fun¢do acimulo e distribuigdio de espiras, aplicados ao modelo ndo linear
do motor de indugéo trifasico balanceado, desenvolve-se um modelo matematico incluindo
a satura¢do magnetica, considerando o harmédnico fundamental e o terceiro harménico
espacial. A partir do desenvolvimento do equacionamento do fluxo concatenado na
maquina (Aq;), obtém-se a fungfo linear que relaciona a forca magnetomotriz (FFM), com
o maximo desta forga (FM), verificando no desenvolvimento que somente 0 harmdnico
fundamental prevalece ja que o terceiro harménico se cancela. Desenvolve-se também as
fungoes forga magnetomotriz (FFM) e o maximo desta forga magnetomotriz (FM) a partir
do equacionamento de (Ay;), utilizando a curva segmentada obtida a partir da unido dos
extremos dos lagos que relacionam tensfo e corrente do ramo de magnetizagdo retirada as
perdas no ferro, através do ensaio a vazio sincrona da maquina. De posse da reta e das
fungBes desenvolvidas soluciona-se parte das equagdes diferenciais. A solugdo das
equagies diferenciais de conjugado e velocidade & necessario o desenvolvimento
matematico do conjugado eletromagnético incluindo os harménicos espaciais,
desenvolvimento este utilizado na simulagdo do modelo proposto. Com as fungoes
obtidas ¢ o modelo matematico completo tem-se a solugdo das equagdes diferenciais da
maquina.

Os resultados obtidos para simulagdo a vazio ¢ a plena carga para velocidade,
conjugado e corrente aproximam-se dos dados de placa.

Na liga¢do em estrela isolada as simulagdes realizadas para as condicdes em
vazio figura (6.3), a plena carga figura (6.14), e com sobrecarga de 10%, figura (6.15), ndo
apresentam as oscilagdes observadas na parte superior das formas de onda de tensdo, para
0s mesmos ensaios obtidos experimentalmente apresentados respectivamente nas figuras
(6.8),(6.19), (6.28).

Para ligacdo em tridngulo as diferencas sdo notadas nas formas de onda das
correntes de fases. Na ligagdo em vazio a deformagio no meio da onda apresentada na
figura (6.11), ¢ mais profunda do que a obtida experimentalmente apresentada na figura
(6.13). Nos ensaios a plena carga e com sobrecarga de 10%, as formas de onda de corrente
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obtidas na simulagdo também apresentam maiores deformagdes do que as obtidas
experimentalmente.

Uma analise através da transformada da série de Fourier da forma de onda de
corrente experimental, verifica-se a presenca da quinta e sétima harménica, portanto uma
forma de minimizar os efeitos das distorgdes, seria o desenvolvimento do modelo mncluindo
a quinta ¢ sétima harménica, pois o apresentado no trabalho inclui somente a tercetra
harmdnica.

Estas deformagdes poderiam ser reduzidas incluindo no modelo outras

representagdes de perdas na mdquina que ndo foram incluidas, no desenvolvimento do
modelo apresentado.

7.2 — Estudos Propostos

* Estudo de outras perdas além das consideradas no modelo do transformador e motor,
para verificagao da melhoria das distorcdes das formas de onda.

e Estudo para incluir no modelo do motor de indugdo trifisico, da quinta e sétima
harmonica espacial, verificando se ha melhora nas formas de onda da tensio e corrente.
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ANEXO 1

CONCEITUACAO DA FUNCAO ACUMULO DE ESPIRAS E FUNCAO DE
DISTRIBUICAO DE ESPIRAS APLICADO AO CALCULO DO FLUXO
CONCATENADO POR UM ENROLAMENTO

Al.1l. Introducao

A superposigdo dos efeitos individuais das entradas ndo sio validas para
sistemas ndo lineares, devido a ndo linearidade fisica do circuito magnético.

/
NN /
N S
N
P ®)
Fo1 B,
/f’"\ ,f/ﬂ \\
Y
F /N
/ \X X / . —
¢ i 2m @ ® 2x 9
/ v
N v/
"

Figura (Al.1) - () trajetéria numa estrutura magnética com ranhuras: (b) Densidade média
(Bo) de fluxo de entreferro como fungfo da for¢a magnetomotriz (Fo); (¢ ) Dustribuigdo
senoidal de (F,) com o angulo (8); (d) Distribuiciio da densidade (Bo) do fluxo com (0).
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Na figura (Al.1a), esta representada uma estrutura magnética com ranhuras,
representando a maquina de indugdo trifasica balanceada. Na figura (A.1.1b) esta
representada a densidade média (Bo), que é a distribui¢do do fluxo magnético normal a
superficie do entreferro, em funcéio da forca magnetomotriz (Fo), resultante dos vetores
intensidade de campo magnetizante, caracterizando a curva de magnetizacdo da maquina.
Também na figura (A.l.lc, d), estd representada a forca magnetomotriz (Fo) ¢ a
distribui¢do da densidade (Bo) de fluxo em fungdo da posigdo angular (8).

A partir da densidade do fluxo magnético no entreferro, obtém-se os fluxos
concatenados pelos enrolamentos.

AL2. Fungéo Distribui¢iio de Espiras

P19 a0
70 C}O O QC’ O - |
O Tl S ; h OO
O O;
-0 (o)

9 06060Y

Figura (A1.2) - Representacdo da distribuigdo de fmm.

Na qual:

ni(8) - n° de condutores por unidade de angulo (n° cond/grau)
Portanto:



Fmm (0.,0) = FM.cos(6 —a)= [ n,(6)i,.de =Ni [" n,(0)de [Al.1]
Na qual:

1;(6) = N.n{(6) [A1.2]
n;(0) = sen(6 — a) [A1.3]

1

{I;/\
S

>
0

oy

Figura (A1.3) - Representacéo da distribuigdo de fmm.

Portanto:

0-n
Fmm(c,8) = Ni, .Emn sen(0 — o) = —Ni .cos(6 - o
0

Fmm(«, ) = - N.ii.fcos(0 - 1t - o) - cos(B - a)] cos (0 - 7 - o) = - cos (6 - o)
Fmm(a, 8) = - N.i;.[-cos(0 - a)- cos(® - a)] = 2.N.i; cos(B - o)
Fmm(a, 9) = FM.cos(0 - o)

Portanto tem-se:
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N3(8)= N.sen-6;) [N° cond/graul]

\ Fmma, 6) = 2N.ij.cos(@- @)

/ 0

Figura (A1.4) - Representagio de 1; (6) e fmm.

Conceituando melhor a fungio distribuicio de condutores tanto para o
fundamental como para alguns harménicos a partir de um angulo 6, tem-se:

O O (D CO—(GO— GO (23— o)

Figura (A1.5) - Limites para fmm a partir de 6,

ni(8) = Ky.sen(6 - 6;) + Ks.5en(6 - ;) + ...
N (6) = 2 Kh.sen(h.(6 - 6;)) [AL4]
portanto a integral para determinagio de Fmm(a, 9):

Fmm(o,8)= " " Khi, sen[n(6 - 6 )]do
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0 -7
Fmm (o, 8)= i, .ZKh._f:wn senh.(6-0,)]do =—i .Z%h—.cos[h.(e -9.)

0
Fmm{o,0)=—i, .Z%.[cos[h.(@ ~0, — )] - cos[h.(6 -6, I
cosfh.(6 - 8; - m)] = - cos[h.(0 - 6))]
Portanto:
. «— Kh
Fmm(o,0)=—i, > —ﬁm[— cos[h.(6 -8, )]— cos[b(6—6 )]
Fmm (c,0) = 2.i}.2%.cos[h.(8~9i)] [AL.5]

Concluindo a fungéo distribuigao de condutores sera avaliada através de:
1i(8) = 2.. Kh.sen[h.(6 - 6;)] [A1.6]

para h =1 - primeiro harmonico
h = 3 - terceiro harménico

Al.3. Func¢io Acimulo de Espiras

f, = E n;(0).do [A1.7]
/2

Na qual:
M(0) = 2. Kh.sen[h(6 - 6)]
(y; - m/2) - € a posigéo do primeiro condutor do enrolamento.

Para determinagdo de f, necessita-se definir corretamente os limites de
integracao.
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Vi-xz |y, 8

62, 16i 6 6;+%n 40 6

Figura (A1.6) - Definicio dos limites de mtegracio.

£, = f n;(6).46= > Kh. f sen[h.(6 - ;).d6] = —Z—i—h.{cos[h.(e ~0,)]
fy = ~—Z%.cos{h.(@ -0;)-1] =Z %1%[1 —cogh.(6 - 6;)]]

Portanto a partir de 6; a funcfio acimulo de espiras sera:

£o :Z%.[l— cogh.(6 - 6,)]] [A1.8]

0
0.

I
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ANEXO 2

AVALIACAO DAS INTEGRAIS DAS EQUACOES [3.19], [3.20], [3.21], [3.22],
[3.23]

A2.1. Avaliacdo da Integral da Equacio [3.19] para A,

Kh +3w/2
kmil = I"EZ_ [ a}d@
- h

—m/2

Os valores de a; sdo constantes dentro da integral acima, desta forma tem-se:
F

Fyy -cosle —a}

Figura (A2.1) - Posigao das 4reas da integral da equacgdo [3.19].

Observando as curvas da figura (A2.1) plotadas para diferentes valores de 0,
conclui-se que no intervalo (6 = o - n/2) até (0 = o + 7/2) tem-se dreas iguais as areas da
curva entre (6 = o - n/2) até (0 = o + 1/2). Porém os valores dos a; sao de sinais opostos

nestes intervalos. Isto pode ser comprovado da seguinte forma.
Seja:
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K -B; + B,
a; = [%—*—U ﬁlJ‘Fj_] +Bi_, [A2.1]
F_l - Fj““‘i

Para (o + /2 < < o + 371/2), os valores de (B) e (F) sdo substituidos por (-B)
e (-F), na curva de magnetizagdo. Assim tem-se (a;) dado por:

aj = F -—F 'Fj—l+Bjﬁ1
] j-1
aj =-a; [A2.2]

Partindo da equagiio [3.19] e da simetria verificada na higura (A2.1), tem-se
para os quatro trechos genéricos identificando o seguinte comportamento.

Trechol 8, <6 <6

Trecho Il 2.o- 0 <0<2a+ 0.1

Trecho Il m+6;, <6 <gm+8

TrechoIV n+2a-6,<8<n+2.q- 0.1 [A2.3]
Observa-se nas relagdes [A2.3] que:

a-n/2<0,<a

-2 <0 <o

Voltando a avaliar as integrais nos quatro trechos tem-se-

Trecho I aj. fjde

J=1



103

o8,
Trecho Il a i- Jj do

o—0

dH*@J
Trecho 111 —-a; de
“n+0
w0,
Trecho TV wa}r. dé
o -0

O valor total para os quatro trechos fazendo a; = a;, pode ser agora obtido.

A i Ks i 268
Aoy = r_é’.[l(].aﬁ _El do + wé——.aﬁ _f: dO+K, a, .J;M

Skl 0-Ka, [ do-—*a [/

—-_I%B'—.aﬁj:me“ de] rf[K a, (@ e )+%i.aj3(ejhejﬁ;)

+20—8

do-K,a, [ > do

i+ 208

+K1.aﬁ.(ej—e_,. )+—-a13(85 0, )+K a, (9 91)+&.aj3.(8}m9jw,_)

SEE
K
K2, (0,-0,,)-"a,(0,-0,,)-K (ej—ej_i)—%i.aﬁ.(ej—@j_,)}zo

A2.2. Avaliacio da Integral da Equacio [3.20] para An;

+3m/2

=14, Z f a;.cofh.(6 - 6;)].d6
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Py cos(o-a)

8,° a— a2

nx=m—3aﬂ

Figura (A2.2) - Posigéio das 4reas da equagdo [3.20].

Os valores de a; ndo sdo constante dentro da integral acima pois assume
valores diferentes para cada intervalo de integragdo, como verificado na equagdo [A2.1].

A= *rf;—?ﬂ. [ﬁ [—M?B—_{%B—F + BOJcos{h.(G -9,)]deo

[T Jodblo-o

[A2 4]
Podendo chegar a:

h = wr.E.ZEhhw.[aE Jj” coslh {6 —©,)]de + az.j‘:: cos[h.(6 - 6.)]de
h 1

o+ aj.ﬁil coslh(6-6)]do+ .+ aN_[:fﬁlz cos[h.(6 - 6 )]de
[A2.5]
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A figura (A2.2) mostra a posi¢io das areas da integral da equagdo

K'h, 1 [%]%—_—_%BO—.FO+B0]COS[EL(G—BJ)]CIG

1 O

[ («——P-‘B———%& F+B ]cos[h (®6—6.)]d6+ ..

2 1

F ~

N

N J.:jmz [mﬁ F, ., +B, ).COS[}!-(@ ""' eg)lde:l

ou

Mz =1L {Kl inﬂ [}Lfi.Fﬂ + Boj.cos[e - ejde +

K; , ﬁm [Zf%.iro + Bo}cos[&(@ -6, )]de

AK [ [ B, +B‘F+BJCOS[6 0.]de

___E ( B, +BlF+BJCOS[3(9 6.)]d6 + .

+37/2 “““B\ %'BNM
[mf:%T‘—FH +B,., ] cos[e -0, lde

N N-1

+K,.

By

K, rx+31t/2 [ B,+B

2 -y LF. +B, Jcos[&(e——ei)lde}

B

[A2.7]

pode-se chegar a:
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A, =—1f [k a r 003[8—8.1d6+53—a _F cos[3.(6 - 6,)]de
m 2 o L i 3 e min ’ i
+K, a, J: cos[6 -0 ]do + %3—.32 E cos[3(6-6)]do+ ..

+K a, [ coslo-6,]ao + —I%i.aN [ cos3(6 -6, )]de}

[A2.8]

Considerando a simetria na figura (A2.2), e os quatro trechos genéricos tanto
para a fundamental como para o terceiro harmdnico, bem como o sinal de aj, tem-se:

Trecho I Kfa;_[:‘ cos(@ - 6,).de

% ,a;, 008[3 .(9 - e; )lde

208,

TrechoIl K, a [

Ui hg g,

cos(B — 6,)do
Kq‘ + [o-B
3 25 L ws cos(6 - 6, )de

N

Trecho Il K, a; [ j:J cos(6 -9, )de

_ Ez__a;} . J:' j:’l cos[3.(0 — 6,)ldo

Trecho IV -K, aj. _{:: cos(6-6,.)do

%ma I cos[3.(6-0,)]de [A2.9]

O valor dos oito trechos fazendo a; = a; pode ser obtido:
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. =—r€[K a, [

1%

a,.f; cos[3(6-6,)]d6
+K,a, j' cos(6 - 8,).do + _ISW a, jm 7 cos[3.(0-6,)]do
-K,a, f‘:‘ cos(6 -6 )dBM—-—a r 0053(8 0,)]de

——K,{.aﬂ.'f:;:_: cos(0 - 9)d@~—a rme cos[3.(6 - 8)]{18} =

0. 0.
-1l K a,. sen(@—@l{ +§3_%13— sen[3(6-6)
0. 9,
] 2009, 20.-9,,
+K,a,. sen(6 — 6, ) }+%—%~?— sen[3.(9-6 )J
20.- 0, 20.-0,
i T+6, T+,
~K,a,]sen(0-0) }1233_ sen[S.(ewel)J
] T+, 0,
i n+20-6 n+200-6
~-K, a,. sen(6-~9.) —%—3 % sen[3(6 -6, ){ =
T+20-6, T+200~6.

- r.ff{ K .a,. [sen(@j - Bi)—- se:n(ej_i -0 )]+ —I%i.%i.[sen 3.(8}, -0, )]
- sen[’j .(EJJ._] -0, )]K1 a, .[sen(z.a -8 -0, )— sen(2.ot, -0, -6, )]

=~ sen 32.0-6,, -0, )]-senp (2.0-6,-0,)]-K,a, [sen(n+6 -6

—sen(rc +0, —ej)] -% a? [sen[ (7t +0, - (—')i)]——sen[B.(nnLejf} ~8i)]]
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-K a, [sen(n +20-06_ -8, )— sen(fc +20-6, -9, )]

_%i 3_3— [Sen[ (ﬂ: +2‘a—8jﬁ1 wei)]m—sen[:%_(fz-é—la“ej he*)]]:

-T1.f. [Kz a, [sen(ej - ei)— sen(ej_; - E)i)+ sen(2.a -6, - Bi)
- sen(z.oc -0, - Si)-— sen(at +0, -0, )~|~« sen(rc +0., - ei)
- Sen(’f’: +20-0, - Bi)+ sen(n +2.0-6_ - 91.) ]]

%_.%i.[sen 36,-6)]-senf3(6,, 6 )|+ senfp 20~ 0,, —0))

—sen :3.(2.(1 —0,-6, )]— sen[S.(n: +6, Bi)]+ SGH[3.(TC +6_, -6, )]

- sen:f%.(n +2.0-0_ - 81)]+ sen[3.(7c +20-6 - 91)] =

—1.4. :KI a, . [sen(@} -0, )~ sen(ej_, -6 )+ sen(2.0c -6, - Bi)
- sen(2.oc -0, -0, )+ sen(ej -8, )— sen(@},_i -0, )+ sen(?..a -0, - Bi)

~ sen(2.oc -6 -6, )]~+ %.%.sen [3 .(E)j -8, ) ]- sen [3.(8}] -0, )}

+ sen[ (2 a—06._ -6 )] sen[3 (2.a -0 - (-}1.)]+ sen[3.( - 8)]
~senf3(6,, -0, )]+ sen[3.(2a -0, — 0 )]-senps 2.0~ 0 -0.)=
4. [Kﬁ.aﬂ.[zsen( = ei) 2.sen(8 ~ 0, )+ 2. sen(2 -0, -0, )
%—3 %’i.[ 25en[3(6, -6, )]~ 2.senf3.(6_, —6,)]
2sen3(2.00-6,, -0 )|~ 2.5en[3 (2.~ 0, -0, )] =

- 2.sen(2.or, -6 -6, )]+

r[2K a, [sen(6, ~0,)-sen(6, — 6, )+ sen(2. - 0, -6)

~sen{2.a -0, -0, )] + 2%% [senf3.6, ~6,)]-sen[3(6, —6.)
sen[3 .(2.(1 -0, -0, )]—» sen[3 .(2.& -0 -6, )]]
[A2.10]

Através dos resultados obtidos na equacdo [A2.10], pode-se retornar as
integrais.
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2.K1.a1.[f$l cos(o ,—G)de f cos(2.a - 0, -0.)de
2K1aﬂr:l [cos 0. -0, +cos(2.oa—~6j —~6,;)1d6
4K, a, J: [cos(oc -0, ).cos(ej ~a)lde

[A2.11]
2.%—1_%# 008[3( -0, )]dB f sen[B (2 a-60 -0 )]d
2K, a, j: [003[3 (8, - ei)]“i* 005[3 (2 -0 -6 ﬂd@
%—%E [608[3 ( 0, )1(:03[3 (8 — oz,) do
[A2.12]

Na equacdo [A2.11] € [A2.12] os valores de 6;, e 6; sdo limitados conforme as
relagles [4.34]

O!,—TC/2<8j-1 < QL
-2 <6< o [A2.13]

Finalizando a avaliagdo das integrais tem-se:

4K, .a,.cos(o— 0, )j‘:] cos( — o )d6 =
4a, .cos{o— 0, )[sen(ej - a)— sen(e'H - a)

 Portanto generalizando

a, [sen(®, ~ o) sen(®, , — o)

: 3 {a-9, )He cos[3.(6. —a)lde =
4.cos(oL— e)j:z]aﬁ lsen(®, - o) - sen(® | ~ o0)]

4.%.%.005[3.(& -0 )1[56:11[3 .(@J. - oc)]— sen[?x(E)jm1 - a)]]

4. cos( )

F Mz

=

K, 2,
3

[A2.14]
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Portanto generalizando

TR
3

.%’i.cos[S (= 6,)lsen[3.(6, - )] - sen3.6,, — )]
Finalizando:
A..=—4rtX, cos(a - 9, )ﬁ a, .[sen(ej - a)— sen(GJ.,_, = a)]+

- 4_r.€.§3_3m.cos[3 .(OL -0, )152aﬁ.[sen[S_(Elj - a)]— sen[3 ,(BH ~ OL)]]

[A2.15]
onde:

60=:(I-'ﬂﬁ2

6}1==cx

A2.3. Avaliacdo da Integral da Equacio [3.21] para A5

+37/2
A mia =r.£.2~§—}—l.fm . bj.FM.cos(6 — r).d6

Observando as curvas da figura (A2.2) plotadas para diferentes valores de i,
conclui-se que no intervalo (6 = o - 7/2) até (8 = o + n/2) tem-se 4rea iguais as areas da

curva entre (8 =a + 7/2) até (8 = o - n/2). Porém os valores do b; sdo constantes e de

mesmo sinal nestes mesmos intervalos. Isto pode ser comprovado da seguinte forma:
Seja:

Para (o0 + /2 <9 < o + 3n/2), os valores de (B) e (F) sdo substituidos por (-B)
e (-F), na curva de magnetizagdo. Assim tem-se (b;) dado por:

by = (-Bj)-(-By) _Bi- Bjml_] Bj-B;,

j ("Fj)_(Fi—l) ) ”[Fj “Fjﬂ] i Fj=Fi

b =bj [A2.16]




i13

Partindo da equagfio [3.21] e da simetria verificada na figura (A2.2), tem-se

quatro trechos para o primeiro harmoénico e quatro para o terceiro harmdnico, com o
seguinte comportamento.

Trecho | 0.1 <6 <9,
Trecholl 2.a-6;<0<2a-+0
Trecho Il =+ 8j;<0<n+6
Trecho IV m+2.0-6;<0<n+a-06;,
Avaliando as integrais nos trechos tem-se:

Trechol K bj. E ' | cos(6 — o )do
%.b; f cos(0 ~ a)do

Trecho Il K b7.[""" cos(6—o)dd

m-»aj

K, b: .fu“e’” cos(6 - . ).do

3 I 200-8;

Trecho I K, b;.[ cos(6—a)de

=

%.b; I, cos(8-o)do
Trecho IV K, b5 [ cos(8 - o)de
K3 - +2a-8;
b [as  cos(0—a)do [A2.17]

O valor total para as oito integrais fazendo bj =b;, pode ser calculado:
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- ; cos(6 ~ o) do
K,

+K,b,.[ :::’ cos(6 — o )do + —= 25, [ cos(d—c)dd
+K,b, [ cos(B-a)do+ 2 bji cos(6 ~ o )de
+K,b J::z:: cos(8 ~ 0.)d6 + Kb,

1 e

3 2 J: +22::8§j" cos(6 ~ a).de]m

1

6, | | ,
A=rl] K, b, sen(@ - aJ + 2 .bj3. sen(@ - Ot)
fej«a 0.
i 20—, | [ 200-6,
K, b,. sen(@ - (1) + ~I~<‘3—3.bﬂ. sen(e - OL)
20— 6}. 20— Bj
[ T+ 0 n+Q
K,b,|sen(6—a) + %i.bjg. sen(6 - o =
T+6, T+6,
n+20-0, T+20-6
K, b, sen(f-o + Ei.bﬁ. sen(f — o =
I7r+20u~8j n+2a-~6j

rf. [K} b, .sen(ej

- a)~ K.,b, .se:n(ejhI ~ oc)+ Kb, .sen(a -0, )+ K, b, .sen(oc - BJ)

~- K, b, s«eni((i)j - oc)m K,b, .sen(@j - a)w K., b, .sen(a -6, )- Kb, .sen(a -~ Gj)

K senfp —a)- 53_13(9 o)+ %.bﬁ.sen(a 6 )-

—Igi.bﬁ.sen(a - (—)j)

_ %éu_bjs.sen(E)J - oc)+ %.bﬁ ,sen(ﬁjuI ~ a)—~ %i.b}.3 _sen(a -0, )+ %'bﬁ .Sen(a -6, )]

Conclui-se pois que Ay = 0
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A2.4. Avaliaciio da Integral da Equacio [3.22] para Ay

b, FM

=—1> — fww cos(0.(1 ~h)-o+h, )de

Novamente, b; ndo ¢ constante em todo o intervalo de mtegracdo. Divide-se a
integral em varios termos.

s 4:_5'-4[1:1\/{;1(]. " m.cos(eiha).d9+
mi 2 ot -7/2 Fi —Fg
1 5 B, -B, B, -B,
wg_FMTKJ%m P F “.cos(—20-0+38, )d0+...+ FM, Kr %T_FT cos(8, - o)do +
B -B _
%FM Kj -—-———g—mcos(—% o +30,)d0 + ...+ FM Kj” ?’—Lcos( —a)de
; i1 N N-

FM, K, [ wi:___i_ cos(—2.8—oc+3.@]).d9:j

[A2.18]

Portanto:

A, = r; [b FM, K, [" cos(p, —a)_de+§3-‘-.FM3.K3 [" . cos(~28-o+30)do
+...+b2.FM1.K].[iZ cos(0. —a).d@+%.m3.1<3j‘:z cos(-20-o+36 )do+..+

b,
b FM, K, [’ cos(e ), —a)do+ TPMLK, [ cos(-20-0+36,)d0+...+

b, FM, K, [ cos(p, -~oc)d8+—z—FM K cos(—~2.8—a+3.8‘).d8}
[A2.19]

A figura (A2.3) mostra a posi¢do das areas da integral acima:
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1 II III Iv

FM _cosit—o)

1%/

Figura (A2.3) - Posigdo das areas da mntegral da equagio [3.22].

Considerando os limites de integracdo para os quatro trechos da figura (A2.3)
como:

Trecho I 6.1 <0 <8

Trecholl 2.a-8;<8<2.a-0;,
Trecholll n+0,<0<rx+ 0

Trecho IV n+2.0-8<6<m+2.0a-6,

Avaliando os coeficientes b; para os trechos I e II, tem-se, a partir da figura
(A2.3), um valor de b} dado pela relaggo.
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Para os trechos ITl ¢ IV, tem-se o valor de b; calculados como valores de B e F
substituidos por (-B) e (-F), assim:

(-Bo)—(-Bj1) _—(B;-B;)

b7 = =
CE) - (Fa) AF L)

Portanto:

b; =bi =b,

Entdo os valores de b; s3o idénticos nos semiciclos positivo e negativo.

Seja agora a avahagao das integrais nos trechos de I e IV da figura (A2.3) para
um determinado 6;.

1

ré ; bjS i
Mo == [bﬂ FM, K, [ cos(B, —a)d6 + S FM,K, | " cos(-26-0+30, )do

200-8;

b,
+b, MUK [ cos(, ~)d0+ —2 MK, [ cos(-26-a +3.6,)do

b
+b},.FM1.K1J‘m§i cos(8, ~a)dO+—=FM, K, [7"  cos(~26-a+36,)do

n 2o, =208

b,
+b, FM, K, cos(8, — a)do+ —= 3 FM, K,

T+ 20—

" cos(-26-a+38 ).dejf =
£ j bjs ;
_% [ 2 EM K cos(, ~a) [ d8+—3~.FM3.K3._|:_1 cos(~20-0.+38,)d0+
o b,
b, FM, K, .cos(8, ma)f Tde+ ; > FM, K. j " cos(~206-a+36,)d0
b,
+b, FM, K, .cos(6, ~o )" " do+—2 3 FM K o, cos(-26-a+38))

+20—8

b,
+b, FM, K, .cos(0, o) "~ dO+—=FM, K, s cos(—Z.@—oc+3.8i).d6}:
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b, g
B % b, FM, K,.cos(9, ~ a)‘[ei -9, I- Wé_FM -KS{Sen(— 20-a+38, )IGJ ]+

b. 200-6
b, FM K, .cos(®, -a)[e -0 _]- wi.FMB.Ks{sen(— 20—+ 3.@)' : }
: SRS V20— 6,

b. + 6.
+b, FM, K, .cos(@i - Ot)-[ej - 95-1]“ —JS-FMS.KB.[senG 20— gt 3.81F j J
J ' 6 T+6,
in+2a~9“

br —
+b, FM, K, cos(6, —a)[o, -6 |- ? FM, K, sen(-26-a +38, );Jn +20-8

— %{ b, FM, K, .cos(ei - Ot)-[ej -0, ]

b

20~ a+3e)+_FM K,sen(~20., ~a+38,

)
+bjz-FMs-K1 Cos(ei”a)-[ej“’ ] b: FM, K sen( )+b— FM, K sen(ﬁZB ~3(x~¢~38)
b

6
2 FM, K sen(-26,, -0 +36,)

b.

+b, FM, K, .cos(8, —a)[p, wejm]]—*——éi.FMB.Kssen( 26, -a+38, )+
b, b

+ b, FM, K, cos(8, - a)[p, —ej“,]_-gi.FMs,_Ks senl+20,, —50+36, )+ —GE-.FME.K3 sen(+26,-50.+38 )=

—L{ {4b FM, K, f.:os(ei mOt).[ej “9?1]: —2rf{FM K, b 005(9}' _05)-{83 _ej~1]

1=

Portanto:

b, FM, K [eos(c— 6, )[e, ejlﬂa- FM, K, [-2sen(-26, - +38))
+2_sen(- 20, —a+3.65)—2.sen(2.9}._, —5.a+3.@i)+ 2.sen(2.€:)j —5.0t~e~3.8i)]

Aplicando identidade trigonométrica

A+B) (AJFB]
S5en
2 2 J

senA -senB = 2.003(
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O M K en(-26 ~0+38 )-sen(26 -~ 30 )+ sen(26 —5.0+36,)

2
—sen(28,, —~5.0+38, )= %.FMS_KS.[Z.COS(W 0., -o+38 )sen(p, -6 )+
cos(@ ,—6, - 5.05~|~3.81).sen(8J -0 )]:

j_

2.%3-.FM3.K3.[sen(81 -0, )[cos(— 6., ~6, —a+~3.81.)+ c:os(@j,“1 +9, ”5-0””3-91)]

Aplicando identidade trigonométrica

+B] [A—B]
.COS

2
4b

TPMLK, [sen(6, -6, )cos(3.6, -3.0)cos(-0_, 0 +2.0)]

cosA+cosB = 2.(:05(A

Generahizando tem-se:

e = 20AFM K, c03(0-0)3b, 6, -0, ]

mid

y N
— _2.2{;1;2\_/[..3._1(3,003(3 O — 361 )i Sen(gj - 8;‘—1 )_COS(@H - GJ + 2(1)

8} = - /2

oo [A2.20]

A2.5. Avaliacdo da Integral da Equacio [3.23] para dps

b,FM
2

Ay =—TLY Ehh—.[:’i cos[0.(1+h)~-a—ho ]de

Considerando que, b; ndo € constante em todo o intervalo de integracio.
Divide-se a integral em varios termos.
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-
. . B, -B
As :nr—li.KI.FMl f L ——=cos(20 -0 -0, )do+
2 wxi2 F - F,
. B,- , B,-B_
E_Kz_FMS ) : BO‘005(4.8—oc—B.Bi)_d9+...+KI.FM1ﬁ ——— cos(28 - -6, )do +
30 on/2  F —F, 5., Fj "FH
- B;_B-v -1 B,y"‘“ :
Lk, T 5 cos8-a-36)d0+ +K M, [ By 8% cos(20—-00-6,)d0 +
3 iy ej—l Fj —Fj—i O FN Ty
1 Bj—i Bﬁl\: —B :

~ K, FM ———"cos(48~a-38, ).d@]
3 >0 F, -k,

[A2.21]

Passando para:

hmsz—%ﬁ[bi.Kg.FMlEW cos(Z.B—a_ei).d8+§.b3.K3.PM3rl_w cos(4.6 - -30 )do

bh.
+b, K, FM, j: ] 005(2.8“a—ei).d8+-~§i.K3.FM3 [  cos(#8-a~30,)d0+. +

j
+3TMS2

by K FM, [ cos(2.9~a_ej).de-t—wb:;’ﬂ_Ks.FM3 L“ cos(4.9~aw3_@1).d6}

[A2.22]

Considerando a figura (A2.3) do item anterior e as mesmas consideragdes de
b; feita no item anterior com os mesmos limites de integracio tem-se:

[ ) b. )
Ay = —%ﬁ{bﬁ .KI.FM,_[:’I cos(20~a —6,)do + —- .K3_FM3J:; cos(40 -~ —3.6.)do

-
3

o8, b. -8,
bﬂ,Kl_Fle 5 cos(2.8—a—(?)i).de~1~—~~4~3’—.I<13.FEV'ISI2 > cos(4.9~oc—3.ei}d9+
2o 3 2085
-+ b T+
b, .KI_Fer E cos(2.6—o ~0.)do +—v~n’—3—.K3.PM3f & cos(48 o 30 )do +
8y 3 8y

~
3

+20-8 b 200
b, K, FM, '[;;_eij cos(20 - ~0,)do +—2 K, .FMBJ:_ZW:’ cos(4.6~a-30 )—d@l =
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b 8, b 8
_ I 2w K, FM, sen(26-a-98) ° +-2 K, FM,sen(48-0-38.) "
212 o 12 o
b, 20-0, by 20-6,
—L K, FM, sen(26 -0 -6, +—2 K, FM, sen(408-a-36, +
2 200-9, 12 2o~ 6,
b, T+8, b +8,
~L K, FM, sen{20-a -6, 2 K, FM, sen(4.6 - a—38,
2 T8 12 T+8,
b, T+200-0 b I+ 200,
—LK,FM, sen(2.6 o -6, £ K, FM, sen(46 -0 —38,) =
2 T+ 200 -8, 12 g71:+2o¢ 0,

Ezj—l_I(i.FM1 [sen(.’Z.ej - —8,-)— sen(2-9j,, - _@i)+ 539(3-0‘ ~29;, ”e%)

- sen(3.oc —-20, -9, )+ sen(z.n +26, -o -8, )— sen(2.7€ +28,, —o-6 )
+ sen(z.rc +3a-28;, -6, )— sen(z,x +3a-28,~9, )]+

E;—?I{S,ZF",M3 [sen(4.f9j —a 38, )— sen(é%.@H -~ =38, )+ sen(S.a —ﬁl.E}j“1 - — S.Gi)

- sen(&a ~48, ~a-38, )+ sen(4.7r. +408, ~a-38, )-— sen(4.7t +48, —a— 3.6-1)
+ sen(4.n +8a-496,_, ~a-38, )— Sen(4‘?t +80-46, ~a~-30, )}z

I—J%—.Kl.FMi {se:n(l@di —-a - Gi)m sen(Z.@j—_i —a Wei)-i— sen(B o-28 - 81.)

wsen(S.aWZ.Bj “Bi)%— sen(z.ej —a~8i)+ sen(ZL@jwi —-a~8}-)
+ SE:II(3.0L -268,,~ ei)m sen(3.oc ~-28, mBi)]+

1,. —£ K, FM, [sen(4.8j —-OL_3.91-)— sen(4.€)ij -o—-38, )4~ sen(— 40, +7.(x—3.91)
-sen(_éi.BH +7.ot-3.8;)+sen(49 -—a-38, ) seni4f._, ~a~38, )
+sen(—4.8j_l+7.0L—3.E3_;)~sen( 48, +70-38, ]:

—t—)él—.Kl FM, [2.5en(28, -0t~ 8, )~ 2.5en(20,, ~a~86,)-2.sen(.00- 26, -8,

- 2_sen(3.a— 20, —Gi)}—k%_[z.sen(ét.@j —a—B.Gi)m 2. sen(ﬂf.(?lj_E —a-3.8i)
+2.sen(~ 49, +7.0L-~3.@i)- 2.sen(w4.83 +7_oc—3.91.)]

Usando a 1dentidade trigonométrica

senA—senB = 2.005.{ A +BW.sen(A “B]
2 ) 2

S
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b, K, FM, {sen(Z.ej -0 =8, )— sen(z.@jw1 —o -8, )+ sen(3 o-28, - Gi)

- sen(S.a ~20, wei)]-# %‘[sen(éi.ej -a-38, )~ sen(4.8j_1 -a-38, )

+ sen(— 48, +7.a0-38, )w sen(— 49, +Ta-38, )}:

bj}.K,,FME[E.cos(@j +6,, ~a —Gi)sen(ej —GH)

+2.cos(—-9j_} —e_é +3.oc~8i)s,en(9j »WG}-W;)]

P—éf-.K} FM, [2.cos(26,+28,, ~a~36,)sen(20, - 20,)

+2.008(-26,, ~20,+7.0-38 ken(26,, -26 )=

+2b, K, FM, [sen(@j -8 )[cos((&)J +0,, —a- Bi)+ cos(— 8,.,-6,+3a —ej)ﬂ+

%Q.KB.FMg[sen(z.ej ~—2.8erl [c:os(Z.GJ - 2.91.“1 —oc—3.8i)+cos(— 28, ‘2.{9} + 7.(1—3.85)}]

i

Usando a 1dentidade trigonométrica

A+BY [(A-B
.COS§
2 J 2

2b, ‘Kl.FM1[2.cos(am@i).cos(Gj +6,, - 2.c>c)sen(9j —63.4)]

cosA+cosB= 2.003(

b..
—C K FM, 2 cosG.oc~36,)cos20,, ~ 26, — 4.a)sen(26 20|
Generalizando tem-se:

N
As = —21.LK, FM, cos(u —81,).2?3}@.3311(8j —E)J.w,;)cos(ej +8_, -2a)
P

2rLFM N
SR, FM,cos3-36,)D b, sen(28, 20, )eos(26, + 26, — 4.)
je=t

A2.6. Valor Final de A

M = Amit + Ami2 T Az + Amig T Agys [A2.24]
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A =—4rlK, .cos(on -8, )i a, .[sen((f)j - OL)— sen(ﬂj_] - cx)]

=

N
-2r¢K, FM, cos(a - 6,)> b, .{ej WGH]
j=1

—2riFM, K, . cosla _—ei)isen(ej mejmé)cos(ej +0, m?_.a)

=1

- r.ff.%i.cos(&a -3, ),iaﬁ.[sen 3.(8j ~ a)m« sen3.(8H - oa)]
i=1

2r4FM. K, N
__{_,___3.__3_,(:05(3_(1~3.91-)-ij3.sen(2_@j -2.%3}4)(:05(2.&,“1 ~-28, wz_a)
=
2rf{FM. K N
_ AT : 3 3-_cos(3.OL —3.9i).ij3.sen(2.6j —2.8371)003(2.81-_1 +2.@j —4_(1)
e
0;=a-n/2 (A2.25]

@Nm(l
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ANEXO 3

DESENVOLVIMENTO DA EQUACAO DO CONJUGADO

A3.1. Elementos do Equacionamento

Tomando como base a equagio abaixo

o 2T
T; f dT;

e

tem-se

T =i, (O] a,m 606+ [* ™ b, FM.cos(® - ochn (6)d0
Dividindo a equagdo anterior em duas equacgdes tem-se:

B+l
I = ZKh_ aj.sen[n.(6 - 0;).d0] [A3.1]
oaR
£, +21
Iy = Z Kh. b; FM.cos(6 - a). sen[h.(@ - ei)]. do [A3.2]
*aa

Pode-se reescrever 1; como:

27

I :K{.al.J:; sen(®-8,)d0+a, [*" sen(6-0,)d0+...
a ) sene-6)d8+..xa [ sen(@—@i).d8}+K3.[ai.E sen[3.(6 -6, )]do
va [ sen[B.(@—E)i)]dﬁ+...+a_i.j:: sen[3.(6 -6, )]do
sora T senf3 (0, )]d6
[A3.3]

Para os quatro trechos definidos nas relagdes [A.2.3] considerando
(a;?” =—aj =a j)terSGZ
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.

II = K1 % a—jl J‘e.j Sen(e - ei)de +aﬂ ‘J"}za:e

sen(6-6,).d6-a; [ sen(8-6,) do

o [0 senfo- e)cfe}K[ [ senfs (00 a0+, [0 seals 0-0)ao

~a, [0 senfs (-0 )lo-a, [ sen[3.(®—9])]d8}:

2o~ 8
amE}j

T+,
+cos(8—8i !

T+8,,

9
a, K. ~cos(® -6, o

o

—cos(6-0. 4
TIM?EOL-—BJ-_I ajE‘Kz ej

-8, —— 300,
cos(® 9%7”"2&_9]_ }“F 3 cos[3.(6 9;)9

1

2o -8,
—cos[3.(6 -9, )Lz ~ GH
i ]

T+ 200~

J ]:! T -K;'[_Cos(ei Wei)

TE—é—ZOL—@_i

+cos[3.6 -6, )i; : 2 + 005[3.(8 -8, )#

J-1

+cos( 8) cos( 0., +2a~- 6) cos(~— 0. +2a- 8)+COS(TT8 8)
mcos(n+8 —Q)TCOS(TE+QOL 0., - G)%cos(nwLZa 8 8)]
+ - [—cos.ae —38)+cos(39 3.8£)—cos(6.ocw3_9j_l~3<9i)

a2
+cos(6oc 368 —39)+cos(3_n:+a.8jw3.6i)
m—cos(3”c+39 —3,91)!COS(3.TI:+6.O(—3.GJ-_]—“3_95)

—cos(6oc 30 -~39)+cos(6oc 36, %39)] a; K, _2005(8 8)
+cos(8 9)““2005( 0., +2.0- 8)%»2003( 0, +2.0- 9)]

. j:K [-2.cosB 6, -30, )+ 2.co5(30,, ~38,)

-~ Z.COS(— 30, +60-38, )+ 2. cos(~ 38, +60-38, )]:

—-2a, .K,i.cos(@j -6, )w cos({?! ‘9;)*" cos(mﬁjm, +2.a—8i)

225 3 s {cos(’a‘.@J v—3.8i)—cos(3.6jm] —331.)4»

+ cos(w 36, +6.00-38, )- cos(— 30 +6a-38, )]

—cos( 0, +2.0~ 9)1

Através dos resultados obtidos na equacdo [A3.4]
tegrais.

[A3.4]
pode-se retomar as
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:~2.aﬂ.K].Fj cos(eﬁei).de—ﬁ" cos(2.0—08-6,)d6 +

2a 5 K
3 8-

~2a, K, i J;; [cos(6 -0, )+ cos(2.a -6, )]dGJ +

ZaK

Uﬁ [cos(36-36,)+ cos(6.a—30-38, )]d@]
~2a, K, J‘ej 2.cos(e -8, ) cos(d - a).de} +

j

zap K, U@ 2.cos(3.a - 39)005(3a_36)d9J

~4a, K| sen(ocmei).cos(ewa)del

s
]
L5

B 2.%1}-3 K, “-e)
Y o

) -t

cos(3.c~38,)cos(3H-3 .a)d@}

=—4a, XK, sen(o -6, )EJ cos(® - o )de
4 a; K,

> cos(3.00— 39)f (36-3.0)d®

= J, K, sen(a Gi).[sen(ej—ot)msen(ej_l —0‘)}—

A2 s {sen(B a—36, )sen(3 8, +3 (x) sen(B.GjA] +3.oc)]

Generalizando a equagdo [A3.5] tem-se:

I, =—4K.sen(o~ 6, )i a4y »[Sen(es B 0‘)_ Sen(@i”1 B a)]

p=

- 4.2(3 sen{3.00-38, )-iajs.[sen(}{%j - 3.(1)— sen(B.Bj_] —3.01)

5=l

onde:
90 = GR
Bn=0r + /2

Avaliando a equagdo [A3.2] tem-se:

N cos(30-36,)d0- [ cos(-30+6.0-30,)d0 =

[A3.5]

[A3.6]
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I, = FMK, .[bl J:j cos(0 — ) sen( 6, )d6 + bz.Ef cos(® —at)sen(p -6, 1o+ +
b [" cos(®-a)sen(@-6, }d6+ _+b, [ cos(@—cx).sen(@—ej),de:!+

+FM.K(b] ._f:j cos(6 - a), sen[h.(6 - 8,)]de + bz._":z cos(® - o ).senfh.(6 - 8 )do+.. +
bj.'f:j cos(@—a).sen[h.(@—ei)}dﬁ+__,+bN.J.;? cos(ewoc)sen[h.(e—@i)ld(—)}
[A3.7]

Considerando os trechos de I, em que b; ¢ 0 mesmo tem-se:
L =FM,K,b U@ i:}"—.sen(ze_@ —a)+t sen(oc—e.)de_:

141 —1 2 - 1 2 [ J
20— V} (=N
La_;" : }i sen(20-0, ~ o)+ l.sen(o& —GI)J.d8+Le_’ {L(Z.E)—GE —a)+ l,sen(oawei)}de
et | 1 sen(26-8, — o)+~ sen(c-0,)1d0 |+ FM, K, b3 ~{20-38, —a)+
M+ 28 2 2 i r_
1 2o-6 i
T,Z—.sen(zl,.e—.).{3)i —oa)l.de +J‘2waj b.sen(z‘ems_e, -+ ~?:.sen(4.€:)—3.6i woc)].dGJr
T+, ]—1 . 1
j | ~2—.sen(2_9—-3.95 —a)+ E.sen(4.8 —~38, w-oa)}d@»+
rnaierl [é-.sen(le- 30, w0t)+%,sen(4.8—3.9£ ~—oc)}d8} =
mz‘i_FMi.K}.{—%.[COS(Z.ej -0, ~o¢)m c;os(:z.ejmi -0, —oc)]-i~(€)j —Gj_})sen(a—ei)
m—i—_[cos(ﬁi.oc —-28,-6, —Ot)w cos(4.cxm—@j -8, ——0()]+ (Gj —Bj_})sen((x—ﬂi)

mé.[cos(z.nnhz.@j —8; ~o¢)- c:os(2.7'c-f~2.8H -6, —oc)]+ (Gj wej_l)sen(oc -8,)

-é-,[cos(2.n+4.cx -28,, —a)— cos(2m+4.0-6, woa)}«l—((?)j M-Gj_})sen(a -0, )+
%_K3.FM3{—%.[COS(2.@J- -38, +0t)- cos(Z.E)j_, )}w—— [005(49 -3.8, “*OL)
-cos(4.8_é_1 -38, —ot)]w—;—.[cos(da— 28, -38, +(x)mcos(4.a —-28,-36, +oc)]

—%.[cos(&u ~48,,-38, - cx)m cos(S.(x —-46,-38, - oc)]—— %.[cos(Zn +28, -39, -é~a)
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”003(2-7““2—9j-1 -3, 'E“Ci)]—i-,[cos(éi.n%w 408, -38, woc)_ cos(ﬂf.it+4.8J -39, —cx)]

- %.[cos(z.ﬂ +40-260;,-30, + a)— COS(Z.TE +4.0-20,-36, + a)]w

- i—.{cos(dr.ﬂ: +8a-49_,-36 ~ oc)— 005(4.75 +8a-408 -39, ~ cx)]z
b, FM, K,

{— cos(z.ej -8, - 0(,)+ cos(z.ej_1 -0, - OL)w cos(S o-26,,-8, )+
~cos3.c-20,-6,)+40, -0, )sen(ox -0, )}

b K, FM,
2

.{w cos(z.ej -38, + a)cos(z.e o 30+ a)~ é—.cos(4.8j ~38, - oc)

+ %.003(4.834 -39, - (x)w ccs(4.a —-26,,-38, +oc)+ cos(ﬂf.oc-—E.E)J -3.8, +0L)

L

~~%.cos(8.oc *4.9J._1 -38, +on)+%.cos(8.oc —4.9j -3.8, +a)}

Retornando as integrais tem-se:

b, FM, K » -
mﬂ——w;%wi.{m E sen(20-6, - oc).dE}J: (-26-6, +3.0)do+

b, K, FM,

4.(91 -8, )sen(a -8,)+ sen(3.0 — 3.91).5611(2.9}. - Z.Gj_i)cos(— 20,-28_+ cx)+

+—4.sen(3.00 -39, )sen(p -8, Jeosfp,, + 0, ~2.oe)}

b, FM, K,

= —2——{2 sen(ct —8,) 3‘311(2.8j - 2.0L)+ 2.senf{o~ 6, ) sen(z.a =28, )

b, K,FM

+ 4.(8j. -9, )sen(a -8, )}+ : .{sen(3 o~ 3,61).5,@(1(2.9j -28,, )cos(m 28,-20_, + 4.(1)

+4.sen(9j —{?33._,1)005(8in +0, ——2.(1)}

=+b, .FMi.Kl.{sen(amE}i).[E.sen(Bj -6, )cos(@i +0, —~2.oc)+ 2.(6j -EJH) +
+ Eﬂ?}%'—%.{z.sen(}a w3.8i).sen(2.8j =26, )cos(—- 20,-28 + 4_u)+

4.sen(8j -0, )cos(ejg; +6, —2.0()}
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Portanto 1, sera:

I, =+2FM K, sen(o -6, )f:bji .[sen(ej ~ E%jwi)cos(@j +0,, - 2.(1)
=t

K, FM,
+2(9J -0, )]— = 5 s .sen(&oa~3.Bi)ibj3.[2.sen(2,9j —Z.Bjml)cos(— 28,-20 &4.@)

$=]
+4.sen(9i —GH)COS(GJ— +8,, _2-(1)] |

[A3.9]
tem-se entao que:

T,=5L+5L

Portanto tem-se:

j*

] N
T =K, .rfi (t}- 4.sen(oc—6}.).z ay .[sen(eij —oz)m sen(@ : woc)}
=1
—2.FM1.sen(oc—@i).Zbﬂ.[sen(Bj ——Bjul)cos(ej +0,, -2.oc)+ 2(E)j -8, )}

+K,rfi, (t){_ g.sen (3 a-38, ).iaj3 .[sen(3 6,-3 .cx)w sen(3 B, -3 .oa)]
=

M =
5 > sen(3.a—3 0, ).;bﬁ_[zsen(zej -20 )cos(-— 28,-28,_, + 4_oc)}

+—4sen(d, -6, Jcoslo,, +6, —z.a)}

[A3.10]



