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RESUMO

Este trabalho esta direcionadeo ao estudo das técnicas de
Andlise Espectral com base no modelo ARMA, utilizando os metodos
de estimac8o separada de seus parametros.

$30 desenvolvidos os aspectos teoricos e praticos da analise
de minimos quadrados das Equacbes Modificadas de Yule~Walker para
a estimacSo dos par@metros auto-regressivos do modelo ARMA. 0 mes-
mo se di em relag3ao ao método de Durbin para a estimacido do modelo
MA, visando sua aplicacdo na estimag3oc dos parametros media-

~ajustavel do modelo ARMA. s resultados deste estudo s3o confron-

tados com aqueles resultados da aplicacdo dos métodos classicos na
estimagio espectral ARMA e MA.

A avaliac8o do desempenho destes varios metodos € realizada
atraves de simulagOes envoivendo sinais de testes gerados a partir
de processos aleatodrios conhecidos. Este conhecimento permitiu
comparar as estimativas resultantes com os aspectos tedricos des-
tes sinais. Tambeém, utilizou-se varios tipos de processos de modo

a cobrir uma ampla gama de possibilidades.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

1.1 A Anidlise Espectral

A Anslise Espectral € um conjunto de conceitos e métodos que
visa caracterizar o conteddo em fregiiéncia de um sinal observado.

Sua aplicacic abrange todas as areas da Engenharia E£létrica e das

ciéncias em geral. Sua pesquisa tem produzido uma variedade de
métodos de modo que se faz necessdrio a preparatdo de pessoal es-
pecializado nesta @rea, ni3o sO para a escolha adequada a cada
aplicac3o como tambem para resolver novos problemas. Suas ferra-
mentas matematicas fundamentais s80 a Transformada de Fourier e os
conceitos estatisticos. A primeira relaciona um sinal ou modelo
deste com sua representac¢8c no dominio da frequéncia, enguanto que
a segunda torna-se necessaria devido ao comportamento aleatorio de
uma grande variedade de sinais.

A Analise Espectral seria uma ciéncia exata se as caracteris-
ticas estatisticas do sinal observado pudessem ser exatamente de-
terminadss. Entretanto, na pratica dispomos, em geral, de pequencs
intervalos do sinal, a partir dos quais ndo € possivel determinar
exatamente tais caracteristicas. Esta € a razdo pela qual e possi-
vel obter apenas uma estimativa do espectro de poténcia do sinal.

Existem diversos metodos para estabeler tal estimativa, e
podem ser divididos em duas categorias: Modernos e Classicos.

1. Nos Metodos Modernos, tambem chamados de paramétricos, um
modelo € utilizado na formulac3o do problema de estimagdo espec-

tral. A base destes métodos ¢ a idéia de que um sinal pode ser mo-

delado pela resposta de um filtro linear causal cuja excitaclo ¢
um ruido branco. 0 espectro de poténcia €, entdo, estimado em fun-
¢80 dos pardmetros do filtro e da vari@ncia do ruido branco.

2. Nos Metodos Classicos, ou n3o-parametricos, nenhum modelo

@ utilizado na formulacB0 do problema de estimacdo espectral.
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Neles o espectro de poténcia & estimado diretamente do segmento do
sinal observado (Metodo do Periodograma), ou ent3o a partir da sua

sequéncia de autocorrelagdao (Metodo do Correlograma).

1.2 Objetivos da Tese

0 objetivo desta tese € 0 estudo dos meétodos de estimagdo dos
parametros dos modelos ARMA para Andlise Espectral. Tais modelos
apresentam fun¢i3o de sistema racional composta por polos e zeros,
0 que os torna adequados para a estimac3o de espectros de poténcia

formados por picos estreitos e vales abruptos. Ao contraric, oOs

modelos auto-regressivos (AR), composto apenas por pélos, e media-
~ajustavel (MA), composto apenas por zeros, s3o especificos para a3
estimacBo de uma destas formas espectrais. Entretanto, a presenca
de relacgBes nSo-lineares no modelo ARMA dificulta a estimacdo de
seus parametros, gue e realizada atraves de métodos iterativos de
estimac8p simultanea ou, entdo, métodos sub-otimos de estimacdo

separada. Este trabalho esta divecionado sos meétodos de estimacio
separada.

0 modelo MA € adequado para =2 estimagdo de espectros de
poténcia com vales abruptos e tambem apresenta relacdes n3o-
-lineares que dificultam a obtengdo direta de seus parametros. Em-
bora o modelo MA nSo seja amplamente utilizado, as relacdes e o0s
métodos de estimacio do mesmo s80 parte importante dos métodos de
estimacio separada ARMA. Por este fato, a tese aborda o método de

Durbin para a estimacio MA, o gual € um método indireto de Facil
implementacio.

Ao longo da tese s3o0 ainda desenvolvidos tdpicos tais como os
metodo de estima¢80 classica, a conceituacio e uso dos metodo mo-
dernos na Andalise Espectral, bem como os métodos mais conhecidos
para a estimac3o dos parametros do modelo AR. A motivac3o para tal
é a gerag3o de uma base para o estudo da estima¢So dos parametros
do modelo ARMA.
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1.2 Organizacio da Dissertacéo

No capitulo 2 s30 apresentados a problematica basica da Ana-~
lise Espectral, os estimadores de autocorrelacdo wuwtilizados ao
longo da tese, os metodos de estimacio classica Correlograma e

Periocdograma e uma breve conceituacido dos modelos paramétricos na
Analise Espectral.

0 capitulo 3 é dedicado as relagles que caracterizam os mode-
1os ARMA, AR e MA, & eaquivaléncia entre os modelos AR e MA, a ser
utilizada no capitulo 5, bem como a aplicaci3o pratica destes mode-
los na estimativa da densidade espectral de poténcia de um sinal a

partir dos dados disponiveis.

S50 apresentados no capitulo 4, alguns métodos para a obten-
¢3c dos parametros do modelo AR. Este modelo tem sido amplamente
pesquisado e existe um numero consideravel de métodos para estimar
seus parametros. Neste trabalho n8o serid efetuado um estudo apro-
fundado do mesmo, mas serdo apresentadas apenas suas caracteristi-
cas principais e os meétodos mais conhecidos para a estimacdo de
seus parametros, ou seja, aqueles baseados na teoria da predigdo
linear: Autocorrelag8o, Covaridncia e Covaridncia Modificado.

0 capitulo 5 @ dedicado & estimac3o espectral MA. Nele 2 efe-
tuado um estudo detalhado sobre o método de Durbin e sobre uma
eventual substitui¢cdo do mpdelo MA pelos metodos classicos na
estimac3o espectral MA. O método de Durbin explora a equival@ncia
entre os modelo AR e MA e utiliza o método Autocorrelacdo para a
obteng3o do modelo AR. Neste trabalho € proposto e analisado o uso
de outros métodos para a obten¢cio do modelo AR e as estimativas
espectrais obtidas com este método s30 comparadas com aquelas for-
necidas pelos metodos classicos. Estes aspectos representam parte
das contribuicdes deste trabalho.

0 tema do capitulo 6 & a estimaclo espectral ARMA com base

nos metodos de estimagao separada. Aqui © utilizado a analise de

minimos quadrados das Equagfes Modificadas de Yule-Walker para a
obtengdo da parte auto-regressiva do modelo ARMA e o meétodo de
Durbin e os classicos para a obtenc3o0 da parte média-ajustavel. &
efetuado um estudo detalhado das caracteristicas do algoritmo de

estimacao da parte auto-regressiva, visando aumentar seu desempe-—
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nho, & uma nova analise comparativa entre os metodos apresentados
no capitulo S, agora dentro do contexto da estimac83o espectral
ARMA. Este estudo e a analise comparativa completam o conjunto de
contribui¢bes proporcionado por esta tese.

Finalamente, o capitulo 7 resume as principais conclusBes e
contribuicdes atingidas.

Os estudos tedricos realizados nos capitulos 5 e 6 foram com-
plementados com simulacdes baseadas em processos artificiais com
espectros de poténcia conhecidos. 0s algoritmos necessdarios as
simulagBes foram implentados em rotinas de computador utilizando a

linguagem C, compilador Turbo C 2.9 (Borland International, Inc)
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CAPITULO 2

CONCEITOS GERAIS

2.1 Introduclo

Neste capitulo é abordado de forma suscinta o problema da es-
timativa espectral a partir de um numero finitoc de amostras de um
processo aleatorio e sio apresentadas as idéias bdsicas associadas
aps metodos cldssicos e paramétricos da andlise espectral. O obje-

tivo & formar uma base comum aos proximos capitulos € nenhum
esforco fol realizado na tentativa de aprofundar estes assuntos.

Em conjunto com estes temas principals, s80 apresentados dols es-
timadores da seguéncia de autocorrelaglio e analisadas suas pro-
priedades.

2.2 Avaliacdo Especiral

A densidade espectral de poténcia (DEP), PRK<€), de um pro-
cesso aleatdrio discreto xCnl, & definida como a Transformada de

Fourier de sua seguéncia de autocorrelagdo estatistica, r [m3:
W

x
P x(f) = r [md exp{-jenmfT) (2.1

* ™= . Q0
a qual € conhecida como relacdo de Wierner-Khintchine.

Pxx(Fb 6 periddica em frequéncia com periodo 1/7 Hz, e € as-
sumido ser de faixa limitada em % 1/2T Hz, onde T @ o intervalo de
amostragem do processo x[nJ. 0 seu carater de densidade de potén-
cia exige que Pxx(f) seja uma func3o ndo-negativa.

A DEP & tambem definida, para processos ergodicos, como [1]:

: 2
M
P, (f = Lim E "E%?T L xInd exp(-janrnfT) (2.2)
M+ ® nm-M

onde "E" representa a operacio de média estatistica.
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Ambas defini¢Bes da DEP s3o equivalentes sob a hipotese de
ergodicidade e ao longo deste trabalho assumimpos que 0% Processcs
aleatorios sob analise sfo discretos e ergoddicos.

As duas defini¢Bes da DEP nd3o podem, em geral, ser utilizadas
na pratica, pois exigem o tonhecimento da segiéncia de autocorre-
la¢80 ou entio de todas as amostras do processo a ser analisado.

Em geral, dispomos apenas de um conjunto finito de amostras e
¢ deste conjunto que devem ser obtidas ou estimadas as informagbes
que © caracterizam. Por exemplo, seja xinl um prmcessd discreto do
qual dispomos de apenas N amostras no intervalo @SnsN-1, denomina-

das xotnl. Este conjunto de amostras pode ser representado por:

x[nl ; @SnEN-{

i

x Lnl {2.3)
o

@ i L.C

ou ainda por:

onnR xEnl winl (2.4)

onde wlnl ¢ uma janela retangular de amplitude unitaria e compri-
mento N,

i ; @SngN-1
winl =
@ i 0.

De acorde com a equacao (2.4), o espectro de frequ@ncias de

x [nl sera:
<

Xo(f) = X(F) ¥ W) (2.5

onde ‘¥  denota a operacd3o de convolugdo.

A equacao (2.5) mostra que o espectro de freguéncias XQ(€)
resulta da convelu¢3o entre o espectro desejado X(f) e o da janela
wlnl. Assim, enaquanto dispormos de apenas um trecho Finito de
xEnl, poderemos obter somente uma aproximagdo de seu espectro de
freqiiencias.

Os métodos de estimac8o do espectro de densidade de poténcia
de processos aleatorios também est8o sujeitos a esta limitaclo in-
trinsica ao conjunto finito de amostras, que se reflete numa redu-

¢80 na capacidade de discernir detalhes espectrais. Além desta 1i-
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mitac3o na resoluclio espectral, existe o fendmeno da variadncia da
et imativa, ou seja, conjuntos distintos de N amostras produzem
estimativas distintas. Este efeito decorre da auséncia da operacio
-de mediac3o0, estatistica ou temporal, ao longo de todas as amos-—
tras do processo.

Nos metodos «classicos de andlise espectral, baseados na
Transformada de Fourier, procura-se estabelecer mecanismos de com-
promisso entre estes efeitos sem se dispor de meiops eficazes para
minora-los. Nos métodos paramétricos s8o atingidos melhores resul-
tados aoc buscar a estimativa de um modelo para o processo sob and-

lise.

Antes de passar para a discussdo mais detalhada destes me-

todos, vamos estudar o problema da avaliaci3p da seaqiiéencia de auto-

correlagdo de um processo.

2.3 Estimadores da Seqgiiéncia de Autocorrelacdo, SAC

A média estatistica mais frequénte nos métodos da analise es-
pectral € a seglifncia de autocorrelagao, SAC, de um processo alea-
tdrio, a qual também esta sujeita as limitacles de se dispor de um
conjunto finito de amostras.

# seqliencia de autocorrelacio de um processo aleatorio xinl

estacionario, € definida como:

rxxEmJ = [ {x[n+m3 R'EHB} = B {x[n] x*{n“mB} (2.8)

onde '+ denota a operacac de conjugado complexo.
Tambem, para processo eraddicos a SAC pode ser calculada a-

traves da seguinte media temporal [11], [21];

M
, i »
rxxfmj =  £im MY ? xEn+ml % [n) (2.7)

M-> © n=-M

A SAC apresenta varias propriedades, entre as quais destaca-—
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r [0l 2 |r I[ml] 2.8)
X xx

L
r [-m3 = 1r [m] (2.8)
e WM

A definicao dada pels equacio (2.6) requer o conhecimento da
funcgio de densidade de probabilidade de segunda ordem do processo

aleatdrio, enquanto que a definic8o (2.7) requer disponibilidade
de todas as amostras do processo.

Entretanto, em geral, ambas informacdes ni3c est8oc disponi~
veis nas situacOes praticas, o0 que nos obriga a fazer uso de esti-
mativas da autocorrelac¢8o, obtidas das N amostras disponiveis do

processo aleatorioc. & seguir vamos apresentar dois estimadores de

autocorrelacio que serfo utilizados no decorrer deste trabalho.

1. Estimador Ni3o-Polarizado de Autocorrelacios %

Ecte estimador € a equacdo (2.7) adaptada a um conjunto ¥fini-
to de ampstras, ou seja:

Nem-l

N%; ¥ x[Cn+ml x‘tn] ; @SmSN-i%
~ Lakad -
PPLLE e f-m] , -(N-1)smecp  (E-10)
; }m]ZN
S

Este estimador € nao-polarizado, uma vez que a média de suzas
estimativas € igual a S5AC tedrica:

~ N-m-%
E {r Emj} =1 r E {x{n+m3 x*Enj} = v [ml ; @=mSN-1i
X X N-—m ® R
: nc@ {(2.11)
Observe que 0 valor médio das estimativas nao-polarizadas € o
produto da SAC tedrica por uma janela retangular unitaria,
primento 2N-1, em torno de m=¢.

de com-

A variancia desta estimativa para um processo aleatdric Gaus-
siano pode ser aproximada por:

~ 0
var {r EmB} e T [r2 Lml + v L[k+ml r {k~m3] (2.12)
X X 2 ®HK b8 XX

{N-m)" k=-~00
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para No»m [4] Observamos que & medida que o valor m aumenta a va-
riancia também aumenta. Isto acontece pois, a medida que m se a-
proxima de N-1, diminui o numero de produtos a serem somados para
compor rxx[m3, aumentando 3 incerteza ou o0 erro da estimativa. Por
outro lado, quando N tende a infinito, a variancia de rxxEmJ tende
a zero.

Dizemos que uma estimativa € consistente quando sua polariza-
¢80 e sua varidncia tengem a zero com o aumente do numero N de

amostras, Desta forma, ruﬂﬁmj ¢ uma estimativa consistente da SAC.

2. Estimador Polarizado de Autocorrelaclos
0 estimador da equagdo (2.10) fornece estimativas nSo-

-polarizadas, cuja variancia aumenta com o valor de m. Um estima-

dor que contorna este problema, porem com a desvantagem de produ-

Zir estimativas polarizadas, € apresentado a seguir:

 N-m-g ' -
“ &  xfn+ml x[nl ; @=mSN-1
iz B
r [ml = A r:KE“mj ;i —(N=-1)<m{@ (2.13)
@ i lleN

A relacdo entre ambos estimadores ¢ dada por:

ro Iml = [1» J—;‘l] roIml 5 es|m|sN-1 (2.14)
XX XX

P

£ a média das estimativas T Em3, por:
®
E {r Em:z} = [1- lﬂ] r. Im3  |m|sN-1 (2.15)
Y] N Y]

lle modo que rRKCmJ € uma estimativa polarizada da S5AC para um
numero finito de amostras. Entretanto, se torna assintoticamente
n§o~Po}arizada quando 0 numero de amostras tende a infinito. As
equacdes (2.14) e (2.15) mostram que o valor médio destas estima~
tivas e o produto da SAC tedrica por uma janela triangular, de
comprimento 2N-1, em torno do valor m=@.

Das equacdes (P.12) e (2.14), obtemos uma apruximacio da va-
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riancia do estimador polarizado:

~ w0
1 2
VAr {rxx{mi} o ~E~k‘zm [rxxth + rxxtk+m3 rxxtk—ml] (2.1€)

Observamos que a varidncia da estimativa ndo € influenciada pelo
valor de m como acontece na estimativa n3o-polarizada. Também, es-
ta variancia tende a zero com o aumento do numero de amostras.
pessim, o estimador polarizado também fornece estimativas consis-

tentes da SAC de um processo aletorio.

For +im, ambos estimadores satisfazem a propriedade de se-

quéncia conjugada simétrica da eguagio (2.9).

3, Caracteristica de sequéncia positiva semidefinida das es-
timativas de autocorrelacio.

0 fato que a DEP € uma funcdo ni3o-negativa esta intimamente
relacionado com o fato de a SAC ser uma sequéncia positiva semide-
finida [5]. Esta propriedade se refere a matriz Toeplitz Hermitia~-

na, RM, formada por elementos da SAC:

R
M

r [i-3] ; 051, JEM-{
XX

Tomando a forma gquadratica associada = RM:

B M~-1 M-1 -
aR_a” = £ Talkla'[jlr [k-j3
k=2 j=a wx

43

onde "R representa a operacgio de transposto conjusado, 2 a € um

vetor linha Mxi qualquer, podemos escrever:

M-1 M-t " -
aR a = L alklarljlE {x[n+k3 » {n+33}
k j=e

1

H

=]
M-1 2
E ‘ T alkd xfn+k] l}ae

k=n

0 fato deste produto ser n3oc-negativo para todo vetor a de M
elementos arbitrarios caracterizs a matriz R“ como positiva semi-

definida. Pode-se mostrar, [5], que esta propriedade da matriz Ru,
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valida para qualquer inteiro positivo M, esta diretamente relacio-
nada a ni3o negatividade da DEP e motiva a denominacdao de rKREmJ
como uma sequéncia positiva semidefinida.

Portanto, € necessario que as seqléncias de autocorrelacdo
estimadas tambem sejam positivas semidefinidas, de forma a garan-
tir que a Transformada de Fourier destas (que e uma estimativa
possivel para a DEP do processo aleatdrio) seja nd3o-negativa.

Assim, vamos agora analisar as seqléncias obtidas dos estima-
dores ndo-polarizado e polarizado de autocorrelac3o gquanto ac seu
caracter positivo semidefinido (ou n3o-negativo definido, HNND).
Uma abordagem mais ampla sobre as propriedades das seqiéncias e

matrizes NND pode ser encontrada nos textos {351, [é1, (7] Apre-

sentaremos aqui apenas aquelas caracteristicas necessiarias ao

estudo em gquestio.

Definic8p 2.1: Uma sequiéncia € NND se ¢ somente se sua Trans-

formada de Fourier € uma fun¢3oc nB8o-negativa.

Propiedades: Uma sequéncia NND satifaz as propriedades dadas

pelas equacles (2.8) e (2.9) (condicfes necessarias mas ndo sufi-
cientes) .

Teorema 2.1 Dada uma seqiuéncia viml finita de comprimento

PN~1, se existir uma sequéncia x£0J,. .., xCN-13, tal que:

vEml = K x[Cm1 % x L-ml ; O<mSN-1 (2.17)

onde K & uma constante nS3o-nula positiva, ent3oc vIml & NND.

Demostracio:

Seja viml = K =xLmd % x‘£“m3
ar{vr.mj} = K ﬁ{xcmj} fr{x"‘cwma}
»
VIF) = K X(F)Y X (F)

K |xcer]®

como K0 e |x<f>|’ze, V(Ff) € uma fungio ndo-negativa e, portanto,

viml € uma seqiiéncia NND, c.q.d.
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Teorema 2.2: 0 produto de duas seqgiiéncias NND & uma seqiuéncia

NND .

Demostracio:

Seja ctml = wiml vim3l

onde wliml e vIml sdo NND,

#{ct n}

C(F)

H

W{wt m 3} * 3~"{v[ m J}
(2.18)

WOF) % V()

"

como W(FIZ0 e V(f)Z0 para todo valor de freguéncia, C(f) @& umm
func8o ndo-negativa e, portanto, cfm] @ uma seqiéncia NND, ¢.q.4d.

Este teorema garante que o Produto de duas sequéncia NND €
NND. Por outro lado, como a expressio de convoluc¢l3o (2.18) implica

numa soma de produtos, o produto de duas seqiéncias pode nEo ser
NND se uma delas nSo o for.

dplicando estes conceitos nos estimadores de autocorrelacdo,
temps .

~Para as seqiéncias de estimativas ndo-polarizadas de  auto-
correlacios

Podemos escrever 3 equagao (2.10) como:

~

rxxtmﬂ = wwimld rrim3 ;. BEmSN-~i
ondge :
wolnd = gt . eSmSN-1
— m 4
Nemef -
rrlml = E x[n+md »x EnJ ; 0smSH-1
n=P

Lembrando que:

N-m-14

-m
z XLn+ml x’tn] = xIml ¥ x*E*mJ

no@

rriml

o Teorema 2.1 assegura que rriml é uma seqiéncia NNB. Entretanto,
a seqiiéncia wwlml n3o é NND, pois a propriedade (2.8) n8c € satis-
feita, Jja que wwl@l{(wwlml. Portanto, n3cp € garantido gque o produto
wwlml rriml seja NND.
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Assim, o estimador nSo-polarizado pode fornecer estimativas
de autocorrelacdo que n3o sejam positivas semidefinidas. Por exem-
plo, para a seqléncia de amostras x[@J=2 @, w[13=2.1 e x[21={.¢, o

- ~

estimador ni3o-polarizado fornecera rxxE®3=3.137, rxx£11=3.150 e

”~

r [2J=2.0; como r [@J( r (1] esta sequéncia nioc e NND.
wX xx xXx

-Para as seqiéncias de estimativas polarizadas de autocorre-

lac3o0:

A express8o (2.13) do estimador polarizado pode ser colocada
na forma da equac¢do (2.17) do Teorema 2.1 com K=1/N. Logo as esti-
mativas polarizadas de autocorrelacdo s3o sempre NND.

0 fato do estimador n3o-polarizado nd3o garantir estimativas
ndo~negativas para a DEP, faz com que o estimadar polarizado seja
o mais utilizado na pratica. Unido a isto, nps métodos parametri-
cos de analise espectral € utilizada a inversa da matriz de esti-
mat ivas de autocorrelacl3o. Esta inversd3o so € possivel se tais es-

timativas formam uma seqiéncia positiva definida [4]3, £71.

Nesta secso os simbolos ~ e © foram utilizados para indicar
as estimativas nd8o-polarizadas e polarizadas da SAC, respectiva-
mente. No decorrer deste trabalho o simbolo 7, indicara as estima-
tivas genéricacs das grandezas de interesse. Quando, eventualmente,
este simbolo indicar especificamente a estimativa n3o-polarizada,
tal fato sera explicitado.

Nos itens seguintes abordaremos os meétodos cléssicos da and-
lise espectral e conceituaremos os meétodos parametricos. Este ma-
terial tem por objetivo formar uma base para 05 proximos capitulos

e nSo se propbe aprofundar nestes assuntos.

2.4 Método Classico Correlograma

0 Metodo Correlograma tem por base a eaquac3o (2.1), na qual a
SAC descunhecida, € substituida por uma estimativa, rxx[m], de

comprimento 2C+1, obtida de N amostras do processo aleatorio x[nl:

~ "

c
P tfr= L r x£m3 exp(-j2nmfT) (2.19)
-G

»
me
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onde C & feito bem menor que N-1 de forma a evitar a variancia as-
sociada as estimativas de autocorrela¢io de indices elevados. Um
valor maximo C & N/10 é sugerido em [B81.

0 Método Correlograma fornece estimativas polarizadas do es-~

pectro de poténcia desejado, Pxx(f). pois:

-~ [+
E {éxx(¥)} mﬁic E rxxfmi} exp(~jenmfT)

o0
r  dim3 Ty bml exp(-j2nmfT)

m= -~

H

onde dlml é uma janela de comprimento 2C+i, retangular unitaria se

r [m] & p estimador n3p-polarizade, ou triangular truncada se
wa

b

rxxﬂmj e o estimador polarizado. Portanto:

| {Pxx(f)} = Pxxéf) * D(HH 2.20e>

Assim, o valor medio das estimativas produzidas pelo estimador
espectral Correlograma, € a convoluc8c entre o espectro de potén-
cia desejado PXH(F), e o espectro de freaquéncias, D(Ff), da janela
dfm3.

A figura 2.1 mostra o espectro de frequéncias de wuma Janela
retangular unitaria e o de uma janela triangular. Estas figuras
permitem prever que a operacgao de convolucio deformara o espectro
Pxx(f). As eventuais ralas de Pxx{f), produzidas povr componentes
periodicas em x[nl, ser3o alargadas pelo 16buio central de D(f,
enquanto que os 1dbulos laterais provocario dispersbes que polari-
zardo as componentes de Px“(f) adjacentes. 0 alargamento espectral
impGe limites na capacidade de observar raias proximas em fre-
giiéncia, ou seja, provoca capacidade limitada de resolu¢io. O es-
palhamento, por sua vez, leva a polarizagdo da estimativa. Além
destes fenbmenos, componentes de baixa poténcia, proximas a com-
ponentes de alta poténcia serdo completamente mascaradas.

s janelas, retangular ou triangular, estdo implicitas nas

estimativas da SAC, devido ao numero finito de amostras disponi-
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0 Abg fu(f?> 1 0 Abs §N<f%> j dﬁ . \ . :
S 5l /\ :
~-1¢ - -0 r -
-15 | -5 "
~20 ~20 i hy
=Nl A
-3 L b o ~a0 (i : il .l L ! 1

-0, 4 -0.2 0 184 0.4 -0.4 -0, 2 0 0.2 0.4
_Frequeﬂcia normalizada. Freguencia normalizada.

(a) (b)

FIGURA 2.1 Espectro de Frequéncias de uma Janela (a) Retangular e
(b) Triangular,

veis do processo aleatdrio sob andlise. 0 aumento da varianciz das

estimativas r“xEmE, a medida que m tende a N-i, tambem ¢ conse-—
gqiiéncia deste numero finito. Seu efeito & controlado fazendo
C (¢{ N-1, porém esta ac8c piora a resolugioc espectral, pois es-

treita a janela dlml.
A tentativa de obter um compromisso entre o efeito da varian-
cis das estimativas de autocorrelagdoc para m — N-1 e a redugio da

resoluclo, leva a utilizacBo de uma janela artificial wiml:

gxx(?> =;T§imrsm3 ;xxtm] exp(-icamfi)
onde wlml deve ter as seguintes caracteristicas:
a. wl@l = t para manter a poténcia media do sinal,
b, wl-ml] = wiml, e
¢c. wiml = @ para |m]>C.
onde £ deve ser menor que N-i. Devido a estas propiedades a ex-

pressio anterior pode ser escrita como:

- c -
Pxx(f) = ¥ wiml rxx[mj exp(-jenmfT) 2.21)
m= -~

A equacSo (2.21) é a forma descrita por Blackman e Tukey, [831, pa-

ra o estimador espectral Correlograma.
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Para garantir que a estimativa espectral seja positiva, a Ja-
nela wiml deve ser NND, tal como a estimativa de autocorrelacio
utilizada, motivo pelo qual € aconselhado o usc do estimador pola-
rizado de autocorrelacao.

2.5 Método Classico Periodograma

0 método Periodograma original tem por base o espectro do
conjunto de N amostras do sinal, ou seja:

~ N-4
1

Px(f) = — ; x[nl] exp(-j32nnfT)

X
n=e

(2.22}

Este estimador apresenta varidncia excessiva, alem de ser in-
consistente, [1], devido 3 supressac das operacbes de média indi-
cadas na segao 2.2. Novas versOes deste metodo foram sugeridas vi-
sando corrigir estas deficiéncias. Dentre elas trataremos do meto-
do de Welch, por ser o mais empregado atualmente {11, {91,

No Periodograma de Welch o conjunto de N amostras € dividido
em P segmentos, xTLnl, com D amostras (DSN-1) cada um e € efe-
tuado um deslocamento de & amostras entre segmentos adjacentes
(8<D). Deste modo o numerc maximo de segmentos € a parte inteira
de 1+(N~D)/S5. Sobre cada segmento @ aplicada uma janela de ponde-

rac8o winl, de forma gque o p-esimo seamento € dado por:

xP’Ini = winl x[n+pS1 ; @<p<P-1 (2.23)

A Transformada de Fourier de cada segmento &

D-f
XPef)y = § xP’Inl exp(-jeuatT) (2.24)
nzg

e o espectro de amostras:

~{p

P = 2 |xXPn)? (2.25)
XX D
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Finalmente, o Periodograma de Welch e a média dos P espectros de

amostras:

~ 1 P-1 ~(p?
P ()= e P () (2.26)
3 P %%

p=®

0 proposito ds janela de ponderacgo € diminuir a polarizacio
da estimativa e o efeito dos 1cdbulos laterais decorrentes da jane-
la retangular, intrinseca aoc numero finto de amostras. A segmenta~-
cdo tem o propdsito de reduzir a variancia do estimador espectral,
as custas de uma reduc3c na resolucdo. A sobreposicdo entre seg-

mentos tem por obijetivo permitir um numero significativo de seg-
mentos sem uma redu¢do drastica da resolugdo.

Existe um compromisso entre resolucio e varidncia na escolha
destes parametros: um numero pequeno de segmentos fornece estima-
tivas de maior resolucdo, porém de variancia elevada, enquanto que
um aumento do niumero de segmentos reduz a variancia das estimati-
vas, porém também reduz a resolu¢do.

Tem sido proposto, [L?1, 0o uso de 5¢% do numero de amostras
por segmento como o valor de sobreposicdo entre os mesmos.

Ambos métodos cldssicos, Correlograma e Periodograma serdo
utilizados e comparados entre si no capitulo % para a estimativa
espectral de dois processo MA, e novamente no capitulo 6, dentro

do contexto da estimac80 espectral ARMA.

2.6 Modelos Paraméiricos

Os meétodos parametricos se baseiam no fato 4que © processo
xLnl sob andlise pode ser modelado pela resposta de um fFiltro
linear causal composto por polos e zeros, cuja excitag3o & um rui-
do branco, ulnl, de media nula e variancia Pv. & DEP de xlnl e ob-
tida da relacio entre os espectros de poténcia dos processos de
entrada e saida.

P _(#) =pPv |[H(D]® 2.27)
XM
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onde H{(¥) e a funcio de transferéncia do filtro. A forma mais ge-
ral para H(f) & uma funclo racional composta por p poOlos € q
ZEeros:

<
L bLk31 exp(~jiBrk+T)
H(P) = =2 - (2.28)
1+ ¥ alk] exp(~j2nkfT)

k=1

€ necessario, entio, estimar os paradmetros de H(F) a partir

das amostras de wEnl, de forma tal «que a excitac83o pelo rvuido
branco gere uma estimativa de x[nl na saida, conforme ilustrado na

figura 2.2.

Desta forma, a DEP do processo gerado constitui uma estimati-
va da DEP do processo x[nl, e € completamente determinada por um
numero finito de variaveis: os parametros do filtro e a2 wvariadncia

do ruido branco.

Se fosse possivel representar as propriedades estatisticas do
processo xEnl de forma fiel através do modelo, os problemas de va—-
riadncia e Janelamento decorrentes do conjunto finito de amostras
seriam totalmente superados. Porém, para um numerc finito de amos-
tras, o modelo € também uma estimativa e 0 pProcesso gerado na sus
saida, somente uma aproximacio. Contudo, em geral, sido obtidos re-
sultados superiores as fornecidos pelos métodos cldssicos, pois €
possivel fazer uso de técnicas de estimagdo que permitem explorar

melhor as informacdes presentes nas amostras disponivels.

ulnl . ZL{nl & xinl
» H{F) >

”

Pw P () =P )
XX ux

~

FIGURA 2.2 Aproximacio de um Processo Aleatdrio xin] Atravées de um
Modelo Racional
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Os trés tipos de modelos utilizados nos métodos paramétricos
530 definidos a partir da equacdo (2.28):

1. Modelo Auto—RegressiQo Meédia-Ajustavel de ordem p e q,
ARMA(p,q). Neste modelo a funcdo de transferéncia do filtro linear
€ a propria expressido (2.28).

2. Modelo Auto-Regressivo de ordem p, AR(p), com aq=@ e

bL®l=1. Para este modelo a equacido (2.28) torna-se

HOF) = 1

P
$ + T alklexp(-jarnk+T) (2.29)

k=4

neste caso o filtro apresenta somente p polos.

3 Mpdelo Média-Ajustavel de ordem ¢4, MA(g), com p=0®, 2 fun-

¢80 de transteréncia e:

q
H(#) = © blkd exp(-32nkfT) (2.30)
k=0

e o filtro € composto por q zeros apenas.

A motivacio para a explicitaclo destes modelos estda ligada zo
compromisso que existe entre o tipo de modelo a ser empregado e as
caracteristicas espectrals do processo 3 ser analisado. Os modelos
compostos apenas por polos sio adequados & representacio de espec-
tros que apresentem picos, Ac Passd que aqueles compostos apenas
por zeros s3o indicados para situacles onde existem somente vales
espectrais abruptos. Logo, 0s modelos com pdlos e zeros sao utili-
zados quando ambas caracteristicas espectrais est3o presentes.

Eetes fatos tornam necessario um conhecimento previo das ca-
racteristicas espectrais basicas do processo a ser analisado, de
modo a permitir a explorac8o plena da potencialidade dos metodos

parametricos.
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CAPITULO 3

MODELOS PARAMETRICOS PARA A ANALISE ESPECTRAL

3.1 Introducio

Neste capitulo s8o apresentadas as relacOes tedricas que ca-
racterizam o processo gevado pelos modelos ARMA, AR €& MA  quzando
excitados por ruido branco. Estas relacbes s30 desenvolvidas tendo

em vista a aplicacio destes modelos na Analise Espectral. Em se-

guida s3oc apresentadas as dificuldades de obtenc3o dos parametros
dos modelos a partir das relacBes tedricas que envolvem a SAC do
processo gerado e s80 abordadas as relagbes existentes entre os
modelos AR e MA. Finalmente, € discutido o problema de aplicacio
destes conceitos tedricos na estimativa da DEP de um processo

aleatorio.

3.2 Modelo Auto-Regressivo Média-Ajustavel De Ordem p E q,
ARMA(P, g

A funcioc de sistema do filtro linear causal de um modelo

ARMA(P, 4q) & composta por p polos & q zeros:

a -k
Y blkl =z
H (z)=B(2) _ _k=e (3.1)
ARMA adz; P -k
1 + ¥ alk] =z
k=1
Ou
bLel N -1
ettt [t 3.2
ARMA P

-1
ke [1ﬁpkz ]

onde A(z) € a Transformada de 7 da segiiéncia de parametros alQl,

al1l, ..., alel, com al@l=1, denominados pardmetros auto-regressi-
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vos, enquanto que B(z) & a Transformada de Z da seqiiéncia de para-
metros bL@l, ..., b[al, denominados pardmetros meédia-ajustavel, e
P, €3 s3o as raizes dos polinOmios A(z) e B(z), respectivamente.
Para garantir que filtro ARMA(p, @) seja causal e estavel, os
p polos p, devem estar no interior da circunferéncia de raio uni-
tario (CRU) no plano Z £1¢]1. A condigdo de estabilidade, ka'(i
garante que o processo ARMA gerado seja estacionadrio [113.
A funcloc de transferéncia associada € obtida da equagio (3.1),

substituindo z por exp(j2rnfT):

q
T bLk1 exp(-jenkfT)
_ B{Ff) _ k=e
HARMA(f> eI . (3.3
1+ % alkl] exp(-y2akfT)
k=1

A equacao (3.2) mostra gque bL@] pode ser tonsiderado como um
fator de ganho do filtro ARMA. Neste trabalho idiremocs empregar
bL{@l=1, e o ajuste da poténcia do processo x[nl, gerado pelo made-
lo, se darad através do valor da poténcia Pv do ruido branco de ex-
citacdo.

Das equacdes (2.27) e (3.3) temos «que =a DEP do processo
ARMA(P, g) e:

Q 2
2 1 + L blkd exp(~3Enk+T)
[BCE) | k=1
PARMA(F) = Pw IA(F>|2 = Pv P P (3.4)
1 + P alkd exp(~j2rnk+T)
k=1

ou seja, a DEP do processo ARMA(p, q) € completamente definida pe-
ios p paridmetros auto-regressivos, alkl, os q pardmetros média-
~ajustdvel, bLk], e pela variancia, Pw, do ruido branco.

& figura 3.1 apresenta o espectro de densidade de poténcia de
um processo ARMA (4, 4), onde podemos notar claramente as formas
espectrais compostas por picos estreitos e wvales abruptos, pro-
prias de um processo ARMA. (Os picos ocorrem nas frequéncias dos
polos da equacdo (3.2) e se tornam tanto mais agudos quantoc mais
os polos correspondentes se aproximem da CRU; de forma semelhante,
os vales abruptos correspondem aos zeros e serdo tanto mais abrup-

tos quanto mais 0% zeros se aproximem da CRU.
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A equacap a diferengas, linear e com coeficientes constantes
que define o processo x[nl na saida do modelo pode ser obtida da
aplicac8oc da Transformada 7Z inversa na expressio (3.1):
2 q
#»Inl = - § alkd x[n-k1 + ¥ bLkl uln-k1] (2.5
k=i k=@
A relaclo entre x[nl @ uEnl também pode ser expressa por:
X0
¥»[nl = § hikd uln-k1 {(3.8)
k=9
onde hLk1l é 38 resposta impulsiva do filtro ARMA(p, q).
0 modelo ARMA(p, q) € representado pelo fluxograma da figura

.5

xLnl

L 4

+

Processo
ARMA(p, g)

3.2.
DEP, - 4B
aF T f * T Y T 7]
A\
L \\
..."?G m \ =
~ 4
~40 =
1 L i 1
0 (1] 0.2 0.3 0.4
Frequencia normalizads.
FIGURA 3.1 Espectro de Poténcia Tipico de um Processo ARMA(4, 4).
ulnl
* »~ ble]
Ruido Y
Branco -1
z
-t -al11] bLi3d
&€ ~alp-t1] blql
s 1
ol -alpd }—

Figura 3.2 Modelo ARMA de Ordem p e q.
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2,2.1 Relacfo entre o0s Paridmetros e
ARMA(p, q)

a SAC de um Processo

Esta relac8o ¢ bastante importante no contexto da aplicacio

deste modelo para a anilise espectral, pois seri a base dos méto-

dos de estima¢3o dos par@metros ARMA a partir das amostras de

sinal. Ela pode ser obtida reescrevendo =

um

express8o (3.4) da
seguinte forma:

N B{z) *
PARMA(Z) = ?V "m—-)— H {z)
ou
-
PARMA(Z) ACz) = v B(z) H (2} (3.7)
Calculando a Transforma 7 inversa:
v;x[m3 % [Siml+alml] = Pw bimd * h*[mmE (3.8)
onde afml = {al13, ..., alel} e bIml = {1, bC11, ..., quJ} e SIml é
a seqliéncia impulsoc unitidrio:
1 ;m=
diml =
@ ;MG
Explicitando a convolug3o, temos:
=S q -
rxxﬁmj = - ¥ alki1l r Em-kl + Pv B blk] h [k-m3 (2.9}
k=4 k=9
mas hLnl=® para n{(@. Logo:
[ p
- Y alkl r“[m—H ; m)g (3,10a)

k=14

P q
rEml= {- L alkdr C[m-k3 + Pv £ bCk] h'[k-ml; O<mSa  (3.10b)

k=1 k=zwm

; m{Q (3.10c)
\ MR
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Podemos observar que a relaciio entre os parametros auto-
-regressivos do processo ARMA(p, a) e sua SAC € linear para |m])q,
enquanto que oS parametros média-ajustavel estdo convoluidos com
os coeficientes da resposta impulsiva hEnld, resultando numa vrela-
c8o nSo~-linear com a SAC.

Também, a SAC de um processo ARMA(p, g) ni3o tem um limite de-
finido, o que significa que as amostras do processo s3c todas
correlacionadas entre si, independente do intervalo gue as separa.
Isto @ conseqiéncia da presenca de polos no modelo e «quanto mais
proximos a CRU estes se encontram, maior € a sobreposicaoc entre
respostas impulsivas do filtro ARMA excitadas em instantes distin-

tos, resultando numa malor correlacgac entre as amostras correspon-

dentes.

A figura 3.2 permite inferir gue os conjuntos de amosiras do
ruido branco {uln-g93,..., ulnl} e {uln-q+ml, .., uln+mi} formam =
componente media-ajustdvel de x[nl e de x[n+ml, respectivamente.
Estes dois conjuntos s3o compostos por amostras totalmente distin-
tas quando |m]|»q. Logo, as componentes meédia-ajustavel correspon-
dentes s3o incorrelatas entre si para |mj>a. Este ¢ o motivo pelo
qual os parametros bLk1 participam da definigd3o da SAC somente pa-
ra |m|€a. Isto ndo significa que a componente meédia-ajustavel do
processo ARMA n3o influencie a SAC para |m])q, pois a autocorrels-
¢30 deste processo e uma seqléncia regressiva em si mesma, confor-
me as equacoes (3 .1¢@a) e (3.1¢b).

A estimacido de um modelo ARMA para representar a DEP de um
sinal parte de estimativas da S5AC obtidas das amostras disponi-
veis, e faz uso das relacBes expressas na equacdo (3.1@) para ava-
liar os par@metros do modelo. Vamos analisar esta tarefa supondo,
por enquanto, aue a SAC e perfeitamente conhecida.

A nio-linearidade destas relacles, decorrente da convolucio
entre os parametros blk] e a resposta impuisiQa do Filtro ARMA,
nio permite obter simultaneamente os par@metros do modelo atraves
de algoritmos de facil implementac8o. Para esta finalidade s3o
utilizadas técnicas iterativas de elevada complexidade, [23, [111].

Entretanto, a linearidade observada para |m|)>q permite que os
parametros auto-regressivos sejam calculados separadamente dos

média~ajustavel, através de um sistema de p equacdes fFformado com
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base na expressio (3.10a). Por ewxemplo, do seguinte sistema de

equacoes lineares, com rxxtmj no intervalo q+ismSqg+p:

'r L[al r [a-11 . ..r [a-p+13][al1]] r L[aq+11]]
"X XX b .1 KK
rx“£q+i] r““EqB ...r“n£q~p+23 afed r“K[q+EJ
= - (3.11)
r L[ag+p-1dr [aq+p-23. .. r (ql alpl r Lag+pl
| XX KK 144 it i | %X i

Este sistema € denominado EquacBes Normais ARMA de Yule-

~Walker ou Edquagbes Modificadas de Yule~Walker. A matriz de

autocorrelacoes € Toeplitz, o que facilita a solugdao do sistema

atraveés de um algoritmo de elimina¢do Baussiana [1], {23,

Contudo, ainda que 0% parametros auto-regressivos sejam c¢o-
nhecidos, n3oc e possivel calcular com a mesma facilidade os média-
-ajustavel devido a nSo-linearidade da relacioc de convolu¢io.
Torna-se necessario utlizar de certos algoritmos indiretos, conhe-
cidos como meétodos de estimagio separada dos parametros do modelo
ARMA, o0s quais ser@o estudados no capitulo 6. 0O estudo das carac-
teristicas deste métodos € o objetivo central deste trabalho. Seu
desenvolvimento requer os coencelitos a serem desenvolvidos no res-

tante deste capitulo, bem como nos capitulos 4 e 5.

3.3 MODELO AUTO-REGRESSIVO DE ORDEM p, AR(p)

0 modelo AR{(p) € um caso particular do modelo ARMA(p, q), on-
de os zeros sdo eliminados, restando apenas os polos. A funcio de
sistema do filtro AR(p) pode ser obtida da expressio (3.1) fazendo

q=¢ e bl@J=!, ou sela:

_ i _ i
Hn2? = 3 =

P
1 + 2 alk ] z“‘k (3.12)
ke

Os p polos deven estar dentro da CRU para que o Filtro seja
estavel e o processo gerado, estaciondrio.
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Desta forma, a equag¢ido a diferengas linear associada sera:

P
xftnl = - alkld xfn-k3 + ulnl (3.1
k=14

onde os parimetros alkl e o processo uln)] s3o definidos como na
sec3p anterior. 0 modelo AR(p) € representado no fluxcgrama da
figura 3. 3.

Particularizando a expressio (3.4), obtemos a DEP do processo
AR(p ) :

P o(f) = —P¥ - Pv (3.14)

AR 2 p ¢
!A(F)I 1 + F alnlexp(-janntT)

n=1

A figura 3.4 mostra o espectro de poténcia de um processo
AR(4), onde observamos os picos estreitos, que correspondem aos
pélos do filtro AR, e a auséncia de vales abruptos em decorréncia
da auséncia de zeros. Tal como no taso do modelo ARMA, o0s pilcos
ser30 tanto mais agudos quanto mais proximos a CRU se encontrarem
os polos correspondentes. Logo, o modelo AR e adequado para a

analise de processos com estas caractéristicas espectrais.

ubn3 xEnl
Ruido Y Processo
Branco z~1 AR(p )

< -afi3 x[n~413

L+————-~a£p*13 win-p+i]

-alpl |

L

Figura 3,3 Modelo AR De Ordem p.
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FIGURA 3.4 Espectro de Poténcia Tipico de um Processoc AR(4),

3.3.1 Relagdo entre os Pardmetros e a SAC de um Processo AR{(p)

Fazendo q=@¢ nas eaquacBes (3.10), obtemos a relagdp entre os
parametros de um processo AR(p) e sua 5a8C:

P
- 5% afkld rxxtm*RB + Pv dLm) i omz@ (3.15a)

r {ml = k=1

b %3 -
r [-m] i m{o (3.15b)

X

onde dlml ¢ a sequéncia impulso unitario, ja definida.

A presenca de Pv para m=@ decorre do fato de blol=f, o aque
faz com que h[@l=1.

0 anulamento dos coeficientes b[k]l eliminou a presenca da
opera¢do de convolu¢lo, presente na equacaoc (3.10b), tornando 1i-
near a relacdo entre a SAC e os parametros alkl Este fato simpli-

ficsra significativamente a tarefa de estimaclo do modelo AR, como

sera discutido mais adiante.
{bservamos ainda, que a S5AC do processo AR{(p), do mesmo modo
que no caso ARMA, nBo tem um comprimento definido. Logo, aqui tam-

bem as amostras do processo gerado s3p0 todas correlaciconadas entre

51, independente do intervalo que as separe. Este +fato pode ser
intuido de forma alternativa a partir da equacdo (3.13), a qual
mostra que xIn)] depende das amostras passadas.

A estimacdo dos pardmetros de um modelo AR, supondo que a SAC
seja tonhecida, pode ser realizada através do seguinte sistema de

p+1 equacdes lineares, obtido da equacido (3.15) para @smsp:
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- » - - -

r L[@2 r [i] .. r el 1 Pw ]
X b .1 b1
r E13  r @3 .. v te-t3]ar13} _ | @ (3.16)
Ho " M -
r fpl r Lp-13 ... r (01 alp 3 0
x" xx xx - —3 - _3 -l

Este sistema, denominado de Equacdes Normais AR de VYule-
~-Walker, em homenagem aos pioneiros dos modelos de regressio, mos-—
tra que para obter a variancia do ruido branco e os parametros do
processo AR(p)}, basta conhecer sua SAC no intervalo 9<m€p. Parale-
mente, uma vez obtidos estes par3metros, os valores de rxx[mj para
]ml)p podem ser obtidos recursivamente através da equac3o (3.15a),
lembrando que r [-m3 = r [ml:

¥ X EE]

A matriz de correlacles do sistema de equacOes (3.16) € Toep-
litz e Hermetiana, o que permite a solu¢cdo deste sistema através
do algoritmo de lLevinson-Durbin. Este € um algoritmo eficiente de
facil implementac¢3o, e fornece os parametros do modelo AR de forma
recursiva £11, [2].

Nas situa¢Bes praticas onde se pretende aplicar o modelo AR
para estimac3o da DEP de um processo x[nl, nio dispomos dos wvalo-
res da SAL para estimar os parametros do modelo. Entretanto, ¢
possivel substituir rxxEmE por estimativas da mesma obtidas a par-
tir das amostras disponiveis do pProcesso. A matriz de correlacbes
formada por tails estimativas, continua a sastifazer as condic¢des
acima e o algoritmo de Levinson-Durbin poderad ser utilizado, desde
que a matriz apresente inversa.

Em fun¢do destas caracteristicas, o modelo AR tem sido ampla-

mente estudado e aplicado.

3.4 MODELO MEDIA-AJUSTAVEL DE QRDEM q, MA(Q)

0 modelo MA(q) e o outro caso particular do modelo ARMA(P, q)
onde os polos s8o0 eliminados. Assim, fazendo p=@ na expressio
{3.1), obtemos a funcao de sistema do filtro MA(qg):

q
M, (2) = B(z) = 1 + F bkl 2" (3.17)

M
k=1
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0 fato do filtro MA(q) apresentar apenas zeros faz com que a
recposta impulsiva seja de comprimento finito. Portanto, o filtro
& sempre estavel e o processo MA(q) gerado € sempre estacionario.
Se os q zeros se situarem no interior da CRU, o filtro apresentara
fase minima.

A equacdo a diferencas linear que define um processo MA(q) ¢

dada por:

g
wlnld = ulnl + Y% blk3 uln-kl (3,18)
k=4

onde 05 parametros média-ajustdvel, bl[k], s3o os coeficientes da

resposta impulsiva do filtro MA(q). 0 modelo MA(aq) € representado
no +fluxograms da figura 3.5

Paralelamente, a BEP de um processo MA{(q) & dada por:

P, (F) = Pv |B(O|® =pv 11 + bLk 1 exp(-j2rk fT)

M

L o X

(2.18)

NA figura 3.6 € mostrado o espectro de poténcia de um proces-
s0 MA(4), onde as formas espectrais predominantes s8o0 o0s vales
abruptos, correspondentes acs zeros do filtro. Logo, o modelo MA €

adequado Para Processos com esta caracteristica espectral.

ulnl
-4 - g -4
> -4 - » > Z
Ruido v ¥ J
Branco bE13 bC23d bl q1
»xEn3l

Processo
MACg)

Figura 3.5 Modelo MA de Ordem q.
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FIGURA 3.8 Espectro de Poténcia Tipico de um Processo MA(4),

3.4.1 Relacdo entre os Pardmetros e a SAC de um Processo MA(qg)

Fazendo p=@ na expressiio 3.10 e lembrando que hi{k]1 = bLk]J,

obtemos:

’

¢ ; m>aq
3 E ]
Pv ¥ bLkI b LCk-ml ; @5m<q (3.20)
r {ml = ¢
HK k=m
r* [~m] ; m{@
L xx

na qual persiste a relacdo n3o-linear entre a 58C e os 9 parame-
tros do processo MA(R) .

Podemos constatar da expressio (3.20) que a SAC de um proces-
so MA(q), € nula para |m|>q‘ Isto significa wue amostras do pro-
cesso separadas por um intervailo |m|)q s30 incorrelatas. De fato,
2 equacao (3.18) permite inferir aque as amostras do ruido branco
que formam x[nl sdc totalmente distintas daquelas que comphem
x[n+m3 para |m]>a. Portanto, x[n) e xCn+m] s30 incorrelatas entre
si, para |m|’q.

A presenca da relac8o n3o linear entre a SAC e os coeficien-
tes blkl tornam dificil a tarefa de estimacdo destes coeficientes

a partir de rxn{ml. Existem duas tecnicas propostas:

1. Tecnicas iterativas de grande complexidade que nio
possuem garantia de convergéncia [113].
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2. Teécnicas de fatorac8oc espectral que também apresentam
alto grau de dificuldade, mas garantem uma splucBo satisfatoria
£517. '

Entretanto, os parametros de um modelo MA(q), também podem
ser encontrados de forma indireta, através da relac3o existente
entre 0s parametros de um modelo AR de ordem infinita e o0s do
MA(q), apresentada na se¢dio a seguir, e que & explorada de forma

ampla no capitulo S como parte do método de Durbin para a estima-

c30 de parametros media-ajustavel.

Em virtude da dificuldade de obtencio de seus parametros e de
sua qualidade como estimador espectral, o modelo MA{g) tem sido
pouco estudado e utilizado. Entretanto, sua participac3oc nos méto-
dos de estimac3oc separada dos parametros do modelo ARMA(p, 4) €

hastante importante, ¢ motivou 0 estudo detalhado de suas caracte-

risticas no capituleo 5.

3.5 RELACAO ENTRE OS MODELOS AR E MA

Existem relacdes envolvendo os trés modelos as quais permitem
expressar um determinado modelo em func3o de outro. Assim um pro-
cessp ARMA(p, g) ou MA(g) pode ser representado atraves de um mo-
delo AR de ordem infinita, enquanto que um processe ARMA(p,q) ou

AR(p), através de um MA de ordem infinita.

& importédncia destas relactes reside em que, na pratica pode-
mos selecionar qualquer dos trés modelos e ainda obter uma boa
aproximacidp de um dado processo aleatdrio, desde que uma ordem su-
Ficientemente elevada seja utilizada. Ou ainda, podemos estimar oS
parametros de um modelo a partir das amostras do processo aleatd-

rio e, a partir desses, estimar os parametros de outro modelo [413.

Trataremos especificamente da relacio entre os parametros dos
modelos AR{(®) e MA(q), que ¢ a base do método de Durbin para esti-~
mac3o dos parametros MA, apresentado no capitulo 5. As relacdes
entre os outros modelos podem ser encontradas seguindo procedimen-

to analogo [12].
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Seja:

o
A(z) = T alnl z " (3.21)

n=s

o polinomio do denominador da funcSo de sistema de um modelo
AR(mw), onde alnl = @ para n(® ¢ ald®l = 1, e

q
B(z) = 1 + ¥ bfnl z " (3.22)
b2t B §
o polindmio associado a um modelo MA(qg) .
Encontramos a equivaléncia entre os parametros aflnl e blnl,

igualando a fun¢do do sistema B(z) ao inverso de A(z):

Bz} = —A(—Z—s‘ (R.23)

de onde resulta:

Alz) B(z)y = 1 (3,243

Aplicando a Transformada 7 inversa nesta expressio obtemos a

relacio desejada:

q
alnl + ¥ blkd3 aln-kJ = dEn3 (3.25)
k=4

onde dlnl é a seqléncia impulso unitario, ja definida.

Dados os parametros alnl podemos calcular os parametros do
modelo MAa(aq) formando um conjunto de 9 equacdes lineares a partir
da expressio (3.235) para isn<q.

Embora, na pratica, n3o seja possivel estimar um wmodelo
AR(w), este pode ser aproximado por um de ordem muito elevada

(prq). Isto permite contornar as dificuldades de estimar os pari-

metros do modelo MA(q), aproveitando a facilidade de obtencio dos

parametros dos modelos auto-regressivos: estimamos inicialmente, a
partir das amostras disponiveis do processo, ©s pardmetvros de um
modelo AR de ordem suficientemente elevada (AR longo) &, utilizan-

do as relacOes desta se¢Bo, obtemos as estimativas dos parametros
do Malaq).
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2.6 Estimadores Espectrais Paramétricos

O objetivo aqui € apresentar algumas consideracOes sobre 2
utilizac3o0 das relacOes tedricas dos modelos parametricos nas si-
tuacOes praticas onde se pretende a analise espectral de um pro-
cesso aleatdrio x[nl qualquer.

A principio, é necessario estimar os pardmetros do modelo =a
ser utilizado, seja ARMA, AR ou MA, a partir do conjunto finito de
amostras disponivel, e substitui-las na equacdo correspondente da
DEP, (3.4), (3.14) ou (3.1%9), para obter a estimativa espectral.

Entretanto, devemos antes selecionar o0 modelo a ser utilizado
em funcBo das caracteristicas espectrais do proceso x[nl. Estas

ndo sao, em geral, conhecidas e devem ser inferidas do conjunto de
amostras disponivel, o que pode ser efetuado atraves do meétodo Pe-
riodograma.

Escolher o modelo adequado 3s caracteristicas espectrais do
processo e bastante importante. Se, por exemplo, for utilizado um
modelo MA para estimar um espectro de poténcia com somente picos
estreitos, entSo a ordem do modelo devera ser bastante elevada
para que a estimativa resultante seja de boa <qualidade. A o©pgEo
por um modelo AR permitiria a utilizagaoc de uma ordem muito menor,
e a qualidade da estimativa resultante seria superior. Além disto,
o esfor¢o necessario para estimar os parametros seria considera-
veimente menor.

Por outro lado, uma vez selecionado o modelo correto, a ordem
do mesmo deve ser tal que evite a presenga de formas espectrais
falsas ou o mascaramento de detalhes importantes na estimativa do
espectro de poténcia. Por exemplo, no casp de processos com pPicOs
espectrais estreitos, uma ordem auto-regressiva elevada podera
provocar a formac3o de picos espurios, enguanto que wuma ordem

insuficiente fornecera espectros de baixa resoluglo onde os picos

espectrais ndo serdo explicitados adequadamente.

Existem diversos criteérios para a sele¢8o da ordem. Dentre
eles, o Criterio de Informa¢c3o de Akaike para os modelos AR, MA e
ARMA sera apresentado nos capitulos a seguir.

Em geral, a estratégia adotada para estimar os parametros do

modelo selecionado consiste em obter inicialmente uma estimativa
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da SAC a partir das amostras disponivels do processo xLnl. Esta,
ent3o, € substituida na relacdo correspondente entre a SACL e os
parametros do modelo, equacao (3.10), (3.46) ou (3.20). E desta
nova relag8o aproximada que s80 obtidas as estimativas dos pardme-
tros. Entretanto, o fato de trabalharmos com uma SAC estimada gera
imprecisfes, mesmp quando x[nl @ um processo obtideo através do
modelo racional selecicnado.

0 uso dos estimadores espectrais paramétricos fornecem esti-
mativas de melhor qualidade gque os estimadores espectrais c¢lassi-
cos, particularmente aquando é necessario grande resolucdo e se
dispbe de sequéncias de amostras de comprimento pegqueno.

Alguns métodos para obter os parametros dos modelos paramé-

tricos a partir de uma estimativa da SAC ser8o objeto dos prdximos

capitulos.
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CAPITULO 4
ESTIMADORES DO MODELO AUTO-REGRESSIVO,

METODOS COM BASE NA ANALISE DE PREDIGAO LINEAR

4.1 Introducio

No capitulo anterior foi delineadeo o metodo de estimagSc dos
parametros do modelo AR baseado na matriz de autocorrelacles dos
dados e no algoritmo de Levinson-Durbin. Entretanto, tal método
apresenta resultados satisfatodrios apenas nas situacdes onde © nu-
mero de amostras disponiveis € bem maior que a ordem do modelo AR
desejado.

0 objetivo deste capitulo & apresentar métodos baseados na
Teoria de Predigac Linear, em particular o metoedo Covaridncia e
Covariancia Modificado, que oferecem melhor resolugio espectral as
custas de um maior esforgo computacional. A abordagem decstes méto-

dos aqul visa apenas criar um suporte para sua apliacac®o nos
metodos de estimacioc MA e ARMA dos capitulos seguintes.

4.2, Relagio entre a Analise de Predic3c Linsar e o Modelo

Auto-Regressivo

Existe uma relacBo estreita entre a analise de predic3o 1i-
near € a modelagem auto-regressiva. Tal relagic tem sido amplamen-

te explorada para a obten¢cao dos parametros do modelo AR, e &
apresentada a seguir.

Abordaremos primeiro a predicio linear progressiva de um pro-
cesso x[nl. Usamos o termo progressiva como o equivalente a pala-
vra inglesa "forward"” e denotamos as variaveis envolvidas com o
sub~indice f. De forma semelhante, utilizaremos o termo regressi-

vo em substitui¢id3o a "backward” e mantemos o sub-indice b, para a
predi¢do linear regressiva.
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Seia fonﬁ a predicBo linear progressiva da amostra w[nl, em

termos das p amostras anteriores wxfn-13, . .., xEn-pl, isto e
. )
>%Cnl = - ¥ af[k3 xEn~k 3 (4.1)
k=1
Onde aftij,k.., af{pE 530 os coeficientes da predic3o linear Pro~-
aressiva .

0 erro de predicdo da amostra x[nl € definido como:

ﬁInE = xfnl -~ XrEnJ
P
= x[nl + ¥ 3 [kl xCn-k] (4.2)
k=1
e sua poténcia media Pf como:
2
P, =E {lefﬂnJ |} (4.3

A equacio (4.2) € a equagdo a diferencas linear que descreve
o filtro de erro de predicdo progressiva de ordem p mostrado na
figura 4.1, onde x[nl é o processo de excitacSc deste filtro e
efEnJ seu processo residual.

Sabe-se que os p coeficientes artk3, que minimizam a poténcia
do erro de predic80 s8o obtidos solucionando-se o seguinte sistema
de equag¢des (11, £2], [461]:

- - - - - ey
r}xtel rxx{13 . rxxEPB i pf
roltdr, el v te-13| lar13l e
- (4.4
r [plr [p-1] ”: r ‘EGJ a tpl é
Lxx o X% i { .

onde erEmJ ¢ a SAC teorica do processoc xI[nlJ.
Este sistema tem estrutura idéntica as EquachDes Normais AR de
Yule-Walker, equac3o (3.16). Também, a equac3p (4.2) ¢ similar a

expressio (3.13) que define um modelo AR(p).
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Effﬁj
Erros de
Predigcio

Figura 4.1 Filtro de Erro de Predic80 Progressiva de Ordem p.

Desta forma, se 0 processo xLnl Ffoi gerado por um Ffiltro

AR(p), entdo a seqiéncia de erros de predicdc € o ruido branco

ulnl da equac¢do (3.13), o0s coeficientes da predigdo linear pro-
gressiva s30 os parametros auto-regressivos (aftkl = alkly e o

filtro de ervo de predicio (que € o inverso do fitro AR(p)) € um
filtro brangueador.

De forma semelhante, seja ﬁbtnl a predicBo linear regressiva
da amostra xCnl, em funcio das p amostras futuras win+ild,. . .,

xEn+p l:

P
%Inl= - E a:Ek] xCn+k 3 <4.5)
k=1

onde abtil,..>,abtpj 830 05 coeficientes da predicido linear
regressiva de ordem p.

0 erro ebtnj desta predicio é dado pela equacido a seguir:

ebtnj = wfnl - xbinj

P - {4.6)
= xfnl + § abtkj i n+k ]
k=1
e a poténcia a ser minimizada:
-4
Pb = E {‘ebﬁn:} l} (4.7

Os coeficientes ab{kj que minimizam Pb s30 obtidos atraveés do
seguinte sistema:
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- - W g - - - -
rx”EGJ ruxtil C e rxx[pJ abEpJ o
. = - | (4.8}
ry Ep-11 r [e-231 ... r [L1] a £113 e
xX 44 X b
r L[pl r fp~-t3 ... r (@] 1 Po
L i b &1 MM N 1 o 1 i

Unde a matriz de autocorrelacdes @ a mesma da equacio (4.4). Estas
semelhancas permitem demostrar que as solucbes das equagdes matri-

cialis (4. 4) e (4 .8) apresentam as seguintes propiedades [11, [2],
-

i

- .
<
abEkJ a,[k] 1=k=p

(4,.9)

Py =%

Também, ambas predicBes lineares contém a mesma informacdo
estatistica do processo x[nl. Assim, se o filtro de erro de predi-
¢80 progressiva € um filtro brangueador de um processo AR(p),
entdo o filtro de erro de predicdo regressiva pode ser considerado

como o filtvo branqueador de uma realizaclo anti-causal do mesmo
pProcesso.

4.3 Métodos de Estimac8o0 AR Baseados na Predicio Linear

Progressiva

Seja a seqléncia de amostras x[@],. .., xIN-11, de um processoc
xInl no qual se deseja efetuar uma modelagem AR(p) . D¢ acordo com
a teoria da secdo anterior, a técnica de predicioc linear permiti-
ria obter os parametros deste modelo. Entretanto nio conhecemos a
SAC de x[nl e n3o podemos montar a equacao (4.4). Torna-se entao
necessdrio definir outro critério de otimizac8o que leve em conta
o0 numero finito de amostras disponiveis.

A estratégia mais empregada nesta situacBo é a minimizacio da
soma dos erros quadraticos de predicdo das amostras disponiveis, a
qual e geralmente denominada critério dos minimos quadrados. Vi~
sando explicitar tal criteric, vamos considerar os erros de
predi¢do:
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ertnj = xfnl - xfEnB = x[nl + E aftkj x[n-k ] (4.10)
k=g

definidos no intervalop @SnEN-{+p, considerando x[nl=@ para n¢(@¢ e
nzN .

0s N+p erros de predig3o representados pela equac3o (4.10),
podem ser expressos na formz matricial:

ﬂ{@] L@ C @
: : L .
ﬂjpj xCpd ... L0131 %513
e{EN—iJ ®EN—-11. .. =x[N-1-~p] arEpj
-efEN-1+pJ‘ i 1) ... HMEN-1 3 | (4.11)
onde a matriz de amostras de ordem (N+plix{p+i1), denominada X, ]

uma matriz retangular Toeplitz. Seus elementos nas extremidades
superior direita e inferior esquerda s80 nulos devido a que x{nJ=0
para n{® e nZN.

0s coeficientes da predi¢doc linear s3o encontrados minimizan-

do a poténcia do erro de predicio:

2
P. = E |e.n]] (4.12)
™
onde os limites da soma nio foram especificados de propdsiteo, ja
que sua sele¢do determina os critérios distintos para a determina-
¢80 de tais coeficientes. Dentre estes, estudaremos:

i. Metodo Autocorrelacso.

2. Metodo Covariancia.

Método Autocorrelaciio

Neste metodo s3o selecionados todos os N+p termos do erro de

predicdo associados 3 matriz de amostras X, de modo que a relag3o



Cap. 4 Estimadores do Modelo Auto-Regressivo, Métodos
com Base na Andlise Jde Predicdo Linear pg. 40

entre os erros predicio, efinj, e 08 coeficientes aftk]. e a pro-

pria equacio (4.11):
1
er = X af (4,13}

[tertea,...,efcn-1+p3]’

onde .

®
I

(4.14)

T
afn-Eafﬁij,”>,aprH

onde "'t denota a operacio de transposicio.

Assim, o0 objetivo e encontrar o conjunto de coeficientes que

minimizam Pf dado por:
Cn3j (4,15)

Pode~se mostrar que este conjunto otimo € obtido pela solugio

H 1 Pf
XX = {4.16}
a O
f P

onde @p € um vetor de p elementos nulos.

da equagdo [13:

H . .
O produto R = X7 X e uma matriz quadrada de ordem {(p+i}, Her-
mitiana, cujos elementos, rrLi,3], sido:

N-d+p N-4- (i~} "
rrli,j1 = L wEn-ild xfn~jd = Y xn+i-j3 x Lnl

lald - n=e

N (4.17)
rrfi,d] = rr LJ,11

para 0Si-jSp. LComo rr(i,j] depende apenas de diferenca (i-j), a
matriz R ¢ tambem Toeplitz. Se cada termo rrli,jl @ dividido pelo
numero de amostras, N, entdo estes tgrmos ser3o iguais as estima-
tivas polarizada da autocorrelacdo: rxx[i~j3=rr[i,j]fﬂ. Se P e

¢
também dividido por N, entdo as equacOes normais <(4.16) serido
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idénticas as equa¢les de Yule-Walker (3 . 14), com a SALC tedrica
substituida relas estimativas polarizadas de autocorrelacio do
processo xinl.

A matriz R, além de ser Toeplitz e Hermitiana, € tambeém posi-
tiva definida, © que garante que a sequéncia {i, artij, o
&fth}, solucdao da equacio (4.14), serda de fase minima [21. Logo,
o filtro de erro de predic3o associado tambem o serd. Isto garante
que o modelo AR(p) (cuja funcido de sistema € a inversa do Ffiltro
de erro de predigcdo) apresentara todos seus pdlos no interior da
CRU e sera, portanto, estavel.

Estas carateristicas da matriz R permite a solugio da equacdo

matricial (4.16) atraveés do algoritmo de Levinson-Durbin, o qual
apresenta um nuimero pequeno de operacBes proporcional a p°, em
constraste com o metodo de eliminc3o Gaussiana (algoritmo de Cho-
lesky) onde o niumero de operacBes é proporcional a p° [11.

Os elementos nulos na matriz de amostras X estio assoriados
aps registradores de conteuddo nulo no filtro de erro de predicio
linear; o que implica que os errops de predic3o na saida do filtro
serao maiores que aqueles obtidos quando o filtro esta ''cheio”, ou
seja, quando todeos seus registradores apresentam conteddo ndo-
~nulo. Isto acarreta estimativas espectrais AR com resolucio po-
bre, principalmente quando o numero de amostras € pequeno. Nesta
situa¢do a qualidade das estimativas obtidas € bastante semelhante
a daquelas fornecidas pelo método Periodograma tij.

Este fato motivou a avaliac3o de outros métodos onde os erros
correspondentes a situacao em que o filtro n3o estda completamente

"cheio” sdo desenfatizados ou abandonados. Dentre estes, destaca—

~sg 0 metodo Covariancia.

Método da Covariincia

Aqui sdo0 selecionados apenas os N-p termos do erro de predi-
¢ao ﬁjpl,.... efENwiJ. associados aos elementos nio-nulos da ma-—

triz X. Isto significa que n3o € colocada nenhuma hipdtese sobre

as amostras fora do intervalo @SnsSN-1.
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Ds elementos nio-nulos da matriz X utilizados formam 3 matriz
T, Toeplitz, de ordem (N-plix(p+i):

xEpl ... xL@3l

T = : (4.18)
wIN=-11 . x[N-1-p]

A relacio entre os erras de predicio e os coetficientes a{ERJ

e, = T (4,19)

onde o vetor a, ¢ definido como na equacdo (4.14), e

- T
e =[elrd,. . efN-1]] (4,20)

Adssim, a poténeia média do evvro de predic8o a ser minimizada

1 N-t 2
e, = £ |etndl (4.21)
N-p nEp

© B85 €equacdes noYmalis que a Mminimizam sio:

“ 1 P
T 7T = i (4.22)

af 4]

24

0 produto R = '!"'E T é uma matriz Hermitiana quadrada de ordem

(p+1). Tambem € uma matriz n3co-Toeplitz, Ja que seus elementos:

1
N-p

rrli, 3l =

N-1
L xCn-i] x[n-j3 ; 0<i,j<p (4.23)
nEp

ndo podem ser expressos em termos da diferenga (i-j).
Em func80 disto, o sistema de equacdes normais (4.28) é re-
solvido atraves do algoritmo de Cholesky, resultando em um esfor¢o

romputacional maior que o método Autocorrelagio.
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A matriz R e, em geral, positiva definida, o «que significa
gue n3o se pode garantir que os coeficientes de predig8o encontra-
dos formem uma seqléncia de fase-minima [2]. Logo o modelo AR(p)
correspondente podera ser instavel. Para a aplicagd3o em analise
espectral, esta instabilidade n3o é problematica.

Uma condicdo necessaria, mas n3o suficiente, para que a ma-

triz R seja nBo singular e [11:

N
=
P E (4.24)

0 que condiciona a escolka da ordem do modelo AR(p) .

Uma vez gque a matriz de amostras T esta associada ao filtro
de erro de predi¢ao “cheio’”, c¢ada amostras xInl no intervalo
pEnSN-1 & prevista unicamente em termos das amostras disponiveis,
e, portanto, os erros de predig3o tendem a ser pequenos. Como re-
sultado o uso do meétodo Covarancia fornece estimativas espectrais
AR com resolucdo significativamente melhor que o método anterior,

particularmente quando o numero de amostras disponivels € pequeno.

4.4 Método Covaridncia Modificado

Na secio 4.2, foi mencionado que as predi¢des lineares pro-
gressivas € regressivas contém a mesma informacdo estatistica do
processo xLnl Entretanto, o mesmo nao se verifica quando dispomos
de um conjunto finito de amostras para calcular os filtros otimos.
Neste caso os preditores progressivos e regressivos otimose segundo
o critério dos minimos gquadrados fornecerfo resultados distintos
1], Este fato sugere a combina¢3oc de ambas predi¢ces para gerar
mais pontos de erros e obter, como resultado, melhores estimativas

dos parametros do modelo AR(p).

Desta forma o erro de predic8c regressiva, ebtnj, equacao
{4 . 4), pode ser expresso como:
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P o»
efnl = xtn-pl + L a [kl xln-p+k] (4.25)
k=% :

onde agora @ utilizada a notacBo n-p, em lugar de n, para que
eftnB e ebEnJ sejam funcles do mesmo conjunto de amostras (xCnl,
xEn-11, .. ., xCn-pl}.

# estrategia adotada para ¢ calculo dos coeficientes € a
minimizac3c da soma dos erros quadraticos da predi¢c8c progressiva
e regressiva;

4 N-1 Iz N-1 .
P S - L lefnl] + L lelnl
cvm 2(N-p) n=p ! f nsp ‘ b I

(4.26)

sujeita & condicio que ﬁ£k3=a:tk3 para 1Sk=Sp. Aqui também s3o
utilizados apenas os erros correspondentes a filtros cheios, o que
justifica os extremos no somatdrio da equacdo (4.26).

A minimizac8o de Pcv nas condi¢des acima leva =230 seguinte

M
sistema de equagoes:

ot
R = cvM (4.27)
a, ¢
f ®
onde R e dado por,
R=1T1T+31F ™7 (4.28)

T e a2 matriz do 1tem anterior e J ¢ a matriz de reflexB8o auadrada
de ordem {(p+1):

S
e

(4.,29)
1 ... @ @
R é uma matriz quadrada de ordem (p+i), nao~Toeplitz, Hermi-
tiana cujos elementos sao, [2]:
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L N-1 N-1-p -
rrl{i, il & meee——— ExIn-id xln~33 + YT xEn+il = Ln+jl
E(N-p) LaL g -] b1 Y}

(4.3

A seqiiéncia de estimativas de pardmetros auto-regressivos ob-
tidas atraveés deste meétodo pode ndo ser de fase minima. A matriz R
€, em geral, positiva definida e a ordem auto-regressiva a ser es-

colhida deve obedecer a

2N
<
p_-—--—-g—* (4.31)

a qual & a condicdo necessaria mas ndo suficiente para que R seja
ndo singular [1].

Tal como no método anterior, o Covariancia Modificado requer
um numero de operacSes proporcional a p°, para a solucdo das equa-
¢Bes normais (4.27) atraves do algoritmo de Cholesky.

Este metodo € altamente indicado para situa¢tes onde se ne-
cessita de grande resolucdp e de dispbe de um numeroc reduzido de
amostras. Seu desempenho é superior ao do meétodo Covariancia, po-
réem o esfor¢co computacional tambeém € maior.

0 método Covariancia Modificado tem sido amplamente estudado
dentro do contexto de detec3oc de senoides em ruido branco. E €
observado que para esta finalidade seu melhor desempenho € atingi-
do quando a ordem do modelamento AR € [133, [141:

p= (4.32)

4.8 Selecio da Ordem do Modelo AR

Sabemos que a selegdo da ordem do modelo AR representa um
compromisso entre o aumento da resolu¢So € a diminuic8o da varian-
cia do espectro de poténcia estimado.

Como n3o se sabe previamente qual € a melhor ordem a ser uti-

lizada diversos critérios de selec3o da ordem tem side propostos
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£13, [2]. Dentre eles apresentamos o Critério de Informaclo Akai-
ke, CIA.

0 CIA determina a ordem do modelo minimizando uma fung3o de
informag3oc tedrica. Para processos AR de caracteristicas estatis-
ticas Caussianas, este criteério estabelece que a ordem p adequada

e aquela que minimiza [171:

CIAaLpd = N In(Pw) + 2p {4.33)

onde
N e o numero de amostras disponiveis

n e a func¢io logaritmo natural

Pw e a estimativa da variancia do ruido branco, e
e

p a ordem a ser selecionada.

Uma forma de testar se a ordem p selecionada € a mais adequa-
da € verificar se os residuos produzidos pelo Filtro branqueador
de ordem p associado, quando alimentado pelo processo sob analise,
se aproximam de um processo tipo ruido branco; ou seja, se o0 es-
pectro de poténecia dos residuos € aproximadamente constante. Este
espectro pode ser estimado através do método Correlograma ou o
Periodograma.
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CAPITULO B

ESTIMAGAO ESPECTRAL MEDIA-AJUSTAVEL

5.1 Introducio

Como foi observado no capitulo 3, 0 uso do estimador espec-
tral MA e adequado para a analise de processos cuja DEP é formada
por picos de faixa larga, vales abruptos ou ambos. Por outro lado,

uma vez que este modelo € composto apenas por Zeros, Seu uso nio e

aconselhado quando se deseja estimativas espectrais de alta reso-
luc3o. Tambeém a relacio de convolucSo (3.29) dificulta a estimacio
de seus paradmetros em funcioc da SAC estimada do processo sob
andlise.

Embora estas desvantagens, as técnicas de estimag3o0 MA fazem

parte importante dos meétodos de estima¢cdo separada dos par3metros

do modelo ARMA, apresentados no capitulo a seguir.

E em funcio deste fato que estudamos agui o método de Durbin
para a estimacdo dos parametros do modelo MA(q), bem como a compa-
racdo entre este e os meétodos classicos, Correlograma e Periodo-
grama, na estimativa espectral de processos MA.

Analisamos com riqueza de detalhes, 0 uso do método de Durbin
para a estimativa espectral de dois processos MA(4) onde s8o apre-
sentadas novas idéias que permitivram alcancar melhor desempenho.

Em seguida, as estimativas obtidas s8o0 comparadas com as forneci-

das pelos estimadores classicos.

5.2 Método de Durbin para a Estimac3o dos Parimetros do Modelo MA

Como descrito no capitulo 3, este meétodo € uma alternativa
para contornar as dificuldades da estima¢do dos parimetros do mo-
delo MA(qg) . E um algoritmo indireto, de fiacil implementa¢cio e que

utiliza relacdes lineares.
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A base do método de Durbin € equacio (3.25) da relaclo entre
o mpdelo AR(o) e o modelo MA(4g) .

q
alnl + L blk31 aln-k1 = dlnl ¢SnEw (5.1)
k=i

Dado que nlo é possivel estimar um modelo AR com ordem infi-
nita, este € substituido por um modelo AR(L) de ordem suficiente-
mente elevada (L>>q), 0 qual é geralmente denominadoc AR longo. As
estimativas de seus coeficientes s&o0 obtidas do conjunto de amos-
tras disponiveis do processo x[nl, através de algum método de
estimacio dos parametros do modelo AR, como, por exemplo, os apre-

sentados no capitulo anterior.

A ordem L deve ser a maior possivel, pois quanto maior o seu
valor, melhor sera a aproximagdo entre o processo AR(L) e o MA(q)
desejado. A fim de compreender este fato, vamos retomar a equagdo
(3.23) que estabelece o critério de equivaléncia entre os modelos
e analisar a relacdo entre as respostas impulsivas dos filtros as-
sociados. Especificamente, vamos inverter a relacdo (3.23) e cal-
cular a resposta impulsiva de 1/B(z), em fungio dos a zeros, 2, do
polinbmio B(z). Por questdo de simpliicidade, consideraremos somen-
te zeros simples. Assim:

1 . 1

Alz) = TER]

1+bL17 2z '+, +blal z ¢

A expans3o de 1/B(z) em fraghes parciais permite escrever:

alz) = = + . 3

Da transformada 7 inversa:

T b2
h:/au>En3 = [913, + .. ﬁqiq] dlnl : {5.2)
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onde dlnl e a seqléncia degrau unitario:

1 i nZo
dlnl=

@ ; nio

A equacdo (9.8) mostras gue enauanto |3k|<1. a reposta impul-
siva associada a 1/7B(2) decresce exponencialmente com n, indicando
um comprimento i1limitado e, portanto, uma ordem infinita para
A(z). Entretanto, se suas amplitudes tornam-se despreziveis para
valores de n maiores que L, sera possivel truncd~la neste wvalor
gerando um polindmio A(z) de ordem L, ou seja, um filtro AR equi-

valente de ordem L. Podemos inferir de imediato que quanto mais

proximos a CRU no plano Z estiverem os zeros de B(z), maior sera o
valor de L necessario para garantir uma boa aproximacdo para o
processo MA(qg) .

Do ponto de vista da aplicacdo para analise espectral, deve-
mos observar que os vales espectrais ser3o representados pelos
zeros do polindmio B(2z) do modelo MA(g) a ser estimado. Logo, os
zeros deste modelo deverdo se situar tanto mais proximos da CRU
quanto mais abruptos forem os vales do espectro a ser avaliado.
Assim, quanto mais abruptos forem os vales maior devera ser a or-
dem . do modelo AR longo, de modo & garantir uma boa qualidade na
estimativa do modelo MA(q). '

Deve-se observar que a adogdo de uma ordem L finita faz com
que os parametros alnl sejam nulos para ndL e a igualdade da equa-
¢80 (5.1) da lugar a uma aproximacdo. Expressando este ultimo fato

atraves de um erro efnl, podemos reescrever (5.1) da seguinte for-
ma .

q
eflnl = alnl + £ blLkl aln-kl ; @=nsi (5.3
k=1

Seria desejavel que eln] fosse nulo para todo valor de n ex-
ceto n=@, onde deveria ser unitdrio, uma vez que, Ppor hipdtese,
al9J=1. Na impossibilidade, podemos escolher o0s parametros MA,
dados os alnl, de modo a minimizar a poténcia de erro elnl] sujeito
a restrig3o el @] = alol = 1.
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A estrutura da equac8o (5.3) é semelhante a de um filtro de
erro de predicao progressiva de ordem q e coeficientes bfkl, onde
{1, aCl11,. .., alL1} € a seqiéncia de entrada deste filtro. Assim,
os coeficientes blkl dtimos podem ser obtidos da teoria do capitu-
lo 4, segundo o critério dos minimos quadrados. Logo, vamos anali-
sar a possibilidade de aplicac8o dos metodos Autocorrelacido e
Covariadncia a este caso.

No método Autocorrelagcdo, os paridmetros blk] serloc estimados
minimizando a poténcia média do erro de predicdo, £, ¢+ dada por:

i 2

L Q
Par = 31 ) alnl + ¥ bLk1 aln-k1 (5.4)
n=g k=1

onde os alnl) s30 considerados nulos fora do intervalo de observa-
¢80 (0<n<L). Isto garante que o erro de predigado para n=@ seri
igual a afel.

Ja no métopdo Covariidncia, oe pardmetros bLk] s83o encontrados

minimizando a poténcia media do erro de predic¢3o, Pcv’ dada por:
{ L -3 2
Pcv Y- b alnl + £ bfkJ aln-k3 (6.5

n= g k=i

Os limites da soma n; equac3o (5.95) fazem com gque sejam considera-
dos apenas os alnl no intervalo 9<nsL . Logo, nenhuma hipotese €
colocada sobre os valores de aln) fora deste intervalo. Ainda e
por esta razSo0, o erro de predigao para n=@ n3o sera igual a al@]
(de fato este erro ni3o é€ utilizado no processo de minimizacdo, co-
mo podemos deduzir da equacido (5.5)).

Podemos concluir gque o método Autocorrelacdoc € o mais adequa-
do, pPois a hipdtese de amostras nulas fora do intervalo de obser-
vagdo € coerente com o fato de que os pardmetros alk] do modelo AR
longo dever8o ser nulos para n{@ e n)>L. Além destes fatos, e inte-

ressante mencionar que o método Autocorrelacio fornece a estimati-
va de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo MA a partir
dos parametros do modelo AR longo, [21].

D método Covaridncia Modificado tambeém n3o0 e adequado para a
solucd3o da equacdo (5.3), pois 0s erros de predicdo regressiva nio

580 semelhantes aos desta equaglo.
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Por ¢im, a estimativa da varidncia Pv do ruido branco que
compBe a entrada do modelo MA desejado, € obtida quando da estima-
¢30 dos parametros do modelo AR(L).

Em resumo, o algoritmo de Durbin pode ser decomposto nos se-
guintes passos:

~ Passo 1t Dado um conjunto finito de amostras do pro-
cesso x[nl, estimar os pardmetros do modelo AR(L) e a varidncia do
ruido branco, através de um dos metodos de estimac3c dos pardme-
tros AR,

- Passo 2: Com os dados {1, al1l,..., alLJ}, estimar os

parametros do modelo MA(q) atraves do método Autocorrelacdo.

Dado que o método Autocorrelacdo sempre fornece estimativas

de fase minima, a sequéncia de pardmetros MA estimada pelo método
de Durbin sera também de fase minima mesmo que a fun¢io de sistema
do modelo AR longo n3o apresente esta caracteristica.

Para a sele¢3o da ordem q do modelo MA podemos utilizar o
criterio CIA, o qual apresenta as mesmas carateristica da sele¢do
da ordem do modelo AR,

Entretanto, para processos MA este criterio frequentemente
determina uma ordem muito pequena, [1]. Uma forma de testar se a
ordem selecionada @ correta, consiste em verificar se a sequénciza
residual do filtro MA inverso € um processo branco.

Um outro esquema para estimar a ordem do modelo MA foi pro-
posto no texto de referéncia [15] Sabe-se que a seqiiéncia de au-
tocorrelac8o, r Iml, de um processo MA(g) é nula para fm] » a.
Esta proposta consiste em procurar o valor minimo de m a partir do
qual as estimativas de autocorrelacio do processo x[nl tornam-se

despreziveis. Este valor minimo € adotado como a estimativa de q.

5,3 Método de Durbin: Andlise Qualitativa

0 objetivo aqui € realizar uma andlise qualitativa do desem-
penho do método de Durbin em relagcB8o a vdrios parametros. Para
tal, supomps que o processo x[nl sob andalise foi gerado por um mo-
delo MA de ordem q e que conhecemos apenas N amostras do mesmo.
Esta hipdtese € interessante pois garante que a utiliza¢lo de um
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modelo MA(q) para a andlise do processo € a melhor opc8o. Com isto
conseguimos separar fatores de influéncia e eliminar os efeitos
que resultam quando nio se adota o modelo mais adequado para a
analise de um dado sinal. Poderemos enti@o avaliar de forma isolada
a influéncia de fatores como a posicdo dos zeros do filtro gerador
do sinal, numero de amostras disponiveis e metodo de estimag3o do
modelo AR longo. '

Dado que o primeiro passo do método de Durbin e estimar os
parametros de um modelo AR longo, vamos considerar inicialmente =2
questio da selecdo de um método para tal estimativa.

Nas referéncias [11 e [2], utiliza-se apenas o método Auto-
correlag3o. Tambem, n3o temos conhecimento de nenhum trabalho que
aborde o uso de outros meétodos. Entretanto, foi mencionado no ca-
pitule 4 que os metodos Covaridncia e Covaridncia Modificado per-
mitem atingir estimativas AR de melhor gualidade, principalmente
quando o nidmero de amostras disponivels para andlise é relativa-
mente pequeno € o espectro do processo apresenta picos agudos. Gt
podemos imaginar que a gualidade da estimativa do modelo AR longo
e bastante importante para a qualidade da estimativa MA final.
Isto nos motiva a iniciar aqui uma analise comparativa sobre a
aplicac3o destes trés métodos.

No meétodo Autocorrelag8o € utilizado o estimador polarizadoe
de correlac8o, ¢ qual, como foi mostrado no capitulo 2, fornece
estimativas cuja varidncia ndo cresce em demasia a medida aque o
indice destas se aproxima do numero de amostras. Este fato, aliado
3 positividade da matriz de correlacdes associada, permite esco-
lher ordens auto-regressivas proximas do numerc de amostras e
ainda obter estimativas espectrais relativamente estiveis estatis-
ticamente.

Por outro lado, as matrizes de correlacdes associadas aos me-
todos Covaridncia e Covariancia Modificado se tornam singular
quando a ordem auto-regressiva L € grande em relagdo ao numero N
de amostras. 0 valor de L deve ser menor ou igual a N/2 no método
Covariadncia, e menor ou igual a 2N/3 no Covariancia Modificado.
Logo, tais metodos impSem restricGes mais severas para a escolha
da ordem L.

Porém, se as restricdes acima favorecem o metodo Autocorrela-
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¢io, oc meétodos Covarifincia e Covariancia Modificado produzem es-
timativas de melhor qualidade. Assim, torna-se necessario um estu-
do mais detalhado que permita identificar qual o fator predominan~
te para a qualidade final da estimativa MA.

Consideremos agora a localizacdo dos zeros do processo MA sob
o qual realizaremos a analise espectral. Quando estes zeros se en-
contram proximos & CRU, o espectro de poténcia apresenta vales
abruptos € o comprimento efetivo da resposta impulsiva associada a
1/B(z) @ elevado. Isto significa gue a ordem do modelo AR longo
tambem devera ser elevada. A possibilidade de utilizarmos uma or-
dem AR elevada e ainda respeitar os limites de singularidade e

estabilidade dos métodos de estimag8o auto-regressiva, dependera

principalmente do numero de amostras disponivel. Se este for pe-
queno & provavel que n3o possamos escolher uma ordem AR adequada.

Ho caso em que os zeros do processo MA se encontram afastados
da CRU, a ordem do modelo AR pode ser menor que na situa¢Bo ante-
rior. Com isto fica mais facil conseguirmoes uma ordem auto-
~regressiva adequada. Como o espectro de poténcia deste tipo de
processo e caracterizado por formas suaves, sem vales abruptos, €
de se esperar que os trés métodos da predigcdo linear sejam capazes
de fornecer boas estimativas espectrais.

Fsta analise revela a necessidade da realizacBo de simulacOes

para observacio do desempenho em funclo dos parimetros discutidos.

5.4 Método de Durbin: Anadlise Quantitativa

Avaliaremos aqui o desempenho do metodo de Durbin nas estima-
tivas espectrals de dois processos MA(4). Os parametros e o espec~
tro de poténcia tedrico de cada processo s80 mostrados na Tabela
5.1 e na figura 5.1, respectivamente. 0 processo HA‘ foi tomado da
referéncia (2], e o ﬁﬂl foi escolhido da forma a termos um proces-
€0 com vales abruptos no espectro da potéﬁcia.

Para cada processo foram geradas trinta seqiiéncias com 256
amostras cada uma, através de uma rotina de geragio de dados. De‘
posse destas seqiliéncias efetuamos dois conjuntos de simulages: um

com as 256 amostras, o0 cutro com 44 amostras.
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Parimetros
Processo Zeros bitl bi2] bI3] bl4] Pu
.
MA, 0.7 expltjan(@.81)1 | | 550 4 338 -0.662 0.240 1

®.7 expltien(0.12)1]

Ma Q.94 expltjcn{@ . 24)]
¢ .96 explriern (& 2121

-0.598 1.900 -0.551 0.8B49 1

Tabela 5.1 Processos MA Utilizados nas Simulacdes
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(a3 (b

Figura 5.1 Espectro de Poténcia dos processos: (al HAn’ (b) MAl

4 ordem do modelo AR longo foi selecionada segundo os seguin-
tes criterios:

L = N/5, conforme sugestio presente em [27.
L = N/3, valor para o qual o metodo CLovariancia Modificado

apresenta melhor desempenho para a detec¢do de sendides em ruido

branco. .

. = N/2, limite de singularidade no método Covaridncia.

L = 2N/3, limite de singularidade no método Covaridncia Modi-
ficado.

A ordem do modelo MA a ser estimado, foi fixada em 4g=4, ou
seja, a mesma do processo a ser analisado.

As estimativas espectrais pelo método de Durbin (estimativas
Durbin), e as fornecidas pelo modelo AR longo (estimativas AR),
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s80 apresentadas da seguinte forma:

- a média das estimativas e o espectro de poténcia teo-
rico (curva pontilhada) s3o apresentadas simult@neamente de modo a
permitir a visualiza¢lo da polarizacdo dos estimadores;

- as estimativas isoladas estlo tragadas de forma sobre-
posta de modo a explicitar a variagdo das mesmas.

Considerempos inicialmente o processo Mﬁe. Pado que o espectro
de poténcia nio apresenta vales abruptos, ndo é necessdrio que a
ordem do modelo AR longo seja muito grande. De fato, o mdédulo dos
zeros € ©.7 e para a menor ordem utilizada, L=12 (L=N/D para N=6&4
amostras), temos 0.7'%=0 014 (equacdoc (5.2)). Portanto, podemos
considerar que as amplitudes da resposta impulsiva de i/B(z) serdo
pequenas a partir de n=12, o que garante boas aproximacBes do pro-
Cesso Hﬁb para todos os valores de L considerados.

Passemos &% simulacOes. Para o conjunto das trinta seqiiéncias
com N=64, referente a0 processo ﬁﬂe, utilizamos as seguintes or-
dens para o modelo AR longo: L=i2 (N/5), L=21 (N/3), L=32 (N/2) e
L=42 (EN/3). (s resultados obtidos foram:

Para L=12, Figuras 5.2 e 5.3

As estimativas Durbin apresentaram boa qualidade e foram se-
melhantes entre si, tanto na meédia como na variacao. As estimati-
vas espectrais AR no grafico das estimativas se afastam do espec-
tro de poténcia do processo MA, ., uma vez que elas, em geral, apre-
sentam as formas agudas tipicas produzidas pelos polos do modelo
AR. Entretanto, tais variacOes s8o bastante atenuadas ao realizar-
mos a convers3o do modelo AR para MA. Este comentario deve ser
levado em conta sempre que observemos uma estimativa espectral AR
de um processo MA.

Para L=21, Figuras 5.4 e 8.5

Us resultados para os trés métodos da predicio linear apre-
sentaram diferencas significativas entre si. 0Os de melhor qualida-

de foram aqueles obtidos com metodo fiutocorrelacd3o. Suas estimati-

vas Durbin s3o semelhantes aquelas do caso L=i2; raz8o pela qual
seus graficos foram omitidos, visando economia de espaco. As esti-
mativas com os métodos Covariadncia e Covariancia Modificado foram
inferiores aquelas para L=i2. Entre os dois meétodos o Covariancia

Modificado foi melhor.
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Figura 5,2 Estimativas Durbin, Processo HAQ, N=64, Modelo AR
Longo de Ordem 12:
(a) Método Autocorrelacdo,
(b} Método Covariincia,

{(c) Método Covaridncia Modificado.
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Figura 5.3 Estimativas AR de Ordem 12, Processo MAa, N=64,

(a) Método Autocorrelacio,

(b} Método Covariincia,
(e) Método Covariincia Modificado,
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Figura 5.4 Estimativas Durbin, Processo MAe, N=54, Modelo AR Longo
de Ordem 21: (a) Método CovariBincia,
{h) Método CovariBncia Modificado.

Nos graficos de média das estimativas AR aparece uma diferen-~
ca entre as curvas de aproximadamente 10 dB para a Covarigncia e
de 5 dB para a Covariancia Modificado. Tal diferenca € consequén-
cia da normalizacdo efetuada para o tragado das estimativas (valor

maximo igual a @ dB), e n8o do estimador em si.
Para L=32, Figuras 5.6 e 5,7

As diferengas neste caso se tornaram mais significativas. A
matriz de correiacbes associada ao meétodo Covariancia se tornou
singular para todas as sequéncias de amostras (observe que esta
ordem € o limite de singularidade do metodo), o que inviabilizou
seu uso neste caso. Novamente, os resultados do métodoe Autocorre-
lag80 foram os melhores, e ainda semelhantes aos de L=12. As esti-

mativas com o metodo Covarisncia Modificado foram inferiores &as
anteriores.
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Figura 5.5 Estimativas AR de Ordem 21, Processo MAQ, N=64,
(a) Método Covarifincia,

(h) Método Covaridncia Modificado,
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Figura 5.6, Estimativas Durbin, Processo MAa’ N=64, Modelo AR
Longo de Ordem 32, Método Covariincia Modificado.
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Figura 5.7 Estimativas AR de Ordem 32, Processo “Aa’ N=G4, Método
Covarifincia Modificado,
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Figura 5.8 Médias das Estimativas Durbin (a) e AR de Ordem 42 (b},
Processo KAe’ N=64, Método Covarilncia Modificado.

Para L=42, Figwas 5.8 e 5.9

A qualidade das estimativas AR e Durbin foi ruim com O metode
Covaridncia Modificado, como podemos inferir dos graficos da media
na figura 5.8. Por outro lado, as estimativas Durbin com o metodo
Autocorrelacio, figura 5.9a, ainda foram semelhantes as das ordens
anteriores, engquanto que nas estimativas AR somente ficou mais
evidente o aumento do numero de pdlos.

Podemos explicar os resultados obtidos através da discussdo

da secao anterior.
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Figura 5.9 Estimativas Durbin (a) e AR de Ordem 42 (b), Processoc
MAG, N=64, Método Autocorrelac3o.

A boa qualidade das estimativas AR produzidas pelos trés me-
todos para L=12, se deve ao fato que tal ordem foi suficiente para
obtermos uma boa aproximacio dO Processo HAG. Valores inferiores
de L tendem a degradar a aproximagao deste processo, enquanto que
2 elevacio da ordem L tende a produzir estimativas Com 0s PLCOS
agudos, tipicos da modelagem AR com ordem elevada, particularmente

noe casos dos metodos Covaridncia e Covaridncia Modificado.
As estimativas espectrais Durbin n3oc se degradaram com o au-

mento da ordem do modelo AR longo quando utilizamos o método Auto-
correlaci3o, pois este metodo fornece estimativas relativamente es-
taveis quando a ordem do modelo se aproxima do numero de amostras.

Ja a degradacio observada quando do uso dos métodos Covarian-

cia e Covariancia Modificado para L=21 e para L=32 se deve em par-
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te o fato da caracteristica de alta resolucdo destes meétodos se
gvidenciar com o aumento da ordem auto-regressiva. Logo, os polos
se tornam mais agudos e a variacdo das estimativas AR aumenta, co-
mo podemos conferir nos graficos correspondentes. Nestes, a faixa
de excursao de cada um € maior (polos mais agudos), gque no grafico
da estimativas AR do método Autocorrelacdo para L=42, figura 5.9.
Um segundo fator a provocar a degradac80 acima € o0 grau cres-—
cente de instabilidade estatistica nos metodos Covariancia e Cova-
riancia Modificado, a medida que L cresce. Isto porque vai-se con-
vergindo para o limite onde a matriz de correlacdo associada a ca-
da um se torna singular. Este efeito esta evidente na figura 5.8b.
Tal instabilidade seria observada tambem, se a matriz de correla-

coes nip tivesse se tornado singular quande do método Covaridncia
para L=32.

Passemos agora as simulacBes sobre as segiéncias com N=25&6.
Em funcio dos resultados anteriores, a ordem do wmodelc AR  longo
foi fixada em L=31 (N/3).

Az estimativas Durbin e AR s3o0 apresentadas nas figuras 5. 1¢
e 5. .11, respectivamente.

Observamos que tal como no caso de N=&4 e L=12, as estimati-
vas Durbin e AR foram boas tanto em termos de media como de wvaria-
¢80. Tambeém, a gualidade das estimativas neste caso € superior
aquelas correspondentes para N=64, como conseqiéncia do aumento do
numero de amostras disponiveis.

As simulacOes para valores superiores de L n3o 30 apresenta-
das aqui pois sofrem dos mesmos problemas analisados anteriormente
para N=&4 . Além disto, esta elevaclo de ordem acarreta um aumento

do esforgo computacional.

Concluimos assim gue uma ordem para o modelo AR  longo de

cerca de 20¢% do numere de amostras @ adeguada para este tipo de

Processo.

Consideremos agora ¢ segundo processo, Mﬁi. utilizado nas si-
mulacBes. Seu espectro de poténcia apresenta vales abruptos, Jja
que 0s zeros se encontram perto da CRU (mddulo igqual a ©.946). Isto

significa que as amplitudes da resposta impulsiva de 1/B(z) decaem
mais lentamente que no caso do proCcesso Mﬁa. Portanto, € necessa~

ripo que a ordem do modelo AR longo seja maior.
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Figura 5.10 Estimativas Purbin, Processo NAQ, N=256, Modelo AR

Longo de Ordem 511

{a) Método Autocorrelacio,
(b)Y Método Covarifincia,
(c) Método Covariincia Modificado.
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Figura 5.11 Estimativas AR de Ordem 52, Processo HAa’ N=256,
(a) Método Autocorrelag3o,
(b) Métode Covariancia,

{c) Método Covariincia Modificado,
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Tomando inicialmente as simulacles sobre as sequéncias com &4
amostras e as ordens 12 (N/9) e 2% (N/3)., observamos aque
@ 965 =0 424 Assim, da equaclo (5.2), temos que ambas ordens sio
insuficientes para fornecer boas aproxima¢des do processo Mﬁi e,
portanto, podemos prever estimativas espectrais ruins. 0s resulta-
dos obtidos foram:

Para L=1i2

fis estimativas Durbin e AR n3o foram boas. A peolarizac3o e a
variac3o se mostraram excessivas na vizinhanca dos vales abruptos.
0 desempenho do método Autocorrela¢do foli o pior, enquanto que as
duas outras estimativas foram semelhantes entre si.

Para L=21, Figura 5,12 e 5.13

Os resultados com o método Autocorrelacdo foram t3o ruins
quantos os da ordem anterior. O desempenho dos métodos Covariéncia
e Covariincia Modificado foi superior aquele obtido com L=i8 e
ainda semelhantes entre si. Suas estimativas porém, ndo mostram a
mesma qualidade observada quando do processo sem vales abruptos e
L=12.

Observando os grdficos das estimativas AR, figura 5.13, nota-
mos que nas vizinhan¢as das freguéncias dos zeros do pProcesso MA,
nSo ha picos espectrais (pdlos). Isto ocorre pois a depressic que
corresponde aos vales das estimativas Durbin € produzida de forma
indireta, ou seja, pela auséncia de polos. Por outro lade, a re-
produc3o da curva nas regifes de maior energia se da pela concen-
tracSo de pdlos. Portanto, podemos afirmar, sob esta otica, que o
aumento da ordem AR e o uso de estimadores de alta resolucBo criam
condicBes favordveis para uma melhor aproximac8o. Dal o aumento da
qualidade das estimativas guando passamos de L=12 para L=di e 2
supremacia dos metodos Covariancia e Covaridncia Modificado.

Ordens maiores aue L=21 nio s3o adequadas com &4 ampstras.
Mesmo assim testamos L=42 (2N/3) e os métodos Autocorrelagio e Co-
varidncia Modificado. Os resultados do primeiro ndo foram diferen-
tes dos obtidos para L=21, e os do segundo mostraram a mesma ins-
tabilidade estatistica observada na figura 5.8. Concluimos que 64
amostras € um numero muito pequeno para este tipo de processo, ndo
permitindo atingir estimativas melhores qué aquelas das Figuras
5.i2b e 5.12c.
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Figura 5,12 Estimativas Durbin, Processo qu’ N=84, Modelo AR
longo de Ordem 21
(a) Método Autocorrelacio,
{b) Método Covariincia,

(c) Método Covarifincia Modificado.
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(a) Método da AutocorrelacBo,
(b)Y Método da Covariancia,

{c) Método da Covarifincia Modificado,.
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Ordens maiores para o modelo AR longo foram utilizadas com as
seqiiéncias de 256 amostras. L=83 (N/3) e L=125 (N/2) permitem me-
lhores aproximacdes do processo Héi. pois 9,96a5 = 9.031.

Gs resultados obtidos foram:

Para L=8%, Figuras 5.14 e 5,156

Os métodos Covaridncia e Covaridncia Modificado forneceram
bpas estimativas espectrais, enquanto que o desempenho do método

Autocorrelag8e foi, novamente, inferior.
Para L=i286, Figura 5.16

As estimativas com o método Covarisncia Modificado foram in-
feriores as obtidas com a ordem anterior, © que pode ser explicado

lembrando que 125 (N/2) n3o € o valor onde este método atinge seu

melhor desempenho.

0 melhor desempenho dos métodos Covaridncia e Covariancia
Modificado para este processo decorre da caracteristica de estima-
dores de alta resolucdo, como foi comentado anteriormente. Por
outro lado, podemos observar que os vales abruptos nas estimativas
AR est3o melhor definidos que no caso de 44 amostras. Isto é con-
seqiiéncia do aumento da ordem do modelo AR e do numero de amos-—
tras. O aumento da ordem permitui até a alocac3o de pdlos no cen-
tro do vale espectral, como pode ser observado nas figuras 5.15b e
5.15¢.

Concluimos ent30 que para processos com vales abruptos no es-
pectro de poténcia, o método de Durbin com os metodos Covariéncia
e Covariancia Modificado fornece estimativas espectrais de boa
qualidade e estabilidade estatistica, quando um terc¢o do numero de

amostras € utilizado como ordem do modelo AR e este numero € gran-—

de o suficiente.

Por outro lado, para processos sem vales abruptos, o método
de Durbin fornece boas estimativas quando utilizamos um quinto do

numero de amostras como ordem do modelo AR longo e qualquer dos
trés metodos da predicio linear para estimd-lo. Também, a qualida-

de das estimativas apresenta menor sensibilidade em rela¢l3o aoc nu-

mero de amostras, gquando comparado com 0% Processos com vales
abruptos.
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Figura 5,14 Estimativas Durbin, Processo HA‘, N=256&, Modelo AR

Longo de Ordem 85:

{a) Método da Autocorrelacio,

(b) Método da Covaridncia,

(c) Método da CovariBincia Modificado,
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Figura 5.15 Estimativas AR de Ordem 85, Processo HAl, N=2561¢
(a) Método da Autocorrelacdo,
{b) Método da Covarilincia,
(c) Método da Covarilincia Modificado.
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Figura 5,16, Estimativas Durbin, Processo MA;’ N=286, Modelo AR
Longo de Ordem 126, Método CovariBncia Modificado.

Embora os trés métodos utilizados para estimar o modelo AR
l1ongo tenham apresentado bom desempenho quando do processo sem
vales abruptos, o método Autocorrelac3o € mais adequado por reque-
rer um esforco computacional menor.

Em resumo, &S estimativas pelo método de Durbin serio tanto
melhores quanto melhor for a aproximacao fornecida pelo modelo AR
longo. Esta, por sua vez, depende muito da localizagdo dos zeros,
do numero de amostras disponivel e do método de estimag3o do mode-
1o AR

5.5 Estimativas Espectrais MA com Base nos Métodos Classicos

Foi visto na secio 2.4 que a3 85AC de um processo MAl{q) apre-~
senta comprimento finito, pois € nula para [m[)q. Em funcg3o deste
fato a equacdo (3.19) da DEP-MA

2

q
Paalf) = Pv |1 + £ bLk] exp{-j2NkFT)
k=1

pode ser escrita como:
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q
Pﬁhif) = 5 r “Emj exp(~jenmfT) (6.6

*®
m= - g

Esta expressio é semelhante a equacao (2.19) do método Correlogra-
ma, utilizando a SAC tedrica e C=q.

As duas expressdes acima sugerem que as estimativas espec~
trais pelo modelo MA(g) e pelo método Correlograma serdo semelhan-
tes. Logo, a estimativa paramétrica poderia ser substituida pela
cldssica com C=q. Entretanto é preciso levar em conta que nas
situagcfes praticas nao conhecemos a SAC teorica e que somente po-
demos obter uma estimativa da mesma a partir das amostras disponi-

veis. Esta SAC estimada ndo apresentara, necessariamente, o com-

primento finito adequado 2 o método Correlograma mantera suas li-
mitacdes naturais. '

Contudo, o uso do metodo Correlograma, bem como o Periodogra-~
ma, tem sido sugeridos como meio de efetuar uma estimativa espec-—
tral Mac(q), [13, £21, [1é1, ctomo forma de contornar as dificulda-
des impostas pela n3o-linearidade presente na express3o (3.2¢) e
reduzir o esfor¢o computacional requerido pelo método de Durbin.

Visando avaliar a eficacia desta sugestdo, estudaremos aqui o
desempenho dos metodos classicos na estimativa da DEP dos dois
processos MA(4) apresentados na secdo 5. 4. As estimativas forneci-
das por estes metodos serdo comparadas entre si e com aquelas ob-
tidas com o metodo de Durbin.

No caso do método Correlograma n3oc € necessario aque © maior
indice das estimativas de autocorrelag3o, £, seja igual a ordem do
processo MA (C=q=4) . Vejamos as razoes péra isto.

Como ja foi comentado, na pratica, por dispormos de um con-
Junto Ffinito de amostras, as estimativas de autocorrelaclo de um
processo MA(g) nd3o s8o necessariamente nulas para |mldg. Estas es-

timativas nd80 nulas ctontém informac3c sobre o processo sob anzlise

e, portanto, ndo devem ser desprezadas. Desta forma, melhores es-
timativas espectrais devem ser obtidas fazendo o valor de L maior
que a ordem MA tedrica (desde que seja C((N-1).

Tratando-se do meétodo Periodograma, se¢do 2.6, o desempenho
serd avaliado em fun¢cio de seus parametros na busca da melhor es-
timativa espectral possivel.
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Figura 5.i7 Estimativas Espectrais do Processo MA@, N=G4, Método
Correlograma: (a) C=& (N/1é¢),

{b) C=12 (N/5},

Iniciando 2 avaliagdo do metodo Correlograma, utilizamos,
para este, Janelaz triangular de comprimento 2C+i, estimativas po-
larizadas de correlacio e 0% seguintes valores para o indice C: 4
(ordem Ma), N/1@, N/5. Os resultados s30 mostrados nas figuras
5.17 e 5.18 para Mﬂa(4) e nas figuras 3.19 e 5.29¢ para MA1(4)'

Observamos que para ambos Processos a variacdo das estimati-
vas espectrais aumentou e a polarizacdo diminuiu 3 medida que au-
mentamos o valor de L. Este resultado era esperado pois © aumento
de C permite utilizar mais valores da SAC estimada., enquanto que a
qualidade destes valores diminue & medida que C aumenta, levando a

uma maior variacio das estimativas do espectro.
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Figura 5.18 Estimativas Espectrais do Processo ﬂAa, N=256, Método
Correlograma: (a) C=4,

(b) C=28

(c)

{N/1@&>,
C=51 (N/B).
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Figura 5.19 Estimativas Espectrais do Processo ﬁAi, M=84, Método
Correlograma: (a) C=6 (N/1¢),
(b)Y C=12 (N/5),

0 valor C=N/1@ ¢ sugerido em [8] como um bom compromisse en-
tre a polarizac3o e variénca das estimativas. Entretanto, embora
o6 resultados aqui mostrados confirmem esta sugest3o, a falta de
qualidade das estimativas mostra aque tal condic8o n3o € importante
para sinais do tipo Ma.

No metodo Periodograma utilizamos janela de Hamming, sobrepo-
sic30 entre segmentos igual a 50% do numero de amostras por seg-
mento e este numero teve os seguintes valores: N/1@, N/3, e N, Os
resultados s3o mostrados nas figuras 5.21 e 5.22 para o Pprocesso

ﬁAB e nas figuras 5.23 e 5.24 para Hﬁi.
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Figura 5.20 Estimativas Espectrais do Processo MAi, =256, Método
Correlograma: (a) C=25 (N/1¢),
(b)Y C=51 (N/5).

Para ambos processos a variagao das estimativas espectrais
aumentou e a polarizacdo diminuiu com o incremento do numero de
amostras por segmento. Quando este numero foi maximo as estimati-
vas apresentaram a instabilidade estatistica decorrente da falta
de mediac8o sobre os segmentos; quando este ndmero foi pequeno as
estimativas apresentaram resolucio pobre em fun¢So da reduc3o do
comprimento dos segmentos.

0 numero de amostras por segmento que forneceu o melhor com-
promisso resolugio-varidncia foi: N/5 para N=64 e N/10 para N=£56,
no processo MAQ; N/5 no processo HA‘. Porém, considerando que a
diferenca entre as estimativas com N/5 e N/10 no caso Mﬁa, nio fo-
ram significativas, podemos adotar o valor N/5 em todos os casos.
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Figura 5.21 Estimativas Espectrais do Processo MA@, N=64, Método
Periodogramas: (a) P=& (N/18),
(b) P=12 (N/5),
(c) P=6B4 (N),
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Para este valor, (N/D3), do ndmero de amostras por segmento, o
meétodo Periodograma forneceu boas estimativas espectrais do pro-
cesso sem vales abruptos. Entretanto, a defini¢do dos vales abrup-
tos do processo ﬁﬁl néo foi boa, particularmente para N=é4. Embora
estes resultados sejam melhores que agueles atingidos pelo wmetodo

Correlograma, ainda s30 inferiores aqueles obtidos através do mé-
todo de Durbin na sec¢io 5 4.

lLogo, podemos afirmar aue de maneira geral o meétodo de Durbin
deve ser preferido para 2 estimativa de espectros do tipo MA. So-
mente quando o numero de amostras disponivel for bastante grande é

que sera razoavel substitui-lo pelo Periodograma, visando reduzir

o0 esforco computacional. 0 método Corrvrelograma nio apresenta con-

dicdes de ser utilizado nests substituig3o.

5.6 Consideracfes Finais

Como foi afirmado anteriormente o objetivo do trabalho desen-
volvido neste capitulo foi o de criar uma base para a analise es-
pectral de processos MA, visando sua aplicac20c na estimativa do
numerador espectral ARMA que sera o objeto do prdximo capitulo. Em
fun¢3p disto, as simulacBes aqui efetuadas n3o foram exaustivas,
ia que poderiamos considerar ainda situaclOes como: um numero de a~—
mostras maior ou menor que o0s utilizados, pProcessos Ccom Zeros mais
proximos da origem ou da prdpria CRU, ou uma combinacio destes, ou
ainda, zeros que se encontrem mais proximos ou afastados entre 1.
Por fim, um trabalho posterior poderia ainda analisar a wvariac¢8o
do desempenho em funcio da ordem atribuida ac processo MA.

Entetanto, este capitulo apresentou varios aspectos ineditos
tais como: 1) o uso de outros meétodos que nEp a Autocorrelagio,
para estimar o modelo AR longo; 2) a analise da selegdo da ordem

do modelo AR longo em func8o do meétodo escolhido para sua estima-

¢30, do numero de amostras disponiveis e das caracteristicas es-
pectrais do processo sob estudo; 3) a aplicabilidade da caracte-
ristica de alta resolucdo dos meétodos de estimac8o AR na estimati-
va de espectros com vales abruptos e 4) a comparacdo entre as es-

timativas da DEP de processos MA usando o método de Durbin e o0s
est imadores classicos.
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CAPITULO 6

ESTIMAGAOC ESPECTRAL AUTO-REGRESSIVA MEDIA-AJUSTAVEL, ARMA

6.1 Introducio

0 estimador espectral ARMA tem por caracteristica princiesl
a2 capatidade de fornecer formas espectrais com picos agudos e wva-
les abruptos utilizando um numero reduzido de paré@metros. Esta ca~

racteristica @ particularmente importante se consideramos o numero

elevado de parémetros que os estimadores espectrais AR e MA reque-
rem para gerar simultaneamente tais formas espectrais.
Paralelamente, na pratica quase todos 0s processos com Ca-
racteristicas auto-regressivas se encontram corrompidos por algum
tipo de ruido e, portanto, n3c podem ser modelados como sendo

puramente AR, sendo 3 modelagem ARMA mais adequada para esta fina-
lidade [213].

Também, € crescente o interesse pelo uso do modelo ARMA para
o tratamento de sinais de voz, uma vez que ¢ trato vocal exige um
modelo com polos e zeros para a representacdoc adequada de certos
sons, como, por exemplo, os nasalados [1731, L[iB1.

Por outro lado, como consequéncia da nico-linearidade das re-~
lagtes da SAC no modelo ARMA, n8o se dispbe de algoritmos simples
para estimar seus parametros, tal como ocorre no caso AR [21.

Us metodos disponiveéis para estimar os parametros de um mo-
delo ARMA podem ser divididos em duas categorias:

1. Métodos otimos: Utilizam tecnicas iterativas com base

no gstimador de maxima verossimilhanca para estimar simultaneamen-

te os parametros do modelo. Porém, requerem a solu¢lo de um con-
junto de equa¢Oes nao-lineares, o que exige considerdavel esfor¢o
computacional e n3o apresentam garantia de convergéncia [1], [2].

2. Métodos sub-Otimos: Utilizam relacdDes lineares € re-

querem menor esforgo computacional. Dentro desta categoria hd dois
tipos:

- estimacio simultinez: onde os parimetros s8o estima-
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dos iterativamente através de relac¢Bes lineares. Tambeém n8oc garan-
tem convergéncia 13, [23, [193].
- gstimagdo separada: sio metodos indireteos que estimam

de forma separada o denominador e o numerador da fungBo de sistems
ARMA .

0 objetivo deste capitulo é o estudo do estimador espectral
ARMA com base nos métodos sub-dtimos de estima¢Bo separada. Este
estudo comprende o desenvolvimento tedrico desse método e a reali-
zaclo de simulacBes que permitam avaliar seu desempenho em funcgdo
de parémetros tais como o tipo de sinal a ser analisado, o numero
de amostras disponiveis e os metodos empregados para estimar a

parte auto-regressiva e a media-ajustavel

6.2 Estimec8o Separada dos Par@metros do modelo ARMA

Seja x[nl um sinal gerado por um filtro ARMA(p, g), alimenta-~
do por ruido branco ulnl. A& equa¢cBo a diferencas (3.35) que descre-

ve xInl, pode ser reescrita na seguinte forma:

P
xEnl + ¥ alk2 xIn-k1
k=g

5f£n3 (6.1

g
BrEnJ = ulnl + % bkl uln=-kJ] (6,2}
k=g

A express3o (4.1) pode ser interpretada como a equacido a di-
ferencas que descreve um filtro FIR (Finite Impulsive Response) de
ordem p, com parametros iguais aos par@metros auto-regressivos do
filtro ARMA(P, q). Na entrada do filtro temos o processo xInl e na
salda, um processo residual stnj. Este processo reﬁidualwé do ti-

PO MA(Q) com os mesmos pardmetros média-ajustavel do filtro ARMA,

como podemos constatar atraveés da equaglo (4.2).

Considerando o problema da estimac3o dos parametros alkl e
bLk] a partir de um conjunto de N amostras de xInl, observamos das
equacbes (6.1) e (&.2) que se obtivermos os parametros auto-
-regressivos poderemos obter um processo residual MA ao qual @

plausivel aplicar as técnicas de estimac8o espectral MA. Esta in-
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terpretac3o é a base dos métodos de estimacio separads para Os pa-~
rametros ARMA.

0 problema inicial neste contexto ¢ estimar os parametros
auto~regressivos do modelo ARMA. Ssbemos da equaclo (3.10a), que a
relac3o entre 3 SAC e os parametros alkl € linear para mrg, oOu

seja;

rxxEmJ = ~k§iatk3 rxxtm*ki i miqg {6.3)

0 primeiro método desenvelvido para estimar os par@metros

auto-regressivos do modelo ARMA utiliza estas relagles substituin-

do a SAC por estimativas de autocorrelaclo, polarizadas ou n3o, do

processo xCnl. As estimativas dos pardmetros auto-regressivos sdo,

ent3o, obtidas através da solugdo do sistema de p equa¢des, seme-

lhante as EgquacBes Modificadas de Yule-Walker, EMYW, que resultsa
ag escrevermos (46.3) para gq+ismSq+p.

Entretanto, em diversos trabalhos sobre estimaci3o espectral

ARMA foi constastado que, em geral, este metodo fornece estimativas

de baixa qualidade para os parametros auto-regressivos do mpodelo
ARMA [23], [2013.

Como forma de melhorar a qualidade destas estimativas, Foi
sugerido o uso de malis de p equagoes e a solu¢do do sistema de
equacoes resultante através da analise de minimos gquadrados. Este
algoritmo € conhecido como sobredeterminacio ou andlise de minimos
quadrados das Equascbfes Modificadas de Yule-~Walker (MQGEMYW) [113,
23, Lisd, C211.

A motivacdo para este procedimento vem da observacdo de gue
se conhecessemos a SAC tedrica de xInl, as p equacdes mencionadas
acima forneceriam os valores corretos dos pardametros auto-
mregressivbs e os demais valores de rK”{mi, para m)g+p, poderiam
ser calculados por recorréncia atraves ds equag¢do (6.3). Logo, to-
da a informacio de rxximl para m)q+p estaria contida nos parame-
tros alkl e em rxx[mj no intervalo g+iSmSq+p.

Entretanto, ao utilizarmos estimativas de autocorrela¢Bo para
obter os parametros alkl, as relgcﬁes exatas n3o mais se verifi-

cam. Com isto a extrapolac8o0 de r [ml para m>q+p com base nos
HR
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alk] obtidos, contera erros em relaclo a SAC estimada. Por outro
lado, ao utilizarmos mais que p equagles para estimar o¢ paréme-~
tros alkl, a informagdo disponivel nas estimativas de autocorrela-
¢30 para m)p+q sera utilizada de forma direta, criando a possibi-
lidade de atingirmos estimativas maig Precisas para estes pardme-
tros. Neste casc, a extrapolaclo de r“xtmj sera mais fiel & SaC
estimada a partir das amostras de xInl disponiveis.

Estas consideracbes podem ser confirmadas observando que =&
expressdo (6.3) & semelhente a equacido de um filtro predi¢do 1li-
near com coeficienses alkl, aplicado para a predic3o dos ‘''dados”
representados por r““EmB. Segundo esta interpreta¢io, ao utilizar-

mos mals que p equagoes, os parametros alk] devem ser obtidos pela
aplicacdo da tedria dos minimos quadrados, onde os valores oOtimos

dos parametros resultam da @inimizacﬁc da soma dos gquadrados dos
ervos entre as estimativas rx“[mJ € a predicdo das mesmas. Ectasg
predicdes para m)q+p sio as extrapolacdes mencionadas acima. Da
teoria dos minimos quadrados, sabemos que a gualidade das predi-
coes aumenta 3 medida que envolvemos mais e€rvros na some a ser mi-
nimizada, ou seja, a medida que aumentamos 0 nimero de equagdes.
Supondo que o maior indice das estimativas de autocorrelagio
& ser utilizado seja M, onde Mip+q € M(N, a egquaglo (46.3) fornece-

ra um sistema rom M-gq equacBes e p incdunitas, do tipo:
Pl P
r = -Ra
-~ L
onde o0s HM~q elementos do vetor r s3o:
rieil = rxxtq+i+33 ; @S isM-q-4

N
os da matriz R de dimensBo (M-q)xp s80:

~

rrij, k1 = rxx£q+j—k3 ; O=i%EM-qg-1,; O%k%p-1i

e o vetor a é:

a =[aCt], ac21, ..., atpdl”
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Entretanto, devido ao excesso de equacdes e as estimativas
de autccorrelaciio, a i1gualdade das EMYW nBo podera ser satisfeita.
Serd, entfo, necessario introduzir um erro de aproximacio na egua-
¢30 anterior:

. .
e = + Rana (6.4
onde o vetor e possue M—~a elementos do tipo:

e = [eCq+t], .. .eCMI]"

€ conveniente utilizar estimativas nio-polarizadas de autocorrela-

¢S50 na equac3o acima para que 3 polarizacioc do erro de aproximagio
seiz nula [21, {221

e {-}

(i) efin)

r + Ra

onde os elementos de r e R &80 as autocorrelacbes tedricas do pro-

cesso x[nl e o vetor & resultante € squele otimo da Teoria de
Wiener .

Da analise de minimos quadrados podemos deduzir que o wvetor

a que minimiza a3 soma do guadrados dos erros:

M 2
P =L |efmd]

mE g+ 4
& dado por;
AH A -1 AH A
e [#R] R .

A matriz rR" R, de dimensio pxp, € Hermitiana e, em geral,
positiva definida. Sua inversa pode ser calculada atraves do algo-
ritmo de Cholesky [11, £21.
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Temos, entdo, que a estimaclBo dos parémetros auto-regressivos
do modelo ARMA através do método MOQEMYW, pode ser interpretada co-
mo a aplicacdo do método Eovarzéncia, apresentado no capitulo 4,
sobre a seqiéncia de “"dados” {r C[q-p+1d,. ..,r (M1},

A sequéncia de estimativas de pard@metros auto-regressivos
dada pela equacio (6.5) nloc é, em geral, de fase minima, e uma fa-
toracdo espectral pode ser necessaria para deslocar os eventuais
polos situados no exterior da CRU para o interior desta [13, [51.
Isto, porém, n3o € necessario se os parametros forem estimados vi-
sando a realiza¢3o de uma andlise espectral.

0 desempenho deste meétodo €, em geral, superior aquele obti-
do com o uso de apenas p equacoes, e depende do tipo de espectro a

ser estimado [231, [243, [231].

0 numero de equacBes, M-g, 3 ser utilizado também depende
das caracteristicas espectrais de x[lnl. Como j& foi comentado, a
medida que aumentamos este numero, aumenta a quantidade de infor-
macio contidas nas estimativas de autocorrelac3oc. Entretanto, &
qualidade das estimativas de autocorrelacdo fornecidas pelo esti~
mador n3o-polarizado, decae com o aumento do deslocamento, confor-
me mostrado no capitulo 2. Logo, a medida que aumentamos 0 numero
de equa¢des, passamos a utilizar valores de rﬁxtml cada vez TWmENos
confidveis. Isto mostra a existéncia de um compromisso, o gqual de-
pende das caracteristicas espectrais do processo x[nl.

Para compreendermos esta dependéncia, devemos considerar que
a func3o de sistema do filtro gerador de um processo ARMA é forma-
da por polos e zeros. Assim, quanto mais prdximos da CRU se loca-
lizarem os pdlos, ou seja, gquanto mais agudos forem os picos es-—
pectrais de xfnl, maior serd o comprimento efetivo da resposta im-
pulsiva do filtrp. Neste caso se considerarmos a resposta do fil-
tro a dois impulsos espacados no tempo, concluimos que a influén-
cia de uma resposta sobre a outra aumenta a medida que 0s pdlos se
aproximam da CRU. Isto significa que o decaimento das amplitudes
da SAC, rxutm], ao longo do eixo m sera tanto wmais lento quanto
mais agudos foram 0s picos espectrais.

Esta explicac3o pode ser efetuada de outra forma, lembrando
que DEP de um processo e sua SAC formam um par de Transformadas de

Fourier e que uma contrag8p no dominio da freqifncia corresponde a
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uma expansdo no dominio do tempo e vice-versa. Assim, 3 medida que
os poleos se aproximam da CRU, vio se pronunciando os picos na DEP,
com um correspondente espalhamento da SAC no eixo m. Na situacio
inversa, o afastamento dos pdlos leva a uma suavirzacio do espec-
tro, com a consequente contraclo da SAC no eixo m.

Admitindo que os erros de estimac3o da SAC ndo dependam deste
comportamento, concluimos que a influéncia relativa destes para
m)g sera tanto maior dquanto mais rapido for o decaimento da SAC.
Logo, podemos prever que O compromisso na escolha do ndmero de
gquacdes dependera das caracteristicas espectrais a serem analisa-
das e que pars espectros com picos agudos devemos utilizar um nu-

mero de equacoes maior aue no caso de espectros suaves.

Este comportamento da qualidade das estimativas da 8AC se
reflete nos erros das equacdes, elml, fazendo com que a “qualida-
de'" destes erros decres¢a 3 medida que o indice m aumenta. Uma ma-
neira eficiente de enfatizar a participa¢do dos erros referentes a
valores de m proximos &a ordem média-ajustdvel, aq, em relacdo aque-
les referentes a m proximo a M, € a utilizacBo de uma Jjanela de
ponderac3o, wiml, na minimizac3o da soma dos quadrados dos erros
tet13, €231, 241, (e63:

M
z
£ = % wiml jefm3|
me g4 4
ou na forma matricial:
CH
P =9 We (B.6)
onde wiml @ uma seqlidncia positiva, monotdnica decrescente, de
forma a atribulr pesos cada ver menores a medidas que m aumenta, e

¥ & uma matriz de dimensdes (M-gqix{M-q) e elementos:

@ i a®k

wwli, k1 o< i, kEM-q-1 (6,7

wla+i+31 ; 3=k

Substituindo a equagdo (&.4) em (&.6), obtemos:
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o

A~ -~ T3 o
(r + Ra) W i(ir + R a)

0
H

H AH "~ AH AH H AH Aﬂ .
= s R WRa+1r ¥WR a+a R W +59r ¥Wr

Derivando esta expressio em relecio a0 vetor a

de modo que o vetor a que torna SP/da nulo serd.
AH Y -4 AH -
aﬁ-[ﬁ WR} [ Vr} (6.8)

- by . . o
O elementos da matriz B W R, com dimens3oc pxp, %30

.

M-q-4 * @< j (M-g-1
cbi.k1l = ngwwii,lj rr £1,33 rvl1,33 ; e<k<p-1 (6,8)
¢ os da matriz rR” w r, com dimensao pxi. sio:
M-g~4% "
crlj] = L owwll1,13 rr £1, 3 rL37 ¢S isp—-1 {6.16¢}

L=g

com rrlj,kl, rLijl e wwll1,1] como definidos anteriormente.

. oH o, L. . .
A matriz B ¥ R & Hermitiana e, em geral, positiva detfinida,

tal gque suz inversa pode ser calculada atraves do algoritmo de
Cholesky.

Se a matriz W for igual a matriz identidade, ou seja, se a
janela de ponderacdo tiver pesos unitdrios, as equagles (6.9) e
(6.8) ser3o idénticas. A quest3o agora € escolher o tipo de Janela
a ser utilizada para produzir o ponderamento desejado.

Da equacdo (2.12), observamos que o indice m contribui para

a variancia das estimativas n3o-polarizadas de autocorrelacgSo com
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- .

um fator (N-m) ", Comp a soma dos quadrados dos erros de aproxima-

¢80 a ser minimizada € uma fun¢do quadratica de r [m3, constata-
¥

mos que tal fator estd implicito nas parcelas do somatdrio da ex-

pressBo (6.4) e assume a forma (Nmm)"‘. Isto sugere que uma jJanela
do tipo:

@ FR W i
wwlml} = <
{N~m) ; QFi=mEM

seja adegquada pava corrigir o efeito da variincia das estimativas

de autocorrelagdo. De fato, janelas do tipo (N-m)* e (N-m)‘ foram

propostas nas referéncias [261 ¢ [21], respectivamente, e sua in-
fluéncia serad avaliada aqui através de simulacles.

Devemos, por fim, observar que ¢ uso da janela de ponderagic
atenua o compromisso na escolha no numero de equaghes, uma vez que

ela avutomaticamente reduz 2 importS8ncia da participacio dos erros,
efml, 3 medida que m aumenta.

Lembrando que a DEF de um processo ARMO @ do tipo:

Pv |B(H)]|* (6.11)

Pﬁlﬂﬂ () = 2
A lacer]

a estimativa dos parametros alkl fornece o fator de denominador
desta expressso. Isto nos motiva a utilizar a denominag3o0: estima-
tiva do denominador espectral do modelo ARMA (DEN-ARMA) para o fa-
tor 1/]AC#)|* . Também, estes parimetros estimados permitem a rea-
lizac80 da filtragem que produz o processo residual sf[nj segundo
a equacdo (6.1). Com base neste processo podemos atacar o problema

da estimativa dos pardmetros bLk] e da varifincia fv do ruide bran-

co, ou seJja do numerador espectral do modelo ARMA (NUM-ARMA) .

Nos metodos de estimac3o separada dos pardmetros do modelo
ARMA, a qualidade das estimativas dos parametros auto-regressivos €
muito importante, pois quanto mais exatas forem estas, mais o pro~-
cesso residual ngn] se aproximara do processo MA(g) caracterizado

por Pv e os parametros b[11, ..., blgl.
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6.3 Estimac@o do Mumerador Especiral do Modelo ARMA

Dado que teoricamente o processo residual gr[nj € um processc
MA(q), seu espectro de poténcia e, portanto, a estimativa do NUM-
-ARMA, pode ser encontrado com base nos conceitos do capitulo 5:

- aplicando o meétodo de Durbin ja apresentado.
~ atraves dos metodos Correlograma e Periodopgrama.
0 NUM-ARMA tambeém pode ser estimado, sem explicitar os pard-
metros meédia-ajustavel, através de outros meétodos:
- que utilizam as estimativas dos parémetros auto-

~regressiveos e das estimativas de autocorrelaclo do processo xLnl
em questdao [273, [28], [29].

- que dividem a3 S5AC estimada do processo xInl, em uma
seqgiéncia causal e outra anti-causal [211.

Mosses e Beex, [3€3], reduzem estes metodos a uma forma comum
e os analisam em fun¢So da polarizaclo, variBncia e positividade
da estimativa do NUM-ARMA. Estes n3oc serdo abordados aqui pois
seus desempenhos s8o inferiores aquelos propiciados pelo método de
Durbin e pelos estimadores espectrais classicos, além de, na sua
maior parte, n8o garantirem estimativas positivas do numerador es-
pectral.

No contexto de detecc3o de sendides em ruido brance através
da modelagem ARMA, os metodos Correlograma e Periodograma tém sido
frequientemente utilizados para estimar o numerador espectral, for-
necendo bons resultados, (261, (311,

Embora tenhamos concluido no capitulo 5 que os metodos Corre-
lograma e Periodograma ndo s30 competitivos com o método de Dur-
bin, vamos consideri-los novamente no contexto ARMA. Isto vporaue
3{En] a ser analisado é o resultado de uma filtragem envolvendo os¢
parametros alkJ, a qual pode ser realizada de duas maneiras dis-
tintas: 1) através de um filtro de predig¢8c linear progressiva,
come na equagao (6.1), dando origem a 3r£n3 e, 2) atraves de um

filtro de predigS3o linear regressiva, descrito pela seguinte
equagdo:

=
9, [nJ = x[nl + La [k xCnrk] ; 0SnsN-1 (6.12)
=1
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Esta € uma situacio semelhante agquela encontrada no método
Covariancia Modificado, apresentado no capitulo 4. Da mesma forma
que 13, o0s resultados destas duas filtragens possuem informacdes
distintas, as quais podem ser usadas simultaneamente atraves dos
métodos classicos [3€1].

Vejamos primeiro o métode do Correlograma. @ gartir da segdo

2.5, podemos afirmar que B estimativa do NUM-ARMA, N{(¥), com base:

- nos residups pProgressivos e dada por:

-~ < -
N(E) = § wlml rnymJ exp(-jcrmfT) (&.43>

m=n~

- NOS residu0s Progressivos B regressivos:

LR o]

n a - -
N(f)= = Lwlmd (r ,Imd + r [ml) exp(-j2nmfT)
2 vt b (6.14)

onde ) R

- rYfEmB 2 rybtml'sﬁu as estimativas de autocorrelacso dos
Processos 5{Em3 € sb[mj. respectivamente, as auais devem ser obti-
dss atraveés do estimador polarizado de autocorrelagso.

- wim] e uma janela de ponderag2o, a gqual deve ser positiva
semidefinida.

- C é o maior indice de autocorrelacio utilizado, que de a-
cordo com a seclo 5.6 pode cer maior que a ordem MA assumida.

Em relac3c ao metodo do Periodograma, da secdo 2.4, deduzi~-
mos que a estimativa do NUM-ARMA com base:

-nos residucs progressivos @ dada por:

- y P-t N D-1
NCF) = —p- E -5 L wiml g in+pS] exp(-j2anfT)
p=e

n=a

(6.15)
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- hos residuos Progressivos e regressivos sers:

D4
£ wiml grtn+pSJ gxp(~jerntT)

Lkl

+

~ 1 Pt 4
NCEY= —pp B

e

(6.16)

25N

Z
D-4
* 5 L wml 3 [n+pS1 exp(~jenntT) }

n=g

aonde
D e o numero de amostras por segmento.

P & p numero de segmentos mediados.

S & o deslocamento de cada segmento.

wlml & uma Janela de ponderacio sobre as amostras dos
processos residuais.

6 escolha destes parametros deve ser efetuada em funcido dos

conceitos da segio 2.4.

6.4 Selecdo da ordem do modelo ARMA(p, q)

Tal como nos casos dos modelos AR e MA, pmdemosA utilizar o

critério de Akaike, CIA, para escolher as ordens do modelo ARMA,
Led:

Claip, q) = N In Pv + 2(p + g} (& 17>

onde P e § 30 as¢ ordens auto-regressiva e media~ajustdvel assumi-
das € Pv ¢ a estimativa de maxima verossimilhan¢a da variancia do

ruido branco, cobtida sob a hipotese de que xinl € um processo

ARMA(p,q). As ordens adequadas €30 aquelas que minimizam CIA(p,q).

Tambeém, podemos testar se as ordens selecionadas s80 as cor-
retas, verificando se a sequéncia residual do filtro ARMA inverso
€ um ruido branco [321.



Cap. 6 Estimacdo Espectral Auto-Regressiva Média-Ajustduvel pg. 94

6.5 SimulacBes

6.5.1 Apresentacfo das Simulacles

0s métodos apresentados nas se¢les & .28 e 6.3 foram aplicados
na estimativa da DEP de quatro processos ARMA(4, 2) perfeitamente
conhecidos, de modo a permitir a avealiacl8o do desempenho. A esco-
lha da localiza¢do dos pdlos e zeros destes processos foi efetuada
de forma a obtermos espectros de poténcia com caracteristicas dis-
tintas quanto aos picos e vales espectrais. Os parametros dos pro-
cessos sac mostrados na Tabela 6.4

Processo Parametros AR Parimetros MA Pw
all] al21 al3] al4] bi1} bi2]
ARMA_ -~@.714 1 .915 -@.458 ©.849 | -0 242 @ 490 %
ARMA, ~@.714 1.915 -0. 458 ©.849 | -0.337 0.810 {
ARMA, ~0.520 1.018 -0.255 @ . 240 | -0.075 0.040 4
ARMA_ -@.520 1. 018 -8 255 0. 240 | -0.337 ©.8ie@ 1
Localizac8o dos polos e zeros
pélos Zeros
y
ARMA_ ¢.96 explzjan(0.2¢)] @ 70 expltjom(o.22)1
&.956 explijion(¢.24)1
o
ARMA ¢.96 expltjan(o.20)1 0.90 expltjem(0 P2)1
@ 96 expl*+iPn(@.24)]
.
ARMA ©.70 expl2jBn(0.20)1] 0.20 expltien(e.22)]
0. 70 expl*jicn(@.24)]
.
ARMA ©.7¢ explj2n(0.20)1 2.90 expltj2n(@.22)]
3 @.70 expltjcn(0 241

Tabela 6.1 Processos ARMA Utilizados nas Simulacdes.
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0s processos ARﬁAﬁ e ARMA‘ apresentam DEF com picos estrei~
tos, como podemos observar nas figuras &.1a e 46.1b, respectivamen-
te. Ambos possuem os mesmos parametros auto-regressivos e, portan-
to, o mesmo denominador espectral (figura é6.ic), diferindo apenas
quanto ao modulo dos zeros. Estes, no processo QRHAQ, se encontram
afastados da CRU de forma s n8o produzirem vales espectrais. Ao
contrario, o zerus do processo ARMA_  se encontram proximos & CRU
de modo a acentuar o vale espectral entre os picos estreitos, pro-
duzindo variactes abruptas.

DER. - 4B
(1 S T i /\J A T T T o
'10 ™ \\ .
.fj \‘
- ., y
—20 —_'-""’f \\ )
-.30 = o
—4 N i " 1 . : N 1 . -4 i ! . 4 ; H . A .
2 Bl s o3 o4 o 7 ot 62 03 0.4 05
Frequencis normalizsada. Frequencia normalizada.

(al (b’

0 a1 - 0.2 0.3 0.4 0.8
Freguaticia normalizada.

(c)

Figura 6.1 (a) Espectro de Poténcia do Processo ARMAe
(b) Espectro de Poténcia do Processo ARHAﬁ

{c) Denominador Espectral dos Processos ARKAb ) ARMA‘
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Oe processcs ARHAt e ﬂRﬂAa foram escolhidos de forma 3 ndo
apresentarem picos espectrais asgudos, conforme mostrado nas figu-
ras 6.8a e &.8b, respectivamente. Ambos possuem O mesmo denomina-
dor espectral (figura 6.2c) e o0s zeros d0 Processo ﬁRNﬁ“ se encon-
tram afastados da CRU, enquanto que ¢s zeros do processo ﬁRMéa se
encontram proximos 3 CRU provocando um vale abrupto. € importante
observar que a localiza¢Bo angular dos zeros se situa na posicdo
intermediaria aquelas dos pPolos. Logo, a DEP apresenta o vale en-

tre duas elevagoes.
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(&)} (b Y
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ﬂG:ﬂf//// \\ »
_(5 - \\\ -
* ™
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Frequercis normalizaca

(C}

Figura 6.2 (a) Espectro de Poténcia do Processo ARMAz
(b) Espectro de Poténcia do Processo ARHA8

(¢) Denominador Espectral dos Processos ARHAZ e ARﬁAa
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Para cada processo foram geradas trinta sequéncias com 235¢&
amostras, atraveés de uma rotina de geracd3c de dados, sobre as
quais foram efetuados dois conjuntos de simulagdes: um com
seqiliéncias de &4 amostras e o0 outro com seqiéncias de 256 amos-
tras. As estimativas obtidas serZc apresentadas através de um gra-
fico para a média e outro para as estimativas, da mesma forma que
no capitulo 5. As ordens escolhidas para o modelo ARMA a ser esti-
mado foram as mesmas dos processos utilizados: p=4 e q=g2.

A execucdo das simulacBes foi dividida em trés etapas:

12 Foi estimado o DEN-ARMA com base no método MQEMYW,

com e sem ponderacio: secdo 6.7 .2.

29 0 NUM-ARMA foi estimado wutilizando-se o metodo de

Durbin: secdo 6.7.3.
32 0 NUM~ARMA foi estimado utilizando-se os meétodos Cor-
relograma e Periodograma: se¢So 6.7 .4.

Objetivando realizar uma analise detalhada da caracteristica
do meétodo MOGEMYW decidimos estudar inicizlmente 2 estimativa, do
denominador da DEP-ARMA. Isto é possivel, pois o estudo das simu-
lacBes foi realizado com base em parametros conhecidos, de modo
que sabemos a forma exata do denominador espectral e podemos
utiliza-la como referéncia para suas estimativas.

Uma vez que os métodos sub-dtimos de estimacdo separada dos
parimetros do modelo ARMA, dependem inicialmente da estimativa da
parte auto-regressiva, esta divislo permite avaliar o desempenho
do método apresentado na seqgdo 6.2 para a estimativa dos parame-
tros auto-regressivos do modelo ARMA, bem como a validade dos con-
ceitos tedricos la desenvolvidos. Também, permitira observar a in-

$luéncia da qualidade dac estimativas do DEN-ARMA sobre a2 estima-
tiva espectral ARMA.

Paralelamente, a divisZ3o das simulacbes tambeém permite ob-
servar o efeito da localizacl8oc dos polos e zeros sobre o desempe-
nho do método MQEMYW e avaliar a influéncia das janelas de ponde-
racio propostas.

Por fim, permitira comparar novamente o método de Durbin com
os metodos Correlograma e Periodograma levando em conta os dois

sinais residuais apresentados na segdo 6.3.
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6.5.2 Estimativas do Denominador Especiral com Bazse na Andlise de

Minimos Quadrados das Equacles Modificadas de Yule-Walker

Nesta sec¢do s30 apresentados o0s resultados das estimativas
do denominador espectral dos quatro processos ARMAG4, 2), utili-
zando o método MQEMYW, com e sem ponderacdo.

Para cada conjunto de seqiuéncias com &4 e 256 amostras, uti-
lizamos trés valores para o numero de equagles, M-q: numero midximo
de equacdes (M=N-1, e aq=2), 16 e B ecquagles (nuimero pequeno de
equacdes).

As janelas de ponderacio wiml utilizadas foram (com q+iSmsSM) -

~ wlml=1; Janela unitaria ou auséncia de ponderacio,
- wEimI=(N-m)*,
- wlml=(N-m)"

A. Estimativas do Denominador Espectiral do Processo AR!(Aa

0 processo ARMﬁa tem seus polops proximos a3 CRU e os zeros
afastados. Em func3o da localizag3o dos polos, sua SAL apresentara
um decaimento relativamente lento e, portanto, havera informacio
relevante nos indices de autocorrelacSo elevados. Assim, podemos
prever que o desempenho do metodo MQEMYW serd melhor com um numero

grande de equacdes e, por causa deste numero, com o uso das Jjane-
las de ponderag3o.

Para as simulacOes com as seqiéncias de 64 amostras, as figu-
ras apresentadas s3o: figura 4.3, para as estimativas com maximo
de equacdes, M-q=é1, e figura 4.4, para as estimativas com 16 e-
quacdes, ambas com as trés janelas descritas.

Das figuras 6.3 e & .4, observamos que:
- 0 melhor desempenho do método MGEMYW foi obtido com o
maximo de equacdes e ponderacio.

- a ponderac3o n3o apresentou efeitos significativos pa-
ra O caso com 146 equagbes.

- & ponderagio com (N-—m)= & ligeramente wmelhor gue com
4
{N-m)
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Frequencia normalizada.

(c) estimativas

Estimativas do DEN~-ARMA do Processo ARMAE, para N=£84

e Méximo de Equa¢des: (a) Sem Ponderacdo,

(b) Ponderacio com (N—m)4,

{c? Pandaracﬁo com (Nmm)s.
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Figura 6.4 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARHAa, para N=64 e
16 Equacdes: (a) Sem Ponderacio,
{b) Ponderagioc com (N-m2>

(<) Ponderag¢éio com (N-m>7.
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Tambeém foram efetuadas simulacBes com
- numero de equactes igual a2 32 e as trés janelas des-
critas, obtendo-se um desempenho intermediario aos dolis anterio-
res.
- pumero de equacBes igual a B e ponderaclo (N-m)?,

obtendo~se o pior desempenho entre todos.

Logo, o melhor desempenho do metodo MEGEMYW foi obtido com
maximo de equacdes e ponderagdo, confirmando a previsBo propiciada

pela analise tedrica desenvolvida na segio 6.2,

Para as simulacbes com as sequencias de 254 amostras, as fTi-

guras apresentadas sdo: figura 6.3, para as estimativas com maximo

de equagbes, M-q=£353, e figura 6.6, para as estimativas com 16

epquacOes, ambas com as trés janelas descritas.

Das figuras 6.5 e 6.6, observamcs que:
- exceto para o caso com o maximo de equagdes e auséncia

de ponderacioc, o desempenho dos MGEMYW foi bom.

- baseando-se principalmente nos graficos das estimati-
vas, observamos que o melhor desempenho foi obtido com maximo de
equacles e ponderacio. € preciso ter cuidado ao analisar os grafi-
cos de medias, pois a normalizaclo pelo pico espectral produz fal-
sas polarizacoes.

- com ié equactes, os desempenhos foram semelhantes entre
si. Isto evidencia novamente a fraca influencia da ponderacdo

quando o numero de equagdes & relativamente pequenc.

r

- ¢ dificil distinguir diferencas entre 0 dois tipos de

ponderacio.

Tambeém foram reslizadas simulaglhes com:
~ numero de equacdes igual a 4B e as trés janelas deg-

critas: o desempenho foi intermédiario aas dois anteriores. Este
nimero de equagdes e valor utilizado na referéncia [2].
- numero de equagBes igual a 8 e ponderacSo (N-m)?: as

estimativas foram inferiores s todos os casos ponderados, porem
ainda com bom desempenho.
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Figura 6.8 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARMAQ, para N=256 e
Miaximo de Equacdes: (a) Sem Ponderacio,
{b) Ponderacic com (N-—m)“,

{c) Ponderagdo com (N-m>>2.
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Figura 6.6 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARKAQ, para N=256 e
16 Equac8es: (a) Sem PonderacHo,
(b) Ponderac3c com (N-m)4,
(c) Ponderac3o com (H-m)a.
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Comparando os resultados obtidos concluimos que o desempenho
para todos o0os casos com 256 amostras foi superior squeles com &4
amostras e que os beneficios produzidos pelo incremento do nudmero
de equacdes tornam-se menos significativos & medida que & aumenta~
do o numero de amostras. Isto ocorre pois as estimativas de auto-
correlac3o apresentam melhor qualidade, o0 aue explica, também,
porque obtivemos bom desempenho no caso com 256 amostras e B8 equa-
¢Bes: embora o numero de equagSes fosse pequeno, a informacdo uti-
lizada foi de melhor qualidade.

£ importante observar, particularmente na figura & .53, uma
tendéncia na estimativa fornecida pelo método MQEMYW de enfatizar
0s picos espectrais. Tal tendéncia é responsivel pelo nivel de po-
larizacdo nestes picos da referida figura.

Em resumo, para este processo com pdlos perto da CRU e zeros
afastados, o metodo MQEMYW apresentou as seguintes caracteristicas
Gerals:

- o melhor desempenho @ atingido com o numero maximo de
equacBes e janela de pondera¢So do tipo (N-m)?.

- quando se disp8e de um numero grande de amostras, e
possivel reduzir o numerc de equagBes, de modo a privilegiar a re-
ducdo do esforgo computacional.

B. Estimativas do Denominador Espectral do Processo Axi?:hh's,l

0 processo ARMA‘ tem os mesmos pPolos do processo ARﬂﬁa e,
portanto, espera-se que o0 método MGEMYW apresente o mesmo compor-
tamento do caso anterior.

As simulacOes com as seqiéncias de &4 amostras sic apresentas-
das na figura 6.7, para as estimativas com o maxime de equaches,

M-a=61, e figura 6.8, para as estimativas com 1& equacles, ambasg
com as trés janelas descritas.

Das figuras 6.7 e 4.8, observamos que:
- n8o houve aumento de qualidade ao se aumentar o numero
de equacdes.
- 0 efeito da ponderacao foi signifativo nos dois casos,
particularmente por permitir melhor reproducdo dos picos espec-

trais,
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Figura 6.7 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARMAi, para H=64 ¢

Maximo de EquacBes: (a) Sem Ponderacio,
(b)) Ponderacdo com (N—m)d,

(c) Ponderac@io com (M-m)?.



Cap. €& Estimacdo Espectral Auto-Regressiva Média-Ajustdvel pg. 106

_80 " 1 i i " ) A ] & L i L A n
g 0.4 8.2 0.3 0.4 G5 1] 0.1 0.2 6.3 G4 0.8

Frequencia normalizada. Frequencia normalirada.
(a) media (a) estimativas

_60 r i 1 " 3 i L X 1 " N N i
0 0.1 0.2 0.2 0.4 0.5 0 01 6.2 0.3 4 0.8
Frequencia normalizada. Frequencia normalizada.
{(b) media (b) estimativas

1 i I

g 0.1 0.2 0.3 0.4 0.8 0 Gt 0.2 0.3 0. 4 &5
Freguencia normalizada, Frequencia normalizada.
(¢) média (C) estimativas

Figura 6.8 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARHAi, para N=64 ¢
16 Equacdes: (a) Sem Ponderacio,
(b)) Ponderaciic com (N—m)‘,

{c} Ponderacio com (N«-m)a.
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- n80 ha diferencas significativas entre os resultados
fornecidos pelos dois tipos de ponderac3o. Poreém, (N-m)* ¢ ligera-
mente melhor.

- a énfase nos picos espectrais € notéria em todas as
figuras exceto a 6.7a.

Também utilizamos 8 equacBes e ponderacic (N-m)® obtendo um
desempenho inferior aos casos analisados.

Dado que os processos QRHA° e QRMA* possuem parametros auto-
~regressivos idénticos, 2 expectativa era de que os¢ resultados
fossem semelhantes. Podemos deduziv, ent3o, que as diferencas ob-
servadas sao conseqiéncia da diferenca nas posicdes dos zeros dos
processos. Este assunto sera tratado posteriormente.

As simulagOes com as seqiéncias de 256 amostras, sSo apresen-
tadas na figura 6.9, para as estimativas com maximo de equacles,
M-q=233, e na figura 6.10, para as estimativas com 1é equacles.

Das figuras 6.9 e 6.1@, podemos concluir:
- o meihor desempenho foi obtido com o maximo de equa-
cOes e ponderacio.
- n3o ha diferencas significativas entre os resultados
dos dois tipos de ponderacio.
~ houve enfatiza¢do do pico espectral situado ao redor
da frequéncia 0.2, particularmente com 16 equacdes.

Foi utilizado também 8 equacBes e ponderacio (N-m)°, e nova-
mente o desempenho foi o menor de todos.

Os resultados para 256 amostras apresentaram melhor qualidade
que os correspondentes com 44 e o comportamento do métocdo com
N=236 se assemelhou aquele observado no caso do processo ARMQH.

Este dltimo_fatu permite afirmar que as diferencas de compor-
tamento no caso N=64 (bem como a qualidade inferior das estimati-
vas obtidas) evidenciam a insuficiéncia de amostras para uma me-
thor atuacd@o do método MQEMYW. A necessidade de um numero maior
amostras para 0 Processo ARMAi em relacdo ao ﬂRMAe, deve ser con-~
sequéncia exclusiva do posicionamento dos seus zeros, os quais de-
ram origem a um vale entre os dois picos espectrais. Aparentemen-
te, este posicionamento provocou um aumento da tendéncia para en-

fatizar estes picos, a qual & compensada com o aumento do numero
de amostras.
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Figura 6.9 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARHAl, para N=Z56 e
Méximo de EquacBes: (a) Sem Ponderacédo,
(b)) Ponderagaoc com (N-m>*,

{c) Ponderac¢ao com (N-m)°.
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Figura 6.19¢ Estimativas do DEN-ARMA do Processo hRﬁAl, para N=256
e 16 Equacdes: (a) Sem Ponderacio,
(b) Ponderacdo com (N*m)q,

(c) PonderacBo com (N-m)>?,
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Por fim, no contexto do processo ﬁRMAi n3aoc podemos afirmar
que o aumento do numero de amostras, até cerca de 256, permite re-
duzir o numero de equacdes de modo a pfivilegiar a2 reducdo do es-
forco computacional. As estimativas do denominador espectral deste

processo apresentaram diferencas significativas para 0% trés nume-
ros de equacdes utilizados.

Dado que as duas formas de ponderacdo analisadas apresenta-
ram resultados semelhantes, resglvemos adotar apenas uma delas no
restante deste capitulo, como forma de economizar espaco. Escolhe-
mos a Jjanela do tipo (N-m»? em funcio de alguns desempenhos lige-

ramente superiores.

C. Estimativa do Denominador Espectral do Processo ARHAZ

0 processo ARMA2 tem seus polos e zeros afastados da CRU,
indicando que a SAC correspondente decaira de forma mais rapida
que nos casos anteriores. Logo, nd3o havera informacdo relevante
nos indices de autocorrelacdo elevados, o gque permite prever que o
método MQEMYW apresentara melhor desempenho Com um numeroc pequeno
de equacdes. Em funcio deste, n3o deve ororrver diferengas signifi-

cativas entre as estimativas com e sem ponderagdo.

As simulacdes com o conjunto de seqiiéncias de 64 amostras s3o
apresentadas na figura 6.11 para o maximo de equacbes, M—q=61, e

na figura &.12 para B equacdes, as quails permitem concluir que:

- o melhor desempenho foi obtido com o numero pequeno de
equacdes, e neste caso a3 ponderacio ndo foi importante.

- 8 qualidade das estimativas com 0 mdximo de equaches @€
bastante inferior.

Também, com 16 equagcles o desempenho foi muito inferior 3gue-
le com 8 equacles.

Podemos concluir que de fato a informacio relevante do pro-
cesso se encontra nas autocorrela¢des com indices pequenos. Tam-
bém, a janela de ponderag¢Bo atribui pesos bastantes semelhantes

aos erros de aproximacdo das oito equagdes utilizadas, n3oc produ-
zindo, portanto, efeito significativo.
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Figura 6.11 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARMAz, para N=64
e Maximo de Equac8es: (a) Sem Ponderacio,

(b) Ponderacfio com (N—m)a.

fis simulacdes com 0 conjunto de segiéncias de 2354 amostras

s80 apresentadas nas figuras &6.13 ¢ 46.14. A anialise destas figuras

leva as mesmas conclusBes atingidas para o caso com 64 amostras.
As curvas mais pronunciadas observadas nas estimativas da figura
6.14 s3o0 aqui consideradas atipicas

g€ interessante observar que as melhores estimativas do deno-
minador espectral, aquelas das figuras 6.12 e &4.14, s3o bastante
semelhantes entre si. Isto indica que mesmo é4 amostras s3ao sufi-

cientes para obtermos boas estimativas do denominador espectral do
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Figura 6.12 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARNAE, para N=84
e 8 EquacBes: (a) Sem Ponderacdo,

{b) Ponderacfo com (N-m)? .

RroCcesso Qﬁﬁéa. A suavidade de sua caracteristica espectral asse-
gura um decaimento suficientemente rapide da SAC como para
permitir-nos o uso de puucas equacdes. Logo, necessitamos apenas
das estimativas r“x{mj préximas a origem do eixo m, as quais sdo
bem estimadas a partir das 64 amostras.

Por outro lado, a tendéncia de polarizacdo no pico espectral
se féz sentir apenas com O uso do numero maximo de equagles, pPorem

n3o foi atenuada com o aumento do numero de amostras.
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Figura 6.13 Estimativas do DEM-ARMA do Processo ARMAQ, para N=20&
e Maximo de EquacBes: (a) Sem Ponderacio,
(b} Ponderacfo com (H-m)" .

D, Estimativa do Denominador Espectral do Processo ARMAa

0 processo QRHQS tem os mesmos polos do processo QRMAQ. Porem

cOmO eus zeros se encontram proximos a CRU, deverdo afetar de
forma adversa o desempenho do método MQEMYW, tal como ocorreu com
O Processo QRMA’.

Nas figuras 6.15 e 6.16 s3o mostrados os resultados para N=464
amostras, enquanto que as figuras &.17 e 6.18 se referem =ao caso

com 256 amostras.
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Figura 6.14 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARMAQ, para HN=256
e 8 EquacBes: (a) Sem Ponderacio,

(b} Ponderaclc com (Nwm)a.

Das figuras &.15 e &.16 observamos gque com &4 amostras o de-
sempenho do meétodo foi muito ruim tanto para o maximo de equagdes

como para B equagoes.

Para N=256, figuras 6.17 e 6.18, o aumento do numero de amos-
tras e, portanto, a melhor gqualidade das estimativas de autocorre-
lac3o, permitiu um aumento no desempenho. Entretanto, mesmo no me-
1hor caso, com O numero pequeno de equagdes, o desempenho ainda €

bastante ruim.
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Figura 6.15 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARNAS, para N=G4
e Méximo de Equacdes: (a) Sem Ponderacao,
(L) Ponderaclo com (N-m)?,

Fira evidente ao compararmos os resultados para 05 Processos
ARHAa e QRHAS, que a presenga dos zegros deste ultimo, localizados
entre os pdlos e proximos 3 CRU, afeta de forma drastica o desem-

penho do método MGEMYW. fOcorre uma polarizacao nas estimativas das

freqiéncias destes polos, gerando duas elevagBes espectrais ligei-
ras adjacente & posic3o onde deveria ocorrer o pico espectral lar-
go, presente na curva espectral tedrica do denominador do ARHAS‘
Tudo se passa como & houvesse uma tentativa de reproduzir a curva
espectral completa deste processo. Acreditamos que de fato esta €
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Figura 6.16 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARMAz, para N=64
e € EquacBes: (a) Sem PonderacSo,

(b) Ponderacio com (Nemd?,

a explicac80 para o0s resultados, e € uma conseqiéncia da tentativa
de estimar de forma separada os efeitos dos polos e dos zeros.
Enquanto estamos estimando os parametros do denominador ARMA de
forma isolada, n3c ha como direcionar 0 processo de estimagdc no
sentido de se ater apenas as caracteristicas do denominador, uma
vez que s30 as amostras do processo ARMA que proporcionam as in-
formacSes para tal estimativa. Por esta andlise, somente atraves
de estimativas simultdneas de numerador e denominador € que pode-

riamos atingir melhores resultados.
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Figura 6.17 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARMAQ, para N=256
¢ Miximo de EquacSes: (a) Sem Ponderacﬁag

(b) Ponderacio com (N—m)a.

E. ConclusBes gerais

s resultados obtidos na estimativa do denominador espectral

dos quatros processos ARMA(4, 2) atraveés do metodo MQEMYW permiti-
ram concluir que a localizac8o dos polos condiciona o numero de
equacles a ser utilizado. Tal numero deve ser elevado quando os
pélos se encontram perto da CRU, e prdoximo do minimo quando se

encontram afastados. Também, © uso da ponderagdo € necessario
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Figura 6.18 Estimativas do DEN-ARMA do Processo ARHA’, para N=2G66
e 8 EquacBes: (a) Sem PonderacBo,
(h) Ponderacfc com (N-m)?,
quando o numero de equag¢bes € elevado mas nio produz efeitos

5ig—

nificativos quando o numero de equacdes é pequeno. Os dois tipos
de ponderacdo examinados produziram resultados bastantes semelhan-
tezs Em funcie disto optou-se por um deles em

(N-m)2.

O resultados confirmaram também que os conceitos tedricos

particular o tipo

desenvolvidos na segdo 6.2 sobre a aplicac3o0 do metodo MOQEMYW. De

fato o desempenho do metodo mostrou ser altamente dependente da
jocalizacio dos polos do processo a ser analisado. Da mesma forma,

confirmou~-se a previsio de que © numero adequado de equa¢bes seria
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funcdo das caracteristicas espectrais do processo sob andlise.

A constatac8o do efeito da localizacdo dos zeros do processo
sob anslise no desempenho do método, principalmente quando os po-
los se encontram afastados e os zeros proximos & CRU, permitiu ob-
servar a limitac8o natural da estrateégia de estimaglo separada:
ns8o conseguimos isolar os efeitos de tais zeros sobre a estimativa
do DEN-ARMA. Assim, as estimativas deste tendem a reproduzir as

caracteristicas que deveriam ser retratadas pelas estimativas do
NUM-ARMA |

Observamos também que o método MGEMYW apresenta polarizaclo
na estimativa dos picos espectrais, a qual tende 3 real¢car tais
Picos, ou seja, existe uma polarizagio na estimativa da posicio

dos polos na direcdo radial, com tendéncia a localiza-los exagera-
damente proximos a CRU.

Finalmente, os resultados mostraram que o melhor desempenho
do meétodo MQREMYW ocorre quando os pdlos e zeros se encontram afas-
tados da CRU. O desempenho ainda € satisfatorioc quando os polos se
aproximam da CRU mas os zeros permanecem afastados, ou <quando os
polos e zeros se aproximam da CRU, porém também prdximos entre si.
0O pior desempenho ocorre com polos afastados e =zeros prdximos a

CRU, poreém todos situados em posigBes angulares proximas entre si.

6.5.3 EstimacZo do Numerador Especiral com Base no Método de
Durbin

Nesta secio ser3oc apresentados os resultados das estimativas
da DEP completa dos quatros processo ARMA(4, 2), utilizando o me-
todo de Durbin para a avaliar © numerador espectral. Nestas simu-
lacOes foram utilizadas algumas das estimativas do denominador es-
pectral de cada processo.

Temos por objetivo destacar que a qualidade das estimativas
da DEP depende da qualidade das estimativas dos parametros auto-
-regressivos, confirmar as conclusdes sobre o método MOEMYW obtidas
quando das estimativas do denominador espectral e confirmar as
conclusdes do capitulo 5 sobre as estimativas espectrais MA, agora

dentro do contexto da estimag8o do numerador espectral ARMA.
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Com hase nos resuitados da secBo 5.4, os wmetodos utilizados
para obter o modelo AR longo e a ordem atruibuida a este, foram:
- método Autocorrelacdo com a ordem do modelo AR longo

igual = ND/S {(ordem adequada para processos MA sem vales abruptos
na DBEP).

- método Covariadncia Modificado com a ordem do modelo AR
longo igual a ND/3 (ordem adequada neste método para processos MA
com vales abruptos na DEP).
onde ND=N-p, € o0 numero de amostras na saida do filtro que gera o
sinal residual MA a partir das amostras x[nl do processo ARMA, N ¢
o numero de amostras disponiveis e p € a ordem auto-regressiva
assumida .

g importante observar que consideraremos apenas as amostras
do sinal residual MA produzidas quando todos os registros do fil-
tro contém amostras xInl. Ser3o desprezadas aquelas referentes as
situacBes onde nem todos os registros contém amostras.

No decorrer desta, sempre que tratarmos dos métodos Autocor-
relaclo e Covariancia Modificado, estaremos nos referimos ao seu
uso na obtengdo do modelo AR longo no método de Durbin. Também,
utilizaremos apenas as estimatives do denominador espectral obti-

~ . 2
das com a ponderacao do tipo (N-m) |

A, Estimativas da DEP do Processo ARHAa

Para este processo ARMA_, com polos proximos a8 CRU e =zeros
afastados, o método MQREMYW apresentou melhor desempenho quando
utilizamos o maximo de eaquacdes e ponderacdo. Entretanto, calcula-~
mos as estimativas da DEP para as seguintes estimativas do denomi-
nador espectral: numero maximo de equa¢Bes e ponderacdo, 16 equa-
¢des com e sem ponderacio, B equacBes e ponderacdo, tanto para é4
como para £5& amostras.

0s melhores resultados obtidos sdao apresentados nas figuras
6.19 e 6.20 para as seqiéncias com &4 amostras e figuras 6.21 e
6. .22 para as seqiuéncias com 256 amostras.

Analisando inicialmente a qualidade destas estimativas em re-
lag3o as estimativas do denominador espectral, constatamos que 0o

conjunto de estimativas da DEP do processo ARH(—\G mostrou (indepen-
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Figura 6.19 Estimativas da DEP do Processo ARMAes N=64, Maximo de
EquacBes, Ponderacdo (H-m)s_a
{a) Método Autocorrelacio,
(b) Método Covarincia Modificado.

dente dos metodos Autocorrelacio e Covaridncia Modificado) o mesmo
padrio observado nas estimativas do denominador espectral, ou
seja;

- para N=64, as melhores estimativas espectrais foram

obtidas com o maximo de equa¢les e ponderagdo.

-~ para N=256, tal como na estimativa do DEN-ARMA, foram
obtidas boas estimativas espectrais, exceto no caso com o maximo
de equacbes e auséncia de ponderac8o. E, com base nos graficos das
estimativas, as melhores foram aquelas quando do maximo de equa-

ches e ponderacio.
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Figura 6.20 Estimativas da DEP do Processo ARMAgs N=64, 16
EquacBes, Ponderacéo (N-m>® e
{a) Método Autocorrelacio,
{b) Método CovariBincia Modificado.

- a qualidade aumenta com a elevacdSo do numero de amos-

tras.

Temos aquil uma primeira comprovacio de que a qualidade da es-
timativa da DEP-ARMA depende do grau de qualidade das estimativas
do denominador espectral.

Analicando 3 qualidade dos resutados em relagBo a estimacdo
do numerador espectral constatamos que:
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Figura 6.21 Estimativas da DEP do Processo ARMAE: N=2568, Nimero
Miximo de Equacdes
(a) Sem Ponderac8o, Método Autocorrelacéo,
{b) Ponderacdo (Nmm)s, Método Autocorrelacdo,

(c) Ponderacio (Nwm)a, Método Covariincia Modificado.
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Figura 6.22 Estimativas da DEP do Processo ARMABs N=25c, 16
Equac8es, Ponderacio N-m)° e
{a) Método Autocorrelacio,

(b) Método Covariincia Modificado.

- em geral, as diferencas entre as estimativas espec-
trais com os metodos Autocorrelac3o e Covaridncia Modificado foram
pequenas. Este resultado era esperado uma vez que 0§ zeros da par-
te MA se encontram afastados da CRU e, portanto, n3oc ha vales es-
pectrais abruptosg.

- com 64 amostras, nio foram significativas as diferen-
¢cas entre as estimativas espectrais com estes metodaos, principal-

mente para D Caso com O maximo de equacoes e ponderagao.
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- com 256 amostras, a qualidade das estimativas espectrais
foram ligeiramente melhores com o metodo Autocorrelacio.

Embora a ordem atribuida ao modelo AR longo no método Cova-
riancia Modificado seja acuela adequada para estimativas espec-
trais MA de processos com zeros proximos a CRU, tal fato n8o apre-
sentou influéncia negativa na estimativa da DEP do eprocesso ARMAQ.

Dado que o método Lovaridncia Modificado requer um esforco
computacional maior que o Autocorrelacdo e as diferencas entre as
estimativas fornecidas por ambos s30 pequenas, ctoncluimos que este
dltimo deve zer escolhido para estimar o NUM-ARMA de processos com
zeroe afastados da CRU, como o ARMAQ.

B. Estimativas da DEP do Processo ARKAs

No processo ARMA  (com pdlos ¢ zeros proximos a3 CRU) o método
MQEMYW, quando das sequéncias com 64 amostras, mostrou desempenho
semelhante entre 0s casos ponderados com 16 equacles e com O nume-
ro maximo de equacbes; quando das sequéncias com 254 amostras, o
melhor desempenho foi o obtido com miximo de equacbes e pondera-
cdo.

As estimativas do denominador espectral utilizadas para esti-
mar a DEP foram, com é4 e 256 amostras: maximo € 16 equacdes, am-
bas com & sem ponderacaoc e 8 equaclOes com ponderacaoc.

Parte dos resultados obtidos sdo apresentados na figura &.83
para as sequéncias com &4 amostras e figura 6.24 para as sequén-
cias com 236 amostras.

Observamos que as melhores estimativas da DEP com 25& amos-
tras provém do caso com maximo de esquacdes e ponderacio, enquanto
aue para 64 amostras n8o houve aumento significativo de gqualidade
a0 aumentar-se o numero de equacbes. Estas foram as conclusbes
quando das estimativas do denominador espectral, confirmando a im-
portancia da qualidade destas.

Tal como no processo ARHAG, observamos nas estimativas da DEP
que, em geral, as diferengas entre os resultades atingidos com o©s
meétodos Autocorrelacio e Covaridncia Modificade foram peguenas.
Independente do numero de amostras, ambos metodos forneceram bons

resultados.
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Figura 6.23 Estimativas da DEP do Processo ARMAI: N=64, Ponderacioc
(N-m>® e
(a) Maximo de Equa¢8es, Método Autocorrelacido,
(b) 16 Equacdes, Método Autocorrelacio,
{(c) 16 Equacdes, Método Covarifincia Modificado,
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Figura 6.24 Estimativas da DEP do Processo ARMAxs N=285&, Pondera-
L g 3
cio (N-m) e
(a) Miximo de EquacSes, Método Autocorrelacio,
(b)Y Miximo de Equac8es, Método Covaridncia Modificado,
(¢) 16 EquacBes, Método CovariSncia Modificado,



Cap. 6 Estimaclo Espectral Autc-Regressiva Média—-Ajustdvel pg. 128

0 n3p haver diferen¢as significativas entre as estimativas
espectrais obtidas com os meéetodos Autocorrelagio e Covaridncia
Modificado, € um resultado contrario sdquele quando da estimativa,
no capitulo 5, da DEP do processo MAz com zeros eroximos a LRU,
onde os resultados foram superiores com o método Covaridncia Modi-
ficado. Atribuimos isto a tendéncia do método MGEMYW de enfatizar
os pitos espectrais, a qual modelou o nulo espectral abrupto, do

processo ARHA;. quando da estimativa do denominador espectral.

C. Estimativas da DEP do Processo ARHAz

0 processo QRMAa tem seus polos e zeros afastados da CRU ¢ o
melhor desempenho do método foi obtido com o numeroc pequeno de
equacoes, M-q=8. Neste caso a ponderaclo nfo produziu efeitos sig-
nificativos.

fs estimativas do denominador espectral utilizadas para esti-
mar a DEP foram, para N=464 e 2356 amostras: o maximo e © numero pe-
queno de equacbes, ambas com ponderacio.

As figuras apresentadas s80: figura &.25 e figura &.246 parsa
as seqléncias com 64 ¢ 2546 amostras, respectivamente.

Independente do usoc do meétodo Autocorrelacdc ou Covariancia
Modificado, as estimativas da DEP mostraram o mesmo padrido obser-
vado nas estimativas do denominador espectral, ou seja, as melho-
res estimativas espectrais foram obtidas com o numerc pequenc de
equacdes. Entretanto, foi observado que as estimativas do denomi~
nador espectral com o numero pequeno de equa¢oes, foram semelhan~
tes para ambos conjuntos de amostras. Porem, o mesmo ndo aconteceu
nas estimativas correspondentes da DEFP, estas, com 2£5& amostras,
apresentaram menor varia¢8o que aquelas obtidas com 464 amostras.

Como foi comentado quando da estimativa do denominador espec-
tral deste processo, os ''dados” do metodo MQEMYW sfo as estimati-
vas da BAL, tal que se estas forem de boa qualidade o© vresultado
final sera bom (independente do numero de amostras). Por outro la-
do, no método de Durbin, o desempenho dos metodos utilizados para
obter o modelo AR longo depende muito do numero de amostras dispo-
niveis, sendo melhor quando este numero é elevado. Dai a diferenga
agora observada na qualidade das estimativas espectrais em func¢éo

do numero de amostras.
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Figura 6.25 Estimativas da DEP do Processo ARMAZ: N=64, Ponderacio
(N-m>® e
{a) Maximo de EquacBes, Método Autocorrelacio,
(b)) 8 Equac8es, Método Autocorrelacio,
(c) 8 Equacdes, Método Covarifincia Modificado,
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Ambos os meétodos, Autocorrelacdo e Covarid@ncia Modificado,
apresentaram bom desempenho e n3o houve diferencas suficientes pa-
ra destacar um deles. Isto era de se esperar, pois 08 zeros da
parte MA do processo ARMQz se encontram muito proximos & origem da
CRU.

D. Estimativa da DEP do Processo ARMAa

Para este processo, com polos afastados € zerpos proximos a
CRU, o metodo MOEMYW apresentou desempenho ruim pars ambos conjun-
tos de ampstras.

As estimativas do denominador espectral utilizadas para esti-

mar a DEP foram, tanto para 64 como 2356 amostras: maximo de equa-

cBes, 16 equacles e o numero pegqueno de equagdes M-q=B, todos com
ponderaci3o. Parte destes resultados s3c apresentados nas figuras
6.27 e 6.28 para as segiiéncias com 64 e 256 ampstras, respectiva-
mente .

Todas as estimativas da DEP tiveram o mesmo padr8o de baixa
qualidade observado nas estimativas do denominador espectral, o
que mostra de outra forma, a dependéncia das estimativas espec-
trais ARMA da qualidade das estimativas dos parametros auto-
-regressivos.

Podemos resumir os resultados obtidos da seguinte forma:

- com &4 amostras: todes as estimativas espectrais foram
de baixa qualidade, tal que n3c € possivel apontar o numero de
equacdes mais adequado no metodo MQEMYW, ou caracterizar qual dos
metodos, Autocorrelacdo ou Covariidncia Modificado, foi o melhor.

- com 236 amostras: por dispormos de um maior numerg de
amostras, a qualidade das estimativas foi melhor que no caso ante-
rior, poreém a polarizacioc e varidncioc ainda foram elevadas. Quanto
ao numero de equacOes no meétodo MQEMYW e & comparacBo entre os me-
todos Autocorrelacio e Covariadncia Modificado, repetimos os comen-
tarios acima.

Uma vez que os parametros auto-regressivos nao foram bem es-
timados, ndc ha garantia de que o processo residual seja de fato
uma aproximacfo da parte MA do processo ARMAa. Com 1isto podemos
reafirmar que o desempenho das técnicas de estima¢8o0 separada de-

pende fortemente da qualidade das estimativas do denominador ARMA.



Cap. 6 Estimocdo Espectral Auto-Regressiuva Média-Ajustdvel pg. 122

-0 : , R . . -5 X . . R .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.8 1] 0 0.2 0.3 0.4 0.8
Frequencia normalizada. Frequencia normalizada.
{a) media {a) ectimativas

_8 - -
- I i i i 1 i I3 i _29 A i i i "
mD 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 b.t 0.2 0.3 0.4 0.8
Frequencia normalizada. Frequencia normalizada,
(b media by estimativac

) : I ] -29

"i i L i 1 i n A 4 A i
Dﬂ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 Q 6.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequencia nornalizada. Frequencia normalizads.
(c) media {¢) estimativas

Figura 6.27 Estimativas da DEP do Processo ARHAaa H=64, Ponderacio
(N-m)” e
(a) Miximo de Equac8es, Método Covaridncia Modificado,
(b)Y 8 Equacdes, Método Covaridncia Modificado,
(c) 8 EquacBes, Método Autocorrelacdo,
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Figura 6.28 Estimativas da DEP do Processo ARﬁAaz N=256, Pondera-—
clo (N-m)® e
(a) Miaximo de EquacBes, Método Covariincia Modificado,
(b} 8 FEquacBes, Método Covariincia Modificado,
(¢) 8 EquacBes, Método Autocorrelacio,
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Isto nos leva a concluivr que os metodos sub-otimos de estima-
cao separada n3o s3c adequados para a estimativa espectral de pro-
cessos com polos afastados da CRU e zeros proximos a esta, como o

ARMAa, exceto quando dispomos de um numero muito elevado de amos~
tras (N)2S&) .

E, ConclusBes gerais

Os resultados obtidos nesta sec3o confirmaram que quanto
melhor as estimativas dos pardmetros auto-regressivos, melhor sera

a estimativa espectral. Em relacd3o a0 metodo MGEMYW, devemos wuti-
lizar um numero elevado de equagOes € ponderagio para Processos

com polos proximos a CRU, independente da localizaclo dos zeros e
do numero de amostras disponiveis. Porém, para processos com polos

e zeros afastados da CRU o numero de equacBes deve ser pequeno,
independente do numero de amostras,

Em relac8o ao método de Durbin, € mais indicado wutilizar o
método Autocorrelacio quando os zeros do processc ARMA se encon-
tram afastados da CRU. O método Covaridncia Modificado deve ser
empregado quando 0s Zereos se encontram proximos a CRU, embora, pa-
ra os cas0s 8qul estudados, as diferengas entre os resultados dos
dois métodos tenham sido pequenas, nio confirmando as conclusBes
do capitulo 5. Atribuimos isto ao fato dos wvales espectrais niop
terem sido abruptos e quando o foram, a gqualidade das estimativas

do denominador espectral ndo permitiu que as diferencas entre ecg-
tes métodos se destacassem.

Os resultados nos permitiram concluir que os métodos sub-
-otimos de estimacd3o separada n3o sfo adequados para a estimativa
espectral de processos ARMA com pdlos afastados e zeros prdximos a
CRU, porem todos situados em posigOes angulares préximas entre si.

Exceto quando o numero amostras disponiveis € muito elevado, a

qualidade das estimativas € ruim, particularmente na regiSo do
vale espectral.

Paralelamente, foram utilizados dois processos ARMA com picos

estreitos proximos entre si, ARHAa e ARHAt. As simulacOes mostra-
ram que o uso do metodo MGEMYW neste tipo de processo conduz a
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estimativas espectrais de alta resolucio, desde que utilizado com
maximo de equacles e ponderacio sobre o0s erros de aproximacio.
Esta caracteristica € particularmente importante, pois indica que
os métodos de estimac8o ARMA separada, s3¢ adequados para a
estimativa espectral de processos AR (com polos prdximos a8 CRUD
corrompidos por ruido, assim como para a deteccdo de sendides em

rulido branco.

6.5.4 Estimacdo do Numerador Espectral com Base nos Métodos

Correlograma e Periodograma

Nesta sec3c s3o apresentados os resultados das estimativas da
DEP dos gquatro processos ARMA(4, 2), utilizando os métodeos Corre-
lograma e Periodograma para estimar o numerador espectral, como
descrito na secdo 6.5

Temos por objetivo observar a viabilidade de se utilizar os
estimadores espectrais classicos sobre os processos residuais MA
progressivos e sobre 0% processos residuals prodressivos £ regres—
sivos simultaneamente, assim como tambeém comparar estas estimati~
vas com aquelas obtidas na segao anterior atraves do método de
Burbin.

Seja ND o numero de amostras na saida dos filtros progressivo
e regressivo na condicdo "cheia”. Tendo em conta os resultados da
secao 5.5, escolhemos 0s seguintes parametros para os dois meto-
dos .

- Janela triangular de comprimento 2C+1 e C=ND/10, com
&4 e 2546 amostras, para 0 método Lorrelograma.

- Janela de Hamming, 50% de sobreposi¢cio entre segmen-
tos e numero de amostras por segmento igual a2 ND/5S, para o caso de
64 amostras e ND/1@ para 256 amostras, no Periodograma.

As estimativas dos parimetros auto-regressivos utilizadas fo-
ram aquelas correspondentes ao melhor desempenho do método MQEMYW:
para 0% Processos ARMAG e ARHAl, maximo de equa¢des e ponderagilo,
para © Processo ARﬁAz, numero pequeno de equacdes, M-g=8, e ponde-

racdo. Para o processo ARMQS, optou-se pelo nuimero pequeno de e-
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quacoes e ponderacdo,
As figuras apresentadas para cada processo sio:

-~ PYOCESSO0 ARHQB: figura 6.29 com o meétodo Correlograma
figura 6.30 com o métocdo Periodograma.

1]

~ Processo RRMA‘; figura 6.31 com o metodo Correlograma
e figura 6.32 com o meétodo Periodograma.

~ Processo ARMAQ: figura .33 com o metodo Correlograma
¢ figura 6.34 com o método Periodograma.

- Processo ARMas; figura 6 .35 com o0 método Correlograma
e figura 6.35 com o meétodo Periodograma.

Os resultados obtidos para os trés primeiros processos foram

semelhantes e s30 0s seguintes:

- a utilizac8o dos residuos PpProgressivos-regressivos,
tanto no Correlograma como no Periodograma, propiciou resultados
semelhantes a0 caso dos residuos progressivos apenas.

- as estimativas com o meétodo Periodograma foram melho-
res que aquelas obtidas com o Correlograma, porém as diferencas
foram pequenas,

0 método de Durbin, propiciou melhores estimativas espectrais
que aquelas obtidas com o método Periodograma. Porém, as diferen-
cas foram peéuenas g menores ainda quando do processo ARMﬁz.

Nos Processos ARMAE, QRH91 e ARMAZ, a DEP tem praticamente =a
meema forma do denominador espectral e as estimativas que utiliza-
mos deste foram as de melhor qualidade. Assim, a tarefa legada aos
estimadores do NUM-ARMA para a complementac80 da estimativa de
DEP~ARMA € relativamente leve. Dai o bom desempenho destes e a se~
melhan¢ca dos resultados dos métodos classicos entre si e com aque-
les obtidos atraves do metodo de Durbin. Isto explica também a
pequena diferenca de desempenho entre os métodos Autocorrelagio e
Covariéncia Modificado para estimar o modelo AR longo no método de

Durbain.

Tambeém o0s zeros dos Processos ﬁRMaB e ARMAz se encontram pro-

ximos & origem da CRU, 8 0 processo ARMA1 tem somente um wvale
abrupto no espectro de poténcia. Em ambas situacdes o método Pe-
ricdograma tem bom desempenho.
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(a) os Residuos Progressivos e N=64,

(b) os Residuos Progressivos-Regressivos e N=64,

(c) os Residuns Progressivos e N=256,
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Figura 6,31 Estimativas da DEP do Processo ARMA

n Método
Correlograma Sobre

(a) os Residuos Progressivos e N=64,
{b)> os Residuos Progressivos e N=206,

(c¢) os Residuos Progressivos-Regressivos e N=256,
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Figura 6.33 Estimativas da DEP do Processo ARMAZ- Método

Correlograma

(a}) Sobre os Residuos Progressivos e N=E64,

(b) Sobre os Residuos Progressivos e N=256,

Em relaclo ab processo QRMQS temos que

a2 aualidade das estimativas com 44 amostras foi muito
ruim, como era esperado, e nao permite comparar os estimadores

tlassicos entre si. Também n83c houve diferenca significativas en-
tre os resultados obtidos com os residuos Progressivos OUu progres-
siQos-regressivos.

- com 256 amostras, a qualidade das estimativas espec-
trais ainda € ruim. 0 método Periodograma propiciou um desempenho
ligeiramente superior ao do Correlograma, como era de se esperar

em funcio do vale abrupto do espectro de poténcia. Novamente n8o
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Figura 6.34 Estimativas da DEP do Processo ARMA : Método

Periodograma

(a) Sobre os Residuos Progressivos e N=64,

(b)) Sobre os Residuos Progressivos e N=258,

houve diferencas entre o uso dos residuyos Progressivos € 2 progres-
sivos-regressivos. Em funcio da baixa qualidade do denominador
ecspectral, ndo @& possivel afirmar que as estimativas espectrals

tenham sido melhores com o método de Durbin.

Fm resumo, os resultados obtidos confirmaram novamente gque o©

desempenho do metodo Periodograma e superior ao Correlograma, pO-
rém inferior ao desempenho do método de Durbin.

Também mostraram que a utilizagc3o dos residuos progressives-
~regressivos nio resulta em estimativas espectrais de melhor qua-

lidade que aquelas obtidas com 0% residuos progressivos. A0  con-
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ARHAat Método

(a) Sobre os Residuos Progressivos e N=64,

(b) Sobre os Residuos Progressivos e N=225G8,

trarioc do gue seria esperado, pelo menos nos Cascs onde © 2 numero

de amostras € pequeno, em funcio da maior exploracio dos dados.

Por fim, nos casos onde a DEP e semelhante ao DEN-ARMA (zeros
afastadps da CRUY a substituic3o do método de Durbin peleo Periodo-
grama € satisfatdria. Este resultado é bastante siginificative pa~

ra 3 Analise Espectral, pois a substituicZo permite uma reducio no
esforgo computacional referente 3 estimativa do NUM-ARMA. Entre-

tanto, em aplicacdes onde se

necessita dos parametros média-

ajustavel, como, por exemplo, na modelagem de voz, tal substitui-

¢80 n3oc € possivel.
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Figura 6.36 Estimativas da DEP do Processo ARﬁAa: Hétodo
Periodograma
(a) Sobre os Residuos Progressivos e N=64,
(b) Sobre os Residuos Progressivos e N=256.
6,6 Conclusiio
Resuminde as conclusBes atingidas ao longo deste capitulo,
observamos que a qualidade das estimativas da DEP depende da dqua-

lidade das estimativas do DEN-ARMA. Por sua vez, o desempenho do

método MOGEMYW depende das caracteristicas espectrais do processo

analisado, ou seja, da localizacdo dos polos e zeros do mesmo.

Particularmente, a localizacio dos pdlos condiciona o0 numero de

equacBes que deve ser utilizado neste metodo: este numero deve ser

elevado gquando os polos se encontram perto da CRU, e pequeno, pro-
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Ximo do minimo, quando se encontram afastados.

Também foi analisado o uso de janela de ponderac3o sobre og
erros de aproximacdoc visando aumentar o desempenho do método. Qs
resultados mostraram que a ponderacd0 € necessaria quando o numero
de equa¢les € elevado, porém n8o0 produz efeitos significativos
quando este numeroc € pequeno. As pondera¢Bes utilizadas, (N-m)* e
(N“m)a. produziram resultados bastantes semelhantes, o que permi-
tiu optarmos pela ultima.

Foi constatado ainda que a localizagdo dos zeros do processo
tambem afeta o desempenho do método, degradando-~o a4 medida que os

zercs se aproximam a CRU, particularmente quando os pdlos do pro-
cesso se encontram afastados da CRU.

Em resumo, 0 melhor desempenho do método MQEMYW ocorre asuando
os polos e zeros se encontram afastados da CRU. Este ainda €& sa-

tisfatorio quando os polos e zeros se aproximam a CRU, porém ambos
proximos entre si. 0 pior desempenho ocorre com 05 polos afastados
e 05 zeros proximos a CRU, porém todos em posicfes angulares pro-
ximas entre 1.

Ainda em relac3o ao metodo MOQEMYW, este apresenta, principal-
mente gquando o numero de equacdes € elevado, polarizacBo radial na
estimativa da posi¢8o dos pdlos, com tendéncia a localizs-los mui-~
to proximos a CRU. Por outro lado, a constatacBo do efeito da lo-
calizac3o dos zeros permitiu observar a limitac3o natural dos
algoritmos de estima¢3o separada: ni3o foi possivel isolar os efei-
tos de tais zeros sobre a estimativa do DEN-ARMA, sendo dque estas
tendem a reproduzir as caracteristicas espectrais que deveriam ser
obtidas apenas auando da estimacio do NUM-ARMA.

Em relac8o aoc uso do método de Durbin na estimac3o do numera-
dor espectral, esperavamos atingir as mesmas conlusdes do capitule
2 sobre a utilizac¢80 dos métodos Autocorrelaco e Covarifincia Mo~
dificado na obtenc3o do modelo AR longo. Nos casos em que 08 Zeros
dos processos se encontravam proximos a CRU, era esperado que os
resultados do emprego do método Covariincia Modificado fossem su-
periores aqueles obtidos com o Autocorrelacdo. Entretanto, obser-
vamos que as diferen¢as entre 0s resultados com os dois metodos
foram pequenas, o que atribuimos ao fato da qualidade das estima-

tivas do DEN-ARMA n3co terem permitido que tais diferencas se des-
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tacassem. Contudo, =5 semelhancas entre os resultados mostram que
pode-gse utilizar o meétodo Covariancia Modificado quando 08 zeros
do processo se encontram proximos & CRU, porem o esforco computa-
rional neste método € maior que no Autocorrelac3o. Nos casos em
que os zeros se encontram afastados da CRU, © mais adequado utili-
zar o metodo Autocorrelac3o, tal como foi concluido no capitulo 5.

Quanto ao uso dos métodos cldssicos na estimac3o do numera-
dor espectral, concluimos, tal como no capitulo 5, gque o desempe-—
nho do metodo Periodograma & superior ao Correlograma, porém infe-
rior ao desempenho do metodo de Durbin. E nos casos em que a DEP e

semelhante ao denominador espectral {(ou seja, agueles onde o0s ze-

ros se encontram afastados da CRU), a substituigio do método de

Durbin pelo Periodograma e satisfatoria. Porem, tal substituigidc

ndo € possivel em situacdes onde se deseja o0s parametros media-
~ajustavel, como, por exemplio, na modelagem de voz.

Ainda sobre o uso dos métodos classicos, sua aplica¢3o sobre
08 residuns pProgressivos-regressivos nao resultou em melhores
gstimativas espectrais que aquelas apenas com 0% residups progres—
sivos, independente do numero de amostras. De modo que podemos op-
tar unicamente pelo emprego dos residuos progressivos, reduzindo
desta forma o esforgo computacional.

O0s resultados ao longo da secfo 6.5 de simulaches, também nos
permitiram conclulr que os meétodos sub-Otimos de estimagdo separa-~
da n3p sac adequados para a estima¢Bo da DEP de processos ARMA com
plos afastados e zerops proximos a CRU, porém todos situados em
posigdes angulares proximas entre si.

0 trabalho desonvolvido neste capitulo apresentou os seguin-
tes aspectos importantes:

- a andlise sobre o numero de equacdes e 0 uso de ponde-
racio no meéetodo MQEMYW, envolvendo quatro processos ARMA diferen-

tes e dois numero de amostras distintos.

- como resultado desta anglise foram obtidas estimativas
para da DEP-ARMA melhores que aquelas da referéncia [2], eprinci-
palmente para processos com polos e zeros afastados da CRU.

- a observacio da tendéncia de polarizaclo radial na es-
timativa da posi¢cio dos polos, no método MQEMYW. Esta observacao

nido foi encontrada em nenhum dos textos estudados.
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- a constatacio de que os metodos de estimacio separada
n3c s30 adecquados para a estimativa da DEP de processo ARMA com

polos afastados ¢ zeros proximos & CRU, porém ambos situados em
posicles angulares proximas entre si.

- a analise comparativa entre o métodoe de Durbin e os

métodos cldssicos na estimativa do NUM-ARMA e a conclusBo de que o

uso simultaneo dos processos residuais progressivos € regressivos

nos metodos classicos nd3oc melhora a estimativa da DEP-ARMA em re-

lacdo ao uso exclusivo dos residuos progressivos. Estes aspectos
nio foram encontrados nos textos estudados.

Também, o algoritmo do método MQEMYW sem ponderacSo, apresen-~

tado neste capitulo, foi utilizado como parte de um algoritmo para

a sintese de sinais de voz atraves da modelagem ARMA na tese da

referéncia [1B8], fornecendo bons resultados.
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CAPITULO 7

CONCLUSSES

Este trabalbho, cujo objetivo foi o estudo de métodos de esti-
macdo dos parametros dos modelos ARMA para Andlise Espectral, deu
inicio as pesquisas sobre a Andlise Espectral nesta faculdade.
Sendo assim foi tomadeo o cuidado de apresentar os principais con-
ceitos e méetodos da Andlise Espectral sem realizar um tutorial so-
bre a mesma. Contudo, algumas contribuicdes foram produzidas.

No capitulo 2 tratamos do problema inerente 3 Andlise Espec-

tral em virtude de se dispor, na pratica, de um numero limitado de
amostras do processo a ser analisado. Também foram apresentados os
estimadores da seqiéncia de autocorrelacio, os métodos cldssicos
Correlograma e Periodograma e uma breve discus8o sobre os modelos
parametricos.

Um ponto importante neste capitulo € o estudo tedrico sobre a
caracteristica de seqiiéncia positiva semidefinida das estimativas
polarizadas ¢ nSo-polarizadas da seqléncia de autocorrelagio. Tal
estudo confirma que as seqiiéncias de estimativas polarizadas de
autocorrelacdo s3o sempre positivas semidefinidas. Esta afirmacio
foi verificada nas simula¢des envolvendo o método Correlograma:
nelas as estimativas do espectro de poténcia foram sempre n3o-
~negativas. Este resultado também confirma o usc da janela trian-
gular para o truncamento da seqiiéncia de estimativas polarizadas
de autocorrelac¢8o, de forma a obtermos uma seqiéncia truncada po-
sitiva semidefinida.

No capitulo 5 foi desenvolvido o meétode de Durbin para a
estimag8oc dos parimetros do modelo MA ¢ a possivel substituigio
deste modelo pelos métodos cldssicos na estimativa do espectro de
poténcia de processos MA.

Embora o objetivo inicial deste capitulo fosse apenas o de
servir de suporte para o capitulo sobre estimacBo espectral ARMA,
o mesmo apresentou varios aspectos inéditos tais como: 1) o uso de
outros métodos além do Autocorrela¢3o para a obtenclo do modelo AR
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longo; &) a andlise da sele¢do da ordem do modelo AR longo em fun-
¢80 do método escolhido para sua obten¢io, do numerc de amostras
disponiveis e das caracteristicas espectrais do processo MA anali-
sado; 32) a aplicabilidade da caracteristica de alta resoclugSo dos
métodos de estimac8o AR na estimativa espectral de processos Ma
com vales espectrais abruptos e 4) a comparaciio entre o método de
Durbin e os estimadores cldssicos
As conclusdes atingidas ao longo do capitulo 5 foram:

- em relacdo ao método de Durbin: a estimativa espectral
com este método sera tanto melhor quanto melhor for a aproximac3o
fornecida pelo modelo AR longo. Esta, por sua vez, depende da lo-
caliza¢30 dos zeros, do numero de amostras disponiveis e do métode
de estima¢do do modelo AR longo. No caso em que 05 zeros se encon-
tram afastados da CRU, os resultados mostraram que a ordem adequa~
da para o modelo AR longo € um guinto do numero de amostras. Para
este valor os trés métodos utilizados para estimar o modelo AR,
Autocorrela¢do, Covaridncia e Covaridncia Modificado, forneceram
resultados semelhantes, prevalecendo ent3o0 o método Autocorrelac3o
em funcdo do menor esforco computacional. Para processos MA com
zeros proximo a CRU, os métodos Covarincia e Covarifncia Modifi-
cado apresentaram desempenho superior na estimacic do modelo AR

longo & a ordem adequada para este modelo € um terco do numero de
amostras.

- em relagdo aos métodos classicos: o desempenho do me-
todo Periodograma € superior ao do Correlograma, porém inferior ao
desempenho do método de Durbin, independente da localizaclo dos
zeros. Entretanto, os resultados mostraram que o método de Durbin
pode ser substituido pelo Periodograma gquando o numero de amostras
for bastante elevado. 0 método Correlograma nio apresentou condi-
cOes de ser utilizado em tal substituicio.

0 capitulo &, sobre estimag3c espectral ARMA, é o tema cen-
tral da tese e objetivou extrair o maior numero possivel de infor-
macoes sobre os métodos de estimacSo separada, a partir dos con-
ceitos teodricos apresentados e as simulacdes efetuadas.

Entre os aspectos mais importantes deste capitulo destaca-se

o estudo sobre o numero de equacdes e uso de janela de ponderaclo
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no algoritmo da analise de minimos quadrados das Equa¢des Modi-
ficadas de Yule-Walker para a estimativa dos parametros auto-
~regressivos do modelo ARMA. Tal estudo permitiu obter melhores
estimatives do espectro de poténcia de processos ARMA que aquelas
observadas na referéncia [2) e permitiu constatar que este algori-
tmo apresenta tendéncia de polarizacSo radial na estimativa da
posic3o dos pdlos. Por fim, destaca-se também a comparagio entre o

metodo de Durbin e os métodos classicos, agora dentro do contexto
da estimacEo0 do numerador espectral ARMA.

s principais contlusbes alcancadas foram:
~ a qualidade da estimativa do espectro de densidade de

poténcia depende da qualidade da estimativa do denominador espec~
tral.

- os metodos de estimaci3o separada nioc sio adequados pa-
ra estimar o espectro de poténcia de processos com polos afastados

€ zeros proximos a CRU, porém situados em posicOes angulares pro-
ximas .

~ o desempenho do algoritmo da analise de minimos qua-
drados das Equa¢Bes Modificadas de Yule-Walker depende da locali-
zac80 dos pdlos e zeros do processo, sendo melhor quando os polos
e zeros se encontram afastados da CRU, satisfatdrieo gquando ambos
s@ aproximam a3 CRU e ruim quando os podlos se encontram afastados e
os zeros proximo & CRU. O numero de equacdes neste algoritmo deve
ser elevado quando os pdlos se encontram prdximos & CRU e peaueno
quando os polos se encontram afastados. O numero elevado de equa-
¢8es exige o uso de ponderacio dos erros, ao passo que tal ponde-

ra¢ao nd3o produz efeitos significativos gquando este ndmerc e
PEAUEND .

- na estima¢So do numersdor espectral utilizando o meéto-
do de Durbin, constatamos que € mais adequado o uso do método

Autocorrelacdo na obtenc3o0 do modelo AR 1ongo quando os zeros se

encontram afastados da CRU. Poreém, a qualidade das estimativas do

denominador espectral, nos casos em que 0% zero se encontram pro-
ximos & CRU, n3o permitui confirmar a superioridade do método
Covariancia Modificado em relag3o ac Autocorrela¢So. Em relaclo ao

uso dos meétodos cliassicos, concluimos, novamente, que o desempenho
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do meétodo Periodograma € superior ao Correlograma, porem inferior
ao do Durbin. Entretanto, a substitui¢3o do método de Durbin pelo
Periodograma € satisfatdria nos casos em gque a densidade espectral
de poténcia € semelhante ac denominador espectral.

0 prosseguimento deste trabalho pode se dar em duas etapas.
Em primeiro lugar, € necessario estudar se as tendéncias da esti-
mativa do denominador espectral ARMA em reproduzir aspectos refe-
rentes ao numerador & gerar polarizac3o radial na estimativa dos
polos, se manisfestam em outros processos onde os zeros se encon-
trem em posicGes angulares afastadas daquelas ocupadas pelos
polos. Este estudo permitird avaliar o desempenho dos métodos de
estimacdo separada quanto ap posicionamento angular dos pclos e
Zerps e observar se o afastamento leva a uma melhor estimativa do
denominador ARMA nos casos mais dificeis tratados no capitulo 6.

Em seguida, pode-se tentar compensar a polarizac3o radisl na
estimativa dos pdlos, através de um fator de ajuste. Também, pode
ser avaliado o uso do algoritmo da variavel instrumental para a
solucdo das EquacBes Modificadas de Yule-Walker, como proposto no
texto de referéncia [331, onde é discutido o uso de uma ponderacio
dtima dos erros de aproximac3o que considere a3 parte media-
~ajustdvel do modelo ARMA. Tal proposta tem por objetive melhorar
a2 qualidade da estimativa dos para@metros auto-regressivos.

Sera interessante, ainda, um estudo sobre o comportamento dos
meétodos de estimag¢3o separada em fun¢S3o da ordem atribuida ao
modelo ARMA.

Por fim, naqueles casos onde 0s métodos de estimacSo separadsas
nfo oferecam estimativas espectrais de qualidade aceitavel, sera
necessario empregar outros métodos mais poderosos, tais como os

métodos Otimos de estimacio simultinea.
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