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Abstract

This work 1s concerned with the direction-of-arrival estimation of plane waves impinging
on a sensors array. This problem arises from applications such as radar, sonar and, more
recently, in wireless communications. Among the usual parameter estimation methods, the
parametric ones are more accurate than the spectral ones. In this work the parametric methods
are presented and classified in three categories. The first one consists of methods based on
the well known maximum-likelihood (ML) criterion, such as the IQML and MODE methods.
The second class is composed of methods that use the linear prediction concepts, such as the
Modified FBLP an the WTLS-LP. The last class is based on the subspace approach such as the
MUSIC, MINIMUM-NORM, ESPRIT and WSF methods. Those methods are presented using
an unifying formulation and notation, in which case the estimation is reached by minimizing
suitable and similar cost functions. The minimization process is carried out by using the least-
squares (LS) and total least-squares(TLS) approaches, as well as through variants that are
also presented. This unifying framework make it possible to compare the performance and
computational effort of the methods presented, showing the advantages and the disadvantages
of each one. In addition, we propose new methods based on the existing ones.

Sumario

Este trabalho aborda a aplicacdo de arranjo de sensores no problema de estimagao do
dngulo-de-chegada (DOA) de ondas planas. Uma vasta gama de aplicacdes nas mais diver-
sas areas se enquadram nesse problema, como em radar, sonar e mais recentemente em co-
municagoes méveis. Dentre os métodos existentes para estimacio de parametros, destacam-
se os paramétricos em relagido aos espectrais. Este trabalho classifica os principais métodos
paramétricos em trés categorias. A primeira consiste de métodos baseados no bastante co-
nhecido critério da maxima-verossimithanca (ML), tais como o IQML ¢ MODE. A segunda
categoria compreende os métodos baseados na predicdo linear, dentre os quais podemos citar
o FBLP Modificado e o WTLS-LP. A terceira consiste nos métodos que fazem uso dos sub-
espagos definidos pela matriz de correlagao dos dados disponiveis, como os métodos MUSIC,
NORMA-MINIMA, ESPRIT e WSF. Esses métodos sio apresentados neste trabalho de uma
forma unificada, na qual as estimativas desejadas sdo obtidas através da minimizaco de funcdes
custo adequadas e com mesma estrutura. Nesse processo de otimizacio fazemos uso do critério
dos minimos-quadrados (LS) e dos minimos-quadrados totais (TLS), além de suas variacdes
que também sao descritas. A visdo unificada proposta aqui torna possivel uma comparagao
de desempenho e esforco computacional entre esses métodos, evidenciando suas vantagens e
desvantagens. Além disso, torna também possivel a sugestéo de propostas para novos métodos
baseados naqueles existentes.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Processamento de Arranjo

O processamento de arranjo de sensores trata do processamento de sinais provenientes da
saida de um conjunto de sensores localizados em diferentes pontos do espago de interesse. Os
sinais incidentes no arranjo de sensores sao, em geral, oriundos do fenémeno de propagacio
de ondas [Haykin85]. O objetivo de tal processamento é, portanto, extrair informacdes tteis
do sinal transportado. Alguns pardmetros de interesse sio a localizagio das fontes geradoras
dos sinais, a velocidade de propagagio das ondas que transmitem o sinal, e as propriedades
temporais ou espectrais dos sinais (“assinatura”).

Quanto as aplicagdes do processamento de sinais obtidos por um arranjo de sensores pode-
mos citar exemplos em diversas areas de estudo, cada qual com seus objetivos e problemas
especificos. Na exploragdo sismoldgica, com o objetivo de levantar as caracteristicas fisicas do
solo em uma determinada regido. Em sonar passivo, no qual o sinal é captado por um arranjo
de hidrofones, com o intuito de se determinar sua estrutura espacial e temporal. Em radar, no
qual uma antena de transmisséo ¢ utilizada juntamente com um arranjo de antenas receptoras,
com o objetivo de estimar o espectro de poténcia do sinal recebido. Nesse caso o sinal recebido é
uma versao do sinal transmitido refletida pelos obstéculos ao longo do caminho de propagacao.
Na radioastronomia, o interesse é a radio-emissio de fontes celestes. Nessa aplicacdo um con-
junto de antenas € utilizado para reconstrucéo de imagens associadas ao espectro das fontes de
radio. Na tomografia, é utilizado para obter a imagem secionada de objetos. Na maioria dos
casos em tomografia, o objeto é “iluminado” em diversas direcées e a sua imagem é reconstruida
através dos dados obtidos na reflexéo dos sinais. Mais recentemente, encontramos aplicagdo do
processamento de arranjo de antenas em comunicacio méveis. Em sistemas de comunicagoes, 0
objetivo de tal processamento é propiciar o cancelamento de interferéncias através da formacéo
de um padrao de radiacdo adequado dado pelo conjunto de antenas, que privilegia a recepcao
dos sinais provenientes de uma determinada direcdo, simultaneamente anulando os sinais inter-
ferentes em outras dire¢des. O uso de arranjo de antenas em sistemas de comunicagoes também
possibilita combater o efeito “fading” através de técnicas de diversidade. Ainda em sistemas
de comunicagdes, tal processamento é 1til na elaboracio de técnicas modernas de multiplex
gem baseadas na disposigdo das fontes de sinais no espago combinados com cédigos (S-CD?
[Paulraja7].

Devido aos avangos nas técnicas de processamento digital de sinais, o termo proces-




de arranjo de sensores foi ampliado para englobar todo e qualquer processamento aplicado
em mais de um sensor, a partir dos quais obtemos versdes diferentes do sinal de uma mesma
fonte ou diversas fontes de sinais. As versdes do sinal recebido por cada sensor sio entdo
modeladas de forma adequada ao experimento para permitir a extracdo dos pardmetros de

interesse. Exemplos desse tipo de processamento de arranjo de sensores podem ser encontrados
em aplicagoes biomédicas [Krim96].

1.2 O Problema DOA

O fendémeno de propagacio de ondas ocorre sempre quando uma fonte geradora de distdrbio
¢ aplicada em um meio aberto. As ondas assim geradas sdo denominadas de ondas viajantes.
Essas ondas possuem a propriedade de transportar energia, cuja forma depende da natureza
fisica da fonte geradora. Uma outra propriedade é o fato dessas ondas tornarem-se essencial-
mente planas a longas distancias da fonte, em um meio ideal (infinito). Na verdade, as ondas
planas sao provavelmente a mais comum forma de propagacao de ondas e sdo também a base
para o processamento de arranjo de sensores de nosso interesse.

O problema DOA, que ser3 o principal objeto de estudo desse trabalho, consiste na obtencio
de estimativas precisas dos angulos de incidéncia de ondas planas que atingem um arranjo de
sensores, a partir da observagdo do sinal proveniente desse arranjo. Dentre as dificuldades
enfrentadas na solugdo desse problema podemos citar a presenca de ruido no sinal observado,
a limitacdo do tempo de observagdo, a proximidade entre os angulos de incidéncias de fontes
de sinal distintas e o esfor¢o computacional requerido para obter as estimativas finais.

1.3 Objetivos do Trabalho

Partindo do estudo de uma vasta variedade de métodos existentes para tratar o problema
DOA, constatamos a semelhanca entre diversas abordagens. Propomos, aqui, apresentar os
principais métodos ressaltando suas diferencas essenciais e suas equivaléncias. Para esse fim
apresentaremos inicialmente as ferramentas e procedimentos comuns a esses métodos. Atraveés
de uma notagao unica, serd possivel descrever os métodos existentes na literatura como uma
composigao dessas ferramentas e procedimentos [Colares2000b)].

Como fruto dessa abordagem unificada, sers possivel uma comparagao qualitativa entre

os métodos existentes, além de permitir a proposta de novos métodos que potencializam suas
principais vantagens.

1.4 Organizacao dos Capitulos

Capitulo 2

Neste capitulo, apresentaremos as técnicas mais comuns de estimagao de parametros. Desta-
caremos as técnicas paramétricas e o uso da abordagem de subespacos. Apresentaremos o
modelo de sinal utilizado nos capitulos seguintes, definindo com precisao o parametro DOA.
arranjo de sensores do tipo linear e uniforme serd escolhido como o tipo de arranjo empre-



no problema DOA, e as equacdes para o sinal obtido através desse arranjo também serdo
apresentadas.

Alguns resultados estatisticos também serdo apresentados nesse capitulo, estabelecendo
dessa forma a notagdo utilizada no decorrer do trabalho.

Capitulo 3

Neste capitulo descreveremos trés categorias basicas de procedimentos parametricos voltados
para estimacgdo do parametro DOA: o critério da maxima-verossimilhanca(ML), a predicdo
linear e aqueles baseados na decomposicio de subespacos.

Apresentaremos uma reparametrizagio do problema DOA original que sera adequada para
unificar esses grupos de procedimentos através de um problema de minimizacao com mesma
estrutura.

Capitulo 4

Neste capitulo apresentaremos os procedimentos mais comuns utilizados nos problemas de
minimizacao que surgem do problema DOA. O critério clédssico dos minimos-quadrados(LS) e
sua extensao denominada de minimos-quadrados totais(TLS) serdo apresentados e confronta-
dos. As solugdes possiveis para os dois critérios também serao derivadas.

Destacaremos nesse capitulo as diversas formas de interpretacio dos problemas de mini-
mizacdo no contexto LS e TLS.

Capitulo 5

Neste capitulo apresentaremos variagoes ao procedimento TLS decorrente da inser¢ao de
informagdes adicionais ao problema de otimizagdo original. Essas informacdes seriio tratadas
como restrigdes a solucdo TLS classica, dando origem aos algoritmos STLS, CTLS ¢ WTLS.

Os algoritmos citados serdo apresentados no contexto da predicio linear permitindo a cons-
tatagao das equivaléncias existentes entre os mesmos.

Capitulo 6

Neste capitulo apresentaremos os métodos paramétricos existentes para abordar o problema
DOA. Os métodos serdo classificados dentro das estratégias apresentadas no Capitulo 3, desde
a sua concepgao inicial até suas variagbes mais particulares. Alguns métodos de estimacao de
pardmetros que nao foram concebidos para tratar especificamente o problema DOA, também
serdo descritos por apresentarem estruturas semelhantes e serem passiveis dessa aplicagdo.

Esse capitulo atinge, portanto, os principais objetivos desse trabalho.




Capitulo 2

Abordagem Geral do Problema

2.1 Introducao

Técnicas modernas de processamento de sinais em arranjo de sensores, referidas aqui como
processamento de arranjo, baseiam-se na escolha adequada do modelo estatistico utilizado
para descrever os campos de ondas, através dos quais podemos interpretar o processamento
de arranjo como um problema estocdstico. Tal abordagem nos permite aplicar resultados
conhecidos de técnicas de estimacao de espectros ou de pardmetros.

Além das técnicas empregadas no processamento, existem algumas classificacdes para o
processamento de arranjo de sensores quanto ao modelo de sinal e tipo de arranjo. O modelo
para o sinal serd apresentado desde a forma mais geral até uma forma mais especifica de nosso
interesse, a partir da qual definiremos o pardmetro DOA. Neste modelo, as fontes dos sinais
podem ser classificadas como ndo-correlacionadas, no caso de serem independentes umas das
outras e parcialmente correlacionadas ou completamente coerentes. Quanto a fonte de radiagdo,
esta pode ser proveniente de um meio difuso e, portanto, distribuida no espaco, ou vir de fontes
isoladas com extensao angular finita [Pillai89].

O arranjo de sensores, por sua vez, pode tomar uma variedade de formas geométricas
dependendo da aplicacdo de interesse [Haykin85]. A configuracio mais utilizada é a linear, na
qual sensores de um mesmo tipo sdo dispostos uniformemente espacados ao longo de uma linha
reta imaginaria. Uma outra configuracdo comum ¢é a planar, na qual os sensores formam uma
grade retangular ou circunferéncias concéntricas.

2.2 Técnicas de Processamento

As ferramentas fundamentais para o processamento de sinais através de arranjo de sensores
sdo a correlagao e/ou a andlise espectral. O uso da correlacio se justifica através do conceito
de filtro casado, quando dispomos do conhecimento a priori do sinal. A andlise espectral inclui
uma vasta gama de técnicas desde as mais tradicionais baseadas na transformada de Fourier
até técnicas que dependem diretamente dos dados, como o caso da maxima-verossimilhanca
(ML).

As técnicas denominadas de conformacio de feixe (“beamforming”), foram precursoras no
tratamento de aplicagdes de arranjo de sensores [Haykin85]. Essa técnica procura ajustar os



ganhos dos sensores, no caso antenas, de forma a obter um padrao de radiagéo adequado para
todo o arranjo. Os ganhos dos sensores sdo entéo ajustados de forma que o arranjo apresente
um ganho maximo na diregao da fonte do sinal desejado e ganho minimo ou nulo na direcio
das fontes de sinais interferentes.

De um modo geral, as técnicas de processamento podem ser classificadas como a seguir.

2.2.1 Técnicas Espectrais

As técnicas espectrais fazem uso do espectro, ou de uma funcdo tipo espectral através de um
mapeamento adequado, em uma ou mais dimensdes, para levantar as caracteristicas principais
dos sinais incidentes em um arranjo. Um espectro estimado pode fornecer ainda uma melhor
separacao das caracteristicas entre o sinal e o ruido. No processamento de arranjo de sensores,
o interesse se limita aos valores de um conjunto restrito de varidveis como a direcio, velocidade
e frequéncias.

Até o final dos anos 60, 0 método mais comum para obtengéo da estimativa de um espectro
era a transformada de Fourier, como por exemplo no método do Periodograma. Posteriormente
surgiram novos procedimentos de anélise espectral baseados em modelos, como o algoritmo de
Burg [Kay88].

A andlise espectral paramétrica consiste no desenvolvimento de um modelo para o processo
estocéstico observado, o qual deverd ser perfeitamente especificado através de um conjunto de
parametros. Diferente dos procedimentos anteriores, que se concentravam na estimacio di-
reta da seqiéncia de autocorrelagdo do processo, os procedimentos paramétricos simplesmente
estimam os parametros do modelo especificado. Como exemplo desses modelos estatisticos
para esse fim podemos citar os modelos autorregressivos (AR), os de média-ajustével (MA) e
a composigao desses dois denominada de modelo autorregressivo de média-ajustdvel (ARMA)
[Box76], [Makhoul75]. Embora com algumas limitagdes, os procedimentos baseados em mo-
delos paramétricos apresentam caracteristicas de alta-resolugdo e melhores estimativas que os
procedimentos nao-paramétricos, principalmente quando dispomos de um pequeno conjunto de
dados. No entanto, os procedimentos nado-paramétricos baseados na transformada de Fourier
ainda sao utilizados pela sua simplicidade de célculo e aplicabilidade. Recentemente, alguns tra-
balhos apontam para o aprimoramento dos métodos de janelamento baseados na transformada
de Fourier discreta [Sacchi98].

Uma das principais figuras de mérito das técnicas de processamento de arranjo é a sua
capacidade de resolugao. O conceito cldssico e intuitivo de resolucio espectral refere-se a
capacidade de distinguir freqiiéncias proximas entre si. Tipicamente a resolucéo est4 relacionada
as medidas espectrais que apresentam picos na posicao das freqiiéncias do sinal ou préximas a
essas. Quando existe um nimero de picos espectrais igual ao niimero de freqiiéncias distintas,
as freqliéncias sao consideradas resolvidas.

Uma das limitagoes dos métodos espectrais é o fato da sua resolucdo ser diretamente de-
pendente do tamanho fisico do arranjo (“abertura”), independentemente da relacio sinal-ruido
(SNR).

Existe uma classe importante de estimadores de espectro de poténcia que vale a pena ser
destacada. Tais técnicas de estimagdo sdo baseadas no critério em probabilidade da mdzima-
verossimilhanca (ML). Esse critério apresenta uma alta capacidade de resolucio e nenhuma
dificuldade parti-cular na aplicagdo em arranjos de qualquer geometria ou para o caso multidi-



mensional [Ottersten93].

Dentre os procedimentos baseados em modelos paramétricos para a analise espectral desta-
cam-se também aqueles baseados em subespacos que utilizam propriedades geomeétricas do
modelo de sinal, como o método MUSIC espectral. Nesses procedimentos a capacidade de
resolugao independe do tamanho fisico do arranjo de sensores, desde que a quantidade de dados
e/ou a SNR sejam suficientemente grandes e o modelo reflita precisamente o cendrio real.

2.2.2 Técnicas Paramétricas

Particularmente para cendrios envolvendo sinais parcialmente correlacionados ou mesmo
coerentes, o desempenho das técnicas espectrais torna-se insatisfatério. Uma alternativa para
superar essa limitagao ¢ explorar o modelo de sinal utilizado. Essas técnicas, denominadas aqui
de paramétricas, sdao aquelas em que o resultado de interesse surge néo mais na forma de uma
funcdo, mas através de um conjunto finito de pardmetros, mesmo que tais parametros sejam
oriundos da parametriza¢io de uma funcao espectral.

As técnicas paramétricas sao, em geral, mais eficientes e robustas que as técnicas espectrais.
Porém, sua implementagdo apresenta algoritmos mais complexos e alto esforco computacional,
geralmente exigindo buscas multidimensionais para obter as estimativas finais dos pardmetros.
No caso de arranjo linear com sensores uniformemente espagados, tais buscas podem ser evitadas
sem perda consideravel de desempenho.

Procedimentos que fazem uso da extracao das raizes de um polinémio para obter suas esti-
mativas, bem como os métodos mais modernos baseados no critério da méxima-verossimilhanca
(ML) eos baseados em subespagos, fazem parte de exemplos de aplicacio das técnicas paramétri-
cas.

Nestas técnicas a nocao de resolugio nao é trivial, sendo necessario uma abordagem baseada
em estimacao de parametros.

2.2.3 Outras Técnicas

Técnicas baseadas na estrutura do sinal, diferentemente das técnicas mais tradicionais,
utilizam informagdes adicionais do sinal observado. A estrutura cicloestacionaria do sinal, bem
como o uso de estatisticas de ordens superiores sdo geralmente incorporadas nessas técnicas
[Shamsunde94].

Quanto ao desempenho, tais técnicas geralmente exigem um grande quantidade de dados
para apresentar resultados satisfatérios. Conseqiientemente, apresentam uma convergeéncia
lenta comparada com as técnicas descritas anteriormente.

Neste trabalho abordaremos apenas os métodos paramétricos, destacando os baseados no
critério ML e aqueles baseados em subespacos.

2.3 Modelo de Sinal Paramétrico para DOA
2.3.1 Modelo de Onda

Considerando a condigdo de campo distante da fonte geradora, em um meio 1sotrépico in-
finito, e fontes pontuals, as ondas viajantes podem ser caracterizadas através dos seguintes



parametros: amplitude em um dado instante de tempo (t), freqiiéncia e uma posicio deter-
minada pelo vetor r, que indica um ponto no espaco medido a partir da origem do sistema
de coordenadas cartesianas, conforme a Figura 2.1. Portanto, em uma localizacdo do plano

definida pelo vetor r, a fun¢do de onda possui a seguinte dependéncia com o tempo [Pillai89],
[Haykin85

E(t,r) = s(t)el(wet=vrT), (2.1)
na qual v é chamado de vetor de onda na direcdo da propagacio da onda, e sua magnitude
|v| = 27 /A é denominada de nimero de onda, onde A. é o comprimento de onda na direcio
de propagacao.

Y
Fonte m de Sinal
DOA
O
‘,\ Sensor n
-y m
0 "o
0 X

Figura 2.1: Geometria do modelo paramétrico em duas dimensées.

O argumento da funcdo de onda em (2.1) dado por (wct —v-rT) é denominado de fase.

Dessa forma, podemos ainda definir frente de onda como o conjunto de pontos com mesma fase,
em um tempo fixo ¢.

Por sua vez, a versao em banda bésica da funcio de onda transmitida pode ser expressa
genericamente por

E(t,r) = s(t)e~vr), (2.2)

na qual s(t) = A(t)e?*®) é o sinal transmitido, suposto variar mais lentamente do que a porta-
dora e?“<* [Zatman98].

2.3.2 Parametro DOA

Considerando um meio linear, no qual o principio da superposigao é vélido, podemos con-
siderar os efeitos de varias ondas separadamente. A expressdo (2.2) traz informacées no tempo
e no espago, sendo, portanto, um modelo adequado para distinguir sinais com parametros
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espago-temporal distintos. Dentre esses pardmetros destacamos o parametro DOA (diregao
de chegada) ou AOA (&ngulo de chegada), geralmente definido pelo dngulo de elevacio em
conjunto com o azimute [Haykin85], [Krim96].

Podemos notar que o argumento do vetor v indica a direcio de propagacao da onda plana.
Portanto, teremos

v =|v|[senf, cos ], (2.3)

no qual o par (senf,cosf) indica uma coordenada no plano, e 6 indica o angulo de incidéncia
vertical da onda, definido no sentido hordrio relativo ao eixo vertical, conforme a Figura 2.1.
O pardmetro DOA, dado pelo valor do angulo 6, define, portanto, a direcio angular de cada
fonte de sinal.

Considerando que um dado sensor n é representado por um receptor pontual em uma co-
ordenada espacial dada pelo vetor r,, = [r,,,7,]7, 0 campo medido nesse sensor devido a uma
fonte m com elevagao 6, (DOA) em um dado instante ¢ serd dado por

Eon(t,00) = s (t) eV ml(razsendm trny cosbo)], (2.4)

Podemos, entao, modelar o sinal obtido na saida do n’ésimo sensor relativo & m’ésima fonte
de sinal como

mn,m(t) — gn(gm)e—jlvm](rnxseném +rny cos gm)Sm(t), (25)

na qual g,(0) é o ganho do sensor n na direcio 6,,.

O parametro DOA, conforme a aplicacio, pode trazer informagdes sobre a posicao de alvos
em radar, sonar ou a localizacdo de sinais interferentes em sistemas de comunicacoes.

Em algumas aplicagoes, o pardmetro DOA pode ser utilizado juntamente com outros para-
metros como velocidade de propagacio, polarizagdo e propriedades espectrais dos sinais cap-
tados. Desta forma, cada emissor é geralmente associado a um conjunto desses parametros,
possibilitando uma melhor caracterizacio e distin¢io dos mesmos.

Tradicionalmente, técnicas convencionais baseadas em espectros utilizam a medida da potén-
cia de saida do arranjo em fungéo do dngulo de direcdo de chegada para a obtencao do parametro
DOA. Neste caso, os picos da distribuigao de poténcia sio tomados como as verdadeiras diregbes
de chegada dos sinais presentes na porgiao do meio observada ou “iluminada’.

Nas técnicas paramétricas, o parametro DOA é estimado através da escolha do valor que
melhor se ajusta ao sinal recebido. O ajuste étimo para os pardmetros desconhecidos geralmente
€ obtido atraves da minimizagdo de uma funcéo custo. Em alguns casos pode ser numericamente
favoravel realizar uma reparametrizacao do problema inicial.

2.4 Arranjo Linear Uniforme (U.L.A.)

Os arranjos lineares uniformes sao aqueles em que os sensores estdo uniformemente dispostos
sobre uma linha reta. A grande vantagem do uso de arranjos lineares uniformes é a simplicidade
matematica do modelo do sinal na saida do arranjo. Quando uma onda plana atravessa um
meio nao dispersivo, a linearidade permite representar o sinal na saida de qualquer sensor
Imerso nesse melo como uma versao retardada ou adiantada no tempo em relacio a um sensor



de referéncia. Desta forma, as diferencas de fase dos sinais recebidos por cada sensor, que estao
associadas aos parametros DOA’s, sdo transformadas em diferencas temporais e o problema
inicial reduz-se a um problema cléssico de estimagao de atrasos. Por esse motivo, a medida do
tempo de atraso ¢ fundamental em problemas de processamento em arranjos lineares.

Uma outra vantagem da geometria linear é a possibilidade de interpretar o arranjo como um
filtro temporal com resposta finita (FIR), no qual os ganhos do filtro sio dados pelos ganhos
dos sensores. Através dessa analogia, todas as técnicas de estimacio existentes para séries
temporais podem ser aplicadas no problema de determinagdo do pardmetro DOA no espaco.

Em situacOes praticas, é possivel a existéncia de varias fontes de sinais emn diferentes direcées
irradiando ao mesmo tempo. Sobre esses sinais geralmente incide ruido gerado pelos amplifi-
cadores dos sensores e por outras fontes de ruido néo distinguiveis de baixa intensidade.

A

Y

Fonte m de Sinal
(N-1) d =% Arranjo de
i Sensores

Frente de
Onda

=
0 X

Figura 2.2: Arranjo Linear Uniforme (A.L.U.).

Consideremos, aqui, um arranjo linear vertical composto por N sensores, uniformemente
espagados por uma distancia d, com M ondas planas incidentes, de faixa estreita e com a
mesma freqiiéncia de'portadora (w.). A Figura 2.2 ilustra a m’ésima onda incidente na direco
indicada pelo vetor v,, em um arranjo posicionado verticalmente na origem do plano zy. Neste
modelo, o n’ésimo sensor € indicado pelo vetor posicéo r, = [0,7,,]7, com r,, = nd.

Considerando o sinal produzido pela m’ésima onda incidente no n’ésimo sensor no instante
t, conforme (2.5), e tomando como referéncia o sensor posicionado na origem do arranjo ry =
[0,0]7, teremos na sua saida

Zrm(t) = Gn(Om)sm(t) exp [—jn (2nd/X.) cos (,,)], (2.6)

comn=01,....N-1,m=12,...,M, e |v]=27/)..
Definindo a amplitude complexa do sinal s,,(¢) como

sm(t) = Am(t) exp [jom(t)], (2.7)

e o angulo de fase elétrica, associado a m’ésima fonte de sinal, como



2md

b = — ", cos (0,,), (2.8)

teremos (2.6) dado por

xn,m(t) = Sm(t)an(¢m)7 (29)

na qual an(@m) = gu(dm) exp [Jndm].

Assumindo que todos os elementos possuem a mesma diretividade Gn(0m) = g(¢n), paran =
0,1,...,N —1, e que o ganho independe da direcio, como no caso de um arranjo composto por
antenas ominidirecionais, teremos g(¢.,) = g, para m = 1,2, ..., M. Podemos ainda considerar,
sem perda de generalidade, g = 1, obtendo a,(¢,,) = exp [ndn].

Podemos concluir, portanto, que para sinais de banda estreita, quando entdo s,,(¢) varia
lentamente com o tempo comparado com a portadora, os sinais recebidos pelos sensores diferem
entre si apenas por uma defasagem, a qual é um muiltiplo de ¢,, dado em (2.8). Esta, por sua
vez, depende somente do espagamento entre os sensores e do angulo de chegada da onda plana
considerada.

Podemos notar ainda que com o conhecimento de &, poderemos inferir o angulo de in-
cidéncia 8, através da relacao

2md

Interpretando o angulo de fase elétrica ¢,, como uma freqiiéncia e levando em conta a
expressdo em (2.9), toda técnica existente para estimar freqiiéncias de exponenciais complexas
poderd ser utilizada para estimar o parametro DOA.

A expressdo (2.9) define, portanto, o sinal complexo na saida do n’ésimo sensor devido &
m’ésima onda plana, no instante t. O somatério das contribuicdes produzidas pelas M ondas
planas incidentes resultard no sinal z,(t) dado pelo n’ésimo sensor. Isto &,

0,, = cos™* [ A(bm] : (2.10)

M
Zn(t) =Y $m(t)an(bm), paran =0,1,.... N — 1. (2.11)

mz=1

2.4.1 Modelo do Sinal

A esséncia do processamento de sinais de um arranjo voltado para a determinacio do
angulo de chegada de ondas planas consiste em um problema de estimacdo de parametros.
Os parametros podem ser: azimute, elevacdo, polarizacdo, forma de onda, freqliéncia temporal,
etc. O parametro DOA, no caso, é composto pelos pardmetros azimute e elevacio do sinal. No
caso de arranjos lineares fixos e considerando o azimute conhecido, apenas o parametro elevacao
€ necessario para determinar o pardmetro DOA (ver Figura 2.2).

A malor parte das técnicas modernas de abordagem do processamento de arranjo sao
baseadas em modelos para o sinal. Para a determinacio de um modelo til algumas con-
sideragoes devem ser estabelecidas com relacdo ao sinal observado.

Considerando o sinal composto em (2.11) para cada um dos N sensores do arranjo, teremos
o sinal na saida desse arranjo, associado a cada onda incidente, dado vetorialmente por
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Xm(t) = sp(t)a(dn), param =1,2,...., M, (2.12)

CcOom ) ' T
aAlgm) = [ 1 eim ... dVDom 1T (2.13)

onde a(¢) é denominado de vetor de diregdo (“steering vector”).
Considerando, agora, o sinal produzido pelas M fontes de sinais em (2.12), teremos

M

Xl =D sm(t)alem), (2.14)

mz=1
na qual o subscrito Nx1 indica a dimensao do vetor.

Na pratica, o sinal observado na saida de qualquer um dos sensores difere do sinal teérico
por uma componente aditiva produzida por ruido. O ruido considerado pode ser proveniente
do espaco (ruido ambiental), do amplificador do receptor (ruido térmico) ou mesmo provocado
por erros de medida. Este ruido é geralmente modelado como branco, Gaussiano e de média
nula. Podemos, assim, modelar o sinal na saida do arranjo de sensores como

YOl = By + D)y (2.15)

onde n(t) representa o somatério das fontes de ruido. Consideraremos a hipétese de que as
causas naturals responsaveis pela geragéo do sinal e do ruido néo sdo relacionadas, assumindo
que o sinal e o ruido sdo mutuamente descorrelacionados.

De forma mais compacta e geral podemos reescrever o sinal em (2.15) como

[Y(t)]]\f'(l = [A(gb)]N*cM [S(t)}Mxl + {n(t)}le , com qb = {¢17 T @IIW} 5 (216)
T
onde s(t) = [ si(t) - sm(t) ] e A(¢) = [ a(¢y) --- a(on) ] é a matriz cujas colunas sao
os vetores de direcao, a qual possui uma estrutura bastante simples e ttil, da forma
1 1 e 1
el ei%2 - eI Pu
A(g) = . : . : ,com N > M, (2.17)
GIN-Dér Gi(N=1)da .. i(N-1)one

NxM

conhecida como matriz de Vandermonde, a qual passaremos a nos referir apenas como A.
Podemos notar que para o caso de fontes de sinais totalmente independentes, com angulos
elétricos de valores distintos de tal forma que ndo exista uma combinacio linear entre seus
valores, teremos as colunas de A linearmente independentes e, conseqiientemente, o posto de
A serd cheio e igual & M. Caso contrério, o posto de A serd menor que M.

No decorrer deste trabalho consideraremos que a matriz A tem posto cheio e igual a M
independentemente dos valores de ¢;, para 1 =1,2, ..., M.

Na pratica, dispomos apenas de amostras do sinal em (2.16) tomadas nos instantes t = kA¢,
onde At indica o intervalo de amostragem do sinal e k um nimero inteiro positivo.

Consideraremos, ainda, o fato de dispormos de apenas um quantidade finita de amostras
do sinal y(?), consideradas nos instantes ¢ = kA¢, para k = 1,..., K, dando origem & seqiiéncia
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{y(k) ?:.:1? onde A indica o nimero de instantes de amostragem ou experimentos disponiveis
(“snapshots”).

Dois diferentes tipos de sinal podem surgir do modelo em (2.16) quanto ao sinal s(t) para
t = kAt, dado por s(k). O primeiro é denominado de modelo condicional ou deterministico e
assume que a sequéncia s(k) ndo é aleatéria, embora desconhecida. Isto é, a seqiiéncia s(k) néo
é alterada em todas as realizacdes de y(k). Neste modelo apenas a seqiiéncia n(k) varia a cada
realizacdo. No segundo modelo, denominado de incondicional ou estocdstico, a sequéncia s(k)
é considerada aleatoria, sendo alterada a cada realizagdo de y(k) [Stoica90c].

A denominagao de modelo deterministico/aleatério nio é apropriada uma vez que s(k), para
k fixo, pode ser aleatério em termos de suas M componentes, em ambos os modelos. Devido a
essa interpretacao a terminologia condicional/incondicional serd utilizada para os dois modelos
descritos.

2.5 Aspectos Basicos

Introduziremos, agora, a notagio e formulagdes matemdticas que servirio de base para
os diversos métodos existentes voltados para a obtencio do parimetro DOA. A apresentacao
prematura das expressoes e resultados a seguir visa evitar a replicacio daquelas comuns aos
métodos a serem apresentados, bem como facilitar uma comparacio futura entre os mesmos.

Conforme foi enfatizado anteriormente, a correlacio é uma das ferramentas mais dteis na
estimacao de parametros. Essa informacdo é obtida através da matriz de correlacdo espacial
para o sinal na saida do arranjo. Partindo de (2.16), com t = kAt, teremos

R(k,i) = E{y(k)y"(i)} = AE {s(k)s"(i)} AT + E {n(k)n" (i)}, (2.18)
com k,1 = 1,2,..., K, onde E {-} simboliza esperanca estatistica, e E {n(k)nH(z)} = o%18;; é
a matriz de correlagdo do ruido, na qual dz; simboliza a funcio delta de Kronecker (6rs = 1,

para k =t e d; = 0, caso contrario). O ruido com essas caracteristicas é denominado de ruido
espacialmente branco.

Em um modelo genérico consideramos o sinal s(k) definido pelos pardmetros amplitude e
fase em um dado instante de tempo ¢ = kAt. Neste modelo, tanto a amplitude como a fase
podem variar com o tempo. Neste caso, a matriz de correlacio entre esses sinais sera dada por
E{s(k)s”(:)} = P(k,%), onde P(k,i) é uma matriz Hermitiana.

Para o caso particular em que consideramos s(k) como um sinal tipo ruido branco, teremos
[Stoicad0c]

E{s(k)s"(i)} = Péy;, com det(P) # 0
e (2.19)
E{s(k)sT(:)} = 0, para todo k e i.

Nesse modelo também é assumido que o sinal s(k) e o ruido n(i) sio descorrelacionados
para todo k e 1.

Levando em conta (2.19), a correlagio espacial em (2.18) assume a forma

R =R(k.k) = E{y(k)y"(k)} = AE {s(k)s™(k)} A" + E {n(k)mf(k)}. (2.20)
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O sinal s(k) pode ser qualquer sinal aleatério, porém o modelo utilizado em (2.19) foi
escolhido por ser matematicamente tratavel.

Considerando a matriz P em (2.19), podemos estabelecer trés situacdes quanto & correlacio
cruzada entre os sinais provenientes de M fontes distintas: totalmente descorrelacionados ou
independentes, totalmente correlacionados ou coerentes e parcialmente correlacionados.

Genericamente, podemos explicitar a matriz P como a seguir

P11 P12 e P1,M~1 P1.M
P21 Pz,2 P23 T P2.M
P= : : : (2.21)
PM~11 " PM-1M-2 PM-1,M-1 PM-1M
PM1  PM2 ce PM,M~1 PM,.M

onde p; ; indica a correlagdo cruzada entre os sinais das fontes ¢ e 7.

Para o caso em que os sinais sao parcialmente correlacionados, a matriz P serd Hermitiana
el < Posto(P) < M.

Para o caso em que os sinais sao descorrelacionados, a matriz P serd diagonal, com pi; =0
para i # 7, e, consequentemente, Posto(P) = M. No caso particular de sinais descorrelaciona-
dos normalizados e com mesma poténcia, teremos P = 1.

Um outro caso particular com relacdo ao sinal s(k), porém de bastante interesse, é quando
os sinais sao coerentes. Dizemos que dois sinais sdo coerentes se um é uma versio escalonada
e/ou defasada do outro. Isto é, todos os sinais {s,(k)} para Vm sdo muiltiplos complexos de
um sinal comum, so(k). Assim s(k) pode ser expresso como

s(k) = pso(k), (2.22)

na qual p é um vetor de dimensées Mx1 com elementos complexos quaisquer, porém fixos.

Nesse caso podemos notar que a matriz P = popp?, com po indicando a poténcia do sinal
so(k), possuira posto unitério.

A coeréncia entre sinais provenientes de direcées distintas é um fendmeno comum, resultado
do efeito de propagacao através de miltiplos percursos [Sheinvald96], [Krim96]. O resultado
dessa coeréncia se apresenta através de uma deficiéncia no posto da matriz P. Por outro lado,
para sinais nao-correlacionados, a matriz P serd diagonal e possuird posto cheio.

No decorrer deste trabalho consideraremos a hipétese de que a matriz P possui posto com-
pleto, também aqui denominado de posto cheio.

A forma decomposta da matriz R em (2.20), considerando a matriz P, serd dada por

R = APAY 4+ 0Ty, (2.23)

a qual serd de grande importancia para a descricdo dos métodos em capitulos seguintes.
Consideraremos, ainda, a seguinte possibilidade de decomposicio para a matriz R

R = UAU”, (2.24)

na qual U € uma matriz unitdria cujas colunas sao os autovetores de R e A uma matriz diagonal
cujos elementos sao os autovalores de R ordenados de forma decrescente.
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Considerando a existéncia de apenas M < N fontes de sinal independentes em uma situacdo

sem ruido, teremos teoricamente A =diag {A1, Az, ..., Aar, Aagar, -, AN}, com A > Ap > ... >
Ay > Ap41 = Aymg2 = - = Ay = 0. Com a presenca de ruido branco com variancia o2 teremos
A :dz'ag{/\l -+ 0'2,)\2 + 0'2,. - ,)\M -+ 0-2;>\M+1’---7)\N}; com )\1\4.{,1 = /\M+2 = ees = AN = 0’2.

Portanto, indo além na decomposicdo apresentada em (2.24), podemos reescrever a matriz R,
de dimensdes NxN, como

R = UA,Uf + U,A,UE, (2.25)

na qual A, = c?Iy_pxn—am € as colunas de [Unlnyn—as correspondem, respectivamente, aos
autovalores e autovetores associados ao subespaco de ruido. Da mesma forma, as colunas
de [Ugyyy © As = diag{A1,Az,... , A} correspondem, respectivamente, aos autovetores e
autovalores associados ao subespaco de sinal.

Comparando a decomposigéo apresentada em (2.23) com (2.25), podemos observar que se o
posto de APAY for cheio, os elementos da matriz A, serdo dados pelos M maiores autovalores
néo nulos de R. Considerando, ainda, que o posto de A é cheio e igual a M, qualquer vetor
ortogonal a matriz A serd um autovetor da matriz R, cujo autovalor serd o2. Para as dimensdes
envolvidas existem NV — M vetores linearmente independentes com essa propriedade, e tais pares
(autovetores e autovalores) correspondem ao subespaco de ruido. Os outros M autovalores
maiores que o, por sua vez, estdo relacionados com os autovetores associados ao subespaco
de sinal. Portanto, todos os autovetores de ruido serdo ortogonais as colunas da matriz A, e
as colunas de U, deverdo gerar o mesmo espago da matriz A, enquanto que as colunas de U,
geram o seu complemento ortogonal, denominado de espaco nulo de A. [Krim96], [Jansson99].

Os operadores de projecéo no subespago de sinal e subespaco de ruido sio entdo definidos,
respectivamente, como [Kay93]

I, = AAT=U,U# (2.26)

i =1- AAT=U,U¥, (2.27)

onde reconhecemos AT = (A¥ A)"'A¥ como a pseudo-inversa de Moore-Penrose. A segunda
igualdade em (2.26) e (2.27) pode ser obtida considerando a decomposicio em valores singulares
da matriz A. Considerando a existéncia das matrizes inversas em (2.26) e (2.27), teremos
I=1I + Hji

No caso de amostras finitas, as esperancas estatisticas presentes em (2.20) serao substituidas
por médias algébricas, dando origem & matriz de correlacio estimada

A 1 K 1 K 1 K
R=— > y(hy (k) = A | = 3 s(k)s" (k)| A% + = 3 n(k)n¥ (k). (2.28)
[X k=1 [X k==l [1 k=1

onde K indica o nimero de experimentos e y(k) representa o vetor de amostras N-dimensional
presente na saida do arranjo de sensores no instante t = kAt, perfazendo um total de AN
amostras disponiveis.

Consequentemente, a representacdo de R decomposta em subespacos em (2.25), quando
reescrita para o caso de amostras finitas, serd dada por

A A AH A A AH

A
R=U;A;U, + U.A.U,, (2.29)
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A A A A
onde U,,As,Un, € An sao estimativas de suas versdes estatisticas.

2.6 Conclusao

Nesse capitulo apresentamos o contexto do desenvolvimento desse trabalho. Definimos
arranjo de sensores desde a forma mais geral até a mais especifica, na qual destacamos os
arranjos lineares e uniformes compostos por sensores idénticos. Definimos também o angulo de
incidéncia de uma onda plana sobre um arranjo de sensores como o parametro DOA de nosso
interesse. Apresentamos um histérico das técnicas que fazem uso de arranjo de sensores. Na
evolugao dessa apresentagao, destacamos as diferencas entre os procedimentos paramétricos e
nao-paramétricos de processamento. Deve ficar claro que ndo houve a pretensio de se apresentar
um tutorial sobre técnicas de processamento de arranjos, visto que técnicas precursoras como
beamforming e novas técnicas de processamento tempo-espago, dentre outras técnicas, nio foram
abordadas.

Ficou, entao, estabelecido que o contexto deste trabalho compreenders as técnicas paramé-
tricas de processamento de arranjos de sensores uniformes e lineares aplicado & estimacio do
parametro DOA.

No decorrer da apresentacdo deste capitulo procurou-se estabelecer uma notacdo mais
préxima daquela encontrada na literatura e que serd utilizada nos capitulos seguintes. Algu-
mas modificagbes foram necessérias para privilegiar a clareza das apresentacdes que se seguem.
Dentre essas, chamamos atengao para o uso de ¢y, em detrimento de 8,,,, onde ¢,, é o parametro
determinado pelos procedimentos de estimagéo e 6,, é o pardmetro DOA de interesse, obtido a
partir de ¢, através de uma relagao nao-linear.

Alguns resultados referentes a decomposicio espectral da matriz de correlacio do sinal
foram adiantados neste capitulo. Nos capitulos seguintes faremos uso das expressdes aqui
apresentadas.

Um outro ponto importante que deve ser salientado é a contribuicio em termos de referéncias
bibliograficas voltadas para o processamento de arranjo de sensores, que possibilitara a muitos
leitores iniciar pesquisas nesse assunto.



Capitulo 3

Estratégias para Estimacao do
Parametro DOA

3.1 Introducao

Dentre os procedimentos paramétricos para estimacio, os algoritmos baseados no critério
de probabilidade por Mdzima-verossimilhanga (ML) apresentam uma grande capacidade de
resolugdo e nenhuma dificuldade particular na aplicagio em arranjos de qualquer geometria ou
para o caso de dados multidimensionais. Porém, tal critério exige um esforco computacional
proibitivo [Stoica90b], [Stoica89], [Stoica90d]. Assim, novos procedimentos derivados do critério
ML surgiram para superar sua grande carga computacional e a0 mesmo tempo manter niveis
proximos de desempenho [Bresler86], [Stoica90a).

Dentre as alternativas ao critério ML para estimagéo de parametros destaca-se a predicao
linear [Makhoul75]. Mostraremos que a predi¢éo linear pode ser utilizada para a estimagao das
frequéncias do sinal presente na entrada de um filtro preditor otimizado [Tufts82], [Colares97].
Tal procedimento pode ser naturalmente estendido para a estimacdo do pardmetro DOA de
sinais incidentes em um arranjo de sensores através da dualidade existente entre a frequéncia
e o angulo de incidéncia em arranjos lineares com sensores uniformemente espagados [Krim96],
[Kumaresa83al.

Consideramos, ainda, uma terceira classe de estimadores, denominada aqui de estimadores
totalmente baseados em subespaco. Esta consiste basicamente no uso das propriedades apresen-
tadas pelos subespacos de sinal e ruido definidos pelo sinal observado a partir da decomposicao
de sua matriz de correlagdo [Stoica9l], [Viberg9la]. A denominacio utilizada visa evitar con-
fusGes com as versdes em subespacos existentes para os procedimentos baseados em predicdo
linear e para o critério ML, as quais também serdo apresentadas [Stoica90a]. Para essa ter-
ceira classe de estimadores, destacaremos aqueles baseados no critério da “proximidade” entre
subespacos ( “Subspace Fitting”) [Viberg91b], [Paulraj86], [Jansson99].

Através de uma reparametrizagdo do problema de estimacao inicial serd possivel descrever

as trés classes de estimadores de forma unificada, que é uma das principais contribuicdes desse
trabalho.
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3.2 Maxima-verossimilhanga (ML)

O procedimento de estimagdo através do critério ML serd descrito a seguir considerando
duas possibilidades para o sinal s(t); deterministico (condicional) e estocastico (incondicional)

[Stoica90c], [Krim96], [Wax91].

3.2.1 Maxima-verossimilhanga para Sinais Deterministicos (MLD)

Como conseqiiéncia do modelo do sinal apresentado no capitulo anterior, quando o sinal
s(t) é considerado deterministico, uma tnica medida do vetor y(¢) serd uma variavel aleatéria
Gaussiana de dimensao N, com matriz de correlagio 0?1, média A(¢)s(t) e funcido de densidade
de probabilidade dada por [Kay93], [Papoulis91]

1
(mo?)™

na qual ||| denota a norma Fuclidiana. Tomando-se um conjunto de K medidas independentes

desse sinal, nos instantes ¢ = kAt, para kK = 1,2,..., K, a fungdo de verossimilhanca é obtida
como [Bresler86]

eIV -A@)sIP/? (3.1)

K

-N
Lueo(6,s(k),0%) =]I (ro?) ™ e WE-AGWOIZ, com ¢ € RV, (3.2)
k=1
na qual os pardmetros desconhecidos sao as dire¢des angulares ¢, ..., dar, 0 vetor do sinal s(k),

e a varidncia do ruido ¢®. Os estimadores ML desses parametros sio aqueles que maximizam o
valor da fungdo Lyrp(¢,s(k),o?). Por conveniéncia matematica, as estimativas sio definidas
como os argumentos que minimizam a funcéo lyrp(¢,s(k),0?) = —log[Layrp(o,s(k),0?)] .
Normalizando-se em relacao a K e ignorando o termo constante, N log 7, teremos

: K
bieo(6,5(6),0%) = Nlogo® + = 3~ [ly(k) - A(S)s(b)]]. (33
k

=1

A partir da hipdtese de que os parametros podem ser estimados de forma separada, demonstra-
se que as estimativas dadas por [Stoica90c]

2
o = LT {Hf& ]/?\{} = w71 {//in}
A -1
s (k) = Aly(k) = (AFA) " APy (),
séo aquelas que minimizam a fun¢do dada por (3.3), onde Tr{e} denota o traco da ma-

triz [Golub89]. A estimativa A (k) em (3.4) foi considerada como aquela que minimiza o
erro de estimagdo quadratico [Sorenson70]. Substituindo (3.4) em (3.3), e observando que

L 5 [mhy(k)
k=1

minimizagao

2 A
=Tr {Hi R}, transformamos o problema original no seguinte problema de

rr;in Jnmrp(d) :n%pjn Tr {H;{g_(c,ﬁ) f\{} , com ¢ € RM, (3.5)
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no qual o subscrito M LD significa ML deterministico, considerando s(k). O parametro ¢ foi
explicitado na expressao (3.5) para enfatizar a varidvel livre no processo de minimizacio. Neste

caso, R é o estimador obtido a partir das amostras disponiveis do sinal observado.
Para a obtengao da estimativa em (3.5) é necessario a solugdo numérica de um problema
de otimizacao nao-linear de quarta ordem M-dimensional, sujeita a problemas de convergéncia

[Bresler86], [Stoica90a.

3.2.2 Maxima-verossimilhanca para Sinais Aleatérios (MLE)

Uma variacao do procedimento ML apresentado, denominada de ML estocéstico (MLE), é
obtida através do modelamento do sinal s(k) como um processo aleatério estacionario no tempo
do tipo ruido branco, com média nula e matriz de correlagio P, conforme o modelo apresentado
no capitulo anterior. Adotaremos a hipétese que a fungdo de densidade de probabilidade deste
processo é Gaussiana, embora tal procedimento seja aplicado mesmo nos casos em que os dados
nao sao Gaussianos, sendo tal condigdo imposta apenas para torné-lo matematicamente tratavel
[Kay93], [Papoulis9l].

Como consequéncia da hipétese Gaussiana para s(k), e ainda considerando a presenca de
ruido Gaussiano dado pelo vetor n(k), uma tnica medida do vetor y(k) = A(¢)s(k) + n(k)
também serd um processo aleatério estaciondrio Gaussiano com matriz de correlacio R, média
nula e funcdo de densidade de probabilidade dada por [Kay93]

1 -[y®TRy ()]
—— , (3.6)
ORI

na qual R = A(¢)PAH(¢)+UZI e |8| denota o valor do determinante [Golub89]. Tomando-se um
conjunto de A" medidas independentes desse sinal, nos instantes t = kAt, para k = 1,2,.... K
a funcdo de verossimilhanga é obtida como em (3.2) [Krim96], [Wax91]

b

s J \ -1
Lazs =[] (7)™ [R|™N e POTRTYO], (3.7)

k=1
Nesse caso, o conjunto de pardmetros desconhecidos torna-se diferente do caso deterministico.
A fungéo de maxima verossimilhanca dependerd agora dos pardmetros ¢, P e % em R.

Tomando-se a funcdo lyrr = —log [Lyrg] , e normalizando em relacio & K, teremos
1 K
baip(9,P.o®) = Nlogm+  Nlog[R| + = 3 [y(k)"R™y(k)]. (3.8)
k=1

K
Reconhecendo a seguinte igualdade & 3 [y(k)H R‘ly(k,)} =Tr [R‘l f{] e substituindo em

(3.8), teremos

lurs(,P,0%) = Nlogn+ Nlog|R| =+ Tr [I—rl ﬁ} . (3.9)
Considerando o comportamento assintético (K — oo) da fungéo em (3.9), juntamente com

N
a hipdtese de sinal estacionario, teremos Il_xm R= R. Conseqiientemente, apés a eliminacio
=00
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dos termos constantes, a funcdo de maxima-verossimilhanca serd reduzida & seguinte funcao
equivalente

Iuzs($,P,o’) = log [R| = log |A(¢)PA"(g)+0°1] . (3.10)

Para ¢ fixo pode ser demonstrado que o minimo da funcéo (3.10) com relagio aos pardmetros

P e 02 é dado por [Krim96], [Wax91]

. (3.11)

A
nas quais R é dado por (2.28). A estimativa P (¢) em (3.11) é aquela que minimiza o erro

. ~ ’ . . . /\
de estimagdo quadratico. Devemos ressaltar que nao ha garantias que a estimativa P (¢) em
(3.11) seja uma estimativa positiva semidefinida de P. Se P for positiva definida e se K for sufi-

- - » . /\ i ’ . . .
cientemente grande, sendo tal estimador consistente, a estimativa P () ser& positiva definida.
No entanto, se P for singular tal condi¢ao nao serd necessariamente verdadeira [Stoica90c],

[Krim96], [Wax91].
Substituindo as estimativas (3.11) em (3.10), obtemos

H
min Jyrs() =min log ( AP (DA +6 (¢)ID , com ¢ € RM, (3.12)
no qual o subscrito M LE significa ML estocastico.

Podemos observar que o problema de minimizac&o em (3.12) é tdo complexo quanto o do
caso deterministico em (3.5). Demonstra-se que para sinais Gaussianos, a variancia do erro das
estimativas obtidas por (3.12) atinge assintoticamente o limite inferior de Cramér-Rao (CR)
para sinais estocasticos [Stoica90c], [Ottersten92], [Wax91].

Uma terceira variacao para o critério ML pode ser obtida para o caso em que os sinais

{sm(t)} sdo coerentes. Nesse caso, poderemos escrever s(t) = pso(t) conforme (2.22), e o
conjunto de parametros desconhecidos torna-se ¢, p e % [Sheinvald96].

3.2.3 ML Baseado em Subespacos

Para permitir uma notacao unificada dos métodos de DOA, apresentaremos uma alternativa
para descrever o estimador ML deterministico através da decomposicao em subespacos. Embora
tal alternativa seja empregada em alguns métodos na literatura, a descricio a seguir tem como
objetivo uma generalizagdo.

Tal alternativa consiste basicamente em escrever a matriz de correlacio estimada através de
sua versdo decomposta em subespagos. Tomando-se a versao estimada da matriz de correlacao
dada no capitulo anterior por (2.28), teremos

A AH a2 a AH

A A
R=U;A,U, + 0 U.,U,, (3.13)

. . , A A2
na qual tomamos como estimador consistente para os autovalores de ruido A,=c¢ 1.
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Substituindo (3.13) em (3.5) teremos o seguinte problema de minimizacao

H 2 H
min Jsaz () =min Tr {n;f,; (ﬁsﬁsﬁs +6 U0, ) } , compeRM,  (3.14)

no qual o subscrito SM L significa ML baseado em subespago.
Considerando a igualdade II5 = U,U¥ em (3.14), uma vez que os subespagos foram esti-

A
mados corretamente devemos esperar UY U,= 0 quando ¢ = ¢, . A partir desse resultado,

a funcgéo custo descrita em (3.14) permite desprezar o termo associado ao subespaco de ruido,
levando ao seguinte problema equivalente

A AH

mqbin JSML(¢) :Héin Tr {Hi (65A5U3 )} , com ¢ € RM (315)

A
Algumas variagdes na determinacio da estimativa A, podem melhorar o desempenho do
estimador em (3.15). Uma possibilidade, que se aplica no caso de sinais totalmente indepen-

A
dentes entre si e com poténcias iguais e normalizadas, é fazer A,= 1. A vantagem dessa escolha
é a reducdo na complexidade do problema de otimizacio.

3.3 Predicao Linear em Arranjo Linear Uniforme

O procedimento de estimagéo baseado em predicio linear consiste basicamente em se otimizar
um filtro de predigdo para o sinal observado e estimar os pardmetros desejados através das pro-
priedades do filtro resultante [Colares97], [Lemos97], [Antunes92].

Para analisar os conceitos bésicos do problema de otimizacio na predicdo linear, conside-
raremos um conjunto de N amostras de um sinal ruidoso Yn(k), 0 <n < N -1, dado pelo vetor
y(k), como a entrada do filtro transversal com (L + 1) fatores de ganhos, conforme apresentado
na Figura 5.1. O indice k, conforme dado na Segio 2.4.2, representa a variagdo de y,(k) ao
longo dos instantes de amostragem kAt, 1 < k < K.

Pela estrutura do filtro da Figura 3.1, podemos observar que o sinal na sua saida serd dado
por

L
en(k) =) yn-t(k)by, paran=L,L+1,... N —1. (3.16)
=0
Para que esse filtro funcione como um filtro de erro de predicio, devemos fazer by = —1. Desta

forma, a energia total do sinal de erro na saida do filtro, para cada valor de k, serd dada por

N-1 N-1| L 2
E(k) =3 lealk) =3 |3 yuslk)br — ya(k), - (3.17)
n==L n=L |l=1

A posigao do elemento de ganho unitario no filtro corresponde & posicio do sensor escolhido,
do qual desejamos predizer a saida. Uma escolha diferente do elemento unitario pode influir na
capacidade de resolugéo e na polarizaciao das estimativas [Colares97].

Mais especificamente, se definirmos a matriz de dados no instante k como
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Figura 3.1: Filiro de Erro de Predigdo.

yr-1(k) yr-2(k) - yi(k) Yo(k)
k 1(k) .- k k
D(k) 2 yL:( ) u :1( ) | y2§ ) ylg ) 7 (3.18)
yn-2(k) yn-a(k) - yn-r(k) ynora(R) Sy
e o vetor dos valores preditos como d(k) = [ yr(k) yrsi(k) - yn-1(k) LQ;_L, poderemos
descrever o processo de filtragem através da forma matricial
D(k)byx — d(k) = e(k), para cada valor de k, (3.19)
na qual o vetor by = [by, b, - ~,bL]T é composto pelos ganhos do filtro preditor para cada

instante k e e(k) = [er(k), ert1(k), -, en—1(k)]" .
Inicialmente omitindo-se o indice k, para simplificar a notacio, poderemos reescrever (3.19)
como

;1] —Db=e, (3.20)

na qual D’ e b’ denotam as versbes aumentadas, respectivamente, da matriz de dados D e do
vetor dos ganhos do filtro b.

Os parametros b, [ = 1,..., L, sdo entao ajustados minimizando-se a energia do sinal de
saida do filtro em (3.17), sujeito a restricdo de que o peso do sensor selecionado seja negativo e
igual & unidade (bp = —1). Dessa forma, podemos transformar o problema de estimacio através
da predicao linear em um problema de otimizagao baseado no critério dos minimos quadrados,
o qual obtém os coeficientes do filtro de erro de predi¢do que minimiza a energia do erro no
vetor e, através da minimizagio da seguinte funcao custo

Db—d= [dED} [

Tpi(b) = {ee} = |le|l}, com by = —1. (3.21)
Substituindo o vetor de erro dado por (3.20) em (3.21), teremos a seguinte funcao custo a

ser minimizada
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Tpr(b) = {" D Db’} . (3.22)

Existem algumas alternativas para a composicio da matriz de dados D e para a estru-
tura do filtro preditor. O filtro denominado de progressivo (“forward”), d4 origem & predigio
linear progressiva (FLP), que procura predizer as amostras {yn(k)}g:‘g a partir das amostras
anteriores{yn~z(k)}f=_£, para [ = 1,2,..., L, conforme (3.16). J4 o filtro denominado de re-
gressivo (“backward”), que dé origem & predicdo linear regressiva (BLP), estima as amostras
{yn(k)}i\;_ol’_l a partir das amostras posteriores {yn+1(k)}i\:f’1, para [ = 1,2,..., L. Embo-
ra ambos os filtros utilizem as mesmas amostras finitas do sinal disponivel, o resultado que
minimiza o erro de predigdo em cada caso é distinto [Colares97].

Combinando-se as formas de predigdo progressiva e regressiva, obtém-se uma terceira forma
denominada de progressiva-regressiva (“forward-backward”), que d4 origem a predi¢ao linear
progressiva-regressiva (FBLP). Nesse caso, o critério de otimizagio consiste na minimizacio da
soma das energias dos erros de predicdo progressivo e regressivo, impondo-se como restricao uma
relacdo adequada entre as solucdes de ambos os filtros. Esse procedimento é aquele que melhor
utiliza as amostras disponiveis do sinal e, conseqiientemente, apresenta melhores resultados

[Colares97].

3.3.1 Estimacao de Pardmetros via Predicao Linear

Através de uma propriedade particular associada a estrutura do filtro preditor otimizado,
constatou-se a possibilidade da utilizagao de tal procedimento como uma forma indireta de se
estimar os parametros ¢, em (2.8), param = 1,2,..., M, quando os sinais y,(k), 0 <n < N—1,
sao aplicados na sua entrada.

Para apresentar esta possibilidade consideraremos o polinémio de ordem L dado por

b(z) = boz" + b2t 4 by, (3.23)
cujos coeficientes sao os ganhos do preditor linear otimizado para o sinal Yn(k) sem ruido, ou
seja, z,(k).

Podemos, entéo, enunciar os teoremas a seguir.

Teorema 1: Se L satisfaz a desigualdade M < L < N, e se b satisfaz Db = d, entio
b(z) terd M de seus zeros posicionados sobre a circunferéncia de raio unitério (CRU) em z, =

expljom], para m = 1,..., M. Estes zeros sio denominados de zeros de sinal [Antunes92],
[Kumaresa83b).

Dessa forma, podemos notar que os angulos indicados pelos zeros de sinal fornecem estima-
tivas dos parametros ¢,,, param =1,..., M.

Teorema 2: Os (L — M) zeros restantes de b(z) estardo localizados no interior da CRU,
caso o vetor b for escolhido dentre aqueles que apresenta a menor norma Euclidiana. Estes zeros
sao denominados de zeros estranhos. Neste caso, o preditor serd denominado de norma-minima

e, consequentemente, apresentara fase minima [Antunes92], [Kumaresa83b].

Para o caso ruidoso os teoremas enunciados n&o sdo mais validos uma vez que todos os zeros
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flutuam em torno de suas posigdes da situacdo nao ruidosa. Conseqilentemente, tais flutuagdes
produzem uma variancia nas estimativas obtidas.

Geralmente, a estratégia de identificacdo dos zeros de sinal consiste em associd-los aos M
zeros mais proximos da CRU. O posicionamento dos L — M zeros estranhos dependera da
solugdo escolhida que satisfaz Db = d. Para a solucio de norma-minima, esses zeros estario
uniformemente posicionados no interior da CRU. Essa caracteristica permite a distincio entre
os dois conjuntos de zeros, mesmo em baixas rela¢des sinal-ruido (SNR) [Colares97].

Podemos concluir, portanto, que se o vetor dos coeficiente b for obtido através da otimizacao
de um filtro preditor, as raizes de b(z) fornecerao estimativas para os parametros DOA do sinal
observado. Podemos notar que as estimativas dos coeficientes de b(z) estéo relacionadas através
de um modelo linear enquanto que as estimativas dos pardmetros DOA, obtidas a partir da
posicao angular das raizes de b(z), possuem uma relacio nio-linear.

Apesar da capacidade de estimagao de pardmetro da predicio linear ter sido apresentada
considerando um unico instante de tempo k, a mesma continua vélida para um sinal espacial
proveniente de um arranjo de sensores, considerando vérios instantes de amostragem, k =
1,2,...K, que ¢ o caso denominado de miltiplo experimentos.

A extensdo do uso da predicdo linear para a estimacio do parametro DOA no caso de
dispormos de multiplos experimentos (“snapshots”), leva a vérias possibilidades para formacio
da matriz de dados, que em geral acarreta em um aumento do esforgo computacional, apesar
de apresentar a possibilidade de melhor desempenho que no caso de um tnico experimento.

3.3.2 Predicao Linear Baseada em Subespacos

A predicao linear baseada em subespacos consiste na utilizagdo da forma decomposta da
matriz de dados D em (3.18). Essa decomposigdo, por sua vez, consiste em descrever a matriz
através de seus valores e vetores singulares e é denominada de decomposigio em valores singu-
lares (SVD). Dessa forma torna-se possivel descrever a equacio normal em (3.19) através dos
subespagos gerados pela matriz de dados. Para esse fim, enunciaremos o teorema a seguir.

Teorema 3: Toda matriz D mxn pode ser fatorada da forma D = UpXpVE, onde Up
possul dimensées mxm e satisfaz UpUE=UEUp=1; Vp possui dimensdes nxn e satisfaz
VpVE=VEV,=1; ¢ £p é uma matriz diagonal de dimensdes mxn composta por elementos
reais. Tais elementos reais sio denominados de valores singulares e sdo ordenados tal que
01202220, >0, com p < min(m,n), onde p é o posto de D. As colunas de Up e Vp,

denotadas por u” e v, sio denominadas, respectivamente, de vetores singulares a esquerda e

a direita de D [Colares97], [Golub89], [Lemos97].

Desta forma, a SVD decompde a matriz D em dois conjuntos de vetores ortogonais: um
conjunto Up gerador do espago das colunas de D, e um outro conjunto Vp gerador do espaco
das linhas de D. Os valores singulares por sua vez, constituem os médulos das projecoes de D
na diregdo definida por u? e v¥ [Golub89].

Analisando a SVD de D, podemos escrever

)X 1 I
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onde P é uma matriz diagonal de dimensdes pxp, onde p é o posto de D.
Explicitando os termos de (3.24), podemos escrever

D =i ou? (VF)H. (3.25)
i=1

Assim, podemos definir a pseudo-inversa da matriz D como [Golub89]
r -1
»D 0 o1 H
Di=v, | (5F) UZ =Y —vP (uP)". 3.26
D [ 0 0 :I D ; o z ( 7 ) ( )

Podemos, entao, apresentar o problema de estimacio através da predicdo linear baseada em
subespacos como a minimiza¢do da funcdo custo em (3.22) com a substituicao da matriz D
pela sua versao decomposta, obtendo

—117 17 171
Jpr(b) = {{ . } [VDEDUg:d] [VDEDUg:d] [ . ]} (3.27)
Pode ser demonstrado que a solugdo para o problema de otimizacio em (3.27), baseada
no critério dos minimos quadrados, pode ser obtida através do uso da pseudo-inversa de D,
obtendo como estimativa para b

b = Did.

Indo além na decomposi¢do da matriz D, podemos considerar, ainda, as seguintes particoes

na SVD de D

D=[Up U?}-[Ef ;g}-[\f{) ve ", (3.28)

onde UP é uma particdo de Up contendo suas p primeiras colunas e UP suas m — p dltimas
colunas; VPé a particio de Vp contendo as suas p primeiras linhas e V& as n — p linhas
restantes; 2 é uma matriz retangular, com dimensdes (m-p)x(n-p), contendo os min(m-p,n-
p) ultimos elementos ordenados de Xp.

Apés as definigbes e consideragGes anteriores podemos inferir sobre o processo de predicdo
linear considerando os subespacos definidos pela matriz de dados.

No caso de um sinal composto por M exponenciais complexas independentes e sem ruido,
o posto de D serd p = M e XL serd nula. Portanto, existem M valores singulares, ndo nulos,
associados aos vetores singulares de UP e VP denominados, respectivamente, de valores e
vetores singulares de sinal.

No caso de um sinal ruidoso, os valores singulares presentes em 3P anteriormente nulos,
tornam-se positivos e com magnitude crescente com a reducio da relacio sinal-ruido (SNR).
Portanto, para um filtro preditor de ordem L, teremos os I — M menores valores singulares de
D em X7 e seus correspondentes vetores singulares de U? e VD associados exclusivamente &
porgao ruidosa do sinal, sendo denominados, respectivamente, de valores e vetores singulares
de ruido.

Podemos, portanto, dividir o espaco vetorial da matriz de dados D em dois subespacos:
subespaco de sinal e subespaco de ruido. Na verdade, tal denominacio é imprecisa visto que o
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subespago de sinal, assim definido, também estd contaminado por ruido, sendo por essa razio
também denominado de subespaco de sinal mais ruido. Tais subespacos, apesar de estarem
relacionados com aqueles associados a matriz de correlacio R, ndo devem ser confundidos e
por esse motivo serao denominados a partir de entao de subespacos de sinal e de ruido associados
a matriz de dados.

Conhecendo-se os subespagos de sinal e de ruido associados & matriz de dados é possivel
diminuir a influéncia do ruido na escolha da solu¢ao 6tima para o preditor através da sua
extracdo. Portanto, a distingao entre esses subespagos forma a base fundamental dos procedi-
mentos de predicao linear baseados em subespacos.

3.4 Reparametrizando a Predicao Linear

Para permitir relacionar os procedimentos de estimacio baseados no critério ML com os
procedimentos que utilizam a predic¢do linear, apresentaremos a seguir uma reparametrizacio
adequada para a predigao linear.

Construindo-se a matriz Toeplitz B formada pelos coeficientes [bg, by, -, b7] da forma a
seguir
by br_y -+ by --- 0
Bf=| : = i : (3.29)
0 - by by --- bo (NoLpN
com by = —1le através da analogia com a convolugao entre dois sinais, podemos reconhecer a
igualdade
B¥y(k) = D'b’, (3.30)

na qual D’b’ é dado em (3.20) e o vetor y(k) é dado pelas colunas da matriz D’.
Manipulando a fungao custo para a predi¢do linear em (3.22) obtemos

Jpr(B) = {y#(k)BB"y(k)} = Tr {BB” [y(k)y" (k)]}

= Tr {BBH R (k) (3-31)

?

. ] A , & H , Eoa
na qual utilizamos a igualdade R= % - y(k)y"(k) = +# L R (k).
k=1 k=1

Apés esta reparametrizacdo, podemos interpretar a predi¢do linear como a minimizacao da
!

funcdo custo em (3.31), para um dado 1/?\{ (k). Uma vez obtido ﬁ e, consequentemente, ﬁ , as
estimativas g\)m param = 1,2,..., M, sao entao determinadas através das raizes de b(z).

A minimizacao da funcao custo em (3.31) consiste em um problema de otimizacao de segunda
ordem, notadamente mais simples que o enfrentado pelo procedimento de estimacéo através
do critério ML. Essa caracteristica torna a estimacdo do parametro DOA via predicdo linear
uma alternativa para o critério ML. A sua aplicacdo se restringe ao uso de arranjos lineares
e uniformes, em um cenario no qual os sinais possuem poténcias semelhantes, sdo levemente
correlacionados com moderadas SNR [Krim96], [Tufts82].
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3.5 Reparametrizando o Estimador ML

Uma alternativa ao procedimento de minimizacio para o estimador ML deterministico, em
(3.5), surge da idéia de uma reparametrizacio da matriz de projecdo II% através de bases do
espago nulo da matriz A¥ | definido pelas suas linhas [Bresler86].

Tomando-se as matrizes A e B¥ definidas, respectivamente, em (2.17) e (3.29), e con-
siderando o Teorema 1, podemos notar que o espaco gerado pelas linhas de B | de dimensao

N — L, é ortogonal ao espaco gerado pelas colunas de A, de dimensio M , € satisfaz a seguinte
relagdo para um sinal livre de ruido

B”A = AB =o0. (3.32)

Para L = M, se BF tem posto cheio e iguala N~ M e A possui posto cheio e igual a M, as
linhas de B formario uma base para o espago das colunas de A, denominado de espaco nulo
de A#. Desta forma, a projecao ortogonal desses subespagos deverdo coincidir, implicando em

g = B(BYB)"'B¥ =11} (3.33)

Como conseqiliéncia da igualdade em (3.33), o critério ML pode ser reparametrizado através
dos coeficientes b, [ = 1,2,...M. As estimativas dos coeficientes podem ser, entdo, calculadas
minimizando-se a funcao custo

Jaz(b)=Tr { [B(B7B)~'B"] ﬁ} , com L= M, (3.34)

a qual € equivalente a do método ML em (3.5) se utilizarmos a relacio (3.33).

Apesar da minimizagdo de (3.34) ser um problema de otimizacio nao-linear, de quarta
ordem, tao complicado quanto aquele encontrado para o estimador ML classico, existe a possi-
bilidade de uma solugao iterativa através de um problema de minimizagao de segunda ordem,
dando origem a novos métodos [Bresler86], [Stoica90al.

3.6 Estimagao Totalmente Baseada em Subespacos

Conforme foi apresentado, o procedimento de estimagao baseado na predicdo linear pode
fazer uso dos subespagos definidos a partir da matriz de dados D, enquanto que o critério
ML pode fazer uso dos subespacos associados & matriz de correlacdo R. Dessa forma, torna-se
possivel a extragao da por¢éo ruidosa na composicéo de suas funcdes custo a serem minimizadas,
geralmente propiciando melhores resultados.

Existe, porém, procedimentos de estimacdo baseados em subespacos que nao possuem
origem nem no conceito de predigdo ou no critério ML. Tais procedimentos, denominados aqui
de estimacao totalmente baseada em subespacos, consistermn no uso de propriedades existentes
entre os subespago de sinal e subespaco de ruido da matriz R.

Alguns textos na literatura apresentam os métodos baseados em subespagos como propostas
concorrentes com os métodos paramétricos. As técnicas tipo “beamforming”, por exemplo,
fazem uso de subespacos em sua concepcio e no entanto sio técnicas espectrais. Concluimos,
portanto, que os procedimentos de estimagao baseados em subespacos podem ser utilizados
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como variagdes de técnicas paramétricas ou ndo-paramétricas (espectrais). Apresentaremos,
aqui, tais procedimentos apenas no contexto das técnicas paramétricas de estimagao.

O primeiro trabalho publicado que fez uso dos subespacos foi o de Pisarenko em 1973, no qual
foi feito uso da matriz de correlacdo no problema classico de recuperacao harmoénica. Porém,
foi com o algoritmo MUSIC (“Multiple Signal Classification”) que tal abordagem despertou
maior interesse [Krim96], [Schmidt86].

A estimagao dos parametros do sinal através da propriedade de invaridncia a rotacdo a-
presentada pelos subespacos surgiu com o método ESPRIT, o qual explora uma estrutura
especifica de arranjo [Roy89]. Métodos baseados em outras propriedades dos subespacos e
o uso de reparametrizages também surgiram apds o ESPRIT [Krim96]. Podemos afirmar
genericamente que tais métodos fazem uso de uma classe de estimadores baseados no critério
de “distancia” entre os subespagos (“subspace fitting” ) [Jansson99], [Viberg91a)], [Ottersten92].

3.6.1 O Critério de Ortogonalidade entre Subespacos

Considerando a matriz de correlagdo estatistica de um sinal contaminado por ruido do tipo
branco, sabemos que os autovetores associados ao subespago de ruido, dados pelas colunas de
U,, sao ortogonais ao subespago associado ao sinal [Krim96], [Stoica91], [Pisarenko73].

Considerando a hipétese de posto cheio para a matriz P, conforme estabelecido no Capitulo
2, as colunas de A(¢,) sdo ortogonais aos autovetores do subespago de ruido de R. Con-
seqlientemente, suas colunas geram o subespaco de sinal de R. Tomando-se o subespago de
sinal como aquele gerado pelas colunas da matriz A(¢,), teremos a validade da seguinte relagéo

UHa(¢,) =0, param =1,2,...M. (3.35)
A relagao em (3.35) pode ser, entdo, utilizada para estimar os pardmetros ¢,,, para m =

1,2,...M, desde que U¥ possa ser corretamente estimado. Neste caso, o procedimento de es-

. . . A
timacdo que considera a relagao (3.35) de forma aproximada (U, a(¢n) =~ 0), no contexto
de uma otimizagao baseada nos minimos-quadrados, consistird no seguinte problema de mini-
mizagao
2

, param = 1,2,...M.

AH
Un a(¢m)

min
bm

Para garantir a unicidade da estimativa, consideraremos que qualquer colecao de M vetores
de direcdo, correspondente as diferentes dire¢ées, formam um conjunto linearmente indepen-
dente. Neste caso, dado R = APA¥ 4 521, se a(¢,,) satisfaz essa condi¢do e P possui posto
cheio, entio APA¥ terd posto igual a N. Dessa forma, a tnica solugao que satisfaz a relacdo
(3.35) serd dada pelos parametros 6timos ¢y, ..., dps, 0s quais podem ser usados para obter
exatamente os parametros DOA.

A grande desvantagem do uso da relacido em (3.35) é o fato desta nao ser satisfeita no
caso de sinais coerentes, quando teremos uma reducdo no posto de P [Krim92]. Para superar
essa desvantagem, uma matriz de ponderacdes geralmente é introduzida na funcdo custo a
ser minimizada, podendo assim controlar a participacao de cada autovetor de U,, no intui-
to de compensar a correlagio existente entre os sinais [Kaveh86], [Kumaresa83a], [Reddi79],
[Stoica90d]. Outras técnicas, baseadas no pré-processamento do sinal através de filtragem
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espacial, também sdo freqiientemente usadas para descorrelacionar os sinais nessas situacoes

[Buckley90], [Krim96].
Um procedimento de estimacio que considera a relacio em (3.35) para todas as colunas de
A, simultaneamente, consiste no seguinte problema de otimizacio de segunda ordem

M 2
min Z =min
) me1 9 ¢

na qual o subscrito F* denota a norma de Frobenius [Golub89]. O problema em (3.36) exige
uma busca M-dimensional dos pardmetros.

Desenvolvendo o produto em (3.36), teremos o seguinte problema equivalente

AH 2

AH

} ,com ¢ € RM, (3.36)
F

min Tr {ﬁj; (A(qﬁ)AH(qS))} ,com ¢ € RM, (3.37)

Al A AH
no qual reconhecemos a igualdade I, =U,U,, .

E interessante observar que a estimacao em (3.37) se d4 em relacio a A e nio em relacio
a Iz, como no caso ML. Por esse motivo, II§ é estimado através do subespago de ruido.
Genericamente, o problema em (3.37) tanto permite a estimacao dos parametros DOA a

partir de uma estimativa do subespago de ruido, como também através de qualquer outro
projetor nesse subespago.

. ~ /\ /\ /\ . . -
Considerando a reparametrizagéo em (3.33) e fazendo U, U, =IIp, a estimativa do projetor
ortogonal podera ser obtida a partir de uma estimativa dos pardmetros b da predicio linear.
Além disso, uma outra variacdo para o problema em (3.37) consiste na utilizacio de uma

H
. . 1 ’ . /\ /\
estimativa do subespago de sinal ao invés do subespago de ruido, na qual consideramos Uu,U, =
H
AN A
I- U,U, .

Podemos concluir que a qualidade das estimativas obtidas através desse procedimento de-
pendera diretamente da qualidade das estimativas dos subespacos envolvidos. Tal abordagem
exige, portanto, estimativas dos subespagos através de um processo de decomposicio da matriz
de correlacao, que geralmente, requer um grande esforco computacional. Por esse motivo, a

escolha de um ou outro subespaco para a implementacio desse procedimento dependera das
dimensdes envolvidas.

3.6.2 O Critério de “Distancia” entre Subespacos (“Subspace Fit-
ting”)

A partir dos procedimentos baseados no critério de ortogonalidade entre os subespagos,

surgiu uma nova classe de estimadores baseados no critério da “distancia” entre subespagos

(“Subspace Fitting”), que apresentam o mesmo desempenho do critério ML, porém um esforco

computacional menor [Krim96], [Stoicad0b], [Vibergd1b], [Ottersten92].

Apresentaremos essa classe de estimadores através de uma reparametrizagao adequada do
critério ML.

Comparando (2.18) com (2.25) e lembrando que A, = ¢*I, teremos
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APA" 4 51 = U, A UY 4 5?0, U (3.38)

Pés-multiplicando por U, pela direita e reagrupando os termos, teremos a relacéo

U, = A(¢,)T, , (3.39)
na qual T = PAFU,(A, - o?I)™! é uma matriz de posto cheio. Visto que os parametros
étimos @m, para m = 1,..., M, e T sdo desconhecidos, € natural procurar seus valores que

A
satisfazem (3.39). Se uma estimativa U, de U, for utilizada, tal solucio nio existird. Neste

0 . . . ~ . /\ Id .
caso, deveremos minimizar alguma “distancia” entre U; e AT. Para esse propésito a norma de
Frobenius sera utilizada.

As estimativas serao, entao, obtidas resolvendo o seguinte problema de otimizacao nao-linear

AN A .
(68} =oe

no qual arg {e} indica o valor do argumento resultante da otimizacéo.
Similar ao procedimento utilizado para o método ML, esse é um problema de minimos

. ’ . ~ ~ . A ,
quadrados nao-linear separavel, cuja solugdo para o parametro linear T, com A fixo, é dada
por

A

Us —AT

2 } , (3.40)

F

A A

T=A"U,. (3.41)
A estimativa de T em (3.41) foi escolhida como aquela que minimiza o erro de estimacdo ao
quadrado [Golub89]. Substituindo (3.41) em (3.40) e utilizando a relacéo || M||% = T'r {MMH},

obtemos a seguinte fun¢do custo a ser minimizada

A nH
Jssp(¢) = Tr {Hj; U,U, } (3.42)

Uma variagdo para o problema em (3.42) pode surgir se utilizarmos estimativas do subespaco
de ruido em sua formulacédo, dando origem ao seguinte problema equivalente [Krim96]

A AH
Insp(@) =Tr {HA U.U, } . (3.43)

Devemos lembrar que as matrizes A e U, geram o mesmo espaco quando P tem posto
cheio. Em um caso geral, quando o posto de P é igual a M’ < M, a matriz U, gera um
subespago M’'-dimensional da matriz A. Portanto, nas situagdes em que P nao possui posto
cheio, uma matriz positiva definida de ponderacido pode ser adicionada ao problema [Krim96].
A utilizacdo de uma matriz de ponderagdo permite favorecer a escolha dos M’ autovetores em
A

U, mais representativos do sinal, reduzindo assim a dimens&o do problema original.

A adigdo de uma matriz de ponderacdo W no problema em (3.42) leva & seguinte funcao
custo [Krim96], [Viberg91b].

A AH
JWSF((ﬁ) =Tr {Hj& U. W U, } , (3.44)
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na qual surge a questdo de como escolher a matriz de ponderagdo W que minimiza a varidncia
do erro de estimacao.

Para W =1, podemos observar que (3.44) coincide com a funcio em (3.42). Esta ¢ uma
boa escolha para W apenas quando P é uma matriz diagonal com posto cheio. Essa situacio
compreende um cenario no qual os sinais envolvidos nio sio correlacionados.

A
Por outro lado, escolhendo W =A; em (3.44) podemos interpretar o resultado obtido em

(3.44) como uma aproximagcio baseada em subespagco aplicada & matriz de correlacio estimada,

. LA A A A .
na qual tomamos a aproximacio R = U, AU, . Tal procedimento traz melhores resultados,

desde que os subespagos sejam corretamente estimados. Nesse caso, podemos ainda notar que
o problema em (3.44) é equivalente aquele obtido pelo critério ML deterministico baseado em
subespacos, dado em (3.15). Essa constatacio faz parte das contribuicdes desse trabalho.

A funcao custo em (3.44) generaliza, portanto, os métodos paramétricos baseados em sub-
espagos, assim como (3.5) generaliza os métodos baseados no critério ML.

Devemos enfatizar que os procedimentos baseados em subespacos também podem ser repara-
metrizados através da substituicdo do projetor IT; pelo projetor equivalente dado por Ilg.

3.7 Quadro Resumo

Maxima-Verossimilhamca:

mqsin Tr {Hf&(gb) ﬁ}
min Tr { [B(6)(B¥ (¢)B(¢))"B#(¢) R} 1 _ 1.
Hgin Tr {ng(@ (ﬁsﬁsﬁfv }

Predicao Linear:

min Tr {B(¢)B" () [y(k)y ()]}

A ,L>Meby=—1.
min 7r { B(¢)B(6) R (k) }

Subespacos - Ortogonalidade:

min 7 { {1 (A@A" ()}, L2 m.
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Subespacgos - “Distancia”:

A AH

mqsin TriTix(¢) UsU, ¢, L= M.

3.8 Conclusao

Podemos concluir que, nas duas formulacdes apresentadas para o critério ML, a obtencao
das estimativas do parametro DOA exige a solugao de um problema de minimizacio quadratica
e nao-linear em relacdo ao termo IIx. A solugdo desse problema é obtida através de uma
busca multi-dimensional, que, em geral, exige um grande esforgo computacional. Ainda assim,
tal procedimento ndo garante a convergéncia para o minimo global. Se dispusermos de um
bom valor inicial para as estimativas, técnicas como a de Gauss-Newton podem ser utilizadas
levando, normalmente, a uma répida convergéncia [Cadzow90], [Ottersten93].

A desvantagem por enfrentar problemas de convergéncia, bem como o alto esforco com-
putacional requerido pelo procedimento ML, torna impraticavel sua aplicagio em alguns casos,
apesar de sua maior precisao.

Tais constatagbes levam a busca natural por procedimentos alternativos que embora nao
apresentem a mesma precisao do critério ML, possuem uma maior simplicidade na sua imple-
mentagdo. A predicao linear faz parte de uma dessas alternativas.

Uma abordagem baseada em subespacos para a predicao linear e para o critério ML também
foi apresentada. Nessa abordagem surge a necessidade de se estimar os subespacos definidos
pelo sinal e ruido. No caso do critério ML os subespacos sdo obtidos a partir da decomposicio
da matriz de correlagdo R em autovalores e autovetores, enquanto que na predicio linear tais
subespagos sdo obtidos a partir da decomposigao em valores e vetores singulares da matriz de
dados D. Tais procedimentos, embora exijam um esfor¢o computacional adicional em relacdo a
abordagem cldssica, fornecem melhores estimativas para sinais ruidosos, desde que a distincio
entre os dois subespacos seja possivel.

Uma outra classe de procedimentos alternativos concentra-se na reducdo do esforco com-
putacional do procedimento ML, através de manipulacdes (reparametrizacdes) do problema
original, levando a um problema mais simples, que pode ser resolvido de forma iterativa.

O procedimento de reparametrizagdo apresentado tanto para a predicio linear como para
o critério ML, permite uma formulacio tnica para ambos, sendo, portanto, uma das princi-
pais contribuigbes deste capitulo. Tal unificacdo permitird, em capitulos seguintes, estabelecer
relacoes entre os mesmos quanto ao esforco computacional e desempenho. No momento, com-
parando as fun¢bes custos obtidas para ambos os problemas, podemos concluir que o proce-
dimento de predicdo linear leva a um problema de minimizagéo de segunda ordem, enquanto
que o critério ML leva a uma minimizagéo de quarta ordem. Os procedimentos classicos para
obtencao da solugao de tais problemas de minimizagdo, bem como suas variacoes, serdo abor-
dados nos capitulos seguintes, trazendo novas possibilidades de comparacdes.

Apesar da predicao linear ter sido colocada como uma alternativa concorrente com o critério
ML, observamos que o conceito de predigdo linear aplicado através de uma reparametrizacio
do critério ML, possibilita implementacéo mais eficiente deste tltimo, dando origem a métodos
promissores.
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Procedimentos totalmente baseados em subespacos também foram apresentados como uma
alternativa ao critério ML. Dentre esses procedimentos destacamos aqueles que utilizam a pro-
priedade de ortogonalidade entre os subespacos de sinal e de ruido ou baseiam-se em um critério
de “distdncia” entre um subespaco e sua aproximagao. Estes dois também foram interpretados
através de uma reparametrizagao adequada do critério ML.

Concluimos, ainda, que a relagdo em (3.39) forma a base para os procedimentos baseados
no critério da “distancia” entre subespagos (“Subspace Fitting”), dando origem ao problema
de estimacdo em (3.42). Variacdes para essa abordagem consistem no uso desse estimador

descrito através do subespaco de ruido (NSF), como em (3.43), e na introducio de matrizes de
ponderagées (WSF) como em (3.44).
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Capitulo 4

Otimizacao Linear Quadratica sem
Restricoes

4.1 Introducao

Os procedimentos para estimacao do pardmetro DOA, apresentados no capitulo anterior,
possuem varios pontos em comum em suas formulacbes. Um deles consiste na obtencio de
uma funcdo custo que deve ser minimizada para a obten¢do dos estimadores/estimativas finais.
Embora as fungdes custos em cada caso sejam originadas por propriedades distintas, uma
analise baseada no conceito de subespagos, juntamente com uma reparametrizacio adequada
do problema original, permitiu uma visdo unificada de seus objetivos e formulacdes.

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas técnicas de otimizacio que sdo empregadas
nos métodos para estimacao dos parametros DOA, a serem apresentados posteriormente.

Os procedimentos de otimizacdo apresentados aqui sdo comumente utilizados em problemas
de estimacgdo linear de pardmetros. Tais procedimentos ndo estdo restritos 3 minimizacao
de funcdes custo de segunda ordem, sendo também tteis na solucdo de problemas de ordens
superiores, através de procedimentos iterativos, ou na obtencio de paridmetros com relacgdes
nao-lineares, por meio de uma reparametrizacdo adequada. No préximo capitulo trataremos
das solucOes com restrigbes inspiradas no modelo do sinal.

O problema bésico que abordaremos consiste em determinar estimativas dos parametros
desconhecidos de um modelo linear para o sinal observado da forma

blyl +'+bnyn = C, (41)

no qual yi,---,yn € c denotam as varidveis observadas, € by,...,b, € C™ fazem o papel dos
parametros que caracterizam o sistema em observacdo. Para um conjunto de m equagoes
semelhantes a (4.1) com m > n, e considerando que as varidveis observadas possuem erros,
teremos

Wb ~ w, (4.2)
onde cada linha da matriz de dados W e do vetor de observacoes w contém uma medida
das varidveis yi,---,¥Yn € ¢, respectivamente. O vetor b, por sua vez, é definido por b =

T
[617627 o 76?1] .
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Os procedimentos de otimizacao pretendem, portanto, obter as estimativas dos parametros
em b que melhor satisfazem a equacio (4.2), para o conjunto de observagoes dadas em W e w.

Historicamente, o critério de otimizacdo mais popular ¢ aquele que minimiza o quadrado
do erro de estimagéo, denominado de minimos-quadrados ou do inglés “Least-squares” (LS)
[Sorenson70]. Mais recentemente foi proposto um refinamento do critério dos minimos-quadra-
dos, denominado de minimos-quadrados total ou do inglés “Total Least-Squares” (TLS) [Golub80].
O critério TLS difere do LS na hipétese da presenca de erros nos dados disponiveis, conforme
apresentaremos a seguir.

4.2  Minimos Quadrados (LS)

O problema de minimizagao no contexto LS se caracteriza por considerar as observacoes
das varidveis y1,- - ,y, livres de erros, sendo todo erro confinado no vetor de observacoes w.
Apesar dessa hipdtese ser pouco realista, na existéncia de varias possibilidades de imprecisio
na medida dos dados, leva a uma simplificacio do problema original.

Sendo mais especifico, se definirmos, a partir de (4.2), um vetor de erro e da forma

e = Wb —w, (4.3)

o critério LS consistird em obter um vetor solucdo brg que minimiza a norma desse vetor de
erTo e, ou seja '

brs = arg {min “ Wb —w “z}, WeCo™ we(C™ (4.4)

Dessa forma, podemos dizer que o critério LS procura encontrar uma solugdo 6tima para
o problema de minimizagio de segunda-ordem em (4.4), através de um conjunto de equacoes
nao-homogéneas em (4.3).

Naturalmente, para computar o vetor solucio que satisfaz (4.4) devemos considerar

ol .
db ) ’
Tomando-se ll e Hz = efle, teremos
| e |} = ww + bEWHWb — 2b# Wi, (4.6)

Aplicando a derivada e igualando a zero, constatamos que a solugao LS deve satisfazer a equacéo
normal
WHWbps = WHw. (4.7)

A equagdo em (4.7) serd consistente se no caso de dados sem ruido tivermos (4.3) igual a
zero, com b dado por by s de (4.7). Para tanto, W#W devera possuir caracteristicas especificas

[VanHuffel91].
De uma outra forma, reescrevendo a equacio normal em (4.7) como

W [Whbys —w] =0, (4.8)
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com Wbrs —w = erg, podemos constatar que o vetor ey g é ortogonal as colunas de W, sendo
portanto ortogonal aos dados observados. Desta forma, bys resolve o problema (4.4) se e
somente se satisfizer (4.8).

Para a solugao da equagdo normal em (4.7) devemos fazer algumas consideracdes quanto ao

posto da matriz (W] __ . para m > n.

1) Se Posto(W) = n, (W”W)™ existe e entio (4.2) possul uma tnica solugio, dada por

brs= (WIW) "Wy, (4.9)

IT) Se Posto(W) = p < n, entdo (4.2) possui infinitas solu¢des. Por questio de estabilidade
e sensibilidade minima, uma tnica solugdo com norma minima é escolhida. Neste caso, a fer-
ramenta de decomposicao em valores singulares torna-se bastante til para expressar a solucio
b;s de norma minima.

Considerando, portanto, a decomposicéo para a matriz W da mesma forma apresentada em
(3.24), teremos

P
W =USV? =" quv?, (4.10)
=1
onde u; e v; s&o os vetores singulares de W que representam, respectivamente, as colunas das
matrizes U e V, sendo o; seus respectivos valores singulares, com oy > --+ > 0, > Opp1 = -++ =
o, = 0.

Neste caso, a solugao brs de norma minima desejada serd dada por [VanHuffel91], [Lemos97]

14
brs = Wiw =3 —O~l_~viuf{ (W), (4.11)
i=1 i
onde WT denota a pseudo-inversa da matriz W.

Podemos notar que a solucdo em (4.11) também satisfaz o caso (I) no qual Posto(W) = n,
para a qual reconhecemos a igualdade (WHW)—IWH = W1,

Considerando, ainda, a possibilidade de relacionarmos os vetores v; e u; através da relacio
Wv; = u;0;, podemos notar através de (4.11) que para obter o vetor solucéo brs é necessirio
apenas p vetores singulares e seus respectivos p maiores valores singulares de W.

Nos procedimentos baseados em subespagos é usual adotar uma solucio envolvendo a
reducdo da dimensdo do posto considerado em (4.11), inspirada na versio sem ruido para
o modelo dos dados observados. Dessa forma, a escolha de um posto reduzido de dimenséo
r < p, segundo algum critério adequado, produzird uma solugao dada por [Haykin89]

1
b, =) —vi(uf'w). (4.12)
i=1 Ji

Devemos ressaltar que embora o vetor solugédo b, obtido através de (4.12) apresente esti-
mativas tuteis quando r é escolhido adequadamente, o mesmo niao minimiza o erro quadratico e
nao possui a menor norma Euclidiana (norma-minima), como no caso do vetor by g obtido por

(4.11).



Para o caso particular em que os dados disponiveis sio amostras de um sinal proveniente de
um arranjo de sensores linear e uniforme, podemos obter as estimativas dos parametros DOA
através da estimativa de b, aplicando os conceitos de predicio linear, conforme apresentado no
Capitulo 3, Se¢ao 3.3.1. Nesse caso, a matriz W e o vetor w sio dados, respectivamente, pela
matriz de dados D e pelo vetor de observagdes d, definidos para o filtro preditor considerado.

4.3 Minimos Quadrados Totais (TLS)

Abordar um problema de minimizacio no contexto TLS é mais apropriado para casos em
que consideramos erros simultaneos tanto no vetor de observagdes w quanto na matriz de dados
W. Quando os erros presentes nessas varidveis sao independentes e identicamente distribuidos
(i.i.d.), com média zero e matriz de correlagio dada pela matriz identidade, a menos de um
fator de escala, a solucao TLS fornecera a melhor estimativa estatistica [VanHuffel91].

Sendo mais especifico, consideraremos a adicdo de uma perturbacio E em W e e em w na
expressdo (4.2), tais que

(W+Eb=w+e (4.13)

([wiw} + [eED [:} =0. (4.14)

A solugdo TLS da equagdo homogénea em (4.14) pode ser entdo formulada como a busca
do vetor brrs tal que as contribui¢des das perturbacdes sejam as menores possiveis, ou seja

| [+

e na qual o vetor composto (w + e) esteja no espago definido pelas colunas da matriz composta

(W +E).

Podemos notar que como [WE ] [';)1} # 0, a matriz [WSW}, de dimensées mx(n + 1), terd
2
[efE} for minimo e (4.13) for satisfeita,
entdo ([WW:] + {eEED tera posto menor ou igual a n. Esse resultado é conseqiiéncia do fato

F
de termos (4.14) satisfeita.

ou, consequentemente,

2

seja minimo (4.15)
F

posto igual an+1, para m > n+1. Se o valor de

Atraves do teorema de Eckart- Young-Mirsky podemos constatar que ([WW] -+ [efED é
a melhor aproximacao de posto n para [WEWJ, uma vez que as contribui¢oes das perturbacdes

sa0 as menores possiveis e [efE} tenha posto unitério [VanHuffel91]. Neste caso, podemos ainda
constatar que o valor da norma de Frobenius em (4.15) é o mesmo da sua norma Euclidiana e

igual ao valor do menor valor singular da matriz [WEW], ou seja

| o] [} - | e

L=
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Para a solugdo da equagdo homogénea em (4.14), definiremos a matriz composta C = I:WEW]

e consideraremos a seguinte decomposicao

onde
U, = [ Uy, -+ Unp J
Vc = [ Vi, tr Vpg }(n-i-l)x(n—f-l)
= 0 ],
= { 0 onis } =diag| v @2 - o }mx<n+1)’

Dependendo dos valores singulares obtidos para a matriz C em (4.16), teremos os casos a
seguir para o vetor solug¢ao b no contexto TLS, denotado por brzg:

CASO I) A matriz C possui todos seus valores singulares distintos:

Neste caso a solugao TLS, se existir, serd unica, desde que vny1 421 # 0, onde vy4qnpy é 0
elemento presente na dltima linha da ultima coluna da matriz V..

Para 0,41 # 0, C possui posto n + 1, o espago gerado pelas colunas de C coincide com
C™! e o espago gerado pelas linhas de C, seu espago nulo, serd vazio. Neste caso, o conjunto
de equagdes em (4.14) é incompativel por néo existir nenhum vetor b que satisfaz C [’,ﬂ = 0.
Portanto, para obter a solugéo, o posto de C deverd ser reduzido para n, implicando em um
espaco nulo nao vazio.

Pelo teorema de Eckart-Young-Mirsky a melhor aproximagao TLS com posto n para C é
dada por

Cc=U, 3. VH  com ENC:: diag(oq,...,0,,0). (4.17)

Neste caso, a correcdo TLS minima serd

min Hc— &l =, (4.18)
F
e o conjunto de equagdes compativeis serda dado por
C ['1' =0 (4.19)
p =0 .

A solugéo para (4.19) serd dada, portanto, pelo tinico vetor que pertence ao espaco nulo de

C, ou seja V,41, ultima coluna de V.. A solucido TLS é entdo obtida “escalonando” Vnt+1 para
que sua primeira componente seja igual a —1. Assim, teremos

-1 —1
l:b } = Vnti, S€  Up+tin+l % 0. (420)
TLS V1,n+1
Portanto,
1 T
brrs = — [Vint1s 7 Vnng1] - (4.21)
Ul,n-i—l
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Caso vpy1,nt1 = 0, 0 problema TLS falha, nio apresentando solucdo. Problemas que caem
nesta condi¢do sdo denominados de ndo genéricos. Em alguns casos, colunas da matriz W
podem ser retiradas até que a sub-matriz restante possua posto cheio [VanHuffel91].

Podemos notar que para 0,,; = 0, nenhuma aproximacao serd necessaria e a solucio, sem
corregao, também serd dada por (4.21).

CASO II) A matriz C possui valores singulares repetidos:

Neste caso a solugao TLS nao serd tnica. A solucao TLS, tratada aqui, fornecera a solucao
de menor norma Fuclidiana dentre as infinitas solucdes possiveis.

Se on41 for um valor singular repetido de C,istoé,se 0y > 09--- >0, > Orp1 = Opyo =
*** = Ong1, 0 procedimento TLS fornecerd mais de uma solugso. Esse caso também compreende
as situacOes nas quais temos os valores singulares repetidos iguals a zero.

Neste caso, a solucdo também apresentard a forma brrg = —~y/a, como em (4.21), onde
o € um escalar definido adequadamente e o vetor y serd dado por uma combinacao linear dos
vetores de V. associados aos n —r -+ 1 menores valores singulares em X, tal que brzs apresente
a menor norma Euclidiana possivel.

Pode-se demonstrar que a solucéo de norma-minima para o problema TLS pode ser entdo

obtida definindo-se V3 = [v,41,- -+, V,41] e computando a matriz de Householder, Q, tal que
_| ¥y
VoQ=1 " a}, (4.22)

onde X é uma matriz qualquer com dimensao apropriada.

Pode ser demonstrado que o vetor da forma y /c, obtido a partir de (4.22), serd dado pela
combinagao linear de v;, parai = r+1,...,n+1, de menor norma Euclidiana, conforme desejado.
Assim, para a # 0, teremos a solugdo TLS dada por brrs = -y/a.

Se o resultado da decomposicdo em (4.22) apresentar o = 0, entdo o problema nao possui
solucao TLS, a nao ser que o valor de r seja reduzido até se obter um valor diferente de zero
para a.

Pode ser notado que para determinar brrg a partir de (4.22), apenas a tltima coluna de Q
€ necessaria, reduzindo assim o esfor¢o computacional requerido nesse procedimento.

Para explicitar a solugdo para esse caso, é sugerida a seguinte particdo para V,

V, = [vg} , (4.23)

1%

na qual v, representa a dltima linha de V, e V3 é uma sub-matriz de V,, com dimensdes
(n)x(n —r +1). Dessa forma, demonstra-se que brrs serd expresso como

Vavy
brrs = - Ty (4.24)
ou, de forma explicita,
1 n1
brrs = ——g— > (Vkns1) Vi, (4.25)
. 2 lvi,n+112 k=r+1
1=r1
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na qual

7
\'%
Vi = k .
Vkn+t1

Comparando-se (4.25) com (4.12) podemos constatar que a soluciao TLS é obtida através da
combinagao linear dos vetores singulares associados aos menores valores singulares, enquanto
que a solugao LS com posto reduzido ¢ obtida através da combinagio linear dos vetores singu-
lares associados aos maiores valores singulares.

A solugao TLS obtida através da combinagao linear dos vetores singulares associados aos
maiores valores singulares também ¢ possivel. Particionando a matriz V, conforme a seguir

Vi, V!
Ve=[Vi|Vy] = [ '] 2} 5 (4.26)
1% 1]
e lembrando que V.V =1, podemos estabelecer as seguintes relacdes

z/fz/g =1 —I/{Il/l

SV = VIH (4.27)
Substituindo (4.27) em (4.24), obtemos
AVZi I/H
brrs = —3—. 4.28
TLS 1—vfy ( )

Devemos observar, ainda, que para m < n + 1, a matriz C, de dimensdes mx(n + 1), terd
posto p = min(m,n + 1) < m. Conseqilentemente, teremos 0,41 = -+ = 0,41 = 0 e, portanto,
poderemos também considerar a solugdo do CASO II para essa situacio.

4.4 Problema TLS Equivalente

A formulagao para o problema de minimizacio apresentada nesta se¢ao se aplica nos casos

em que estamos interessados apenas na relacdo linear entre as colunas da matriz C = [w:W],
nao importando qual coluna de C estd no lado direito da equacao em (4.13).
Considerando o conjunto genérico de equagdes do tipo

Cox€ =~ 0, com p > ¢, (4.29)

na qual a matriz C possul posto ¢ e todos os seus valores singulares distintos, o problema
proposto aqui consiste em obter a matriz aproximada C que satisfaz

min ]10— E}

sujeitoa Cec=0ecfc= 1, (4.30)
F

na qual ¢ =[cg, c1, . - -, cq]T e (Nj ¢ uma aproximacao de C com posto reduzido de uma unidade,
segundo o teorema de Eckart- Young-Mirsky. Observe que as restricdes impostas em (4.30) tém
por objetivo garantir a existéncia de uma solucao 1til.

39



Utilizando uma abordagem através de multiplicadores de Lagrange, pode ser mostrado que
a solugao para o problema proposto em (4.30) serd dada por [VanHuffel91]

H

C: C o uqquq 5 , (4.31)

C=v,

onde o, é o menor valor singular de C, e u, e v, sio seus vetores singulares correspondentes.
Neste caso a corregao serd

C-C

min

=0y (4.32)

A restricdo quadrdtica ¢fe = 1 em (4.30) pode ser substituida por uma restricio linear
sobre os elementos de ¢, como por exemplo ¢; = —1. Podemos observar que a solucdo dada
por Vv, sem nenhuma normalizagdo particular, é suficiente uma vez que vf v, = 1 ou podemos
escalonar c livremente. Podemos notar, ainda, que a solugio para (4.30) é dada pelo vetor
singular de C associado ao seu menor valor singular e, portanto, coincide com a solugao TLS
correspondente a menos de um fator de escala.

Um problema de minimizagio equivalente a (4.30) consiste em obter

H

min  ||Ccl5 sujeito a ¢Fe =1, (4.33)

na qual podemos interpretar Cc = e como um erro residual. A restricio imposta em (4.33) é
necessaria para evitar a solucao trivial ¢ = 0.

Para demonstrar a equivaléncia entre os problemas propostos em (4.33) e (4.30), podemos
constatar, a partir da decomposi¢do de C em valores singulares, que

ICell;
cHe
na qual o vetor unitario ¢ = v, satisfaz a igualdade. Considerando o resultado em (4.32),
constatamos a equivaléncia.
Devemos ainda ressaltar que o vetor ¢ que satisfaz a igualdade em (4.34) pode ser escalonado

por qualquer fator sem alterar o resultado. Assim, a equivaléncia também é vilida se a restricao
de norma c”c =1 for substituida por uma restricao linear.

> ¢2; com ¢ # 0, (4.34)

4.4.1 Solucao TLS Alternativa

Considerando o problema equivalente ao problema TLS, podemos obter sua solugéo a partir
da SVD da matriz C, conforme apresentado na Secdo 4.3.

Apresentaremos, aqui, uma forma de obtengio da solucéo para o problema em (4.33), uti-
lizando uma restrigao linear para a nao-trivialidade da solucio.
Para obter uma solugdo para (4.33) prosseguimos com a derivada de (4.33) em relacdo a ¢

e igualando o seu resultado a zero, de onde obtemos
dcHCHCc

G = CHCc=0. (4.35)
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Apresentaremos, a seguir, uma implementagao alternativa para a solugido da equagao normal
em (4.35), através da decomposi¢do Q-R da matriz CH C. Nessa implementacao, para evitar
a solucdo trivial, faremos uso de uma restricdo explicita sob os elementos de c.

Seja ¢; o elemento da ¢’ésima linha do vetor c. Para evitar a solugdo trivial tomemos a
restricdo linear na qual impomos ¢; = 1 durante o processo de minimizacao em (4.33). Fagamos,
agora, L ser uma matriz construida a partir da matriz CHC através da retirada da sua 1’ésima
coluna, e r o vetor formado pela i’ésima coluna retirada de CHC. Além disso, facamos p
representar ¢ com o seu ¢’ésimo elemento removido.

Apés essas consideracdes, podemos substituir o problema em (4.33), sujeito a restrigao linear
alternativa, pelo problema de minimizacao sem restricoes a seguir

mMin v+ Lyl . (4.36)

Fatorando L através da decomposicao Q-R de forma que L = QR, onde R é uma matriz
quadrada triangular superior e Q7Q =1, podemos mostrar que (4.36) é equivalente a

muin “QHr + Ru”i . (4.37)

A solucdo para o problema em (4.37) é naturalmente obtida quando

— Ry = Qr. (4.38)

Como R é uma matriz triangular superior, (4.38) pode ser resolvida facilmente para y. Uma
vez obtido p, o vetor ¢ poderd ser entdo construido. Tal procedimento se mostra mais eficiente
que o procedimento de solugdo direta da equagao normal.

Essa solucdo também pode ser obtida através da utilizagdo de multiplicadores de Lagrange
incorporando uma restrigdo linear em ¢ para evitar a solugao trivial.

Concluimos, portanto, que a solu¢gdo TLS via SVD oferece a solu¢dao de norma-minima, na
qual a restricdo de ndo-trivialidade é considerada de forma implicita. Uma solugao alternativa
para um problema TLS equivalente pode ser obtida através da decomposicao Q-R, quando im-
plementamos, de forma explicita, uma restricio linear sob os elementos de c. Nessas condigdes,
a obtencao da solucdo através do uso da decomposicdo Q-R da matriz CHC se mostra mais
eficiente que o uso da SVD. Observamos, ainda, que tal implementagao, considerando uma
restricio linear especifica com ¢ = 1 para o problema TLS, apresenta a mesma estrutura de
um problema LS. Dessa forma, a implementagéo da solugao via decomposicao Q-R torna-se
também uma alternativa que pode ser aplicada em problemas de minimizagao do tipo LS .

4.5 Conclusao

Apesar dos procedimentos LS e TLS apresentados neste capitulo se caracterizarem como pro-
cedimentos de otimizacgio para a obtencdo de estimativas de parametros lineares, os mesmos po-
dem ser aplicados na busca de pardmetros néo-lineares (DOA) através de uma reparametrizacao
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nao-linear do problema original. Nessa reparametrizacio, a busca dos angulos DOA é subs-
tituida pela obtencado dos elementos de um vetor b. Posteriormente, os angulos DOA sao
obtidos a partir da posi¢do angular das raizes do polindmio formado pelos elementos do vetor
b, através de um mapeamento nio-linear.

No caso particular em que o sistema de equacdes lineares do tipo Wb = w origina-se de
um modelo de predicdo linear, a matriz C = {WSW] possuira uma estrutura particular do tipo

Hankel, Toeplitz ou Hankel-Toeplitz, dependendo da estrutura do filtro utilizado. Neste caso,

pode ser desejado a mesma estrutura para a aproximacao CNJ em (4.30). A solucio para esse
tipo de problema ndo serd mais dada pela SVD da matriz C. A manutencao da estrutura
da matriz original implicard na adigdo de restricées ao problema TLS cléssico, dando origem
aos problemas denominados de TLS com restrigdes (CTLS) ou TLS estruturado (STLS). Uma
outra variagao para o problema TLS com restri¢ées, aplicado no contexto da predi¢&o linear,
consiste em restringir o erro a ter uma caracteristica de ruido branco. Neste caso é a estrutura
do erro que deve ser preservada, dando origem aos problemas denominados de TLS ponderado
ou “branqueado” (WTLS). Tais procedimentos com restriges serdo abordados no capitulo
seguinte.

A introdugao das varidveis W e w foi intencional para enfatizar o carater genérico dos
procedimento LS e TLS. No caso particular da predico linear apresentada no capitulo anterior,
as variaveis correspondentes serdo D e d, respectivamente.

Problemas do tipo min

C— 6“ formam a base para os procedimentos totalmente basea-
F

dos em subespagos, fazendo, portanto, uma ponte entre o critério TLS e o critério “Subspace

fitting” (SF).
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Capitulo 5

Adicionando Informacoes ao Problema
de Otimizacao

5.1 Introducao

Variacdes para os problemas de otimizagdo, apresentados no capitulo anterior, podem ser
obtidas através da incorporacao de informacdes adicionais ao problema original. A obtencéo
de tais informagoes geralmente depende de um conhecimento profundo do problema e dos
objetivos de interesse, conforme ficara claro no decorrer do capitulo. Essas informagdes podem
ser incorporadas ao problema de otimizacao de uma forma implicita ou através de restricoes
matematicas explicitas. Em geral, a incorporacdo de restricdes matematicas reduz a dimensao
do problema original e, conseqientemente, reduz o esfor¢co computacional necessario para atingir
sua solucao [DeMoor93b].

No capitulo anterior, as restricées eram intrinsecas ao problema e tinham como objetivo a
obtencao de uma solugdo nao trivial. Portanto, diferem das restrigdes tratadas neste capitulo
que sao impostas ao modelo de otimizacao.

Podemos classificar tipos distintos de restri¢ées. Um primeiro tipo consiste em impor res-
tricao a estrutura do modelo utilizado. Esse tipo de restricdo se aplica, por exemplo, no caso
em que partimos de um modelo de predigdo linear cuja matriz de dados possui uma estru-
tura particular do tipo Hankel-Toeplitz, sendo, portanto, interessante obtermos uma solugao
otimizada que leve a mesma estrutura. Um segundo tipo de restri¢do consiste na imposigdo
de uma caracteristica de ruido do tipo branco ao erro de estimacéo. Esse tipo de restri¢do
também se aplica no contexto da predigao linear, na qual temos o filtro de erro de predigdo
atuando como um filtro “branqueador”, quando otimizado para os dados de entrada. Podemos
ainda considerar um terceiro tipo que nao se caracteriza como um tipo isolado de restricao, mas
sim como um procedimento adicional. Nesse ultimo sdo utilizadas informagdes resultantes da
decomposi¢do da matriz de dados em subespacos, o que permite a extracdao da porgao ruidosa
através da supressdo do subespago de ruido.

Os algoritmos mais comuns existentes para tratar problemas com restri¢des serdo também
apresentados. Parte de tais algoritmos consiste de variacdes do procedimento TLS apresen-
tado no capitulo anterior. Os algoritmos TLS com restricdes (CTLS) [Abatzoglou91] e TLS
estruturado (STLS) [DeMoor94] se aplicam quando a forma de restricdo imposta compreende
a estrutura da matriz de dados. J& o algoritmo TLS ponderado ou “branqueado” (WTLS) se
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aplica no caso em que impomos a condicio de ruido branco para o erro de predi¢do [Hua90].
Para o tipo de restrigdo em que utilizamos informacoes dos subespacos associados aos dados
do problema, nenhum algoritmo especifico serd apresentado, por nio se tratar de uma forma
isolada de procedimento. Para esse tipo, alguns exemplos em que encontramos a sua aplicacao
serao citados. :
Apesar de n&o estarem restritas ao contexto da predicio linear, tais formas de restricio
serao apresentadas apenas nesse contexto por satisfazer nosso interesse. As relages entre as

diversas formas de restri¢do também serdo apresentadas, possibilitando a, utilizacdo de formas
combinadas de restrices em pesquisas futuras.

5.2 Estruturando os Dados

De acordo com o modelo de predicio apresentado no Capitulo 3, podemos observar que
os dados disponiveis sdo arranjados de uma forma sistematica para a formacido da matriz de
dados D. Nessa forma, as componentes de dados estio relacionadas linearmente, bem como
as componentes de ruido presente, levando a contribuicées repetidas. Na solucdo TLS para o
preditor étimo apresentada no Capitulo 4, tal estrutura nio foi levada em consideragio.

No caso de um filtro preditor progressivo, a matriz de dados possui a forma Toeplitz. J&
para um filtro regressivo, a estrutura serd Hankel e, conseqiientemente, para um filtro preditor
progressivo-regressivo, a matriz de dados possuird uma estrutura Hankel-Toeplitz [Antunes92].
Essas informagao podem ser levadas em consideracio no processo de otimizacio desses predi-
tores conforme apresentaremos.

Mais especificamente, considerando o vetor de dados d e a matriz de dados D, no contexto
da predicao linear apresentada no Capitulo 3, e os coeficientes do filtro preditor dados pelos
elementos do vetor b, a imposicio da restricio quanto & estrutura transforma o problema de
otimizagao TLS, dado em (4.30), no seguinte problema:

fn |AClE  sujeitoa (C+AC) () =0 |(%)], #0

com (51)
Ac:[nz Pzl sFLHZJ,

onde C = [de} , AC = [efE] ez = (20,21, ..., 2v—1]7 é 0 vetor de perturbacdes com a dimensio

minima necessaria. As matrizes Fy, para [ = 1,...,L + 1, possuem dimensdes (N — L)xN e sao
compostas por zeros e uns, de modo a estabelecer as relagdes desejadas entre as componentes
da matriz AC e, portanto, dependem da estrutura do filtro utilizado [Abatzoglou91]. O vetor
z de perturbagbes deve possuir uma quantidade de elementos distintos igual a quantidade
de amostras de dados distintos em C. Portanto, deve possuir a mesma dimensio dos dados
disponiveis, Nx1.

O algoritmo que propicia uma solucio do tipo TLS que incorpora a dependéncia entre os
elementos da matriz C conforme (5.1) é denominado de TLS com restricdes (CTLS) e serd
apresentado na préxima secio.

De uma outra forma, podemos também reformular o problema de otimizacdo com restricao
em (5.1) no seguinte problema equivalente:
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. - . b _ . bo
min [ACIy  sujeitoa (C+AC) (%) =0 (%), #0
com (5.2)
N=1 N-1
C= Y z,.5, e (C+AC)= ¥ t,8,,
n=0 n=0
na qual z, sdo os elementos do vetor de amostras x = [2o, Z1, ..., ZN-1], tn = (T, + 2,) € S,, 580

matrizes compostas por zeros e uns de forma adequada [DeMoor94]. Podemos observar que o
problema em (5.2) difere de (5.1) apenas na forma de se impor a restricdo sobre a estrutura
dos dados. Em (5.1) apenas AC é estruturado, enquanto que em (5.2) é imposta a mesma
estrutura de C para (C + AC).

O algoritmo que propicia uma solucao do tipo TLS que incorpora a dependéncia entre
os elementos de C conforme (5.2) é denominado de TLS estruturado (STLS) e também sera
apresentado posteriormente ao algoritmo CTLS.

5.2.1 Algoritmo CTLS

Esse algoritmo implementa a solu¢do para o problema em (5.1) considerando by = —1.
Podemos constatar que

AC (‘bl) = [FiziFiz i i Frpg (“bl) = (—F1+ i F,b,_l) 2 (5.3)

=2

onde bT = [by,---,bz].

Definindo
L+1 ]
GH = ~F 4+ Z Fib_q; GH € C(N_L)X(L+1), (5.4)
[=2
teremos
(C+AC)<b>=C<b>+G 2. (5.5)
Podemos ainda notar que
: = 2
IACIE =3 llznll; pn = 27022, (5.6)
n=0
onde € = diag[po,- - -, pN-1] com p, =numero de ocorréncia da componente z, em AC.

Desta forma, o problema em (5.1) pode ser reescrito como

b

que consiste em um problema de minimizacdo quadratica ponderado, com uma restricao quadra-
tica envolvendo duas variaveis: z e b. No problema em (5.7), a matriz de perturbagdes original
AC é entao substituida por uma combinacéo linear do vetor z de dimensao menor.

(g .. H, _ ’
min {z Qz} sujeito a C ( > +G"z =0, (5.7)



O procedimento CTLS transforma ainda o problema (5.7) em um problema sem restricdes
quando o posto de G¥ ¢ cheio. Para atingir esse resultado, podemos reescrever o problema em
(5.7) como

. H I : H
min {z Qz} = min {mzm z Qz} , (5.8)

ou seja, deveremos encontrar o minimo para um dado vetor b e depois minimizar para todos

os b.

Fazendo J = zQz, devemos primeiramente resolver o problema

min {J} sujeito a C <_bl> + Gz = 0; com b fixo, (5.9)

que € um problema de minimizagdo quadritica com uma restricio linear em apenas uma
variavel. Tal problema pode ser facilmente resolvido através de multiplicadores de Lagrange,
de onde obtemos

z=-Q7'G (GHQ”G)TC (_bl) . (5.10)

Substituindo a solugéo obtida para z dada em (5.10) na restrigio de (5.9), teremos a restrigio
atualizada como

Hey-1 Ho-1\1 =1\ _ -
[I——(GQ G) (G"a G)]C<b>_—0. (5.11)
Considerando a existéncia de 27!, se G tiver posto cheio, entio GHFQ1G também pos-
suird inversa. Neste caso temos (GHQ‘lG)T = GHQ‘1G>— e a restricdo em (5.11) sem-

pre sera satisfeita para qualquer b, ndo havendo necessidade de incorpori-la no processo de
otimizagao. Podemos ainda atestar que G possuird sempre posto cheio se as matrizes F, para
[ =1,2,...,L + 1, forem formadas considerando a estrutura de um filtro preditor.

Assim, a solugado do problema em (5.7) através do algoritmo CTLS reduz-se a resolver o
problema de minimizacdo quadratica sem restrigio da forma

min 270z = min { (?)H ¥ (GHaG) " ¢ C})} , (5.12)

desde que G¥ tenha posto cheio.

Podemos notar que se considerarmos € =1 em (5.12), nao estaremos mais considerando
as contribuicdes repetidas das perturbagdes devido & estrutura. Se considerarmos, ainda,
GIQ'G =1 em (5.12), néo estaremos mais considerando a estrutura dos dados e, con-
sequentemente, teremos um problema sem restricdes. Podemos entdo concluir que o procedi-
mento CTLS, para a obtengdo da solugdo estruturada otimizada sob o critério TLS para o
problema Db ~ d, pode ser visto como uma generalizacio do procedimento TLS.

Embora tenhamos reduzido o problema original em (5.7) no problema em (5.12), sua solucio
nao € simples. Em geral é necessdrio computar as derivadas parciais em relacio a b. J4 que a
condigao necessaria para sua minimizagao é termos todas as derivadas nulas, deveremos resolver
um sistema com L equagdes e L variaveis complexas. Algoritmos numéricos, como o método
de Newton, podem ser utilizados para esse propésito [Lueberger73].
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5.2.2 Algoritmo STLS

O algoritmo denominado de minimos quadrados total estruturado (STLS) consiste na
busca da solugao para o problema de minimos quadrados no qual a matriz (C + AC) original
é substituida por uma matriz aproximada, com a mesma estrutura da matriz C, enquanto a
norma Euclidiana do erro dessa aproximacgao € minimizada.

Pode ser mostrado que a solugdo para tal problema pode ser obtida através da ferramenta
de decomposicao em valores singulares generalizada ndo-linear, a qual, por sua vez, pode ser
resolvida através de um algoritmo baseado na iteragao inversa [DeMoor93a], [DeMoor94].

O algoritmo STLS genérico propde a solu¢do do problema em (5.2), ou seja

N1 ) b
_ .. O .
I?j)nnzzzo pn(wn tﬂ) su]ezto a (C + AC) <b> - 07
com (5.13)
o \H (b
(&) (5) =1
onde t = [to,t1,...,tN—1], € Pp sd0 pesos que indicam o numero de ocorréncia de z, e t, em

N—1
C e (C + ACQC), respectivamente. Definiremos, entdo, S(t) = So+ jz t.S, € RP? (com
n=1

p > q) como uma matriz funcado dos componentes ¢, do vetor dos parametros t € RY, onde
S,,n=0,1,---,N — 1, s@o fixos para a matriz dada.

Consideraremos a solugdo através de multiplicadores de Lagrange. Apds obter as derivadas
parciais e igualando-as a zero, tal procedimento estabelece as seguintes relagoes:

N-1

1
S —SHu(uf's,) =D, (5.14)
n=0 Pn

€
N1 1
> S.v(vis)) =D, (5.15)
n=Q 7

onde u € CN~F v € CI*1, 5 € R sio os vetores singulares e valores singulares obtidos a partir

da decomposi¢do da matriz C. As matrizes D, e D, sdo ambas simétricas e definidas positivas

ou semi-definidas positivas, com elementos que sdo quadraticos em suas componentes u e v.
Retomando o problema inicial em (5.13), pode ser demonstrado que

N-1
r:glibnz Pn(Ty — t,)* = min {uHDvuaz} (5.16)

n=0

convertendo o problema inicial em (5.13) na obtengdo dos vetores u e v. Podemos observar que
o problema em (5.16) é de quarta ordem, uma vez que D, é uma funcéo de segunda ordem em
V.

Pode ser demonstrado que resolver o problema em (5.16) é equivalente a encontrar (u,o, v)
correspondente ao menor escalar ¢ que satisfaz

Cv =D,uo, uD,u=1

CHy = D,vo, vED,v=1" (5.17)
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Sob a hipétese de que D, e D, sdo constantes, (5.17) pode ser vista como uma generalizagdo
do problema de autovalores. Em (5.17), como D, e D, sio matrizes dependentes de u e v,
entao o menor autovalor pode ser computado através do algoritmo de iteracio inversa, onde a
cada iteracao D, e D, s&o constantes para valores fixos de u e v e em seguida atualizadas.
Utilizando este algoritmo, o célculo dos vetores u e v pode ser efetuado recursivamente a partir
das equagbes em (5.17).

Resumidamente, o algoritmo parte de valores iniciais u®, v(% e ¢( seguindo com o cdlculo

-1
de utF+t= (Dg,k)) CvK /o) ¢ posteriormente, de v{F+l= DS”) Cu®/s®  impondo
suas respectivas restricbes, até a sua convergéncia. O algoritmo STLS segue entdo com a
obtencdo do vetor (i‘;) dado por (%’) =v/|vl],.
As componentes do vetor t, presente em (5.16), sio obtidas através de
t, = 2, —ufS,vo, n=0,...,N—1. (5.18)
Podemos notar ainda que utilizando as relagdes (5.17) em (5.16), teremos o seguinte problema
equivalente
min {vZC¥ (D,)™* Cvo?}, (5.19)

o qual consiste em um problema de minimizacio de quarta ordem, uma vez que D, é uma
fun¢@o quadratica de v.

5.2.3 Equivaléncia entre os Algoritmos CTLS e STLS

A seguir apresentaremos a equivaléncia existente nos procedimentos CTLS e STLS [VanHuffel93]
[Lemmerlin96], [Lemos97].

Inicialmente podemos escrever

N~1
AC = [Flz i Fez i oo FL+1Z} e C= Z Z,Sn,
n=0

assim como podemos escrever a {’ésima coluna de C como

Ci=20S0s+ 181+ - + 2xy_1Sn_1; = Fix,

onde S, representa a [’ésima coluna de S,,, da qual concluimos que F; = [So,z DSyt SN-LI}.

A partir de (5.4) e dos resultados anteriores, teremos

L
_ o bo\ .o (o) . . b
GH :g b; [SO,Z-H P81 e SN~1,I+1} = [SO (;) + 5 (1;) F S (ljﬂ .

N

Conseqiientemente, teremos GG =73 [Sn (%’)J [Sn (%)}H e, utilizando (5.15), podemos
n=1

concluir que G¥Q™'G = D,/ ||v|[3.
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Escrevendo (5.16) em fungdo de (%) através da substituicao (bb°> = v/||v|l,, teremos o

seguinte problema equivalente:

min { (I:)H c? (GHQ"lG)_l C (Z;j)} : (5.20)

Se utilizarmos a restri¢do by = —1, teremos entdo a equivaléncia com o CTLS. Devemos notar
que as mesmas consideragdes de invertibilidade impostas 3 GFQ™1G devem valer para D,,.

Concluimos, portanto, que os dois algoritmos procuram minimizar a mesma funcdo custo
sujeita a restrigdes equivalentes.

5.3 Branqueando o Erro de Predigao

Essa forma de restricdo consiste em impor uma caracteristica de ruido branco ao resul-
tado do erro de predicdo. A motivagdo para tal restricdo surge da caracteristica do filtro de
erro de predicdo como um filtro “branqueador”, quando otimizado para os dados de entrada.
Esse comportamento, apesar de conhecido, néo foi utilizado pelos procedimentos de otimizagao
apresentados no capitulo anterior.

Sendo mais especifico, considerando o equacionamento da acao do filtro de erro de predigao,
dado por (3.20) do Capitulo 3, temos

e=C (“bl) ~D'b. (5.21)

Reescrevendo (5.21) através da reparametrizacio de b, apresentada no Capitulo 3, teremos

e = By = B¥(x +n), (5.22)
onde BH é dada por (329)7 n= {n07n17 e 3nN—-1]T ey = [y())ylv Tt 7yN-1]T
Pelo Teorema 2 apresentado no Capitulo 3, considerando os dados livres de ruido, teremos
o polinémio b(z), de ordem L > M, com M de suas raizes localizadas sobre a CRU nas posicoes
angulares dada por ¢m, m = 1,2,..., M. Nessa condigao teremos B¥x =0 e, conseqiientemente,
e = BHn. Através da suposicao de que n é um ruido tipo branco, e sabendo que para o filtro
preditor operar em sua condi¢do étima devemos ter em sua saida um sinal tipo ruido branco,
deverfamos esperar que o sinal de erro e também fosse branco. No entanto, podemos notar que
o sinal e nao é branco pois £{eef} = 0’ BB, onde £{nn¥} = ¢’I, com £{n} = 0 . Portanto,
é natural branquearmos o sinal e fazendo

e.= (BFB) ' B¥y = (B7B) ' C ("]'31> . (5.23)

O procedimento adotado em (5.23) é perfeitamente aplicdvel a todas as situagbes na qual
desejamos branquear um sinal qualquer.

Retornando ao problema original, devemos agora encontrar o vetor de norma-minima b que
minimiza a norma do erro em (5.23), ou seja
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min {egew} =min {(E>HCH [(BHB)“l/?}H (BHB)_WC (Bl)}
—min { (1) 07 (B7B) " ()}

O algoritmo que propicia a solu¢do TLS que incorpora tal restricio sobre o erro de predicao é
denominado de TLS ponderado ou “branqueado” (WTLS) e sera apresentado a seguir [Hua90].

(5.24)

5.3.1 Algoritmo WTLS

Nesse algoritmo o vetor de norma-minima b é obtido iterativamente, otimizando o vetor
b{#+1) no espago nulo definido pela matriz perturbada (R‘(,fﬁ) + AR onde k representa o passo

da iteracao. Mais especificamente, devemos ter “AR&,“)I]F minimo e R\(,f,c) (b(;il)) = 0, onde

R = CH(B{{C)B(;;))—IC. No passo k da iteracdo, teremos (B{i)B(k)> fixo e com elementos
dado pelo passo anterior. Dessa forma podemos aplicar o procedimentos TLS de minimizacio
a cada passo.

Podemos notar a necessidade da obtencao da inversa da matriz (B{fc)B(k)) a cada iteragao.
Para tanto, algumas alteracdes no algoritmo podem ser necessérias para contornar um possivel
mal condicionamento dessa matriz ou apenas para reduzir o esforco de tal operacio. Essa
observagao também é vélida para a matriz (GH Q“IG)~1 presente no procedimentos STLS e
CTLS.

Podemos observar que, equivalentemente aos algoritmos STLS e CTLS, o problema de
minimizagao de quarta ordem, oriundo do branqueamento do erro de predicio em (5.24), pode
ser substituido pela solugdo iterativa de um problema de minimizacio de segunda ordem no
contexto TLS, através do algoritmo WTLS.

Podemos notar, ainda, que para a primeira iteracio, se escolhermos BFB = I, teremos
Ry = CHC e, portanto, a solucio coincidird com aquela obtida pelo procedimento TLS sem
restri¢des, aplicado a predigao linear, tratado no capitulo anterior.

5.4 Relacao entre WTLS, CTLS e STLS

Podemos notar, comparando (5.24) com (5.12) ou (5.20), que o procedimento de branquear
o sinal de erro de predigdo adotado no algoritmo WTLS leva a um problema de minimizacio
semelhante ao encontrado nos procedimentos de estruturagio dos dados, representados pelos
algoritmos CTLS e STLS. Uma vez que podemos constatar a igualdade B¥ = GH, e des-
prezando as diferentes formas de implementagdo da restrigio de nio-trivialidade da solugdo
para b, podemos notar que a tnica diferenca é a auséncia da matriz de ponderacio £2 no
algoritmo WTLS.

Portanto, os trés algoritmos procuram tratar as dependéncias lineares entre as componentes
de ruido da matriz de dados. No caso do algoritmo WTLS tal ruido é branqueado para descor-
relacionar suas amostras e, conseqiientemente, eliminar a dependéncia linear existente entre as
mesmas.

Originalmente, cada algoritmo apresenta uma estratégia prépria para a obtencao da solugo
da equagao de quarta ordem associada ao problema. Podemos notar que tais estratégias podem
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ser aplicadas a todos os algoritmos indistintamente, dada a semelhanca entre suas formulacgdes.

5.5 Incorporando Informacgoes sobre os Subespacos

Essa terceira forma de incorporar informacées adicionais ao problema de minimizacao estd
baseada na possibilidade de distin¢do entre o subespago de sinal e o subespaco de ruido, definidos
pela matriz de dados disponiveis, através de uma decomposicao espectral. Uma vez estimado
os valores singulares e vetores singulares associados a esses subespacos, torna-se possivel e
adequado desconsiderar a sua por¢do de ruido na obtencdo das estimativas dos pardmetros
desejados.

Tal consideracdo pode ser realizada antes do processo de otimizagdo, durante o processo
ou, ainda, imposta na soluc¢do final. Exemplos da sua aplicacdo serao apresentados no capitulo
seguinte, quando abordaremos os métodos de estimagéo do parametro DOA.

Tal forma, assim como as demais, ndo esta restrita ao contexto da predicio linear.

5.6 Generalizacao dos Procedimentos de Otimizacao

min [[HB”
mbin HAH/HQ , f-i,:H’—AHI.

2

~ 7

wo

min
b

Sem Restrigoes:

b'H (H/HH/) b’

min [|H'b’||*=min l
b b

. (HFE)=(YHY').

Com Restrigoes:

min |[H'b||*=min |
b b

b'H <H1HH/) b'|

. (mr)=(v¥[eFaq]” Y').

5.7 Conclusao

Os procedimentos de otimizacdo que impdem restrigbes ao modelo linear associado aos
dados do problema, seja na sua estrutura ou na caracteristica do erro, levam a um problema
de minimizacdo de quarta ordem, quando abordados no contexto da predicao linear.

Embora a motivagao para a restrigdo imposta na estrutura e na caracteristica do erro sejam

diferentes, as mesmas levam a problemas de minimizagdo semelhantes no contexto da predicao
linear.
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Todos os algoritmos existentes para obter a solucio dos problemas de minimizacao com
restrigoes tratados aqui consistem em procedimentos iterativos. Nesses procedimentos, obtém-
se a solucao para um problema de segunda ordem a cada iteracio. Através desse artificio
torna-se possivel estender a aplica¢do dos minimos quadrados apresentada no capitulo anterior
em problemas de quarta ordem.

Concluimos que o algoritmo STLS é equivalente ao CTLS, assim como podemos considera-
los também equivalentes ao algoritmo WTLS a menos da existéncia de uma matriz de pon-
deragao, ausente no algoritmo WTLS. Esse resultado serd de grande utilidade quando apresen-
tarmos os métodos para estimagdo do pardmetro DOA no préximo capitulo.

Uma outra forma de incorporar informagcdes adicionais ao problema de minimizagao, na
qual utilizamos a decomposicdo em subespacos da matriz dos dados disponiveis, também foi
considerada superficialmente.

-O intuito deste capitulo é, portanto, apresentar as formas mais comuns de restrices as-

sociadas aos problemas de otimizagdo enfrentados pelos diversos métodos de estimacao do
parametro DOA e alternativas para a sua solucio.



Capitulo 6

Métodos para Estimar DOA

6.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo apresentar os métodos mais comuns existentes na literatura
para estimar o parametro DOA através de arranjo de sensores, objeto de estudo no Capitulo
2. Para tanto, faremos uso de todo o conjunto de resultados obtidos nos capitulos anteriores.

Conforme apresentado no Capitulo 3, os procedimentos de estimacao baseados no critério
da mdrima-verossimilhanga (ML) mostram uma grande capacidade de resolucdo e nenhuma
dificuldade particular na aplicagdo em arranjos de qualquer geometria ou para o caso multidi-
mensional. Porém, tais procedimentos exigem um esfor¢o computacional proibitivo [Stoica90b],
[Krim96], [Kay93] e [Lemos97]. Assim, novos procedimentos surgiram para superar a grande
carga computacional e a0 mesmo tempo manter niveis préximos de desempenho.

Dentre esses novos procedimentos destacam-se, pela simplicidade computacional, aqueles
baseados na predicao linear. Tais procedimentos realizam a estimacao do pardmetro DOA
através de um mapeamento adequado entre angulo elétrico e angulo espacial. As desvan-
tagens desses procedimentos, quando comparados com aqueles baseados no ML, consistem
na limitacao em aplicagbes com arranjos lineares e uniformes e na baixa capacidade de reso-
lucdo quando aplicados em sinais fortemente correlacionados e em baixas relacoes sinal-ruido
[Lemos97], [Antunes92], [Tufts82] e [Colares97].

Os procedimentos baseados em subespacos, também apresentados no Capitulo 3, sao uma
alternativa complementar aos procedimentos baseados na predi¢ao linear ou no critério ML.
Tais procedimentos realizam a estimagao do parametro DOA através do uso da decomposicao
dos dados disponiveis em subespagos de sinal e de ruido, bem como da propriedade de ortogo-
nalidade entre os mesmos [Jansson99], [Cadzow90], [Reddi79] e [Pisarenko73].

Uma outra classe de procedimentos baseados no critério da “distdncia” entre subespagcos
(“Subspace Fitting-SF”) se destaca como competidora do critério ML por apresentar uma re-
solucdao equivalente [Ottersten92]. Esse critério consiste em obter uma melhor aproximagao
possivel para um conjunto de dados ruidosos que possui a menor “distancia” em relagio a seu
subespaco de sinal [Viberg9la], [Viberg91b] e [Krim96].

Uma outra forma de contornar o esfor¢o computacional exigido pelo critério ML surge
também através do uso de algoritmos numéricos mais eficientes [Bresler86] e [Stoica90a]. Por
serem alternativas na implementagado do critério ML, tais procedimentos apresentam desem-
penho equivalente ao ML. Uma das desvantagens dessa abordagem é que tais algoritmos sao
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geralmente iterativos e sofrem de problemas de convergéncia numérica [Stoicad7).

Nem todos os métodos apresentados aqui sdo consagrados para aplicagdo em estimacao do
parametro DOA. No entanto, além de possibilitarem tal aplicacio nos permitem uma visao
mais ampla das vérias alternativas.

Um dos pontos em comum entre todos esses procedimentos de estimacio consiste na obtencao
das estimativas através da minimizacéo de uma fungio custo adequada. Por esse motivo, desta-
camos as alternativas de otimizacao nos Capitulos 4 e 5. Embora essas técnicas estejam restritas
a modelos lineares, nos quais os parametros desejados estdo relacionados linearmente com os
dados disponiveis, também podem ser adotadas em problemas que envolvem uma relagdo ndo-
linear mediante uma reparametrizagido adequada do problema original.

Embora as descri¢des de todos esses métodos estejam disponiveis na literatura, nao se
encontram em uma formulagdo unificada. Assim, é também objetivo desse capitulo apresenta-
los através de uma descricdo unificada, que permita estabelecer relacOes entre os mesmos e
tambem explorar alternativas inéditas resultante destas relagdes. Essa abordagem possibilita
uma melhor compreenséo das caracteristicas e desempenho de cada um dos métodos descritos.
Nessa descrigao apresentada aqui estd uma das maiores contribuicoes desse trabalho.

O problema central que os métodos, a seguirem, pretendem resolver é estimar os M parame-
tros DOA dos sinais que chegam em um arranjo receptor N-dimensional, baseando-se em um
conjunto finito de amostras {yo(k),y1(k), ...,yn—1(k)} contaminadas por ruido, para cada ex-

perimento k&, num total de A" experimentos, e considerando conhecido o nimero M de fontes
de sinal.

6.2 Métodos Baseados no Critério ML

Os métodos apresentados nessa secdo fazem uso do critério ML, implementando a busca
multidimencional exigida pela sua minimizacio através de alternativas de menor esforco com-
putacional.

6.2.1 Método IQML

O método da iteracdo quadratica para o ML (IQML), pode ser visto como uma alternativa ao
procedimento de minimizagdo do critério ML deterministico (MLD) apresentado no Capitulo
3. Esse método procura resolver o problema de minimizacio de quarta ordem do critério
ML através da solugao de um problema de segunda ordem, utilizando um algoritmo iterativo
[Bresler86].

Considerando a fungéo custo do critério ML deterministico em (3.5), esse método faz uso da
reparametrizacao do projetor IT5 através da relagio em (3.33), utilizando a matriz BH de (3.29)
com L = M. Desta forma, o critério ML pode ser reparametrizado para os coeficientes by, e as

estimativas dos coeficientes podem ser calculadas minimizando-se a funcdo custo apresentada
em (3.34) e reapresentada a seguir

Jromr(b') =Tr { [B(B7B)"'B"] ﬁ} , com L = M. (6.1)

De uma forma mais genérica, o algoritmo IQML procura minimizar (6.1) resolvendo, em
um primeiro passo, o seguinte problema mais simples
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A
b'= arg {rrélln Tr {BBH ﬁ}} , (6.2)

A AH A
seguindo com a formacado da matriz B e do termo (B B)™, presentes em (6.1), a partir das
A
estimativas iniciais dadas por b’ em (6.2). Em um segundo passo, novas estimativas sao obtidas,

. . o A H —1 . . /\H A 1
desta vez a partir de (6.1) com a substituicdo do termo (B¥B)~! por sua estimativa (B B)~
e considerando a simetria complexa conjugada dos coeficientes by, fazendo b,, = b},_,, para
m = 0,1,..., M. Tal restrigdo aos coeficientes b serd discutida posteriormente. Esse segundo

passo continua iterativamente até atingir a convergéncia. O método tem como tltimo passo o
A
célculo das raizes de b(z) para a obtencao das estimativas ¢,,, m = 1,2,..., M.

Entrando em alguns detalhes da implementacéo, o método é construido através da igualdade
proveniente da comutatividade da operacdo de convolugio, apresentada abaixo

By (k)= Y(k)b', para k = 1,2..., K, (6.3)

onde K representa o nimero total de experimentos (“snapshots”), e a matriz Y(k) é definida
como

ym(k)  ym-i(k) - Yo(k)
Y(k) & nyl(k) yM:(k) ylfk)  parak=12_..K,  (64)
yn-1(k) yn-2(k) - yv_sr-1(k)

N—~MxM+1
com N > M. )
o AA g i H
Substituindo R= 7 > y(k)y"(k) em (6.1) obtemos
k=1

K

/ 1 -
Jigur(b) = Tr § 237 B(B"B) "By (k)y" (k) ;. (6.5)
k=1
Utilizando (6.3), considerando que T'r { (B(BHB) 'BAy( ) } vH ( BHB)_lBHy(k)> )

e ainda desconsiderando o termo K a esquerda, teremos a fun¢éo custo equivalente a (6.1) dada
por

JIQyL [Z YH(k BHB)*Y(k)J (b, (6.6)
el

onde ¥ representa o conjunto adequado de restrigdes impostas a estimativa l;\’ .

Podemos observar que o problema em (6.6) é um problema de minimizacéao de quarta ordem
com restri¢des dadas por ¥. No entanto, quando B¥B ¢ constante e independente de b’, tal
problema torna-se de segunda ordem . Neste caso, é possivel uma minimizacio iterativa, em

que cada passo con51ste na solugao de um problema de minimizacio de segunda ordem, no qual
o termo (B¥B)™" ¢ atualizado através da estimativa anterior de b'.

O conjunto ¥ adequado de restrigbes é construido através da intersecio de duas restricdes
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U=U,N0,. (6.7)

A primeira restri¢do, denominada de restricdo de “nio-trivialidade ”, é definida como

Uo £ {b': [[b], # 0}, (6.8)

e consiste em evitar a solugdo trivial estabelecendo uma correspondéncia tnica entre bm € O,
além de garantir a invertibilidade de (BHB). A implementacéao de tal restricio pode ser através
de uma relacdo linear fazendo algum elemento de b’ diferente de zero, considerando sua parte
real e imaginaria de forma distinta, ou através de uma relagio quadratica na qual Impomos um
valor diferente de zero para a norma do vetor b’.

A segunda restricdo U, escolhida de acordo com o modelo do sinal considerado, é essencial
para a obtencao da solugdo 6tima. Para o modelo de sinal composto pela soma de M exponen-
clais complexas nao-amortecidas, apresentado no Capitulo 2, teremos as raizes do polinémio
b(z) sobre a CRU para o caso étimo, ou seja

A . : . S
U, = {b’: b(z) possui raizes sobre a circunferéncia de raio unitério} .

Uma possibilidade de implementagdo para essa restricdo consiste em estabelecer uma res-
tricdo de simetria complexa conjugada sobre os coeficientes by, fazendo b,, = Mems M =
0,..., M. Apesar de restringir as possibilidades de escolha para os coeficientes by, que satisfazem
Vs, tal implementagdo apresenta a vantagem de reduzir pela metade o nimero de parametros a
serem obtidos. No entanto, nédo pode ser utilizada juntamente com a implementacao da restrigio
de néao trivialidade na qual by = 1, pois um polindémio da forma b(z) = by ﬁ (z - ej¢m) nao

m=1
satisfaz, em geral, a relagdo b, = bj,_,, com by = 1. Neste caso, outra alternativa para

implementacao da restri¢do de nao-trivialidade deve ser utilizada.

Como conseqiiéncia da implementagao anterior, podemos propor uma outra possibilidade de
implementacdo da restricdo ¥,. Tal alternativa consiste em considerar o polindmio b(z) formado
por coeficientes puramente reais, fazendo Imm(b’) = 0, onde Im(e) indica a parte imaginaria.
Essa implementacao apesar de satisfazer a condicio de raizes sobre a CRU e reduzir o niimero
de parametros pela metade, sé deve ser aplica no caso de sinais senoidais puros, sendo portanto
mais restritiva que a implementagdo anterior. Nessa implementacio podemos impor by = 1
para evitar a solugdo trivial.

O algoritmo para a realizagdo do método IQML, que minimiza a funcao custo em (6.6),
considera a implementacio da restricio de simetria complexa conjugada de forma implicita, e
para evitar a solugdo trivial, faz Re(bo) = 1, onde Re(e) indica a parte real.

Algoritmo IQML:

I) Inicializagdo: i =0 e B‘g)B(i) = I, onde o indice (7) indica o passo da iteracdo.
IT) Obter a matriz Q%ML de dimensdes [(M + 1)x(M + 1)]:

. K
Qfarr =3 Y7 (k)(BEB) " Y(k), (6.9)
k=1
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onde By;y é construido a partir de b’® para i > 0.
111) Resolver o problema de minimizacdo quadratica:

Al

bi+1)= arg {lgnem b'HQI%MLb'} (6.10)

Neste passo se faz necessario a implementacdo das restrigdes. A implementagao implicita das
restricdes converte o problema original (6.10) em um problema sem restricoes equivalente.
Apresentaremos a seguir a implementacao implicita das restricées de nao-trivialidade e simetria
complexa conjugada para o caso de um sinal composto por M exponenciais complexas nao-
amortecidas.

Tomando M = 2¢g + 1 (para M par a implementacio é similar), particiona-se b’ e Y (k) tal
que

T
[Bo -+ bylbgsr - bagn]” = [bT|b]] (6.11)
e
bo b,
Definindo a matriz de permutacio reversa i,
0 1
I= 1 , (6.13)
1
g+1xg-+1

a relacdo de simetria complexa conjugada pode ser representada por b, =1 b7.
Definindo agora

T

CIQML = [Re(blT), Im(b{)} (6.14)
e

¥ (k)= [Yak) + Y2 T | 5(Ya(k) = Ya(h) D) (6.15)

o problema em (6.10) torna-se

K H ~

GIQML(Z'—H): arg {mln C}FQML [ZY (k)(Bg)B(i))_l Y (k)} CIQML} , com cionr € RMTL.
k=1

(6.16)
A restricdo de nao-trivialidade para a solucdo cygprr do problema em (6.16) pode ser imple-
mentada fazendo o primeiro elemento do vetor cjonr 1gua1 a unidade (cromr, = 1),0u seja

Re(bg) = 1 em (6.14). A partir de CIQML(H-l obtem-se b (i+1) atraves da relacdo em (6.14).
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~H ~
Lembrando que (B‘(HB )_1 é Hermitiana e que, portanto, Y (k)(B B LY (k) é
também Hermitiana, pode—se demonstrar que o problema em (6.16) é equwalente ao problema

[Bresler86]

e[QMb(i+1): arg{ min_ C?QMLQIQMLCIQML} (6.17)
CroMrg=1
com
NH ~
Qomr Z Re{ (E)BHBw) ™' Y (k)}‘ (6.18)
k=1

Desta forma, o problema em (6.17) é equivalente ao problema em (6.10) a menos da reducio
do esforgo computacional requerido e pelo fato de trazer implicitamente a implementacao das
restri¢oes impostas ao problema inicial. Por se tratar de um problema de minimizacio de
segunda ordem para (B B( )) fixo, podemos fazer uso dos procedimentos de minimizacio
tratados no Capitulo 4 para a obtenga,o de sua solucao.

IV) Incrementar o passo de iteracdo: ¢ =i + 1.
A

by — b
{i-1) (@)

V) Checar convergéncia:

< €7 Se sim, termina e vai para (VI); se nao,
2
retornar para (II).

A
VI) Obtém as estimativas dos pardmetros do sinal (¢,,, m = 1,2,...M): Calcular as rafzes

do polinémio b(z), formado a partir de ¢ IQML(i), terminando assim o algoritmo.

Na pratica, apesar de apresentar bom desempenho, o método IQML sofre com problemas
de instabilidade numeérica e dificuldade de convergéncia para um minimo global [Bresler86],
[Stoica90a] e [Stoica97].

A restrigao de simetria complexa conjugada imposta aos coeficientes de b(z), a escolha da
ordem do modelo de reparametriza-¢ao igual ao nimero de parametros (L = M), bem como
o uso da matriz de correlagdo estimada, dada pelo produto explicito do vetor de amostras
disponiveis, sdo caracteristicas préprias do método IQML que serfo contrastadas com outros
métodos.

Podemos concluir que as duas idéias mais relevantes nesse método sio o uso da reparametriza-
¢ao do critério ML e a utilizacdo de uma forma iterativa para resolver um problema de mini-

mizagao de quarta ordem com restri¢des a partir da solu¢io de um problema de segunda ordem
sem restricoes.

6.2.2 Método MODE

O método MODE pretende superar as desvantagens observadas no método IQML. Tal método
pode ser interpretado como um aprimoramento das idéias do método IQML, no qual se obtém
melhores estimativas no passo inicial, levando a uma répida convergéncia. Além disso, no seu
desenvolvimento faz-se uso dos subespacos definidos pela matriz de correlacio conforme a versio
do critério ML baseada em subespagos, apresentada no Capitulo 3, Secio 3.2.3 [Stoica90a].

Mais especificamente, a idéia basica do MODE é minimizar a funcdo custo

J(b)=Tr [B(BHB)-IBH ﬁ} , (6.19)
b/~b,
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localmente em torno de b/, onde b’ e b/, indicam, respectivamente, o pardmetro desconhecido
e seu valor 6timo. Desta forma, o MODE pretende contornar os problemas de convergéncia e
reduzir as iteragdes necessarias para alcancar as estimativas finals.

Considerando uma situagdo assintética para o numero de experimentos (K — o0) e a
hipdtese de ergodicidade para o sinal observado, poderemos substituir sua correlacao estatistica
R pela correlagao das amostras, IA{ Partindo-se da decomposicao em subespacos da matriz ﬁ,

H H
conforme realizado para R em (2.24) e (2.25), observando ainda que [AJS[AJS + {jnf\}n =1,

poderemos escrever a fungao custo (6.19) localmente como [Stoica90al

, A AH A A
JBY~Tr An, +T7 { [US IIg Us} [AS -—(721} } , (6.20)
b/~b/

A A
com A,~ ¢2I, uma vez que A, é um estimador consistente para o*I.
!

A
Portanto, estamos interessados na obtencdo da estimativa b considerando o comportamento

local de J(b’) em (6.20), na qual b —b! ﬁ -B,

AH A AHA
e, conseqiientemente, B U,=U, B = 0 para K grande [Stoica89]. Desta forma, o estimador
MODE sera dado pela minimizacdo da fungdo custo equivalente a (6.20)

[Xs —5 I] } , (6.21)

A
e B sdo estimativas consistentes de o? e B, respectiva-

~0

2

~ 0 para K grande. Isso implica que
2

AH A
J(bf) =T1r { [Us HB Us

H 2
com IIg = B(]% ]%)'IBH e na qual &

mente.
Uma estimativa consistente de o? pode ser obtida através de

A2 1 A A
oo frrf8) -7 fi)
- ——l—-Tr[K ]

N-M nls

/\ /\, . > . . . ~ -~ ’ 0‘
B e b, por sua vez, podem ser determinados através da minimizacdo da fun¢do quadratica

H
J(®)=1Tr {BBH [/\Js WropE I/}s } ) (6.22)

na qual Wsopg € uma matriz de ponderagéo escolhida adequadamente que generaliza o método
MODE, dando origem a generalizagao da funcgéo custo em (6.21), dada por

, AH A
Jumope(b') =Tr { [Us IIg U;

WMODE} : (6.23)

A consisténcia da estimativa obtida através de (6.23) se justifica pelo fato da expressdo
A
alcancar seu minimo valor apenas quando B¥ U,= 0 e para W y,0pg positiva definida.

A
Como U, € geralmente estimada com precisdo, algumas possibilidades para W opg sao

[Li98)]
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A

Wmodel =As,

A A2

WmodeQ =As — 0O I

Demonstra-se que a escolha étima para Wysop B, W, , sob o ponto de vista de minimizagio
da variancia do estimador, é dada por [Stoica90a], [Krim96] e [Li98]

A1

A A2
W,=(A;—0 I)?A, . (6.24)

A vantagem da utilizagdo de (6.24) para Wyopp em (6.22) é que as estimativas se apro-
ximam dos seus valores assintéticos, dando origem a um procedimento direto para obtencéo da
FAN
estimativa b’, em dois passos.
No primeiro passo resolve-se o problema quadrético:

A

A A H
b'= arg {n%)lin Tr {BBH U, W, U, }} , (6.25)

A
do qual obtem-se B.
No segundo passo resolve-se o problema quadratico:

A

, . AH A A g A
b'= arg min Ir<U, B(B B)"'B" U, W, } ¢, (6.26)

/\ . .
com B dado pelo primeiro passo.
A
As estimativas finais, ¢,,, m = 1,2,..., M, sdo entdo obtidas através das raizes do polinémio

A
b(z) formado pelos elementos de b’ obtido no tltimo passo.

Comparando as expressdes (6.25) e (6.26), respectivamente, com (6.1) e (6.2), poderemos
contrastar os métodos MODE e IQML. Inicialmente, devemos constatar que

H H H H
Tr {ﬁs B(B B)"'BY U, Wo} =Tr {B(é B)"'BY U, W, U, }
A AH

A
e que Us; W, U, ¢ uma estimativa da parcela de R associada ao subespago de sinal. Assim, a
comparagao direta entre as expressdes citadas nos permite concluir que os métodos diferem pelo
A
fato do método MODE operar sobre a parcela do subespago de sinal de R, com o objetivo de
eliminar os efeitos indesejéveis da presenca do ruido. Dessa forma torna-se possivel a obtencao

de uma melhor estimativa inicial para b, que leva , em geral, a estimativa final no segundo
passo.

Podemos ainda notar que a minimizacio em (6.25) corresponde ao primeiro passo do método

AH A A A A
IQML quando (B B)™' =Ie R & U; W, U, . Nesse caso, a matriz de correlacdo nao é mais
obtida pelo produto explicito do vetor de amostras como no método IQML, mas dada pela sua
versao decomposta em subespago, da qual apenas a porcao associada ao sinal é considerada.
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Além disso, é utilizada uma estimativa mais préxima do valor 6timo para os autovalores as-
sociado ao subespago de sinal, dada por W,. Dessa forma, o método MODE procura avaliar
a fungdo custo em (6.19) nas proximidades do seu valor étimo, evitando assim os passos de
iteracao presentes no método IQML e seus problemas de convergéncia.

Embora o método MODE apresente uma reducio no esforgo computacional em relacio ao
IQML devido a eliminacao das iteragoes, se faz necessario a obtencio de estimativas adicionais
através da decomposicao da matriz de correlacdo. Assim sendo, seu sucesso depende da quali-
dade dessas estimativas.

Concluimos, portanto, que a utilizagdo da forma decomposta em subespacos da matriz de
correlagao e da distingdo entre os subespacos de sinal e de rufdo apresenta vantagens sobre a
forma dada pelo produto explicito dos vetor de amostras, desde que esses subespacos possam
ser corretamente estimados.

Por apresentar a melhor precisao assintStica possivel e ndo exigir grande nimero de iteracdes,
tal método é um forte candidato a melhor método para arranjos lineares uniformes.

O algoritmo de solugdo para o método MODE considera implementacio implicita da res-
trigdo de simetria complexo conjugada sobre os coeficientes de b(z), além da restricio de nio-
trivialidade fazendo Re(bg) = 1.

Para a restrigdao de simetria complexo conjugada, o algoritmo MODE sugere sua imple-
mentacao implicita assegurando que os elementos de b’ satisfacam

b = by, Param =0,..., M. (6.27)

Quanto a incompatibilidade da aplicacdo da restri¢do da forma em (6.27) com a restrigio
de néo-trivialidade, fazendo by = 1, valem os mesmos comentérios apresentados para o método
IQML.

Com base em (6.25) e (6.26), o algoritmo MODE estima os parametros ¢,,, m = 1,2, ..., M

A

’
A

do sinal utilizando uma estimativa Us, juntamente com uma estimativa dos 7 (F=min{ M ,posto(P)})

A
maiores autovalores de R e considerando a estimativa da matriz W, dada por [Li98]

2 2 2 2
; G-ty (e-8)  (3-¢)
W,= diag -~

3 A 5 sery

A
Al A2 AF

(6.28)

COoIm

A2 1 LA A .
7= {Tr{R}- ;)\ z} . (6.29)

Algoritmo MODE

O algoritmo MODE compreende, portanto, os seguintes passos:

A ~ . A A
I) Obter R e seus 7 maiores autovalores e autovetores correspondentes. Formar U, € W,.
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A
IT) Determinar uma estimativa inicial para o vetor b’, dada por b’(o), minimizando-se a
expressao em (6.25) impondo as restricdes em (6.27).
/

A
III) Determinar a estimativa final b , minimizando-se a expressdo (6.26) sujeita as restricoes
AH A -1 A
em (6.27), na qual o termo ( B B) ¢ formado através da estimativa b{) obtida no passo
(IT).

A
IV) Obter as estimativas ¢, m = 1,2, .., M, através das raizes do polinémio b(z) formado

AN
pelos elementos de b’ obtido no passo (III)

Para obter o resultado da minimizacéo em (6.26) de forma mais eficiente, o algoritmo MODE
utiliza a forma compacta a seguir [Stoica90a] e [Li98]

J(®)mopr = |[HY'| (6.30)
onde
AH A =172 .,
(B B) U
H= : (6.31)
/\H A '.1/2 ~
(B B) Uwm
com
~ 2rz]\J—[-l,m e al,m
Un= ,m=1,2,...7 (6.32)
uN,m e uN-—M,m
e
N N Upy e &'LF o
[51 S;] T S (Wo)2, (6.33)
Ung v uN,F
. . /\ H /\ ”, ey ~ -
Dessa forma, a estrutura especial da matriz B B torna possivel a utilizacdo de algoritmos
H ~1/2
eficientes para computar ( B ﬁ) [Dickinson79]. Além disso, a estrutura triangular da
H A -1/2
matriz ( B f:,) reduz o esfor¢o computacional para avaliar H em (6.31).

Apos a reparametrizacéo em (6.30), a restricio de simetria complexa conjugada da forma em
(6.27) é implementada implicitamente no problema de minimizac¢ao através do uso da matriz
I de (6.13) e do vetor

B =[bo, by, ..., b,]", (6.34)

no qual ¢ € o maior inteiro menor ou igual a [(M — 1)/2], que nos permite expressar tal restricio
como
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b = [ ri%* ] para M par

ou

6.35
5 (6.35)
b’ = 7 para M impar,

I3
na qual u é um escalar real. Podemos observar que essa implementagéo é a mesma adotado no

método IQML, reconhecendo by = 5 e b, =1 B* em (6.11).
O algoritmo segue decompondo-se a matriz H da forma

H:[Hl Hz:! para M par

ou (6.36)
H= [ H; h H, ] para M impar,

nas quais H; e Hy sdo ambas de dimenséo [M(N — M)]x[M/2].
Agora, substituindo (6.36) e (6.35) em (6.30), teremos

2

meM:HRﬂm+%mﬂ>Mﬂbﬂdmmq{&wH

Im(H;) + Im(H, 1) Re(H,) — Re(H, 1)
£ |Fpll para M par
ou (6.37)
{ Re(H,) + Re(H, I) Im(H;T)— Im(H;) Re(h) }
Im(H;) + Im(H, T) Re(H;) — Re(H, 1) Im(h)

J(p)mopE = 1

2 |Foll> para M impar.

Desta forma, o problema de minimiza¢ido quadréatica com restri¢cdes em (6.26) é convertido
em um problema equivalente sem restri¢des e dimensdes menores em (6.37). O algoritmo MODE
sugere ainda uma restri¢do ao primeiro elemento do vetor 3, by, da forma

Re(by) =1 ou Im(bo) =1, (6.38)

evitando assim a solugdo trivial para § e a incompatibilidade do uso by = 1. Para o caso
em que Re(by) = 1, como sugerido no método IQML, exclui-se as situagdes nas quais a soma
dos parametros {¢,} é um inteiro impar multiplo de n. Nessas situagdes pode-se, portanto,
utilizar I'm(bo) = 1, que por sua vez exclui as situagdes nas quais a soma dos parametros {¢, }
é um inteiro par multiplo de 7. Visto que tais formas nao sdo validas apenas em situagoes
mutuamente exclusivas, o uso de uma ou outra forma de acordo com a situagdo serd valida
para todas as circunstancias.

Para a minimizagdo de (6.37), o algoritmo MODE sugere a utilizacéo do critério LS imple-
mentado através da decomposi¢ao Q-R, apresentado no Capitulo 4, Secao 4.4.1 [Stoica90a]. Tal
procedimento mostra-se mais eficiente que o procedimento de solucao direta para o conjunto
de equagdes derivado a partir de (6.37).
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Deve ser notado que uma vez que a funcio custo associada ao problema de minimizacao

em (6.10) encontrado pelo método IQML, a cada passo de iteragao, pode ser escrito na forma
compacta

Jiou(b')= || (Quqrr)'* b

2
?
b'ew 2

que é semelhante em sua formulagao ao problema do método MODE em (6.30), os procedimen-
tos de solucdo sugerido pelos dois algoritmos podem ser aplicados a ambos indistintamente.
Apesar de ser considerado um algoritmo néo-iterativo, o algoritmo MODE est4 naturalmente

preparado para ser iterado, levando, em geral, a estimativas mais proximas de seus valores
étimos [Stoica90al.

6.3 Meétodos Baseados na Predicao Linear

Os métodos apresentados nessa secio fazem uso de um preditor linear de ordem L para
estimar M parametros desconhecidos de um sinal, utilizando um conjunto de N amostras a
cada experimento. Embora a estrutura do preditor linear tenha sido derivada no Capitulo 3
para o caso de um Unico experimento, a sua extensio para aplicacdes com varios experimentos
também é possivel e serd apresentada.

Os métodos baseados na predigao linear se relacionam com os métodos baseados no critério
ML deterministico através da reparametrizacio do critério ML, quando fazemos uso de IT4 =
B(B”B)"'B¥ | e através da relacio (6.3), reescrita aqui

By (k)= Y ()|

} ,para k=1,2.... K, com Y(k) "= D'(k),
na qual D'(k) corresponde a matriz de dados aumentada D’ da predicao linear, apresentada
no Capitulo 3, em que explicitamos a dependéncia com k. Lembramos que na predicio linear
temos ainda a restricido by = —1.

Devemos acrescentar que o critério ML, diferente do conceito de predicdo linear, ndo estd
limitado a aplicagédo em arranjos de sensores lineares e uniformes [Krim96].

6.3.1 Meétodo de Prony

O método desenvolvido por Prony pode ser interpretado como um processo de predi¢io
linear no qual a ordem do filtro ¢ igual ao niimero de fontes de sinais e o ndimero de amostras
disponiveis ¢ igual ao dobro do nimero de fontes de sinal (L = M e N = 2M ) [Kumaresa84].
Assim, a matriz de dados D serd quadrada e terd posto cheio permitindo uma solugdo direta

do conjunto de equagdes Db = d através de sua inversa, ou seja l/;: Dd, e com by = —1 em
b(z).

O método de Prony oferece uma solucio exata e igual a do ML para o caso de um sinal
sem ruido [Bresler86]. No entanto, é muito sensivel & presenga de ruido, mesmo em pequena
quantidade.
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De uma forma geral, a funcdo custo a ser minimizada nesse método é dada por (3.22),
reescrita aqul como

Torony(b) = {[i’:r HdSD]H [dSD” ﬁ’j } , com by = —1. (6.39)

Por se tratar de um problema de minimizagdo de segunda ordem podemos fazer uso do
procedimento LS de minimizacdo, de onde derivamos a solugdo geral a seguir

]/:\)Prony: (DHD)*I DHd = DTd,
com L =M. o
Reconhecendo a estimativa da matriz de correlacao ﬁ: deD} [dEDH em (6.39), pode-

remos contrastar esse método com os métodos baseados na matriz de correlagao estimada como
o ML. Para o caso particular em que temos um dnico experimento (K = 1) e L = M, podemos

constatar que [de] =Y, definido em (6.4). Assim, poderemos reescrever (6.39) como

bo|” b

Jprony(b) = | 0] YHY | °]. (6.40)
b b

A extensdao do método de Prony para a situacdo em que dispomos de multiplos experimentos

(K “snapshots”) pode ser obtida naturalmente substituindo-se a funcdo custo em (6.40) por

sua generalizacao
J(b) = bo K bo 6.41)
b “Ib|’ (6.

onde K, ééf Y (k)Y (k) possui dimensdes (L + 1)x(L + 1) e possui um carater de matriz de
correlacao. '

O uso de multiplos experimentos para a formacdo da matriz K, permite combater as difi-
culdades de resolugao desse método na presenca de sinais coerentes [Shan85].

Podemos agora comparar (6.41) com a fungao custo associada ao método IQML em (6.6).
Dessa comparagdo podemos concluir que a minimizacdo da fungdo custo da forma em (6.41)
com a restri¢do by = —1, nao apresentard solucéo étima, visto que a condi¢ao para uma solugao
étima, apresentada pelo método IQML, exige que o polinémio b(z) apresente suas raizes sobre
a CRU, considerando um sinal composto por exponenciais complexas nao-amortecidas. Além
disso, notamos a auséncia da matriz (B¥B)™ em (6.41), presente na formulacio do IQML e
util na compensagdo da presenga de correlacdo entre as fontes de sinal. Dessa forma (6.41)
se assemelha a fungdo custo presente no primeiro passo do algoritmo IQML, quando temos

(BB =1

6.3.2 Meétodos FLP, BLP e FBLP

Melhores resultados na presenca de ruido, com relagdo ao método de Prony, podem ser
obtidos através da extensdo da ordem do filtro e do numero de amostras disponiveis. Isto é,
considerando L > M e N > 2M, dando origem aos métodos FLP, BLP e FBLP. Nesses casos,
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o sistema linear de equacdes Db = d néo possuird uma tnica solugdo levando & necessidade de
uma restri¢ao adicional para a escolha da solugio Stima.

Os métodos FLP e BLP, precursores do FBLP, consistem na utilizagdo de um filtro predi-
tor com estrutura progressiva (“forward”) e regressiva (“backward”), respectivamente. Con-
sequentemente, a composicdo da matriz de dados em cada método é diferente [Antunes92],
[Colares97] e [Lemos97].

A diferenca de ordem prética entre o método FLP e o método de Prony é que esse dltimo
limita a ordem do preditor utilizado, fazendo L = M. A utilizacio de ordens mais elevadas
que o nimero de fonte de sinais, no intuito de melhorar o desempenho do método, pode ser
justificada, visto que quanto maior a ordem do preditor maior serd a quantidade de amostras
utilizadas para estimar a amostra desejada. Além disso, o polinémio resultante possuira L — M
rafzes adicionais, fornecendo, assim, um maior grau de liberdade para acomodar as M raizes
de interesse [Tufts82].

O método FBLP, por sua vez, utiliza um procedimento de predigao na forma progressiva e
regressiva para um mesmo conjunto de dados, otimizados conjuntamente. Este método fornece
melhores resultados que os métodos FLP e BLP por fazer melhor uso dos dados disponiveis.
Como desvantagem, esse método estd limitado as aplicacdes na qual o sinal é composto por
exponencials complexas n&o amortecidas. Devemos observar que para o método F BLP, a matriz
de dados possui dimensdes 2(N — L)x L, enquanto que para os métodos FLP e BLP sua dimensio
é (N — L)xL [Tufts82].

As expressoes para o método FBLP sdo, portanto, as mesmas do método de Prony com
a ordem do preditor estendida e a estrutura da matriz de dados alterada para comportar os
dados na forma progressiva e regressiva. O filtro progressivo-regressivo de predicao linear possui
ordem que satisfaz a desigualdade M < L < N — M/2. Caso (M/2) seja racional, este valor
é arredondado para o valor inteiro mais préximo. Neste caso, o numero de equacdes serd
igual a 2(N — L) e sua solugdo segundo o critério LS é tomada como aquela que apresenta a
menor norma Euclidiana. Demonstra-se, experimentalmente, que tal método apresenta melhor
desempenho quando L = N/3 [Tufts82].

A solugdo de norma minima dada pelo procedimento LS para os métodos FLP, BLP e FBLP

pode ser expressa através da pseudo-inversa da matriz de dados associada a estrutura de cada
filtro, dada genericamente como

L
i’\)LP:—‘- DEPdLP ZZ 1 VLP(i) (ufp(i)dsz) , com bo = -1, (642)
=1 ULP(i)
na qual Dzp, drp, ozp, vip e urp denotam, respectivamente, as versoes genéricas da matriz de
dados, do vetor de observacdes, dos valores singulares e vetores singulares associados a matriz
de dados nas formas adequadas para cada método (FLP, BLP e FBLP).
Quando a ordem L é igual ao seu limite superior (N — M para os métodos FLP e BLP;
N — M /2 para o FBLP), obtemos um caso de especial interesse, devido & sua simplicidade com-
putacional e desempenho satisfatério, denominado de caso Kumaresan-Prony (KP) [Colares97]
[Tufts82] e [Antunes92].
A tnica vantagem aparente desses métodos sobre o IQML consiste na possibilidade de

utilizacdo de uma ordem L > M, que em geral melhora a qualidade das estimativas obtidas.

3
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6.3.3 Método FBLP Modificado

O método FBLP modificado pode ser interpretado como uma versio baseada em subespacos
do método FBLP.

Apesar de permitir o aumento da ordem do preditor em relacdo ao método de Prony, a
utilizacdo de ordens L > M no método FBLP implica também na adicdo de uma maior quan-
tidade de ruido para obten¢do da solugdo, levando a uma limitacido de ordem prética para a
escolha de L [Colares98]. Essa influéncia do ruido pode ser notada através de (6.42), na qual
todos os valores e vetores singulares, tanto de sinal como de ruido, da matriz de dados Drp
participam da solucdo. Assim, dado que temos apenas M vetores associados ao sinal, entdo o
aumento de L leva a um aumento do numero de vetores de ruido na obtencao da solucéo.

O método FBLP modificado é, portanto, uma variacdo do método FBLP na qual é utilizada
uma aproximacao da matriz de dados por uma versdo de posto reduzido obtida através da
ferramenta de decomposi¢do em valores singulares e considerac¢des com respeito aos subespacos
de sinal e ruido associados a essa matriz. A dimensdo do novo posto é escolhida igual ao
ntimero de parametros do sinal observado (M). Essa versdo de posto reduzido da matriz de
dados é obtida através da supressao dos valores e vetores singulares associados ao subespaco de
ruido, produzindo um efeito semelhante a um aumento da relagdo sinal-ruido. Dessa forma, tal
método permite o aumento da ordem do preditor para valores além daqueles que sao apropriados
para método FBLP, melhorando assim sua capacidade de resolucdo. Pode ser demonstrado
experimentalmente que tal método apresenta um melhor desempenho quando a ordem L do
filtro é aproximadamente igual a 3N/4 [Tufts82] e [Antunes92].

Mais uma vez, fazendo uso do procedimento LS de minimizacao, a solugio para esse método
é dada por

A M 1
brBLP-M=) ~VFBLP(i) (ugBLp(i)dFBLP> , com by = —1,
t=1 t

OFBLP(i)
na qual ocpprp, VFBLP € Upprp denotam, respectivamente, os valores singulares e vetores
singulares associados a matriz de dados na forma progressiva-regressiva.

Podemos notar que para o caso em que L = N — M/2 tal método é equivalente ao método
FBLP no caso KP, pois nesse caso a supressdo do subespaco de ruido na solucdo FBLP é
realizada automaticamente devido as ordens envolvidas.

6.3.4 Meétodo TLS-LP

O método, ou conjunto de métodos, aqui denominado de TLS-LP consiste em obter a solugao
para o preditor linear através do procedimento TLS de minimiza¢io [DeMoor90] e [Lemos97].

A solucdo de norma minima fornecida pelo procedimento TLS, apresentado no Capitulo
4, consiste em um vetor associado ao menor valor singular da matriz de dados aumentada.
Se esse menor valor singular for um valor singular repetido, a solugdo sera dada, entdo, pela
combinagao dos vetores singulares associados aos menores valores singulares repetidos. As
solucdes possiveis para o problema de predicdo linear através do procedimento TLS foram
apresentadas no Capitulo 4 para uma matriz de dados aumentada, genérica, C. No contexto da
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predicao linear teremos C = {de} . Para permitir uma comparacgio com os métodos baseados

no critério ML podemos observar que [de] =Yparal=MeK=1.

Além das diferengas na concepcio da solugio obtida pelos procedimentos LS e TLS, o método
LS opera sobre a matriz de dados D da predigdo linear, enquanto o TLS opera sobre essa matriz
aumentada pelo vetor de observacao d. Se ainda considerarmos a decomposicao em valores e
vetores singulares da matriz aumentada, poderemos interpretar a solucio TLS para o preditor
linear como uma solugéo baseada no subespaco de ruido dessa matriz, enquanto que a solugao
LS com restrigao no subespago da matriz de dados original, apresentada pelo método FBLP
Modificado, € baseada no subespago de sinal. Assim, podemos notar que o método TLS-LP ja
incorpora em sua solugdo uma restri¢do no subespaco da matriz de dados aumentada.

Assim, como o procedimento LS aplicado sobre um predicéo linear progressiva, regressiva e
progressiva-regressiva deu origem aos métodos FLP, BLP e FBLP, o procedimento TLS aplicado
a essas formas de predigdo dard origem aos respectivos métodos TLS-FLP, TLS-BLP e TLS-
FBLP.

Pela superioridade apresentada pela predicio na forma progressiva-regressiva, apresentare-

mos o método TLS-FBLP na préxima secdo, permitindo assim comparagdes com o método
FBLP Modificado.

6.3.5 Meétodo TLS-FBLP

O método aqui denominado de TLS-FBLP consiste em obter a solucio para o preditor linear
progressivo-regressivo através de um procedimento de minimizagio inspirado no TLS, inserindo
novas consideragGes com relagéo aos subespacos [Lemos97] e [Dowling96].

O método TLS-FBLP propée uma modificacio na solucio de norma minima apresentada
pelo procedimento TLS cléssico. Nessa modificacio é realizada uma restricio de subespaco
adicional sobre a matriz de dados aumentada.

Inicialmente consideremos a decomposi¢ao da matriz de dados aumentada da forma

R R LN | I

na qual Dy = Up; (¥p1) VE, representa a particio de D’ associada aos M maijores valores
singulares presentes em (Xp;) e D, = Up, (Xp,) VE, representa sua porcao complementar
associada aos L-M menores valores singulares presentes em (Xp;). Podemos, assim, associar
essas duas parti¢des aos subespaco de sinal e de ruido da matriz D’ , respectivamente.

Em uma situagao pratica, na qual o sinal é ruidoso, teremos os valores singulares em Xp,
distintos. Nesse caso, a solugdo TLS cléssica serd dada pelo vetor singular associado ao menor
valor singular de D’. Na auséncia de ruido, os valores singulares presentes em ¥ p, serio nulos.

A modificagdo sugerida pelo método TLS-FBLP sobre a solugio TLS classica, no caso de
sinal com ruido, se inspira no comportamento tedrico desse caso em que os L — M menores
valores singulares em ¥py sdo repetidos e iguais ao desvio padrio do ruido branco presente
no sinal. Esse resultado nos permite desconsiderar as discrepancias entre a magnitude desses
valores singulares observadas em uma situagio pratica.
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Portanto, a solugéo sugerida para esse método sera equivalente a solugdo TLS cldssica para
o caso em que os L — M menores valores singulares de D’ sdo repetidos, mesmo que na pratica
possuam diferencas em suas magnitudes. Considerando (6.43) tal solucdo é expressa por

7 *
b=-Yo_TDP (6.44)
a PP

2T
V"D2

Além das diferencas na concepgao da solucao obtida pelos procedimentos LS e TLS, os
mesmos também diferem no ponto de vista computacional. O procedimento LS utilizado no
método FBLP modificado requer a obtencédo de M vetores singulares da matriz de dados Drprp,

com dimensdes 2(/N — L)xL, onde M determina o nimero de parametros desconhecidos do sinal.

na qual utilizamos a seguinte particao Vp, =

J4 o método TLS-FBLP opera sobre a matriz de dados aumentada [de FB Lp:l, de dimensoes

2(N — L)x(L + 1), e requer a obtencdo dos L — M vetores singulares dessa matriz associados
aos seus menores valores singulares. Portanto, se M (dimensao do subespaco de sinal) for
menor que L — M (dimensdo do subespaco de ruido), o procedimento LS serd mais eficiente
computacionalmente.

6.3.6 Método WTLS-LP

O método WTLS-LP foi desenvolvido para estimar freqiiéncias através do procedimento TLS
de minimizacao aplicado sobre um preditor, de forma distinta dos métodos TLS-LP [Makhoul75]
com uma solugio através do procedimento TLS [Rahman87]. O termo "W ” em sua denomi-
nacao denota “Whitened”, do inglés “Branqueado”, ou “Weighted”, do inglés “Ponderado”,
e consiste em uma modificagdo do procedimento de otimizacdo TLS cléssico. Tal modificacdo
procura aproveitar a caracteristica do ruido branco presente no sinal, impondo-se uma restri¢do
adequada ao problema original, conforme tratado no Capitulo 5, a qual leva a melhores resul-
tados em termos de desempenho com relagdo ao método TLS-LP [Hua90].

Reportando-se a Secdo 5.3 do Capitulo 5 e aplicando o procedimento WTLS de minimizacao
sobre os dados da predigdo linear, através da substitui¢do da matriz C em (5.24) pela matriz de
dados aumentada D', o método WTLS-LP procura uma solugao que minimiza a fun¢do custo

H
Jwres-er(d)= () (@) (87B) "D (1), (6.45)
onde B¥ ¢ dado em (3.29).

Considerando a seguinte decomposicao (BHB)—l = ((BHB)_1/2>H (BHB>_1/2, podemos
reescrever (6.45) na forma compacta

Jwris-re(b') = [[D(B)b'|]3, (6.46)

na qual b’ = ( —l-)l ) e D(B) = [(BHB)-I/2 D’} Desde que a matriz D(B) seja fixa, a

minimizagao de (6.46) poderd ser obtida através do procedimento TLS. Podemos notar que se
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fizermos BAB =1 em (6.46) teremos a mesma funcdo custo proposta para os métodos TLS-
LP. Dessa forma, por apresentar um problema de minimizacio de quarta ordem, o método
WTLS-LP pode ser visto como uma generalizacio dos métodos baseados em predicdo linear.

O algoritmo iterativo que implementa a solucéo para o método WTLS-LP pelo procedimento
TLS, considerando D(B) fixa a cada iteragdo, compreende os seguintes passos:

I) Inicializacdo: fazer i = 0 e bioy = ( b_(l) ), com b = [0,---,0]7, onde o subescrito
0

(2) indica o indice da iteragdo. Outros valores para b(o), mais préximos de seu valor étimo,
provenientes de uma estimagao inicial grosseira, também podem ser utilizados. Quanto melhor
a inicializa¢@o, mais répida serd a convergéncia. Para o caso sem ruido, qualquer valor inicial
para b’ devera propiciar uma convergéncia apés a primeira iteracio.

Uma inicializa¢do para a matriz B{é)B(O) é, entao, obtida a partir dos valores de bzo)-

IT) Utilizando o procedimento TLS, obter uma nova estimativa para b’ com by = —1, dada
por b{;, ), que minimiza (6.46) para a matriz D(B) ;) formada pelos valores mais recentes de b’
b’(i) . A solu¢ao para b’(i +1) sera, portanto, o vetor de norma-minima dado pelo vetor singular
associado ao menor valor singular da decomposicio da matriz D(B);-

7

ITI) Se “bziﬂ) — bi;)| < ¢, seguir para o préximo passo. Caso contrario, fazer i = i + 1 e
voltar para o passo anterior, utilizando os valores para b’ e para a matriz D(B).

IV) Obter as L raizes do polinémio b(z), formado a partir de b e com by = —1. As
estimativas dos pardmetros ¢.,,, m = 1,2, ...M, do sinal sdo entio tomadas pela posicao angular
dos M zeros mais préximos da CRU, os quais estio associados aos parametros do sinal. Através
de simulagoes constata-se que os L— M zeros restantes estio localizados fora da CRU, facilitando
assim a distingao entre esses e os M zeros de sinal [Hua90].

A partir de (6.45) é possivel contrastar a funcdo custo do método WTLS-LP com a do
método IQML em (6.6). Para o caso de um tnico experimento K = 1 e [ = M, teremos
D' =Y e nesse caso as fungdes diferem apenas na restricao imposta sobre b’, com by = —1 no
método WTLS-LP. Como foi enfatizado anteriormente, tal restricao nao é utilizada no método
IQML por ser incompativel com a restricdo de simetria complexo conjugada adotada para
obtencao da solucdo 6tima nesse método. No método WTLS-LP a condigdo by = —1 é oriunda
da estrutura de um suposto filtro de erro de predicio associado ao sinal, o qual é a base de sua
concepcao. Embora o método WTLS-LP néo adicione restricoes associadas is caracteristicas do
sinal, a condigao de otimizagdo é garantida através do Teorema 1 da predico linear apresentado
no Capitulo 3, Secdo 3.1. Portanto, apesar de possuirem formulacées semelhantes, o conjunto
de solugdes apresentado pelos dois métodos serd totalmente distinto, embora sejam Stimos sob
cada critério. A formulacdo semelhante permite ainda afirmar que os métodos WTLS-LP e
IQML possuem teoricamente o mesmo potencial de resolugdo quando aplicados na estimacio
de freqiiéncias, com uma vantagem do método WTLS-LP sobre o IQML, por permitir utilizar
L > M em suas formulacdes.

Para permitir uma comparagio com os métodos baseados na matriz de correlacdo, podemos

A
considerar R,,= [D(B)]” D(B) como uma matriz de correlacio associada aos dados branquea-
dos da matriz D’ original, e reescrever (6.45) como
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Jwrrs-rp(b) = (;1)}1 R (;1> : (6.47)

A partir de (6.47) podemos estender a aplicacdo do método WTLS-LP quando dispomos de

mais de um experimento (K > 1), tomando a estimativa f\{w sobre todos os experimentos.

Concluimos, ainda, que o algoritmo apresentado para o método WTLS-LP nesta secao obtém
a solugao de um problema de quarta ordem a partir da solucdo iterativa de um problema de
segunda ordem, com solugao através do procedimento TLS de minimizagdo. Por esse motivo,
tal algoritmo também pode ser utilizado para obter a solugdo do método IQML ou do MODE.

Dentre as diferencas observadas entre esses algoritmos podemos citar a forma de inicial-
izacio, que ao invés de utilizar BFB = I como nos algoritmos do IQML e MODE, o algoritmo
WTLS-LP utilizou uma inicializacao particular para b, e a partir dessa formou a matriz BZB.
Uma outra diferenca, consiste na utilizacao do procedimento TLS em lugar do LS sugerido para
os algoritmos IQML e MODE.

Resultados de simula¢des mostram que o método WTLS-LP possui maior precisao, tanto
em termos de variancia como em polarizagdo, quando comparado com o método TLS-LP para
todas as ordens L, sobretudo para ordens mais baixas. Quando comparado com o algoritmo
IQML, o método WTLS-LP nao apresentou bons resultados para nenhum valor de L, sendo
equivalente para L = M [Hua90] e [Lemos97].

6.3.7 Métodos CTLS-LP e STLS-LP para DOA

Assim como o procedimento de minimizagdo WTLS deu origem ao método de estimacio
WTLS-LP, considerando a equivaléncia entre o WTLS, CTLS e STLS apresentada no Capitulo
5, Secao 5.2.3, podemos também considerar a existéncia natural dos métodos CTLS-LP e STLS-
LP. Notando que a diferenca entre esses procedimentos e 0o WTLS, consiste na auséncia de uma
matriz de ponderacdo, que leva em consideracido a contagem repetida dos elementos de ruido
na matriz de dados estruturada.

Considerando, portanto, o procedimento de minimizac¢do que generaliza os procedimentos
CTLS e STLS, aplicado sobre um preditor linear, teremos o seguinte problema de minimizagao

. ~1\ -1 -1

min {( X ) (D)7 (B#Q'B) D'( N )} (6.48)
onde £ é uma matriz diagonal, formada por elementos inteiros, que realiza uma ponderacgao
adequada relacionada a estrutura da matriz de dados D’. Se ndo considerarmos a ponderacao
realizada pela matriz 2, fazendo € =TI em (6.48), teremos o mesmo problema enfrentado pelo
método WTLS-LP. Portanto, o procedimento em (6.48) é mais geral que o procedimento WTLS.
A presenga da matriz de ponderagdes §2 torna o procedimento de minimizacdo em (6.48) mais
adequado quando aplicado em matrizes de dados estruturadas, como as oriundas da predicao

linear através de um filtro progressivo, regressivo ou progressivo-regressivo.

A solugdo para o problema em (6.48) pode ser, entao, obtida pelos algoritmos CTLS ou
STLS apresentados no Capitulo 5.
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6.4 Meétodos Baseados em Subespacos

Os métodos que descreveremos a seguir fazem uso dos subespacos definidos pela decomposicio
da matriz de correlagéo do sinal observado, bem como das propriedades associadas aos mesmos.
A decomposi¢ao, considerada aqui, é a mesma apresentada no Capitulo 2 através de (2.23) e
(2.25), as quais s#o validas quando a matriz da correlacio entre as amplitudes complexas de
cada fonte de sinal, dada por P, possui posto cheio.

Embora alguns métodos baseados na predicio linear tenham feito uso de subespacos em
suas formulagées, diferem desses por terem suas origens no conceito de predicdo linear e por
fazerem uso da decomposi¢ao em subespacos da matriz de dados e nio da matriz de correlacao
do sinal. Por exemplo, o método FBLP Modificado e o0 método TLS-FBLP fazem consideragoes
aos subespagos associados aos dados do problema, e tal informacao € utilizada apenas para obter
um aprimoramento no processo de estimagio através de um preditor linear. Por esse motivo
optamos por sua classificagao junto aos métodos baseados na predigao linear.

Os métodos baseados no ML, que fazem uso dos subespagos associados & matriz de correlagao
do sinal, como € o caso do método MODE, tem como origem o critério ML e por esse motivo
optamos por sua classificacdo junto aos métodos baseados no ML.

Os métodos apresentados nesta se¢io que permitem uma interpretacdo baseada no conceito
de predigao linear ou no critério ML serdo destacados.

6.4.1 Método de Pisarenko

O método de Pisarenko utiliza as propriedades dos subespacos associados a matriz de cor-
relacdo para estimar os pardmetros do sinal observado [Pisarenko73]. O método considera
a dimensdo do arranjo de sensores igual ao nimero de fontes de sinais mais uma unidade
(N = M +1), caracterizando assim o subespagco de ruido através do menor autovalor e corres-
pondente autovetor da matriz de correlacio.

Considerando um sinal composto pela soma de M exponencials complexas ndo-amortecidas,
demonstra-se que para o caso desse sinal sem ruido, a seguinte equagao é satisfeita [Kay93]

Rb =0, (6.49)

na qual R € a matriz de correlacdo estatistica do sinal sem ruido e b’ é um vetor de dimensdes
compativeis, cujos elementos sdo os coeficientes de um polinémio b(z) de ordem L que possui
raizes dentro ou sobre a CRU.

Considerando a forma decomposta da matriz R com dimensdes Nx N , apresentada em (2.23)
e (2.25), teremos

R = APA" 4 51 = U,A,U¥ 4 U,A, U7, (6.50)

quando a matriz P possui posto cheio. Nessa condicio, podemos definir o subespaco de sinal
da matriz R através de seus autovetores associados aos maiores autovalores, representados
pela porcao U,A,U¥ | e seu subespaco de ruido através do autovetores associados aos menores
autovalores, representados pela porcio U,A,UH,

No caso de um sinal composto por M fontes distintas de sinal, se tomarmos a ordem do
polinémio b(z) igual ao nimero de amostras disponfveis menos a unidade (L = N~1), teremos
a partir de (6.49) e utilizando (6.50)
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Rb' = o%b’ (6.51)

A = 0. (6.52)

A partir de (6.51) podemos notar que para uma situa¢do sem ruido teremos a igualdade em
(6.49) satisfeita. Além disso, tal equagao serd satisfeita se, e somente se, b’ for um autovetor
do subespago de ruido de R.

Considerando a equacao em (6.52), teremos as raizes do polinémio b(z), associado ao vetor
b’, sobre a CRU, nas posi¢bes angulares indicadas pelas freqtiéncias do sinal.

O método de Pisarenko consiste na busca do vetor b’ no subespaco nulo de R que melhor
satisfaga (6.49). Considerando as dimensdes envolvidas em (6.51), teremos apenas um tnico
autovetor no espago nulo de R, o qual estd associado ao menor autovalor de R.

Nesse método, com L = M, o critério a ser minimizado é, portanto, dado por

()7 R (D)

A K
na qual a matriz de correlacdo estimada é dada por R=3 y(k)y?(k), e possui dimensdes

k=1

(M + 1)x(M +1).
Podemos observar que no caso de nao haver restrigdes para a escolha de b’ em (6.53), a
A

solucdo sera dada pelo autovetor de R correspondente ao seu menor autovalor, o qual corres-
ponde ao autovetor do subespaco de ruido. Assim, a partir da relagdo em (6.52), podemos

obter estimativas para os parametros do sinal através das raizes do polinémio b(z) formado
pelos elementos do vetor b que satisfaz (6.53).

O método de Pisarenko é étimo em uma situacao assintética com relacdo ao nimero de
experimentos (K — c0) e, nesse caso, coincide com o resultado obtido através do critério ML

[Bresler86].
Considerando a disponibilidade de um unico experimento (K = 1), poderemos relacionar
o método de Pisarenko com os métodos baseados na predigao linear. Considerando a relagdo

R= (D) D’ e substituindo em (6.53), teremos

bo H nH b ns
min [b] adilied [g] =min w (6.54)
bo 1112 - b’ b’ 2 '
S 3] 1
Através de (6.54), com by = —1, podemos interpretar o método de Pisarenko como um caso

particular do critério adotado para os métodos baseados na predicao linear, quando a ordem do
filtro é igual ao nimero de amostras disponiveis menos a unidade (L = N —1) e, ainda, L = M.
Nessa comparacao constatamos que a interpretacao de predicdo apresenta a desvantagem de
restringir a escolha do vetor b’ impondo by = —1. Por outro lado, sob o ponto de vista da
predicao, temos como vantagem a possibilidade de utilizar L > M, desde que N > L. Podemos
notar ainda que o problema em (6.54) corresponde a um problema TLS equivalente, como em
(4.33), cuja solugao é dada pelo vetor singular da matriz D’, associado ao seu menor valor
singular. Neste caso ||D’b’ ][3 pode ser interpretado como a energia do erro de predi¢ao obtida
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através da aplicacao do filtro preditor com ganhos dados pelos elementos de b’ sobre as amostras
de sinal dadas por D’

O método FBLP, assim como sua versio com restricio de subespaco (FBLP Modificado),
descritos anteriormente, também sdo denominados, respectivamente, de Pisarenko Melhorado
(“Improved ” Pisarenko (IP)) e Pisarenko Modificado ("Modified ” Pisarenko (MP)). Tal de-
nominagao se justifica por serem considerados variacdes do método de Pisarenko interpretado
através da predicao linear [Kay93]. Nesses métodos, a matriz de correlagdo utilizada no método
Pisarenko é substituida pela matriz do auto-produto da matriz de dados, como em (6.54).
No caso do método Pisarenko Modificado séo adicionadas consideraces com relagdo aos sub-
espagos associados a matriz de dados. Tais evolugdes sao, portanto, formas alternativas de se
incorporar informacao adicional ao problema, seja explicitando a matriz de dados ou sua forma
decomposta em subespacos.

Para permitir a comparagio com os métodos baseado no critério ML, consideraremos a
mesma matriz de reparametrizacao B¥, dada em (3.29), com N = M +1e L = M. Nesse

caso, teremos D' =Y, B¥=[b  b] e poderemos transformar o problema em (6.53) no seguinte
problema equivalente

min Tr {B(BHB)-IBH ﬁ} , (6.55)

que por sua vez € equivalente ao problema encontrado para os métodos baseados no ML,
considerando a mesma reparametrizacio. Portanto, o problema enfrentado pelo método de
Pisa-renko coincide com o problema proposto para o método IQML no caso particular em que
N = M +1. Além dessa limita¢do quanto ao niimero de amostras por experimentos (dimensao
do arranjo de sensores), o método de Pisarenko nzo sugere nenhuma restricio associada as
caracteristicas particulares do sinal aplicada sobre os elementos de b’ que satisfaca a condicdo
6tima, como nos métodos IQML e MODE. Por esse motivo, observa-se que para um numero
finito de amostras, o polinémio b(z) obtido pelo método de Pisarenko nio POSsuira seus zeros nas
posigoes 6timas, mesmo para um sinal sem ruido. Para contornar essa limitacdo, o método de
Pisarenko classico deve ser, entdo, modificado implementando-se restrices apropriadas. Para
aplicacao na qual o modelo do sinal é composto por exponenciais complexas ndo-amortecidas, a
mesma restrigao de simetria complexa-conjugada adotada para os métodos IQML e MODE pode
ser estabelecida através de uma restri¢do quadratica e incorporada através de multiplicadores
de Lagrange, resultando em um problema geral de autovalores, ou ainda de forma implicita
como implementada nos algoritmos IQML e MODE.

A interpretagdo da matriz de correlacio ﬁ’,, ora como o auto-produto da matriz de dados,
ora em forma decomposta em subespagos, permite diferenciar os métodos FLP, BLP e FBLP,
daqueles com restri¢do de subespacos, como é o caso dos métodos FBLP Modificado, TLS-LP
e TLS-FBLP. Essa diferenca é essencialmente a mesma que diferencia os métodos IQML e
MODE.

Devido a possibilidade de utilizacio de uma mesma matriz de reparametrizacio B, a
solugao para o método de Pisarenko pode ser interpretada sob o ponto de vista da predigao

linear ou através do critério ML, estabelecendo as restricdes apropriadas sobre o vetor solucio
b’ em (6.53).
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6.4.2 Método MUSIC

O método MUSIC faz uso explicito dos subespacos definidos a partir da decomposicio da
matriz de correlacdo estimada. Nesse método ndo existe a limitagdo sobre a dimensao do
arranjo de sensores, como no método de Pisarenko [Cadzow90] e [Reddi79].

O método MUSIC original tem por objetivo formar uma funcao espectral definida como

!
ITHa(o)ll;’

na qual a(¢) é o vetor de diregdo, dado em (2.13), e U, denota a matriz cujas colunas sdo os
autovetores da matriz de correlagdo associados aos seus N — M menores autovalores, definida
no Capitulo 2. Embora (6.56) ndo seja um espectro realmente, indica o grau de ortogonal-
idade entre os subespagos de ruido, formado por U,, e sinal na direcdo ¢. Dessa forma, a
funcao em (6.56) apresenta picos nas proximidades dos parametros ¢,, do sinal observado, para
m=1,2,..., M, possibilitando a obtencao de estimativas para esses parametros. Tal forma de
obtencdo dos parametros DOA da origem ao método MUSIC Espectral, ou método MUSIC
baseado no espectro.

Uma forma alternativa e mais vantajosa para a obten¢do de estimativas dos parametros ¢,,
do sinal consiste na busca das raizes de um polinoémio associado ao denominador da funcdo
Pyusic(¢m) em (6.56), de tal forma que as raizes desse polindmio estejam relacionadas com os
picos da func¢do espectral. Tal polindmio pode, por sua vez, ser interpretado como o polinémio
resultante de um filtro preditor de ordem L = N, otimizado para o sinal de entrada. Essa
forma paramétrica de obtengdo dos parametros DOA dé origem ao método root-MUSIC, ou
método MUSIC baseado nas raizes.

Mais especificamente, o método root-MUSIC tem como objetivo encontrar as raizes da
fungao

Pyusic() = (6.56)

b(z) = Vb (2)U, U b(2), (6.57)
na qual b(2) = [1, 2, ..., 2 7!]. O polindmio resultante é dado, portanto, pela combinagao linear
dos autovetores associados ao subespaco de ruido da matriz de correlacao do sinal.

Uma outra variacao para o método MUSIC resulta da utilizacdo da forma decomposta da
matriz de correlacdo R = A(¢)PA(¢)H+021 = U,A,Uf4+U, A, UE e do fato de termos os
autovetores do subespaco de ruido, dados pelas colunas de U, ortogonais as linhas da matriz
de AF(¢). Através dessas consideragdes, teremos

Af(¢)U, = U A(¢) = 0; quando ¢ = 4., (6.58)

na qual ¢, denota os valores 6timos dos parametros. Enfatizamos que a igualdade em (6.58) é
vélida apenas quando a matriz P =& {s(k)s(k)H} possui posto cheio, implicando em um cenario
no qual os sinais s,,(k) ndo sdo coerentes. Neste caso, os valores 6timos ¢y, . .., ¢y sdo as Unicas
possiveis solugdes para a relagdo (6.58), das quais extraimos os parametros DOA.

N
Portanto, dada uma estimativa U, de U,, devemos encontrar o conjunto de parametros

A
estimados, ¢,,, m = 1,2,..., M, que minimiza o seguinte critério quadratico:
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2

”AH(d)) &l -A‘Mj 5 aén) (6.59)
’ e = " 2 '

Embora o método MUSIC cldssico permita a obtencio dos pardmetros éz\ﬁm, para m =
1,2,...,M, de forma independente, o critério a ser minimizado em (6.59) considera a obtencéo
simultdnea dos parametros étimos e por esse motivo da origem ao método denominado de
MUSIC multidimensional (MD-MUSIC).

Utilizando a defini¢do da norma de Frobenius, o estimador MUSIC baseado no critério em
(6.59) reduz-se a minimizacdo da seguinte funcio custo:

AH

Jvvusio(¢) =Tr {AH(¢) ([/\InUn) A(¢) ¢, com ¢ =RM,
= r{ At (6.6, |

A fungao custo derivada em (6.60) sera de grande utilidade na comparac¢ao com os métodos
de estimacao baseados no critério ML ou na predicio linear, que utilizam os subespgos da matriz
de correlagao em suas formulacdes. Uma caracteristica marcante do método MUSIC que pode
ser observada em (6.60) consiste na utilizacio do subespaco de ruido para a obtencdo de sua
solucao.

Uma extensao do MUSIC, denominada de MUSIC Ponderado, faz uso de uma matriz de
ponderagao, Wyusic de dimensées (N — M)x(N — M), que pondera a influéncia de cada um
dos autovetores de forma distinta, levando & composicio do critério

(6.60)

Juvsicw(¢) =Tr {AH(@ (I/\Jn [Wawsic] I/\JnH> A(¢)} : (6.61)

Podemos notar que desprezar a ponderacio sugerida pela matriz Wyusic em (6.61) é equiva-
lente ao caso Wywsic = I, para qual temos a mesma funcio custo derivada em (6.60). Por
esse motivo, a fungio custo em (6.61) generaliza o método MUSIC.

Embora o método MUSIC original apresente uma menor varidncia assintética que a sua
versao ponderada, em situagbes em que o nimero de amostras é pequeno, a relacdo sinal-ruido
¢ baixa e os sinais sdo correlacionados, podemos obter uma melhor capacidade de resolucao
escolhendo adequadamente os elementos da matriz Wysio [Krim96].

Reescrevendo o critério Jyusio_w(¢) em termos de uma outra matriz de ponderacdes,
Vuusic de dimensdes MxM, podemos interpretar o método MUSIC como o resultado do
processo de minimizacio da funcdo

Juvsicv(e) =Tr {AH(¢) I/\Jnl/}nH A(o) [VMUSIC]} ; (6.62)

na qual Vyusic € uma matriz positiva semi-definida de ponderacao, cuja escolha Vypsre =1
também leva a fungéo custo em (6.60).

Pode ser demonstrado que a escolha para Vypsic em (6.62) da forma [Krim96]
) 1) ST At g
Vmusic =V, = A'(¢,) Us W U, [A (qzﬁo)} , (6.63)
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onde V, e ¢, denota seus valores 6timos, leva a obtencdo de estimativas assintoticamente iguais
as obtidas pela minimizagdo da fungéo custo em (6.61).

Poderemos, ainda, considerar a presenca de duas matrizes de ponderacdes W yusic e
Vuusic na funcéo custo em (6.60), dando origem & seguinte funcao custo

Juvsicvw(e) =Tr {A(Cb) [Vamusic] A7 (o) ([/\In W yusic) IAJnH) }, (6.64)

a qual reduz-se a funcéo custo em (6.60), quando Vyusic e Wisusrc sdo feitas iguais & matriz
identidade de dimensdes apropriadas. Embora potencialmente a fun¢ao custo em (6.64) possi-
bilite melhores resultados quando aplicada em sinais correlacionados, apresentada a dificuldade
adicional da escolha das matrizes de ponderagdes mais adequadas.

Para permitir comparacao com os métodos baseados no critério ML, procederemos com
manipulagbes algébricas e novas interpretagdes sobre a expressao para a funcdo custo derivada
em (6.64).

Podemos observar que fazendo Vypsio = {AH (qb)A(qb)]
teremos

-1 A
e Wayusic =An em (6.64),

A
Juvsic () = Tr {TLa(¢) Ra} (6.65)
A H -1 g g A A~ AH
na qual reconhecemos IIp = A(¢) {A (qS)A(qS)} A% (¢) = U, U e R.=U,A,U, é a ma-
triz associada a porcao ruidosa da matriz de correlagdo estimada na forma decomposta em
subespagos.

A partir da fungao custo derivada para o critério ML, dada por Jy;, = T'r {Hj(cb) f{}, con-

AA A AoA A AH
siderando que R=Rs + Rn, com R;=U,A;U, , poderemos reescrever a funcgio custo, equiva-

lente, do critério ML baseado em subespaco como

Juasl6) = Tr {T4(8) R} (6.66)

na qual IT%(¢) = U, UL,

Podemos, entéo, concluir, através da comparacdo entre (6.65) e (6.66), que ambas buscam
os parametros ¢, m = 1,2,..., M, que melhor satisfazem a ortogonalidade entre os subespagos
de sinal, representado pelo projetor ITx(¢) em (6.65) e por 1/3\’,3 no critério ML, e o subespaco
de ruido, representado por IA{n em (6.65) e pelo projetor ortogonal I1%(#) no critério ML. A
diferenca basica entre as formas de obtenc@o das estimativas é que a fungio custo associada ao
método MUSIC ¢ baseada no subespaco de ruido da matriz de correlagio estimada, enquanto
que o critério ML baseia-se no subespaco de sinal.

Para estender a comparagao entre o método MUSIC e os métodos baseados no critério ML,
como IQML e MODE, devemos considerar a reparametrizacao IIp = IIf. Para esse caso,
valem os mesmos algoritmos e considerac¢des colocados anteriormente para os métodos IQML e
MODE, uma vez que a funcao custo em (6.65) também é de quarta ordem.

Para estabelecer comparacoes com os métodos baseados na predicao linear deveremos con-
siderar o método root-MUSIC em (6.57), no qual L corresponde & ordem do preditor utilizado.
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Essa comparagéo também pode ser realizada a partir da funcdo custo em (6.65), considerando
a reparametrizacao ITo = II§, para L = M.

Uma das limitagdes desse método é a incapacidade de resolver sinais proximos entre si,
sobretudo em baixas relages sinal-ruido [Stoica89] e [Stoica90d]. No caso de sinais coerentes, a
propriedade de posto cheio da matriz P e, conseqiientemente, de APAX ¢ violada e o método
falha na obtencdo de estimativas consistentes. Uma outra limitagdo vem do fato da matriz de
ponderagoes 6tima, V, em (6.63), depender de ¢,, exigindo um procedimento em duas etapas.

Apesar dessas restrigoes, o desempenho do método MUSIC cresce assintoticamente com o au-
mento do numero de amostras disponiveis para alta relacio sinal-rufdo [Stoica89] e [Stoica90d].
Como vantagem, temos a baixa complexidade e baixo esforgo computacional de sua imple-
mentagao se considerarmos sua formulagéo original em (6.56).

6.4.3 Meétodo da Norma-minima

A método da Norma-minima faz uso das relacdes entre os subespagos da mesma forma que
no método MUSIC. Por esse motivo, poderemos interpretar o método da Norma-minima como
um caso particular do método MUSIC. Mais precisamente, quando consideramos a versio do
meétodo MUSIC baseado nas raizes (root-MUSIC) e impomos que o vetor associado 3 sua solucao
apresente a menor norma Euclidiana. Por sua vez, o resultado desse procedimento é equivalente
a escolha particular para a matriz de ponderacdes existente no método MUSIC Ponderado.

O principio do método da Norma-minima, aplicado em arranjos uniformes lineares, é procu-
rar estimativas dos parametros DOA através da localizagdo dos minimos da seguinte fungéo

espectral [Krim96] e [Kaveh86]

1
Pum(@) = ————r, (6.67)
[UEb(2)|;
T : ‘
na qual b(z) = [177;, e ,zN“‘l] , com z = €’*. Podemos observar que para z = e/*m_ teremos

b(z) = a(¢n) e, portanto, (6.67) é equivalente a (6.56), apresentando picos espectrais em
@ =0¢m, param=1,2,..., M.

A forma paramétrica de implementacio da soluc@o para o método da Norma-minima consiste
na obtencdo de um vetor b’ N-dimensional, cujos elementos sio os coeficientes do polinémio
formado pelo denominador da funcio em (6.67), dado por

b(z) = (b")" b(z) (6.68)

com M de suas raizes dadas por z = e/%m. Uma vez que N > M , tal condicao ndo serd satisfeita
por um unico vetor b’ e neste caso o método da Norma-minima fornecers como solucao aquele
com a menor norma Euclidiana, dando origem & sua denominacio.

De acordo com (6.67) e (6.68), o vetor b’ deve pertence ao subespaco de ruido e dado,
portanto, por uma combinagio linear das colunas da matriz U,,, da forma

b = U,v, (6.69)

onde v é um vetor de ponderagdes adequado, tendo em conta a menor norma Euclidiana para
b’.
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Consequentemente, b’ deve ser ortogonal ao subespaco de sinal, gerado pelas colunas de U,
e, portanto, satisfaz a relagao
Uy = 0. (6.70)

Para o caso em que dispomos apenas de uma estimativa de U, e Uj, a relacao em (6.70)
deve ser satisfeita de forma aproximada considerando algum critério de erro.

A solucdo para esse método € , portanto, obtida através do seguinte problema de otimizacao

! : 12 n H !
b’ = arg {mmllb ][2} tal que U, b'=0e by = 1. (6.71)

Incorporando as restricbes sobre b’ = [bg b}T, teremos a seguinte funcdo custo a ser mini-
mizada, associada ao problema em (6.71)
6. [y
* b

A solucdo fechada para o vetor b que minimiza a fungéo custo em (6.72) e possui a menor
norma Fuclidiana pode ser obtida através do procedimento LS de otimizagao e é dada por

2

T (b') = ] (6.72)

2

Al

T
— (ﬁ) g=—U:8 (6.73)

A gT
Us= Al .
U,

Apds obter o vetor solugédo b’, 0 método da Norma-minima pode obter as estimativas para
o pardmetro ¢, do sinal, para m = 1,2,..., M, através dos picos da funcio em (6.67) ou,
preferencialmente, através das raizes do polinémio b(z) em (6.68). A caracteristica responsavel
pela capacidade de resolugao desse método é que a solu¢ao da norma-minima leva, M dos N zeros
de b(z) sobre a circunferéncia de raio unitario nas posi¢des angulares dadas pelos pardmetros
®m do sinal, e ao mesmo tempo reduz a magnitude dos N — M zeros restantes ao valor minimo
possivel.

Dessa forma, o método root-MUSIC também pode ser interpretado como uma generalizagao
do método de Norma-minima para os casos em que o polinémio solugdo em (6.57) é escolhido
a partir dos elementos de um vetor no subespago de ruido sem a restricao norma Fuclidiana
minima.

Para permitir comparagao com o método MUSIC Ponderado podemos redefinir a funcao
custo em (6.72), considerando a seguinte relacdo equivalente a (6.70), dada por

na qual

A(qS)Hb' = 0, quando ¢ = ¢,, para m = 1,2,..., M, (6.74)
e utilizando (6.69), obtendo

2

: (6.75)

2

Inu(¢) = | A(&)"b

z = “A(¢)H Un v
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na qual as estimativas do pardmetro do sinal sio obtidas a partir do conhecimento a priori de
V.

Poderemos, ainda, reescrever a funcio custo em (6.75) como

n(#) = [ A" 0. [ 6 o] (5.70)

Comparando (6.76) com (6.61) podemos interpretar o método da Norma-minima como um

caso particular do método MUSIC Ponderado quanto fazemos Wiyvsie = vv. Pode ser
AH
demonstrado que a escolha para v que satisfaz o0 método da Norma-minima é dada, porv="1,

e;, onde e; = [1,0,0, ...,O}T [Ermolaev94].

Apesar do método da Norma-minima ter sua origem na aplicacio de estimagao de pardmetros
de sinal no caso espacial, através do uso subespacos e utilizando arranjos uniformes lineares
bem como uma reparametrizacdo adequada, é possivel estabelecer sua relacdo com os métodos
baseados na predigao linear, conforme apresentaremos a seguir.

A relagdo com os métodos baseados na predicdo linear se faz interpretando o vetor b’ =

[—bo -— b]T, com by = 1, como o vetor dos coeficientes de um filtro preditor de ordem L = V.
Através de (6.71) e (6.72), podemos construir o seguinte problema equivalente:
AH 11 2
minJ(b) =min < |U, [ b ] , sujeito a min {be} . (6.77)
2
Desenvolvendo o produto em (6.77) obtemos
. 1T A AH 1 .
min J(b) :mm{[ X ] 0.0, [ . ]} , sujeito a min {bFb} | (6.78)

AN AN
Se considerarmos a versdo decomposta da matriz de autocorrelacdo estimada como R = R,

A . ~ A AH A A
+ Ry, poderemos interpretar R,=U,U, como uma versio da matriz R, na qual As= 1. Tal

estimativa para o subespago de sinal é vélida para os casos em que as fontes de sinais sdo
descorrelacionadas e possuem mesma poténcia.

Reescrevendo (6.78), apds essas consideracdes, teremos

. N S . :
min J(b) :mm{[ b } Rs [ b ]} , sujeito a min {be} . (6.79)

Através de (6.79) podemos, entdo, interpretar o método da Norma-minima como um pro-
cedimento de predigdo linear de ordem L = N na qual a matriz de correlagao estimada, dada
anteriormente pelo produto Y”Y em (6.40), é substituida por uma versio truncada, baseada

apenas no subespaco de sinal, dada por f{s. Deve ser enfatizado que esse procedimento de
res-tricao de subespaco, observado na funcio custo em (6.70), é distinto daquele apresentado
para o método FBLP Modificado, onde tal restricio é imposta apés o processo de otimizacao.

Para a solugdo do problema em (6.79) podemos utilizar o procedimento LS ou TLS de

minimizagao, apresentados no Capitulo 4, garantindo de forma implicita a condicao min {b”b .
g P
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6.5 Meétodos Baseados na “Distancia” entre Subespacos
(“Subspace Fitting”)

A utilizagdo das informagdes associadas aos subespagos oferece um aumento significativo
no desempenho dos métodos convencionais baseados no critério ML ou na predicao linear. O
método MUSIC, por exemplo, fornece estimativas com uma precisio equivalente ao da imple-
mentacdo do critério ML deterministico, desde que as fontes de sinais sejam descorrelacionadas.
No entanto, tais métodos geralmente exibem uma grande polarizacdo em suas estimativas para
um numero finito de amostras, levando a problemas de resolugido. Tal dificuldade de resolucio
é, entdo, agravada para fontes de sinais correlacionadas [Krim96], [Stoica89], [Stoica90d] e
[Cadzow90].

Os métodos apresentados aqui fazem uso dos subespagos definidos pela matriz de cor-
relacdo de uma forma distinta daquela utilizada pelos métodos baseados em subespaco des-
critos na sec@o anterior. Tal forma diferenciada permite melhorar o desempenho em situacdes
que envolvem um numero finito de amostras e possiveis correlagdes entre as fontes de sinais,
equiparando-se aos melhores métodos. Por esse motivo foram classificados separadamente.

Nesses métodos o critério a ser minimizado consiste em uma medida de “distancia” entre
o subespaco de interesse e sua aproximacdo, que € obtida a partir de uma reparametrizacao
adequada. Tal medida é geralmente tomada como um erro de aproximacao entre duas matrizes
[Viberg9la)] e [Viberg9lb].

O primeiro método a ser apresentado, denominado de ESPRIT, surgiu antes do conceito de
“distancia” entre subespagos. Optamos por sua classificacdo como um método baseado nesse
critério devido & sua formula¢éo semelhante [Paulraj86], [Stoica91] e [Roy89].

A utilizacdo de arranjos lineares e uniforme permite relacionar os métodos descritos aqui

com os métodos baseados no critério ML, IQML e MODE, bem como com os métodos baseados
na predicao linear.

6.5.1 Método ESPRIT

O método ESPRIT pode ser interpretado como a utilizagao de dois arranjos de sensores,
lineares e uniformemente espagados, separados por uma distancia igual ao espacamento entre
seus sensores. Na pratica néo existe a necessidade de utilizar dois arranjos fisicamente separa-
dos, pois através da geometria do arranjo os elementos podem ser selecionados conforme essa
propriedade [Krim96], [Paulraj86] e [Roy89].

O método usa a estrutura da matriz de Vandermonde A para definir as submatrizes A; e
A,, respectivamente, através da extragdo da primeira e ultima linha de A, isto é

|: A, } [primeira Zinha}
A=|, . . = :
ultima linka | o, A NxM

Dessa forma, um arranjo linear uniforme com N elementos espacados entre si por uma
distancia d pode ser visto como dois arranjos com N — 1 elementos. Um dos arranjos seria
composto pelos primeiros NV —1 elementos do arranjo inicial, enquanto que o outro seria formado
pelos N —1 dltimos elementos. Dessa forma, teremos pares de sensores compostos pelo primeiro
e o segundo elemento do arranjo inicial, o segundo e o terceiro elemento e assim sucessivamente.

(6.80)
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Se considerarmos os sinais recebidos de uma fonte na direcio ,, pelo n’ésimo par, descritos

aqui como 1,4(¢) € T24(t), a diferenca entre esses dois sinais, segundo a expressio (2.6), sera
dada por

xz,n(f) — xl’n(t)ej%ercos&m (681)

onde A, = d/\., representa a distancia entre os dois elementos, medida em comprimentos de
onda. Consequentemente, considerando todos os pares e a presenca de ruido, os sinais fornecido
pelos dois arranjos, de acordo com (2.16), sao dados por

vi(t) = As(t) + n;(¢) (6.82)

y2(t) = A1 ®s(t) + ny(2), (6.83)

onde A; € uma matriz de Vandermonde correspondente ao primeiro subarranjo e ® uma matriz
diagonal com elementos dados por

By = 3T B00SIm gy =19 M. (6.84)

Comparando os sinais y;(t) e y,(t), podemos concluir que a matriz dos vetores de direcao para
o segundo subarranjo é dada por

A, = A, D (6.85)

Considerando U,, e U,, como as matrizes cujas colunas representam os M autovetores
associados ao subespago de sinal das respectivas matrizes de correlacio dos sinais vi(t) eya(t), e

notando que esses dois conjuntos de autovetores geram o mesmo espaco de sinal M -dimensional,
podemos estabelecer as seguintes transformacdes

U, =AT; U, =A,T, (6.86)

onde T é uma matriz de transformagéo nao singular e com dimensdes MxM.
Combinando (6.86) e (6.85) obtemos a seguinte relacio

U, ¥ =1U,, (6.87)

na qual ¥ é uma matriz de transformagio ndo-singular tnica, definida como ¥ = T !®T.

Dessa forma as matrizes ¥ e ® estdo relacionadas por uma transformacio de similaridade.
A

A
Considerando, agora, Uy, e Uy, como as matrizes associadas ao subespaco de sinal das
respectivas matrizes de correlacdo estimadas, teremos a relacio aproximada

A A
U,, ¥~U,, . (6.88)

O método ESPRIT consistird, portanto, na busca dos pardmetros em ¥ que melhor satisfaca
(6.88). Isto é, devemos minimizar a norma do erro da relagio aproximada em (6.88) através do
seguinte problema:
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N A2
min Uy, ¥— Uy, i (6.89)
A expressao em (6.89) pode ainda ser reescrita como
N 2
min |C —-C} , (6.90)
¢ F

na qual procuramos a melhor aproximacao para o subespago definido pela matriz C =I/}y2,

dada por a, através de um outro subespac¢o definido pela matriz (Ajyl, semelhante ao problema
TLS equivalente, apresentado no Capitulo 4, Segéo 4.4.
A solugéo para o problema em (6.89) pode ser obtida através dos seguintes passos:

I) Obter, a partir dos dados disponiveis, as versdes decompostas em subespagos das matrizes

A A
de correlacdo estimadas, R; e Ra, associadas, respectivamente, aos sinais yi(t) e y2(?).
A A
II) Formar as matrizes U,, e Uy, a partir dos M autovetores associados aos seus M maiores

autovalores das matrizes I/\{l e f\{g, respectivamente,
II1) Resolver o problema de minimizacdo em (6.89) através do procedimento LS ou TLS,
dando origem aos respectivos métodos LS-ESPRIT e TLS-ESPRIT.

IV)Obter os parametros DOA a partir dos autovalores de l;/[\l

Demonstra-se que os métodos LS-ESPRIT e TLS-ESPRIT apresentam uma precisao assinté-
tica idéntica. Para um pequeno numero de amostras, o método TLS-ESPRIT apresenta uma

A
superioridade, esperada, visto que nesse método a natureza ruidosa de ambas as matrizes Uy,
/\ . ~ . - » - ~
e Uy, ¢ levada em considera¢ao no procedimento TLS de minimizagao.

Devido a flexibilidade na particdo do arranjo através da matriz A, outras variacdes para o
método ESPRIT séo possiveis.

6.5.2 Método “Signal Subspace Fitting - SSF”

O método SSF consiste na utilizagao do critério de “distancia” considerando uma aproxi-
macao baseada no subespaco de sinal da matriz de correlagdo [Krim96] e [Viberg9lal.
Mais especificamente, o método SSF consiste em resolver o problema de minimizac¢ao

2

e (6.91)

min
T
com A(¢)T = U, para ¢ €RM, e T = PA¥U (A, —0%T)™", conforme apresentado em (3.40).
Podemos notar que o problema em (6.91) possui a mesma estrutura do problema em (6.89)
e, portanto, pode ser resolvido seguindo os mesmos passos.

U, —A($)T

A A
Pode ser demonstrado que se utilizarmos a solugdo para o parametro T, dada por T=

N
A'(¢) Us, e substituirmos em (6.91), teremos o problema equivalente
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. A AH . A AH
min T'r { (I - AAT) U.U, } =min Tr {Hj U,U, } . (6.92)
¢

Podemos notar através de (6.92) que se tomarmos a versio truncada da matriz de correlagao
~ AN A
estimada como R;=U,U, , teremos um problema equivalente ao encontrado para os métodos

baseados no critério ML que utilizam subespagos em suas formulacdes, como no caso do MODE
se considerarmos a reparametrizacao IT+ A = IIp. A diferenca entre eles consiste em uma
melhor estimativa para a porcdo da matriz de correlacio associada ao subespaco de sinal,

dada pelo método MODE através da presenca da matriz de ponderacio Wopz, fornecendo
ANH

RS—US W ionE Us , além da reparametriza¢do II§ = IIg . Uma limitacdo desse método,
também observada nos métodos baseados no ML, consiste na exigéncia de posto cheio para a

matriz P e, conseqientemente, APA¥ para permitir a decomposi¢édo da matriz de correlacio
conforme em (6.50).

6.5.3 Meétodo “Noise Subspace Fitting - NSF”

O método NSF consiste na implementagao do critério de “distancia” considerando uma
aproximagao baseada no subespago de rufdo [Krim96].

Mais especificamente, o método NSF consiste em resolver o problema de minimizagao

. A AH
min Tr {HA U.U, } , (6.93)
A AH AL
conforme proposto em (3. 43) na qual podemos reconhecer U,U, =II5. Podemos notar, ainda,
que o problema em (6.93) é equivalente ao problema encontrado para o método MUSIC Pon-
derado no caso particular apresentado em (6.65).

Observa-se que o método NSF, assim como o método SSF, apresentam estimativas pouco
confidveis em um cenario em que as fontes de sinais sio coerentes.

6.5.4 Método "Subspace Fitting” ponderado (WSF)

O critério utlhzado no metodo SSF considera a hipStese que as matrizes A e U, geram o
mesmo espago. Isso é verdade apenas quando as fontes de sinais que incidem sobre o arranjo
sao descorrelacionadas e quando a matriz P possui posto cheio e igual a M. Para um cenério
em que P possui posto M’ < M, as colunas da matriz U, geram um subespaco M’-dimensional
da matriz A. Essa observagdo também se aplica a0 método NSF quando consideramos a
hipétese que as colunas da matriz U, geram o espaco ortogonal ao gerado pelas colunas de U,,
denominado de espago nulo da matriz A.

Uma generalizagdo para o problema em (6.92) consiste em adicionar uma matriz posi-

tiva definida de ponderagdo Wssp, levando ao seguinte problema de minimizacdo [Krim96] e
[Viberg91b]:

H
mm Tr {HA Us Wssr [/} } (694)

84



Podemos notar que, para uma escolha adequada da matriz Wgsg, o problema de minimizacio
em (6.94) é equivalente ao problema encontrado para os métodos baseados no ML, sobretudo o
método MODE se considerarmos a reparametrizagao Il = IIg [Ottersten92]. Por esse motivo
as consideragbes com respeito a melhor escolha para a matriz Wssr seguem os resultados
apresentados para a matriz de ponderagdes Wyopr do método MODE.

Quando utilizamos a relacio Iy = Ilg através da reparametrizacio do problema em
(6.94) surge o método denominado de root-WSF. Tal método consiste na solucido do método
WSF através da busca das raizes do polinémio b(z) formado pelos elementos da matriz de
reparametrizagiao B . Neste caso, a utilizacio do algoritmo de solucio proposto para o método
MODE se aplica diretamente, fornecendo os mesmos resultados.

A consideragao de uma matriz de ponderacdo pode também ser estendida para o método
NSF, dando origem ao problema de minimizacao

. A AH
mén Tr {HA Un WNSF Un } . (695)

Podemos notar que, para uma escolha adequada da matriz Wygr, o problema de minimizacao
em (6.95) é equivalente ao problema encontrado para o método MUSIC Ponderado da forma
em (6.64) com Wypsic = Wysr.

Podemos, entao, concluir que os métodos baseados em subespagos podem ser descritos
através de uma mesma formulagdo mais geral e que essa formulagio, por sua vez, permite
explicitar comparacoes com os métodos baseados no critério ML. A comparaciao dessas duas
classes de métodos, baseados em subespaco e no critério ML, com a classe de métodos baseados
na predicdo linear é realizada através da reparametriza¢io do problema original na busca das
raizes de um polindmio associado a um filtro de erro de predicao.

Como alternativa para a obtengao da solu¢do ML exata através de um problema de busca M-
dimensional foi observado em todos os métodos a utilizagio dos procedimentos de otimizacao LS
e TLS, e suas variagcoes WTLS, CTLS e STLS. Nesses procedimentos uma solugao aproximada,
geralmente de norma-minima, é obtida para o problema original.

6.6 Resumo Comparativo

Métodos Baseados no ML

min7'r { [B(BHB)“IBH] IA{}, com L= M.

IQML:

=
=1 > YH(E)Y(k)| e BFy(k)= Y(k)b', para k = 1,2..., K.

k=1

min {(b’)H S YH(R)(BYB) Y (k) (b')}, com L = M.

85



MODE:

A ATA ATl AH A2
R:(Us [As - An] Us) e =0c I.

H H
minTr {B(é ﬁ)"lBH ([AIS [As _ & I] IIJ‘ )}, com L =M.

Métodos Baseados na Predi¢ao Linear

min Tr { BB ﬁ}, L> M.

Prony - FLP,BLP,FBLP - FBLP Modificado:

min {o)F[oyy? Y|(b)}, L>MeK=1

TLS-LP - TLS-FBLP - WTLS-LP:

min HOHIR'G )7 (BYB)'Y| (b))}, L > Mek = 1.

Métodos Baseados em Subespacos
Ortogonalidade:

MUSIC Espectral:

Root-MUSIC:

Norma-minima:

min T'r {BBH (USUH) } min||b|leL = N.
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?

“PDistancia’:

ESPRIT:

SSFE:

NSEF:

WSEF:

2

mjp ”U ~A(HT

F

=min Tr {(I — AAY) ﬁsﬁf}

. IR A H
min TrII4(9) Us Wssr U,

méin Tr {HA(¢) U, Wysr U,

6.7 Generalizagcao dos Métodos

minTr {H }
minTr <11, Hs}
minT'r < TI, I/'\In}
minTr II n}
A A AH A
HS:UsUS %“R
A A AH
IL, (¢) =TI, (¢) = A(A"A)A¥ =1 B(B"B)~'B¥
I, (¢) =II, (¢) =1— A(AFA)"'A¥ = B(B¥B)~'B¥
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6.8 Conclusao

A necessidade de alta-resolucdo das aplicacdes atuais de estimacdo do parametro DOA
exige métodos com capacidade de estimar pardmetros préximos entre si mesmos em bajxas
relagbes sinal-ruido. O método da méxima-verossimilhanca (ML), apesar de perfeitamente
aplicavel ao problema, apresenta esfor¢o computacional proibitivo. Os métodos que surgiram
mails recentemente como ESPRIT, MUSIC, Norma-Minima, IQML ¢ MODE procuram ser
computacionalmente vidveis, sem contudo comprometer seus desempenhos quando comparados
com o método ML.

Apesar desses métodos possuirem origens e hipéteses distintas para as suas concepgoes,
os mesmos foram aqui interpretados como a busca das estimativas que minimizam critérios
equivalentes ao ML.

A diferencga entre o método ML e os métodos IQML e MODE pode ser vista como um
procedimento de reparametriza¢do visando a reducéo do esfor¢o computacional requerido pelo
critério ML. Particularmente, o método MODE pode ser interpretado como um método di-
reto derivado do algoritmo IQML, no qual as iteracées foram suprimidas através do uso de
estimativas inicials adequadas.

Por sua vez, os métodos MUSIC e Norma-minima, historicamente concebidos anteriormente
aos métodos IQML e MODE, puderam ser descritos como alternativas para o critério ML
baseado em sub-espagos. Particularmente, o método Norma-minima foi interpretado como um
caso particular do método MUSIC, no qual é utilizada uma ponderacio adequada na composicao
do critério de minimizagdo. Através dessa descrigio foi possivel compreender que, apesar da
redugdo do esforgo computacional oferecida por esses métodos, quando comparados com os
demais, os mesmos nao foram concebidos para um cendrio no qual os sinais sdo coerentes,
principalmente em baixa relagao sinal-rufdo.

Foi ainda possivel estabelecer uma relacio entre os métodos MUSIC, IQML e MODE, na
qual o método MUSIC pode ser visto como o resultado do primeiro passo do processo de
minimizacao comum aos métodos IQML e MODE, constatando-se assim a superioridade desses
ultimos. _

Os métodos baseados em predicéo linear tratados aqui compreendem os métodos de es-
timacao de parametros através de modelos lineares de representacao para o sinal. O problema
de se estimar a freqiiéncia de um sinal composto por exponenciais complexas ou a determinacio
da diregao de chegada de ondas planas foram considerados indistintamente através da possibili-
dade do mapeamento entre esses dois parametros.

As formulacoes tradicionais utilizadas nos métodos de predigao linear foram apresentadas,
bern como suas formulagGes baseadas na distincao entre os subespago de sinal e de ruido. Dessa
forma foi possivel relacionar nao apenas métodos tradicionais de estimacao de parametros como
também os métodos modernos, baseados em subespacos, seja na propriedade de ortogonalidade
ou através do critério de “distancia” entre os subespacos.

Foi constatado que o conceito de predicéo linear pode ser estendido aos métodos de es-
timacao de pardmetros baseados em subespacos, através da decomposi¢éo em valores singulares
da matriz de dados associada ao problema. Nessa interpretacdo, os métodos que fazem uso do
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principio da ortogonalidade entre os subespacos de sinal e de ruido, como MUSIC e Norma-
minima, foram associados ao conceito de um filtro preditor otimizado para o sinal observado,
dando uma nova interpretacdao ao método root-MUSIC. Da mesma forma, os métodos basea-
dos no critério de “distancia” entre os subespagos também podem ser interpretados através
de conceito de predigao linear através da mesma reparametrizagao utilizada para os métodos
baseados no critério ML, dada pela relagdo entre as matrizes de projecao IT; = Ilgp.

Os principios da predicao linear também foram encontrados em métodos de estimacdo de
parametros baseados na maxima-verossimilhanca (ML). Nesse caso, a ponte entre os dois
principios de estimagdo foi possivel através da reparametrizacio do problema original e do
conceito de subespagos.

Concluimos, portanto, que os diversos métodos de estimacao de parametros encontrados
na literatura possuem fortes relacbes com o conceito bésico de predicao linear, seja através da
ordem do filtro utilizado, nimero de amostras ou da forma de utilizacdo da distincdo entre os
subespacos que compoem o sinal observado. Tais variacdes para o mesmo conceito influenciam
diretamente a solucao para o problema e, conseqiientemente, as caracteristicas de resolucao,
complexidade numérica e desempenho do estimador obtido.
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Capitulo 7

Conclusao

7.1 Resumo das Conclusoes

A necessidade de alta-resolu¢ao nas aplicacées atuais de estimacao do pardmetro DOA exige
métodos com capacidade de estimar pardmetros préximos entre si mesmo em baixas relagoes
sinal-ruido. A correlagdo eventualmente existente entre as fontes de sinais, aliada a pequena
quantidade dos dados disponiveis, torna tal problema de estimagao complexo e com ampla
aplicagao. O método da maxima-verossimilhanga (ML), apesar de perfeitamente aplicavel ao
problema, apresenta esfor¢o computacional proibitivo. O grande desafio para qualquer método
alternativo é procurar ser computacionalmente vigvel, sem contudo comprometer seu desem-
penho quando comparado ao método ML.

Como resultado de uma ampla pesquisa, classificamos e propomos a descricao dos métodos
alternativos ao método ML em trés categorias. A primeira consiste dos métodos baseados 1o
préprio critério ML, a segunda compreende os métodos baseados na predi¢do linear e a terceira
representa os métodos baseados em subespacos.

Apesar desses métodos possuirem origens e hipSteses distintas para as suas concepgoes, 0s
mesmos foram aqui interpretados e descritos como a busca das estimativas que minimizam
critérios semelhantes.

Com relagao a primeira categoria de métodos, a diferenga entre a implementacéo direta do
critério ML e os métodos alternativos IQML e MODE foi apresentada como um procedimento
de reparametrizagdo visando a reducéo do esforco computacional. Particularmente, o método
MODE foi interpretado como um procedimento de estimagéo direto derivado do algoritmo
iterativo IQML, no qual as iteracdes foram eliminadas através do uso de estimativas auxiliares
mais proximas dos seus valores étimos. Por esse motivo o método MODE nio sofre problemas de
convergéncia como o método [QML, além de apresentar menor esforgo computacional, embora
ambos exijam a minimizacéo de uma fungio custo de quarta ordem. Além dessas caracteristicas
o metodo MODE faz uso de uma versio da matriz de correlacio composta apenas pela porgao
associada ao subespaco de sinal.

Os métodos baseados em predigio linear foram apresentados através de sua formulacao
tradicional, utilizando o mesmo polinémio b(z) adotado na reparametrizagao dos métodos IQML
e MODE. Foi também apresentada a sua formulacio alternativa baseada na distingdo entre os
subespacos de sinal e de ruido da matriz de dados associada ao problema. Dessa forma foi
possivel relacionéd-los ndo apenas aos métodos baseados no ML, como também aos métodos
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modernos baseados em subespacos.

Além disso, ficou evidente que a utilizagdo de informagoes adicionais em sua formulagio,
como a distincao entre os subespagos utilizada pelo método FBLP Modificado ou a caracteristica
de filtro branqueador utilizada no método WTLS, permite a obtencao de melhores resultados
sem um aumento consideravel do esfor¢o computacional.

A comparagao com os métodos baseados no ML permitiu constatarmos que o processo de
reparametrizagao, adotado pelos métodos IQML e MODE, pode ser visto como a utilizagao de
um filtro preditor de ordem igual ao numero de parametros desconhecidos. Essa relacao revelou
ainda a menor complexidade relativa dos métodos baseados na predigao linear, bem como sua
menor capacidade de resolucdo quando os sinais sdo correlacionados e possuem baixa relagao
sinal-ruido. Uma vantagem da predicao linear em relagdo a esses métodos é a possibilidade do
aumento da ordem do preditor para melhorar a capacidade de resolugdo. Este trabalho apresen-
tou ainda a proposta de extensado do procedimento de predicao linear sobre vérios experimentos
através da estimacdo de uma matriz de correlagao adequada.

Quanto a terceira categoria de métodos, os métodos MUSIC e Norma-minima, concebidos
anteriormente aos métodos IQML e MODE, puderam ser descritos como alternativas do critério
ML baseadas em subespacos. Os métodos Norma-minima e Pisarenko foram interpretados como
casos particulares do método MUSIC. Através dessa descri¢do geral, foi possivel compreender
que, apesar da redugao do esforco computacional oferecida por esses métodos, através de uma
funcdo custo de segunda ordem, os mesmos néo foram concebidos para sinais correlacionados,
principalmente em baixa relacdo sinal-ruido.

Quando comparados com os métodos baseados na predic@o linear, foi possivel uma nova
interpretagao para o método MUSIC que deu origem ao método root-MUSIC.

Foi ainda possivel estabelecer uma relacao entre os métodos MUSIC, IQML e MODE, na
qual o método MUSIC foi identificado como o resultado do primeiro passo do processo de
minimizacdo comum aos métodos IQML e MODE, constatando-se, assim, a superioridade de
desempenho desses tltimos e o menor esfor¢o computacional do método MUSIC.

A apresentacdo dos métodos baseados em subespacos que utilizam um critério de “distancia”
entre o subespaco de sinal e sua aproximagdo, como no caso do SSF e sua versao baseada no
subespaco de ruido, NSF, permitiu constatar a equivaléncia desse altimo com o método MUSIC.
Foi ainda possivel classificar o método ESPRIT nessa categoria devido a semelhanca em suas
formulacdes. Uma generalizacao para esse critério foi obtida adicionando-se uma matriz de
ponderacdes em sua formulacdo. O método denominado de WSF faz uso dessa ponderacao e
apresenta a mesma fun¢ao custo do método MODE.

Concluimos que os diversos métodos de estimacao de parametros encontrados na literatura
possuem fortes relacdes com o conceito basico de predi¢ao linear ou com o critério ML, seja
através da ordem do filtro utilizado, da forma de utilizagao dos dados disponiveis ou do uso da
distingdo entre os subespacos que compoem o sinal observado. Tais variagbes para um mesmo
conceito influenciam diretamente na solu¢do do problema original e, consequentemente, nas
caracteristicas de resolucdo, complexidade numérica e de desempenho do estimador obtido.
Particularmente, a forma de manipular os subespacos se mostrou de grande importancia na
obtencao de melhores estimativas.

Esse trabalho evidenciou, portanto, a vasta possibilidade de relagoes entre os métodos e-
xistentes. A classificacdo dos métodos em trés categorias e a utilizacao de uma formulagao
unificada para descrevé-los se apresentam como suas principails contribuigoes.
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7.2 Sugestoes para o Prosseguimento do Trabalho

Baseado nas idéias bésicas presentes nos métodos IQML e MODE, podemos sugerir algumas
novas alternativas que deixamos para pesquisas futuras.

Embora tenhamos desenvolvido o critério ML para o0 modelo estocastico do sinal, os métodos
descritos fazem uso apenas do critério ML deterministico. Baseado nessa, observagio, podemos
sugerir a implementagéo de um método baseado no critério ML estocéstico. Acreditamos que
tal critério, embora mais complexo, é mais adequado considerando a observacio de um sinal
pratico. A forma de implementacio dessa proposta que evita uma busca multidimensional est4
sob investigacao.

Uma outra proposta ¢ a utilizagio de um modelo linear com ordem elevada na reparametriza-
cao utilizada pelo IQML e MODE, fazendo L > M. Desta forma, acreditamos ser possivel me-
lhorar a resolucdo desses métodos, a exemplo do que ocorre nos métodos baseado na predicdo
linear. A insercdo ou modificacio das restrigbes impostas nesses métodos, sobretudo através
de consideracdes com respeito aos subespacos, também podem contribuir para o surgimento de
novas alternativas de métodos baseados no critério ML.

Considerando os procedimentos de minimizacio apresentados, podemos sugerir a utilizacao
dos procedimentos LS ou TLS através da SVD como alternativas para a solugdo do problema
de minimizacdo enfrentado pelos métodos MODE e IQML. Dessa forma, serd possivel a imple-
mentacao da restrigdo de nao-trivialidade implicitamente, além de se mostrar uma alternativa
de solugdo eficiente e robusta computacionalmente. Tais solugbes, que geralmente possuem
norma-minima, possibilitard ainda o contraste com a solugdo ML obtida pela implementaco
direta do critério ML.

Baseado nas idéias centrais presentes nos métodos de predicao linear apresentados, suge-
rimos uma alternativa que consiste na adicio de uma matriz de ponderacdo W ao método
WTLS-LP, a qual estd presente nos procedimentos CTLS e STLS. Estudos, ainda em anda-
mento, levantam suspeitas de que tal ponderacdo nao estd presente no procedimento WTLS
por tal procedimento pressupor a existéncia de um ruido branco e nio estruturado. No en-
tanto, devido a agéo do filtro preditor sobre as amostras de sinal ruidoso, teremos tais amostras
estruturadas. Nesse caso, a insercio da matriz de ponderacdo se torna necessaria e natural
para satisfazer a condigdo de ruido branco e nio estruturado. Tal ponderacdo também nio
€ observada nos métodos IQML e MODE. Considerando a semelhanca entre esses métodos,
tal sugestdo também pode ser estendida aos mesmos. No entanto, suspeitamos que tal pon-
deragao esteja implicitamente presente na fungdo custo derivada para o método MODE através
da matriz de ponderacio WisopE.

Baseado na equivaléncia da formulacio entre os métodos WTLS-LP e IQML, podemos
sugerir a utilizagdo de seus algoritmos de solucio para ambos os métodos indistintamente. A
diferencga na inicializagdo do algoritmo WTLS, quando comparado com os outros algoritmos,
sugere a possibilidade de obtencao da solucio Stima em dois passos apenas, como no algoritmo
MODE.

Considerando a existéncia de uma versio do método WTLS-LP baseado em subespaco,
podemos sugerir uma restricio no subespaco semelhante aquela presente no método FBLP
Modificado, dando origem ao método WTLS-LP Modificado. Por se tratar de um método
baseado em predi¢éo linear, podemos ainda considerar a utilizacdo de um preditor progressivo-
regressivo com o objetivo de melhorar a precisio das estimativas obtidas, dando origem ao
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método WTLS-FBLP. Através da semelhanca de formulagido entre os métodos WTLS-LP e
MODE, tais sugestoes podem também ser aplicadas a reparametrizagao presente nos métodos
IQML e MODE, dando origem a uma nova variagdo para esses métodos.

Quanto aos métodos baseados em subespacos, uma sugestdo consiste na utilizagio de uma
matriz de ponderagao sobre o método NSF, dando origem ao método NSF Ponderado ou WNSF,
a exemplo do método WSF.

Através da relacao entre os problemas de otimizagao enfrentados pelos métodos apresentados
e o procedimento TLS de minimizacdo, surge a possibilidade de utilizar os procedimento CTLS
ou STLS como um aprimoramento na solugao desses métodos.

Novas propostas ainda estao sob investigacdo e serdo objeto de trabalhos futuros.

Conforme foi enfatizado no inicio desse trabalho, nos restringimos a comparagoes tedricas
entre os métodos apresentados. Para comprovar tais constatagdes sugerimos, portanto, a im-
plementagdo dos algoritmos e a obtengao de resultados numéricos via simula¢do computacional.
Acreditamos que tais resultados nao apenas confirmario as expectativas de desempenho e es-
forco computacional como também comprovara a utilidade da descri¢io unificada apresentada.
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