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RESUMO

Neste trabalho realizamos 2 computag¥c paralela de um
algoritmo para filtragem JStima de wsistemas din3micos lineares
interconectados, explorando eficientemente o paralelismo natural da
estrutura de cdlculo hierdrquico, empregando multiprogramac¢3o com 0

sistema operacional Unix.

ABSTRACT

In this work the computational parallelization of an
algorithm for optimum filtering of 1l arge scale systems ig made,
efficiently expleoiting the natural parallelism there is in a

hierarquical calculation structure, via mwmultiprogramming on the

operational systenm Unix.
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CAPITULO 1

FILTRO DE KALMAN DISCRETO

1.1. INTRODUCXO

Bageado num estudo [1] da hisidria da teoria de filtrageq;

linear, exponho algune aspectos importantes relacionados ao filtro:
de Kalman. :

Num reexame da teoria cléssica de predic¥o e filtragem;
existentes, Kalman [2] combinou descricBes de espago de estado e a.
no¢¥o de InovacBes discretas no tempo, como enfocadas por exemplo em:

[3, SegBee XII1.1 e XI1.31, para apresentar uma completa e elegante:
golucso.

A solugBio de Kalman também introduziu uma equagio de:
recorr&ncia n¥o linear que & uma solugHo discreta no tempo da equac¥o

diferencial de Riccatt, j4§ encontrada por ele em estudos relacionados:

a problemas de minimizac¥%o quadrédtica em controle otimo; Kaimaﬁ,
verificou uma dualtidade existente entre problemas de filtragem - éﬂ
controle. Uma imediata conseqiiéncia da anslise do comportamento e;}
regime esgtaciondrio dsa equacdo de Riccati em controle 6time foi que, -
em certag condigBes de observabil idade e controlabilidade, a soluqﬁgi
convergeria para ums Unica solu¢f®o, num intervalo de tempo fini€6T 

independente da condi¢¥o inicial e dos erros conduzidos durante a
computacio.

1.2. BASE DA TEORIA CLASSICA DE ESTIKACXO [5,61] -

Existem muitos meios para se estimar uma quant idade
desconhecida a partir de dadoes disponfvets.



Neste ftem, nos preocupsmos em mostrar parcislmente as
bases de teoris cldssica de estimacBo anteriores a 1960, quando
Kalman e Bucy desenvolveram ums solug¢Bo [2,4).

1.2.1. ESTIMACKO H#£DIA QUADRATICA (VARIANCIA HINIMA)

Suponhs um vetor x desconhecido e um vetor =z disponfvel
relacionado com x de slguma formas, tal que o© reconhecimente de =
~trez alguma informag¥o sobre . 0Os vetoree x e 2z sg%o processos
estocdeticos e ss estatrfeticas conjuntas do x e z e%o conhecidas

& priort.

Dado z, gostarf{amos de fazer ums estimac¥o % (2) do valor de
®x tal que o erro de estimaglo

Fey

WOE oW - W (1.2.1-1)

seja pequeno. Pequeno pode ser definido de muitaas formse, conduzindo

a diferentes métodoe de estimac¥o.

Definimos o erro médio quadrético come o valor eagperado do
i
quadrado ds norma Euclidiana de x.

J = E [ < §] = E [(x—Q)T (x-%) ] (1.2.1-2)

onde E(.) represents a

esgperanca matemdtica

O crtitério de estimag¥o média quadrétice pode ser
estabelecido da egeguinte forma: utilizando todss a=z informagles

disponfveis (estatfsticas & priori de x e z e 0o conhecimento de =)
gelecionamos uma estimsc¥o % para mintmizer 1.2.1-2,

A estimac¥o média quadrstics € um caso egpecial de

estimac®o de Bayes. O problema de estimacBo de Bayes & encontrar s
esgtimag80 que minimize & fung¢¥o risco de Bayea:



~ A ~
J=E [C(x/z)] = [  C(x-%) f., (x,2) dx dz ,
. )

(1.2.1~-3)

onde c¢{(.}) ¢ uma fun¢¥o cueto e txz(x,z) ¢ a fung¥o densidade de

Lo d

probabilidade conjunta. Selecionando C(;) = ;T % resulta em 1.2.1-2.
Um outro caso especial ¢ a estimaglo méximo & posteriori: C(;> = Q
se todag aeg componentes de ; tém magnitude menor do que um dado
£ e, C(;} = 1 caso contrério.

1.2.2, ESTINACKO MeEDIA QUADRATICA DE UMA VARIXVEL ALEATSRIA X, DADA
UHA VARIAVEL ALEATSRIA Z: CASO GERAL

Supomos que & estatfetica & priori do valor X € conhecida e
o valor Z & disponfvel por um processo de observa¢Bo. Nenhums relaclo
entre x e Z é suposta. Supomos que a fun¢¥o densidade de probabili-
dede conjunte f _(x,z) de x e z ¢ deda. 2 estimag¥o média quadrética

o~

depende de medida Z (conhecida), tal que podemos escrever x(z).

o~
FPara um valor fixo Z = z, encontramog x{(2), reesgcrevendo
1.2.1-2 como:

(.’O @ AM T -~
J=f T {x—x{z)] [x~x(z)] £, dx dz
- 4 -0

ou, uttlizando a regra de Bayes:

L

oo o s T ~
J o= I £ (2 I [x-x(z)] [x—x(z)] f (x/z) dx d=z,
- * -

onde f representa a fun¢%o densidade de probabilidade condicional.

>

Degta forma, J pode ser minimizada para cada 2z, se © valor do erro

médio quadrético condicional
w -~ - -~
J° = E f [x-x(z)] [x—x(z)] fﬂx (x/2) dx
@ (1.2.2-1)
for minimizado.



Utilizando a média condicional, podemos eacrever:

J° = { [x*gfz}]T [x»g(z)] / Z }

= E xTx/z] - 2 xT(z) E[x/2] + x7{(z) x(2)

(1.2.2-2)
~
¥inimizando 2 fun¢¥o em relacde a x(2), encontramos que:
27 = 2 E (x/z) + 2%(z) = O
Ix{z)
e finalmente:
x (z) =E[=x/2] , (1.2.2-3)
- i
onde 2 notagi%o na.
significa minimos quadrados
Se x e z g¥30 independentes, entio f = fx fz tal que
0 ) fxz(x,z)
Efx/z}] =[] x f,, (x/z) dx = I X sy 9% = E [ x]
) —D z

Ieto quer dizer que o conhecimento de z n¥So prové gqualguer informac%d.
gobre x. '

Observe que para encontrar E [ x/z] requer o conhecimento def
f , a qual pode n%oc ser disponfvel. Em alguns casos, conhecemos.
I

gomente o primeire e segundo momentos.

A equaglo 1.2.2-3 representa a estimaclo meédia quadrética
generalizada.



A estimec¥o de % representads pela equaglo 1,2.2-3 & n%o
pelarizades se;

E [ x/z ] =0 |, ou ainda

*
Lol

E [ (x-;)/z ] = O E[x/2}] = E [ x/z ]

A precigfo ds eestimag¥o ¢ dada pela covarilincia do erro
dessa estimaclo.

Pars encontrar a covarifincia do erro agsociada com a

estimag8o representada pelea equagBo 1.2.2-3 escrevemos:

-

Py = E [ x x7 ] = E [(x~§) (x=%)7 ]

=E| x - E(x/D ] [ x-E( %/ Z) ]T / z ]

=l p ] (1.2.2-5)
L S

onde px/z & 2 funclo denpidade de

probabilidade condicional.

1.2.3. 0 PRINCIPIO DA QRTOGORALIDADE

Este princfpio & bésico e de fundamental importéncia para a

teorie de estima¢8o probabilfstica.

Sejam x e 2z varidvels sleatdérias distribufdas conjunta-
mente. Ent¥o para quslquer fung8o g(.),

E { gtz) . [ x - E (x/z)]T } =0



lIsto €, qualquer func¥o de z é ortogoneal a x subtrafda da

média condicional de x. Para mostrar isto, escrevenos

R > { g(z) . [x - E (x/z)]T } = E { glz) . x¥ - E [g(z) .

= E { glz) . xT } - E { E[g(z)(x""/z). }

E (x‘/z)- }

~

= E { g(z).x7 } - E {g(z).x’r } =0

0 princfpio da ortogonalidade pode ser 1{lustrado como na

Figura (1.1). Todas as fungBes de =z sglo representadas
de =z.

0 princfpio da ortogonslidade diz que a vartgvel
X = x - E{x/z)

que € o erro de estimaglo, & ortogonal a todas as
aleatdriees g(=z). A Figure (1.1) & simplesmente heurfstica,
fung®o g(.) for n¥%o linear, ent%o as varidveis alestdrias

g{z) n¥o formam um subespeago.

A Figura (1.1) nada meis € do que um dispositivo

Xmay

a7 ’
|

¢ 2

A
Y03
MQL - Mfnimos Quadrados Linear

Figura 1.1 - Princfpio da Ortogonalidade

na direclo

aleatdéria

(1.2.3-1)

veridveis
poig 8e a

da forma

mnemdnico.



Tal princfpto ge aplica da seguinte forms & teorias de
estimac8o: se g(.) € qualquer fun¢¥o, entBo

Ejjx -~ Etx/22 || £ E ||x - gt22]] , (1.2.3-2)

cnde |].|[ é & norma Euclidiana. Portanto, nenhuma outra func®o de =

prové uma melhor sproximag¥o para x no sentido probabilfstico do que
E(x/2).

1.2.4. ESTIMACXO M£DIA QUADRATICA LINEAR DE UMA VARIXVEL ALEATSRIA x,
DADA UNA VARIAVEL ALEATSRIA =

el
Restringimos a estima¢¥o x(z) a uma dependéncia linear de

z, iagto é
x{(z) = Az + b , {(1.2.4-1)

para uma matriz constante A ¢ R"™" e um vetor b e R", A e b deven

ger escolhidos de forme & minimizar © erro médio quadrdtico 1.2.1-2,

Podemos escrever 1.2.1-2 como gendo:

tr E { (Rk-x) (x~x37 }

o
]

]

tr E { (x~Az-b) (x-Bz-b)" }

ir E { [x-E00] - [pesp - £00] }
{ [x—E(x)] - [A(z+b~E(x}]T }

i



Fazendo slgumae mantpula¢Bes, results que:

J = tr {P + A [P + E(z) . E(z*)] AT + [va(x)] [b~-£{x)]T
»t -

-
+ 2AE(z) . [b—E(x)] - 2A P }

Como _gx tr (ABAT) = 2AB e —Jp tr(BAC) = B'CT ,

8 c 2 [b-E(x)] + 2A E(z) = 0 (1.2.4-2a)
b

onde, Px €& a covarif8ncis de x,
Pz & & covari@ncia de z, e

sz é a covarilncia cruzada entre x e z;

fl

kD r
2h { P+ B . [E)] } 2p o2 [pEw] . [e@] =0

(1.2.4-2b)

Ent8c, de 1.2.4-2a resulta;
b = E(x) - AE(z)

e pubstituindo em 1.2.4.2b resulta:

Utilizando A e ber 1.2.4-1 a eptimac¥o média quadrstica linear é

x é determinadas ds forma;
MG

X = E(x) + P ,P * [z-E(2)] (1.2.4-5)

MG Eog



Podemos considerar E(z) como uma estimacHo para a medida =z

e definimoeg © resfiduo como:

z = z-E(z), (1.2.4-6)

E(x) como uma estimac¥o & priori pars x e, o segundo termo ¢ uma.
correcfo baseada no resfduo. Se a2 medida for exatamente o valor .

estimado, ou seja, z=E(z), ent%o o valor estimadeo de x & o valori

estimado 3 priori e x=E(x). A pondera¢¥ic P P * através da qual o

erro de medida [z-E{(2)] € incorporado na egtimac3o de x & dependente .
das estatfsticas conjuntes de segunda orden. Portanto, sgse¢ P &

¢ o

"muito pequeno”, ent¥o x e z possuem um grau de dependéncia reduzido .
e a medida de z traz pouca informac3o =sobre x.

Se x e 2 %0 independentes, ent3o P =0, de forma que a;

melhor estimag¥o de x para este caso é o seu valor medio.

« » 3
e P ¢ muito grande, entfo confiamos pouco na medida-

2z e portanto o resfduo [z~-E(z)} deve ser menos ponderado na estiaacﬁo:

de =.

Compare ae equag¢Bes 1.2.4-5 e 1.2,2-3. Para encontrar é%f
eetimag¥o média quadrdtica generalizada ; , todas as estatfsticasf
conjuntas de x e 2z 230 necesssriaz desde 333 a fung¥o densidade de
probabilidade (ou igualmente f e f ) & necessdria, enquanto queﬁiﬂ

e

estimac¥o linear x 86 requer o conhecimento das estatisticas de
[l 1™
primeira (média) e segunda (covariSncia) ordenm.

Verificando a polarizag¥o da est imac3o, escrevemos:

E { ;MQL } = E { E( ) } + P P *E/[z-E()] %

B E -

E(x) + P P * [E(z)-E(z)]

A

EC )



A matriz de covaridncia do erro de estimac¥%c pode ser escrita como:
P = E {(x—x) {x—x)*}

= E {[x-E(x)] - P P* [z-E(z)]} . {[x-E(n)] -P Pt {z~z(z>]*}

=P-P P*P -P P*P + P Pt PP P
. 3 T » o8 " » q;E - o E - E 3 m s

- - F 9
'p: B = .PH‘ P P Pz

I W et

1.2.4-7) .

Na equag¥o 1.2.4-7, P representa a covariSncia 3 priori do erro e

o segundo termo representa uma corre¢lo devido 2 incerteza da medida.

Suponhamos © caso em que x © z fopsem processos Gaussianos
relacionadas por um modeloc de medida Gaussiana linear

Z = Hx + v

onde x ~ N(E(x), P ), v ~ N(E(v), R), H a matriz de observaclo
conhecida e constante, R > 0, e X e v ortogonais, ou

EC(x.vT) = O.

seja,

Seja x ¢ R”, ve R", tal que H é uma matriz pxn e =z & R“,ii
ent¥o & estima¢80 com erro medio quadrdtico é linear, visto que af
média condicional E(x/z) ¢ a covari@incia condicional Pi{x/z) para 
este caso s¥o idénticas 3s equacBes 1.2.4-5 e 1.2.4-7. De forma
que ¢ valor estimado de x, ; = E{x/2) & a proje¢¥c ortogonal de x'}
no espago linear das observac¢fes passadas [2],

Em outras palevras, a estima¢¥o Stima pode ser constderada
como a gafda de um filtro linear, onde as eniradas slo o8 vaslores
das varidvels aleatdrias observdvels que ocorrem durante o procesao

de filtragem.

10



1.3. OBSERVADOR DE ESTADO DETERMINISTICO [7]

Para introduzir as idéias bédsicas utilizadas no
de Kalman discreto, falaremos um pouco do observador de
determinfstico.

Admitamos a seguinte planta din8Smica discreta:

U, , x{(0) = x

e+ 4 1] L] k

X
n
b
X
+
ee)

o

Y = Hx

k [

filtro
est ado

(1.3-1

(1.3-27

onde o estado x £ R™, a entrada de controle U e R™, a safda Z e [R™

e A, B e H s%30 matrizes conat.antes conhecidas de dimensdo aproprlada

Todas as varidveis s%oc determinfsticas, tal que Be ¢ esgtado

x for conhecido ent%c 1.3-1 e 1.3-2 podem ser resolvidas para

©a

inicial

k 2 O [ 3

O problema de estimacio resume-se em projstar um estimador,

cuja saijda X converge com k para um estado atual ®y de
k

1.3-1

quando o estado inicijal x & desconhecido, mas u e y sdo exatamente
L]

-1 K

conhecidos.

Un meétodo de estimac¥o de estado que podemos estabelecer & =

construir um modelo da equagdo dinfmica da planta

X = A x + Bu (1.3-3)
44 i« 1
onde x denota a estimag¥o do estado atual x.
Conhecidas A, B e U(k), a estimac8o se desenvolveria

corretamente se fossem também conhecidas precisamente as condi¢Bes

iniciaiea x{(0) e ajustéssemos x=(0) de forma idéntica.

Se definirmos ¢ errc na est imacdo como

~ ~
5 ¥e-x

il

(1.3-4)



ent¥o & din8mica do erro & descrita por:

~

® = Ax (1.3-5)
[ =]
Portanto, se x(0) €& desconhecido, ent%o a dinfmica do erro €& s
din&mica da plante n¥o compensada (malha =aberta) como mostrsda na
Figurs (1.2).

A :

L T Jd
tetimagad A
» Xy

P o oy e e e e s T r R R A s Lkt r e rmmkh ey h)
N e 1 A
e B ) ] e e
—Eme— i

H 1

1 H

H] r"'"“"“‘"!
H " '
: . ] {}:-sr:-f-uador-f

...............................................

Figura 1.2 - Observador de Estado em Malhas Aberta

Entretanto, ge o© saisgtema for instive! (dependendo dos
sutovselores de A), ent3o o erro x(k+1) tornar-se-4& srbitrariamente
grande queando k tender pasra infinito, nZo Importando o qu¥o pequeno

seja o erro de estima¢¥o do estado inicial.
Mesmo se o sistema fosse estédvel, mas alguns autovalores

tivessem partes reais que s¥o multo pequenss, o efeito do erro na

estimac¥o Inicial levaria muito tempo para eer eliminado.

12



Vieto que & din8mice do erro representada pela equacg¥o
1.3-5 ¢ indesejével, um procedimento clésepico proposto para se
coneeguir a din8mica desejeda, ou seja, anular o erro da estimag¥o,
resume-se em congiderar na dindmica do modelo do sistema uma
real imentag¢®o do erro na estimaglo atraxés de um termo proporcional.

Mas, como determinar esse erro x(.) - x(.) = x(.), sBe x(.) n%o nos

é disponfvel?

A safde y{(.) do sistema n%o utilizadse na solugBoc em malha
aberta, estd relacionada com a quantidade x(.), que nos interesesa da
seguinte forma: y(.) = H x(.) e y(.) € umas medida 2 que se ten

acegsgo.
Portanto, o sinal de erro pode ser gerado como gendo:

y -y =y - Hx =H [x - ] = H x
K [ 3 H ¥ 11 13

e pode ser utilizada para produzir a equag¢8o do estimador da forma
(Ver Figura 1.3)

® = A xx + BU + Gy - Hx 1 , x{(C) = =
[T 3% N e [N 1 3 "
{1.3-6)
onde
; = um valor do esgtado inicial estimado
e

G = um vetor do ganho de realimenta¢¥o, adequadamente escolhido.

13



Figura 1.3 -~ Observador de Estado em Malha Fechada

O papel da realimentacBo do erro & [y(.}wy(.)] na equagcio

1.3-6 & de nos fornecer um controle sobre o comportamento do erro
w{.).

As matrizes A, B e H s%o dadas de forma que devemos

Lo d ~
encontrar a matriz G tal que o erro de estimagBo x = x - x
k k k

vé pera zero com k para todo x
©

Note que o observador consiste de duas partes, dae matrizes

A, B e H que representam o modelo da planta e uma parcela de correcdo

de erro descrita por G{y -y ) = Gy , onde s estimaclio de gafda &
[ ® ]

y = Hx e y =y -y © resfduo.

k. B ] L3 3 =

Para escolher um ganho G que minimize o erro de estimag¢¥o

o
X = X% - % , é& necesgsrio examinar a dinfimica do erro de estimacHo
kK & = &

14



Sabemos que,

~ ~
o = X - X
LN 4 "+

i
T
x

®

+
)
ol

x
§
U
o
X >
*
+
<«
prrem———
<
x

I
x
X >

x
Fmvrmmasrmed
+
w
=]
x
|

Resgultando que

X
H

(A-GH) % (1.3-7)

ki "

descreve & dinfimica do erro de estimac¥o.

A equac¥o 1.3-7 nos permite estudar as propriedades de

convergéncia do observador. A condig¢¥o inicial da equac¥o 1.3-7 é

o FaS

¥ = ¥ - ® , gue é o erro inicial desconhecido. E possfvel observarmos
= & o

Ll ~r

que para que X #e anule com Kk para qualquer %x , o ganho G do

i Lo
observador deve ser selecionado tal «que (A-GH) seja ept dvel,
Especificamos &8s localizacBes das rafzes do estimador no plano z de

forma que G € unicamente determinado, provido que y seja um escalar e
o sistema Beja observivel,

Dois métodos podem ser empregados para a computac3o de G,

O primeiro € expandir o determinante e igualar os cceficientes em
peténcias de z dos dois membros de

[2Z1 -3+ CH = (Z-p) ... (Z-p,) (1.3-8)
- §

onde o p’e 880 localizagles desejsdase das rafzes do estimador e

est.abelecem &8 rapidez da convergéncia da estima¢lo de estado para o
valor do estado correto da plants.
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O segundo & a utilizag¥%o da férmula de Ackermann [7]

G = Ye(A).p *.o - (1.3-9)

Lzl

onde Xe(A) & o polinfmio caracterfstico do sistema,

[ H 1
HA

| HAt

¢ a matriz observabilidade e e & a n-ézima coluna da matriz

©

ident idade nxn,

A equacg3o de estimag¥o 1.3-6 fornece o valor estimado
;(k+1} basoado nas medidas 2té o instante k. Isto gignifica gque o
valor estimado ;(k+1) ndc depende do valor do erro nas observacBes no
instante (k+1), e ont¥%, do ponte de wvista da aplica¢do de um :
controle por realimentac¥o do estado, poderfamos n¥o ter um controle *4i

t¥o preciso quanto desejarfamos. Pensando em sistemas de grande porte

controlados por computador com reduzida velocidade de processamento
€ que exijam altas taxas de amostragem, o atraso entre fazer una
observacdo e processé-la para o controle pode resultar numa atuac¢3o
ingsatisfatdria. Portanto, formulou-se um estimador alternativo ;(k}
que se Dbareia na medida y(k). Se temos uma estimaclo em K, ;(k},
ent¥o predizemos o préximo estade como sendo;

—~

A x + BU , (1.3-10)

o+ s [ ]

X
i)

Agora, no instante k+1, observamos a safda y{k+1l) e através delasa

corrigimos x, de forma a resultar na seguinte equacfo de estimacgfo:

% - + G[Y -HX ] (1.3-11)
o Kk + 4 g

1g



Ra prética, tal estimedor n¥o pode ser implementado com a devids
precislo, J& que € (mpossfvel amostrer y(k+1l) e wuttilizé-lo na
estimac¥o sem que heja algum atraso. No entanto, é ume des equacgBes
que constituem ¢ filtro de Kalman (quando G minimiza a veri8ncia do
erro de estimag¥0), pois combinar a estimac¥o prévia ®x{k+1) com a

medida presente y(k+l) foi uma das idéias bésicas para e geracloc das
equagles deste filtro.

A equag¥o do erro para o estimador representado pela

equac¥o 1.3-11 & similar 3 equac¢¥o do erro 1.3-7 para o estimador
preditor,

A equag¥o do erro do estimador 1.3-11 é obtida, tomando-se
X = ¥ - x, no que resulta em:

x = [ A-GHA} x (1.3-12)
v 4 .3

Portanto, & matriz G de ganho & obtida exatamente como

antes, exceto que H & subept ituido por HA., OUOp dois métodos represen-

tados pel as equagles 1.3-8 e 1.3-9 s¥o escritos na forma:

A) Iguslando os coeficientes de:

|Z1 - A + GHA| = Ze(z)

*
i

onde ¥Ye & o polinbmio caracterf{stico desejado do erro do estimador,
cu

B) UDtilizando a forpula de Ackermann:

3

[ HA® r
fe(A).| HA®

-0

G

Ll @
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1.3.1. ASPECTOS ESTOCKASTICOS

Consideremos & situag¥o mostreda na Figure 1.4, A plenta
foi adicionado o rufdo do processo e & safda um rufdo v
Sob estae circunstinciss mais realg, o observador projet;do
deterministicamente como anteriormente mostrado, n¥o fard com que
;(k) + 0 pera k » o. Entretanto, utilizendo ume estrutura virtual-
mente idéntica & Figura 1.3, o erro pode ser levado 8 zero (mfnimo)

se forem convenisentemente considerados og aspectos estocdsticos.

Devemos da mesma forma encontrar o ganho do observador G(k)

variante no tempo, baseado nae consideracgBes estocdsticas.

..........

' ’f 1 ' i
K e [ m— :‘( grmm—
—pi Ty (T S p ()b 7
i [— Fy S [ S—— i 4
t

Figura 1.4 - Representac¥o da Plante Estocdstice

Para descrever o sistema da Figure 1.4, egcrevemos a

equagHo dinfmica estocéstica discreta:
x = AXx + BU + e (1.3.1-13)

o+ 4 L] k& b

Y = Hx + v (1.3.1-1b)
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onde x £ R™, Uik) £ R™, w(k) £ R", Y(k) & R™, Suponha o
[

rufdo do processo w(k) com mdéddia E{w(k)} = 0 -] covarincia

E{w(k) wT(k}} = Q, representadas por w(k)™(0,Q} e o rufdo da safda

ds forme V(k) ~(0,R)., Ambos os rufdog %o supostamente processos
rufdo brance com suass funcBes de covari8ncia satisfazendo

Po w = E {é w } = Q &(ki-k20 (1.3.1-2>
4 - 22

k4 kR

onde 6(k) & o delta de Kronecker; e a vers%o correspondente para v ,
k

Suponha que o estado inicial x(0) & desconhecido, mas €
sabido a priori gue x{0) tem a forma xX(O)~[E(x ), Px ] . Suponhamos_;
que x(0), wi(k) e vik? s8%0 mutuamente n 3o ﬁcorre?atos, tal que
E(mh V:) = O para todo j € k. 5

P , Q e R g%c matrizes simétricas e semidefinida posi- .

tivag. O ginal ulk) & uma entrada de controle determin{stica,.

Sob egtas circunsgtincies, o eptado x{k) ¢ uma wvaridvel

aleatdria com média E{(x ) & covarigncia P . Similarmente, a safda
& R

y{(k) é aleatdria da forma y(kI}"[E(x ) P ] . Hote que {x } e {z ) K
L] =k ke K
g30 processos estocdsticos, em geral n¥o estaciondrios.

1.3.1.1. Propagag®o das Meédias e Covari8ncias

Verifiguemos como as médias e covari@ncias de x e Z
K 3
propagam-ge no tempo sob a influfncia da din8mica da equacdco do .

estade 1.3.2~1a.

Para 2 média do estadc escrevemos:

a2
~
o
o
H

E(Ax + BU +Tw )
* - b

AE(x ) + BECU ) + I' E(V ) ,

19



ou,
E(X ) = AE(x ) + BU (1.3.1.1-12

1 o ] L]

A condig3o inicial E(x > de 1.3.1.1-1 & dada.

o>

Portanto, é possfvel notar que a média propesga-ee de acordo

com a din8mica determinfstica 1.3.1.1-1.

Verificando como as covarifinciag do estado propagam-se,

egecreveremos::

Px E {-x - E(x )] [x - E{x )]T }

E {-A(xk - Ex D))+ ka] [Acxk - B(x )+ rwk]T }

]

= A . E {[xk - E(qu)] . [xh - E(xhﬂ)]T} . AT +

v
+1"E{w [x -E(x)]}AT+A . E{[x —E(x)]}
] 4] 12 [ 11
w' 'Y +I.E {w w"‘} rv ,
k 24 13

ou
Px = A Px AT +I"P AT + AP A o v ol (1.3.1.1-2)

W+ H Wy st sk Wy
Portanto,
Px = A Px AT + rQr- (1.3.1.1-3?

ik + 4 k
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Ce segundo e terceiro termos da equagBo (1.3.1.1-2) e
anulam devido acs seguintes argumentos: o estado x depende de x e
b ]
do rufdo do proceeso w pare J 5 k - 1, porém « n%o é correleto com
o [ ]

% e com todos o8 w (J < k - 1), portento P = 0.
© <4 Wy sk
A equag®o 1.3.1.1-3 & uma equag¥o de Lyapunov para P .
& condig¥Bo inicis]l & P ,» @& qual & dada. “

Com relas¢¥o & nédia e coverisncia de esfda, teremos:
JORERES
L] ]

A covariéncias cruzada entre estado © garda é

. E{ [ -Eop] [y, - “’J]T}
E{ [ - =] [ - By - ]} ,

ﬁ
1§

ou

koK ® (1.3.1.1-4)
devido 8 n8c correlag8c entre e v

L 3

Pare a covariincia da safda,
]
el [ -Eop] [ Eo)]
= = b L3 = J

E {[H(xu - E (%)) + vk] [H(xk SE(x)) + vk]T}

o
i

I
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Portanto,

= . (2.3.1.1-5)

onde male uma vez foram ut!lizadess as supogi¢Bes de n¥o correlag¥o.

Heste momento, & de fundamental Importéncia notar que

b4 e =2 g%0 veriéveis alestdédriss conjuntamente distribufdas com
W 3
momentos dados por

r -
x ECx ) i e
| ~ 1 ] | 3
' p 3
- L] Kk e
\ - T
P P HY
EC(x ) » -
L3 [ &
] ’
H E(x ) H PN H PM HY + R
(M ] 4
(1.3.1.1.-6)
onde E{(x ) e P s%0 determinadas recursivamente por 1.3.1.1-1 e
L] »e
[
1.3.1.1-3, 5e a seqgiéncia vy for medida e a varidvel aleatdria

L]
relacionads € desconhecids, ent%oc podemos aplicar os reeultados

obti1dos do ftem 1.2.2 ou 1.2.4 para encontrar ume estimac¥o x

be
Neste csso, poderfamos gupor eetetfeticas arbitréarise e conhecer og
momentos de primeira e segunda ordem pars x , W e v , de forma
= & b
que o egtimador minimos quadradoes linear pudesse ger uttlizado.

Todas se derivs¢Bes vistas até agora tém eido pere o csaeo

de estatfstices gerais. Se fizermos as suposi¢lBes que % , W e v

o L] e
s¥o processgos Gausslancs, ent¥o desde que o sigtema 1.3.1-1 € linear,

o e y g%c teambém processos Gsuseianos pera todo K.
1] M



Dessa forme, o8 primeiro e segundo momentose @specificanm
completamente & funcBo deneidade de probabilidade conjunta, tal que 8
informag¥o completa eobre a interdepend&ncie do estsdo ¢ a8 gafda &
dada por 1.3.1.1-6,

Se todas eas estatreticass s%o Gaugsianas, entlo &

|
descrito pela fung¥o denstdade da probabilidade condicionsal.

1 T
F (x, k) = exp { - é [x - E(x)] . p¢ [x - E(x )] }
~ > 3
- Y2n>n 1P " ’
dados E{(x ) , P e ag entradas U , U , .,, , U , ©onde n &

- -] i L3l
©

a ordem de
[+

1.4. FILTRO DE KALMAN DISCRETO VIA TEOREMA DA PROJECX0 ORTOGORAL

Neste ftem, wmostraremos o desenvolvimento do Filtro
de Kelmen diecreto com base no teorema da projeg¥o ortogonal.
A motivaglo para a vereBo discreta do Filtro de Kalman foi, em parte,
devida ao desenvolvimento des teoria de sistemas a dadog smostrados
durante a décads de 50 como um resultado do uso de comput adores

digitaie nas dreas da comunicag¥o e controle.

Consideraremos o desenvolvimento de um algoritmo de minime

varifncta do erro n8o polarizado para & estiracfo discreta no tempo.
Congideremos a equac¥oc a diferen¢ga vetorial:

X = A (k+1, k) X +TI W (1.4-1)

k4 L] [ k

e 8 equaglo de observag¥o:

Y = H X + ¥V (1.4-2)
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onde:

E { w wr } = Q & , & 6 o delta do Kronecker
[1]

A} e V 8280 rufdos brencos Gaugsglianos
13 ®

X & uma distribuic¥o Gauestiana

C modelo psra noeso problems € mostrado na Figura 1.5,

Veremoeg que ©#2 algoritmos gerados descrevem a propagac¢3o da média e
covartfncia de X

¥R+t ¥
— ¥{E} ARy

| — d { d LLA.
—» RO g b R ) —

R 1

......

WKL X —
[ S —

Figura 1.5 - Modeloe da Planta e Observag8o para &8 Estima¢8o dtima
Digcrets.

24



A veri&ncie mfnime do erro linear de x, dado um gubespago
de observa¢¥o linear Y pertencente so espago de Hilbert H, & dada
pela projeclo ortogonal de x sobre Y, isto é, x = E { x/Y } [6],

Seja a sequéncia ortogonal { y ™ formando uma bage
i I3
de Y. Podemos escrever a projec%o de % no subespaco Y como:

E{x/Y} = F E{x yj} {E[y yT ]} .y

(1.4-3)

Desse mesmo resultado segue que, para um dado y* £ H

ortogonal a Y, isto &, E §{ YT ¥ } = 0O, ent%o,
E { ®/Y, y' } = E { ®/Y } + E { x/y’ }

Procedemos por indugHo no desenvolvimente de ume equaglo

”~
recurgiva paras x eupondo que X € conhecido e calculamos
k+1d /K LI R
3

(1.4-4)

» em termoe de e y . Visando & utilizag8o da equag¥o
| R W [ A R ]

1.4-4, devemos determinar um y* que seja ortogonael! a Y

o —a
Como 8 inovag¥o do processo
¥ =y - H ®

] [ ® I el
€ ortogonal a Y e o8 espagos vetorials lineares gerados por

LN
{ y . Y } e { y ., Y } B¥0 idénticos, ent%c com base na

L] [ St 8 [ -5

equaglo 1.4-4, podemos escrever que
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X >
"

E {x(k+1) / YU}

E {x(k+1) / [ yi{k) , Y(k-I)]}

E {=x(k+1) / Y(k-1)} + E {5(k+1> / y(k)}

b+ & Sk

i

(1.4-5)

Segue des equagBes 1.4-1 e 1.4-2 e das suposicBes iniciais
que:

L - N

E { b /Y } = A . X {1.4-6)
I ®—5 K%L, kK

0 primeiro termo do 29 membro da equac¥o 1.4-5 pode ser
representado em termog de x(k/k-1).

Desenvolvendo o segundo termo do 22 membro da equagHo

1.4-5, com base na equag¥do 1.4-3, temos:

’ —4
E {x(k+1)/y(k)} = E {x(k+1>/y*<k)} . { E [y(k) ;T(k)] } .y (k)

(1.4-7)

Sabendo que y{k) = Hk) . x{k/k-1) + Vik), obtemos

E {x(k+1)/y7€k)} = E {[A(k+1,k) . wik)y + Mklw(k)]

L T
[H(k3x(k/k"1} + V(k)] } =

26



A(k+1,k?) . E {x(k)xT(k/kFI)} . HT (k) +
A(k+1,k}> E {x(k) VT(k}} + k)

E {9<k> §T(kxk~1>} HT(k) + (k) E {m(k) V*(k)}

= A(k+1,k) . E { x(k) =T (k/k-1) } HT (k)
) (1.4-8)

onde todos os outroe termos s¥o zero devido 2s supogi¢les sobre o=s
rufdos.

Como

®(k+1/K) = x(k+1) - x(k+i/k) ,
ent¥o podemos eascrever que:
E {x(k);T(k/knl)} = E {;(k/k-i) ;T(k/k-i}} + E {§<k/k~1>
;*{k/k~1)} = E {;(k/k~1) ;T(k/k-i)}
(1.4-9a)
Ja& que E {§Ck/k—1) ;*(k/k*l)} = 0 pelo teorema da projeg8o
ortogonal.
Definindo,
P(k/k-1> = E {;fk/kvl) : §T<k/k—1>}
(1.4-9b)
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podemoe escrever a equaglo 1.4-8 como sendo:

E {x(k+1)f;7(k}} = A(k+1,k) P(k/k-1) . H7 (k)
(1.4-10)
Similarmente ao desenvolvimento anterior, resulta que:
E {;(k} ;T(k)} = H(k) P(k/k-1) HT(k) + R(K) (1.4-11)

Substituindo as equagles 1.4-10 e 1.4-11 em 1.4-7, resulta que:
E {x(k+1)/y(k)} =  A(k+1,k) P (k/k-1) HT (k)

(1.4-12>
-y L
[H(k)?fk/k—l} H (k) + R(k}] yik)

E finalmente, substituinde 1.4-6 e 1.4-12 en 1.4-5,

resulta:
;(k+1/k} = A{k+1l,k) ;(k/k*1> + G(k) [y{k) ~ H(k? ;(k/kwl}]
(1.4-13)
onde o ganho de Kalmen G(k) & dado por:
G(k? = A{k+1,k) P(k/k-~1) H" (k) [H{k) P(k/k-1) HT (k) + R(k}]_i
(1.4-14)

Vemos da equag¥c 1.4-14 que o célculo do ganho do filtro requer a
determina¢®o da matriz P(k/k-1), que pode ser escrita recursivamente,

como veremocs @ geguir.
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£ fécil wverificarmos que x(k+1/k) satisfaz a equagBo

recurgiva

(k+1/7K> = A(K+1,K)  =(k/k-1) + (K> w(k) - G(k) y(k)
(1.4-15)

Portanteo, utiltzando a defini¢g¥o de P(k+1/k) e as eque¢Bes

1.4-11, 1.4-13 e as equa¢Bes precedentes, verificamos que P{k+1/k)

satisfaz a equaglo recursiva

P(k+1/k) = A(k+1,k) P(k/k-1> AT(k+1,k) + (k) Qk)TI" =+
G(k) [H(k) P(k/k-1) H (k) + R(k)] GT (k) ~
A(k+1,k) P(k/k-1) H'(k) G"(k) -

G(k) H(k) P(k/k~1) AT (k+1,k)
(1.4-16)

Hd muitas formas de descrever a recurgividade 1.4-16.
Por exemplo, da substitui¢¥o de G(k), definido na equagio 1.4-14,
na equa¢¥o 1.4-16 resulta, depcis de algumas manipulag¢Bes algébricas,
que:
P(k+i/k) = A(k+1,k) Pik/k-1) AT(k+1,k) - BA(k+1,k> P(k/k-1)

-4
H' (k) [H(k) P{k/k-1) H (k) + R(k}]

H(k) P(k/k~1) BA(k+1,k) + (k) Q(k) prT(k
(1.4-17)

conhecida como a equaglo de Riccati discreta.
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A equac%o 1.4-13 representa uma descric¢3o recursiva de um
preditor de varifncia mfnima linear, o qual requer o conhecimento da
covariSncia do erro & priori P(k+1/k), representado pelas equagles
1.4-16 ou 1.4-17. No entanto, o célculo recursivo de P(k+1/k) pode
ser feito *on line”, dado que n%o exige o conhecimento da sequéncia
de observag®es Y(k). Jd o cédlculo do preditor dtimo requer o
conhecimento direto dae cobservagfes.

Ae condi¢Bes iniciaie das equa¢Bes 1.4-13 e 1.4-17 880
dadas por:

;{ku+1/k ] = A(k +1,k ] E{k ]

fi

P[k +1/k ]

A[ku+1,km] P{km] A*[k°+1,k¢] + r[ka] Q[kw] r*[ka]

Entretanto, © que nos interessa & a determinagdo de

2(k/K> = ®x(k) = E {x(k) / Y(k)} para o preditor x(k+1/k’

Pelas propags¢¥o da média de x € possfvel escrevermos que:

E{x(k+i)} = RW(k+1) = BA(k+1,k) %(k)

e, portanto, originar a seguinte relag¢3¥o:

x{k+1/k) = A(k+i,k) x(k/k) (1.4-18)

Subetituindo & equa¢8o 1.4-18 na equac¥o 1.4-13 e pré-multiplicando

ambos o membros por A"*(k+1i,k), teremos:
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x(k/k) = x(k/k-1) + 6" (k) [Y(k) -~  H{k? x(k/k—l)]

onde:

-4
G (k) = P(k/k-1> H (k) . [H(k) P(k/k-1> HT(k) + R(k)]

com a condig¥0 inicial x[k ] = E(k ] ¢ a regpectiva covarilncia do
erro:

P(k/k) = E {x(k/k) x*(k/k)}

P(k/k) =

-3
P{k/k~1) - P{kr/k-1} H" (k) [H P(k/k-1) H" + R ] H P(k/k-1)
# [} [ 14 k
ou ainda

P(k/k) = [1 - (K H(k}] P(k/k-1)

As equagles do filiro podem ser representadas como mostrado
na Figura 1.6.

~ " My misas
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A .
¥iBB B, Kz £, ...

Figura 1.6 - Diagrama de Blocos do Filtro de Kalman.
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1.5. FILTRO DE KALMAN DISCRETO VIA TEOREMA DE BAYES

Consideremos ainda ag equaclfes 1.4-1, 1.4-2 e suas

respectivas suposic¢les.

Nesta formulag3o do problema de filtragem, a estimag¥o

Stima & realizada pela determinag¥o de x(k), que maximiza a fung¥o
densidade de probsabilidade

ap [x(k)/Y (k)]
P [x(k>/Y(k)] , tsto ¢, calculando

Ix (k) x(K) = %(k) = O

e demongtrando que:

3 ap [=x(k)/Y kY]
—— < ©
Ix(k) ax{k)
x{k) = x{k)
(1.5-1)
A eatisfag3o da equagdo 1.5-1, a qual requer que a matriz

resultante da derijvada segunda seja definida negativa, garante que a
func¥o p [x(kK)/Y(K)] foi maximizada.

Esge nmétodo de est inmaglo é conhecido como estimaclo Méximo

4 posteriori (MAP) ou estimac¥%o médxima verossimilhanca 3 posteriori.

Para encontrarmos a expressfo para p [x(k)/Y{k)] , utili-
zamog o teorems de Bayes, o qual estabelece que:

p [x(k), (K]

p [ x(k)/Y(K)]
p [Y(]
(1.5-2)
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.Como Y(k) & a combinacBo da nova obeervacBo y(k) e dsae

observacBers passadas Y(k-1), ent¥o a equagBo 1,5-2 torna-se:

P [x(k) , y(k) , Y£k~1>]

P [ =x(K)/Y(K)]
p [y(k) , Y(k-1]

(1.5-3)

Ainda utilizando o teorema de Bayes, podemosB escrever o© numeradonr
desta expressdo como:

p [x(k),y(k),Y(k~1}]

P [y (k)/xk), Ytk-13] p [x(k),Y(k-17]

I

p [y (ko /x(0),Y(k-1] p [x(k)/¥(k-1] p[Y(k-11]

Resultando que:

it

p {x(k),y(k),Y(k~i)] p [y x/=xao] p [xG0/Ytk-1] p [Y(k-13]

(1.5-4)
pelo fato de o conhecimento de =x=(k) dispensar a seqiéncia Y{(k-1).

Com relacgio ao denominador da express3c 1.5-2, podemos
escrever com base no mesmo teorema que:

p [y, Y(k-12] = p [y(k)/Y(k—l)] . P [Y{k—l)]

E, portanto, a fun¢3o densidade da probesbilidade condi-
cional torna-ge:

P [y(k)/x(k)] P [x(k)/?<k~1>]
p [xx/Y0)] =

p [yt / Y(k-1)]

(1.5-5)
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4

Pars a determinagBo da densidade de probabilidede de x(k),
dado Y(k), devemos calcular cade uma dss expressles de probebilidade

da equaglo 1.5-5.

Consideraremos cada termo separadamente, mostrando que uma
dee densidades de probabilidade ¢ Gsussiana e entBo, encontradoes os

dois primeiros momentos que caracterizam a distribuig¢So.

Examinemos primeiramente p [y(k)/x(k>] . Visto que y(o
é dado por y(k) = H(k) x(k) + V(k) e V €& Causstano, a densidade
de probabilidade p [y(k)/x(k)} é Gaussiana (y(k) ¢& composto de um

processo Gaussgiano mais uma constante H(k) x(Kk))

A média do processo &

. E [y(k)/x(k)] = E [H(k) (k) + v(k)fx{k)] = Hk) x(k) ,

(1.5-86)

pois E [v(k)/x(k)] = O . A varifncia do proceaso &

T
var [y(k)/x(k)] = E { [y{k) - H(K) x(k)] [y{k) ~ H(k> x(k)] } = R(K)
(1.5-7)

Portanto, a densidade de probabilidade p {y(k)/x(k)] & dada por:

Cp [y /=] = { [2ﬁ]H det [R(k)] } -

-
exp { - & [y(k) - H{K) x(k)] R™* (k)

[y(k) - H(K) x(k)] }

N e

(1.5-8)
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Utilizando & equagBo de obaservagBc do modelo, podemos
eacrever o denominador de 1.5-5 como:

P [y(k)/Y(k—l)] = p [HOO x(k) + v(k) /Y (k-1)]
Da especifica¢Bo original do problema, szbemos que
v{k) €& uma distribuig¥o Gaugsiana e ¢ independente de Y(k~-1) . Como

- p [®x()/¥(k-1)] & Gaussiana para todo k 2 0, ent3o p [y:k)/Y<k~1>]

¢ também Gaussiana para todo k 2 0, pelo fato de y(k) ser uma fungio
linear de dtetribui¢Bea GCaussianse.

A nédia de p [y<k>/Y<k—1>] é dada por:

E [y(k}/Y(k—l)]

L

H(k) E [x(k)/Y(k—I}] + E [v(k}/Y(k-l)]

H(Kk) wm(k/k-1)

A varidncia do processgo é

Var [y0o/Yk-1] = E { [y(k) - H(k) §<k/k—1>]
o ¥
[y{k) -~ H(k) x(k/kﬁi)]

Se substitulrmos y(k) e utilizarmosg 2 notac¥o x{(k/k-1) = m(k) -

;(k/kmi) , teremos:

Var [y(k}/Y(k-i)] H(k>» wvar [ ;(k/k*I) ] H7 (k) + wvar [v(k}]

tal que:

Var [y(k)/Y(k"l)] H(k) P(k/k-1) HT + R
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A densidede de probabilidade de y(k) dado Y(k-1) ¢

portanto

-

P [y(k}/Y(kwl)] = { (Zn]“ det [H(k} P (k/k-31) H" (k) + R(k)] ] =

~ T
exp - % [y(k) - H(k) x(k/k~1)]
-4 ~
[H(k) P (ks/k~1) H' (k) + R(k)] [y(k) - Hk? x(k/k—l)] }
(1.5-9)

onde , & a dimens3o do vetor de safda,

Como p [x(k)fY(kui)] é Gaussgiano, ent¥o 80 precisamos
encontrer 2 média e variéncia.

A média & exatamente a solu¢Bo da predig¢%o e & dada pela
equagio 1.4-18;

E [x(k)/?(k-i)] = A(k,k-1) x={k-1/k-1) = x(k/k-1)

Também do nosso desenvolvimento anterior, sabemos que a varténcia de

x(k), dado Y{(k-1> & & varitncia do erro & priort P(k/k-1}.
Portanto, temce da equagio 1,4-5Sb,
Var [x(k)/Y{kwi}] = A(k,k-1) P(k-1/k-1) AT(k,k-1)
+ '(k-1> R(k-1) [T (k-1

Dessa forma, a densidade de probabilidade p [x(k)>/Y(k-1)] pode ser
escrita
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B e

p [x(k)/Y(k-1] = { '2n]" det [p (k/K-1) ] } B
.

=T

-

exp { - L [x(k) - x{(k/k-1) P % (k/k-1) . [x(k) - x(k/k-i)] }
(1.5-10)

onde L, © a dimensdo do vetor x(k).

Finalmente, calculados o] termos, podemos calcular

p [ x(k)/Y{(k>) , substituindo 1.5-8, 1.5-9 e 1.5-10 enm 1.5-5, teremos:

sy

-
pl x(RX/Y{K)] = [QH]” det[R(k)] {det H(k) P(k/k=-1> . H' (k) + R(k)]}

4
det [P (k/k»i)] }* ® . exp { -

~ b
R* (K} [y(k) -~ H{k)} X(k}] + [K(k) - x(k/k“i)]
®

B e

.
[y(k) - H(k) x(k)]

~ 1 r ~ T
P"* {k/k-1) [X{k) = ®{(k/k-12] -~ ly{(k) - H{k) x(k/k*l)]
L

L

'S o

y(kd - H(K) Qck/k~1>]1

J

(1.5~11)

[H(k) Ptk/k~1) HY (k) + R(k)

- b

Esta express¥o pode ser escrita

R

LS T S~
p [ x(K)/Y(K)] = & exp { [x{k) - x(k/k)] Pt (K/K) [x(k) - x(k/k)]}
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onde A n¥o & uma fung¥o de x(k),

;(k/k} = E [ x(k)/Y(k)] = x(k/k~1) + G* [y(k) - H{k) x(k/kﬂl}]
(1.5-12)
-1

(k) = p(k/k-1) HV(K) [H{k) P(k/k-1) HT{k) + R{k)]

= plk/k) HT(k) R™*(Kk),

-~ *
P{k/k) = VAR {x(k)} = [1*6 (W) H(k)] P(k/k-1)>
Y
= P (k/k-1) - P{k/k-1) H"(K) [H(k) P(k/k-1> H7 (k) + R(k)]

-1
H(x) pl{k/k-13 = [HT(k) R™* (k) H(k) + Pm‘(k/k—l}]

L b

A-ﬁ.{[zn)h‘{iet[P(ka)]}_ ! [2H}N det[R(k)] det[?(k/k—l)] |

det[H(k) P(k/7k~1) HT (k) + R(k)]

n e

It
rFY

g o

Est amos interessados em encontrar o valor de x(k) que maximiza
p[=x(k)/Y(k)] ., ou reja:

a
{ In p [ x(k)/Y (k)] } {1.5~-13
%{(k) = % = Q

HAFP (k)

ax(K)

Jd que In p [x{(k)/Y (k)] alcancard sesu valor pédximo para o RNeEmQ

-
valor de x
"o
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Subsgtituindo a equag¥c 1.5-11 em 1.5-13, resulta:
HT (k) R4 (k) [y(k) - H(K) x (k}] -
M

Pt (k/k-1) . [ % (k) - §<k/k—1>] = 0
MAaP

Agrupande os termos envolvendo x (k)
AP

, o©obtemog:

~

[HT(k) R™* (k) H{k) + P“*(k/k—i}] . X (k) =

Map

P™* (k/k~-1) g(k/k*ii + HT(k) R *{(k) y(k)

’

regultando finalmente que:

Cald

-4
x (k) = [ HT (k) . R"* (k> H{k) + P“‘(k/k-l)]

MaF
[ Pt (k/k—-1) . ;(k/k*I)] + HY (k) R* (k) y(k)
(1.5-14)

Aplicando o lema da invers¥o [121, & equagBo 1.5~-14, obieremos a

equa¢¥o de estimagio 1.5-12. Portanto, foi possfvel eaber deste

ftem que & aproximag¥o Beyesana origina as equagBes do filtro de _ 

Kalman pers um procesgso digcreto utilizando estatfsticas Gaussgianas.

1.6. FILTRU DE XALKAN DISCRETC VIA CXALCULO VARIACIONAL E DUALIDADE
AQ CONTROLE STIMO

Neste ftem, wmostraremos que o desenvolvimento do filtro
de Kelman pode ser feito utilizando se mesmae técnicas de controle
&timo, ou selda, encontrar um valor de #{k+1) em cada itersaclo,

que minimize a fung®o custo,
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=
1 L Al § l

Hik+1) x(k+1)

R™* (k+1)
(1.6~1)

sujeito de restri¢Bees de igualdade,

x{k+1) = A(k+l,k> x(k) + TI'(k) w(k?

2ze resgume num problems de estimag¢¥o, e resulta exatamente na mesma

solucHo do problema de maximizar p [ x{k+1)/Y(k+1)] como mostrado no
ftem anterior.

Escrevendo o Hamiltonieno correspondente a 1.6-1 como

=

H = —| |y (k+1) = H(k+1) ACKk#1,K) x(k) - H(k+1) F(k) o(k)

R *(k+1)
=
+ _;,_ @ (k) + AT (k+1) [ ACk+1,K) x(K) + (k) (k)]
Q * (k)
Aplicando o princfpio do m&ximo (8], resulta na determinac¥o de
dH aH
—— = 0, — = A (K}
3w (k) ax(k)

como condigBes de otimalidade,
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Com &g condig¢Bes de transversslidade,

SO O NEG ()| e -

2 soluclo deste problema results num problema de dupla condig¥o de
contorno representado pelas equeqcBes discretas lineares:

x(k+1) = A(k+1,K) x(k) + I"'(k) QCk) IPT(k) A" "(k+1,k) A(k)
(1.6-2)

A(k+1) = [ I - H (k+1) R™*(k+1) H(k+!1) (k) QK> FT(k)]
BT (k+1,k) A{k) + H (k+1) . R™*(k+1)

{yfkﬂ) ~ H(k+1) A(K+1,k) x(k)]

A soluglo desese probl%ma de dupla condiglc de contorno
utilizende programa¢®o dinBmica, nog fornece o melhor valor de x(k)
para k S k = kf

Ko entanto, pare & maioris dae splicagles, a esolug¥o de

1.6-2 fica limitada 8 um procedimento "off-line”, Jj& que hd a
necessgidade do conhecimento & priori das observacgBes.

A técnica do embuttmento invariante {31 € aplicads

2 equagBo 1.6-2, gerando um algoritmo seqgiencial de est imag3o

»on—-line”, idéntico aos algoritmos obtidos nos ftens 1.4 e 1.5.
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Kslman demonetrou ({2) a duslidsde entre controle otimo e
o problema de estimag¥o de estado peio fato de & soluglo pera o
problems de filtragem Stime ger em formas, & mesma goluglo do problenme
de regule¢Bo linear quedrdtica considerende as devidas correspon-
dénciae entre s matrizes do eistems pare os dois problemss, ou seja,
ambas solu¢BSes se reduzem & um problema de duple condig¥o de contorno
linear. Este fato & de grande import8ncies no teorema da separaglo,
qguando controle e estimac¥o %o combinados.
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CAPITULO 2

ESTIMACAO MULTINIVEL DE ESTADO

2.1. IRTRODUCAO

Todoe o sistemas resle operam er um ambiente estocédstico
onde est%o sujettog a perturbacles e em adig¥o a ieso, o controledor,
na prética, tem de astuar baseado em medidee Imperfeites. No caso de
gligtemas dinBmicos lineares, estas dificuldades &80 euperadas, pelo
menos em principio, com a utilizec®0 do filtro de Kalman [2]}, wvieto
que este prové ume estimagBo de estado Stima. Sabemos do teorema da
gepara¢¥o que o controle dtimo estocéetico pode ser projetade em

combina¢Bo com o filtro 6timo como mostrado na Figura 2.1.

et DINAMICH —er, MODELO D SAIDE e

- : { - . i
CONTROIADOR OTIMO G——= TFILTRO QTIMO (ot

CONTROLADOR OTIMD 4
FICURA 2.1 - Siegtema de Controle 6timo Estocsetico.

A desventagem da aplicag8o do filtro de Kalman global € que
o esfor¢o computacionsl sssociado com & sua implementag¥o €& propor-
cional 8o cubo de ordem do sigtems [41].

Congequentemente, ge tal filtro fozse utilizado com
um controlador hierdrquico [16], ent¥o & vantagem computscional
adquirida na Implementaglo do controledor geris sub-utilizads. Com o
objetivo de contornar esse problema, houve & neceseidade de =se

estudar procedimentosg para a decompoeiglo do filtre de Kalmwan global.
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Az principeis contribui¢Bes no estudo dos métodos pars
superar as dificuldades encontrades na tamplementac¥o da teoria do

filtro de Kalman, foram:

1. Hétodos gg Reducglo gg Hodelo 92 Sigtema:

Vieto que a dimenso do filtro de Kslman-Bucy € da mesms
ordem do sistema, nétodos propondo umas redu¢¥o do modelo foram
desenvolvidos.

Porém, para sistemas de ordem > 100, a aplicagBo dos
métodos de reduc¥o do modelo ortginava modelos de ordem reduzida
( > 20 ), que ainda, exigtam um grande esforgo computacional pares sua
implementac¥o, aplicando a teoria do filtro de Kelman. Portanto,

em geral, os métodos de redug®o do modelo e¥o limitadee.

2. Construcdo e Uso gg Cbservadores de Ordem Reduzida:

Dado um vetor de estado de dimens¥o n e um vetor de medidas
de dimens¥c m , embos sem perturbag®o, o observador de ordem ( n-m )
& construrdo pars estimar ( n-m ) estados e os outros m estados s3o
esgt imadog diretemente das m medidas. Este método fol estendido pesra o

caso de gistemas lineares estocésticoe.

Em gersl, em situsclBes praticas, r € consideravelmente
muito menor do que n e, portanto, ( n-m ) ainda ¢ muito elevado,
de forma que o problema da dimens¥o sinda permanece. Além diegso, para
sistemas variantes no tempo, este método ¢ inconveniente, jd& que as

matrizee de transformaclo devem ser calculedas em cada iteracgso.

3. Método de Perturbag¢Ses Singulares:

A teoria de perturbac¥o singular foi s&aplicada para o
problema de filtragem &tima. O sistema ¢ particionado em dois
gubsistemas, tal que og asutovalores do primeiro subsistema e¥o muito

maiores em magnitude do que os autovalores do segundo subsistens.
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Uttlizando & teoria de perturbag¥o singular, um filtro de Kalman-Bucy
desacoplado é construfdo para o segundo subelistems.

Oe valores estimados para o segundo subsisteme s%o tratados
como entradas ne filtregem de Ksaslwman pera o primeiro subsistema.
Degga forma surge, naturalmente, uma estrutura descentrealizade na
formulag¥o do problema. Este método € limitsdo & uma classe de
subsistemas fracamente acoplados, que podem ser particionados enm
dois conjuntog que apresentem uma grande diferenga em magnitude doe

autovalores corregpondentes.

4. Kétodos de PartigBo:

Diante das dificuldades computacionaie (relacionadas com =
ordem do modelo) para & solug¥o das equa¢Bes recursives do filtro de
Kalman, um procedimento interessante para superar tais dificuidades
foi o de particionar o gistema em um conjunto de subsistemas de menor
ordem. Tais métodos para a solug¥o das equagles do filtro ignoraram
a8 interag8es entre os =sistemas particionados, o que, em geral,
conduz 2 um vetor estimado de estado distante do vetor real de

est.ado do sigtema.

SHAH [171, desenvolveu um filtro sub-étimo (filtro S.P.A.
de SHAH) que apresenta um menor esforgo computacional em relagdo ao
filtro de PEARSON. O filtro de SHAH € bsseado no método de filtiragenm
S.P.A. (Supplemented Paertitioning Approach), onde o sistema é parti-
cionedo em um conjuntco de subsiptemag, e esgtimsdores de verilncisa

minima lineares 880 construfdoe para cede um dos subsistemas.

A principal cereacteristica do método S.P.A. €& que todos
og cdlculoe dog filtros dos esubsistemas podem ser executados em
paralelo e as interag¢Bes entre os vérios subsistemas s5%0 considerados
atravéeg da adi¢Bc de termos derivados das interagBeg entre ceg varios
subsigtemnas &g metrizes de covarifincie dos rufdos do sistema e da

obgervagdo.
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PEARSON (20, 21}, em particular, gugeriu um filtro
mulitinfvel 6timo, mee no entanto, tel filtro requer um meior esforgo

computactonal do que o fiitro de Kelman Global (centrelizedo).

Apesar disso, & formulag¥o de PEARSON tem sua Importéncie
pelo feto de delinear aes difliculdades de se implementer um filtro
multinfvel Stimo.

O preoblema de decomposig¥o e coordenagBo do filtro dtimo de
Kalman recebeu ateng®o da parte de muitos estudiosos [17-20, 38-401.

Porém, dentre as aproximacBes existentes, 2 matoria n¥c apresents ums
golugto 6tima.

Ro ftem a seguir, falaremos de algumas desgas aproximacgBes.

2.2. O FILTRO GLOBAL DE KALMAK E O FILTRO MULTINI{VEL DE PEARSON

2.2.1. O FILTRO DE KALMAR [2]

Devido & esua importincia, iniciaremog com uma breve
descric8o do filtro 6timo de KALMAN, visto no Caspftuleo i. Considere o
sisgtena: ’

onde X e Y s£8%0, respectivamente, og vetores de estado e sarfda. uk

e Vk g%o supostos rufdos brancos Gaussianos c¢om média nula e
covaridncias.
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onde & & o delta de Kronecker. ! . 2 x e § g¥%0 supostos ndo
correlatos entre g1 psra todo x Para tel sgistemsa, dades as esti-
macBes inicieis E { 5 ° } = Xo e P (0¢) = Po , @ estimac%o dtima

X do estado X €& expresss por:

isd)

"

v
I

+

w
fed
=

+
<&
—
| wd

!

b
1> )
»

| S———

onde G ¢é uma matriz de ganho definida por:

e onde Pk ¢ a matriz de covariBncia do erro de estimagio e é uma
solugBo da equagBo de Riccati matricisl:

3

- 3
N _ T T
L -~A[F’k P . H [HPkH +R] .HPk]

AT+I“Q1‘*:P(O>=P°

Portanto, & principal parte do esforgo computacional eegts
na computagBo da equaglo de Riccati matricial, de ordem determinada
pelo sistema. Clarsmente, se X puder ser particionade em vetores de
menor ordem, © esfor¢o computacional para @& soluglo da matriz de
covarifincia sers reduzido, e este é em ess&ncia o principio bésico no

qual se baseia o filtro de PEARSON, comentado a seguir.
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2.2.2. O FILTRO MULTINIVEL DE PEARSON [20-22):

O filtro de PEARSON foi telvez a primeira formulac¥% do
problema de estimac¥o de estedo multinfvel para sigtemas din8micos
ltneares conectados. Mas, veremos a seguir que tsl filtro apresenta

dificuldedes para sua implementacgHo.

A idéia bésica € uma extens¥o direta de algumas 1délas dos

algorfitmos de controle hierérquico [161.

A vers¥o discretizada do modelo (conforme Figura 2.2) no
qual! PEARSOR se baseou, tem uma estrutura particuler. Esse modelo
coneiste de subsistemas que s¥o conectadoe atravée de uma metriz de

conex¥o L, pelas safdas Y de outros subsistemas, ou seja:

(2.2.2-1)

onde Z ¥ € uma entrada de conex¥o e L & uma matriz formada de

elementos um e zZero.

As entradas de conexdo B0 gupoetas completamente

mensurdveies com a presenga de perturbac¢Ses, isto &,
Ek =‘z'k+§—k

onde ¢ €& um vetor rufdo Gaussiano com média nula e covarifncia

-

conhecida R.
E[g_fwg_“ck:] =RS.
onde & € a fung¥o delta de Kronecker.

Além disso, a equag¥o de estado & expressa por:
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=AX +BM_ +CZ

X
= ket k k = k

onde Z prové a conexBo dos outros eubsistemas e M € uma

perturba¢8o supoeta um processo Gausslano com nédia zZero e
covariincia conhecida S , isto &,

T
E{_l_'!_j '3’-;:} 56,

O efstema tem também um numero de safdas Y que gs%o
utilizadas em (2.2.2-1) para definir as entradas Z
relacionadas com og estadog X pela equaglo:

, © eastas eslEo

Y = m X + N M

k k .
J MomA ’ ¥ S
g O : OO ——
: ?I"'ﬁa GF Taioa
L '
Pl : .
e D 1
i remmmsnerreey 3 . st e
! P !
i_.....' ‘A‘\z‘“i"}‘ o | PR SRS ___..A.._;‘ —lp
[ — [P —— |
[
i rot
M P . fr——— WL E
) (RO rulds cz plants LRy ;
WIT OLE i Lutd i I
Wi [ Lt ,
CORZARD J i s " " ‘
iy Jm€zime subsiterd s
7 ]
3('0 BALkS ‘
+ ¥4 i — ino*
ey L -4
ad :
Sheervisis na ¥ i
Tntracs A: . F e ey
LRNTELR &7 . ! N
tongrdn " &

T .. %, 0nde hoe

2 prdes £o fi3tem

n

FIGURA 2.2 - Modelo Discretizado do Sistema Din&mico.
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Para a observac¢Bo de estado, fol postulado um processo V,
onde:

®n ¢ também um processo Gaussiano com média nula e covari8ncia

conhecida {, isto €&,

E{n n, }=0Q5¢

J ik

Pela expogi¢3o do modelo da Figura 2.2, € pogsfvel notarmos
que as interaq¢Bes entre os sub-sistemas existem somente devido a
matriz de conex3o L e gue as matrizes A, B, C, m, H, Q, R, S s¥o

todas bloceo diagenaie.

A base do método se resume em: através de um problema de
minimizag¥0o funcional, encontrar a melhor estimagZo de X, wutilizando

métodos de otimizag%o hierdrquicea.

Dessa forma, as equa¢les que representam o modelo integrado

530!
X, CA+Clm) X +(B+CLO) ¥, (2.2.2-2a)
o = i X o+ 2 x
v, Ln | £ LN | | £, (2.2.2-2b)
isto &,
»* L
X,., =%, v 5N,
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onde M e =7 est¥o correlacionados da forma:
M LA S 0 sN* LT
j
E = 0 Q o 6jk
n n, LNS O R + LNSNT LT
i
- .
- S (S .
onde:
H n
. * L \ * .
v Q O
®x * u_—
vV = U ;8 [ LNS O ] ;o Q O R + LNSNT LT

A fung¥o densidade de probabilidade Gaussiana a posteriori,

tem um argumento exponencial negativo descrito por:

1 z
Tg'}gemg[‘x'o] ﬂp—1+

(2.2.2-3)

, T M 2 S syt | ¢
+
Tki

onde X e M w=satisfazem a equacio 2.2.2-2,
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Portanto, a estimec¥0 por mdxima verossimilhenca de X,
pode mser obtida pela minimizag¥o da express¥o na equac¢io 2.2.2-3, con
relag¥%o a 5& e Hu 5 k=0 , ... , T .

Com o intuito de mostrar explicitamente as interacBee entre
os subsistemas na func¥o de custo (2.2.2-3), objetivando a decompo-

si¢¥0 de 2.2.2~3, relativa aos subsistemas (tendo em vista que a
matriz de conex¥o L possui uma estrutura arbitréria), manipulamos a

forma quadrética na Equa¢Bo 2.2.2-3, relacionada com a equagHo

2.2.2-2, como mostrado a seguir.

Pelo método de eliminagBo de GAUSS, podemocg escrever:

s 0 sNT LT s5* + KT LT R LN O NT LT gt
0 9 o = o Q * 0
LNS O R + LNSNT LT - R' LN o) rR*

de forma que o somaltdrio na equag¥o 2,.2.2-3 pode ser escrito como:

+ NT LT LN 0 NT LT gt

S‘"i
[ M V- HX W - LmX ] O Qo *
' - R LN 0 R
M
vV - HX = [ M (St + NNLTRT'LN) - (W - LoX) R *LN ]
¥ - LoX
b
| ¥
_[ (V - HO @ ] [ [u - mej ! - uN’L*R“‘] vV - HX 3
W - LmX
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. = = \
- | M I + E V - HX R + [HN"LTR—*LM - [u - LmX
S Qs

o

R-*LNH + [w - me] R-2 [w - L.rnX] N [NTLTR“*] [w - LmX) ]
S

Sabemos que Z = LNM + LmX e, portanto, LmX = Z - LNM

Desse modo, o soma2tério do funcional torna-ge:

R-* LNM + [ W - 2Z+ LNM - um] Rt [u - me]

= =
S EI R Ry +{[z—w],R"'iLRH«[z—u]R“i
g4 Qma

tal que encontrar um valor estimado X corresponde a minimizar a

fungc 8o de custo:

be o G



sujeito &s restri¢les dinBmicas:

Xy ., = AX, +BE, + Cz

Nesta formulac3o, as conexUes entre os gubsistemas s¥%o
atribufdas somente 3 matriz L de conex¥o, Jd4 que as matrizes A, B,

C, O, R, S e H 8%o bloco diagonais.

Portanto, €& poszsfvel decompor este problenma pelo método de
coondena¢do por objetivo que se resume em maximizar a func¥3oc dual o

(A? com relacdco a A, onde:

L(X!§3A> &E.3
B () = KIN i
XM X s -A§k+3§k+c§k
onde o Lagrangeano L ¢ dado por:
1l 2 T
L({X, M, A) = 5 B KD - E (go) E ., * L
P k = o
o
1 z 1 2
Tﬁkgq—1+TEEk“Hk§tHR-s +
(2.2.2-4)
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Para um dado valor de multiplicadores de Lagrange kk ,
podemos decompor o Lagrangeano (2,2.2-4) pelo fato de L ser aditiva-
mente separével e, dessa forma, em cada instante K , minimfizar os
sublagrangeanos no nfvel dos subsistemas ds estrutura hierérquica e,

no nfvel de coordenag¢¥o, calcular a trajetdria xk utilizando uma
técnica de gradiente.

Esta solug¥o via decomposic¥o por objetive, tanto em dois

quanto em trés nfveis , results numa estimag¥o Stima x de x.

Do ponto de vista prético, tal solug¥o n¥o €& interesesante
para uma estima¢¥o em tempo real, visto que ela exige o conhecimento
4 priori, n%o disponfvel das perturbac8es v, © Uk s k=0 , ... , T,
havendo a necesgesidade de observé-las durante s evolug®o do processo,
e 0 cédlculo da trajetdria ik envolvendo um procedimento de otimizag%o
(célculos de comprimento do passo e da dire¢%o de busca que garantam
convergéncia) que sobrecarrega computacionalmente a implementac3o

dessa solu¢so e torna » eequéncia de valoreg estimados n¥o factfvel.

Para contornar essas dificuldades, em [20], & proposto um

estimador sub-6timo para uma classe de problemas maia complexos. HNo
préximo ftem, descrevemos tal estimador.

2.3. FILTRO MULTIN{VEL DE ARAFEH E SAGE [20]

ARAFEH e SAGE consideraram ure eietema diegcreto n%¥o linear
de n-ésima ordem, dado por:

H
B
[t

(2.3-12)

.k + v (2.3-1b)
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onde 5* € um vetor de dimensSo n de estados e parémeiros 2 serenm
estimados, A [ 3}, k] ¢ um vetor de dimens¥o n de fungBes n¥o

lineeres que descrevem a estruturs do sistems incluindo 88 entradas
determinfsticas, U €& um vetor de dimens¥o n repregentando rufdo

de planta que é suposto um rufdo branco Gaussgiano com:
= . T =
E { v, ] = a, ; E [ v, U ; ] Q, & . s

onde & €& o delta de Kronecker, Q € uma matriz bloco diagonal

definida positiva, g& € um vetor de observeg¥o de dimensZoc m

H [ gk y k ] € um vetor de dimens%o m de fun¢gBes n3%o lineares

da equag¥o de ochbservacglo.

0 rurdo gk na observag¥o ¢ também suposto um rufdo branco
Gaussiano com:

- . T -
B [ ¥ ] T ' E [ I, X i ] R\ ékj

onde R € uma matriz bloco diagonal definida positiva.
O vetor de estado inicial & também suposto Gaussiano com:
T
E[gt_)=3 eE{Xx}r—P
=] =] e T o o
onde P € Dbloco diagonsal.
o

Para esta modelagem, a estimacg¥o por méximo & posteriori
pode ser obtida com a minimizac¥o de:
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(2.3-2)

sujeito 3s restricBes dinBmicas dadas pela equac3o (2.3-1) conm k_e

kf fixados.

Podemos escrever o Hamiltoniano deste problema de

minimizag3do como:

2

_ 1

H = 2 s‘—k-ri = k+1 H["kfi,k+1JE -1
k+1

1 2 T
g o R I »Er, o] re,
g
onde A & o vetor de coestado.
Utilizando o princfpio do méximo [9], as condigles

necessgdrias para otimalidade produzem um problema de dupla condic¢3o

de contorno n3o linear, descrite por:

“}‘(’]c-rz:A[‘}'{'k'k]-‘-qkak[Z\-k-ri“
(2.3-3a)

’T T 1
ékhk-ﬁﬁ Rk+4 zk.,‘]
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Ay TR H R Y L v res (2.3-3b)
onde:
Zoket  Z2xas T kes [ = k+1 ’ ks ]
* a AT [ X ) "SR ¥ ]
A = > x

aH"[X , ]
= k+3 k+1

a'}sk-t:

k+1

e das condi¢8es de transversalidade:

>
I
L)
!
-
|
|
[

A soluc¥o da equag¢¥o  2.3-3  fornece a estimacBo de «x
bageada na sequéncia de observac8es (Zo . 2."~ , Zk{). Entretanto, a
a solu¢¥o deste problema de dupla condi¢%o de contorno g& pode ser
encontrada "off-line”, visto que a sequéncia de observacSes (Yk I
£k = kr) precisa ser conhecida & priori,.

Buscando 2 decomposi¢¥o do elstema, introduzimos ag

variaveis de conex¥o da forma:
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N
J =
.E Ji
L
onde:
k
J 1 i - 2 f-1 1
= X o - 0> B + T
' v ' PPY(O)  k « x 2
A L=
z
ﬁ Z (k#4143 - r  (k+1) - H . { X n ks ]H s
t -
k+1
1 z
+ W, k) - g (x> E
ZE v * oo
e o0 modelo do sistema decomposto & descrito por:
X, kesd - Py [X—; JRLN 'k]+ﬂi )
Z L (k)= H . [ X AT L A ] + ¥V L kD para =1,

(2.3-4)

Introduzindo o vetor multiplicador de Lagrange g para
3+

acrescentar a restricg3o de igualdade 2.3-4, o Hamiltoniano do

subsistema pode ser escrito como:

. 1 - -
H i T2 E z i (k+1) L S H i

[X , 1 1k4’i]g
™ % LY

z

= |
+ Wk -
R": (k+1) v
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:
q . ) I + 8T (kXM (k) -
Y Qws [} -— %

i (k) 3

T
(x )
g7, %) a [X;_]

xM I

i

+ £?£ (k+3) [ A . [ X  ,n o k ] + W . (k) ]

*

As condi¢Bes necessdrias para otimalidade originam as

Beguintes equagles:

-7

. ,1<:|+¢|,i (k) - Q (k) A% ()

19

>
~
b
+
"
ot
L
o>
-
| ]
[ )
Jpo

h‘r, (k+12 R—.l (k+2) Y  {k+1)

* * - %

onde:

A (k) =

B (ka1 =
*

Y (k+1) = Z (x+1) = r (k+1) - H [ X, 0 ., kx+1 ]
L L L L3 -_—%
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o

N -~
= (k) (k) - T 0 (x]
C TR o | B R R, ]

COom:

>
L
~
x
0
| S
i
i'o
'
o
prm—
r
[¢)
L—
——
)
o
po—
x
o0
L
i
I>d
-
=
x
[+)
L—
I

0 método de predi¢3o de interac3o [16] pode ser autilizado
para a solugBo do problema decomposto. A solucHo baseada nesse nétodo
estd na predigcdo de novos vetores n (k) e ﬁi(k) a nifvel de

bty &

coordena¢¥o. Esse método se mostra mais eficiente com relag%o ao de
coordenac¥o por objetivo, vigto que [22]:

a2} 0 aigoritmo de coordena¢¥®o & mais simples, pols n¥o ha a necessi-
dade de se fazer buscas para o cdlculo de trajetdria o6tima, como

no método de coordenag¥o por objetivo;

b A formulag¢3o do problema n%c inclui o termo quadratico em I

(gem significado fisico real, mas para evitar singularidades)

como no método de coordenasg¥o por objetivo;

c) Apresenta convergéncia extremamente répida.

Baseados na técnica do embutimento inveriante (i{nvariant
imbedding) [8), de programa¢®o dinSmica, ARAFEH e SAGE desenvolveram

© algoritimo sequencial mostrado na Tabela 2,3-1,
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Modelo do

Sistema

X P oGeos 1) A H [ X i 7 n i "k ] row i (x2

Modelo da

Observagdo

i ! n i 7k ] + v i (k)

Estatreticas

& priori

E { X i (k o} } = X i (x o)

E{Ut(k)}=qi(k) ; E{Vi’(k) b o= r.o ()

i kD k (k-1

inovacgles do

~

v (k+4s) = Y (k+41) - H
1 18

[ Zi U:«*:/k),ﬂi (k+12, k+1]

Processo i
-r (ks
*
B &) eI ) 880 Varidveis de Coordenacio e
y = X
ﬂi(k gt [Xj(k}, k]
oA [x_ .0, ]
- i v i k
Definig¢les A = o
i {x?) 3 X
=y (k)
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ContinuagB0 Tabela 2.3-1%1.

a H [ X (keark)d, M (kes ),&4:]
L |8 1

DefinicBes h = x
i (k+3.-%) 3 .)_{ i(k-tl/k)
M (ks1) = h TGaes) . RP(kaa) . v (kes)d
1 8 3 19
&I’Ii(ius)
N (k+1) = «- {P (x+1) . I - — Q &)
* v 3% (ks+1,k) v
« T
Algoritmo -~ @ ) A (x>
* L 8
a «" T M (x+4)
Intermedidrio] C (k+1) = g A (x).B (k) - .t
v ax (x) v v 3% (k+g. %)
1 9
«~ T T
Q. ) A (k) B (k) P (2 A 2
L % 1" 1 9 +
& T
D (k) = o Q. (x> A (k) B (x
v ax (x) + t y
1 9
T
P ) . AY o
19 v

continua. ..
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Continuac¥o Tabela 2.3-%.

#

Preditor X, (kss,k) A [ k) .M ), k | +q (k) ]
% L * * 13

it

X (k+a) X (k+vark) + G (kaes) . v (ksse) +
i i i i
Filtro

N (k+a) . B, (x)
LY LY

Ganho Gi(k+s}

P (ksa) . h T(kes) . R *(kaa)
+ 1 1 8

Varincia do .

erro P (ksesrk) = AV (x> . P () . A%, () + @ )
* 1 8 1 % * *

a2 priori

Varincia do Pi(k+s) = [ Pi(k+:/k) + Di(k) ]

erre 2 oM Cevs) -4

I - e w P oik+ar k) + C (ke+s)
axi(k+1/k) t v

posteriori

CondicBes ~
X {ke) = E { X (ko) } ; P {ke) = Var {x.(ho) }
Iniciais v v v

TABELA 2.3-1 - Algoritmo para EstimacZo MAP Discreta para 2 e I

conhecidas e fornecidas pela Unidade de Coordenacdo.
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Negee método, wuma técnica de coordenagBo hierérquica
sequencial fol desenvolvida, com o objetivo de coordenar as unidades
& nfvel de subsistemae, tal que o proceseo de estimagBo pudesse

feito em tempo real, através da predicfo e correg8o das varidveis
de coordenag¢®o n(k) e B(k), como mostrado na Tabela 2,3-2.
*
,Bi(k¢1/k) _86, +ﬁ_‘ (k2 ;Bi(ko) = 0
t 3
ﬁi(k) = Bi(k) - si(k-:)
Preditor X (k+1,kx) = A [ X k), N (x>, x ] + q (k) ;
LY 1 1 + L3
Xi(ko) = E { xi(ko) bips =1, 2, ..., N
é H
B (k+1) = 8 (k+1,x) + K —
v i . 6,8
v P
N (x+1) = g [ ® (k+1,%), % ]
v " i
Corretor onde Kp = e (comprimento fixo do passo)
i
é B ~
o =n (x> - g [x_(k),k]
8 g i i 3
i
p/ i =1, 2, . N

TABELA 2.3-2 - Algoritmo Preditor-Corretor Sequencial Discreto.
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A Figura 2.3, mostra o fluxograma do proceszso de coorde-
nac3o hierdrquica sequencial pelo método de predig¥o de interagHo,
proposto por SAGE e ARAFEH.

INICI ALI ZACAO
n Ckod = gt{E{ijko)j,k}
f Ckod = O
para v = 4,Z,....,N
CALCULA
a H
. Ck+1d = @B Ck+1/KD + Ko 3
~ .
m Ck+1d = g [x Ck+1/kD k]
+
Para i o= 1,Z,...,N

|

H
CALCULA xtCk+1) da Tabela 2.2-1

para i+ = 1,Z,....N

CALCULA

B Ck+1/kD = 3 CkD + ﬁt(k)

]

x Ck+1k2 A Ix Ckd,m Ck2,k] + quk)
1 A 1% 1

para i1=41,2,....,M

1

|

FIGURA 2.3 - Fluxograma do Processo de Coordenag3o Hierdrquica
Sequencial.
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0 método MAP juntamente com a técnica de coordenagdo sequen
cial desenvolvidos por ARAFEH e SAGE foram utilizados com sucesso em

problemas de estimag¢do de sistemas de poté&ncia conectados [24].

2.4. FILTRO PARTICIUNADO SUB-OTIMO DE SHAH (171

Considere o modelo descrito pelas equagles:

s = Ay °Kk+gk
* (2.4-13)
n X % n X N n o ox 4 " x 41

Y = H X + vV
k x x k (2.4-1b)
m X % m X n n x 4 m x 1

onde,
X e - Vetor de estado
A kr=-Hatriz de transic¢fo do estado
1% « = Vetor de rufdo do sistema com média nula e covarifnclia @ 5
Y X = Vetor de observagio
H e = Matriz de observagio
v ‘ = Vetor de rufdo na observag¥o com média nula e covarifincia R
e
T -
E { W v v X } = 0O , isto &, W . © v x ndo correlatos ,

P e X conhecidos.
< [=3

Para melhor entendimento, particularizaremos o filtro no
cago geral para o caso de dois subsistemas.

Particionando o sistema de equagles (2.4-1) en dois
subsistemag, teremos:
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Subgigtema 1:

. N SRR N U L S P D I - TP R S S T

= +
-Y-1 (%) Hix (x) 5‘1 (x? sz (x> 2{“: (k) E: (x)
Subsistema 2:
= +
?—{-z (k + 1) Azz (k) ?5.2 (k) Azz (k)x“z (x> lJ':z {x)

= + H
-Y—z (x sz (k)‘x‘z {k? 21 (k)"’ga(k)".y‘z (k>

onde,
X & um vetor de estado n

2 (k2 2 % 1

X é um vetor de eztado n

z (k) z2 x %

Y & um veltor de observagio m

1 (k1 1 x 1
Y é um vetor de observac®o m

2 (k) 1 x 1
n +n =n

% z

m +m = m

1 z

e a8 matrizes de transigdo e observag¢dc glo de dimensfes apropriadas,.

O método de partic¢¥o n¥%o pode ser diretamente aplicado as

equag8es do sistema e de observag¥o e, ao mesmo tempo, considerar as

interagles.

Portanto, o problema € reformulado de forma que aos rufdos
do sistema e da observag¥o, s¥o adicionados termos que consideram as
interac®es entre og subsistemas através das equa¢Bes do sistema e de
observag3o.
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Ou se ja,

- -
Ei(k*'l)walt <k)’x‘1(k)+Asz (k)'z'z(k/k)-’-ﬂz(k)
= X +V‘
211 () H:|.1 (k) = s (k) ~ 1 (k)
onde,
== + _
L3 A~
= + _
Y 2 () ¥ 1 (k) le (k) X 2 (k » k - 1) (2.4-2b)

s%c por aproxima¢¥o constderadcs rufdos brancos com média =zero e

»

R . *
covarifincia Q e1 (k) e R 1 ()

|5 >

Se X s%o conhecidos, entdo a

2 & - k) © z (k ~» k - 12
teoria do filtro de KALMAN pode ser aplicada, resultando que:

LY

5
I
sy

A +
1t (x + 1~ k3 11 (k) 1 (k » k2 Aiz(k)iz(k/k)

~

X + G
1 (x ~» k) 1 — 12 (k » kx -~ 1) 11 (k)

L

<y

[zii(k)—ﬁii(k) x(k/k-z)]

Processando o vetor de medidas Y . (x) Peraco subsigtema 1,

teremos:
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resultando nag seguintes equa¢les de filtragem para o gubgisgtema %:

-}g's(k/k}='}'{-1(k/k)1+c’11(k)
[zxz Gy T M owo X, (k/k)i]
onde,
T
G;; (k) pz: (k ~» k - 1 Hsa (k) [Hii {kx) Px: (k » k - 1)

_ T
p:s {k + 2 » k + 1) Aii (x) Pii {(x » K} Au. {x) * Qu. {x)
T
+
sz (x> Pzz (k ~ k2 An (%}

p£1 (x » k) 1 = [ - Gzz 1§’y Hxx (k) ] P11 (kx » k - 1)

T
*
[ r - Gii (x) Hii (x) ] * Gss (k) Rx: (k2 st {x)

™ _ T T
Gxx (k> paa {(k » k) 3 H21 (k> [HZi (k? P11 {k »~ k) 1 H21 (k)
r -1
+Rzz (k) +sz (k}pzz k » k) 1 sz {k)]

*
Pis ():/k}*[f Ci1 o By {k)]Pu (k 7 k) 1
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[I"G,: ao Py (k)]T+G$: x ) [Rzz ao T
sz (k) ~ pzz (x ~» k) 1 Hz: (k)] *a: (k)

Qx: (k) =Qu {k? +A12 {x) pzz (kx ~ k) Ax: (k)
BT 05 " Rie o * R 0o Paz ook - o) Hoa G

As equa¢®es de filtragem para o subsistema 2 sdo dertvadas
de forma andloga &s do subsistema 1.

0 modelo do sgistema particionado para a estimag3o dos
estados pelo método SPA e a estrutura do filtro SPA s3o

mostrados na Figura 2.4 e Figura 2.5

Os métodos de partic¢3o s%oc dos mais variados [171, tais
como: método de andlise da correlag3o, método de andlise da

correlag¥o parcial, método de transformac¥o linear. O método S.P.A.,

é um método factfvel (tanto para sistemas fracos, como fortemente
acoplados), para o projeto de filiros e controladores. Foil derivado
de um procedimento heuristico (aproximag¢¥o intuitiva)l, tornando as

equagBes 2.4-22 e 2.4-2b rufdos brancos e posteriormente aplicando
as equa¢Bes do filtro de Kalman Global. '

A sub-otimalidade desse filtro & devida ao fato dele n%o

congiderar os termos n3o diagonaisg (cruzados) da matriz de

covari@ncia durante o proceeso de estimag¥o.
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2.5. O FILTRO DE KALMAN MULTIN{VEL (26-29]:
HETODO DAS PROJECDES MULTIPLAS

2.5.1. INTRODUCXO

Em princfpio, a teoria de filtragem linear desenvolvida por
KALMAN [2], pode ser aplicada diretamente ao problema de estimacg3o de

estado de sistemas lineares de grande porte, porém, a inconveniéncia

de suz utilizag®o nesges sistemas, surge pelo fato de para um sistema

de ordem n , a requisi¢¥o de memSria ser da ordem de n° e o tempo
de processamento ser da ordem de n® 411,
Dentro dessa otica, a decomposi¢¥o do algoritmo de

filtragem de KALMAN procura contornar esses doig problemas,

Uma gama de estudos fol realizada no que se refere a
estes problemas [17-28, 38-40], mas os resultados obtidos s3o sub-
Sétimos, ou implicam em dificuldades de implementag3o em tempo real.
Por exemplo, o filtro de NOTON (18], bem como o filtro de PEARSON,
anteriormente mostrado, exigem mais cdlculos que o filtro de Kalman

global.

O filtro de SHAH (171, também mostrado anteriormente,
apesar de sub-6timo, & atraente pelo fato de exigir uma menor quanti-
dade de cdlculo em relagfio ao filtro de Kalman global e, finalmente,
o filtro de ARAFEH e SAGE [201, que também & um filtro sub-étimo.

Serd mostrado a seguir, o desenvolvimento do algoritmo

multinfvel, com base no principio tedrico do filtro de Kalman Global.

0 principio estd em construir um estimador linear <com
vari8ncia mfnima para cada subsistema, utilizando-se todas as medidas
dos subsistemas. Serd também mostrado gque o estimador S6timo de Kalman
¢ obtido, apds um nuimero finito de interag¢Bes entre o primeiro nfvel
e o coordenador. Uma qualidade deste método reside no fato de todos

os acoplamentos entre os subsistemas serem considerados.
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A estrutura de cédlculo utilizada ¢ uma estrutura hierér-
quica em dois nfveis e o filtro é aplicdvel a sistemas compostos de
N subsistemas. Além disso, visto que og cédlculos s¥o feitos nos
subsistemas de menor ordem que o sistema global, esteg cdlculos serido

mais precisos, ©0 que conduzird a um filtro numericamente mais estavel
{271 (ver ftem 3.4).

2.5.2. A BASE DA ESTRUTURA ALGEBRICA DO FILTRO MULTIN{VEL

Do ponto de vista prdtico, uma das mais interessantes
propriedades do filtro de Kalman global & 2 sua natureza recursiva.
Dentro do aspecto recursivo, a estimacBo bageia-ge na nova observacgio

que ¢ ortogonal & observa¢3o passada disponfvel, conduzindo a

seguinte interpretacdo geométrica do filtro de Kalman:

Considere um conjunto de vetores reais de observacBes

aleatdrias dado por Y P , Y . 0 conjunto

ke ° Ik¢+1 k - k+ 4
de todag as combinacBes lineares dessas varidveis sleatdérias com oS

coeficientes reais a

forma um espa¢o vetorial denotado por ¥ es

Visto que k+1 nB3o é fixado, W ks pode ser considerado

como um sub-espac¢o de dimens3o finita do egpago, de todas as cbserva-

¢Bes possfveis. Ent3o, segundo o teorema de Kalman, o estimador
Stimo, X . L ..y » de E(k+1> conhecendo as observacSes Y . - ,
Xk+1 , & dado pela projec¢%o ortogonal de §k+$ sobre Wk+1

Se os processos estocdsticos em quest¥o s3¥o Gaussianos,
ent¥oc a projecdoc ortogonal coincide com a ssperanga matemdtica

condicional, como visto anteriormente no ftem 1.4, ou seja:
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”x'k+t/k+l.= E{‘x‘kog / vk.,’ } (2.5.2-1)

@ a forma recursiva do filtro de Kalman é baseada no seguinte teorema
{61

~ TEOREMA 1:

Seja X um elemento de um espago fechado H de wvaridveis
aleatdérias, e seja X , ©Sua projegdo ortogonal sobre um sub-espago

o~

kg . de H [ X . ¢ a melhor estimag%ic de X dentro de ¥ . ]

Seja ¥ ., um vetor de dimensdc m de varidveis aleatdrias gerando

um sub-espago ¥ de H e seja ¥ 2 © vetor de dimensZo m

2 ’

a proje¢do de Y 2 sobre Y . [ Y 2 ¢ a melhor estimagdo de Y 2

dentro do ¥ . }

~

Seja Y . =

jod
t
=23

Ent3%o, a projegdo de X sobre o sub-espago Y , ® ¥

denotado por X , & dada por [61]:

-~ ~ ~ ~ — - 41 ~
X = X +E[X 1‘][2[? Y"]] .Y (2.5.2-2)
= = 1 = 2 - 2 = 2 - 2

Considerando que Y . - 4 ) © k1 . © gub-espaco gerado
por l‘(k . gy ' 2 equacdo 2.5.2-1 pode ser reescrita como
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-g*(kq-s/k-rs)=E{§(k+1)/v(k+a)}z

(2.5.2-3)

E{g'(k-rs)/\&(k)} * E{5<k+1>/-{<k+1/k>}
Portanto, o estimador dJtimo de X (k + 1) & a soma da
proje¢do ortogonal de X (e + 1) sobre o sub-espago Y )

~

[ denotado por X (k + 1 » k) ] e a proje¢do ortogonal de X

{k + 1)

sobre o sub-espago x(k*‘/k) ' conhecido como espago vetorial

da inovagHo.

Este dltimo espage & formado pelo sub-espago vetorial

gerado pelo vetor de observag3o Y (kes) © pelo sub-espa¢o gerado
pela transformacgdo linear da proje¢do ortogonal de X x + ) gsobre
¥

(k)

E importante salientar que o espago vetorial da inovagHo,

n¥o & ortogonal ao vetor de erro X

. i & a
(k + 1~ k2 visto qu

que a projecdo de X (e + 1) sobre o espa¢o da inovagdo &
diferente daquela sobre o espago ¥ ) Por outro lado, o vetor de
erro X k + £ » k » 19 gerado pela projec¢dc de X (e » ¢y T°
espago ¥ (k+45 é ortogonal ao espago w(k+1> ou W(k) ® Y .0

Utilizaremos esta idéia na seqibncia do desenvolvimento do

algoritmo do filtro de Kalman multinfvel para sistemas de grande
porte.
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Considere o gistema discreto linear composto de N sistemas
dinamicos lineares conectados, definido por:

fomt
i
-y
]
+

g
ok o+ 1) ii (ko + 1, k)71 (k) L
s, 4]

e

+ —
i k+ 1, k2 i (D i (k) (2.5.2-4)

com as equagBes de observagles dadas por:

Ii(k-’-i)zHi—K-i.(k+1)+y-t(k+s)
1 = 1rzy ps e SSN
onde: N & a ordem do sistema;
X 6 o vetor de estado e R "' ;

b
o

o vetor de observag3o e R "

A =1 ... 8, =1 ... 5 g% as matrizes de
1N j 1 J
trangic®o do sistema;

H . é a matriz de observagZ3o (sub-matriz da matriz H para
o sistema global, que & suposta bloco diagonal);
W.  , V. , s3o vetores rufdos brancos Gaussianos ndo correlatos,

médias nulas e covariSncias § . e R . respectivamentie.
1 i

Considere o espago de HILBERT Wk+$ formado & partir de
todas as observa¢des do sistema até o instante (k + 3.

A estimac3o Stima (Vari8ncia Mfnima de Erro) & dada pela

equag¢¥o 2.5.2-3 , que traduz algebricamente o resultado geométrico
do teorema 1.
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Pode-se notar que o primeiro termo da equagdo 2.5.2-3
pode ser determinado diretamente com base nas observac¢les até o
instante (KJ.

A idéia basica do filtro multinfvel é decompor o segundo

termo da equag¥o 2.5.2-3 de forma que a2 estimag¥o seja a projegdo

ortogonal de ;i{k*‘) sobre o© espago de Hilbert gerado por:

§
&
a2
&
< ¥

2 (k + 4 ~ % + )

-1
g (k + 4 ~» kX + 1)

Y ® ... & Y
é o sub-espago gerado pelo sub-espago das observagfes
e por sua projecdo sobre o sub-espago gerado por
v e Y e Y ® ... @

(k) — 4 (ke + 4} - 2 {k + 1) Is«s {3 + 12

Para aplicar a idéia acima, reescirevemos 2.5.2-3 como:

)
i

i (k + 4 o Xk + 1) E{‘XL(}:+1)/W(}:)’

s(k-l-i)}

Manipulando esta expressdo, teremos:

j=e
=

E{Ki(k-rs)/w(k-r:)} = E{Egcx»fn/\‘?(u'

Y A 1

1 {(k + 1) i(k+1)'zi+1{k+1)'

78



(2.5.2-%)
- 5-1 -
T g ev a7k v 2) 'E{-’-‘-‘tk*i)/‘?u)}
E{”X'a.(ka-s)lxi(k-rs/k)}"-
s oor-s
E E{:—(‘\.(k&s)/"r(kq-i/k-rl)}
r=2
onde,
- r- - -
X‘r(kq»t/k-ri) "g'r(ki-s} E{Ir(k-fﬁ)/
(2.5.2-6)
f{k)""'l(k-ﬁi)’ 'Xr—1(k+i)}
de forma que, nesta manipulag¢¥o, foi mostrado essencialmente o
particionamento do vetor de obsgservacdo até o instante {(x + 13,
Y (kva) * segundo suas componentes para cada subsistema.
0 resultado dessa manipulagdo, prova o seguinte teorema
{27, 281:
~ TEOREMA 2:

A estimagdo otima X L (k s & o kK + sy Ppara o i-ésimo

 subsistema & dada pela soma da proje¢¥o ortogonal de X Lok s 1)

gsobre o espaco gerado por todas as medidas até o instante K [ hd () ]
com a projecdo de X R sobre o gub-espag¢o definido por:
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1 (x + & -~ k) ®

=4
{m< 2
3
b 2

»

]

[ Y

@

i
2z (k + 12 7 k + 1) s (k + 2 » %X + 1)

0 teorema fornece a estrutura de bage do filtro multinfvel
que, como se pode notar, wutiliza a idéia de ortogonalizacBes
sucessivas sobre os sub-espagos definidogs por 2.5.2-6 , para a
obtenco da estrutura algébrica do filtro multinfvel.

Portanto, as proje¢Bes sucessivas de X L e ) sobre

S r-3

dici
Y Tk s 1kt 1) adicionadas as proje¢Bes representadas pelos

dois primeiros termos de 2.5.2-5 , fornece a estimacio étima

5t(k+1/k+s) de-}it(k+s)

Este processo de ortogonalizacBes sucessivas pode ser feito

de forma independente para cada subsistema, ensejando sua implemen-

tac¥o sobre um sistema de multiprocessamento, como propomos a seguir.

2.5.3. EQUACSES RECURSIVAS DO FILTRO MULTIN(VEL

Neste ftem, serd mostrada a obtenc¥o da estrutura algébrica
hierarquizada do filtro de Kalman.

Com base no teorema da varifncia mfnima {61,

fog
ot
¢
.
=<
S
n
™
—
i
fnt
o
L—
gram—
m
e
{nd
1
=
N’
(T
-
|

podemos reescrever 2.5.2-3 como;
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i (k+1 ~ k+1) i (k + 2 - kI
-3

P byl . P~ ~

X i Y 4 €k + 4 »~ k) Y Y G v 1 2 %)

i 1
(2.5.3-1)

Y b P o re-3

4+ e+ s 7 k) r=2 xer(k+4/k+t)

-4 o or-14
p;,-,?r-g(k+s/k+i) 1r(k+1/k+1)

r r

O primeiro termo da equa¢¥o 2.5.3-1 ¢ a predig¢¥o Stima do
estado para o i-ésimo subsistema, de forma que, aplicando-se a média

condicional 2 equag¢3o 2.5.2-4 e considerande as condigles iniciais,

teremos:

x;(k-t-t/k):E{Ki(kdni)/.ﬁ(k)}q
Bl v a0 E{-’Stcu*"?(n}*
(2.5.3-2)
=
,2_,A'Lj(k+1,k)'E{Ejfk)/w(k)}
j=1 L8
';Si.(lci-:l/k)mhii(k+1,k}‘x“i.(k/k)+
= ~
L A i3 (k + 12 , kI X i k ~ %)

=%, 0]

Jjd que a média do rufdo do sistema & nula.
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A matriz de covari8ncia do erro de predic3o & expressa por:

~ ~T
E{_x‘\(k-rs/k)"x’i.(k
')'{"i.(kdni/k)] ['}‘(“.
= E { [ Al e v 1, %)
»
.2..A13(k+1,k}
J=1 ., #)
L i (k) ] [ A ii (k + 12
-
‘E._AL‘}(ki-:l,k)
iS4, #)
P =
Xi.xi. (x + 12 ~ k?
-
+.z..AiJ(k+£,
J=1 v #)
A\.\,(k+1,k) Axi.
=
r P
jea LM xn Xj (k » %)

I ¢

;/n} B E{['X‘i(k+s)

~ T
+s)“§i(k+1/k)]}

i (k »~ k)

i 2

i (x ~ x)

g2
+

k) i ke - k)

[

1

cw ]}

i (k 7 k)

it (k + 2, kJ xtxi(k/k)

i i (x X

(2.5.3-3)

i3 (e » 2, kI
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T A . 5 P
jEa i R =4 i8] X i X i e 7 %)
T
As. i e+ 1, k) * Q\. € D
Os termos que correlacionavam a perturbagd3o 3] e o8

= i )
egtados, s¥o nulos devido a suposicdo inicial de n3%o correlacgdo.

A matriz de covarifincia cruzada do erro de predic3o ¢

deduzida da seguinte forma:

i j e+ 8~ %)

. E~ _Ai i ke + 1, k? 2{"'3 (k »~ k) * - i (k)]
=4 v H#)

[ A j i (e + 12, k2 X i (k ~ %) +

= ~ T
_E__Alt(k+£,k) ‘}‘("t(k/k) —'30:)]}
i=4 ,vH#)

(2.5.3-4)

= A P +

[ i (ko + 5, k2 X" X\, Ge o~ %)

: T

L A i e+ 2, k) P X X
j=E i8] i i (ke » k2
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ﬂ =
L P + > A
& T .
£ P . AT ] . AT
i=aiws 55 % ks I LA 2 PG e e a0

Buscando uma distribui¢lio do cédlculo da equaglo 2.5.3-1

dentro do processo recursivo, escrevemos a eguaglo 2.5.3-1 como
gendo:
'K“‘.(k-rt/k-os):*x-i.(k-r:/k‘bs.} +
* - 4
b P o r~4 . P 7. ~
rel+ 4 X i ¥ r (k+2 ~ k+d) Y r:i Y ro4 e+ 0 vk + 1)
r
(2.5.3-1aJ
- r-1
}: r {k+2 ~ k+i) .
onde:
}éi(k-ss./k-*s}E:gL(k-{-s/k}‘inpxi‘fi(k-e:/k}
...1 -~
P Lo Y +
Y‘ Yt k + & ~ k2 t (k + £ ~ %k
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ou, sinda:

v - L3
‘}ii(k«rx/kfx) ”'}Ei{k+s/k+x) +Gi, {k + 22
i -1 i
o L-s
zi {k + 2 » k + 1)
onde:
I-1 - ~
Gt (k*1>-PX,YK‘{k+z/k+;}
1 i i
pt
Sl=1t T t-1 (k + 2 » k + 1)
b Y
i A
Por definic3o;
‘K“L'{ku»i/ka»s}{ :gi{k+s}-£t(k+£/k+s}i

que, a partir de 2.5.3-5 , pode ser reescrita como:

X N = -
~ i {k ¢+ 4 » k + 11} z itk + £ ko« 4}
L L-4
1~-4 - l-4
G*; (e + 12 X L {kx + 4 » k + 42

8%



Daf, obtemos:

P ~ ~ - E Aad -

X X (k+s » k+s) X (kes » k+1)

i i i - 1 i-

-1 - 1-1 o %
Ve -

Git {k+d ) L {(k+gs ~ k+4a) §'t (k+s k+a}l
~F T

- i~
Y Les 5 i E

1 (k+st ~ k+4) it {ke+d?}

(2.5.3-5a)
p o~ ~ -p ~ L~4 o~ L—4
X X Ax+1 » k+1) X Y {k+d ~ k+s2
i 1- i i
GTI-i G i-2 p o~ L-4 ~ 1-3
il ke i3 i (k+32 Y L X (k+s » k+1)
o t-* o led . l-s GTxmg
i (k+1) Y L Y L ets s ke1) ) i, (k+a)
Congiderande os segundo e quarto termos da equagso
2.5.3-5a8 , tLeremos;
1-4 ~ b4 ~ L2 _
Gi (k+ 2 P Y L Y L {k+st ~» k+47)
T
p o~ L—-1 ~ b4 ) G,L&i -
X Y {k+s » k+s) i {k+13
1 i L
(Z2.5.3-5b7

a6



P b O 4 (kaed o~ ks+a)
i L
P " 1-s ~ -2 GTE“’i
X Y (k+a o~ kes? i {kaa )
i i 1
¥as,
o i-1 _

P X . Y L {k+d4 » k+4) E 4 i (kes)
- - § +
Y {kes ~ k+s) =~ i {k+st ~ k+t)}

- 1 Le-s
=y {ksr - k#i}l_ - 1 (k+s ~ k+s)
' '\-‘T
— i-% _
= 4 i fk+d k@i}k ¥ 1 {kes » ket)
p o~ L-a ~ b= i
X Y (k+2 o~ kasd g
i i
Cal 'V?
Jjé que E 4 X Ly it
=% Ax+z - k¢131 — 1 ket ~ k+s)
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Portanto, utilizendo zg relagbes 2.5.3~-5b e 2.5.3-5c

na
equagdo 2.5.3-5a , obtemos:
P X X fx+s o k+12 = P X X (k+a » k+1? -
i i i i i -3
(2.5.3~53)
L'i ~ L-‘ LY 1_1
Gi {kw+a) - P Y X (kas ~ k+d)
1 i i
A matriz de covarifncia cruzada do erro de egtimacio de

estado no nivel | & dada por:

g
4
H
!
et
2
f

i {k+a - k+1}1

X X kst »~ kst
3 1 -1

)
- 2

1-1
i

L'i. {k+1) {(k+3 ~ k+1)

T
- L-1 o L~1
-G
-4 i (k+a ~» k+z)k . ‘iL Ck+g? ¥ i (et ~ ket
= p o~ ~ - E o
X X {k+1 7 ke T 20 (k+4 ~ ke
i i Led [
y
~T T
-1 Lws -1
. G -
o s o kea) i, (k1) { E G-Li (k4
~ ~T
P-4
) +
Zl {kwd ~ kwisil ;}ﬁj {kesz ~ k-rs)i

as



1~3 ~ L=4d . l=g 1-1
E Gi (k+sl) ° P Y Y {kk4ds ~» k+a) Gj {kes)
i i t i
P § X k4t s kes) = F X ., X | (k+s » ket -
. i 3 L i 3 -
p o~ l-1 o~ l-t GTt-i - g l-t
X Y {k+a ~» k+4) ' £ {k+a) i {ic+s )
i 1 L i
{2.5.3-5e)
~ L=-4 ~ L=1 1-12
Py X ket o k2> T8 G
i i i L
PNL—»i ~ -4 GTL-i
Y L Y y {k+2 » k41 ! jt {ks+s?
onde i = 1, 2! s 8 & J = 1! 25 e 8, L & ]

& matriz de covarifncia cruzada do erro de previsco de s
saida € expressa por:

P Y Y | {kez ~ k) = E { [ X i o (k+s) Hg {k+4 )
i i
E . (kes %0 ] ' [ L U P S
(2.5.3-5F3
X i ket ~ k}} } TR0 T X X e T G
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Podemos escrever que:

v L-1
X_i (k+a ~ kas) b4 U (kea) E { Ii.{k+1} /¥ 18" I

* '}"'1.-'1 (Ir.-rs)} = z‘l {kaa)d - E{Xl {k+d) /
? 15730 DA k4 L2 (k+s) } - E { X L o {k+a) /
v -z _ _ g iz
X led (ked » k+s) } X t {k+3) X L (k+d » ki)
p .~ l-2 P'1~ 1-2 .. L-2
Y Y (hk+d » k+s) ° Y Y (k+4 ~ k+1)
i 1~-4 L- 4 lLeg
w l-2
Y (k+1 ~ k+1)
- l-1
v l-4 . w l-z
Y L {k+ds ~ k+a) X i {k+s ~ k+s)}
-3
H P ~ -2 . P ~ L—-2 ~w L=2
1 {(k+17 X Y {k+1 »~ k+4 Y Y (kes ~ k+s)
i 1-1 1-1 L-4
w L-Z
b 4 {k+d » keg)
= t.s
Seja:
.4 1 {kassg) = X L {k+s .~ k-&i}{ + X

L {k+1 » k+1 }F.

-2

Dessa relagdc, podemos escrever que:
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- -z N
=1

. l-2 p“‘,, -2 . l-2
Y (k+st ~ k+1) Y Y {k+s .~ k+4)
P-4 1~1 t~4
2 = % lL-2 -
2 {k + 2 ~ k& + 2 = 1-2 (k + 2 ~» k + 1}

; i-2

k+ 4 ) : 1-2 {k + 8 ~ k + 4

= p o~z o l-z
+1 ) Y Y (k+2 ~ k+4)

i 1~-1
4 -~ L=2
Y {k+da ~» k+d)

S T4

De onde resuitaz gue:

~ -t = p ~l-z . l-z
YL (st » k+4) YL Y!. {k+2 . k+4g}
~ L-2 T%.-—z -G -2
Y - (k+s » k21270 = 1 (k+1) i (kv )
[ 3 L—gt
-2 ~w L=z L2
Y (k+st » k+1) L (k+1)
i-14 L
1-2%
~ L-2 GTL-Z
4 L (k+s » ka1) 1 {lead )
L-4

{(2.5.3-6)




Substituinde 6 no dltimo termo da equacHo

-3
2.5.3-6 , tLeremos:
p ~ -1 ~ =% = P~ i-2 ~ -2
Y Y (k+a » k+1) Y Y {(k+s ~ k+2)
1 L 1 1
(2.5.3-6a)
1-2 ~ L2 PO -
Gl {k+t ) P Y Y {k+s ~» k+11}
L-g -1 L~

No nivel de recursividade 1 , podemos escrever:

YU s o0 5 X0 ey T YL Gees o0
Y t (k+s -~ k1 = H 1 (k+s? X b (k+as) y 1 fk+s)
Ht {k+12) X 1 {k+1.-%} = Hl {k+s/kJ X 1 {k+s - k7 + ¥ 1 (k+1)
Ent 3o,
Py LY e s T E { [ Bl ey " 20 G o0

~ T
¥ 1 {kws ) ] ’ [ H t {k+a) b4 1 f(kesg ~ k) + ¥ T {k+4) ] }

PY F  tees ~ %3 = Hy ey 0 P XX (kes o ox0
L i A N
T
H t {kes} R 1 ke )

S



Além disso,

g3

T
L

(2.5.3-7>

{k+s )

(2.5.3-8)

{k+4 ~ ket

~ Le-g . lea _ >
P X . Y (k+dt ~» k+a) E zi {k+s .~ k+a)
i 1 1-4
?Tlng = p ~ [ { ~ b3 H
- 1 (k+a ~ k+1) X . X N {k+s ~ k+s)
a:
~ .=z 1-1
X i (k+s - }:+$}L X i (k+sr » k+1)1_1 Gj {k+1
t

- Le=1

Y 1 fk+2 ~» k+1)
onde:

i -4 Lwg -3 1~4 i
G ""* =P > p o7 il
i ket X Y {k+a .~ kes) Y Y

L 3 i i i

Ent3o, 2 partir das equagfSc 2.5.3.-8 , obtemos:

P X X {k+s1 - k+13 = E X i (k+1 ~ k+1)

i i t L-

bows o L-a ~ o
GL {k+1) X b {k+st »~ k+1) X j fk+1 - k+13£
y +-* .6 "¢
=1 {ksd ~ k+4? i fk+4

L



P X z X (k+a2 ~» Xk+1) =P X 1"1 X E-i (k+s ~ k+a2 - Gi.h {k+s
{(2.5.2-9)
P Y t“’ X 3'1 (k+41a ~ k+1?

Completando, dessa forma, as equagles recursivas do filtro

que seguen ag seguintes etapas de execucHo:

1. 2 partir das equagBes 2.5.3-2 2 2.5.3-4 , calculamos 2 predig3o

Stima e as malrizes de covarifncia correspondentes;

~

1 (frisando que - SN kea)_ = X i (kss o~ KD

2. Fazemos

€ p3?§?<k+;/k+=> = P X X (ks1 o xy PFRL =1 ESe
i L 3

i =1 a 58y e utilizando as equagBes 2.5.3-5 & 2.5.3-9 , calcu-

lamos & eptimacio Stime de estado ¢ a8 matrizes de coverisncia

corregpondentes;

3. Se 1 = 58 , entd3o foram estimados todos o8 vebtores de estado
relativos aog subsistemazs. SenZBo, faca 1 =1 + 4 e volte a
etapa 2.

£ importante observar que o algoritmo do filtro multinfivel
agui mostrado e o filtro global de Kalman, s%o algebricamente eguiva-
lentes, porém, veremos no ftem 3.4 que as propriedades numéricas do
algoritmo muitinfvel s¥c mais interessantes, j& que os cdlculos s¥o

realizados sobre sistemas de menor orden,.
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CAPITULO 3

PROGRAMACAO PARALELA DO FILTRO DE KALMAN MULTINIVEL

3.1. IKTRODUCXO

Este capftulo aborda principalmente o ambiente para
estudo do paralelismo dog algoritmos multinfveis de estimagB3o de
estado e a viabilizac¢¥o da paralelizag¥o do Filtro de Kzlman
multinfvel num ambiente de multiprogramac¢¥o com tempo compartilhado
bem como um procedimento para a sua implementagdo numa arquitetura de

multiprocessamento.

3.2. DESCRICX0O DAS ESTRUTURAS HIERARQUICAS DE CXLCULO DO FILTRO DE
KALMAN MULTIN{VEL

Para efeito de simplificag3c da descrig3o, particulariza-
remos a aplicag3o do algoritmo, ao caso do particionamento do sistema

global em dois subsistemas, como mostrado a seguir.

Obedecendo as seqléncias de execug¥o do algoritmo, podemos
escrever as equacBes 2.5.3-2 a 2.5.3-4 para dois subsistemas como

sendo:
A predigHo Stima:

% (k+17K) = A (k+1,k) x (k/K) + A
1 ]

(k+1,k) % (k/7kJ (3.2-1)
ol

L]

e as matrizes de covarifincia do erro de predig¥o:
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o K [}

P~ ~ (k+1/k) = [é (k+1/k) + o" (k+i/k)] AV (k+1,k) +
‘e !

o (k+1/K) A7 (k+1 K + Q" (k) (3.2-2)
[ ] L | ¥
P (k+1/k) = [é (k+1/k) + &~ (k+1/k)] AT (k+t k) +
. oM L 14 FEY
5 &
[a (k+1 /KD a““(k*l,k)] AY (k+1,K) (3.2-3)
A 5 L 4
onde:
o (k+1/k) = B (k+1,k)Y . P~ ™~ (k/K)
il i Hl“l
o (k+1/K) = A (k+1,k) . P ~ ~ (k/Kk)
[ N ] [ ] H‘u-’
* v
o (k+1/k) = A (k+1 ,Kk) . P~ % (k/k)
[} [ HlH
e,
Q==(k) = § (k) + Q¥ (k) {3.2-3a)
i i i
onde:
Q¥ (kY = o""(k+1/k> . AT (k+i1,k) (3.2-3b)
i +J L]
e,

o= (k+i/k) = A (k+1,k) . P ™~ (Kk/K)

iJd [ E I
e

Explorando o paralelismo natural dor cilculos da equag¥o
3.2-1 a 3.2-3, podemos representéd-lo segundo as etapas 1 e 2,

numa estrutura hierdrquica em dois nfveis como segue:
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8T HAPA | =

Cada subsistema envia ao coordenador as matrizes A (k+1,k)
t
e P ~ ~ (k/k), onde i=1,2; j=1,2, e i¥).

» Ead
# I

0 coordenador calcula ag matrizes Q"(k) (i=1,2) expressas
i

por 3.2-3b e envia ao subsistema {, que calcula a matriz Q¥"(k),
]

expressa por 3.2-3a. Esta etapa ¢ representada na Figura 3.1,

CALCULA

NIVEL 2 > oY e ctix)
<
~

»

- CCORDENADQOR

, CALCULA
NIVEL 1

Q' MK) e (x)

SUBSISTEMA SUBSISTEMA 2

Figura 3.1

ST HPA £ -

Esta etapa & concernente a predi¢Zo étima, e como mostra

a Figura 3.2, o coordenador comunica do subsistema | para o

subsistema i, @a predi¢¥o filtrada otima x (k/k) e fornece-lhes
o

a matriz de covari8ncia cruzada P ~ ~ (k/k), (i®j),.

o
LI

Cada subsistema calcula a predi¢Sc dtima x {(k+1/k) dada por

1
'3.2-1 e a matriz de covariancia P ™ 7 (k+1/k) dada por 3.2-3

H‘M’
correspondente ac erro de predig¢So.
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As matrizes [7
[ W 8

e P~ ~ {(k+1/Kk), - ¥-1s]

w
4 4

enquanto ao

A (k+1,k).
ars
ci; cruzada do erro de predig¥o P ~ ™ (k+1/k).

o L

Fazendo (=1

»
H

Finalmente,

Parsa

como;

% (k+1/k+1)
]

onde:

*

{k+1/k) + o*

i

(k+1/k)], o

(k+1/k), H (k+1)

E =

enviadas ao coordenador pelo

mesme  tempo,

o subsigtema 2,

s

CALCULA

-8

NIVEL 4

CALCULA

(kei/x)

[0, (e Chenn )
€, (KrI/0), Py (KK

< SUBSISTEMA ¢

¢ subsistema

1% )

G ®(k+1)
. i

P

[

P

Figura 3.2

Py, xp (K 41/K)

CALCULA
R (k41 /0) 4

F;zlz(k+i/k)

SUBSISTEMA 2

i, a equagdo 2.5,3-5,

ES

~ v (k+1/7K)

oo
LI Y

~ o™ (k+1/7K)
» Hi

98

(k+1/K) + G ©(k+1) y (k+1/K)
' S

- %

pode ger

o coordenador calcula a matriz

P ~ ™ (k+1/K)

M
i

HY (k+1)

3

P

-4

~

k.

-9

subsiatema 1§,

envia-lhe

de

4

Lol

ut

S

a matriz

covarian-

reegcrita

(3.2-4a)

(k+1/%k)



y (k+1/k) = y (k+1) - H (k+1) x (k+1/k), ent%o
9 5 8 E 9

1

y (k+1/K) = H (k+1) x (k+1) + v (k+1) - H x (k+1/k)
S 4 i 1

i LS

i

H (k+1) . % (K+1/K) + v (k+1)
8

% i

Resultando que:

i}

p ~ ~ (k+i/k) F{[H (k+1) . x (k+1/Kk) + v (k+1)]
E Y

- i L
& £ .-
~ ¥
[H (k+1)x (k+1/k) + v (k+1)] }
'Y 'y T
= H (k+1)P ~ ~ (k+1/K)H"(k+1) + R (k+1)
i M*ui < s
De 2.5.3-5d,
P ~ ~ (k+1/k+1) = G (k+1) . P ~ ™~ (k+1/k)
F O ES )i EL T o
b e (3.7-5a)
onde:

G (k+#1) =1 - 6 “(k+1) . H (k+1)
i i

[}
i

A metriz de covariSncia crurzada do erro da estimacBo de

estado no nivel ¢ dada pela equaglio 2.5.3-5e resulta em:

P~ ~ (k+1/k+1) =G (k+1) . P (k+1/k) . GT (k+1) (3.2-6a)

o < [ 3 )
R T T i J

A matriz de covarifincia cruzada do erro de previsio da

safda dada pela equacio 2.5.3-5f é&;
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P~ ~ (k+i/k) = H (k+1) . P =~ ~ (k+1/k) . HY (k+1) (3.72-7a)
. uin ' H;"J J
Para o j-ésimo subsistema:
N (kK1) = x (KHLZK) + G (k1) Ly (k#1/KD (3.2-4b)
= 4 4 Ji [y
onde: )

G “(k+1) = P~ ~ (k+i/k) . P ~ ™ (k+i/K)

Js. H-‘ui [* I

-1
= P ~ ~ (k+i/k) . H'(k+1) P~ Y (k+1/k)
NJH.{ £ wlu
De 2.5.3-5d,
p ~ ~ (k+t1/k+1) = G (k+1) P ~ =~ (k+1/k) (3.2-5b}
F I - § J 3 M

onde:
G (k+1) = 1 - G =(k+1) . H (k+1)

4 J -4 i

As matrizes de covarifincia cruzada dos erros de estimacio

no nfvel ¢ e de previs¥o de safde pars o subsistema J s%o:

"
P~ ™~ (k+l/k+1) = P ~ ™ (k+l/k+1)

PRI 1 4 EL T
J 1 H

.
P~ ~ (k+1/k) = P ™~ ~ (k+1/kD

Hoom w
1
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T HAPA 3

Hepta etapa, completamos o cédlculo hierarquizado em doie
nfveis do primeiro termo da equacso 2.5.3~1a para ambor

~conforme Figura 3.3.

gubeistemas,

0O subsistema | calcula § (k+1/k+1) e a matri=
H

a

p ~ ~ (k+1/k+1) dador por 3.2-4a e 3.2-5a, enquanto o subsistema
. >t > 3

i i-

Jd calcula x (k+1/k+1) e P~ ™ {(k+l/k+1) dados
]

3 M E S
|

por 3.2~4b e

.~ 3.2-5b e finalmente & enviado ao nfvel 2 6 (k+1)

[}
(, .s.=), para que este calcule a8 matrizes P ™ 7 (k+l/k+1)

Lo T 2 EN

LI |

P~ ™~ (k+i/k) dadar pelas equacBes (3.2-6) e (3.2-7).

[ I Y}
LI |

e H (k+1),
]

&

NIVEL 2

Py, e (K +1/%01),
- o
S/ Pyt 5
~ COORDENADOR -,
- %
il -~
N :
= o
L)
CALCULA ALCULA

WivEL 1 | X (i k),
Py ,*(m/m}‘

gz (he1 /x4l
¥

P

SUBSISTEMA ¢ SUBSISTEMA 2

Figura 3.3

Referente ao segundo termo da squacgHo 2.5.3-1a,
escrever que:

podemos
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Para o subsistema i:

P ~o(k+1/k+1)=P 7,7 (k+1/k+1)

L ok
1 ar E I

=P ~, ™, (k+1/k+1) . HY (k+1)
|H2 -

mn{[ % (k+1/K) - G © y (k+1/k)] : [g (k+1/K) -
I i i s

i

G “(k+1) . y <k+1/k>]1} . HY (k+1)
- EN ?
i

(54

={p ~ o~ (k1K) - R[g (K+1/K) Y7 (k+1/K)
1 T

oo

L.

L

67 (k+i)] - E[G ©(k+1) .y (k+1/K)
-* [} LS
3 Y

§T(k+1/k)] + E[G e(k+1) . y (k+1/k) .,
a ' s

A

Ay

YV {k+1/k) .GT”(k+z)] . HT(k+DD }

i

T MM =
i | . % ES

={P ~ v (k+1/K) - P~ Y (k+1/k) L GV (k+E) -

G "(k+1) P ™~ ™ (k+1/k) +

1 W
e 40w

G ®°(k+1) P ~ ~ (k+1/k) GV (k+1)1]

¥ w o o HU
i 4 4 i

s Bt W
[

HY(k+1) P ~ ~ (k+i/k) }

P ;*(k+1/k+1)=6 (k+1) . P ~ ~ (k+i/k) . H' (k+1)
- 2 i LI Y

1 S (3.72-8a

102



II

yr(k+1/k+1)
wt

H

E{y (k+1) /7y (k+1/k)}
= - 8

-3

H

y (k+1) - E{y (k+1)/Y(k), ¥y (k+1)}
- 4 1

y (k+i/k) + y (k+1/k) - y (k+i/k) -

y (k+1/k) - P ~ ~ (k+i/k) . P "~ 7 (k+1/k?

o W

y (k+1/K)
i

Lo

y* (k+1/k+1)

=

y (k+1/Kk) - G* (k+1) y (k+1/k)
-t 3 i

onde:

i 8

(3.2~9a)

v -
G* (k+1) = P~ ~ (k+1/k) . P ~ = (k+1/K)

=1 W [EI
4 5 3

E portanto:

it

P ~,~, (k+1/k+1)

- I
2 @

-

E{[y (k+31/k) - G" (k+1) y (k+1/K)
= £ 4

[g (K+1/K) = G= (k+1) . y (K+1/K)
-2 - - 8

4

oo L
2 o= Fd

G* (k+1) P ~ ™~ (k+1/k) + G~ (k+1)

=3 F™ I ¥ A
A

.
G* (k+1)

&t
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P~ ~ (k+1/K) = P ~ ~ (k+1/K) . G (k+1) -

mtd

P~ ~ (k+1/k)
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P ~,~,(k+1/k+1) = P 7 7 (k+1/k) - G" (k+1) P ~ ~ (k+1/k}

=3 8 ]
o o -

Y =z " (3.2-102)

Utilizando o mesmo procedimento, podemos escrever;

* ¥
P ~,"2(k+1/k+1) = G* (k+1) P ~ ™~ (k+1/k) . G" (k+1) - P = 7~ (k+1/k)

w . ow =1 » o A

o
=2

4 4 1 =2

(3.2-11a)
Para o subsistema j utiliza-se o mesmo procedimento, de

forms que podemos descrever © cédlculo hierarquizado das equacles
3.2-8 a 3.2-11, conforme a Etapa 4,

ST HPe 4
Esta etapa relata o cédlculo das equa¢les 3.2-8 a 3.2-11
e a troca de informag3c necessdria para a sua execugdo entre o

primeiro e o segundo nifvel como ilustra a Figura 3.4.

0 coordenador comunica do subsistema j para o subsistema |

o vetor do erro de predi¢¥o da safda y (k+l/k), a matriz de
o4
observacdo H (k+1) e a matriz de covarif@ncia P 7 7 (k+1/k) e fornece
- HJNJ
80 nfvel 1 as matrizes P ~ ™ (k+i/k) e P = ™ (k+1/k), (i®j).

oW ot
LI | i

Assim, o subsistema i calcula o vetor de erro y'{k+1/k+l>
ol
& esua matriz de covarifncia P ~,~,(k+1/k+1) e ainda a matriz

L
40Jd

Finalmente, cada subsistema envia ao nivel 2 a matriz G™

iJd
para que este calcule a matriz de covari@ncia P ~,7, (k+1/k+1).

w
LI
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CALCULA
NIVEL 2

PY‘; y;( g +1/ki )

2
CALCULA £
¥ (xa1/%41)
Py yilks /a1
Px, ylas/ket )

Y5 (ket /a1 )
Py.zﬁ(ki»lfk#i)
P, yplert/ae 8}

NIVEL Y

" SUBSISTEMA 4 SUBSISTEMA 2

Figura 3.4

Finalizando, calcula-se a equag¥o

2.5.3~1a, ou greja:
% (k+1/k+1) = x (k+1/k+1) + 6  (k+1) . y'(k+1/k+1) (3.2-12)
Ty T £ b o4
onde:
G (k+1) =P "~ (k+1/k+1} . P 7~ ", (k+1/k+1)
b Jd > w

“J”J
e as matrivzes de covarifincia correspondsnies:
P~ ~ (k+l/k+1> = P ™ ™ (k+1/k+1) + G (k+1) . [ T (k+1/k+ 1)
oo e " e 2 i -
G:J - P7 ",(k+1£k+1)] - P 7, (k+i/k+1) do{k+1)
M "My

(3.2-13)
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T
p ~ ~ (k+1/k+1) = P 7 7 (k+1/k+1) + [P ~ (k+1/k+1) G (k+1) +
» ”» E o ] 1 9 o [}

v Jd LI [ J

G (k+1) ., P ”‘“,{k+3/k+1)] . GY (k+1) +

i J i
uJuJ o

G (k+1) . G* . PV "V (k+1/k+1) (3.72-14)

iJd | »t
4001

A distribui¢®o dos cdlculos das equacBes 3.2-13 & 3.2-14,
~concluindo © proceaso de estimac¥o, é iluatrads na Figura 3.5 e

‘relatada na seguinte etapa:

ETAPA 5

Cada subsistema estima o seu vetor de ert.ado e envia ao
coordenador ag matrizesr necessdrias para o célculo da matriz de

covarifincia crurzada P 7 7 (k+1/k+1), finalizando assim © processo de
=< =
t

estimagHo, jlustradoe pela Figura 3.5,

CALCULA

NIVEL 2 .
\; Py xg bH1/a81)
e COORDENADOR
2any
> A o
F e
Ay —
> b
] Z
CALCULA CALCULA
~ -~
NIVEL 4 X4 {xet/net) Xy (XH/541)
G(.ik“l} 53(!*')
Py, xy (K 41/841) Py ralkt1/u+t)
SUBSISTEMA § SUBSISTEMA 2

Figura 3.5
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£ importante notar que:

1) A troca de informac3o entre os subsistemas ocorre nas at.apas
2 e 4

») A comunicac%o entre os rFubsirtemas poderia ser feita diretamente

entre eles e n¥%o via coordenador.,

3.3. AMBIENTES DE HNULTIPROGRAHACXO E PROCESSAMENTO DO FILTRO DE
KALMAN HULTIN(VEL

3.3.1. INTRODUCXO

As estruturas dos sistemas de programag¥o e de Pprocessa-
mento paralelo para a estimac3o multinfvel do filtro de Kalman,
variam conforme hardware e roftware de suporte correspondente
{16, 31-343. A escolha dessas estruturas deve ser feita, tomando-se
como critério, a que oferece melhores mecanismos para a aplicag¥o
das esgiratégias de coordenag3o e decomposi¢¥o do problema e dos
requisitos de comunicag3o delss consegliente. Neste item, nose
restringimos s explana¢Bes do sistema Unix que fornece suporte

para programagdo concorrente e com © qual o filtro de Kalman paralelo
foi implementado.

3.3.2, SISTEMAS DE MULTIPROGRAMACXO

Os sistemas de mnultiprogrema¢doc permiten que variop

procesgos {(programas em execuc¥o) utilizem concorrentemente um uUnico

procesgsador.

Na concorr&ncia desses processos o tempo alocado pela CPU
a cada um deles, varia e ¢é determinade pelas interrupg¢Bes, pela
polftica de gerenciamento do procegsador e pelo uso do tempo do

processador pelo processo.
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3.3.3. AMBIENTE UNIX PARA PROGRAMACXO CONCORRENTE

O sistema Unix [30] ¢ simples e dispBe de um interessante
ambiente de programag3o.

A Figura 3.6 mostra a arquitetura de um sistema Unix.
O hardware no centro da figura, dé suporte ao sistema operacional com
gservicos bésicos. O sistema Kernel, na cemada superior, estd isoclado

dos programas para o usudrio.

Quircs programas
aplicaitves

Figura 3.6 - Arquitetura do Sistema Operacional Unix
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3.3.3.1. O Shell

O Shell & um interpretador tanto de comandos interatijivos
quanto de linguagem de programac¢do a nfvel de comando. Ele prové

a interface com © wusudrio e dispBe de estruturas de controle

sof isticadas para repeticdo de seqléncia de instrucles e para o teste

de condi¢Bes, possibilitando a construcdo de programas eficientes.

Um programa € qualquer comando ou segliéncia de comandos
armazenados num arquivo executdvel, e um processo é uma instlncia do

programa em execu¢¥o. Muitos processos poden ser executados
concorrentemente sobre sistemas Unix (essa caracterfstica € chamada

de multiprogramag3o ou multitarefa).

3.3.3.2. Sistemas de Arquivo

Os arquivos podem ser utilizados como uma 4drea comum de
dados por vérios programas, fornecendo meios de estabelecer uma
comunicac3o entre programas concorrentes. 0Os arquivos est3c organi-
zados em diretérios numa estrutura hierdrquica. 0Os arquivos presentes
em um diretdrio podem ser arquivos ordindrios, erquivos diretdrios e
arquivos egpeciais (Dispositivos de E/S5).

Os arquivos e dispogitivos s¥o tratados da mesma forma.
Consequentemente, o8 programas podem escrever ou ler em um disposi-
tivo E/S {(terminal, por exemplo), arguivog ou um outro programa.

Este recurso é utilizado em [31) para computagBo distribufda.

Um arquivo ordindrio ¢ uma seqiéncia de bytes. O arquivos
n¥o t&m uma estrutura interna. 0Os bytes existentes num arquivo 830
apenas aqueles postos pelo usudrio ou programa. N¥o hé& prealocag3o
de espago para arquivos e um arquivo & t¥%o grande quanto seja2
necesgario. 0 acesso a um arquivo pode ser tanto seqiiencial quanto
aleatdrio.
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Embora og arquivos n3c tenham uma eptruturas, ol(s)

programa(s) que interagem conm outro(sg) programa(s) podel(m) impor
uma estrutura para tratar um fluxo de dedos.

3.3.3.3. O Pipeline

O pipe conecta a safda padr¥ de um programa 2 entrada
padr%oc de outro programa. Por exemplo, se inclufssemos o vetor de
controle nas equagBes de estado 2.5.2-4, poderfamos calculd-lo
nof f-11ne” utilizando um procedimento de controle o6timo e utiltzé-lo

no cslculo do filtro multinfvel da seguinte forma:

cat CONTROLE | FKH

O programa cat para o usudrio ler os vetores de conirole armaze-
nados no arquivoe CONTROLE e o sfmbolo |, instrui o interpretador

shell para criar um pipe que os transmite para o programa FKM
(Filtro de Kalman Multinfvel).

Os pipes s3¥o uni-direcionais e o5 programas por eles
conectados sZo executados concorrentemente. D sistema operacional sge

encarrega da gincronizaclo e "bufferizac¥o” durante a conex¥o dos
programas.

3.4.3.4. Redirecionamento de Entrada e de Safda

2 entradaz e a safda padr8es s3%o normalmente conectadas ao

terminal de computador.

O caracter ">>»” permite redirecionar a safda & pripeira
posi¢¥o livre de um arquivo especificado.

O redirecionamento de entrada permite que um progranma

receba dados de um arquivo especificado.

PROGRAMA 1 >> ARQUIVO R, o caractere ">>” faz com que © PROGRAMA %

posicione seqiencialmente seus dados de safda no arquivo R,
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3.3.3.5. Programas Utilitdrios

Os programas utilitérios do sistema Unix (Ver Figura 3.6),
oferecem grandes vantagens, dentre elas, a de contabilizar com certa
precis¥o (décimo ou centésimo de segundos, dependendo da vers¥o Unix)

o tempo de execu¢3o de um programa.

Por exemplo: time PROGRAMA 1. Ao usudrio serd apresentado
apés o término da execu¢¥o do PROGRAMA 1, o seguinte resultado:

tl real t2 user ta sYys
conde: tz.... tempo gasto pela CPU somente com a execugBo do
PROGRAMA 1.
ti"" tempo gasto pela CPU, servindo todos wusudrios

(o0 ambiente Unix & também um sistema multi-usudrio)

t3 ..... tempo gasto pelo sistema para execu¢3oc do PROGRAMA 1.

3.3.4. MULTIPROGRAMACX0O EM TEMPO COMPARTILHADO E FILTRAGEM DE KALMAN
' PARALELA

Pela anédlise das estruturas hierdrquicas de <cédlculo do
Filtro do Kalman Multinfvel descritas no item 3.2, & possfvel notar a
existéncia de um paralelismo natural consegiente da teoria de
projecBes miltiplas utilizada para o desenvolvimento do filtro. Dessa
forma, podemos implementar um filtro de Kalman paralelo wutilizando
multiprograma¢¥o e/ou multiprocessamento. Num sistenma operacional de
tempo compartilhado, o escalonamento dos processos € um dos elementos

principais.
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O compartilhamento do tempo é a suspene¥o de um processo e
© 8Bou refinfcio posteriormente. No Unix, como na meioria dog gietemas
de tempo compartilhado, g atividade de suspensfo e reinfcio ocorre
muitas vezes por segundo, deixando transparecer externamente que a
CPU estd executando virios programas gimuitaneamente, Quanto major
¢ ndmero de programas a gerem executados, menor sers o tempo alocado
a8 cada um deles. 0O sigtema Operacional calcula dinami{camente ag
pricridades dos processos Para determinar qual processo Inative,
mag pronto para execuclHo sers executado quando o processo atual ativo
for suspenso.

Eeta forma de multiplexagem do processador permite g
execugdo de cada programa asobre up Processador virtuat-: um proceg-
sador abstrato que implementa uma unidade de processamento paralelo
Figura 3.7,

»

Portanto, a rultiprogramacso « importante por fornecer unm
ambiente abstrato Para o estudo de Paralelismo, gem complicac®es
desnecessdrias com detalhes de implementac3¥o que apesar de importante
em outras ocasiBes, podem ser tgnorados nesta fase.

REPRESENTACAD REPRESENTACA :
FISicA PRo. Losica

MMM T TR
{ PROCESSADOR )"““ﬂ TR TITTT
L

S AL PROCESSADOR Y& TC

EE?F_TET-{“ECJE """"‘—'—““_T‘C?ITTZT{TCT‘CTETIRW Ty
MEMORIA = ;“E% mmﬂagg

f
PROCESSADOR VIRTUAL = PROCESSADOR FIsico + SOFTWARE

Figura 3,7 - Ambiente de Hu]tiprogramacgo
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0 conceito chave para multiprogramac¥o com tempo
compartilhado é © seguinte:

3.3.4.1 -~ Execu¢Bes em retaguarda e vanguarda de programas

0 interpretador Shell pode Iniciar a execucdo de um
programa e deixad-lo executando, enquanto outros programnas poden
também iniciar suas execucles. Os nomes retaguarda e vanguarda

especificam a ordem em que o8 programas est¥o sendo executados.

Os caracteres a seguir, s%o utilizados para determinar uma

ordem de execugdo:

a) ”,;” indica uma execu¢¥o sequencial. Por exemplo: PROGRANA 1;
PROGRAMA 2. O PROGRAMA 2 86 serd executado, apds o término da
execuc%o do PROGRAMA 1.

b3 ”8&” indica uma execu¢Ho assfncrona (concorrente). Por exemplo:
PROGRAMA 1 & PROGRAMA 2. O PROGRAMA 1 serd executado em

retaguarda e o PROGRAMA 2 em vanguarda, concorrentenmente.

9.3.%5. IMPLEMENTACXO EM MULTIPROGRAMACXO COHM TEMPO COMPARTILHADO

Para a paralelizac¥o do filtro de Kalman, aproveitamog as

estruturass hierdrquicas descritas no item 3.2.

Os subproblemas do nfvel inferior e o© coordenador foram
resolvidos seqiencialmente numa primeira fase. Na segunda fase,
associamos a seqlfncia das cinco etapas descritas no item 3.2 para,

formar a seguinte estrutura de implementacgdo:
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v ESTRUTURA DE IMPLEMENTACAD ETAPAS
T T e T
! A . —:
l ‘ i PROGRAMA ! | !
! | | coero bt || - 1 Fig 3.1
PROGRAMA PRUBHAMA l
: SUBSIST §. | ”‘i’“ g‘{—_’ L_‘% 2‘1’“ sue{.rnsnJE 2.0 ]
Q Hal, 1
I Liul! Hu A J
1 1! | l{ b
I } \0’ l FRosRAMA | | \é ! |
] i I CO0RD 2 1 1 i Fig 3.2
N - g 3.
PROGRAMA FROGRAMA
‘[ suesIST L2 [ 1] l;'_“‘! L_‘t‘ ‘?"suss;sr :‘:] 1
|
| °l eyl |
noy 0O
1 [[M | v ; :
i | u | | prosrawa l !
I iMI COORD S EME f Fio 3.3
{ PROGRAMA CrRograMA | L
1 SUBSIST 1.3 =H T“‘J L’—‘}“ =l supsist gi
| bl 1|2 | [
4 L [ |
1 Ho | |
] | | Merocram 13L | i
E l | {_cooRob 4 | H ! Fi:' 3.4
PROGRAMA PROGRA MA ,
| |sussist La -IPL_‘I{—J L“’T ‘}‘" sussisT 2.4/ | Fis 3.5
! 1L et |
(NS RN SRR I SN
FROCESSADOR PROCESSADOR PROCESSADOF}J
VIRTUAL | VIRTUAL 2 VIRTUAL 3

Nesta estrutura, os arquivos ordindrios s¥o utilizados como

éreas comuns de dados.

Para a execu¢So da implementac¥o do filtro de Kalman
multinfvel, via multiprogramac¥o com tempo comparttlhado, utilizamos
o computador Digirede 8000, com CPU 68020 e sistema operacional DIGIX

(vers%o 1.42-5) e a linguagem de programag3o Pascal.

Na linguagem de programagHo Shell do referido Unix, o

programa que viabiliza a estrutura de implementac¥o é o seguinte:
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ESTIMACXO

gerar arquivos de inicializagdo;
WHILE lista de comando

DO
(subsist 1.1 & subsist 2.1); coordl
(sgubsist 1.2 & subeist 2.2); coordz
(gubsist 1.3 & subsist 2.4); coord3
(subsist 1.4 & subsist 2.4); coord4d

'DONE

i: Fase:

Implementagdo sequencial

(linguagem Pascal)

PROGRAMA ESTINACKO;

PROCEDURE ETAPA 1;
BEGIN ...

calcular Q" (), Q"“ (k) (i=1,2)
END; ‘ *

PROCEDURE ETAPA 2;
BEGIN

calcular x (k+i/k), [a + o™ ], o , P (k+1/k), P (k+1/k)
1 i.d MM

(I ] LI | -

i i Jd

(i=1,2; i=j)
END;
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PROCEDURE ETAPA 3;

BEGIN
calcular x (k+1/k+i) , P (k+1/k+1) , P (k+1/k+1) ,
] i HIHI L] H|RJ &
p (k+1/k) (1=1,2; 1#3)
ul”J
END;
PROCEDURE ETAPA 4;
BEGIN
calcular y” (k+1/k+1), P , ,(k+1/k+1), P, (k+1/k+1),
t H'n| NlMJ
P, us(k+l/k+1)  (i=1,2; i%J)
¥ 1
END;

PROCEDURE ETAFPA 5;
BEGIN
calcular x (k+1/k+1), G (k+1), P (k+1/k+1), P (k+1/k+1)
i

i3 b B XY ot
i § L] .

(1=1,2; 1#J)
END;
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(xx PROGRAMA PRINCIPAL XX)

BEGIN
inicializar varidveis

REPEAT
ETAPA 1;

ETAPA 2;
ETAPA 3;
ETAPA 4;
ETAPA 5;
UNTIL n

END.

onde: n é o nimero de iterac¢lies desejado,

Nesta 1= fase (implementagBo seqliencial) as comunica¢Bes

representadas nas etapas dispensam o uso de arquivos ordindrios.

Devido a simetria das tearefas paralelas e dos dados
comunicados entre os nfveis, descreveremos para a 27 fase, apenas O=f

programas relativos ao subsistema 1 e ao coordenador.

2r Fase:
Implementac¥o via multiprogramac¥o com tempo compartilhado,

PROGRAMA S1.1;
VAR
, arql, arqR: FILE OF REAL;
BEGIN
ler P (k/k) do arg L;:

LI

4 4

escreve A e P no arq 1;

al LT

END.
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PROGRAMA S1.2;

VAR
arql, arqL: FILE OF REAL;
BEGIN
ler Q*(k)>, P (k/k) do arql;
L 8 222

a =2

calcula x (k+1/k), [a + o* ], o , P (k+1/k)
4 54 A M

A=
4

[a + o” ], o , X (k/k), A no arq 1;
41 ] s 4 i3
escreve -~
P (k+1/k); % (k+1i/k) no erq L;:
oo LY
s 1

END.

PROGRARA S51.3:

VAR
arqi, arqL: FILE OF REAL;

BEGIN
ler P (k+1/k), % (k+i/k) do arq L;
-9

Eo T ]
4 i

calcula 6, y (k+1/k), P (k+1/K);
-

44 o x
4 3

escreve 6 , H , y (k+1/kK), P (k+1/k} no arq 1;
ES

4% . N
A

calcula » (k+1/k+1) , P (k+1/K+1)
4

S ES I 31
£ 1

END.
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PROGRAMA S1.4;

VAR
arql, arql: FILE OF REAL;
BEG !N
ler P (k+1/K), H, P (k+1/K), y (k+1/K), P (k+1/k) no
£ =2 &

[~ 2w

arq 1:

calcula G" e escreve no arq 1;
w4

calcula y* (k+1/k+1), P , ((k+1/k+1), P 7, (k+1/k+1), G (k+1);

o M w i
= o a 2 -

escreve G (k+1) e P ~,(k+1/k+1) no arqg 1;

A M
1 2

calcule x (k+i/k+1) , P (k+1/k+1) e escreve no arq L;
4

LS e
4 5

END.

PROGRAMA C1;
VAR
arql, arg?, argB: file of real;
BEGIN

A e P (k/k) do arq %;

A e P (k/k) do erq 2:

calcula Q" e U%;

A =
ler P {k/k) do arq B:
SHQ

Q tk) e P T (Kk/k) no arq 1;
ES LA

escreve e
Q (k) e P (k/k) no arq 2;
=

= 3
E .

END.
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PROGRAMA C2;

VAR
arql, arq2, arqgB: FILE OF REAL;
BEGIN
[ ~
[0' + 0" ] o , X (k/K), B do arq i;
14 42 a2 ES 44
ler 4 ~
A , x (k/k) do arqg 2:
L
calcula P (k+1/k) e escreve no arq B;
M’.ldz
X no arqg 1;
escreve ~
¥ no arq 2:
-8
END.

PROGRAMA C3;
VAR
arql, arq2, arqB: FILE OF REAL;
BEGIN

P (k+1/k) do arq B;

ler { G , H , y (k+qi/k), P (k+1/k) do arqg 1
i

44 ES L
L &

G , H, y (k+i/k), P (k+1/k) do arg 2;

L.
=

,_.
N
n
)

o

calcula P (k+1/k) , P (k+1/K);

e i w o
ia = i =
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4 ~
P (k+1/k), H , P (k+1/K), ¥ (k+1/k),
“‘ﬂz - HL“.? .
P (k+i/k) no arq 1
ﬁawa
eacreve
P (k+i/k>, H , P (k+1/k), y (k+1/k),
Hl.“;: 4 w&u;‘- %
P (k+1/Kk) no arq 2:
L wlyi
END.
PROGRAMA C4;
VAR
arql, arq2, arqB: FILE OF REAL;
BEGIN
G , G , P Y. (k+1/k+1) do arq 1;
24 - » H%
ler o=

c* , 6 , P ~,(k+i/k+1) do arq 2;

3R =4 M
2 4

calcula P 5 (k+l/k+1), P , L (k+1/k+1)

Ok - w
4 = a 1
ler P (k+1/k+1) , P (k+1/k) do arg B;
MAHR * 35“2
calcula P (k+1/k+1) ® escreve no arq B;

i 2

END.

onde: os arquivos B e L simulam memdrias locais.
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3.4. ASPECTOS DE CONVERGENCIA DO FILTRO MULTIN{VEL

Neste item comentamos um aspecto de grande importsdncia no

rocesso de estimag¢lo conhecido como "convergéncia”. A Yconvergéncia”
P 9 g

num processo de estima¢Zo pode ser caracterizada de muitas fornmas,
Por exemplo, em [35] a convergéncia da estimag%o com o emprego do
Filtro de Kalman Global & caracterizada com o fato de durante o
perfodo de operaglo do filtro, os erros nas estimac¥es assumirem
valores abaixo dos seus valores eficazes (rms) estimados pelas
equagBes de filtragem. A explicag¢¥o mais comum, para isto €& que
a matriz de covari@ncia calculada n%o atinge valores fora das propor-
¢Bes reais, impossibilitando ponderagBes indevidas nas estimacBes e
e assim evitando por exemplo que as observa¢Bes subseqiientes sejam
ignoradas. O efeito da diverg&ncia pode ocorrer devido a inumeras
causas. As mals comuns s3¥o: imprecis¥o do modelo utilizado e erros
acumulados nas operagles computacionais. A fonte dessas duas caugas
pode englobar imprecisBes na modelagem das varidveis utilizadas nas
equa¢Bes do filtro, n%o linearidades, polarizagBes que n3o s¥o
compensadas por falta de conhecimento dos modelos estatfsticos para
a geracdo do filtro, e o acuimulo de erros de arredondamento e
truncamento durante as computa¢®es. Em ([35] s%o investigados os
mecanismos pelos quais tais fontes de erro degradam o desempenho do
filtro de Kalman Global, e sugeridas algumas técnicas que provéem uma
reduglio dessas degradac¢des.

Em [36, 37), =s%0 feitas andlises tedricas da propagacHo .

do erro devido 2o arredondamento numérico, para quatrco diferentes
implementagBes do filtro de Ksalman: filtro de Kalman Global,
filtro raiz quadrada da covarincia, filtro raiz quadrada da
informag3ic € o filtro raiz quadrada de Chandrasekhar que foram
desenvolvidos com o objetivo de evitar os problemas numéricos

presentes na implementag®o do Filtro de Kalman Global.
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Apesar de n¥o dispor de um estudo de convergéncia para
o Filtro de Kalman Multinfvel, é possivel afirmar [271 que este
apresenta melhores propriedades numéricas do que o Filtro de Kalman
Global, pelo fato dos cdlculos serem realizados sobre sistemas de
menor ordem, reduzindo o acdmulo de erros durante as operagfes
computacionais. Portanto, além da reduclo do tempo de processamento,
este fator tornz a aplicag¥o do Filtro de Kalman Multinfvel preponde-
rante em relac3o ao Filtro de Kalman Global, particularmente emn

se tratando de aplicacBes a sistemas de grande porte.

3.5. IMPLICACBES T£CNICAS DA UTILIZACXO DAS ESTRUTURAS MULTIN{VEIS
PARA FILTRAGEM PARALELA

3.5.1 INTRODUCXO

Una grande classe de problemas em controle e processamento
de sinais requer uma computac¢3o em tempo real rdpida e precisa de uma
grande quantidade de dados como uma conseqiiéncia das ordens elevadas
dos modelos e altas taxas de amostragem. Com o rdpido desenvolvi-
mento em sistemas muliiprocessadores, tornou-se de grande Interesse,
obter elevadas velocidades do processamento através do paralelismo
em algoritmos até ent¥o considerados sequenciais por natureza,
Recentes desenvolvimentos em sistemas com rede de sensores integrados
t&m incentivado a2inda mais a busca de algoritmos que permitam ©
processamento descentralizado dos sinais. 0 paralelismo surge
naturalmente em sistemas onde os dados s¥o obtidos por diferentes
subsistemas localizados em posi¢Bes geograficamente distribufdas.
Em taie estruturas multinfveils ocorre uma quantidade de processamento
local nos processadores locais ou ndés, e 08 resultados desses s%o
comunicados para um processador central (tambénm referenciade como
coordenador central ou centro de fus3o) de maior grau na hierarquia.
Este processador central ou de fus¥o combina as informa¢Bes dos

varios processadores locais para produzir uma estimag¢Bo global.
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Em [403 ¢ citada uma estrutura paralela do filtro de
Kelman para sistemas multisensores onde as informacfes obtidas dos
censores locais s¥o combinadas para gerar a estimag¥o global, porénm
apresentando a desvantagem pelo fato de cada processador wutilizar a
est imac3o global do estado do sistema no passo anterior para gerar
sua estimac¥o presente. Ou seja, existe a necessidade de comunicaqgdo
do processador central para os processadores locais no nfvel mais

baixo da hierarquia.

Isto dificulta um processamento paralelo nos nds locais, e

portanto, provoca uma redu¢¥o na velocidade do processamento.

£t possfvel também notar que o algoritmo baseado em
ortogonal izag¥es sucessivas sobre os subespacos das medidas de cada
subsistema, descrito no item‘ 2.5, apresenta uma desvantagem no
gentido de que cada processador local preciea conhecer implicitamente

observacBes de outros processadores para gerar sua prépria estimagdo,

Em (401, €& também citado um algoritmo de estima¢¥o
hierdrquica, onde cada processador local, em cada fiteracdo, gera
sua prépria estimag¥o beseado somente nos seus préprios dados,
comunicando esga estima¢¥o bem como sua matriz de covarifincia do erro
associada, para o procegsador central, o qual combina todas as
estimacBes locais e suas covarifncias do erro correspondentes para
gerar a estimag¥o global e a covarifncia do erro. Porém, neste
algoritmo, a hierarquizac¢3o da equaclo de predi¢%o e covarif@ncia do

erro correspondente no filtro de Kalman n3o é considerada.

Uma outra aproximac¥o para paralelizaclo das equacgBes do
filtro de Kalman & dispersar a seqUéncia de medidas em diferentes
segmentos e processar cada segmento em paralelo e posteriormente, num
nfvel! mais alto da hierarquia, combinar a informac¥o obtida de cada

segmento para produzir a estima¢¥o global. Os resultados de (38, 331

podem ser citados como referéncia.

124



3.5.2. APLICACBES EM REDES INTEGRADAS MULTISENSORIAIS

Heste item abordamos o8 cendrios ffsicos daw redes e, suag

implica¢gBes quanto ao algoritmo parslelo de filtragem uttilizado.

Consideremos um ambiente multisensor onde muitos sensores,
em geral, observam o mesmo sistema din8mico, onde cada sensor &
ligado a um processador local. Uma quest¥o a se considerar, no
gistema de rede integrada, ¢ o instante da disponibilidade da
informag¥%o em cada um desses senscores (time-alignment). Na maioria
dos cagoe, suple-se que as medidas s3o disponfveis de forms sfncrona,
isto é, os sensores %0 amostrados no mesmo instante. Enquanto esta
suposi¢do de egincronismo € razoadvel se 0B sgensores estiveram
geograficamente concentrados, torna-se menos justificdvel no caso de

sensores geograficamente dispersos.

Em tais casos, é maig apropriado supor que as observagles
estejam disponf{veig quando ag safdas dog diferentes sensores forem

amostradas ciclicamente em sucess¥o, numa taxa uniforme.
As diferentes situagBes s¥Fo identificadas como segue:

1) Todos os sensores concentrados: quando todos o©os sensores g30
colocados na mesma vizinhan¢a como mostrado na Figura 3.8.
Supondo & Independéncia entre os rufdos das medidas em <cada
sensor, a estrutura do filtro de Kalman paralelo do item 2.5

pode ser aplicada.

2) Todos os sensores dispersos: esta situagBo corresponde ao caso

onde h& sensores colocados em partes distantes no processo, como

mostrado na Figura 3.9.
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Neste cen#ério, as observa¢Bes s¥%o obtidas seqgiencialmente
no i-ésimo sensor nos instantes ((jH+i), J=0,1,2,...). 0O algoritmo
do item 2.5 ainda pode ser aplicado a este tipo de <cendrio, porém,
com mais dificuldade do que no cenério anterior, pelo fato de n¥o
dispormos sincronamente das observagBes. J& que a estrutura do

cdlculo do filtro & linear, teoricamente ¢é possfvel processar a
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est imac¥o com base nas observacles Jé recebidas de alguns sensores,
e a medida que as observacBes dos outros sensores fossem recebidae,
fariam perte da estimag¥o nos termos restantes das projecles
miltiplas. Entretanto, deve ser el aborado um estudo das IimplicagBes
préticas degsa alternativa para verificar sua viabilidzade.

_ Os cenédrios 1) e 2) combinados d%oc origem a um 3) mostrado
na Figura 3.10.

A estrutura hierérquica da Figura 3.10 baseia-se nas

seguintes suposicles:

1)ae K' observac®es na i-égima localidade (i=1,...,M) s%o obtidas
gincronamente, onde K & ¢© numero de sensores na i-ésima

i
localidade.

2)Porém, as medidas, e conseglientemente as est imacBes do estado, nas
diferentes localiza¢Bes s¥o supostas assincronas (seqienciais no

tempo).

3)0s K rufdos nas observac®es na i-ésima localidade s3o supostos

3
n3o correlatos.

Com base nesses trés cendrios, e uma série de suposigBes
quanto as equac¢les e matrizes do sistema, em [40] é desenvolvido
um algoritmo de estimacZo para cada um desses cendrios de forma
que os processadores locais n¥o se comunicam € a comunicag¥o entre
os niveis & somente no sentido dos processadores locais para o

procesgsador central.

Um fator importante que ainda deve ser ressaltado quanto 2
aplicag¥o dos algoritmos de estimag¥o de estados a estes cendrios é o
da existéncia de um algoritmo que n3¥o conduza & uma degradag3o do
processo de estimac¥o como um todo, quando 2 informagdo de um ou
alguns desses Bensores n¥o for maie disponfvel, e/ou quando © médulo

coordenador n3c estiver operando por alguma falha do sistema.
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CAPITULO 4

ANALISE DE DESEMPENHO COMPUTACIONAL

4.1. IRTRODUCXO

0 estudo da eficiéncia computacional do filtro multinfvel
em relac¥o ao filtro do Kalman global ¢ dividido em duas categorias,
uma & quanto a requisi¢®o de memdria, e a outra é quanto ao tempo de
processamento. Sob algumas hipdéteses, desenvolvemos expressles para
avaliac%o do desempenho computacional do algoritmo paralelo sobre
sistemas multiprocessadores, tomando como parametros o tempo

computacional e 2 quantidade de dados comunicados.

A requisi¢¥o de memdria do filtro de Kalman multinfvel &
aproximadamente a mesma para o filtro de Kalman global, porém a
requisi¢¥o de memdria do filtro multinfvel pode ser convenientemente

distribufda num sistema multiprocessador,.

Um estudo dos requisitos computacionais (tempo de
computag¥o por iteracZo e memdria requerida) na implementagdo do
filtro de Kalman Global, como fungBes das dimensCes de importantes
matrizes do sistema, € degsenvolvido em [41). Nele, s83oc discutidos
dois tipos de processamento das observacBes: simult8neoc e sequencial,

com o intuito de principalmente reduzir o tempo de processamento das
equa¢Bes do filtro.

4.2. REQUISICXO DE TEKPO DE PROCESSAMENTO

Para efeito de compara¢Bc do tempo de processamento
seqguencial entre o filtro multinfvel e o filtro de Kalman Global,

tomaremos © numero de multiplicacBes necessdrias para cada um deles.
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Supondo H bloco diagonal e cada subsistems com © mesmo
nimero de estados e gafdas, obtemos com 8 utilizac¥o da Tabela 4.2-1
e das equagBes do item 2.5 que:

A. Numero de multiplicacBes para o filtro de Kalman Global:
M =1,5np% + 1,50 + nm [“’%r‘* m =+ 1 +m+1+-—-"“2n+1]+
FKG 7R

m= (3m + 1)
pd

B. Ndmero de multiplicacBes para o filtro de Kalman Multinfvel:

3m + 1
mni{m+N) . .o N

FK¥ N= 2N2 oN=

b
n
-
"U‘
e
K
+
-
111
k=]
o
+
z
=
po
+

- =
+ N n“m . _nm L _nm_ nein+N?
N:ﬂ N‘a N;.' 2“3

N (N - 1) n=m

onde: N 8 o numero de pubsistemas.
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* % Nimero de
Varidvel Equag¢Bo Comput ac®es } g j4ipl.| AdicBes
X (k+17K) ACk+1,K)x(K/K) Ax n& n®-n
Pl{k+i/K) A{k+1,KkIP(k/k) PAY 3 n®-n
A(P AT @ n®-n*
AT (k+1,k)+Q(Kk) A(P AV ) +Q o n®
G(k+1) P(k+1)/KIHT(k+1>[ | PH” n®m A m-nm
H(k+1)P(K+1/K)HT H(PHT) nm* nm™-m=
(k+1)+R{(k+1)37* H(PHT)+R o m=
tH(PHY)+R)™* = m”
RRH1/K+1) | X(KH17K 46 (k+1) Hx nm I
[Y{k+1)-H(k+1) Y- (Hx? O m
x{k+i/k}1} GIY-({Hx)] nm mn-n
=x+GIY- (Hx)1 o n
P(k+1/k+1? [1-G{k+1)H{k+1) Ghe n~m n*m-n=
P(k+1/k) 1-(GH) 0 n*~
[1-(GH} P n® n® -n*
TOTAL
TABELA 4.2-1 Numero de Operac®es Elementares para o FILTRO de

# Para manter as propriedades de definida

KALMAN GLOBAL.

forma alternativa & utilizada

P(K+1/K+1) = [ 1-G(K+1) H(K+1)] PK+1/K) [I“G(K+1)H(K+1)}T +

G(K+1) R(K+1) GT (K+1)

pogitiva e

pimétrica, a



e ent%o os numeros de muitiplicagfes e adigles aumentar¥o de

n®+ n"m + nm e n+ n°m - n respectivamente.
x» Todae as variévels que sparecem neetae equacBes g¥o definidas na

Tabela 4.2-2.
VARIAVEL DEFINICXO DIBERSXO
(/KD Estado estimado em k dado Y nox 1
P{k/K) Matriz de covari8ncia do erro om :(k/k) n xn
Alk+1 k) Matriz de transi¢Bc de estado k para k+!i n x®xn
Qky Matriz de covari@ncia do rufdo do sistema nxn
;(k+1fk) Fotado estimado em k+1 dado Yk n x 1
P(k+1/k) Matriz de covariBincia do erro emn ;(k+1/k) nxn
H{k+1> Matriz de observac3o m X n
R(k+1? Matriz de covari8ncia do rufdo na

observaclo mxXm
G(k+1) Matriz de ganho do filtro de KALMAN em k+1 n x m
Y(k+1) Vetor de observacdo em k+1 n x 1

TABELA 4,2-2 - Varidveis do Filtro.
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Portanto, é possfvel verificar que para o8 geistemas de
grande porte, © filtro multinfvel apresenta um menor tempo de cdlculo
se m e n s%0 aprox!madamente iguais. Mas, se n >> n, ambos og filtros

exigem aproximadamente o mesmo tempo de célculo.
Consideremos o seguinte exemplo:

Seja m= n/2, ent¥o o numero de multiplica¢¥es parao filtiro

de Kalman global é:

M =1,5n% +1,5n2 + 0 [ . . IR LA )
FKG "z ——z

n® (3n + 22
it

e o numero de multiplica¢les para o filtro multinfvel é&:

o 3n
= n~ [__......_. + 1}
N = 1,5n% + 1,5 n% + N n + <N + _n°
FKM 2N= 8N* 2H®
+ N n® . n® . n® _  nT(N+n) , _N (H-1>  n?
2N" 4N° 2N" 4N" 2 2N°
(4.2-1)
a) Para n=10 e =2, teremos:
| = 2.700 multiplicacles
FKO
= 2.553 multiplicac8es
FKM

Um genho de: [(H - M Y/¥ ] 1060 = 5,5 X
FrG KM FKO
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Particionando num numero maior de subsistemas, ou seja:

b) Para n=10 e =5, teremos:
M = 2.535 multiplicacBes

Fro

M = 2.165 multiplicacles

FKM

Um genho de: [(H - K y/M ] 100 « 14,5 %
FKO KM FXG

A Figura 4.2-1 nos fornece o ganho no tempo de processa-

mento seqiencial em func¥o de .

Figura 4.2-1 - Ganho no Processamento Sequencial do FKM versus o
Numero de Subsistemas, '

£ possfvel notar que para m=n, o ganho com o sumento do
nimero de subsistemas particionados, aumenta numa taxa maijor do que o
ganho para m= n/2 e que para valores de m<n/2, praticamente n¥o

teremos ganho algum, mesmo com aumento do numero de subsistemas.
Entretanto, se utilizarmos um sistema multiprocessador,

o tempo de cdlculo & dividido por aproximadamente (n de

gubsistemasl.
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Para se ter uma noc¢¥o do ganho que pode-se obter num
sistema multiprocessador, facamos a seguinte aproximagdo:

O célculo da equa¢3o 4.2-1 concernente ao pubsistema é
alocado somente ao processador relativo a esse subsistema e supondo

os tempos de comunicac¥o e espera pouco significativos em relag3o ao

tempo de execuc¢¥o, ou seja:

- Canil DE (ORURICREal
Clim BLTE CAPRLIDADE
P S Ry
sl SR i s ’
I 2 i
7 i { g
) CLORDEXRADOR ¥
; \ - - .
) L ] 1"2 . : '.._“ ‘_: ﬂ_ /"C .
; nn?i V‘k?‘ _; i rR ?'l(gg J‘
SUBSISTERR & SUBBISTENA 2

Dessa forma, terfamos uma reduc¥o pela metade do nimero de
multiplicacBes, que implicaria num ganho do sistema multiprocessador
das ordem de G(X) = (2700-1276 5)/2700 = 52,7 % em relac%% ao FKG e
uma eficiéncia de E(3> = (52,7/3) 100 = 17,6 % o que podenos

congiderar baixa.

Como uma extensZo dessa aproximag®o, € possivel constatar

que para sigtemas onde mxn, este ganho aumentaria slgnificatlvamente.

Vemos, portanto, que o tempo de execuc¢fo de um subproblema
& uma funco n¥%o linear da dimens®o do respectivo subsistema (jad que

n=n , VY ,,,) podemos escrever t = f(n ), , = 1,2,...n , e entdo
¥ ] H ]

congiderando as fases de multiprogramac¢3o e processamento paralelo,

podemos originar os seguintes iteng:

a) Implementac%o seqiencial: O tempo t gasto no cédlculo de todos os

n Bubproblemas numa iteracd@o &

t = S £(n )

=i
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b) Multiprogramag¢¥o: 0 tempo gasto pare resolver os  subproblemas

numa iteraclo &:

t () = méx [rcn Y, ..., f(n )]

™

¢) Processamento Paralelo: O tempo gasto para calcular os , subpro-

blemag nums itersagBo é:

t () = méx [f(ns),F(na);---»f(nN)]

ee

O tempo total de execug¥o para cada item mencionado é:

T = S fn) +t

{md

é o tempo geesto psars

L=

onde: t = g{n ) , g uma func¥o n¥o linear e t
]

=
execuc3o do programa coordenador.

T () =T () = méx [f(n Y,....fCn )] + t
4. ~ (=4

J4& que todos os subsistemas tém o mesmo niumero de estados,

e T como:

= =n =n, podemos reescrever T
i~

ou seja, n =N =...
1 = N [Z]

T () =, £l + ¢

-

T () =T () = f(n) + t
]

PP

w

Verificando © ganho do algoritmo paralelo, teremos:

T (O vt o+t
a(,) = 3 oWogly) = Emmwgﬂﬂw-—ﬁ- , onde t = . £n
e [ o] suB + t sUBD
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ou ainda,

N - c
I+ (-3 ' onde 8 = 3¢ €

Hup [

gln) =

g ¢ o ganho no tempo de processamento.

Portanto, & possfvel verificarmos que uma redugdo no tempo
de execug¢Bo do programa coordenador implicaria numa elevag¥o do

desempenho da execugdo paralela.

4.3. DADOS CONMUNICADOS

Neste ftem nos preocupamos em enfocar 2 quantidade de dados

comunicados em cada uma das etapas do item 3.2. para o caso geral

(, subsistemas), obtendo-se expressBes que permitam O cdlculo
aproximado do tempo gasto na comunicac¥o entre os subproblemas no
mesmo nivel e entre os niveis na estrutura hierédrquica. Considerando
os gubsigtemas COm OF mesmMOS nimerog de estados e safdas, podemos
escrever:

A. QUANTIDADE DE DADOS COMUNICADOS NA ETAPA 1:

D) = B , (u+1) n®

onde:

w
i

nimero de bytes necessdrios para armazenar uma varidvel;

N ndimero de sgubsistemas;

H
1}

n para
i

m para
t

FREN - LR N

it
H

- R N
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B. QUANTIDADE DE DADOS COMUNICADOS NA ETAPA 2:

D() = B[D (W) + D {N>]
+ 2

onde:

)
]
z
-
it

qtde. de dados comunicados enire os niveis;

fw
Pl
I
~
it

qtde, de dados comunicados entre os subsistemas.

e tem os seguintes valores:

D () =B . [(mn + m®+ m) + (1) n]

o
o~

4
ot
]

B [N“- 1 +(P(N,2)/2)] ne

onde:

P(,,2) = PermutacZo de , subsistemas dois a dois.

C. QUANTIDADE DE DADOS COMUNICADOS NA ETAPAR 3:

D¢(,> =D (3 =B , {(nm + n~)

-4

D. QUANTIDADE DE DADOS COMUNICADOS NA ETAPA 4:

o
~
z
)
f

- B . [c,q—:) C2m®+ nf‘)]

Na execuc3o do célculo das matrizes € vetores que
constituem o terceiro (ortogonal izagBes sucessivag) termo da equaglo
2.5.3-1, o numero de informa¢¥ies enviadas do coordenador para og

n-fubsistemas € de:

w (n-1) (0®+ n®) Dbytes.
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E. QUANTIDADE DE DADOS COMUNICADOS NA ETAPA 5:

A estimacBo finalmente & conclufda na eteapa 5, com =&

requisi¢do do seguinte nimero de informacBes entre cos niveis:
DGy =D () =B 2,!nm
1

Nessa etapa o envio de mensagens ¢€ somente dos

subsigtemas para © coordenador.

Portanto, como podemos ver, o numero de informacBes em
bytes que s¥o transmitidas tanto entre os nfveis como entre os
gubsistemaz no mesmo nivel, aumenta n¥o linearmente com o ndmero de
subsistemas particionados, concluindo dessa forma que o numero de
particionamento em subsistemas pode se tornar proibitivo por exigir
um elevado tempo de comunicac¥o entre os mddulos da estrutura

hierdrguica.

Numa implementa¢¥o do algoritmo via PP (processador prefe-
rencial) [161, onde a comunicagBo entre os subproblemas ¢é feila
através de uma memdria global por meio de um dnico Dbarramento, o
tempo de comunicag¢¥o para um ,, elevado pode se tornar significativa-

mente maior quando comparado aoc tempo de execugd¥o dos subproblemas.

Além disso, o esforgco de programa¢¥ na elaboracfo do
mecanismo de sincronizag¥o (o que aumenta o tempo de espera para

acesso & memdria global) pode se tornar exsgerado.
A implementac¥o desse algoritmo numa arquitetura paralela

que permita uma configurag8o com ligacBes (canais de comunicag¢®c)

entre os , processadores, pode contornar esse problema.

133



4.4. APLICACX0O E RESULTADOS NURERICOS

Realizamos 8 solucdo paralelizada do filtro de Kalman pars
o seguinte modelo de quarta ordem [45] discretizado:

'Y (k+1) 0,18 0,00 0,00 0,007 [x 00 "4, 50] W (k)]
. 1 ES
X (k+1) —0,25 0,27 0,00 0,00 | Ix a0 6,15 WK
. = =] =
X (k+1) 0,55 0,00 0,18 0,00 | Ix a0l ¥ 12,00l * v a0
- pe- he
X (k+1) 0,00 0,55 -0,25 0,27 X (k) 2,65 V(K
L. - l - - L ad - b wl e “ =
Y (k+1)7 BKe) 1 0 01 X (k+1)7 V (k+1)]
. - 4 1
Yi(k+1) 0 0 0 1 X (k+1)} T v (ks 1)
- = . - X (k+1) = -
b |
X (k+1)
- ‘ L
X(o» ={ 5 5 5 517
X0y =[ 0 0 0 017
Os vetores de rufdo E(k), k= 0,1,...,N e Vik), k =
¢,1,..., N, bem como as condi¢lDes inicizig do sistema E(O), sdo

supostos rufdos brancos Gaussianos com média nula e n¥oc correlatoes

entre g2i. A matriz de covarincia { do rufdo do sistema ¢ 51 onde
.Y

H € a matriz identidade de quarta ordem. A matriz de covariSncia R
-

do rufdo na observag3o & I onde 1 & a matriz identidade de segunda

Fy -

ordem € a matriz de covarifincia do estado inicial X(0) & P(OY= 25 ]
- -

A Tabela 4.4-1 mostra os resultados para andlise da computac3o
paralela do filtro de Kalman nos cinco primeirog instantes de
amogtragem.

As Figuras 4.4-1 e 4.4-2 mostiram o comportamento das safldas
do sistema e as Figuras 4.4-3 a 4.4-6 apresentam as estimacBes das
variidveis de estado do sistema. Sdo plotados os wvalores reais bem
como o8 valores esglimados.
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&

Nt DE - ITERACAD
PROGRAMACAO PARALELA | (iNHAS PROG. EXECUTAVEL TEMPO | 1 2 3 4 5
1. {00 00 00 00 OO suUBSIST HI
PROGRAMA SUBSIST | 285 33560 BYTES ' {ao 0o 0o 00 00| syssisT 1.2
PROGRAMA SUBSIST 2 285 33560 BYTES o U5 D UO Qo) SuBSIST L3
PROGRAMA COORD 268 30420 BYTES 60 00 op Of Q0| SUBSIST L4
oo 00 00 00 00| SUBSIST 2.1
05 G0 00 Q0 Op| SUBSIST 2.2
a1l 00 01 O Q0| sSuBSISY 2.3
0i 00 00 00 ool SUBSIST 2.4
o1 00 oo GO 00l COORD |
TAB. | o 00 00 00 ™ CQORD 2
PROGRAMACEG SEQUENCIAL PROG, EXECUTAVEL o0 ©0 GO 00 01) COORD. 3
. Q'] D{} 00 00 o0 COORD 4
N? DE L!NHA?) : 424 21‘544 BYTES o
T, T, T, 2 o1 :20 g?m svgés;zsi Lt
o o 1 o1l suBsisT .2
TEMPO RESOLUGAD 08 1 o4 03 01 03 02| suBsIST 1.3
D1 Gy 01 02 1| SUBSIST 1.4
Q@ g2 04 g3 01| SUBSIST 2.1
@b 04 02 Q4 Q5| SUBSIST 2.2
o7 O7 05 0602} SUBSIST 2.3
D4 05 04 0504] SUBSIST 2.4
T, - TEMPO GASTO EXECUTANDO O PROGRAMA o O G 0101 COORD |
T,- TEMPC GASTC PELU SiSTEMA EM BENEFICIO DO PROGRAMA oz b 02 O1 op| COORD 2
0BS: TEMPO EM SEGUNDOS COM PRECISAC DE 1/10 DE SEGUNDCS m @ 04 o1 Qof COORD 3
o o oo o COORD 4

Tabela 4.4-1

1o}

XN
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Variivel de estado X

Figura 4.4-6
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varisvel! de estado X

Figura 4.4-5
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CAPITULO 5

CONCLUSGES

Dos resultados obtidos neste trabalho ressaltamoe, além de
aspectos J@ comentados nos diversos capftulos, e 2além da anédlise
e da sfntese sobre metodologia de hierarquizac¥o do Filtro de Kalman
e da realizac®oc da sua computag¥o paralela, os seguintes aspectos

relativos a esta:

1)A implementac¥o seqiiencial exige mais memdria para os cdlculos dos
nfveig em um uUnico computador, enquanto o armazenamento dos
programas compilados no ambiente de multiprogramacdo exige maior

quantidade ainda de memdria.

2)0 tempo gasto na resoluc¥o seqiencial dos subproblemas foi msaior

do que o tempo gasto no subproblema mais lento.

3)No azmbiente de multiprocessamento, pode-se adicionar novos sub-
sistemas, aumentando a capacidade do sistema, sendo possfvel que o
tempo de processamento do nfvel inferior se mantenha o mesmo,
© que n%o ocorrerd no processamento seqiencial, j& que a relagdo
tempo de processamento / requieig¥io de meméria pode tornar-se

proibitiva.

4)A minimizac¥o do tempo de conmunicag¥o assume uma importancia
significativa em relac3o ao tempo do processamento total de forma
que o estudo de estratéglas para reduc¥o da quantidade de dados
comunicados entre os processadores diante da arquitetura paralela
utilizada (configurag%io dos processadores e capacidade dos canais

de comunicac¥o entre eles), pode conduzir a bons resultados.
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5)0 procedimento de paralelizac¥3o aqui proposto e implementado,

utilizando o ambiente Unix, mostrou-se vidvel, tti} e viabilizador

de novas indagac¢Bes e de novos procedimentos certamente impor-

tantes para a implementag¥o em tempo real em sistemas de miltiplos

processadores do filtro de Kalman paralelizado, um instrumento de

import8ncia fundamental para o estudo, estimag3o e controle de

sistemas de grande porte.
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